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RESUMO

Através deste trabalho venho defender a inclusao de conceitos basicos do Calculo Diferencial
e Integral no Ensino Médio, pois estes proporcionariam aos alunos uma melhor preparacao
e motivacao para se submeterem as dificuldades inerentes a estes conteiidos no ensino
superior. A insercao destes temas acarretaria ainda uma melhor assimilacao dos conteudos
jé abordados no Ensino médio, valorizando-os com abordagens multidisciplinares e melhores
contextualizadas e tornando os alunos mais capazes de fazer reflexdes sobre algo que esta

além do que seus olhos podem ver.

Serdo apresentadas propostas de atividades a serem utilizadas para abordar o contetido
de integrais no Ensino Médio, por meio do calculo de areas, pelo método da exaustao.
Tais atividades visam uma assimilagao natural de tais conceitos através da visualizacao
do processo de célculo e interpretagao dos resultados. Para isto serao utilizados figuras
e softwares especificos que valorizarao ainda mais tais atividades, ja que a inser¢ao de

tecnologias no ensino do contetido didatico de nossas escolas é um desafio e uma necessidade.

Palavras-chaves: Calculo de areas; Método da exaustao; Célculo no Ensino Médio.



ABSTRACT

Through this work I come to defend the inclusion of basic concepts of Differential and
Integral Calculus in high school, as this would provide students with a better preparation
and motivation to undergo the difficulties inherent in such contents in higher education.
The insertion of those topics would also lead the students to a better assimilation of
the contents already covered in high school, valuing them with multidisciplinary and
better-contextualized approaches and making the students more able to make reflections

on something that is beyond what their eyes can see.

The activities here proposed will be submitted to be used to address the contents of integral
in high school, by calculating the areas of, by the method of exhaustion. The activities
aim at a natural assimilation of these concepts through the visualization of the process
of calculations and the interpretation of results. For this, figures and a specific software
that value even more those activities will be used, since the integration of technology into

teaching contents of our schools is a challenge and a necessity.

Key-words: Calculation of areas; Exhaust method; Calculus in high school.
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1 INTRODUCAO

A partir dos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s), concluimos que o curriculo
do Ensino Médio deve ser estruturado de modo que o aluno possa ampliar e aprofundar
os conhecimentos matematicos adquiridos no Ensino Fundamental de forma integrada
com as demais areas do conhecimento. Esta proposta visa a preparacao do aluno para a
vida profissional, exercicio da cidadania e para prosseguir na vida académica em niveis

superiores como pode ser observado nos pardgrafos destacados de [6].

A essas concepcoes da Matematica no Ensino Médio se junta
a ideia de que, no Ensino Fundamental, os alunos devem ter se
aproximado de varios campos do conhecimento matematico e agora
estdo em condigoes de utilizé-los e amplid-los e desenvolver de modo
mais amplo capacidades tdo importantes quanto as de abstracao,
raciocinio em todas as suas vertentes, resolucao de problemas
de qualquer tipo, investigacdo, andlise e compreensao de fatos
matematicos e de interpretacao da propria realidade.

Por fim, cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno
o conhecimento de novas informacoes e instrumentos necessarios
para que seja possivel a ele continuar aprendendo. Saber aprender
é a condicao béasica para prosseguir aperfeicoando-se ao longo da
vida. Sem duvida, cabe a todas as areas do Ensino Médio auxiliar
no desenvolvimento da autonomia e da capacidade de pesquisa,
para que cada aluno possa confiar em seu préprio conhecimento.

Boa parte dos alunos que optam por continuar na vida académica ingressando em
um curso de nivel superior, sao submetidos a disciplina de Célculo Diferencial e Integral.
Esta disciplina faz parte do programa como obrigatéria de uma elevada gama de cursos
superiores das mais variadas areas de conhecimento. Os elevados indices de reprovagoes
nesta disciplina sugerem uma intervencao ainda no Ensino Médio com a inclusao de

conceitos fundamentais.

Este trabalho propoe apresentar ao aluno do Ensino Médio uma ferramente sofis-
ticada do céalculo, extremamente aplicavel em diversas areas do conhecimento, que é a
integral. A insercao deste tema nesse nivel de ensino é perfeitamente possivel e muito
apropriada, ja que como veremos nas atividades propostas neste trabalho, isto pode ser
feito utilizando ferramentas ja conhecidas pelos alunos como as progressoes aritméticas e
geométricas. Esta abordagem serd bastante ttil para consolidar o que ja foi aprendido no
estudo das progressoes e apreciar mais uma aplicacao desta que parecia ter fim apenas em
si mesma. Podemos observar que as ideias aqui propostas se assemelham bastante com as

presentes em [3].

O célculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que o
aluno do 2° grau encontra nas outras coisas que aprende em arit-
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mética, Algebra, Geometria, Trigonometria e Geometria Analitica.
Nao apenas novas mas de grande relevancia numa variedade de
aplicagoes cientificas no mundo moderno. Ora, o objetivo principal
do ensino nao é outro sendao preparar o jovem para se integrar
mais adequadamente a sociedade. Nao se visa, com o ensino de
Matematica no 2° grau, formar especialistas no assunto.(AVILA,
1991, p. 3)

Um dos principais argumentos utilizados como empecilho para implementacao de
tal proposta certamente é o inchaco de contetido que a disciplina esta submetida. Neste
mesmo artigo Avila trata de tal questdo explicitando a forma desarticulada com que sdo
realizados o ensino dos temas propostos e do seu excesso de formalismo. Enfatiza ainda
que com uma estruturacao adequada o 2° grau comportaria a inclusao de uma abordagem

do célculo. Veja neste trecho do seu artigo como Avila trata este excesso de formalismo:

Um dos exemplos mais evidentes disso estd no ensino de fungdes.
Gasta-se muito tempo para inserir uma nomenclatura - Contrado-
minio, fun¢ao inversa, funcao composta, funcdo injetiva, sobrejetiva
- num esforco de poucos resultados praticos. E antipedagégico
introduzir conceitos que nao estejam sendo utilizados no desen-
volvimento das disciplinas. E se o professor seguir esta salutar
orientacdo, ele ndo precisard, por um bom tempo, de nenhum dos
conceitos mencionados. Para que o conceito de contradominio,
por exemplo? A ideia de funcao inversa no Calculo s6 vai apare-
cer significativamente quando desejarmos calcular a derivada de
uma funcado que possa ser interpretada como inversa de outra cuja
derivada j& conhecemos. (AVILA, 1991, p. 3)

Concordando ainda com as ideias de Avila expressas neste artigo. O estudo das
fungbes polinomiais do 1° e 2° grau é feita ainda no 9° ano do Ensino Fundamental, como
uma primeira abordagem ¢ claro, mas que cobre uma parte consideravel do contetudo
que sera aprofundado e consolidado no 1° ano do Ensino médio. Este fato poderia ser
utilizado para dinamizar o estudo destas fun¢ées no Ensino médio evitando o excesso de
formalismo apontado por Avila como antipedagégico, propiciando um ganho de tempo para
se realizar uma primeira abordagem sobre a ideia intuitiva de limite de fung¢oes polinomiais.
Como ja sabemos efetuar o calculo de limite deste tipo de funcao nao demanda muito
esforgo, certamente nao havera excesso de dificuldade dos alunos inerentes a este calculo.
A principal dificuldade se devera ao fato de o estudo de limite demandar bastante intuicao
acerca de ideias abstratas que estao além do que seus olhos alcancam. Dificuldade esta que
pode ser contornada relacionando o contetido com observagoes geométricas ja conhecidas

pelos estudantes.

Iniciar o estudo de limites ja neste nivel acarretaria ainda alguns beneficios adicionais

como uma melhor compreensao dos aspectos dos graficos das func¢oes estudadas. Enquanto
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isso na disciplina de Fisica os alunos ja iniciaram o estudo da mecanica dos movimentos
uniforme e uniformemente variado. Vemos neste fato uma excelente oportunidade de se
fazer uma interacao interdisciplinar entre os conteiidos com a abordagem sobre as derivadas.
Certamente esta interacao valorizaria ainda mais ambas as disciplinas evidenciando aos
alunos que estas nao estao isoladas das outras disciplinas e que os avangos conseguidos em

uma delas impulsionam avangos na outra.

Atualmente boa parte dos livros do Ensino Médio ja apresentam um capitulo
versando sobre limite e derivada, porém habitualmente o tltimo capitulo do 3° volume.
Isto sugere que este seria apresentado como um bdénus caso a turma obtivesse um bom
desenvolvimento nos contetidos propostos propiciando este tempo extra. Porém acreditamos
que este nao é o caminho, a insercao de conceitos de Célculo Diferencial e Integral no
Ensino Médio nao deve ser feita apenas acrescentando mais um tema para inchar ainda
mais o cronograma. Tal insercao deve ser feita com uma reestruturacao adequada como a
j4 indicada por Avila, exaltando a merecida importancia do tema e propiciando avancos
nas outras disciplinas com as mais variadas aplicacoes melhores contextualizadas. Para

isto torna-se essencial sua apresentacao no 1° ano do Ensino Médio.

Assim como Avila acreditamos que ndo hd a necessidade de se realizar o estudo
das fungoes em blocos como vém sendo feito ao longo dos anos, com exercicios que
nao estimulam a curiosidade do aluno como os que se limitam a determinar dominio e
contradominio de fungoes, achar inversas, entre outros. Portanto, torna-se interessante
ensinar no 3° bimestre as progressoes aritméticas e geométricas, apresenta-los a notacao
de somatdrios e em seguida introduzir o conceito de integral definida de maneira natural
sem excesso de formalismo, por meio do calculo de area pelo método da Exaustao.
Mostraremos na secao 3 capitulo deste trabalho que é perfeitamente possivel esta abordagem

apresentando atividade que podem ser utilizadas para este fim.

Vale ressaltar ainda que a integral é definida desta forma nas disciplinas de calculo.
Contudo, sem o devido destaque da técnica, ja que o objetivo principal neste caso é que
os alunos consigam desenvolver os diversos métodos de integracao de fungoes. Assim o
professor despende pouco tempo para ensind-la, em boa parte dos casos nao propoe aos
alunos resolverem sequer um exercicios pelo método da exaustao. Portanto, o aluno que
tiver o privilégio de estudar este tema ainda no Ensino Médio certamente guardara consigo

a esséncia do calculo de area por integral.

Existe alguns trabalhos ja feitos, propondo maneiras de se ensinar limite e derivadas
no ensino médio. Aqui propomos na secao 3 deste trabalho algumas atividades sobre
calculo de areas sob o grafico de fungdes polinomiais, pelo método da exaustao, as quais
associaremos a integral definida. Nesta mesma se¢ao utilizamos o mesmo método para
calcular o volume de um sélido de revolugao e desenvolvemos uma atividade a ser realizada

utilizando o software GeoGebra que possibilitara aos alunos inspecionar o método de
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maneira mais dindmica. Por fim para consolidar o tema estudado apresentaremos algumas

sugestoes de exercicios a serem propostos aos estudantes.

Na se¢ao 2 capitulo encontraremos uma abordagem dos principais conceitos que
serao uteis para o desenvolvimento deste trabalho e que possa servir de consulta para os
leitores. Foi apresentado a notagao por somatérios, formulas para soma de progressoes
aritméticas e geométricas, sequéncia de niimeros reais e seus limites, defini¢oes de fungao
e continuidade e calculo de limite de fung¢oes, somam de Riemann e integral. Porém
vale ressaltar que aqui se encontram apenas os conceitos basicos de cada tema. Para
se aprofundar melhor nos assuntos sugerimos aos leitores consultar as referéncias que

fundamentaram este trabalho.

Por fim sao feitas as consideracoes finais e apresentada a conclusao a cerca do

trabalho e sobre utilidade e aplicabilidade do mesmo.

Nao é objetivo deste estudo apresentar um método para se inserir a disciplina
Célculo Diferencial e Integral no programa do Ensino Médio, mas sim uma pequena parcela
deste conceito afim de estimular a curiosidade e o interesse dos alunos em se aprofundar
no estuda da matematica no nivel superior e consequentemente propiciar aos mesmos um

melhor embasamento para encarar este futuro desafio.
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2 EMBASAMENTO TEORICO

Nesta secao sera apresentado alguns conceito matematicos que serao importantes
para o desenvolvimento deste trabalho. Vale ressaltar que a abordagem apresentada aqui
se limita a um recorte da teoria apresentada pelos autores utilizados como referéncia. Se
julgar necessario obter mais detalhes da teoria, sugerimos aos leitores que as busque na

obras originais utilizadas para elaborar a fundamentacgao tedrica.

2.1 SOMATORIO

As operagoes de somatério e produtorio sao de grande importancia por facilitar a
indicacao e operacoes algébricas que envolvam um ntimero elevado de parcelas ou fatores.
Vamos nos limitar agora a apresentar a definicao e algumas propriedades de somatoérios
que serao importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Podemos destacar [11],
como principal referéncia utilizada para realizar esta abordagem sobre conceitos basicos

de somatorios.

2.1.1 Notagdo de Somatoérios por Indices

O simbolo z; (1é-se x indice i) representa qualquer um dos n valores, 1, T, ...., Ty, |

assumidos pela variavel x, na amostra ou no conjunto de dados.

2.1.2 Notagao de Somatdrio

Para designar convenientemente o somatorio utiliza-se a letra grega sigma maitsculo

(32), que deve ser lido SOMATORIO ou SOMA DE.

O simbolo >°"' , x; é usado para representar a soma de todos os valores z; desde

1 =m até i = n. Lé-se da seguinte maneira: “somatoério de z;, com ¢ variando de m a n”.

Definicao 1. Sejam x,,, i1, ..., T, nUMeros reais, onde m e n sao inteiros, tais que

m < n, entao

Zwi =Ty + Tpy1 + .o + Ty

2.1.3 Algumas Propriedades dos Somatdrios

Com auxilio de algumas propriedades as operagoes com somatorios torna-se ainda

mais facil. Portanto sera apresentado aqui as propriedades mais utilizadas neste trabalho.

Sejam m,n € N, tais que m < n e z;,y; € R, parat=m,m+ 1,....,n e a uma

constante real.

Yari=a)_ (2.1)
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n

Z (xz + yz Z L + Z Yi (2.2)

i=m

Z sz—f— Z T (2.3)

i=p+1

Demonstracao da propriedade 2.1.

Z ar; = aTp, + aTpme1 + ... +aTp—1 + ax,
= a(Tm+Tmy1 + o+ Tp1 + )

n
— aYn
=m

Demonstracao da propriedade 2.2.

Z i X y) = (T EYn) + (Tt £ Ymrr) + oo (T T Yu1) + (20 T Yn)

= (xm + Tm+1 + ...+ Tp—1 + xn) + (ym + Ym+1 + ...+ Yn—1 + yn)

= Z x; £ Z Yi
Demonstracao da propriedade 2.3.

Z Ti = Ty +Tpa+ .o+ Tp1+Tp+Tp1 +2pot ... +2p 1+ Ty

i=m

= (:cm + Tong1 + oo F Tp1 +Tp) + (Tpr1 + Tpra + oo F Tpr + T)

= le—i— Z T

i=p+1

2.1.4 Foérmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética

por:

A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética (ay, as, as, ..., a,) ¢ dada

(a1 + ax)n

Sy = 5

Demonstracao:

Temos S,, = a1 +as +az + ... + a,_1 + a, e, escrevendo a soma de tras para frente,

Sp=a,+ ap_1+ Ao+ ...+ as + a;. Dai,

25, = (a1 + ap) + (a2 + apn—1) + (a3 + an—2) + ... + (an—1 + a2) + (a, + ay).

Observe que ao passar de um paréntese para o seguinte, a primeira parcela aumenta de r

e a segunda diminui de r, o que nao altera a soma. Portanto, todos os parametros sao

iguais ao primeiro, (a; + a,). Como sdo n paréntese, temos

_ (ay +an)n
Sp = 5
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Exemplo 1. Qual é o valor da soma dos 30 primeiros termos da progressao aritmética
3,5,7,...7

Solucao

O termo geral de uma progressao aritmética é dado por a,, = a; + (n — 1)r, assim
aso = a1 +29r =3+29 x 3 =61

(a1 + ax)n
S, = —
2
3+61)30
S3g = <+2):960

Portanto a soma dos 30 primeiros niimeros desta PA é 960.

Exemplo 2. Qual a soma dos n primeiros nimeros inteiros e positivos?

Solucao
” 1
Zk:1+2+3+...+n=ﬂ
k=1 2

(2.4)

Exemplo 3. Qual a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros inteiros e positivos?

N =1+22+3+ . +n’

Solucao

Para resolver este problema utilizaremos o resultado obtido no item anterior.

Z (k+1)° = > (K +3k+3k+1)

k=1 k=1

Y (k+1)7° = Zk3+32k2+32k+21 (2.5)
k=1

k=

—_

Observe que

SNk+1)? = 22438+ +n'+(n+1)°
k=1
= P+22+3+ . 4+n°+(n+1)7°-1°

= Zl{;s (n+1)% 13 (2.6)

Substituindo (2.6) em (2.5), obtemos
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NE+n+1)° -1 = Y E+3> F+3) k+) 1
k=1 k=1 k=1 =1 k=1

(n+10°-1° = 3Y K +3> k+> 1
k=1 =1 k=1

" 1
(n+1)7°-1% = 32k2+3<+2n)n+n
k=1
" 1
33 K2 = (n+1)3—1—3(+2")"—n
k=1
32”:k2 _ 2(n+1P°—=2(1—-n)—=3(1+n)n
k=1 2
32712152  (n+1)2n°+4n+2—-2—3n)
k=1 2
" (n+1)(2n? 4+ n)
S
k=1 6
i - n(n + 123(27@ +1) 2.7)

e
Il
—

2.2 SEQUENCIA DE NUMEROS REAIS E SEUS LIMITES

Como referencia utilizada no embasamento tedrico para esta secdo, podemos
destacar [13]. Caso o leitor necessite de mais detalhes sobre o estudo de sequéncias de

numeros reais e seus limites, sugerimos uma leitura na obra original.

O conceito de limite é o mais fundamental do cdlculo Diferencial e Integral, pois
é nele que se baseiam na Matematica atual as definigoes de convergéncia, divergéncia,

continuidade, derivada e integral.

O filosofo grego Zenao de Eléia (490-430 a.C), propds quatro problemas que ficaram
conhecidos como os Paradoxos de Zenao. Estes paradoxos desafiavam o senso comum
devido a falta de conhecimento a cerca da nocao de limite. Um destes paradoxos tratava
da impossibilidade do movimento sob os seguintes argumentos: Pra que algo se mova de
uma posicao inicial A até uma final B, antes deve-se passar pelo ponto médio C entre as
duas posigoes. Porém para se alcancar a posicao C, seria necessario antes chegar a posicao
D, ponto médio entre A e C. Seguindo este raciocinio se daria a impossibilidade de haver
o0 movimento, ja que sempre haveria metade do caminho a se percorrer antes de chegar a

qualquer posigao.

Outro intrigante paradoxo de Zenao trata-se de uma corrida em que um atleta deve
correr em linha reta uma determinada distancia. Quando o atleta percorrer metade do
caminho, faltara ainda a outra metade. Percorrendo metade deste, ainda faltara a outra

metade. Continuando com este raciocinio por qualquer nimero de repeticoes, jamais se
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chegaria ao fim da corrida, pois, sempre havera uma metade do caminho a ser percorrida.

Procedendo como o proposto por Zenao no segundo paradoxo mencionado, con-
siderando o percurso igual a 1 unidade, obtemos a seguinte valores para cada distancia

percorrida em cada iteracao:
11 1

553 587 " g
observe que para cada nimero natural n temos um valor correspondente associado.

—_

Definiremos agora o conceito de sequéncia ao qual serd extremamente 1til no

desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 2. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao v : N — R que a cada
numero natural n associa um nimero real x, = x(n), chamado de n-ésimo termo da

sequéncia.

Uma sequéncia = : N — R é normalmente indicada por (z1, 2, 3, ..., Z,) ou pelo

simbolo (z,)nen Ou simplesmente por ().

A partir da definicdo podemos concluir que nao ha restricio para compor os
termos de uma sequéncia com nimeros reais, porém algumas sequéncias podem ser mais
interessantes que outras devido a algumas de suas caracteristicas, como por exemplo,
se seus termos possuem um padrao, se converge ou se diverge. As defini¢oes a seguir
explicitarao o significado de uma sequéncia convergir ou divergir e auxiliarao a verificar no
caso de convergéncia qual é o valor para o qual a mesma converge, ou apenas possibilitara

decidir sobre sua convergéncia ou divergéncia.

Defini¢ao 3. Uma sequéncia (x,,) € dita limitada, se eziste ¢ > 0 tal que |x,| < ¢, para

todo n € N. Quando uma sequéncia (x,) nao € limitada, dizemos que ela € ilimitada.

Defini¢ao 4. Uma sequéncia (x,) serd dita decrescente se x,y1 < x, para todo n € N.

Diremos que a sequéncia é nao crescente, se Tpi1 < X, para todo n € N.

Defini¢ao 5. Uma sequéncia (z,) serd dita crescente se T,y > x, para todo n € N.

Diremos que a sequéncia é ndao decrescente, se xn11 > x, para todo n € N.

As sequéncias crescentes, nao crescentes, decrescentes ou nao decrescentes sao

chamadas sequéncias monotonas.

Exemplo 4. Vamos verificar que é mondtona e limitada a sequéncia

2n—1
p—

Ty =

Solucao:
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Como
2n — 1 1
l‘n: :2——
n n
Assim,
2 1 > 2 1
Tpa] = —_— —— =z
hl k+1 ok

Portanto, a sequéncia x,, ¢ mondtona crescente.

Como x, é crescente, r;1 = 1 é o seu menor termo. Vamos entao verificar que
nenhum de seus termos supera o valor 2 para mostrar que ela esta contida no intervalo
1,2).

2n — 1 1

Tp=—=2——=<2
n n

Logo, acabamos de verificar que x,, ¢ monétona e limitada. WM

A partir do segundo paradoxo de Zenao mencionado, fica claro que o atleta se
aproximara tanto quanto se queira do final do percurso, apesar da impossibilidade do

mesmo chegar ao seu final.

De fato, dado um ntmero real r > 0 e considerando o intervalo (—r,r). Pela
Propriedade Arquimediana dos nimeros reais, sabemos que existe um numero inteiro
1

ng > 1 tal que ng > %, logo nio < r. Como 2™ > ng, segue que gy < nio <r.

N verdade, como para todo n > ng tem-se que 1 < -1 obtemos que para todo

n 2n0
1
n>ng, 5 < T
Com isso, se verifica para este caso que a partir de um certo valor ny de N, todos
os termos da sequéncia pertencem ao intervalo (—r, 7). Como r > 0 pode ser tdo pequeno
quanto se queira e mesmo assim existird um ng tal que a partir deste, todos os termos da

sequéncia estarao no intervalo (—r,7).

Definicao 6. Sejam (x,,) uma sequéncia de numeros reais e | um numero real. Dizemos
n

que (z,) converge para l, ou € convergente, e escreve-se lim, o x, = I, quando para

qualquer intervalo aberto I contendo | (por menor que ele seja) é possivel encontrar um

inteiro ng > 1, de modo que x,, € I para todo n > ny.

Em outras palavras, para todo ntiimero real » > 0, existe um inteiro ny > 1 tal que

para todo n > ng tem-se que z,, € (I —r, [+ 7).

Definicao 7. Quando nao existir um numero | para o qual x,, convirja, dizemos que a

sequéncia x, diverge, ou que € divergente.

Proposicao 1. Se existir um nimero real | tal que lim,,_, o x, = [, entao ele € unico.

Demonstracao:
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. . lo—1
Supondo lim, o z, = {1 e lim,, .., x, = I3 com [; # l5. Tomando r = % > 0,
existem os inteiros n; e ny tais que para todo n > ng = max{ny,na}, |x, — L] < re

|z, — l3| < r para todo n > ng, o que equivale a
Lh—r<xz,<lij+rely—r<ux, <ly+r, para todo n > ny.

Multiplicando-se a primeira desigualdade por —1, obtemos a desigualdade

L —-r<-—-z,<r—-1L

Agora, adicionando a segunda, obtemos Iy — I; — 2r < 0 < ly — l; + 2r, ou seja,

—2r <ly — 1y < 2r, donde |ly — 1] < 2r = |ly — 1], que é absurdo. Portanto o limite é
unico.
Proposicao 2. Sejam | e k numeros reais tais que lim,, . x, = [, lim, ,o v, = k entao

valem as igualdades:

L. limy, oo (2n £ Yn) = limy, oo © £ limy, ooy =1 £ k
2. 1y oo (T - Yn) = 1My yo0 T - iMoo Y = 1K

Tn

3. lim,_ = Ump oo @n — é com vy, # 0, para todo n e k # 0.

limp,— 00 Yn

Demonstracao:

Como lim,, o x, = [ e lim,,_, y, da definicdo, dado r > 0 existem n; e ny tais

que para todo n > ng = max{ny, ny} temos:
lzn =1 <5ely,— k[ <5
Assim,
‘($n+yn)_(l+k)‘:’(xn—l)—l-(yn—k)\§]:L’n—l\+|yn—k;|<g+g:7«

Concluindo entao a demonstracao do item 1.
Vamos mostrar agora o item 2.

Note que

TpYn — Uk = Tpyn — ok + 2ok — Ik = 2, (yn — k) + k(z, — 1).

Por outro lado, sabemos que existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n, pois toda

sequéncia convergente ¢ limitada.
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Da definigao de limite, temos: |x, — 1| < 557 se n > ny e |y, — k| < g7 se n > ny,

para n; e ny convenientemente escolhidos.
Portanto, dado r > 0, existe ng = max{ni,na} tal que para to n > ny tem-se
[nn — k| = |zn(yn — k) + k(zn = 1)
< zn(yn — F)| + [B(zn — 1)
= |znll(yn = F)| + [Kl[(2n = 1)]
< M|(yn = )| + [ (zn = 1)

r r
< M—+|k|lz—==7r
- 2M | ‘Q\k\
Concluindo entao a demonstracao do item 2.
Para provar o item 3 vamos antes mostrar que lim,, . y% = % e dai obter o

resultado desejado a partir do produto z,, - yi

Seja r um nimero real arbitrdrio no intervalo (0, k%). Assim 7% > 0 e k* —r > 0.
Como y,, converge para k, sabemos que ky, converge para k?. Resultado que poder ser
verificado fazendo y,, = k no item 2. Logo, existem inteiros positivos n; e no tais que para

todo n > ng = max{ny,ny}, obtém-se
lyn — k| <72 e |ky, — k?| < k* — .

Expandindo a ultima desigualdade, obtemos ky,, > r > 0 para todo n > ng, de

onde segue que 0 < ﬁ < %

Assim concluimos que para todo n > ny,

1 1 k—y,, r?
L LY
Yo K Kijn r

verificando que a sequéncia yi converge para %
n

Utilizando agora o item 2 da proposic¢ao, temos que

n 1 1
lim 2" = lim (z, - —) = (lim z,)(lim —) =1-—

4
-

Concluindo entao a demonstracao do item 3.

2.3 FUNCAO

O principal objeto de estudo do Célculo sao as fungoes. Estas sao observadas na
relacao de dependéncia entre uma quantidade e outra. Por exemplo, existe a relacao de
dependéncia da area de um circulo ao seu raio. Como ja sabemos a lei que relaciona a
area de um circulo com seu raio e dada por A = 7r?, onde A e r sdo a 4rea e o raio do

circulo respectivamente.
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Definicao 8. Dados dois conjuntos A e B nao vazios, uma funcgdo f de A em B é uma

lei ou regra que a cada elemento x € A, associa um tnico elemento f(x) € B. (escrevemos
f:A— B).

e A ¢é chamado dominio de f;

e B ¢é chamado contradominio de f;

e o conjunto Im(f) ={y € B;y = f(x);x € A} é chamado imagem de f.

Definigao 9. Sejam f: A — B uma fungio e A, B C R, chamamos de grdfico de f o

conjunto

G(f) =Gr=A{(x, f(x)): x € A}

Da definicao de grafico de uma fungdo acima decorre que que G(f) é o lugar

geométrico descrito pelos pontos (z; f(x)) € R x R, quando x percorre o dominio de f .

Exemplo 5. Vejamos alguns exemplos de fungoes f : R — R.
(a) Fungao polinomial:

flx) =ao+ a1z + asx® + ... + aa” =Y apk”
k=0

Em particular:

e se n =0, f é chamada fungao constante;
e se n =1, f é chamada fungao linear;
e se n =2, f é chamada funcao quadratica;

e se n =0, f é chamada fungao cubica;

(b) Funcao racional:

onde p(z) e g(z) sao fungdes polinomiais com ¢(z) # 0 para todo x no dominio de f.

Exemplo 6. Vamos construir os grdaficos das fungoes polinomiais f(z) = 2x + 1 e
g(z) =2*+ 1.

O grafico da fungao polinomial linear é uma reta e de uma quadratica é uma

parabola como podemos observar nas Figuras 1 e 2 respectivamente.
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Figura 1 — Grafico da fungdo polinomial linear

y

f(x) =2x + 1

N W kA W N

-4-3-2-/01234'X

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Figura 2 — Grafico da fun¢éo polinomial quadratica

y

8

7

6

> fx) =x*+ 1

4

3

2

]

X

4 3 2 a1 0 1 2 3 4

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

As fungbes polinomiais e racionais terao grande relevancia neste trabalho ja que

estas sao o principal objeto de estudo do célculo no Ensino Médio propostas aqui.

2.4 LIMITE DE UMA FUNCAO

Nesta secao apresentaremos a nocao intuitiva de limites e em seguida sua defini¢ao
formal. Definiremos também o conceito de continuidade de fun¢ées. Podemos destacar

como principal referéncia [4].

Considere o grafico da funcao f(z) como mostra a figura 3:
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Figura 3 — Representagdo para o limite de f(x) quando x tende a xy.

y
f(x)
f(x)
L i
£(x)
e TR

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Intuitivamente, dizer que o limite de f(z), quando = tende a xg, é igual a L que,
simbolicamente, se escreve

lim f(x) =1L (2.8)

Tr—xQ

significa que quando x tende a xg, f(z) tende a L.

Para que o limite de f(x) no ponto z( exista, ndo é necessario que a fungao seja
definida em zy. Contudo quando x se aproxima de zy tanto pela esquerda quanto pela

direita, f(z) deve se aproximar do mesmo valor L.

Figura 4 — Representagao para o limites laterais de f(z) quando x tende a x.

f(x)

X X, X X

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR
A funcao representada no grafico da Figura 4 possui os limites laterais

lim f(z) =Ly

x%zo
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lim, f(x) = Ls.

274)1‘0

Porém, como Ly # Ly dizemos que o limite nao existe.

Defini¢ao 10 (limite). Seja f uma funcio definida sobre algum intervalo aberto que
contém o numero xq, exceto possivelmente o proprio xo. Entao dizemos que o limite de

f(x) quando x tende a x¢ € L e escrevemos
M, f@) = L
se para todo € > 0 existe um 0 > 0 tal que

0<|z—mo| <d=|f(zx)—L| <e.

Exemplo 7. Prove que lim,_,, z* = p*.

Solugao:

Inicialmente fazemos uma andlise de modo a determinar uma escolha apropriada

para o valor de 6 > 0. Dado € > 0 a escolha de § deve ser feita de modo que

O0<|z—pl<d=|2*—p*<e.

Vamos supor que ja tenhamos o § > 0. Entao
|2 — p?| = |(z = p)(x +p)| = & = p| - |z +p| < Iz +pl,

e vemos que precisamos de um nimero ¢ tal que |z + p| < ¢. Dai se § for escolhido de

modo que dc < g, isto ¢ § < £, teremos mostrado a assercao da Figura 5.

Figura 5 — Intervalo com [p| < d < 1.
S 3

|
|
\

p i 1 p X pJF 1
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Vemos que se tomarmos d < 1, teremos
lz—p|<l+— —-l<z—p<l+—2p—1l<zxz+p<l+2p.

Assim, |z + p| < maz{|2p — 1|, |2p + 1|} = k. Fazemos entdo ¢ = k e e impomos que
e €
< —=—.
“c k
Portanto, dado € > 0 seja 0 > 0 tal que § < min{l, ;}. Entaose 0 < |z —p| <4,
temos

|2? —p*| = [(x —p)(a +p)| <Ok < - k=¢

I ™
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Exemplo 8. Mostrar, usando a definicao formal de limite, que
lim2x — 3 =1.
T—2

Solugao:

Devemos mostrar que, para todo € > 0, arbitrario, podemos encontrar um ¢ > 0
tal que
O<|z—2<d=|2x—-3)—1|<e.

Assim, dado € > 0, existe 6 = 5 tal que
O<|z—2<d=|2x—-3)—1|<e.
pois
|a:—2|<5:|x—2|<%:2|x—2|<5:|2$—4|<6:|(2x—3)—1|<5.

Definicao 11. Uma fungao f é continua em xq se

o f(xg) estd definida,
o lim, ,, f(x) existe,
L hmz—mo f(ZL') = f(l’())

Se fnao for continua em xy; dizemos que f é descontinua em x.

Esta definicao pode ser ainda definida da seguinte forma:

Defini¢ao 12 (Continuidade). Sejam f uma fungio e xoy um valor do dominio de f.

Entao f € continua em xo se para todo € > 0 existe um numero § > 0; tal que
|z —wo| <= |f(x) — f(xo)| <&,

ou se, e somente se,

lim f(x) = f (o).

T—rT0

Diremos que f é continua em um subconjunto A de seu dominio, se f for continua
em todo ponto a € A. Diremos que f € simplesmente continua se f for continua em todo

ponto do seu dominio.

2.5 CONCEITO DE INTEGRAL

Agora vamos estender a nogao classica de area de figuras planas triangularizaveis
para figuras mais gerais. Se julgar necessario o leitor, pode obter mais detalhes da
abordagem apresentada aqui na referéncia [13] que foi utilizado como principal referéncia

para esta secao.
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2.5.1 Particoes de um intervalos

Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado da reta. Chamamos uma parti¢do P de

[a, b] um conjunto finito de pontos xg, =1, ..., T, 1, T, tal que

a=Tog <11 < ..<Xp_1 <xp,=0>0.

Esta parti¢ao divide o intervalo [a,b] em n subintervalos [z;_1, ;] de modo que
cada intervalo tem comprimento Az; = x; — x;_1 e a soma destes comprimentos ¢é igual a

b—a.

Definimos ainda como norma da particdo P o comprimento do seu intervalo mais
longo:

[|P|| = maz{Ax;;i =1,2,...,n}.

2.5.2 Somas de Riemann

Seja f : [a,b] — R uma funcdo definida no intervalo fechado limitado [a, b] e seja
P uma partigao de [a,b]. Para cada i = 1,2, ...,n, escolhemos um ponto ¢; € [z; — x;_1].

Definimos Soma de Riemann de f, relativa a particdo P e a escolha dos pontos ¢; por

n

S(f;P) =>_ fle)Ax;

=1

Como podemos observar na Figura 6, se f é positiva, S(f,P) é soma das dreas dos

retangulos de base [z;_1,x;] e de altura f(c¢;).

Figura 6 — Soma de Riemann de uma fungao positiva.
y

4

X ¢ XX ¢ X ¢, XX ¢, X ¢, X

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

X

Podemos efetuar as Somas de Riemann de uma funcao qualquer e estas podem
assumir valores positivos ou negativos. Portanto estaremos somando niimeros negativos
ou positivos, dependendo dos valores de f(c¢;). Como podemos observar na Figura 7, se
f(c;) < 0 os retdngulos estarao abaixo do eixo Ox e contribuirdo com parcelas negativas,

se f(c¢;) > 0 os retangulos estardo acima do eixo Oz e contribuirdo com parcelas positivas.
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Figura 7 — Soma de Riemann de uma funcdo com partes positivas e negativas.
y

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Para estd situagao representada na Figura 7, a Soma de Riemann é dada por

7
S(f,P) :Z.f(Ci)Axi:A1+A2+A3_A4_A5_A6+A77

i=1

onde A; representa a area do retdngulo de base [z;_1,x;] e altura | f(¢;)]|.

2.5.3 Integral definida

A titulo de simplicidade vamos considerar uma funcao f : [a,b] — R continua
nao negativa. Sua integral entre os extremos a e b, chamados limites inferior e superior de
integracao, respectivamente, é definida como sendo a area da figura limitada pelo grafico

de f, pelo eixo Ox e pelas verticais ¢ = a e x = b.

Assim, podemos formalizar essa interpretacao da integral de f como o limite das

Somas de Riemann quando as normas das parti¢oes tendem a zero:

/bf(a:)da: = lim S(f,P)= Alimoif(ci)Axi
a Vit

IP[l—=0

Para simplificar os calculos ao se efetuar a Soma de Riemann podemos dividir o

. , . . . . b—
intervalo [a,b] em um nimero n de subintervalos de comprimentos iguais a Az; = %

Se a fungdo f for negativa, a definicdo é a mesma, porém a area é tomada com
sinal negativo. E se a fungao tiver trechos em seu dominio onde ela ¢ positiva e trechos

onde ela é negativa, a integral serd soma das areas ora negativas ora positivas.
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3 TRABALHANDO O CONCEITO DE INTEGRAL

Antes de formalizarmos o conceito de limite, para que um aluno compreenda bem
este conceito, o professor deve antes apresentar situagoes em atividades ao qual o aluno
torne-se capaz de compreender a ideia de aproximacao. Uma boa sugestao é associar esta
ideia de aproximagao a areas ou comprimentos de objetos, de modo que os estudantes

consigam visualizar esta aproximacao.

Nesta secao apresentamos sugestoes de atividades a serem desenvolvidas com alunos
do Ensino Médio para que os mesmos compreendam o conceito de integral por soma de

Riemann.

3.1 CALCULANDO AREA POR APROXIMACAO

Considere a Figura 8 um quadrado de area igual a 1 unidade quadrada como

mostrada abaixo.

Figura 8 — Quadrado de area unitaria

lu

lu
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Observe que o quadrado foi graduado de modo a facilitar o desenvolvimento da

atividade.

Agora serd solicitado aos alunos que desenvolvam as seguintes etapas:

e Colorir de amarelo metade desta figura e calcular a area da regiao colorida;

e Colorir de verde metade da figura que restou em branco e calcular a area da regiao

colorida;

e Continuar este processo por mais algumas vezes.

Procedendo deste modo, um dos possiveis resultados obtidos em cada processo

podem ser observados na Figura 9.
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Figura 9 — Resultado obtido para cada uma das 6 primeiras iteracoes

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

A partir dos resultados obtidos, os alunos poderao ser conduzidos a fazerem as

seguintes reflexdes:
1. No inicio do processo, grande parte do quadrado foi colorido rapidamente e em
seguida desacelerou abruptamente.
2. Em algum momento o quadrado sera completamente colorido?
3. Depois de muitas iteragoes qual o valor aproximado para a area da regiao colorida?

Podemos refletir sobre este processo agora analisando os valores calculados para as

regioes coloridas em cada iteracao.

1? iteragao: Area colorida = %
22 iteragao: Area colorida = % + i = %
a : . A lorida = 1 1 1 _ 7
3% iteragao: Area colorida =35+ ;+ 5 =g
a 50, A a1l 1 1,1 _15
4? iteragao: Area colorida =5+ 7+ 5+ 15 = 12

Assim é possivel observar que o valor da drea da regido colorida comega em 1/2, e os

demais valores sao obtidos somando metade da area que ainda resta para colorir.

Nota-se entao que apds n iteragoes o valor para a area da regiao colorida sera:

bl 4
2478 T om

Os alunos ja estao familiarizados com este tipo de sequéncia, visto que esta é uma
Progressao Geométrica (PG) de razao 1/2. Os alunos sdo capazes até mesmo de calcular

o resultado desta soma para n interacoes.
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Os induzimos entao a verificar que a area vai se aproximando de 1, ou seja vai

tendendo a 1, a medida em que o nimero de iteragoes aumentam.

Vejamos como podem se feitas estas observagoes. Neste momento os alunos ja
possuem conhecimentos o suficiente sobre uma Progressao Geométrica. Contudo vale

relembrar algumas propriedades.
n—1

Em uma PG, a,, = a; - ¢"" é o termo geral, onde ay, ¢, a,, sdo o primeiro termo, a

razao e o n-ésimo termo da progressao respectivamente.

Para esta PG em questao, temos a; = ¢ = %, logo

()

DO | —

Ay —

Podemos ainda obter a soma dos termos de uma PG com a férmula a seguir:

1— n—1
Portanto: . -
g 5 (L=(3)")
n 1_%
S, =1-— Lyn- 3.2
n=1-(5) (3.2)

Assim temos definida uma fungdo f : N — R tal que f(n) =1 — (%)”*1, que

representa o valor da area colorida até a n-ésima iteracgao.

Por esta funcao confirmamos o que ja haviamos observado, a medida que o valor
de n cresce, o valor da area fica cada vez mais proximo e 1, ja que (%)”_1 estara cada vez

mais préximo de zero.

Este exemplo que acabamos de analisar nos mostrou a ideia intuitiva de limite, ja

que verificamos para onde a fun¢do se aproximava quando n cresce.

3.2 AREA SOB O GRAFICO DA FUNCAO f(z) = bz

Agora vamos aprender a calcular area de figuras planas de uma maneira diferente
da que estamos habituados a fazer. Observe na Figura 10 que mostra o grafico da fun¢ao
f(z) = x, no plano cartesiano. Veja que temos destacado abaixo do grafico desta funcao

um triangulo retangulo.
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Figura 10 — Regiao limitada pelo eixo x e o gréfico da fungdo f(x) = z no intervalo [0, 8.

y

N W R LN

X

O 1 2 3 4 5 6 7 8
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Como ja sabemos podemos calcular ao valor da area deste triangulo da seguinte
forma:
b-h 8-8

Area = —— = ——~ =32
rea 2 2

onde h e b sdo a base e a altura do tridngulo respectivamente.

Vamos entao obter este mesmo valor por aproximacoes. Pra obter esta aproximacao

procedemos do seguinte modo:

Inicialmente dividimos a base do triangulo em 4 partes iguais. Como sua base

mede 8, cada parte medird entao 2, como mostra a Figura 11.

Figura 11 — Aproximacao para a area do tridngulo por 4 retdngulos

y

d
/
/

[N T UN R Y T« R B )

0 X
1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Em cada uma das parte construimos um retangulo com a base sobre o eixo x e de
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modo que a altura seja o maior valor possivel que mantenha o retangulo nos limites do
tridngulo. A area aproximada do tridngulo entao pode ser obtida somando as area destes

retangulos obtidos.

Observe que as alturas dos retangulos podem ser obtidas a partir das coordenadas
dos pontos (z;, f(z;)), que cada retdngulo toca no grafico da fun¢do f(x) = x, onde

1 =0,1,2,3 como podemos perceber na Figura 11.

Assim
xg=0-2=0
r1=1-2=2
xe=2-2=4
x3=3-2=6

sendo f(xg), f(x1), f(za) e f(x3) as alturas de cada retangulo obtido.

Portanto, o valor aproximado para a area sera:

Area = f(0)-2+ f(2)-24 f(4)-2+ f(6) -2
= 0-242-244-246-2
= 0+2+4+6)-2=24

A aproximacao nao foi boa ja que o resultado diferiu bastante do esperado. Isto se
deve ao fato de os retangulos nao preencherem completamente a regiao ao qual se deseja

calcular a area.

Contudo, este problema pode ser contornado reduzindo o tamanho destas lacunas
nao preenchidas pelos retangulos. Consegue-se isto dividindo a base do tridngulo em um

nimero maior de partes iguais.

Dividindo em 8 partes iguais de modo que cada parte medira 1, o resultado obtido

melhora consideravelmente como podemos observar visualmente na Figura 12.
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Figura 12 — Aproximacao para a area do tridngulo por 8 retdngulos

y

[NC T US I Y, I SN e )

X

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Calcularemos entao, a aproximacao para a area de modo analogo ao que foi feito

para quatro divisoes.

Area

mente.

= fO)-1+f(1)-1+f(2)-1+f@)-1+f(4)-1+f(B)-1+f(6) -1+ f(7) 1
= 0-14+1-142-14+3-144-145-14+6-1+7-1
= 04+14+243+44+54+6+7)-1=28

Com isto, constatamos matematicamente que o resultado melhorou consideravel-

Percebe-se que a aproximacao ainda difere consideravelmente do valor esperado.

Vamos entao aumentar o nimero de divisdes para 16 e verificar o quanto melhorou

a aproximagao.
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Figura 13 — Aproximagao para a area do tridngulo por 16 retdngulos

y

£
44

N W R N NN
N

X
0 v 2 3 4 5 6 7 8
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Area = f(O‘f)~§+f(1'—

+4 1+451+5 1+551+6 —1—651—1—7 1—1-75
2 2 2 2 2 2 2 ’

= (04+0,54+1+1,5+24+2,54+3+3,5+4+4,5+555+6+6,5+7)-1=30

N —

Com estes exemplos pudemos perceber que na medida em que aumentamos o
numeros de partigdes, a aproximacao fica cada vez melhor. Verifica-se ainda o surgimento

de uma PA (Progressdo Aritmética) de razao % onde n é o numero de partigoes.

Feitas estas observagoes, podemos agora obter a aproximacao para uma particao
em um namero n qualquer. Vejamos entao como obter as dimensoes de cada um destes

retangulos.

e A medida da base de cada retangulo igual a %;

e Os valores em que cada retangulo toca o grafico da fungao sao x; = i - % com
1=0,1,2,....,n — 1;

e Os valores da suas respectivas alturas sao f(0- 2),f(1-2),f(2-2),..f((n—1)- %)

Assim a drea desejada é entao obtida por:
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Area = [fO)+ (1) 4+ f2- )4 ot f(n=1)- )]
= [0+1-i+2-i+...+(n—1)-i}-i
= m+1+2+m+«n—nyiz

O+(n—-1))-n 8

2 n?
 (n—1)-8
N 2-n
(n—1)-32

n

Portanto a funcao f : N — R dada por f(n) = W fornece, para cada n a
area do tridngulo pela aproximacao de n retdngulos. Assim, fazendo n tender ao infinito,

no limite teremos a area do triangulo.

—1)-32
iy (1) 32

n—oo n

= 32

A realizacdo desta atividade possibilita ao professor mostrar ao aluno, uma técnica
sofisticada para se obter a area de uma figura plana, o que servira de estimulo para
conhecer um pouco mais do que a matematica é capaz de realizar. Através desta o aluno
também percebera visualmente a ideia intuitiva de limite e constatara matematicamente

estas observagoes.

Para operar com somas como a que foi tratada nesta atividade, pode ser conveniente
utilizar a notacao de somatérios. Torna-se entao bastante pertinente apresenta-la aos
alunos neste momento, ja que sua notacao é de facil assimilagao e d4 um aspecto mais
refinado as solucoes dos problemas. Vejamos como usar esta notagdo no problema que

acabamos de resolver:

Area = [fO)+ 0+ @ D)4t f(n=1)- D)
- Syt
2
) (i)zf(on—;).n
(n—1).32
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De modo andalogo, podemos obter a area delimitada pelo grafico da funcao f :
N — R definida por f(z) = bx, sendo b um nimero real, e o eixo z em um intervalo

qualquer [c,d]. A principio vamos considerar b, ¢, d > 0, como indicado na Figura 14.

Figura 14 — Regido sob o grafico da fun¢ao f(z) = bz no intervalo [c, d].

+7 f(x) = bx
A --===-=- .
o/ |
0 ¢ d X

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Kvew = . f(w)- Az (3.3)
i=0
onde Azx; e x; sdo:
Ay = 4 - ) (3.4)
d—c
ri=c+( - )i (3.5)
Assim
. n—1 _ d—
A = f(c—I—(dnc)i)'( nc)
i=0
n! d—c d—c
- Yt (25 12

- WIS e (i
S W=y
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noizo noiso
(d—c) d—c (n—1)n
= b
e 4 (L
(d—¢)
- 2 -1
b o [2en + (d —¢)(n — 1))
= b(d_c)[2cn+cn—c+dn+d]
2n
= b(d_c)[cn+dn—c+d]
2n
b(d—c)(d+c) b(d—c)?
= +
2 2n
(3.6)
Portanto a fungao f : N — R dada por f(n) = b(d_cg(dJrc) + b(dz_nc)Q fornece, para

cada n a area do trapézio pela aproximacao de n retdngulos. Assim, fazendo n tender ao
infinito, no limite teremos a area do trapézio.
b(d* —¢*)  bd* b

| = - _ =

2 2 2

fim [b(dQ —c?) N b(d —c)?

Em particular, fazendo b = 1,¢ =0 e d = 8, temos a solucao do problema anterior,

bd> b 18 1-0°

Area = 5 = 2.
2 2 2 2 3

Este procedimento que acabamos de utilizar para determinar a area sob o grafico

da fungao é denominado método da exaustao.

Observe que acabamos de realizar o célculo de uma integral definida da funcao
f(x) = bz de c até d. Quando fazemos n tender ao infinito, estamos automaticamente,

fazendo Az; tender a zero.

Assim: , )
d n— n—
/C flo)de = lim ;ZO fei)Az; = lim ;:0 f(ei)Ax;
ou seja,
a B —2) bd—c)?, bd® b
/C (ba)da = lim [ S+ S = 2 — (3.7)

Exemplo 9. Vamos calcular a drea sob o grafico da fungio f(x) =3z de 1 a 4.

Sabendo que a area ao qual se deseja calcular é igual a integral definida de f(z) = 3z
de 1 a 4. Podemos utilizar a férmula (3.7) obtida no item anterior para resolver este

problema facilmente.

4 3.42 3.12 45
dr = _ -
/1(3:5)3; 2 2 2
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3.3 AREA SOB O GRAFICO DA FUNCAO f(z) = az?

Podemos observar na Figura 15, que a linha vermelha em destaque representa o
grafico da fungao de segundo grau f(x) = x?. Vamos agora utilizar a técnica aprendida na,

atividade anterior para obter a area da regiao abaixo em destaque.

2

Figura 15 — Regido sob o grafico da fungao f(x) = x* no intervalo [0, 3].

Aky

[\ R US R . B NN e

X

0 1 2 3
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Na atividade anterior tivemos a oportunidade de calcular a area de um tridangulo
retangulo de forma bem distinta da habitual, porém estd forma tornou o problema
evidentemente mais complexo. Contudo a experiéncia foi valida ja que, com esta, foi
possivel consolidar contetidos ja estudados e aprender uma técnica eficaz para resolver
problemas que, até entao, nao tinhamos meios para resolver, como o problema que sera

proposto nesta secao.

Analogamente a atividade anterior, vamos dividir a base em intervalos iguais e
determinar retangulos semelhantes aos da atividade anterior afim de obter agora uma

aproximacao para a area da regiao destacada na Figura 16.
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Figura 16 — Aproximagao para a area da regido sob a Pardbola por 6 retangulos.

Y

N W R N

> X

0 1 2 3
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Dividindo o intervalo [0, 3] em 6 partes iguais, cada parte medira %, obtendo assim

Ty=1- %, com i =0,1,...,5. O valor aproximado para a area obtida sera:

Area = f(xo>-;+f<x>-1+f<x2>-1+f<x3> S )+ )
= [0 )T )+ @)+ B )+ D) TGS
- [<o-§>2+<1-;>2+<2-§> F@ P+ 6
:[m+ﬁ+f+§+¥+ﬂm;?;=?

Observe que a solugao consiste em somar a area dos 6 retangulos obtidos. Para isto,

bastou somar o quadrados dos ntimeros inteiros de 0 a 5 e efetuar o produto do resultado
por (3)%.

Se dividirmos o comprimento da figura sobre o eixo x em um nimero n de parcelas
qualquer e procedermos de modo semelhante o resultado terd a mesma caracteristica que

o obtido para a divisao em 6 parcelas.

A base de cada retangulo medird d/n, onde d é o comprimento do intervalo sobre

0 eixXo T;

f(x;) = 2? serdo as alturas dos retdngulos obtidos, onde z; = i - % com ¢ =
0,1,2,...,(n—1).

Assim

Area = f(:vo)-z—l-f(ivl)'Z+f($2)'z+---+f(xn—l)'g
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~ [0 d d d d

= [flzo) + flz1) + fx2) + oo + fT01)] Z
'Z)2+(1-)2+(2-)2+...+((n_1).)2].

= [02+12+22+...+(n—1)]-(Z)Q.Z
= [02+12+22—|—...—|—(n—1)2]-(Z)?’
_ n(n—1)6(2n—1).<7cfib)3
(n—1)(2n—1) B
6n?

Substituindo o valor de d = 3 para este problema na equacgao anterior, obtemos

Area = (n = 1255: —b -d®
 (n=1)@2n-1) 4
N 6n? 3
9 —1)(2n—1)
N 2n?

9(n—1)(2n—
2n2

Portanto a funcao f: N — R dada por f(n) = L) fornece, para cada n a

area desejada, pela aproximacao de n retangulos. Assim, fazendo n tender ao infinito, no

limite teremos o valor real da area desta figura.

. 9Y(n—-1)(2n—-1) . 18n? —2Tn+9
lim = lim =
n—00 M2 n—00 In2

9

De modo andlogo, podemos obter a area delimitada pelo grafico da funcgao f :
N — R definida por f(z) = az?, sendo @ um ntimero real, e o eixo x em um intervalo
qualquer [0,d]. A principio vamos considerar d > 0, de modo que f seja toda positiva

neste intervalo como indicado na Figura 17.
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2

Figura 17 — Regiao sob o grafico da funcao f(z) = az* no intervalo [0, d].

A

f(d)

X

0
Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Como pode ser observado o valor da aproximacao fica multiplicado pela contante a.

Area = f(xo)-i—i-f(m)'ZﬂLf(l‘z)'Z‘i‘---‘i‘f(xn1)'5

= [f(xo) + f(x1) + f(wa) + . + f(2n1)] .Z

= WO'z)2+a(1'Z)2+a(2-Z)2+...+a((n—1)-z)2].z
= [02+12+22+...+(n—1)2]a.(3)2.Z
:[W+P+?+W+W—Wh«§3

_ n(n—1)(2n — l)a-(g)?’

6 n
(h-1)En-1) ,
. od
¢ 6n?
Portanto a fun¢ao f : N — R dada por f(n) = a - % - d? fornece para

cada n a area desejada, pela aproximacao de n retangulos. Assim, fazendo n tender ao
infinito, no limite teremos o valor real da area desta Figura 17.

—D(2n—1 M2 — 1 3
TN Gt L2 ) B S O kel L

n—00 6n2 n—00 6n2 3

Observe que acabamos de realizar o calculo de uma integral definida da funcao
f(z) = 2% de 0 até d.
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Assim: ) .
d n— n—
| r@)de = Jim > J(e)da=lim 3 f(e)A
ou seja,
d _ (n—1)2n —1) ad?
2 — 1 . .3 - .
/0 (az®)dx lim a 62 d 3 (3.8)

Exemplo 10. Vamos calcular a drea sob o grdfico da fungio f(x) = 22* de 0 a 5.
Sabendo que a 4rea ao qual se deseja calcular ¢é igual a integral definida de f(z) = 2?
de 0 a 5. Utilizando a férmula (3.8), obtemos:

2.5 250

5
/ (22%)dxr = =—. 1
0 3 3

Por fim vamos obter a area delimitada pelo grafico da funcdo f : N — R definida

por f(z) = az?
principio vamos considerar a,c,d > 0, de modo que f seja toda positiva neste intervalo

, sendo a um ndimero real, e o0 eixo z em um intervalo qualquer [c,d]. A

como indicado na Figura 18.

2

Figura 18 — Regiao sob o gréfico da fungao f(x) = ax® no intervalo [c, d].

WY
f(x) = ax?
f(d)r---------
o ¢ d *

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Para simplificar os calculos vamos utilizar os resultados ja obtidos anteriormente. A
expressao que obtivemos para calcular a area sob o gréfico da fungao f serve para qualquer
d positivo. Podemos utilizé-la também para obter a area no intervalo [0, ¢|]. Subtraindo-as

entao, teremos o resultado para o valor da area da regiao em destaque na Figura 18.

Assim
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. —1)2n—1 —1)(2n—-1
o meDEn-D o, (ehEn-))
6n? 6n?
(n=1)@n—1) 5 3
= q- 62 (d —C)
Portanto a fungdo f : N — R dada por f(n) = a - =220 (3 — 3) fornece,

para cada n a area desejada, pela aproximacao de n retdngulos. Assim, fazendo n tender

ao infinito, no limite teremos o valor real da area desta figura.

T (n—1)(2n—-1)

2n? — 3 1
lim 25 A(d® =) = lim g . mont Ll

n—00 6TL2

(=) =

Observe que acabamos de realizar o cdlculo de uma integral definida da funcgao
f(x) = ax® de c até d.

Assim:

(=D =) oy d_ad (3.9)

d
/ (az?)dr = lim a -

n—00 6n2

3.4 AREA SOB O GRAFICO DA FUNCAO f(z) = az® + bz +m

Vamos verificar agora que podemos obter a drea sob uma fun¢ao polinomial de

primeiro ou segundo grau qualquer.

Para isto, considere a funcao f(x) = az® + bx + m, com a, b e m nimeros reais. A
principio para facilitar a compreensao vamos considerar que a,b e m sao tais que o grafico

de f seja como mostrado na Figura 19 .

Vamos entao obter a area delimitada pelo eixo z e pelo grafico de f no intervalo
e, d].
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Figura 19 — Regido sob o grafico da funcio f(z) = az? + bx + m no intervalo [e, d].

y
f(x) =ax’+ bx + m
) sk e i .
f(c) |
o ¢ d

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Para isto procederemos analogamente as atividades anteriores:

d—c

Dividiremos a base da figura obtida em n partes iguais a “-¢ , entdao cada retangulo

tera como medida da base a medida de uma das destas partes %.

A altura de cada retangulo mediré f(z;) em que z; = a, a+(%=9), a+2-(£9), .., (n—

1) (2).

Portanto,

. n—1

Area - f(xz) ' sz
=0
n—1

= Y (ax} +bx; + m) - Az

=0

-
Il

n—1 n—1 n—1
= aa:‘?-A:cl-—l—bei-Axi—i-Zm-A:ci
i= i=0 i=0
_ (n—1)(2n - 1) 3 3 (n—1) 2 2
= a o (d°—¢c’)+b 5 (d* =) +m(d — c)

Portanto a fungao f : N — R dada por f(n) =a- ("716)(%71) (P =) +b- % :
(d*> — ¢®) + m(d — ¢) fornece para cada n a drea sob o gréifico de f, pela aproximagao de n
retangulos. Assim, fazendo n tender ao infinito, no limite teremos o valor real da area

desta area.

(n—1)
2n

, (n—1)(2n — 1)
A0 T

(P =)+ b (d* =) +m(d—c)
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, 2n* —3n+1 , 5 4 (n—1) 5 5
:7}1_>r£10[a~T~(d —c’)+b- o (d* =) +m(d —c)]
a o o3 Do o
:§-(d —c)+§(b —c)+m(d—c)

(gl (@b
—(3d+2d+md) (30+2c~|—mc)

Observe que acabamos de realizar o calculo de uma integral definida da funcao
f(z) = ax?® + bz + m de c até d.

Assim:
d _ (n—1)2n—-1) (n—1)
2 _ . (33 ' (22 _
/c(ax —|—bm+m)dx—nhﬁncr>10a 62 (d®>—c)+b 5 (d° —c*)+m(d—c)
¢ 9 a 5, b a 3, b,
/(ax —|—bx+m)dx:(§-d —|—§d —I—md)—(g-c +§c + mc) (3.10)

Observando os resultados obtidos para o calculo da area sob os graficos das fungoes
polinomiais até este momento, verificamos que os resultados apresentam um padrao. A
4rea sob o grafico de uma funcdo f(x) = ka* de c a d é igual a integral desta funcio de c
a d. O resultado desta integral é obtido aplicando os extremos do intervalo de integracao,

na funcao
arkFH

Fl@) = (3.11)

Chamaremos esta fungao de primitiva da fungao f(z).

Como pode ser observado,

adk—l—l ack—l—l

T ktl k41

/C *(ax*)de = F(d) — F(c)

Apesar de termos verificamos a férmula apenas para fungoes polinomiais de grau 1

e 2, esta é valida para fungdes polinomiais de qualquer grau pertencentes a N.

Podemos obter a primitiva de uma funcao polinomial qualquer. Considere as
fungoes g(x) = a;2* e h(z) = axa™ com ay,a; € R e ki, ky € N. Vamos obter a primitiva

da funcao f(x) = g(z) + h(x) no intervalo de ¢ a d.

[ @ = Jim S ) ax
¢ i=0

= Jgﬂgoi[g(xi) + h(z)] - Az

n—1

n—1
= lim ; g(x;) - Azx; + Jim g h(z;) - Ax;
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- / dm+/

— /(alx dx—i—/ agku dx

C

aldkl-‘rl a16k1+1 ay dk2t1 a20k2+1
o il e DAL G e el s
aydtt gkttt ay it gy kel
BT e A s sy s )

Portanto, a primitiva da funcio f(r) = ayz* + apz*? é a funcio
alxkﬂrl a2$k2+1

ki +1 + ko +1°

F(z) = (3.12)

Logo, para se obter a integral de f de ¢ a d, basta aplicar os extremos do intervalo na

primitiva da seguinte forma:
d
/f@M:F@—F@ (3.13)

3.5 VOLUME DE UM SOLIDO DE UM CONE

Utilizando os resultados ja obtidos nas atividades anteriores, podemos expandir a
aplicacao da técnica que aprendemos para obter o volume de alguns solidos, até mesmo,

obter o volume de sélidos que até entao nao sabiamos como calcular.

A principio, vamos calcular o volume do cone circular obtido girando a regiao

triangular trabalhada na atividade 2 em torno do eixo x, como mostra a Figura 20.

Figura 20 — Cone circular.

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR
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O método para se obter o volume deste sélido é andlogo ao que foi utilizado para
obter a area da regiao do qual foi gerado. Vamos dividi-lo em partes iguais obtendo varios

cilindros como mostra a Figura 21.

Figura 21 — Cone circular particionado em regides cilindricas.

y

f(x) = bx
f(x))

‘4

n

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

A aproximacao para o volume deste cone sera a soma dos volumes de todos os
cilindros obtidos. Como nas atividades anteriores, a medida em que se aumenta o nimero

de subdivisoes, o valor obtido serd cada vez mais proximo do valor real.

O volume do cilindro é igual ao produto da area da base pela altura do mesmo.
Neste caso a area da base é igual a area do circulo de raio f(z;), ou seja, igual a 7(f(z;))?,

onde z; é igual 0,1 - %,2 . %, ey (n—1)- %, sendo d a altura do cone e n é o nimero de
d

n

divisdes. Para obter cada um destes volumes, basta entao multiplica-los por

Vejamos entao, como efetuar a soma do volume de todos estes cilindros.

n—1
Volume = 7(f(2;))? Ax;

=0
n—1 d
=0
dn—l
nizo
rd"t d,

= )

@
Il
o



49

d Snfl )
= W(ﬁ) ; )
(n—1)2n—-1) 4
= d
a 6n?
Portanto a funcao f : N — R dada por f(n) =« - % - d? fornece, para

cada n o volume do cone, pela aproximacao de n cilindros. Assim, fazendo n tender ao

infinito, no limite teremos o valor real do volume deste cone.

De maneira analoga as realizadas anteriormente para se obter as formulas para o

calculo de areas por integral, podemos obter a férmula para calcular o volume deste cone.

Volume = ”h—{&io 7(f(z;))*Ax; = /Cdﬂ'[f(l’)]le’ (3.14)

Exemplo 11. Vamos calcular o volume da secao conica obtida pela rotacao em torno do
eiro x, da fungio f(x) =3x de 2 a 5.
solugao:

Por (3.14) temos:

Volume = /5 7lf(2)’dx = /5 7(3z)2dr = /25 Irride

2 2

de (3.11), obtemos a primitiva F(x) da funcao f(x) = 9ma?.

9 3
F(z) = 7? = 3ma®

Portanto,

5
Volume = / Inaidr = F(5) — F(2) = 375 — 372% = 3517
2

3.6 AREA SUPERFICIAL DE UM CONE

Vamos agora calcular o area da superficie lateral do cone circular utilizado na secao
anterior. Faremos isto de modo analogo ao realizado para calcular o volume do mesmo,

dividindo-o em partes iguais a fim de obter cilindros como pode ser visto na Figura 21.

A aproximacdo para a area superficial lateral deste sélido é a soma das areas
superficiais lateral destes cilindros. Aumentando o nimero de parti¢bes obtém-se uma

aproximacao tao boa quanto se queira para o valor real desta area.
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A area lateral do cilindro é igual ao produto do comprimento do circulo da base pela
altura do mesmo. Neste caso a area lateral do cilindro ¢é igual ao produto do comprimento
do circulo de raio f(z;) pela altura correspondente £, ou seja, igual a 27 f(z;)<, onde z; é

igual 0,1 - %, 2 % ,(n— 1) , sendo d a altura do cone e n é o nimero de subintervalos.

Vajamos entao, como efetuar a soma da area superficial lateral de todos estes

cilindros.

Area = 227rf A,

Portanto a fun¢ao f: N — R dada por f(n) = wd?* - =1 fornece para cada n, a
area superficial lateral do cone, por aproximacgao. Assim, fazendo n tender ao infinito, no

limite teremos o valor real da area superficial lateral deste cone.

—1
lim 7d? - nT wd?
n—oo n

De maneira analoga as realizadas anteriormente, podemos obter a féormula para

calcular a area superficial deste cone pela integral:

n—1
Area = hm 227rf ) Az, = / 2r f(x (3.15)

3.7 CALCULANDO O TRABALHO REALIZADO POR UMA FORCA

Nesta secao utilizaremos o conceito de integral por somas de Riemann para estudar
um dos principios basicos que é o trabalho realizado por uma forga, que é fundamental na

Fisica e na Engenharia.

Quando estamos transportando uma determinada quantidade de massa em um

carrinho de mao por uma certa distancia, estamos realizando trabalho ao empurrar
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este carrinho. O carrinho se movimenta devido ao efeito deste trabalho. A energia do
movimento causada pelo trabalho é a energia sinética do carro, e esta relagao entre o

trabalho e a energia sao governada por um principio da Fisica, a relacao trabalho-energia.

3.7.1 Trabalho de uma forca constante aplicada na direcao do movimento

Quando um carro é empurrado, a velocidade atingida por ele depende da forca F
com a qual é empurrado e da distancia d durante a qual a forga é aplicada. Assim, forca e

distancia fazem parte da definicao de trabalho que podemos observar a seguir:

Definicao 13. Se uma forca de magnitude F' for aplicada na direcao e no sentido do
movimento de um objeto, e se esse objeto se mover por uma distancia d, entdao definimos

o trabalho W realizado pela forca sobre o objeto como sendo

W =F-d.

As unidades comuns de medida de forca e distancia sao o Newton (V) e metro (m)
respectivamente. Consequentemente a unidade de trabalho é newton-metro (N - m) e esta

¢ equivalente a um joule (J).

Exemplo 12. Qual o trabalho realizado por uma forca constante de 4N para transportar
um objeto por uma distancia de 30m se esta forca estd sendo aplicada no sentido do

movimento?

Solugao:

Substituindo os valore de F' = 4N ed = 30m na equagao do trabalho, obtemos

W=F-d=4-30=120N -m = 120.J

3.7.2 Trabalho de uma forca variavel aplicada na direcao do movimento

Em muitas situagoes se deseja calcular o trabalho realizado por uma forga sem que
esta seja necessariamente constante. Assim a solugao do problema torna-se mais complexa
que uma simples substitui¢cao como foi feita no Exemplo 12. Complexidade esta que agora

podemos superar aplicando os conceitos de Integral por soma de Riemann.

Suponha que um objeto se mova no sentido positivo, ao longo de um eixo coordenado,
sujeito a uma forga varidvel F'(x) que é aplicada no sentido do movimento. Vamos obter o
trabalho W realizado pela forga sobre o objeto, que provoca o movimento deste de z = ¢

até x = d.

A ideia para resolver este problema consiste em dividir o intervalos [c,d] em
subintervalos suficientemente pequenos para que possamos tratar a forga aplicada como

constante em cada um destes intervalos. Assim poderemos utiliza a formula W, = F; - d;
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para calcular o trabalho da for¢a aplicada neste subintervalo pela distancia que é igual ao
comprimento do mesmo. Somando as aproximagoes do trabalho nos subintervalos, iremos
obter uma soma de Riemann, que aproxima o trabalho em todo percurso. Tomando o

limite das somas de Riemann iremos obter o trabalho W.

Figura 22 — subdivisao do intervalo [a,b] em n intervalos.

c d

Xo X, X, X, X3 KXoz Xt X X

n

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

v

Podemos entdo aproximar o trabalho W, realizado no k-ésimo subintervalo, esco-
lhendo o ponto x) para obter o valor constante da forga F'(z;) em todo intervalo. Sabendo

que o comprimento do k-ésimo subintervalo é Ax, = xp — x;_1, obtemos a aproximacgao

Wk = F(ZEk) . A:L‘k

Somando essas aproximagoes, obtemos a seguinte soma de Riemann, que é aproxi-

magcao do trabalho W realizado em todo intervalo:

n—1

i=0
Tomando o limite quando n cresce e consequentemente as extensoes dos subinter-

valos tendem a zero, obtemos a integral definida

n—

W= lim Y F(ag) Az = /abf(a:)daz

maxAx,—0 =0

Como a forca F' varia em func¢ao da posicao x do objeto, podemos mostrar essa
relacdo em um grafico. Assim pela forma que construimos a soma de Riemann podemos

concluir que o trabalho realizado é igual a area sob o gréfico de F' no intervalo [a, b].

A lei de Hooke [Robert Hooke (1635-1703), fisico inglés| afirma que sob condigoes
apropriadas, uma mola esticada x unidades além do seu comprimento natural puxa de

volta com a forga
F(z) = kx

onde k é uma constante (chamada de constante da mola ou rigidez da mola). O valor

de k depende de fatores como a espessura da mola e o material usado em sua composicao.
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Figura 23 — Forga elastica de uma mola.

\ \

O A

X

[P 5

Il gl

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Exemplo 13. Sabendo que uma mola exerce uma forga eldastica de 5N quando esticada

1Im além de seu comprimento natural, determine:

a) a constante k da mola;

b) o trabalho necessdrio para esticar a mola 2m além de seu comprimento natural.

Solugao (a):
Pela lei de Hooke, temos
F(x) = ka.
Sabendo que F'(1) =5, obtemos k-1 =5, e portanto k = 5.
Solugao (b):

Agora temos a expressao da forga eldstica da mola F(z) = 5z. Como queremos
obter o trabalho para deslocar o objeto do ponto ¢ = 0 até o ponto d = 2, basta entao

substituir na formula obtida para o calculo do trabalho como esta feito a seguir:

n—

1
W= lim F(xy) - Axy,

maxrAx—0 =0

Para facilitar os calculos podemos subdividir o intervalo [0, 2] em n partes iguais

obtendo assim Az = % Assim

I 2 1o B (| Rt
W=t 3 o o=l S ) e = i D)
20 (n — 1 1
W= fim 200 =D 00 =D g5

n—00 n2 2 n—00 on
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3.8 UTILIZANDO O GEOBEBRA PARA DINAMIZAR O CALCULO DE AREAS

Todos estes calculos que realizamos até aqui, demandam bastante esfor¢o. Assim
fica inviavel fazer constantes alteragoes nas fungoes, redesenhar as figuras e refazer os
devidos calculos. Portanto vamos inserir agora uma ferramenta que vai dinamizar este
processo, o software GeoGebra. Com ele, os alunos poderao fazer as alteragoes que
desejarem nas funcgoes ou intervalos que estiverem calculando a area livremente, isto
facilitarda a compreensao das atividades desenvolvidas e tornara as aulas ainda mais

dindmicas.

O GeoGebra possui uma interface bastante amigavel, é bem simples de ser usado
para realizar as atividades que aqui serao propostas. Em poucos minutos os alunos se
tornarao capazes de fazer as construgoes solicitadas e a fazer as alteragoes que desejarem
a partir destas. Assim estardo livres para explorar as diversas possibilidades que néo
puderam ser apresentadas pelo professor e fazer suas comparagoes com as que ja foram

feitas manualmente.

A Figura 24 mostra a janela principal do GeoGebra, nesta podemos observar
que foi utilizado uma versao em Portugués do software e que os principais comandos
estao disponiveis para um facil acesso e possuem uma aparéncia bem sugestiva de suas

propriedades.

Figura 24 — Janela principal do software GeoGebra.

7’7 GeoGebra E@éj

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Wocé entrou como Ari Andrade

ClAlAdblolofaad=]e] =

» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagdo

Entrada @

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Obteremos agora a aproximacido para a area sob o grafico da funcao f(z) = 22

através do GeoGebra com construgoes semelhante a que fizemos anteriormente manual-

mente.

Para isto, na barra de Entrada definiremos a func¢ao desejada, como mostra a
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Figura 25. Basta digitar a expressao da funcao e apertar Enter para inserir o grafico

da mesma. Em seguida acrescentamos os pontos A e B que definem o intervalo em que

obteremos a area sob o grafico da fungao definida, selecionado a ferramenta Ponto e

clicando no local onde desejamos marcar o ponto.

Figura 25 — Definigdo e plotagem de uma funcdo no software GeoGebra.

7~ - n
7 GeoGebra E@g
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou coma Ari Andrade
=
.- & ? #*
b Janela de J‘\Igebra ¢ Janela de Visualizagdo
=| Fungio T &+
@ f(x) = %2
54
4] ||
N
N 4
24
14
T T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
14
Entrada: fix)=x*2 y @

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Agora vamos limitar a regiao em que desejamos calcular a area utilizando o comando
Itegral[]. Este também deve ser digitado na barra de entrada com a seguinte sintaxe

Integral[<Funcao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>] como mostra a Figura.

Figura 26 — Calculo da &rea sob o grafico de f(z) = 22 em [0, 3] no software GeoGebra.

7
77 GeoGebra

I

[ESTIER )

Argquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

Wocé entrou como Ar Andrade

aLAASPOJol4] N -]

2 -
= ]

» Janela de Algebra b Janela de\flsnalllagao

=| Funcdo

@ f(x) = x*
=| Nimero
@ a=9

=| Ponto

&4 A=(0,0)
L i@ B={3,0)

Entrada: Integral[ f, x(A), x(B)]

N
*

1]

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR
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Na janela de algebra é apresentado tudo que definimos até o momento, a funcao f,

a integral a (valor da area) e os pontos A e B.

Agora vamos definir o nimero de retangulos aos quais dividiremos a area. Inici-
almente criamos um indexador deslisante que definird o nimero de retangulos aos quais
serao divididas a area a ser calculada. Para isto utilizarmos a ferramenta Controle
Deslisante e apos clicar no ponto onde sera posicionado o controle é apresentada a janela

de configuracoes do controle como mostra a Figura 27.

Figura 27 — Janela de configuragdo do controle deslizante.

r -
Controle Deslizante @

Mome

@ Mimero

) Angulo n

) Inteiro ] Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animagio

min: |1 max: |50 Incremento: |1

[ Aplicar ” Cancelar ]

A

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Neste caso, definimos o controle da variavel n no intervalo de 1 a 50 com incrementos
de 1 unidade.

Para visualizar os retangulos sob o grafico de f utilizaremos na barra de entrada
o comando Soma de Riemann Inferior com sintaxe SomaDeRiemannInferior[<Fun¢ao>,
<Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retangulos>|, como mostra a

Figura 28.
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Figura 28 — Calculando a area sob o gréafico de f(z) = 22 pela soma de Riemann no software

GeoGebra.
- N
¥ GeoGebra - EIEI_J&
- -—— - .
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Ari Andrade
N = . 2 =
J. AB .
v & ] & v v 2 ]
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Fungio f
-
9 f(x) = x o
=/ Ponto 8- ]
=@ A={0,0)
@ B=(3,0)
4
4 [ |
Qn =6
24 i
N =d8d |
T T T T
4 -2 o 2 4 8
Entrada; SomaDeRiemanAEsquerdalf,x(2}, x(B), n] | s @
S

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Com a ferramenta controle deslizante o aluno podera variar rapidamente o niimero
n de divisoes em retangulos e observar como o valor da aproximagao melhora com cada
incremento ao valor de n. Como pode ser observado na janela de algebra, os valores de a

e b representam a area real sob a o grafico de f e sua aproximacao por retangulos.

3.9 CONSOLIDACAO DO ESTUDO DO CONCEITO DE INTEGRAL

Com os problemas resolvidos nas se¢oes anteriores os estudantes puderam trabalhar
com a esséncia de um conceito muito importante do calculo que ¢ a integral, mesmo nao
conhecendo tal expressao. Assim torna-se possivel apresenta-los a notagao de integral de
maneira mais natural, ja que para efetuar tal cadlculo nao foi necessaria conceitos além dos

quais ja estao habituados a trabalhar.

Como ja mencionado, estara claro para o aluno que o método da exaustao nos
conduziu ao real valor da area do triangulo ou do trapézio quando calculamos a area da
regiao sob o grafico da funcao linear num certo intervalo. Porém como poderiam acreditar
que a area sob o grafico da fungao quadratica é verdadeiramente o valor obtido por este
método? Podemos entdo, conduzir os estudantes a obterem esta resposta por seus proprios
esforgos, resolvendo exercicio para que possam consolidar o tema até entdo abordado,
efetuando a aproximagao (por cima) para calcular areas por retangulos como indicados na

Figura 29, sendo conduzidos aos mesmos resultado que a aproximagao por baixo.
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Figura 29 — Soma de Riemann por retdngulos por cima.

y

X

X X | X X, X, X X X,

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

Os exercicios sugeridos a seguir serao bastante tteis aos alunos, ja que propiciarao
aos mesmos, se familiarizarem ao método e verificar que tal aproximagcao realmente os

conduzem ao real valor da area ou volume que se pretende calcular.

Exercicios

1. Podemos obter a area do gréafico sob a fun¢do f : R — R dada pela lei de formacao
f(xz) = z, no intervalo [0, 8] por aproximagao de retdngulos por cima. Para isto
dividimos o intervalo [0, 8] em n partes iguais. Para isto faga o que se pede nos itens

a seguir:

a) Determine a darea sob o grafico de f pela aproximagao de n = 4 retangulos por

excesso, como mostra a figura abaixo;

y

N X ®

W

w A

X

1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

b) Determine a drea sob o gréfico de f pela aproximagao de n = 8 retdngulos por

excesso, como mostra a figura abaixo;
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AN X

H~ W

w

X
o 1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

¢) Determine a drea sob o grafico de f pela aproximacao de n = 16 retadngulos

por excesso, como mostra a figura abaixo;

y

w A L O N
AN
N

X

o0 v 2 3 4 5 6 7 38

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

d) O que podemos observar a cerca das aproximagoes realizadas nos itens anterio-

res?

e) Obtenha a expressao que determina o valor da area sob o grafico de f pela
aproximacao de um numero n qualquer de retangulos como feito nos itens

anteriores.

f) Calcule o valor da area pelo limite da expressao obtida no item (e) quando n

tende ao infinito.

2. Com procedimentos andlogos aos adotados nos itens (e) e (f) da questao anterior.
Determine a expressao que fornece a aproximacao por excesso da area sob o grafico
de f = bz no intervalo [c, d] como mostra a figura a seguir, e em seguida calcule o

seu limite.
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f(d)r-===-==-~

fc)----

OfF———ee >

0 d X

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

3. Obtenha a expressao da area do grafico sob a funcao f : R — R dada pela lei de
formacao f(x) = 22, no intervalo [0, 3] por aproximagao de retangulos por excesso.
Para isto divida o intervalo [0, 3] em n partes iguais. Calcule também o limite desta

expressao quando n tende ao infinito.

4. Para obter a expressao da area do gréafico sob a funcao f : R — R dada pela

2 no intervalo [c,d], em que ¢,d > 0, por aproximacao

lei de formagao f(z) = ax
de retangulos por excesso. Determine a expressao da area sob o grafico de f no
intervalo [0, d], utilize este resultado para obter a drea no intervalo [0, ¢, por fim faga
a diferenca entre os resultados obtidos. Calcule também o limite desta expressao

quando n tende ao infinito.

f{d)p-------

f(c)|---

i
o ¢ d %

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

5. Utilizando os resultados obtidos nas questoes anteriores, determine a area sob o

grafico das funcgoes:

a) f(z) = 2z no intervalo [0, 4];

b) f(z) = 5 no intervalo [2, 5];
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c¢) f(x) = x? no intervalo [0, 3;

d) f(z) = 3z? no intervalo [1,4].

6. Determine a expressao que fornece o volume do sélido obtido pela revolucao do
grafico da fungao f : R — R dada pela lei de formacao f(x) = bx no intervalo [0,
aproximando-as por discos cilindricos como mostra a figura a seguir. Calcule este
volume pelo limite desta expressao quando a espessura destes cilindros tendem a

Zero.

f(x) = bx

fx)

-«

d

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

7. Calcule a area superficial do sélido de revolugao obtido pela revolucao do grafico da

fungdo f(x) = x? em torno do eixo x, no intervalo [0, 3].

Fonte: ELABORADO PELO PROPRIO AUTOR

8. Determine o trabalho realizado por uma forga dada pela funcao f(z) = —2x + 8,
aplicada na direcao do movimento para mover um objeto da posi¢ao xg = 0 até a

posicao xy = 4.
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4 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSAO

Este trabalho foi motivado pela importancia da disciplina Calculo Diferencial e
Integral nas mais diversas areas do conhecimento e suas muitas aplicagoes. O calculo faz
parte do programa de diversos cursos de nivel superior, porém ¢é notavel as dificuldades
encontradas pelos alunos submetidos a este desafio, o que acarreta um nimero elevado de

reprovagoes na mesma.

Assim, consideramos importante apresentar aos alunos a que estarao submetidos
se optarem por dar sequéncia na vida académica. Feito isso, certamente obteremos alunos

melhores preparados e mais estimulados a trilhar por este caminho.

Portanto o objetivo deste, é propor a insercao das nogoes intuitivas do Calculo
Diferencial e Integral no Ensino Médio, tendo como principal foco o ensino do conceito
de integral, ainda no primeiro ano do Ensino Médio, de forma interligada ao estudo das

funcoes.

Apesar da impossibilidade de se verificar na pratica os resultados desta proposta,
consideramos que esta teve grande relevancia, pois evidenciou que a implementagao de
tal proposta no ensino médio, possibilitaria aos estudantes ampliar seus conhecimento
com aplicagoes dos conceitos matematicos com os mais altos niveis de importancia da

matematica.

Consideramos que tal propostas, para ser implementada seria necessario uma rees-
truturacao dos programas de ensino que estao sendo utilizados, adaptando as abordagens
aos conteudos de modo que os estudantes possam assimilar o conteido por meio da
experimentacao, da visualizacao e aplicagao dos conceitos abordados. Esta reestruturacao
se deve ao fato de que nao devemos apenas inserir mais conteiido no programa, inchando
ainda mais este que ja é bastante denso. Esta deve ser feita pelo valor que agregara nas
abordagens dos conceitos da matematica e das demais disciplinas as quais servirao de

alicerce.

Verificamos ser perfeitamente possivel se fazer esta abordagem ainda no primeiro
ano do Ensino Médio ja que seu pré-requisito sao temas aos quais os alunos ja estao

familiarizados ou serao tratados a medida que as necessidades surgissem.

Por fim, enfatizamos o desejo de que este trabalho sirva como estimulo para que
os professores se encorajem a tratar deste tema com seus alunos. Que este seja uma boa
sugestoes para se trabalhar esses assuntos no Ensino Médio, fazendo parte do planejamento
das atividades dos professores de modo integral ou parcial. Vale ressaltar, por mais que se
tenha dedicado a realizar um trabalho, este pode ainda ser melhorado. Portanto cabe ao
professor que fizer uso deste, aprimoréa-lo ou adequé-lo a realidade dos alunos que serao

submetidos a este.
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