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Resumo

Este trabalho consiste em uma discussao sobre os aspectos fundamentais de sistemas
descritos por uma Lagrangiana singular. As tentativas de lidar com tais sistemas remotam
da década de 50. Inicialmente com P. G. Bergmann e colocada em métodos formais por P.
A. M. Dirac, o processo de hamiltonizacao e quantizagao de sistemas vinculados continua
sendo uma metodologia eficaz no estudo de modelos de fisica tedrica até os dias atuais.
A busca por equagoes relativisticas que descrevam a evolugao dos graus de liberdade de
rotacao e sua influéncia na trajetéria de uma particula com spin, representa um desses
intrigantes modelos. Essa busca esta diretamente relacionada com transformacoes de si-
metrias e leis de conservagao. Analisamos a estrutura do procedimento de Dirac, a relacao
entre os vinculos e as simetrias da teoria e sua aplicacao em diversos contextos, como a

Mecanica de Hertz e o modelo de Staruszkiewicz.

Palavras chaves : Teorias singulares, Procedimento de Dirac, Simetrias de Gauge, Particulas

com spin.
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Abstract

This paper consists of a discussion about the fundamental aspects of systems descri-
bed by a singular Lagrangian. Attempts to deal with such systems go back to the 1950s.
Initially with P. G. Bergmann and placed in formal methods by P. A. Dirac, the process of
hamiltonization and quantization of constrained systems remains an effective methodology
for studying theoretical physics models until nowadays. The search for relativistic equa-
tions that describe the evolution of the degrees of freedom of rotation and their influence
on the trajectory of a spin particle represents one of these intriguing models. This search
is directly related to symmetry transformations and conservation laws. We analyzed the
structure of the Dirac procedure, the relationship between the constraints and symme-
tries of the theory and its application in various contexts, as Hertz Mechanics and the

Staruszkiewicz model.

Keywords : Singular theories, Dirac procedure, Gauge symmetry, Spinning particles.
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NotacGes e convencoes

Ao longo de toda essa tese ¢ utilizada a convengao de somatério de Einstein. O alcance
de cada somatorio é explicitamente citado ou fica claro pelo contexto. A igualdade vélida
na superficie de vinculos (igualdade fraca) é indicada pelo simbolo “~”, que nao deve ser
confundido como uma aproximacao. Em grande parte do texto, salvo em situacoes que

deixariam a leitura confusa, seguimos a notacao abaixo.

¢o — vinculos primarios

1 ; . ’ . . .
((11) — vinculos primarios de primeira classe

2 . .
&2) — vinculos primérios de segunda classe
¢, — vinculos secundarios

1 . L. .
((11) — vinculos secundarios de primeira classe

2 . L.
512) — vinculos secundarios de segunda classe

CI)g) — conjunto completo de vinculos de primeira classe

CIDg) — conjunto completo de vinculos de segunda classe

Os componentes de um vetor contravariante sao denotados com sobrescritos,

= ( O,xl,x2,m3),

1X



enquanto componentes covariantes sao denotados com subescritos,

z, = (2, x1, Ta, T3).
Os indices sao levantados ou abaixados de acordo com a métrica de Minkowski

="z, x,=n,1",
cuja assinatura é
" = n,, = diag(—1,+1,+1,+1).
Para contragoes de indices usa-se a notagao
itg, =i*,  i"N,i" = (¥Ni), NFi¥ = (Ni)

e assim por diante. Por fim, a delta de Kronecker em quatro dimensoes

o =200, M =4

definida como igual a 1, se p = v e 0, nos outros casos.
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CAPITULO 1

Introducao

Principio de minima agao

Dos cursos de mecanica cléssica, sabemos que a soma das energias cinética e potencial é
uma importante quantidade que caracteriza um sistema fisico. Curiosamente, a diferenca
entre essas grandezas também nos interessa e faz parte da formulagao do principio de
minima acao. Em um sistema mecanico cujas variaveis de posi¢ao sao ¢%, associamos
uma funcao de Lagrange L(¢“, ¢* 7), que em muitos casos representa a diferenga citada

. . a 7 ~ .
anteriormente. Denotamos ¢* = %. O célculo da agao Lagrangiana, ao longo de uma
curva qualquer ¢*(7) entre dois pontos fixos [11, To] é
T2
Slq] :/ dr L(q,q,T). (1.1)
T1
De acordo com o principio de minima agao (ou principio de Hamilton), a um sistema

mecanico pode ser associada uma funcao Lagrangiana L. O sistema se move entre dois

pontos dados ao longo de uma curva que fornece o minimo de energia da agao [1].



Analise variacional

O problema variacional para a acao lagrangiana pode ser formulado da seguinte forma.
Considere um conjunto de curvas ligados entre dois pontos fixos q1,¢q2 ao longo de um

intervalo de tempo fixo |11, 7] de forma que

"(n) =qf,  q¢"(m2) = 5. (1.2)

O problema consiste em encontrar a curva que fornega o menor valor para a agao
funcional. De acordo com o principio de minima acao, essa sera a curva que o sistema
com a Lagrangiana L escolherd como trajetéria de movimento. Se ¢%(7) representa um

minimo do problema variacional (1.1) e (1.2), entao
0S[gl =0, para qualquer 0q*(7). (1.3)

Para a acdo Lagrangiana (1.1) temos

0S = /dT (—aL({)(g(;Q)(Sqa + —8L6(;[;Cj) ((5q“)') . (1.4)

Usando a integracao por partes, podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma

oL d oL\ ., OL ..
08 = /dT (ﬁq“ - an.a) dq* + D oq” |72 (1.5)

Se a variagao é calculada na classe de fungoes (1.2), 6¢* desaparece nos pontos extremos ,
dq*(11) = 6q*(12) = 0. Dessa forma, ficamos simplesmente com
0L(q,q)  d 9L(q,q)
0Slql = [ dr | ———= — ——————= | §¢“. 1.6
i = [ar (PBD - £ 2000 5, (16)

Entao, para que (1.3) seja satisfeito, é necessério que

OL(q,q)  d OL(q,q)\ ; o _
/dT( o ar o )00 o

para qualquer valor de d¢®. Para isso,

d oL oL _
dr 0¢g°  0q*

(1.8)



As equagoes anteriores sao conhecidas como equagoes de Euler-Lagrange e sao a base do
formalismo Lagrangeano na mecanica classica. Elas formam um sistema de equagoes di-
ferenciais de segunda ordem cujas variaveis descrevem a posicao para um dado sistema
fisico. O formalismo Hamiltoniano no entanto, propoe uma descricao que seja equiva-
lente ao formalismo Lagrangeano, porém, escrito em termos de um sistema de equagoes
diferenciais de primeira ordem para variaveis que descrevem a posicao e o momento do

sistema [2].

Teorias singulares e nao-singulares

O célculo da derivada com relagao a 7 das equagoes de Euler-Lagrange pode ser escrito

como
M (g, 9)i" = Ka(q,4), (1.9)
onde
9L(q, ) oL PL
My =299 92 IR b 1.10
b 9G0P 0q® 8q“8qbq ( )

Teorias Lagrangeanas sao classificadas de acordo com as propriedades da matriz Hessi-
ana M que aparece acima [3]. Uma teoria é chamada singular se det M = 0, caso contréario,
ela é chamada nao-singular e a matriz inversa denotada por M. Equacoes para uma teoria

nao-singular podem ser escritas da seguinte forma:

i* = M*(q,4)Ks(q, ). (1.11)

Isso implica em uma relagao causal para a dinamica do sistema, como esperado para
um sistema cldssico. Assim, a mecanica cldssica usualmente é descrita por sistemas nao-
singulares. No entanto, quando um sistema possui vinculos (restri¢coes que alteram o
nimero de graus de liberdade do sistema) é possivel formulé-lo em termos de uma La-
grangiana singular. A singularidade é uma propriedade tipica de teorias com invariancia
relativistica manifesta. O formalismo da mecanica cléssica para teorias singulares sera

discutido em detalhes no préximo capitulo.



Da Lagrangiana para as equagoes Hamiltonianas

Além da formulacao de Lagrange, ha ainda a formulacao de Hamilton para a mecanica
classica. De fato, sem utilizarmos do formalismo Hamiltoniano nao podemos resolver
questoes simples de teoria quantica, como, por exemplo, obter a formula de Balmer para
o atomo de hidrogénio, questao que deu inicio & mecéanica quantica [4].

Para entendermos essa formulagao, consideremos a derivada total da Lagrangiana

L(q®, 4,t),

oL oL oL
dL = dq® + —dq* + —dt
o™ T 9"
oL oL oL oL
= dg* +d | —=q¢* ) — ¢*d —dt 1.12
et v ()~ (57 ) + 5 (112)
que pode ser reescrita como
oL oL oL oL
d| —q¢"—L | =q"d — dq® — —dt. 1.13
(aq'q > 1 (aq'a> o™~ (1.13)
Definimos as quantidades p, = g—(ﬁl e H = p,¢* — L, como momento generalizado e Hamil-

toniana, respectivamente. De (1.13) temos agora

L
dH = ¢*dp, — p.dq® — aa—tdt. (1.14)

Isso sugere considerarmos a Hamiltoniana como funcao de (g,p,t) em vez de (q,q,t).
Comparando a derivada total da Hamiltoniana dH (g, p,t) com aquela expressao advinda

da Lagrangiana, (1.14), encontramos

0H o0H oL O0H
o+ =—— | dq" — | ¢ — — | d — + — | dt =0. 1.1
(pa+ aqa) q (q 8pa) Pa + (8t + 8t> 0 (1.15)

Considerando que coordenadas e momentos sao variaveis independentes, é necessario que

cada um dos parénteses se anule. Assim,

_OH . 9H 0L _ 0H
T op. PeT T o ot ot

h¢]

q

(1.16)

As equagoes para ¢ e p s@o as equagoes de movimento Hamiltonianas.
As consideracoes anteriores sao validas apenas para as teorias nao-singulares, ou seja,
aquelas cujo determinante da matriz hessiana é diferente de zero. Para o outro caso, é

preciso utilizar um método diferente, que inclui a presencga de vinculos no sistema.



Sistemas vinculados

Na formulacao de Hamilton, qualquer relacao entre variaveis dinamicas, independente

de velocidades, é considerada um vinculo do sistema.
¢m:¢m(ql7pl) :OJ m = 1,2,...,7’L§ N7 (117>

onde N é a dimensao do espaco de configuragoes. Esses vinculos podem aparecer di-
retamente da definicao de momento, formando um conjunto de vinculos primarios, mas
também podem ser gerados a partir da exigéncia de que o conjunto de vinculos primarios
nao pode evoluir com o tempo, formando um conjunto de vinculos secundarios.

Dentre esses dois conjuntos, ha aqueles vinculos que comutam com todos os outros, ou
seja, possuem parénteses de Poisson nulos entre si, os vinculos de primeira classe. E os que
possuem parenteéses de Poisson diferente de zero sao denominados de segunda classe. E
necessario entao, deixar de lado a distincao entre vinculos primérios e secundarios em favor
daquela entre primeira e segunda classe, cuja definicao é baseada na estrutura fundamental
do formalismo, os parénteses de Poisson [5].

A existéncia de vinculos de primeira classe significa que a teoria possui invariancia
por transformacoes de Gauge. Por isso, o estudo de sistemas vinculados esta diretamente
ligado com as teorias de Gauge, como o Eletromagnetismo [6], a Relatividade geral [7] , a

teoria de Yang-Mills [8], dentre outras.

A necessidade de uma quantizagao candnica para sistemas vinculados

Quando tratamos de sistemas vinculados aparecem inconsisténcias se tentamos aplicar,
diretamente, o que foi desenvolvido sobre quantizacao canonica para sistemas sem vinculos.
Uma maneira simples de ver isto é supor que, numa determinada teoria, existe um vinculo

dado por

¢(q,p) = 0. (1.18)

Nota-se que o paréntese de Poisson (que faz parte da identificacdo de transformagoes

candnicas e constantes de movimento) desta quantidade com outra qualquer da teoria



pode nao ser nulo. Como exemplo, temos o caso da particula livre relativistica que possui

a condicao de camada de massa
p>—m® =0, (1.19)

que é um vinculo. Considerando, por exemplo, o paréntese de Poisson deste vinculo com

x,, temos

{zu,p* —m*} = {z,0"p}
= {z.,p" oo +p"{zu, 00}
= 5Zpu + 5Zpu

— 2, (1.20)

que é, de uma maneira geral, diferente de zero. Por este motivo, em lugar de (1.18), é

comuin escrever

¢(q,p) = 0, (1.21)

[13

em que o simbolo “ & 7 significa igualdade fraca [9]. A relacao (1.21) nao vale, neces-
sariamente, dentro dos paréntese de Poisson. Consideremos entao, que exista uma certa
quantidade dinamica A(q, p), cujo paréntese de Poisson com ¢(q, p) seja diferente de zero,

isto é,
{A, ¢} #0. (1.22)

Na passagem para a Mecanica Quantica, ¢ e A transformam-se em operadores, que chama-
remos de ¢ e A. Em virtude de (1.18), ¢ é um operador nulo. Assim, qualquer comutador
envolvendo ¢ deve ser nulo. Agora, em termos quanticos, nao tem sentido a denominacao

de fracamente nulo. Em particular,

[A,q%} ~0. (1.23)

Mas, pelas expressoes anteriores, deveriamos obter um resultado diferente de zero para
o comutador entre A e ¢. Como vemos, a regra geral de quantizacao canodnica, leva a

inconsisténcias quando na presenca de vinculos.



Foram os fisicos Peter Bergmann (1915-2002) e Paul A. M. Dirac (1902- 1984) que
descobriram a maneira correta de proceder quanto a quantizagao candnica de sistemas

vinculados [4,10].

Simetrias

Desde o advento da Relatividade geral, a invariancia de Gauge tem desempenhado um
papel fundamental na constru¢ao de modelos para a fisica tedrica [11]. Seja em modelos
classicos, como a particula livre , ou em modelos quanticos, como a equacao de Schrodinger
[12], a teoria de Gauge é responsavel pela estrutura formal das leis de conservagao perante
um conjunto de transformagoes [13].

De forma simplificada, teorias de Gauge sao caracterizadas pela presenca de um grupo
interno de simetrias continuas, que definem um sistema de referéncia interno, cuja escolha
é totalmente arbitraria para cada instante de tempo. Entao, apenas quantidades inde-
pendentes dessa escolha, ou seja, invariantes de gauge, serao observaveis fisicos. Quando
tratadas pelo formalismo Hamiltoniano, as teorias de Gauge comportam-se como teorias
vinculadas, onde as condicoes entre as varidveis canonicas se mantém.

As teorias que possuem invariancia local sao descritas por Lagrangianas singulares, por
isso seu estudo é feito por meio do procedimento de Dirac para sistemas vinculados. A
presenca de vinculos na formulacao Hamiltoniana mostra que o movimento de algumas
variaveis da teoria nao é independente, como descrito em [14].

Os métodos de quantizacao padrao nao podem ser aplicados diretamente a essas teorias.
Embora com algumas consideragoes naturais seja possivel quantizar a Eletrodinamica,
uma aplicagao nao critica da quantizagao em casos mais complicados pode produzir re-
sultados nao-fisicos, como mostrado por Feynmann [15]. Enquanto que, para as teorias
nao-singulares, o procedimento é a conhecida transformacao de Legendre, a hamiltonizacao
de teorias singulares é as vezes uma tarefa mais dificil. A hamiltonizacao da teoria de La-
grange é entao um importante passo para efetuar a chamada quantizagao canonica para

sistemas singulares.



Particula com spin

Em 1925, Pauli publicou dois trabalhos nos quais estudou o espectro de multipleto
de alguns dtomos e o efeito Zeeman anomalo. Como consequéncias desses trabalhos,
ele apresentou a hipdtese de que o elétron poderia ser representado por quatro numeros
quanticos. Um desses nimeros, o nimero quantico magnético estaria ligado a uma pro-
priedade quantica desconhecida, até entao. Pauli a denominou como “uma ambiguidade
classicamente indescritivel de algumas propriedades quanticas do elétron” [16,17]. No
mesmo ano, Uhlenbeck e Goudsmit, associaram a propriedade descoberta por Pauli a uma
“rotagao intrinseca do elétron”, quando entao surgiu a ideia de spin [18].

Desde os tempos de Frenkel [19] e Mathisson [20], inimeras tentativas vém sendo feitas
no intuito de encontrar uma formulacao classica para a dinamica de uma particula com
spin. Grande parte dessas tentativas sao generalizacoes da Lagrangiana classica para uma
particula livre, através da introdugao de termos com derivadas superiores ou variaveis au-
xiliares, ou ainda restringindo o nimero de graus de liberdade indesejados usando alguma
consideracao de simetria ou geometria.

Para descrever a particula com spin s = % (prétons, elétrons e neutrons) na mecanica
quantica, introduzimos a funcao de onda W¥,, com a = 1,2. O operador de spin S‘Z é
definido por

onde o; representa as matrizes de Pauli,

01 0 —2 1 0
o = A L , (1.25)



cujas propriedades algébricas sao

0i0j = i€;,0k + 10;5, (1.26)
00 + 0j0; = 2 X 16,5, (1.27)
0i0; — 0;0; = [04,0;] = 2€;j50%, (1.28)
(0;)* =1, para qualquer i fixo, (1.29)

Y oo =3x1, [ak, Zaiai] = 0. (1.30)

Note que os comutadores (1.28) das matrizes ¢ sdo 0os mesmos que para o vetor momento
angular. Os operadores de spin, sendo proporcionais as matrizes de Pauli, tém proprieda-

des similares, em particular

[S’i,gj} == ’ihﬁijkgk, (131)
Q2 2 3h2

Assim, a evolucao de um elétron imerso em um campo eletromagnético é descrita pela

equacao

U

ot 2m 2m?2c? 2mce

2 — N
in?Y ( L <f> - EA) ety + Y9 Vg ﬂBS) v, (1.33)

Os dois primeiros termos na Hamiltoniana correspondem a interacao minima de uma
particula pontual com um potencial eletromagnético, enquanto os dois ultimos termos
representam a interacao de spin com o campo. O vetor %S é conhecido como momento
magnético da particula.

A equagao estd escrita na representagao de Schrodinger onde se atribui a dependéncia
com o tempo a funcao de onda, enquanto que nos modelos semiclassicos lidamos com
variaveis dinamicas. Passando para a representacao de Heisenberg, que atribui a de-
pendéncia do tempo aos operadores, podemos escrever as equagoes dinamicas para os
operadores bésicos da teoria. A eq.(1.33) fornece a estrutura e as propriedades dos niveis
de energia do dtomo de hidrogénio em um bom acordo com os experimentos.

Para se construir um modelo semiclassico correspondente a equacao de Pauli, é ne-

cessario que descrevamos um sistema mecanico de forma classica que, além das variaveis
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de posicao z;, contenha também graus de liberdade a mais, para que eles possam descre-
ver o efeito do spin no sistema considerado. Na formulacao Hamiltoniana o spin deve ser
descrito pelos operadores S; que implicam em (1.31) e (1.32) no processo de quantizagao.
Dessa forma, o modelo tradicional de particulas com spin consiste em um ponto em uma
linha de mundo e um conjunto de varidveis que descrevam os graus de liberdade do spin,
que formam o espago interno ligado a esse ponto [21].

A andlise Hamiltoniana de modelos que possuem derivadas temporais e a presenca de
raizes quadradas em sua estrutura pode nao ser simples. Um exemplo é o modelo de
Staruszkiewicz para uma particula com spin [22]. Pode haver problemas ao tentar se ex-
pressar as velocidades em termos dos momentos. Uma forma de remover esses empecilhos
é introduzindo varidveis auxiliares (graus de liberdade extras). No entanto, essa forma nao
é unica, mas sua escolha pode ser feita de maneira conveniente de acordo com o propédsito
em questao. Por consisténcia, as diferentes formas devem ser fisicamente equivalentes.

Em [23] apresentou-se uma acao Lagrangiana sem varidveis auxiliares para descrever a
particula com spin. Uma outra formulagao variacional foi apresentada em [24], agora para
um espaco-tempo curvo. O modelo fornece um exemplo interessante de uma particula

nao-comutativa em um fundo curvo.

Mecanica de Hertz

Além da particula com spin, existem outras teorias que envolvem o uso de varidveis
auxiliares na descrigao de sistemas dinamicos. Uma dessas teoria é a chamada mecanica de
Hertz. Heinrich Hertz reformulou a mecénica classica newtoniana por um ponto de vista
geométrico [25]. Sua ideia fundamental consistiu no fato de que os problemas da mecanica
poderiam ser tratados como problemas livres (sem for¢a) tratados no espago-curvo. De
forma mais geral, poderia se reformular o movimento de um sistema com energia potencial
no espaco de N dimensoes como um movimento livre no espaco de N +1 dimensoes. Nesta
descrigao, o termo cinético engloba o termo potencial, que por sua vez adquire uma origem
geométrica através da escolha de uma métrica adequada.

Considere um sistema com as coordenadas generalizadas ¢*,a = 1,2,--- , N e potencial
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U(q"),
Sl = [[ar |57 - v (134

que leva as equacoes
oU
= ——. 1.35
q o5 (1.35)

Sem alterar o sistema, podemos reescrever a ac¢ao (1.34) utilizando a métrica g.(q), da

seguinte forma:

S = / dr Bgab(d)d’“q%— Ulg)|, (1.36)

0q°¢ 0q° ,
= — = ) 1.
Yab 34 o Ul(g)=Ula(q)) (1.37)

com

Para compreender a mecanica de Hertz, vamos construir um espaco de N +1 dimensoes

com as coordenadas ¢' = (¢%, ¢ *1). A acdo livre do potencial é entdo

Sl = [ dryos@id (1.38)
= / dr F(qaf + in“qN“ : (1.39)
2 4U
Essa acao é semelhante a de uma particula livre em coordenadas generalizadas, com a
métrica
9 =budq" ® dg” + 20 (g7 dg" ' @ dg™ . (1.40)

Em comparacao com a formulagao inicial, a energia potencial agora faz parte do termo
cinético. Quando impostas as condigoes iniciais adequadas, a formulagao (1.38) leva as
mesmas equagoes de movimento para ¢* obtidas através de (1.34).

Na nova formulagao, a energia potencial adquire uma origem geométrica. A métrica que
aparece na equagao (1.38) determina a distancia entre pontos no espago de configuragoes.
As trajetorias de uma teoria com tal agdo também tém uma interpretacao geométrica:
elas representam linhas de minimo comprimento em rela¢ao a métrica g;;, conhecidas por
linhas geodésicas. Um caso particular sao as linhas retas, no espaco euclideano.

Na relatividade geral, as trajetérias das particulas possuem essa mesma propriedade.
Por isso , o movimento da i-ésima particula ¢ descrita por (1.38) é andlogo a um movimento

de queda livre em um campo gravitacional.
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Estrutura da tese

O capitulo 2 apresenta uma revisao detalhada sobre os elementos e conceitos do forma-
lismo Hamiltoniano para teorias singulares. Apresentaremos ao leitor o procedimento de
Dirac para tratar de sistemas vinculados. O método de quantizagao para esses sistemas é
mostrado ao final, assim como o exemplo que da origem a equacao de Pauli.

O capitulo 3 analisa a diferenca entre duas agoes Lagrangianas que fornecem as mes-
mas equagoes de movimento. Essas acoes, no entanto, sao fundamentalmente diferentes.
Analisamos essa diferenga e, como exemplo, investigamos alguns aspectos interessantes da
mecanica de Hertz.

No capitulo 4, estudamos alguns modelos afim de descrever a particula com spin. Mos-
traremos que o problema variacional pode ser formulado com a ajuda de variaveis auxiliares
e verificamos o caso de uma particula de massa zero. Estudamos ainda o modelo de Sta-
ruszkiewicz e o seu comportamento quando interagindo com um campo eletromagnético
externo.

No capitulo de conclusoes e perspectivas, descrevemos os resultados obtidos ao longo
dessa tese e ainda apresentamos os principais projetos e perspectivas futuras associados

ao presente trabalho. As referéncias bibliograficas sao listadas no final.



CAPITULO 2

Formalismo Hamiltoniano para teorias singulares

Teorias de particulas e campos frequentemente envolvem variaveis auxiliares que nao
possuem significado fisico direto. Suas caracterisiticas auxiliares sao fornecidas por sime-
trias locais apresentadas na acao Lagrangiana ou pelo carater algébrico das equagoes de
movimento para essas variaveis. No entanto, quando lidamos com teorias singulares via
formalismo Lagrangeano, as equagoes de movimento podem ter uma estrutura compli-
cada, incluindo equacgoes diferenciais de primeira e segunda ordem, assim como equagoes
algébricas.

O formalismo Hamiltoniano é bem adaptado para a investigacao de uma teoria singu-
lar. A descricao do espago de fase nos permite separar automaticamente a parte dinamica
das equagoes de movimento da parte algébrica, bem como analisar a ambiguidade presente
nas solugoes de equagoes de movimento. Além disso, a transi¢do para a formulacao Ha-

miltoniana é um passo necessario no processo de quantizacao canonica da teoria classica.

13
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2.1 Teorias singulares

Nas proximas paginas, vamos discutir o procedimento para a hamiltonizacao de uma teoria
singular. Para exemplificar, consideremos dois casos simples. Eles revelam as melhorias
que sao necessarias quando aplicamos um procedimento de hamiltonizacao em uma teoria
singular.

Exemplo 1- Considere a acao Lagrangiana

1
Szé/dT [@% + 23y — (z —y)?], (2.1)
escrita para variaveis de configuracao x(7), y(7), cujo determinante da matriz Hessiana é
0*L

de forma que temos uma teoria singular. Suas equagoes de movimento sao

T=y—u. (2.4)

A 1ltima equagao relaciona a velocidade & com as coordenadas para todo instante de
tempo. Portanto, possui a forma de um vinculo. Como veremos a seguir, trata-se de um
vinculo secundério. Até agora, somente & pode ser determinado em termos das coordena-

das. Mas a consisténcia das duas equacoes acima leva a
y=y—x. (2.5)

Novamente, essa ultima equagao nao faz parte das equagoes de movimento advindas do
formalismo de FEuler-Lagrange, mas sim, pela consisténcia entre elas. Embora ambas
as equagoes, (2.4) e (2.5), relacionem as velocidades com as coordenadas para tempos
arbitrarios, e se paregcam com vinculos, somente a primeira ¢ um vinculo advindo do
processo de Hamiltonizacao, como mostraremos abaixo.

Para encontrar a formulacao Hamiltoniana, o primeiro passo é resolver as equagoes

para oS momentos

p= - =1+y, m=——=0. (2.6)
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A primeira equacao pode ser resolvida com respeito a &
T=p—uy. (2.7)

A equacao m = 0 é chamada de vinculo primario na teoria de Dirac, ja que segue direta-
mente da definicao de momento canonico.

Como segundo passo, vamos tentar construir a Hamiltoniana de acordo com o pro-
cedimento padrao: escrevemos Hy = pi + 7y — L e usamos (2.7) para excluir todas as
velocidades dessa expressao. Isso fornece a Hamiltoniana Hy = 3(p — y)? + 3 (z — y)*.

Usando 2 = {z, Hy}, obtemos as equagoes
i=p-y, p=y-z, y=0, 7=p-2y+uz (2.8)

Multiplicando a primeira equacao por x, calculando a derivada da expressao resultante e
usando outras equacoes do sistema, obtemos como consequéncia ¥ = y — x. Que difere da
Eq.(2.4).

Assim, o procedimento padrao nao leva a Hamiltoniana correta e deve ser modificado.
De acordo com o procedimento de Dirac, a modificacao nao é trivial. Apresentamos
um espaco de fase estendido com as coordenadas x,y,p, 7, v, onde v(7) é uma varidvel
adicional, as vezes chamado de multiplicador de Lagrange. Pela razao que ficara clara na

proxima secao, chamaremos de velocidade. A Hamiltoniana correta é dada por
H = HO + v, (29)

isto é, nds adicionamos a Hy o vinculo primdario multiplicado por v. H é chamada de
Hamiltoniana completa.

Esta é outra propriedade caracteristica de uma teoria singular: as leis para construgao
da Hamiltoniana da teoria devem ser modificadas de acordo com a Eq.(2.9). Das equagoes

Hamiltonianas obtemos agora

g =, (2.10)

T=p—y, p=y-—u, (2.11)
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T=p+x—2y, (2.12)

As equagoes (2.11) sao equivalentes as equagoes de Lagrange para (2.1). A equacdo (2.4)
nao aparece nesse estagio. Agora, por exigéncia que o vinculo primério nao deve evoluir

com o tempo, isto é, 7 ~ {m, H} ~ 0, e usando (2.12), nés geramos um novo vinculo
p+x—2y=0. (2.13)

De acordo com a terminologia de Dirac, esse é um vinculo secundério. A equagao (2.11)
agora nos permite escrever a equacao acima em termos das variaveis lagrangianas. Isso
leva a (2.4), de modo que recuperamos o conjunto completo de equagoes de movimento
Lagrangianas. Por outro lado, a equacao (2.5) nao é uma equagao de Lagrange, mas sim,
uma mera consequéncia implicita da sua consisténcia. Na descricao Hamiltoniana esta
equagao segue o principio ja citado anteriormente onde um vinculo nao deve evoluir com
o tempo, isto é, p + & — 2y = 0, que juntamente com (2.11) e (2.4), leva a (2.5), que
por sua vez fixa o multiplicador de Lagrange em (2.10). Assim, neste exemplo, a nao
evolucao temporal de um vinculo secundério nao leva a um novo vinculo, mas fixa o valor

do multiplicador de Lagrange em termos das variaveis canonicas.

Exemplo 2- Considere agora a seguinte agdo Lagrangiana [26]

S = %/dT [(G2 — ™) + (45 — ¢2)?] - (2.14)

As equagoes de Lagrange fornecem

q2 :eqlv Q3_q2:07

(Go — e™) = qo — 3. (2.15)
Elas sao equivalentes ao conjunto
Go — e =0, (2.16)
gs — q2 = 0. (2.17)
Os momentos canénicos sao
p = 0,
p2 = G2 —e”, (2.18)

P3 = (3 — Q2.
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A primeira equagao de (2.18) representa um vinculo primério. Portanto, a Hamiltoniana
completa é

1 1
H = 5?% + 5?3 + €' pa + qaps + vps. (2.19)

Teremos entao, as seguintes equagoes de movimento

G =v; G=p2+es g3=p3+q,

p1 = —el'py; pa = —p3; p3s =0, (2-20)

juntamente com o vinculo primario p; = 0. Por consisténcia, devemos ter p; = 0, e
podemos concluir de (2.20) que ps = 0. Este é um vinculo secundario. Se observarmos
esse novo vinculo gerado por (2.18), veremos que ele é a primeira equac¢ao de movimento
Lagrangiana de (2.17), como esperado. Seguindo o procedimento de Dirac, a consisténcia
do vinculo secundario leva, de acordo com (2.20), a um vinculo terciario, ps; = 0. Nova-
mente, fazendo uso de (2.18), isto produz a segunda equagao de movimento em (2.17). O
procedimento de Dirac para nesse estagio. Dessa forma, os vinculos primario, secundério
e terciario produzem um conjunto completo de equacoes de movimento Lagrangianas, mas
o multiplicador de Lagrange v nas equacoes de Hamilton permanece indeterminado. Essa
também é uma caracteristica de teorias singulares: somente algumas das equacoes que
determinam os momentos podem ser resolvidas com respeito as velocidades. As equagoes
restantes nao contém velocidades, representando equacoes algébricas que relacionam co-
ordenadas e momentos.

Vale ressaltar que, embora somente os vinculos primarios aparecam explicitamente nas
equagoes de Hamilton, os demais vinculos de ordem superior também deverao ser levados
em consideracao no processo de quantizacao da teoria.

Note que os dois exemplos apresentados sao essencialmente diferentes em suas estru-
turas de equacoes de movimento. Quando todas as velocidades forem determinadas no
procedimento de Dirac, a teoria é chamada de nao degenerada [27]. Caso contrario, é
chamada de teoria singular degenerada. Veremos abaixo que a diferenca esta codificada

nas propriedades algébricas dos vinculos com respeito aos parénteses de Poisson.
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2.1.1 Procedimento de Dirac

Agora estamos prontos para entrar na discussao do procedimento de Dirac para uma teoria
singular arbitraria, caracterizada por

0*L

etw = 0, com A,B = 1, e ,[A] (221)

SZ/dTL(qA,qA), d

Importamos com a seguinte condi¢ao de classificagao na matriz Hessiana M:

O*L

aeiggs =l < 4] (2.22)

rank M4p = rank

A primeira etapa do procedimento de Dirac consiste na Hamiltonizacao da teoria.

Passo (1) - Introduzimos os momentos conjugados para as varidveis ¢* de acordo com

as equagoes

dL(q,q)

pA = ok (2.23)

Eles sao considerados como equacoes algébricas para determinar as velocidades ¢*. De
acordo com o teorema da fung¢ao implicita, a eq.(2.22) garante que algumas [i] velocidades
entre ¢*, leia-se ¢*,4,7 = 1,2, ..., [i], podem ser encontradas por estas equagoes. Denotamos

entao suas solugoes como
i 4 A e
' =v'(¢",p;, 4%). (2.24)

Estas expressoes podem ser substituidas para o restante [«] das equagoes para os momentos
(2.23). Por construcdo, as expressoes resultantes nao dependem de ¢ e representam

vinculos primdrios ®,(q, p) da teoria. Temos

(I)aEpa_fa(qAapj):()? a=12-- ,[Oé} :[A]_[/L]v (225>
onde
oL
fala®,pj) = 7= : (2.26)
9q §*=v'(¢4,p;,4*)

As eqs.(2.24) e (2.25) s@o equivalentes ao sistema (2.23).
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Passo (2) - Introduzimos agora um espago de fase estendido parametrizado pelas co-

ordenadas ¢, pa, v®, e definimos a Hamiltoniana completa H de acordo com a regra

H(qAapAy Ua) = PAQA - L(QAv qA> + an)a(qA7pB)

Ho(q%, pj) + v ®u (¢, ps), (2.27)

onde usamos as eqs.(2.24) e (2.25) para excluir as velocidades ¢*, ou seja,

Ho(q",p;) = [pAqA — L(¢", qA)] ‘(2‘24),(2.25) : (2.28)

Hjy é chamado de Hamiltoniana da teoria.

Passo (3) - Escrevemos entao as equagoes de movimento
qA = {qu H} = {qu Ho} + Ua{qA’ ®.},
pa = {pa,H} = {pa, Ho} +v"{pa, P}, (2.29)
Do(q”,pp) =0, (2.30)

onde {¢g*, pp} = 04 representa os parénteses de Poisson. Para uso posterior, escrevemos

as equacoes Hamiltonianas em detalhes

. OH, afﬂ B
i _ 31
e T i (2.32)
@ = v (2.33)
. 6H0 afﬁ B
= ——+ —v". 2.34
pa aqa + aqav ( 3 )

Esse sistema é equivalente as equagoes lagrangianas para a acao (2.21).

As etapas posteriores do procedimento de Dirac consistem em revelar todas as con-
sequéncias algébricas do sistema (2.29) e (2.30).

De acordo com a eq. (2.30), todas as solugoes sao confinadas na superficie do espago
de fases estendido definido pela equagao algébrica ®, = 0. Pode acontecer que o sistema

(2.29) e (2.30) contém na realidade mais do que [«] equagoes algébricas. De fato, calculando
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a derivada dos vinculos primdrios com relagdo ao tempo e usando (2.29), obtemos as

consequéncias algébricas do sistema
(@0, H} = {®,, Ps}0° + {®,, Hp} = 0. (2.35)

Daqui em diante, chamaremos de equacoes de segundo estagio do procedimento de Dirac.
Elas podem ser adicionadas as eqs. (2.29) e (2.30), o que fornece um sistema equivalente.
O procedimento descrito acima pode agora ser repetido para os vinculos de segundo

estagio, que podem produzir equagoes algébricas de terceiro estagio nao triviais,
{®. H}=0. (2.36)

Isso pode determinar algumas velocidades e produzir novos vinculos. Como acima,
adicionando-as ao sistema (2.29), (2.30) e (2.35), algumas das equagoes dinamicas podem
ser omitidas de consideragao. Se o sistema (2.36) implica em novos vinculos, comegamos
o quarto estagio do procedimento de Dirac, e assim por diante. Como o nimero de
vinculos independentes nao pode ser maior do que a dimensao 2[A] do espago de fase, o
procedimento para em algum estagio, digamos N.

O conjunto completo de vinculos de estdgios superiores ¢ denotado por ®,(¢*, p;) =0
(indices latinos do inicio do alfabeto, a, b, ¢, sao usados para denotar os vinculos de estagio

superior). Entdo, o sistema com a presenga de todos os vinculos é
O, =(0,,P,) =0, a=1,2,---[a]. (2.37)

Onde I representa o niumero de todos os vinculos. Em seguida, todas as equagoes algébricas

de estagios superiores sao dadas pelo sistema
{®;,H} =0. (2.38)

Todas as solugdes das eqs.(2.29) e (2.30) sao confinadas a superficie definida pelas equagoes
®, = 0 ¢ (2.38); como na Fig.(2.1). Por construgao, depois da substituigao das velocidades
v® determinadas pelo curso do procedimento de Dirac, a eq.(2.38) mantém os vinculos na
superficie ®; = 0.

Em resumo, depois de concluir completamente o procedimento de Dirac, a teoria pode

ser descrita pelas equagoes Hamiltonianas (2.29) que sdo acompanhados por vinculos
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Na]

Figura 2.1: Todas as trajetérias de uma teoria singular repousam sobre a superficie @, = 0,

{®;, H} = 0, que pertence a superficie &; = 0 do espaco de fase estendido. Figura retirada

de [1].

(2.37). Além disso, as velocidades (nao necessariamente todas) foram determinadas no
processo. Equivalentemente, o sistema completo de equagoes é dado pelas férmulas (2.29),
(2.30) e (2.38). Ressaltando que as [I] equagdes dinamicas, onde [I] é o nimero total de

vinculos, sdo consequéncias de outras equagoes do sistema completo. [1]
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2.2 Classificacao dos vinculos

Uma vez que encontramos todos os vinculos da teoria, estamos aptos a classifica-los [28,29].

Definigao: Um vinculo é chamado de “primeira classe” se os parénteses de Poisson
com todos os vinculos ®; sao fracamente nulos.
, o - 1
Os vinculos de primeira classe serao denotados por {q)gl)}, onde Iy =1,---,N;. Ex-

plicitamente,
{(Dg)yq)(]}%(h -[1:177]\](1)7 J:]'?’N (239>

Os vinculos restantes sao representados por ®;, e sao chamados de segunda classe. Nos
assumiremos que esses vinculos formam um conjunto irredutivel; ou seja, nao existe uma
combinagao linear dos vinculos de segunda classe que seja de primeira classe. Este é o

caso se

det Q(q,p) # 0, (2.40)

onde Q(q,p) é a matriz com elementos
Qp. = {07, 07} (2.41)
De fato, se o determinante fosse nulo, entao o conjunto homogéneo de equagoes
(0P 3V} ~ 0 (2.42)

possuiria uma solucdo nao trivial para 2, implicando na existéncia de outros vinculos de
primeira classe. Por outro lado, temos: um conjunto de vinculos {1} é de segunda classe,

se e somente se a matriz

Cr = {Yr, Wi} (2.43)

é invertivel. De fato, vamos supor que existe uma combinacao linear ¢'1/; de tal modo que

seja de primeira classe. Entao,

¢, v} =~ 0 (2.44)



23

tem uma solugdo nao trivial ¢!. Mas entdo segue-se que det {1y, } deve ser fracamente
nulo.

Finalmente, observamos que desde que @r,;,(¢,p) seja uma matriz antissimétrica,
segue-se que o numero de vinculos de segunda classe é necessariamente par, uma vez
que o determinante de uma matriz antissimétrica em dimensoes impares é nulo.

No que segue, sera necessario entao estender o conceito de “vinculos de primeira classe”
para “fungoes de primeira classe”, definidas no espaco de fase:

Definicao: Uma func¢ao F(q,p) é de primeira classe, se os parénteses de Poisson com

todos os vinculos desaparecem fracamente, isto é,
{F,®;} =~ 0, paratodo I. (2.45)
Isso, por sua vez, implica que

{F. 0/} = Z fri®y, (2.46)

onde {®;} é o conjunto completo de vinculos de primeira e segunda classe, e fr; sdo
fungoes gerais de ¢ e p. Agora fazemos a seguinte afirmagao:

Afirmacao: O paréntese de Poisson de quaisquer duas funcoes de primeira classe das
variaveis canonicas é de primeira classe.

De fato, sejam F' e GG de primeira classe, isto é,

{F.@r} = Z fri®y, (2.47)

{G, @} = ZQIJCI)J- (2.48)

Como F, G e ®; sao fungoes de variaveis canonicas, esse também é o caso para f e g.

Usando a identidade de Jacobi, prontamente encontramos que
{F.GY o1}~ Y g1 {®s, F} = f1{®,,G} ~ 0. (2.49)
J J

Consequentemente, {F, G} é de primeira classe.
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Parénteses de Dirac

Tendo classificado os vinculos, agora reexaminamos as equagoes de movimento de Hamil-
ton (2.29) e expomos explicitamente os graus de liberdade, que sdo associados a simetrias
locais da teoria. Assim como nos exemplos discutidos anteriormente, vimos que, depen-
dendo do modelo considerado, alguns dos multiplicadores de Lagrange v que aparecem em
(2.27) podem, em certos casos, serem realmente determinados como fungoes das varidveis
canodnicas, e, portanto, nao sao arbitrérios.

Os vinculos primarios também podem ser classificados como de primeira e segunda
classe. Nos os denotamos por <Z>,(11) e %2, respectivamente. Note que, como antes, o
subscrito grego é reservado para denominar os vinculos primérios. A Hamiltoniana total

(2.27) entao assume a forma
_y z WD) 4 Z W D®. (2.50)

Tendo revelado, seguindo o algoritmo de Dirac, o conjunto completo de vinculos escon-
didos nas equagoes de Hamilton, nés agora fazemos uso delas para fixar as “velocidades”
véz) associadas com os vinculos primarios de segunda classe. Como pelo algoritmo de Dirac

todos os vinculos sao independentes do tempo, segue-se que eles satisfazem as seguintes

equagoes
{07 H} +) " Qra,v) =0, (2.51)
as
{of) H} =0, (2.52)
onde definimos
Qrp = {@(2) (I)(Q)} (2.53)

(2 )

As equagoes (2.51) determinam as “velocidades” vg, . De fato, segue que

— 2 2
E :QJJJQ{(DFJQ)? H}~ - E 51252Ué2)- (2.54)
J2 B2
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Fixando I, = as, temos que

- 2
o) == Q{25 H}, (2.55)
Jo

: 2 . , .
que definem as “velocidades” vc(w), associadas aos vinculos primarios de segunda classe,

como funcoes das variaveis canonicas. Novamente, definimos as velocidades por uma
igualdade forte, em vez de uma igualdade fraca. Claramente, as equacoes classicas do
movimento sao insensiveis a isso, mas se revelarao relevantes para a teoria quantica cor-
respondente.

Resumindo as consideracoes feitas até agora, os multiplicadores de Lagrange associados
aos vinculos primarios de segunda classe sao determinados pelas condigoes de persisténcia
das fungoes de varidaveis canonicas. Este nao é o caso dos multiplicadores de Lagrange asso-
ciados aos vinculos primarios de primeira classe. De fato, como veremos, eles permanecem
indeterminados e estao associados a graus de liberdade do sistema.

Em principio, podemos agora escrever a Hamiltoniana total, que envolverd apenas as
velocidades associadas aos vinculos primérios de primeira classe como parametros inde-
terminados. Uma forma simétrica particular pode, no entanto, ser obtida pela observacao
de que Iy — as em (2.54), com o subscrito latino rotulando os vinculos secundérios de

segunda classe, somos levados a equagao
_ 2
Z Qa21J2{®52)7 H} ~ O (256)
J2

Note que essa equacao é automaticamente assegurada pelo nosso algoritmo. Fazendo

~ ~ 2 . ,
uso dessa equacao, bem como da expressao para U&Q) acima, também podemos escrever a

Hamiltoniana total na forma

Hy = HY +> ool (2.57)
a1
com
2 — 2
HY =7 - 0Pk (o7, H}, (2.58)
12,J2

onde o sobrescrito (1) em HW indica que é de primeira classe. Nés provamos agora que

este é realmente o caso. Ainda, notamos que pela definicdo de H®, temos que

(0%, HV} ~ 0. (2.59)
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Além disso, como a derivada temporal de todos os vinculos desaparece fracamente, pelo

procedimento de Dirac, temos em particular
(o Hr} ~ {0, HO} ~ 0. (2.60)
Por isso H") também possui parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os vinculos
de primeira classe.
As relagbes (2.57) e (2.58) sugerem a introducdo da seguinte estrutura, denominada
parénteses de Dirac, entre duas fungoes f e g das varidveis canonicas:

{f.op={f.0) = D _{£,223Q:1,{2%) g} (2.61)

I2Jo

As propriedades algébricas dos parénteses de Dirac sao:

o {f.9}p=—{f.9}p, Anti-simetria
o {cifi+cafo,g9tp =cr{fi,9}p + c2{f2, 9}, Linearidade
o {c,f}p=0, c = constante

e {f A9, h}p}p +{9.{h fip}p +{h,{f,9}p}p =0, Identidade de Jacobi

e {fg,h}p = f{g,h}p +{f h}pg. Regra do produto

Que sao essencialmente as mesmas que para os parénteses de Poisson. A tnica dife-
renca, porém crucial, é que os parénteses de Dirac nao obedecem as relacoes fundamentais
de comutagao. Logo vai se tornar claro que esta circunstancia nao é um problema, mas
uma necessidade para a consisténcia da teoria quantica para sistemas vinculados. Além
disso, a propriedade notavel é que os parénteses de Dirac dos vinculos ®; com qualquer

funcao das variaveis canonicas desaparece fortemente

{(I)],A}DZO, ]:1727 a[I]v (262)
em particular
{®;,P;}p =0. (2.63)

Isto implica, em particular, que os vinculos de segunda-classe podem ser levados em

consideragao dentro dos parénteses de Dirac (isto é, antes de calcular os parénteses).
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Quantizagao candnica e vinculos de segunda-classe

A mecanica quantica de um sistema cldssico com uma Lagrangiana ndo singular L(¢?, 47, t)
pode ser obtida usando o procedimento da quantizacao canonica. Para conseguirmos isso,
reescrevemos o sistema no formalismo Hamiltoniano. As quantidades basicas sao agora
os parénteses de Poisson {¢*, pp} = 64 e a Hamiltoniana H(¢*,pp,t). De acordo com o
procedimento de quantizagao canonica, associamos com as variaveis do espago de fase os

operadores com comutadores parecidos com os parénteses de Poisson

0*pr — P’ = [¢*. ps] = ihdp,
[6*,G"] = [pa, ps] = 0. (2.64)

Eles agem no espaco de fungoes de onda W(t,q¢?). Nesta base, escrevemos a equacio de
Schrodinger para a funcao de onda

m%\y = HU, H=H(jpt) (2.65)

Para a teoria com vinculos de segunda-classe, o procedimento (2.64) nao é consistente.
De fato, desde que na teoria classica ®; = 0, espera-se que os operadores correspondentes
desaparecam nos vetores de estado fisicos, d ¥, = 0. Quantizando a teoria por meio
dos parénteses de Poisson, obtemos (CiD ﬂi) J— P J<i> [> U, = AU, O lado esquerdo da
expressao desaparece, mas o lado direito nao.

O problema é resolvido postulando comutadores que se assemelham aos parénteses de

Dirac em vez dos de Poisson
[¢*, ps] = ih{q*, pB}p|, . = ihAas. (2.66)

devido & eq.(2.63), isso é consistente com a condicio ®;W¥,;, = 0.

Teoria quantica dos parénteses de Dirac

A realizacao quantica dos parénteses de Poisson pode ser alcancada de forma bem conhe-

cida

) ) )
i =q", pa=—ih—. (2.67)
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Isso implica [¢, pp| = ihd7, como deveria ser o caso. Para encontrar a realizacdo quantica
para os parénteses de Dirac, exploramos as variaveis fracas apresentadas acima. Vamos

associar a fungao A, com a fungao no espaco de fase A(q,p) como segue:

Au(q,p) = Alq,p) — {A,®}Q" @, (2.68)

onde Q7 ¢ a inversa de Q!’. Na superficie de vinculos ®; = 0 elas coincidem: A, = A.
Note que os parénteses de poisson de fungoes w na superficie de vinculos coincidem com

os parénteses de Dirac das fungoes iniciais
{Ay, By}, ={A, B}p. (2.69)

Desde que conhecamos a realizacao quantica dos parénteses de Poisson, podemos realizar

os parénteses de Dirac, associando os seguintes operadores as quantidades cldssicas A(q, p)

~

A(qap) — A'w = Aw(Q?]?)’q—)qA,p*)ﬁ (27(])

com ¢, p especificados na Eq.(2.67). Os comutadores desses operadores se assemelham aos
parénteses de Dirac.

Em particular, os operadores correspondendo ao espaco de fase sao as variaveis
¢ =, = ¢ -" Q" ey,
Do — Pwa = DPa— [pa, ®7]Q" D, (2.71)

Note também que na passagem para a teoria quantica os vinculos tornam-se operadores

nulos: ®; — @wl = 0.
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2.3 Teorias com vinculos de segunda-classe

Acao Lagrangiana subjacente a Equacao de Schrodinger

Como os campos elétrico e magnético podem ser obtidos do potencial vetor A,, as partes
real e imaginaria da funcao de onda podem ser obtidas do potencial escalar ¢. O campo

real ¢ obedece a equagao
o+ (A=V) =0, (2.72)

que segue da acao Lagrangiana

1

A=V, (273)

siol = [ o Edﬁs—

onde A é o Laplaciano e V' um potencial arbitrario. Assim, obtemos uma relagdo entre
Schrodinger e o potencial escalar. Existe uma teoria Lagrangiana sujeita a vinculos de
segunda-classe subjacente a equagao de Schriodinger e a teoria classica de campos (2.72).
Essa possibilidade é baseada no fato que na teoria com vinculos de segunda-classe podemos
assumir diferentes subconjuntos como variaveis independentes quando olhamos para a
solucao dos vinculos. Para o modelo abaixo, ha duas naturais possibilidades de mudanca
das varidveis independentes. Por opcgao, elas obedecem as equacoes Hamiltonianas que
correspondem a teoria (2.73).

Considere a seguinte teoria Lagrangiana:
s (A 1 5 1
Slo.pl= [ dt & | 500+ o™+ 20 (L =V)o|, (2.74)

escrita para dois campos reais ¢(t, z),p(t, ') no plano de fundo externo dado por V (x?).

Isso implica equagoes Lagrangianas

RPo—(A=V)p=0, o=—(A=V)¢. (2.75)
Como consequéncia, ambos ¢ e ¢ obedecem a equagao de segunda ordem (2.72). Apés a
mudanca ¢ = ¢+ (A —V)e, a acdo adquire a forma S[¢, o] = S[¢] + 5 | #%, onde S[¢] ¢ a
agao (2.73). Portanto, nessa parametrizagdo os campos ¢ e ¢ dissociam e a unica varidvel

dinamica é ¢. Novamente, a evolugao é governada pela eq. (2.72). Embora seja natural,



30

essa nao é a unica possibilidade de parametrizacao para o setor dinamico. Para encontrar
uma outra parametrizacao relevante, podemos construir uma formulagao Hamiltoniana da
teoria. Introduzimos o momento conjugado p, m para os campos ¢, ¢ e definimos sua
evolucao de acordo com a regra padrao

= 5 =

oL

T 9 0 (2.76)

p ho,
A segunda equacao representa um vinculo priméario da teoria. Entao, a Hamiltoniana

completa da teoria é

H= /dBm {;—h(pQ —¢?) — % (A=V)p+om|. (2.77)

A conservagao no tempo do vinculo primério, 7 = {7, H} = 0, implica em um vinculo
secundario ¢+ (A —V)¢ = 0. Por sua vez, a conservagao no tempo determina a velocidade
v = —%(A — V)p. O procedimento de Dirac para nesse estdgio. A evolugao das variaveis

do espago de fase é governada pelas equagoes Hamiltonianas

. 1 1
= - Y= —(A =V
¢=3p, D h( )@,
1
p=v= —ﬁ(A—V)p, T =0, (2.78)
e os vinculos
=0, o+ (A-V)p=0. (2.79)

O sistema implica que tanto ¢ quanto ¢ obedecem a eq. (2.72). Calculando os parénteses
de Poisson dos vinculos, obtemos um resultado {p + (A — V)¢, 7} = 6*(x — y). Assim os
vinculos formam um sistema de segunda-classe.

Vamos construir os parénteses de Dirac correspondente aos vinculos

{A>B}D - {AvB} - {AﬂT}{@ + (A - V)¢7B}
+ {A, o+ (A —=V)op}{m B}. (2.80)

Isto implica {7, p}p =0, {¢, v} p = 0, assim como

{¢,p}p = 53(95 -vy), {¢.¢}p={p.p}p=0; (2.81)
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{ep}p = —(A=V)P(x—y),
{e.0lp = {p.ptp =0 (2.82)

Note que para o par ¢, p os parénteses de Dirac coincidem com os de Poisson.

De acordo com os vinculos (2.79), tanto ¢, p quanto ¢,p podem ser tomados como
parametro para o setor dinamico da teoria.

Parametrizando o setor dinamico pelo par ¢,p, a Eq.(2.78) reduz ao sistema hp =

2
p, hp=— (%A - V) ¢, enquanto a Hamiltoniana (2.77) adquire a forma

How) = [ agz [P+ (6= V)oF]. (2.83)

Esta é precisamente a formulacao Hamiltoniana da teoria (2.72),(2.73).
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2.4 Teorias com vinculos de primeira-classe

Invariancia por reparametrizacao e Equacao de Schrodinger

Nessa se¢ao, iremos usar a notacao de negrito para vetores. A saber x = 7.

Esta formulagao da mecanica classica é interessante por duas razoes. Primeiro, esta
perto da descricao de particulas relativisticas na base do espaco de Minkowski. Segundo,
essa quantidade tem uma forma elegante para a quantizacao canonica de sistemas classicos.
Considere uma particula com energia potencial U(x,t). Seja o conjunto parametrizado

por V = {x, &}. Considere o conjunto de fungoes F(V) = {f : V — R}. Assim,

S = /dt [% (%)2—U(x,t)

S atua sobre F'(V), levando fung¢ées em numeros, S : F(V) — R. Fazendo a mudanga de

. (2.84)

varidveis ¢ = ¢(7) na integral indefinida (2.84), isso produz a expressao
.2

dx mx

W={t,x,—}HFW);S: F(W) >R, S= /dT [ 5 —tU (x,t(7))|, (2.85)

dt
onde os pontos representam as derivadas com relacao a 7. O novo funcional é definido
em funcoes do espaco quadridimensional R x R3. A propriedade original do funcional é
a invariancia sobre reparametriza¢ao: a substituicdo 7 = 7(7') ndo muda a forma, em
contraste com (2.84). Como consequéncia, se t(7), x(7) é um extremo de (2.85), entao
t(f(7)),x(f(7)), com uma funcao arbitraria f(7), dard um extremo também. Esse novo
problema variacional determina uma linha de extremo como um conjunto de pontos no
R x R3?, mas nao especifica qualquer evolucao definitiva ao longo da linha. Fisicamente,
nao existe a no¢ao do tempo na formulacao. O mesmo pode ser visto no nivel de equagoes
de movimento. Para ilustrar isto, consideremos a particula livre, U = 0. Entao (2.85)

implica equagoes de movimento (;) = 0, <’;—22) = 0. A solucao geral destas equacoes

contem, além das constantes de integragao v e X, uma fungao arbitraria f(7)
x =vf(r)+x0, t=f(7). (2.86)

Estas expressoes, embora determinando a linha direta, nao especifica uma lei de evolucao
especifica ao longo da linha. Mesmo assim, o novo funcional pode ser usado para des-

crever o sistema dindmico (2.84). Excluindo 7 da equac@o paramétrica (2.86), obtemos a
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evolugao das variaveis fisicas, x(t) = vt+xg. Além disso, podemos usar a invariancia sobre
reparametrizacao do formalismo 7 = ¢ em qualquer caso de calculo, isso deve reproduzir o
resultado correspondente da formulagao original. Por exemplo, definindo 7 = ¢ em (2.85)
obtemos (2.84).

Qualquer sistema mecanico-classico pode ser reformulado na forma invariante sobre

reparametrizacao.

Problemas variacionais dinamicos e nao-dinamicos

Matematicamente, os problemas variacionais (2.84) e (2.85) nao sao equivalentes. Mesmo
assim, temos visto que o segundo problema pode ser usado para descrever a dinamica do
sistema original. Nesta relagao, a seguinte terminologia pode ser conveniente.

A linha parametrizada em R" ¢ o mapa de um intervalo de R em R", v : 7 — 2*(7).
A imagem do mapa (que é o conjunto de pontos do R" ) é chamada de linha. Assim, a
parametrizacao da linha é uma linha em conjunto com alguns parametros ao longo dela.
Considere o problema variacional S = [ drL(z’, ") com dadas condigoes iniciais (fixamos
os pontos inicial e final, 2y e z1). O problema variacional é chamado dinamico se suas
solugoes sao parametrizagoes da linha. O problema variacional é chamado nao-dinamico
se suas solucoes forem uma linha.

O funcional (2.85) representa um exemplo de um problema variacional ndo-dinamico.
Outro importante exemplo é a acao de Einstein-Hilbert que produz as equagoes de Einstein
do campo gravitacional [30].

O problema (2.85) é definido no espago de configuragoes com coordenadas z’,t. Assim,
a formulacao Hamiltoniana introduz o espaco de fase parametrizado por z‘,p’.t,p; com

parénteses de Poisson

{«",p’} = 6", {t,p}=1. (2.87)
Os momentos sao
. OL  mat oL mx>
=== =—=—-———_[. 2.8%
P = Bii i Ty 972 (2.88)

Estas equacoes implicam no vinculo primario

1
db=p+—p>+U=0, (2.89)
2m
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que ¢ satisfeita para alguma solucao das equagoes de movimento. O vinculo pode ser
escrito como p; = —H, onde H é a Hamiltoniana fisica da formulagao original. Por esta
razao, energia é muitas vezes chamada de momento conjugado para a variavel tempo.

Desde que Hy = p;ii’ + p;t — L = 0, a Hamiltoniana completa é composta pelo vinculo

1
H= —p*+U 2.90
v(pe+ 5P+ U), (2.90)
e desaparece na superficie de vinculos.

ou

. ~ . < v . _ ; _ . o 6U
As equagoes de movimento X = p, p = —v3=, t =vep = —v

S; sao ambiguas
devido & presenca de v(7), assim todas as varidveis nao sdo quantidades observéveis. A
ultima equagao é uma consequéncia do vinculo (2.89) e pode ser omitida. Para a particula
livre a segunda equagao implica p = const. Entao a primeira equagao x = pf(7) + Xo,
onde f(r) = [wdr. A propésito, demonstramos que (2.86) é a solugao geral do problema

(2.85). A invariancia de reparametrizacao das varidveis tem equagdes sem ambiguidade,

p_ _oU
t ox

&%
Il
S
sl

3o

)

Equacao de Schrodinger

Para quantizar o sistema (2.85), substituimos o espago de fase das varidveis por operadores

que se assemelham aos parénteses (2.87)

t—=t=1t, Dt ﬁﬁt:_ihata

=it =2 p —p = —iho,. (2.91)

Desde que o vinculo @ desapareca na teoria classica, esperamos a correspondéncia entre a
mecanica e a quantica dos operadores aniquilacao da funcao de onda, @W¥ = 0. Isto produz

a equagao de Schrodinger
h2
ih O,U = (——A + V) v, (2.92)
2m

Em resumo, na formulagao invariante por reparametrizagao da mecanica cldssica nao ha
necessidade de introduzir a equagao de Schrodinger como um dos postulados independen-
tes da quantizacao canodnica. Isso surge, automaticamente, como contrapartida do vinculo

(2.89).
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Eletrodinamica

Lembrando que o campo eletromagnético livre pode ser descrito pela agao

S::Q/d%[—iEWFW]

1 1
= /d4$ |:§ (80Ab - 8bA0)2 - ZFaQb:| 5 (293)

escrita para o potencial vetor quadridimensional A,. Aqui p,v =0,1,2,3 e a,b=1,2,3.
Denotamos F),, = 0,A,—0,A,. Nasegunda linha separamos os termos contendo derivadas
temporais.

As equacgoes que determinam os momentos conjugados sao

oL
0= 2 =, 2.94
’ o (2.94)
oL <
Pt = Ey OoAg — 0, A0 = =L, entao 0yA, = —po + 0sAo. (2.95)

Assim, (2.94) é um vinculo primério. Calculando a Hamiltoniana Hy = p®0gA, — L e
adicionando o vinculo primario multiplicado pela velocidade vy, a Hamiltoniana completa

lé-se

1 1
H = /dSJU {EPE — Pa0s Ao + ZFaQb + Uopo}

ﬁﬂgﬁ+3%+&@%} (2.96)

Note que o campo elétrico representa o momento conjugado para o potencial vetor A.

A conservagao no tempo dos vinculos primarios produzem vinculos de segundo estagio
-0 _ 0 _ 4.0 3
Pla) = ) H) = @), [ Pap,o.a0)
= [ @), upal) o)}

= [ @08 ~ ) = ~Oupale) =0, (2.97)

Realizando um célculo similar, pode-se verificar que isto é a conservagao no tempo,
{0apa, H} = 0, assim, o procedimento de Dirac para no segundo estagio. No resultado, a

evolucao é governada pelas equacoes Hamiltonianas

AO = Yo, po = 07 (298)
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Aa = —Pa + aaA()a pb = _aaFab‘ (299>
Estas sao acompanhadas pelos vinculos de primeira classe
P’ =0, Oupa=0. (2.100)

O representante tinico em uma classe de trajetérias equivalentes pode ser obtido impondo

duas condigoes de gauge. Elas podem ser tomadas como
Ay =0, 8,4, =0. (2.101)

Nesse gauge, as Eqs.(2.99) e (2.100) implicam na equagao de onda para o potencial vetor
tridimensional.

Quando fixamos o gauge, os vinculos de primeira classe tornam-se, juntos com as
condigoes de gauge, vinculos de segunda-classe. Isso sugere a possibilidade de visualizar
qualquer conjunto de vinculos de segunda classe como resultado da fixacao do gauge de

um sistema equivalente com invariancia de gauge e sem vinculos de segunda-classe [31].
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2.5 A particula com spin

Para exemplificar o procedimento descrito anteriormente, vamos estudar o modelo da
particula com spin correspondente a equagao de Pauli [32]. Consideremos entao a seguinte

acao

S = /dT [%X2 + ZA)'( + b/ (Dw)? — %(w2 —a?)|, Dw; = w; — %eijkijk.
x;(7), wi(T) e ¢(t) sdo varidveis do espago de configuragoes, onde z; representa a coorde-
nada espacial, w; a variavel de spin, e ¢ uma variavel auxiliar. Descrevendo uma particula
com massa m, carga elétrica e, momento magnético u, sob a interagao com o potencial
vetor A(x), com B =V X A. a e b sao constantes.

Para construir a formulagao hamiltoniana, primeiramente calculamos os momentos
conjugados,

aL—mxﬁ— Al, wizizbﬂ e 7T¢Ea—[./:0. (2.102)
- ot ow'? (Dw)? 0o

As duas ultimas equagoes de (2.102) implicam nos vinculos primdrios 72 —b* = 0 e 7, = 0.

Assim, a Hamiltoniana completa sera

1 e 2 e 1 A
H = % (pz — EAZ) — %EijkBiwjﬂ-k + a(WQ — CL2) —|— E(TFZ — bz) + )\27T¢, (2103)
onde \; e Ay sao multiplicadores de Lagrange a serem determinados. Aplicando o procedi-

2

mento de Dirac, encontramos os vinculos secunddrios w? —a? = 0 e (wm) = 0, que quando

submetidos também ao procedimento, nos permitem a encontrar o multiplicador A\, dado

por Ay = b2 ¢ As equacgoes hamiltonianas podem entao ser escritas como
. 1 e :
B = —(pi——Ai)7 p:-x]aA + SaB (2.104)
m c
) 2a? e , 2 e
w; = %ﬂ'i + %Eijk‘ijky T = awi + %eijkﬂ-jBk (2105)
O = Ay, 7u=0. (2.106)
Como consequéncia dessas equagoes, o vetor de spin S; = €;;,w,;m; tem sua equagao

dinamica dada por

: e
= 2,8, By, 2.107
mcejk i=k ( )



38

que ¢ a equacao classica para a precessao do spin em um campo magnético externo. Das

equagoes (2.104) obtemos
. € . €
mi; = _Eijkijk + —50;By. (2.108)
c me

Uma vez que S? ~ h? o termo S desaparece quando tomamos o limite cldssico (A — 0)
na dltima equagdo. Dessa forma, a equagao (2.108) reproduz, entdao, o movimento classico

de uma particula carregada sujeita a forca de Lorentz.

Quantizacao

Vamos agora quantizar o sistema descrito anteriormente a fim de encontrar, como
esperado, a equacao de Pauli.

A quantizagdo candnica para a particula com spin segue o procedimento de Dirac para
sistemas vinculados. Os vinculos w? — a? = 0 e (wm) = 0 representam um sistema de

vinculos de segunda classe
{w? — a®, (wm)} = 2w? # 0, (2.109)

enquanto todos os outros sao vinculos de primeira classe, ja que os parénteses de Poisson
entre eles sao nulos.

Para os parénteses de Dirac, temos
1
{A,B}p = {A, B} + {A4, wz}ﬁ{mr, B} — (A+— B), (2.110)
w

onde os parénteses para as varidveis basicas sao

Wi

w4ﬂ-. _w.ﬂ-.
{wiwiy =0, Awi,m} =0y — = Am,m} = -

. (2.111)

W

Para as variaveis fisicas x;, p; e S;, os parénteses de Dirac coincidem com os de Poisson
{xi,pj}D = 6@', {Sl, Sj}D = eiijk. (2112)

Seguindo com o procedimento, quantizamos apenas as quantidades fisicas, desprezando

os termos de (2.103) que nao contribuem para as equagoes de movimento das varidveis
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fisicas. Assim, a Hamiltoniana fisica fica escrita como

1 2
H=— <pi - EAi) - EeijkBiwjﬂ'k (2.113)
c me

A forma quantica de (2.113) é obtida substituindo as varidveis cldssicas por operadores,

obtendo

ov

. - . e 2 e oA
ih = <2m (p A) BS) v, (2.114)

que é a equacao de Pauli.



CAPITULO 3

Simetrias

Neste capitulo, analisamos o problema de uma diferenca basica, mas mal interpretada,
entre a Lagrangiana que descreve o comprimento do arco de uma curva e aquele andlogo
ao da particula livre na mecanica classica. Embora elas fornecam as mesmas equacgoes de
movimento e sejam amplamente utilizados na literatura como equivalentes, mostramos ao
decorrer das proximas paginas que nao o sao. Noés exploramos essa diferenca do ponto de
vista da geometria diferencial, onde observamos que tal diferenca nao é mais do que uma
questao de simetria. Na parte final do capitulo também abordamos o caso da Mecanica de
Hertz. Um método desenvolvido para descrever a mecanica cldssica sem o uso do conceito
de forca, de forma que a descrigao mecanica se aproxima da ideia utilizada na Relatividade

Geral.

40
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3.1 Introducao

As bases da Geometria diferencial de curvas e superficies foram descritas no século
XIX pelo matematico alemao Johann Carl Friedrich Gauss. Gauss propos uma abordagem
onde através de parametrizagoes locais e do conceito de curvatura, estabelecia o Teorema
Egregium, um resultado fundamental e um dos teoremas mais importantes do século [33].
A Geometria diferencial é muito usada como ferramenta para a descricao e resolucao de
diversos problemas da fisica tedrica, uma vez que o espago-tempo possui a estrutura de
uma variedade diferenciavel [34]. Sendo muito comum o seu uso na Relatividade Geral e
Especial [35], também pode ser vista na Eletrodinamica e em outras teorias de Gauge [36].
Aqui, iremos usé-la para analisar um problema de Mecanica Classica.

Nosso primeiro objetivo é definir o conceito de variedade. Variedades sao, de forma
simples, conjuntos que admitem um sistema de coordenadas local. Consideremos que
os espacos lineares sao R™ para um inteiro fixo, positivo n, que representa a dimensao
da variedade. Dado um conjunto M, um mapa em M é um subconjunto aberto U de M
juntamente com um mapa bijetivo ¢ : U — ¢(U) C R™. Denotamos ¢(m) por (zt,--- , a™),
de modo que z* sdo as coordenadas do ponto m € U C M.

Consideramos M uma variedade diferenciavel se M é coberto por um conjunto de
mapas, onde cada ponto da variedade é representado por pelo menos um mapa e M pode
ser escrito como uma uniao desses mapas. A vizinhanca de um ponto m em uma variedade
M é definida como sendo a imagem inversa de uma vizinhanca do espago euclideano do
ponto ¢(m) sob um mapa grafico ¢ : U — R". As vizinhangas definem conjuntos abertos
e esses conjuntos abertos em M definem uma topologia.

Duas curvas t — ¢;(t) e t — co(t) em uma variedade M sao ditas equivalentes no ponto

m se

c1(0) = 2(0) =m e (¢oc1)'(0) = (¢0c)(0)

para algum mapa ¢. Um vetor tangente v a uma variedade M em um ponto m € M ¢é
uma classe de curvas equivalentes em m. Entao, dada uma curva c¢(t), denotamos por ¢/(t)
o vetor tangente a ¢ definido por uma classe de equivaléncia de t — ¢(s +t) em t = 0.

Denotamos ainda por T, M o espaco tangente de M em m € M. Os componentes de v
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sao ntimeros v!, - -+ 0" definidos quando tomamos a derivada dos componentes, no espaco

euclideano, da curva ¢ o c:

vt = E@oc)Z : (3.1)

t=0
onde ¢ = 1,--- ,n. Pela definicao, os componentes sao independentes da curva represen-

tativa escolhida.

Variedades Riemannianas

O produto interno em uma variedade M é uma funcao < —, — > que associa a cada par
de campos vetoriais contravariantes X e Y, um campo escalar < X,Y >, satisfazendo as

seguintes propriedades:
e < XYV >=<Y,X> paratodo XeVY.
e <aX,fY >= af < X,Y > paratodo X eY, e escalares «,f.
o < X Y+7>=<XY>+<X 7>
e Se < X,Y >= 0paratodoY, entao X = 0.

Uma variedade que possui essas caracteristicas para o produto interno é chamada de
variedade Riemanniana.

Observemos agora que, se x é um mapa qualquer, e p um ponto qualquer no dominio

de x, entao
. 0 0

X,Y >= XY/ - — 2
<X,)Y > <8X@’8XJ> (3.2)

Sendo as funcoes suaves

0 0

ii =< Avi Aavi 3.3
95 =< ox7 9xi (3:3)

teremos

< X,Y >=g; X'V, (3.4)
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que constituem os coeficientes de um tensor métrico de rank (0, 2). Esse tensor é chamado
de tensor fundamental ou tensor métrico da variedade Riemanniana.
Se X é um campo vetorial contravariante de M, entao podemos definir a norma qua-

drada de X como

1 X|]? =< X, X >=g;; X'X7. (3.5)

Note que || X||* pode ser negativa. Se || X||> < 0, chamamos X tipo-tempo; se || X||* >
0, tipo-espaco, e se || X||? = 0, chamamos X de nulo.

Outro assunto que nos interessa ao tratarmos de uma métrica é o calculo do compri-
mento de arco. Um caminho C' descrito por ! = x%(t) é nao-nulo se ||dx?/dt||> # 0. De
forma que ||dz/dt||*> é sempre positivo (“tipo espago”) ou negativo (“tipo tempo”). Se C

for um caminho nao-nulo de M, entao o comprimento de arco sera definido como

b dxt dxi
L(a,b) = / +9i5— ~t, (3.6)

onde o sinal +1 é escolhido como +1 se a curva for tipo-espago e —1 se for tipo-tempo.
A equacdo (3.6) é independente da escolha do mapa x. Para entendermos isso, basta
observarmos que a quantidade dentro da raiz quadrada é um produto de contracao entre
um tensor do tipo (0,2) e um tensor do tipo (2,0), que é um escalar.

Em qualquer ponto p de uma variedade Riemanianna, podemos encontrar um mapa
local em p com a propriedade que o tensor métrico seja diagonal em p, com os termos
diagonais sendo +1. Em particular, temos o espaco de Minkowski, cujo tensor métrico
possui assinatura (—1, 41, +1,+1). Vale ressaltar que ndo hd nada em especial no nimero
1. Poderiamos encontrar também um mapa local em qualquer ponto p, em que o tensor
métrico possuisse as mesmas propriedades mas com termos diagonais (diferentes de zero)
quaisquer, embora nao poderiamos escolher os sinais desses termos.

Na Relatividade, por exemplo, lidamos com variedades de 4 dimensoes e tomamos as

2 .3

trés coordenadas x!, 2%, 2% como espaciais e a coordenada zero, z°

como temporal. Vamos
postular entao que estamos em alguma variedade M de 4 dimensoes. Suponhamos agora

que temos uma particula que se move em M. Podemos descrevé-la pelas coordenadas
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espaciais (z', 22, 2%) em cada instante de tempo (2°). Como as coordenadas espaciais sao

fungoes da coordenada temporal, a particula determina um caminho em M dado por

0 = 2°

ot = 2'(a%)
v = 2*(2%)
3 = 23(2%)

Esse caminho é conhecido como linha de mundo da particula. Podemos descrever a linha
de mundo como um caminho da forma z' = 2'(t), onde t é algum parametro. Vale

ressaltar que t nao é o tempo, é um parametro. 2° é o tempo. Por outro lado, se ¢ é algum

0

parametro, e x' = x'(t) é um caminho de M, entao, se 2° é uma fungao invertivel de ¢,

isso 6, dx®/dt # 0, entdo, podemos calcular ', 2% 23 como fungoes suaves de 2°, e, entao

imaginar a situacao de uma particula movendo-se através do espaco.
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3.2 Geodésicas

Vamos analisar agora as curvas das variedades. Se uma curva nao-nula C' em M é pa-
rametrizada por z'(t), entdo, como vimos em (3.6), parametrizamos a curva usando o
comprimento de arco

dxt dx?

+g;i— ——du, .

comecando de um ponto a arbitrario. A razao de fazermos isso é que o vetor tangente
T' = dz'/ds é um vetor unitério, ||T||* = £1.

Quando tratamos de uma curva no espago euclideano, a derivada do vetor tangente
unitario é normal a curva, e sua magnitude é a medida do quao rapido a curva estd

“girando”. Assim, a derivada de T" d4 a curvatura de C. Se C' estiver em uma variedade,

entao o vetor tangente unitario sera

o drt datdt dx'/dt
= dx - da;d_—/L’ (3.8)
S S dx® dxb
igabﬂﬁ
e a curvatura, em coordenadas locais, vem da derivada covariante:
. DT
P =
ds A
_ D(dz'/ds)
a ds
Azt - dx® dab
= t — 3.9
d32+“bd3 ds’ (3.9)
onde os simbolos de Christoffel sao definidos como:
i L 4
ab = 59 (9ot + Galp — Gabyt) - (3.10)

Uma curva em M cuja curvatura é zero, é chamada de geodésica. Assim, uma geodésica

é uma curva que satisfaz o sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem

d*z - dz® dx®

—+ 1, —— =0. 3.11
ds? ®ds ds (3:.11)
Sob condigoes iniciais, z'(0) = xf e #'(0) = v}, com |v}| = /g0 = 1, a equagao

geodésica anterior possui solugao tnica.
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A equagao (3.11) pode ainda ser escrita em parametrizagao arbitraria, da seguinte
forma [37]
i
a4 (x—) b L 0 com |i] = v/guiian. (3.12)
dt \ |z ||
Essa equacao possui infinitas solucoes para condigoes iniciais dadas. Todas essas solucoes
sao parametrizacoes da mesma curva geodésica. A andlise dessa equacao deve levar em
conta como a quantidade |&| = 1/g;a@'@® se relaciona com o parametro 7. Para isso,
separamos a em dois casos distintos.
No primeiro caso, consideramos que a quantidade |Z| seja fun¢ao de 7. Assim, resol-

vendo a derivada temporal do primeiro termo da Eq.(3.12), obtemos

I, [&* + I a*a¢ = 0], (3.13)

b

, . - - b ~ . .5 .
onde II! = §" — 2L " ou, usando a notagao A!, = =™
Tgr rgr

I = 6. — AL (3.14)

Segue-se entao que o vetor &, cujas componentes sao dadas por i%, estd no espaco
nulo associados a matriz II. Como o espago nulo é nao trivial e Il nao é invertivel, isso
implica que detII = 0. Além disso, a matriz Hessiana, descrita no capitulo anterior, é
proporcional a matriz II,

0L ;
i ~ i (3.15)

Portanto, trata-se de uma teoria singular. Podemos mostrar que isso estd intimamente
ligado com a invariancia por reparametrizacao do funcional, como abordaremos abaixo.
Antes de considerarmos o caso em que || ndo depende de 7, também podemos entender
a ambiguidade do sistema singular em termos das propriedades algébricas dos operadores

IT e A [1]. Esses operadores sao projetores pelo que se segue:
I?=1, A=A, TIAN=0 e II+A=1L (3.16)
Assim, dado um vetor arbitrario v, ele sera decomposto unicamente como

v=1Iv+ Av:=v, +. (3.17)
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Fixamos o vetor z’ que especifica o projetor II, entao

vﬁ = <3 g(@,v,) =0. (3.18)

Podemos observar que v € a projecao de v na direcao de x' enquanto v, é a componente

perpendicular correspondente. Considerando o vetor v definido por
v =@+ T a0 (3.19)

nosso problema leva & equagao de movimento (3.13) que é justamente a projegao Ilv =
vy = 0. Isso restringe vy, mas v permanece arbitrdrio. Essa ¢ a ambiguidade exposta
anteriormente.

Agora, vamos trabalhar com |Z| como se fosse uma constante em relagdo a 7. Entao,

segue da equacao (3.12) que
i+ Tl =0, (3.20)

Essa é a equacao bem conhecida para a geodésica. Vemos entao que o problema esta
no significado atribuido ao parametro de evolugao [38]. Voltaremos nessa discussdo na
proxima segao.

Podemos mostrar também que as geodésicas nos dao extremos de uma trajetéria. Ela
¢ chamada de curva minimizante. Vamos verificar esse resultado via analise variacional.

Comecamos com o elemento de linha
ds? = gapda®da” (3.21)

onde gop ¢ a métrica com «, 5 = 0,1, 2,3. Para encontrar a equagao geodésica, usaremos
o principio variacional que afirma que uma particula de teste em queda livre segue um
caminho entre dois pontos fixos no espaco-tempo que extremiza o tempo préprio, 7.

O tempo préprio é definido por dr? = —ds?. Temos entao,

f f
Ti g —dSQ = — o daﬁad$5 322
f \ Jap

Para escrever essa integral de uma forma que podemos calculé-la, consideremos a parame-

trizagao de linha de mundo, z* = x%(¢), onde o parametro 0 = 0 no ponto inicial e 0 = 1
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no ponto final. Assim,

dz® dxh
Tif = —Gap—— ——do
/ 0 985 do
1
dz®
= Ly(x*, —)do. 3.23
| a5 (323)

Note que Ly = fl—;. Assim, para funcoes f = f(7(0)), temos

a _dpdr _, df

e = . .24
do drdo Yar (3.24)

Isso sera usado posteriormente para alterar as derivadas com relagao ao parametro ar-
bitrario ¢ para derivadas em relagao ao tempo proprio, 7.

Usando as equagoes de FEuler-Lagrange na forma

oL, d [ oL, \
o do (a(dm/da)> =0 (3:25)

vamos calcular passo-a-passo cada termo. Primeiramente,

oL, 1 8ga5dxadx5
orv 2L, 0z do do
L1 0gap dz® dx?
= _LZ0ep7 Do 2
2 0x7 dr dr’ (3.26)

onde ja convertemos as derivadas em relacao a o para derivadas com relacao a 7. Em

seguida, temos

0L L 1 dmﬁ(S +d:ca6
d(derjdo) 20,9 \de % T do O
I O
- 2L, 8 do Joer do
1 dxr®
= —“ 7 Yoy 2
ngvda (3 7)

onde usamos a simetria da métrica e o fato de o e f serem indices mudos. Calculando
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agora a derivada desse ultimo resultado,
A on N\ _ (1
do \9(dx7/do)) — do ngav do
d dz®
= L
Ydr (9“’7 dr )
d>x®  dga. dz®
= L <gm dr? + dT7 dT)
B d*x® 8gm da? dz®
N Gory dr? &Eﬁ dr dr
9oy 0gyp\ da® da”
= o ; 3.28
[g”cw (3:105 gz ) dr dr (3.28)

onde novamente usamos a simetria da métrica e a reindexacao dos indices. Combinando

os resultados,

- - ()

Jzv  do \ O(dz"/do)
d*z® 1 (dg dg dz® da” L1 0gap dz® daz®
= Ly |go e 4 = oy g B8 A ZJeB T T (3.29
! [g 7 dr? (8x5 8xa) dr dr } 2 Oxv dr dr (3.29)

Rearranjando os termos do lado direito e alterando os indices « e 4, temos

Gory a2 20z dr dr 2\ 018 ox® ) dr dr

1[09ay = 09y  Ogap] dz®dzP

) [axﬁ dxe axv] dr dr

995, Ogyp  0gsp| da’® da”

[(%ﬁ x’ 8:&} dr dr
dz® dz’

d*x® 10gap dz® dz® 1 (890,y agw) da® dxP

— g T2 3.30
ot 65~ dr dr ( )
Encontramos entao a equagao geodésica,
d*x® da® dz’
SE R —) (3.31)

dr? B dr dr
E ainda, partindo de um inicio diferente, é possivel obter a mesma equacao para a

curva geodésica. Considere a seguinte Lagrangiana

1 o
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Essa Lagrangiana ¢ analoga a da mecanica classica para uma particula livre, pois estamos

integrando um termo de energia cinética. Assim, da equacao de Euler-Lagrange obtemos

d | o i 0 i
- {@ (gis2 wﬂ)} = 51 (9ud'd’) =0
— (94527 0 + 9i53"051) — gijud'@®’ =0 (3.33)

dr

~ g, . ’
onde estamos usando a notagao g;;; = %. Prosseguindo com o célculo

— (gjud’ + gud') — gijud'a’ =0

dr
di’  d dg; di’ o
it + dg:_l il + dgl ZJrgzld — gijt'd’ =0
di’ 89 i dat gy da? i
S ey vl

293‘155 + gjrad' i’ + g jiti — gijiti’ =0
2918 + (913 + gaj — gij) &'37 =0

1 o
= (951 + Gir; — gijy) ' =0 (3.34)

gjlli’j + 5

Fazendo a contracao com ¢,

g + §gkl (gj1i + ging — Gija) '3 =0
it + Egkl (gj1i + gaj — 9ip) &'37 = 0. (3.35)

A equagao anterior pode entao ser escrita como
Lk kosisg
it + Tyata? = 0. (3.36)

Como jé foi dito anteriormente, as geodésicas minimizam localmente o comprimento de
arco. Entretanto, desde que |#* = const.| podemos trabalhar com a abordagem de energia

ao invés de comprimento, tornando o calculo mais simples.
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3.3 Invariancia por reparametrizacao

O principio de minima agao é amplamente utilizada para expressar diversas leis da
Fisica, incluindo as da Relatividade Geral. Por exemplo, particulas em queda livre se
movem ao longo de curvas geodésicas, caminhos de menor comprimento entre dois pon-
tos no espaco-curvo. Mudancas nas coordenadas que mantenham invariante a acao sao
chamadas de transformacoes de simetria. Simetrias continuas geram leis de conservagao
(pelo teorema de Noether). As leis de conservagao sao fundamentais em toda a Fisica e,
portanto, o estudo das simetrias da acao também.

E vélido distinguir as simetrias em dois tipos: dinamicas e nao-dinamicas. Sime-
trias dinamicas correspondem a alguma propriedade intrinseca da matéria, ou evolucao
do espago-tempo. Simetrias nao-dinamicas decorrem da maneira pela qual formulamos a
acao. Enquanto simetrias dinamicas restringem as solugoes das equagoes de movimento,
simetrias nao-dinamicas dao origem a identidades matematicas.

Um exemplo de simetria nao-dinamica é a invariancia por reparametrizagao do compri-
mento de uma trajetéria. Para uma particula qualquer em movimento, onde sua velocidade

nao ultrapasse a velocidade da luz, a agao para a particula livre pode ser dada por

T2
Sl = / dT\ / gw(x)x’xﬂ (337)

onde os valores dos parametros nos pontos extremos sao chamados 71 e 7, com 7 sendo
um parametro arbitrario da linha de mundo da particula (que nao necessariamente precisa

ser o tempo préprio). A variagdo do funcional de (3.37) fornece
i+ Idl i =0, (3.38)

onde os coeficientes da conexao de Riemann aparecem naturalmente durante a variagao.

Suponha que fagamos uma mudanga do tipo 7 — 7' = f(7), para uma fungao suave

f:R — R. Entao,
dr' = fdr (3.39)

e, portanto,

dz'(T) Rep. da’(T'(7)) _ ﬂd_T _ x_z (3.40)
dr dr’ dr 7' f
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Substituindo de volta em (3.37), temos

S1 = /dT' gij%% = /dT gij%%, (3.41)
demonstrando assim que a agao é invariante por reparametrizacao. Como a verificacao
dessa propriedade é direta, dizemos que a acao possui invaridncia manifesta.

A invariancia de (3.37) mostra que a eq.(3.38) nao especifica nenhuma lei definida
para a propagacao da “particula” ao longo da linha. Isto significa que nessa teoria, o
parametro 7 nao pode ser considerado um parametro de evolugao. Por sua vez, isso implica
que as solugoes x*(7) para (3.38) nao possuem significado fisico. Esse fato ¢ conhecido na
literatura como mecanica pseudo-classica, pelo fato do niimero de varidveis de configuracao
ser maior do que o nimero de graus de liberdade fisicos [39].

Consideremos agora a seguinte acao

T2 1 L
S, — / dr g9 (@)’ (3.42)

T1

cuja variagao funcional foi mostrada na se¢ao anterior e também resulta em (3.38). No
entanto, se para (3.37) a equagao geodésica é interpretada como a curva de minimo compri-
mento que conecta dois pontos, para (3.42) ela representa a equagao diferencial da curva
que minimiza a energia cinética de uma particula. Nesse tultimo caso, quando fazemos
uma mudanca do tipo 7 — 7/ = f(7), como feito para (3.37), notamos que essa agdo nao
¢ invariante por reparametrizacao. Ou seja, o resultado dependera da escolha da fungao
f(7) e todas as coordenadas z" da particula terao evolugao deterministica dada por (3.38).

A invariancia por reparametrizagdo da equagao (3.37) pode ser considerada num con-
texto mais geral de sistemas lagrangeanos. Considere um sistema com n graus de liberdade
- com coordenadas generalizadas ¢* - o parametro ¢t d4 a evolucao da trajetéria no espaco
de configuragoes.

Teorema: Se a acao S [¢(t)] é invariante sobre transformagoes infinitesimais t — t+¢(t)
com € = 0 nos pontos extremos, entao a Hamiltoniana desaparece.

Prova: Dada uma trajetéria parametrizada ¢'(t), define-se uma nova trajetéria para-
metrizada q(t) = ¢(t + €). Considerando a agao

ty
Slatt) = [ Lia.d. 0t (3.4

t1
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e linearizando g(t) para pequenos valores de ¢,

. dg . d,.
q(t) = q + ge, =it (ge). (3.44)

A mudanca na acao sob a transformacao t — t + €, até primeira ordem em ¢, é

Slgt+e)]—Slqt)] = /tQ [%—fw oL i'e + oL d (q'ie)] dt

8¢’ T ag dt
/”VL+(MW>&Lﬁ
= —e€ —q' | —
o Lat T \og! )
2 /oL de
_ t2 Y b
— [Ld" + /tl ( L L) —dt. (3.45)

O termo limite desaparece porque € = 0 nos pontos extremos. A invariancia por repara-
metrizagao significa que o termo dentro da integral devera ser zero para qualquer valor de

%. Mas o termo entre parénteses representa a Hamiltoniana, portanto

oL

H= 24 —-L=0. 3.46
254 (3.46)

Como em nenhum momento assumimos que ¢'(t) satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange,
a equagao (3.46) é uma simetria nao-dinamica.

E facil verificar que a Hamiltoniana H; obtida a partir de (3.37) também é nula. Esta
simetria nao significa que nao exista uma formulacao Hamiltoniana para o movimento
geodésico, mas apenas que a acao possui graus de liberdade nao-dinamicos que devem
ser eliminados durante o processo de hamiltonizacao. Isso pode ser feito por meio do
procedimento de Dirac para sistemas vinculados, apresentado no capitulo 2. Vejamos um

exemplo na préxima segao.

Particula livre relativistica

Vamos analisar o caso para uma particula livre relativistica no formalismo com invariancia

de Lorentz manifesta (ver Apéndice A). A agao é dada por [40]

! !
S = —m/ ds = —m/ V/ —dx,dxt, (3.47)

ainda utilizando a métrica g"* = (—1,1,1,1). Escolhemos o parametro arbitrério 7 para

a evolucao da posicao da particula ao longo da sua linha de mundo e definimos u* =
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dx*(7)/dr. Assim, a Lagrangiana é dada por

L = —my/—utu,. (3.48)

E fécil verificar que det (0*L/du,0u,) = 0 e, como esperado, o sistema requer o uso do
procedimento de Dirac para definir a dinamica hamiltoniana.
Os momentos candnicos sao

oL mut dzt dr dz*
M = = = - = —_—. '4
p ou,  /—u? m dr ds m ds (3.49)

Das equagoes de Euler-Lagrange,

W 0 () = p(0), (3.50)

Ear =0 — 2*(s) = 2"(0) + p:gO)S’ (3.51)

onde s é o comprimento do caminho definido pela integral (3.47).

A Hamiltoniana canodnica serd
H.=p'u, — L =0, (3.52)
como esperado para uma Lagrangiana singular. A eq.(3.49) leva ao vinculo primério
¢ =p°+m* = 0. (3.53)
A Hamiltoniana total pode ser entao escrita como
H=H,+v(7)(p* + m?) ~ 0, (3.54)

que gera as equacoes de movimento hamiltonianas para um parametro arbitrario 7:

OH
ut={2"H} = —
{a#, H} o
w
= 2up* = 2mw \/“__UQ (3.55)
oH
o= It Y —
Pt ={p" H} o,
o, 4 9
= —— (P +m?) =~0. (3.56)
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Utilizando (3.55) e o vinculo da teoria, podemos expressar v em termos das velocidades
ut e, finalmente, escrevemos a Hamiltoniana total como

H= ﬁ\/—_ﬁ(ﬁ +m?). (3.57)

Uma Hamiltoniana para o movimento geodésico pode também ser encontrada substi-
tuindo a Lagrangiana por uma que nao seja invariante sob reparametrizagoes, como (3.42).
Nesse caso a simetria é dinamica, e Hy = %g“l’pupl, = constante ao longo das trajetérias

que satisfazem as equagoes de movimento [42].
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3.4 Mecanica de Hertz

A Mecanica Classica do final do século XIX foi reformulada por Heinrich Hertz. A
ideia fundamental nessa teoria de Hertz é a seguinte: os problemas da mecanica podem
ser relacionados aos problemas de um movimento livre (sem forga) na configuragido de
espacos curvos. Uma breve revisao da chamada “forceless mechanics”de Hertz é descrita
por Deriglazov [1] e Lanczos [43]. Nessa revisao é possivel observar que a teoria da re-
latividade geral esta relacionada com a mecanica de Hertz, embora comece a partir de
consideracoes inteiramente diferentes. Na teoria de Einstein a forca gravitacional desapa-

rece e as particulas de teste se movem em geodésicas de um espago-tempo curvo.

Introducao

Se uma coordenada estiver ausente na Lagrangiana isso significa que a Lagrangiana nao
muda se mudarmos essa coordenada, que chamamos de ciclica. A Lagrangiana ¢ invariante
sob mudancas da coordenada ciclica - dizemos que admite uma simetria. O tipo especifico
de simetria depende do significado da coordenada ciclica. Se é uma coordenada cartesiana
falamos de simetria translacional e conservacao do momento linear. Se a coordenada ciclica
¢ uma variavel angular, falamos de simetria rotacional e conservagao do momento angular.

Seja uma Lagrangiana do tipo
L(z%,i% X), (3.58)

cujas equagoes de Euler-Lagrange fornecem

oL\’ OL . oL

(axa) = o 7 P T g (3.59)
oL\’ OL _

(81':“) = 3% — px =0 — px = constante. (3.60)

Ou seja, o momento conjugado a uma coordenada ciclica é uma constante de movimento.

Dessa forma,

L(l‘l,"' 717]\/—113.:17"' 71':N7t) — H(xlv"' y IN—-1,P1," " 7pN—laa7t)' (361)
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Isso quer dizer que quando passamos do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano,
enfrentamos entao um problema em N — 1 varidveis, sendo « simplesmente determinada
pelas condicoes iniciais.

As propriedades dessas varidaveis formam a base da teoria de Hertz, projetada para
explicar o significado mais profundo da energia potencial. Um sistema mecanico é carac-
terizado por um nimero de coordenadas de posicao, mas nao é certo que essas coordenadas
sejam observaveis. Ele pode conter “parametros microscopicos”que nao sao diretamente
evidentes. Por conta desses parametros, o nimero de graus de liberdade do sistema pode
parecer muito menor do que realmente é. Por exemplo, um corpo sélido é aproximada-
mente rigido; mas na verdade suas moléculas oscilam sobre suas posi¢oes médias.

Esses movimentos dentro de um sistema mecanico podem ser colocados em duas ca-
tegorias: aquelas expressas por variaveis cinéticas e aquelas expressas por variaveis nao-
cinéticas. Os movimentos associados a variaveis nao-cinéticas produzem, aparentemente,
forgas “poligénicas”’no movimento macroscopico. Um bom exemplo é a forca de atrito
que age microscopicamente como uma forca “poligénica’mas na verdade é apenas um
substituto para o movimento microscépico nao-observavel das moléculas.

Essa consideragao levou Hertz a especulagao de que possivelmente toda a energia poten-
cial das forcas impressas pode ser causada por movimentos ocultos expressos por variaveis
cinéticas. O dualismo da energia cinética e potencial é um problema intrigante para o
pensamento filoséfico. Nds temos de um lado a propriedade inercial da matéria e do outro,
a forca. A propriedade inercial da matéria é algo derivavel da mera existéncia da massa.
A inércia pura faz com que a matéria se mova ao longo de uma linha reta e o mesmo se
aplica ao espaco riemanniano, que retrata até mesmo o movimento dinamico mais com-
plicado como o movimento de um ponto Unico. Tem-se a impressao de que a inércia é
uma qualidade inata da matéria que dificilmente pode ser reduzida a algo ainda mais sim-
ples. Assim, do ponto de vista filoséfico, podemos ser reconciliados com a expressao da
propriedade inercial da matéria por meio da energia cinética. Mas nenhuma explicacao se-
melhante pode ser oferecida para a forca. Se a energia cinética é definitivamente a energia
de movimento da mecanica, talvez fosse possivel dispensar, de alguma forma, a energia

potencial e, assim, eliminar o inexplicavel dualismo que se arrasta em mecanica por conta
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das duas formas muito diferentes de energia, cinética e potencial. Hertz pensou em ex-
plicar a energia potencial como tendo uma origem cinética, causada pelos movimentos de
variaveis ocultas ignoraveis.

As condicoes cinematicas que s@o impostas ao movimento dos parametros microscépicos
tomam o lugar da forca na mecanica de Hertz. Esta notdvel hipotese embora nao desen-
volvida para além do inicio esbocado, tinha, no entanto, um significado profético. A teoria
da relatividade , a partir de consideracoes e desenvolvendo-se ao longo de diferentes linhas,
forneceu um exemplo impressionante da mecanica de Hertz. O movimento planetario em
torno do Sol foi explicado como causado por pura inércia, sem qualquer for¢a atuante. Os
planetas tracam as linhas mais curtas em um espaco riemanniano, assim como Hertz ima-
ginou para a mecanica de sistemas que estao livres da energia potencial. A tnica diferenca
é que no sistema de Hertz a curvatura riemaniana do espago de configuragoes foi causada
por condigoes cinematicas impostas aos movimentos ocultos do sistema, enquanto no caso
da teoria de Einstein a estrutura riemaniana da variedade fisica do espaco-tempo é uma

propriedade inerente da geometria do mundo [43].

3.4.1 Formulacgao tedrica

Com a utilizagao de uma variavel auxiliar, podemos reformular o movimento potencial no
espago de configuracao N-dimensional como uma queda livre (ficticia) no espago N + 1
dimensional. Isso explica a terminologia “forceless mechanics” para a formulacao desenvol-
vida por Hertz.

Consideremos uma particula em uma variedade (semi)-riemanniana m dimensional

(M™, g), com as coordenadas x%(7),7 = 1,2,--- ,m + 1 e potencial U(z*)

S[+] = / dr E(ﬁ)? _ U(x)] | (3.62)

Isso leva as equagoes

L oU
B = (3.63)

Poderiamos também trabalhar usando as coordenadas generalizadas com a métrica
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nao-trivial g;j(x), como

’-.

S = / dr Bgij(x'):t’ij;’f—(f(qz) , (3.64)

ox* Ox*
= ——— U =U(z(2)), 3.65
9ij k Oz O (z') (z(2")) ( )
isso nao alteraria os resultados finais.
Segundo a abordagem de Hertz, comegamos introduzindo uma variedade difererenciavel

em m + 1 dimensoes, M™"!. Dado uma carta (¢,U) e considerando os indices a,b =

1.-.-

Y

,m,m+ 1, x(7) é definido como
(¢ o) :=a%(r), (3.66)
onde « é a curva correspondente & particula na variedade M™*!
a:lTeR — M™!
T = 7). (3.67)

Assim, sendo as coordenadas x® = (z',x™%!), podemos escrever a seguinte agao para

uma particula livre em M™*!

S[z?] = / dT%gab(x):'Eaﬁvb (3.68)
= / dr [l(g'ﬂ’)? 4L gmrigme | (3.69)
2 4U
Isso se parece com a acao de uma particula livre em coordenadas generalizadas, com a
métrica
g =0yda’ ® da? + @) dz™ ' @ da™ !, (3.70)

que, de forma explicita, pode ser representada da seguinte forma:

10 0 0
0 1 0 0
gi=1: : - 1. (3.71)
00 -~ 1 0
00 -+ 0 =&
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Em comparacao com a formulagao inicial, o potencial estd agora escondido no termo

cinético. Impomos condicoes iniciais tanto para z' quanto para z™*!:

7'(0) =z, #'(0) =), 2™0) =, ™TH0) = 2U (). (3.72)

Devido & escolha especial da condicao inicial para 2™, a formulacao (3.68), (3.72) leva
as mesmas equagoes de movimento para z* como o inicial (3.62). Para ver isso, escrevemos

as equagoes de movimentos para (3.68)

i L OU
= —wrar ) (3.73)
1 -m—+1 ' :m—+1 a
(2Ux ) 0=12 cU(z%) (3.74)

+1 implica ¢ = 1. Substituindo o resultado, #™*! = 2U, em

A condigao inicial para ™
(3.73) obtemos (3.63) da formulagao inicial.

Na nova formulagao, a energia potencial adquire uma origem geométrica. A métrica
que aparece na equagao (3.68) tem uma certa interpretagdo geométrica: ela determina a
distancia entre pontos do espaco de configuracoes. Trajetdérias de uma teoria com tal acao
também tém uma interpretagao geométrica notavel: elas representam linhas de minimo
comprimento em relagao a métrica g;;. Por isso, sao semelhantes as linhas retas no espago
euclideano e sao chamadas de linhas geodésicas. Sabe-se que trajetérias de particulas
na teoria da relatividade geral tém a mesma propriedade. Entao, o movimento da z’—
particula descrita por (3.68) é andloga a queda livre em um campo gravitacional.

Uma particula ficticia z' se move livremente ao longo de uma linha mais curta do
espaco de m + 1 dimensoes com a métrica g;;(U). A trajetéria fisica é a sua projegao no
espaco de configuracoes % e corresponde ao potencial de movimento, com o potencial sendo
U(x%). Como ™! representa uma varidvel auxiliar, ndo podemos fixar experimentalmente

+1

a condicao inicial x(’ Felizmente, isso nao leva a uma inconsisténcia: desde que as

m+1 m—+1
0

equagoes para z% e x sejam separadas, as diferentes escolhas de = implicam na
mesma dinamica fisica, que é dada por (3.63).
Embora tenhamos discutido o caso de um potencial escalar, a construcao pode ser

adaptada para um potencial vetor também. Um exemplo de uma forca com potencial
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vetor é a forga eletromagnética (com o potencial vetor sendo A,,). Sendo apropriadamente
generalizada para esse caso, a construcao leva a teoria de Kaluza-Klein, que formalmente
unifica gravidade e eletromagnetismo em quatro dimensoes, em uma teoria de cinco di-

mensoes [44].

3.4.2 O oscilador harmonico na mecanica de Hertz

O oscilador harmonico simples é um dos primeiros sistemas que estudamos na Mecanica
Classica. Ele desenvolve um papel fundamental no estudo de diversos sistemas que envol-
vem oscilagoes harmonicas, que podem ser vistos até mesmo na Mecanica Quantica e na
Relatividade Geral. Por isso, é comum se aplicar métodos de fisica tedrica ao oscilador
harmoénico para verificar a aplicabilidade desses métodos. E é o que faremos ao longo
dessa secao, aplicando o formalismo da Mecanica de Hertz ao oscilador harmonico.

Seja a Lagrangiana classica para um oscilador harmonico em trés dimensoes

L= % ()2 + (322 + (%)) — V(2! 22, 2*) (3.75)
onde V é o potencial
V= Zud (@) + @)+ (@)?), (3.76)

sendo m a massa e wy a frequéncia de oscilagao. Da equagao de Euler-Lagrange obtemos

LoV
mi’ + i 0. (3.77)
Consideremos agora a seguinte Lagrangiana
=T+ @ @ () @6 (3.78)
2 4V ’

onde a coordenada z* nao tem interpretacao fisica. As correspondentes equacoes de Euler-

mi' + (%VJ (gg) ()2 =0 (3.79)

Lagrange sao

1
(W) i* = A = constante. (3.80)
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Usando (3.80) em (3.79) podemos escrever

ov

B4 AP —
mx + op

= 0. (3.81)
As equagoes (3.81) podem ser interpretadas como equagdes geodésicas da métrica
Gik = Oik,  Gia =10, gag=1/4V; i k=123 (3.82)

correspondendo a Lagrangiana

1
U= 30,37 v,0=1,2,3,4. (3.83)

Nessa interpretacao as equagoes de movimento do oscilador harmonico sao
it 4 APwiz' = 0. (3.84)
Vale a pena mencionar ainda que a Lagrangiana (3.83), associada a Lagrangiana (3.75),

nao é unica.

O oscilador harmoénico na geometria do espago-tempo de Riemann
O espaco-tempo de Riemann é definido pelo elemento de linha
ds? = gapdz®da”®; o,8=0,1,2,3 (3.85)

2

onde 2° = ct, 2! = z,2% = y, 23 = z e as componentes do tensor métrico que nao desapa-

rececm Sao
goo = g(a*, 2%, 2%), g = gos = g3z = —h(z', 2%, 7). (3.86)
A Lagrangiana correspondente é
L = —mc*(g — hi'i'/c*)'/? (3.87)
onde i’ = dx'/dt e a soma sobre os indices i = 1,2,3 é usada. A energia total é

E =mc*g/(g — hi'i' /)2, (3.88)



63

Das equagoes geodésicas

d*z” o (dx®\ (dxP
g, (_ds ) <_d8 ) 0 (3.89)
para o = 0 temos
1d
Ed_;o = B = constante. (3.90)

Ao escolher g e h na forma

g=h=1+wir?/c*, r*=2+y*+2° (3.91)

e levando em conta a equagao (3.88), de (3.89) segue que
i 4w’ =0 (3.92)

onde a notacao w = (mc?/E)wy foi usada. Das equacoes (3.88) e (3.90) temos B = mc?/E

e a equagao (3.92) pode ser reescrita como
i+ BPwir' = 0. (3.93)
As ultimas equacgoes representam as equacoes geodésicas da métrica
ds® = (14 wir?/c?)(Edt* — di®) (3.94)

sem qualquer suposicao sobre w2r?/c? ou sobre #'i'/c?.

O problema do oscilador harmonico leva a algumas semelhangas mateméaticas nos dois
modelos apresentados. E possivel observar que os dois modelos resultam em equagoes de
conservagao e que as costantes A e B aparecem nas equagoes de movimento (3.84) e (3.93)
da mesma maneira. Embora na “mecanica sem forca”a coordenada z* e a constante A
nao possuam intepretacgao fisica, parece que o modelo Riemanniano do oscilador harmoénico
pode ser um exemplo interessante para se ilustrar a analogia entre a Mecanica de Hertz e

a Relatividade Geral.



CAPITULO 4

Busca por uma Lagrangiana para a particula relativistica com spin

Vamos desenvolver as formulagoes Hamiltoniana e Lagrangianas para uma particula
com spin, tomando como partida um problema variacional adequado. Os modelos discuti-
dos aqui apresentam vinculos de primeira e segunda-classe, representando entao, aplicacoes
nao triviais do formalismo discutido no capitulo 2. Analisamos o caso quando essa particula
possui massa zero, o modelo de Staruszkiewicz e ainda a possibilidade de interacao com

um campo eletromagnético externo.

64
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4.1 Introducao

A busca por equagoes relativisticas que descrevam a evolugao dos graus de liberdade de
rotacao e sua influéncia na trajetéria de uma particula com spin, representa um problema
antigo na mecanica cldssica [19,20,45-47]. Essa busca estd diretamente relacionada com
o desenvolvimento de equacoes classicas que possam reproduzir a mecanica quantica de
uma particula com spin em uma aproximacao semiclassica. Isso traria interpretagoes dos
resultados obtidos pela teoria quantica de campos sobre particulas e suas interagoes.

Entendemos que a construcao de um modelo para particula com spin deve ser con-
sequéncia de um problema variacional adequado. Esse é a primeira etapa que precisamos
resolver. Como a formulacao do problema variacional de forma fechada s6 é conhecida para
um espago de fase com parénteses de Poisson canonico, {w;, 7;} = d;;, pode ser que o ca-
minho mais natural seja considerar o spin como uma quantidade composta, S; = €;;1W;7,
onde w, m sao coordenadas do espaco de fase. No entanto, precisamos primeiro explicar
porque S, em vez de w e 7, é que deve ser considerado para descrever os graus de liberdade
de spin. Além disso, S estd num espaco de 6 dimensoes, enquanto a variedade de spin é

bidimensional. Ou seja,
R6 = {wi,wj; {wi,’]Tj} = 5”} [§] Rg = {S,} (41)
De forma que
f : RG — Rg, (wz-,wj) — Sz = € jkW; T, (42)

mas, como ja descrito em (1.32), o quadrado do operador de spin foi fixado, de maneira
que o espaco de spin estd em R2.
Assim, procuramos um problema variacional que, além de equacoes dinamicas, implica

também em vinculos do tipo

«
wr =0, 7 — =0 (4.3)

onde o = 3h?/4. Esse valor corresponde especificamente a particulas de spin 1/2 [39)].

Cada vinculo é responsavel por “eliminar” dois graus de liberdade, de forma que sobram
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dois graus de liberdades fisicos dos seis iniciais. Os vinculos implicam ainda que

_ 3 (4.4)

O espago de configuragoes consiste na posigao z*(7) e no vetor w*(7) ligado ao ponto

. A agado é entao ser escrita como

S = —% /dm m2c? — %\/—:'chc — WNw + \/[{ich'c + WNGP? —4(ENw)?,  (4.5)
w

onde a matriz N, ¢ o projetor no plano ortogonal a w”

Wy

N/ﬂ/ — nuu _ 21/, entéo NuaNaV = N#V7 NMVWV = 0 (46)
w

A raiz quadrada dupla na estrutura da expressao (4.5) é comum em modelos vetoriais de
spin. A Lagrangiana depende de um parametro livre a que determina o valor do spin. O

2 , . . .. , .
% corresponde a particula de spin meio. No limite da particula sem spin a

valor a =
equagao (4.5) se reduz a expressao padrao para particula relativistica —me\/—i#z,. A

Lagrangiana equivalente com uma varidvel auxiliar \(7) é

L= % |::'CN5b +OND — /[N +@Na]? — 4 (9‘5]\/@)2] _2 <m202 - g) L)

Para introduzir o acoplamento da variavel de posigao z* com o campo eletromagnético
adicionamos a interagao minima £A,z*. Quanto a varidvel de spin, o acoplamento com

AH é feito através do termo [48]
Duwt = o — N Ly, (4.8)
c

O problema variacional fornece tanto as equagoes de movimento como os vinculos do

modelo para uma parametrizacao arbitraria. Usando a invariancia por reparametrizacao
. . ;. ~ ~ 0

do funcional, consideramos o tempo fisico como o parametro de evolugao, 7 = = = t,

entao

S

|

By

= /dt ePY — eA® + pii’ + Tt —

«

(‘JSO2 +Pz‘2 - %(FS) +m2c® +7° — E) + dowm + A\3Pw + \yPm|, (4.9)

N >
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onde Py = po — €Ap e P* = p' — £A". Quando variamos a agao anterior com relagao &

variavel auxiliar A\, encontramos mais um vinculo para o sistema,

Py=-P'= —\/Pf — %(FS) + m2e2 + 72 — %

(4.10)

que quando substituida de volta em (4.9), fornece uma forma equivalente para o funcional

Sy = /dt pid’ + ot — [c\/Pf - Z—M(FS) +m2c? 4+ 72 — % +eA%+
c w
)\leﬂr'u + >\3Pku + )\4P#7T'u] . (411)

A expressao entre colchetes é a Hamiltoniana total. O prosseguimento do cédlculo implica
nos vinculos de primeira classe wr = 0 e 72 — = = 0, que determinam as simetrias de
gauge e os observdveis fisicos da teoria. As quantidades z'(t), P(t) e S (t) possuem
parénteses de Poisson nulo com os vinculos e, por isso, sao candidatos a observaveis fisicos

da teoria. As quantidades

Pw=—-PW+Puw' =0 e Pr=-Pr°+Pir’=0, (4.12)
onde
PO = \/Pf - ;—”(FS) + m2e2, (4.13)
C

representam um par de vinculos de segunda classe. Os vinculos implicam ainda nas
condigoes S*' P, =0 e S*S,, = 8a.

Para representarmos o Hamiltoniano de uma forma mais familiar, devemos levar em
conta os vinculos de segunda classe. A passagem dos parénteses de Poisson para os de
Dirac é descrita de forma detalhada em [49]. Como os parénteses de Dirac com qualquer
quantidade de segunda classe é nulo, eles sao omitidos da Hamiltoniana. Os vinculos de
primeira classe também podem ser omitidos, uma vez que nao contribuem para as equagoes
de movimento das variaveis fisicas. Assim, a Hamiltoniana relativistica fica escrita da

seguinte forma

H = c\/P2 - %(FS) +m2c? + eA°. (4.14)

A quantizacao do modelo anterior para elétrons livres leva a mecanica quantica re-

lativistica de uma particula com energia positiva, descrita pelo Hamiltoniano livre H =

VD? + (me)?.
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4.2 Sistema com massa zero

Nessa se¢ao vamos trabalhar novamente com a Lagrangiana (4.7), agora para o caso
de uma particula de massa zero. Aqui, desenvolveremos todo o cdlculo do procedimento

de hamiltonizagao, seguindo o método de Dirac. A acgao inicial é dada por

o 1 . . . . . . . .12 . N2 A [0
S = /dTﬁ {xNx+wNw — \/[xNx—l—wNw] —4(tNw) ] +3 (E) : (4.15)
cujos momentos sao:
o 0L L (g [NE 4 ONG (N) — 2 (#N) (N
Oy 2X 22/[ENE + ONGJ — 4 (2Nw)?
N N o (AT g
. STL:%(N@)N_ [ENE +wNw] (Nw)* — 2 (ENw) (Nw) . (4.16)
" 2>\\/ [N + ONW])* — 4 (ENw)?
Para facilitar a notacao, tomamos
P = o [(Nay — A
2\ ’
1
B— (N — Br
™= [(Nw)* — B"], (4.17)
onde
N b O (N N
A — [tNt +wNw] (Ni)* — 2 (Nw) (Nx) | (4.18)
VIENG + 0N — 4(2Nw)?
N e N o (AT i
B — [Nt + WNw] (Nw)* — 2 (Nw) (Nw) ' (4.19)

VIENG + &N — 4 (2Nw)?
As relagoes (4.18) e (4.19) seguem as identidades:
A’ = iNi, B?=&Nw, AB=—iNw, Ai+Bio=C2, A+ Bi=0, (4.20)

onde C' = [EN% + wNw])* —4 (£Nw)?. Devido a relacio (4.6), as contracdes dos momentos
com w” desaparecem, dessa forma temos os vinculos primérios wr = 0 e pw = 0. Vindo
direto da definicao de momento temos p), = 0. Por fim, pr = 0 também é um vinculo

primério, que vem de (4.20). Por isso, lidamos com uma teoria com quatro vinculos
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primarios. O Hamiltoniano é obtido excluindo as velocidades da expressao

H = pi+a0—L+ \aGa,
A

= 3 <p2 + 72— %) + A (wm) 4+ Aa(pw) + As(pm) + Aa(py)- (4.21)

Seguindo o procedimento de Dirac para vinculos de ordem elevada,

«

pA:O — p2+7T2—E:O, (422)
(wn) =0 — 7°— % =0, (4.23)

e de acordo com as duas ultimas equacoes, podemos obter um novo vinculo, p? = 0. Dessa
forma, py, p?, wm, pw, pw e T — =, formam um conjunto de vinculos de primeira classe,
uma vez que os parénteses de Poisson entre eles sao todos nulos.

A evolugao das varidveis basicas é obtida de acordo com a regra padrao z = {z, H}.

As equagoes sao

¢ = Apf 4+ Aot 4+ At
Po= 0

wh = At 4+ Mwh + Agp”
2

o= AW - T = At
w
Com
S"p, =0 e M,, =0, (4.24)

onde S* = 2(wHr" — w’H) e M, = x,p, — TPy + WuT, — WL T,
Para introduzir o acoplamento da variavel de posicao z* com o campo eletromagnético
adicionamos a interagao minima £A4,z*. Quanto a varidvel de spin, o acoplamento com

A* 6 feito através do termo
Dt = — NL vy, (4.25)
c

onde p = g/2 com g sendo o raio giromagnético da particula. No entanto, as tentativas de
descrever a interagao com o campo eletromagnético quebram a estrutura da algebra dos
vinculos, de forma que essa teoria, assim como muitas outras, no limite de massa zero nao

admite interagao.
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4.3 O modelo de Staruszkiewicz

Vamos considerar a nogao de um corpo rigido relativistico introduzida por Hanson e
Regge [21]. Segundo eles, um corpo rigido seria uma tétrade associada a uma posicao e
um movimento de acordo com algumas leis de movimento relativisticamente invariantes.
Em outras palavras, o corpo rigido poderia ser caracterizado de forma equivalente a um
sistema dinamico descrito pela posicao e trés diregoes nulas. Isto daria nove graus de
liberdade e, a priori, uma variedade enorme de possiveis agoes que descrevam o modelo.

De acordo com o famoso trabalho de Wigner [50], sistemas quanticos relativisticos
devem ser classificados por meio de representacoes irredutiveis unitarias do grupo de
Poincaré. A unitariedade é um conceito complexo que nao possui analogo classico. A
irredutibilidade, no entanto, é apenas uma nocao algébrica que pode ser interpretada clas-
sicamente. No contexto deste trabalho, irredutibilidade significa que ambos os invariantes
de Casimir do grupo de Poincaré devem ter valores fixos, ou seja, devem ser parametros e
nao constantes de movimento.

Na mecanica quantica relativistica e na teoria quantica de campos, o pseudovetor de
Pauli-Lubanski é um operador definido a partir do momento angular. Utilizado na des-
crigao quantica relativistica do momento angular, descreve os estados de spin de particulas
em movimento. Definido como W, ele ¢ dado por

1
W, = _égw,ysaﬁpn (4.26)

onde p” é 0o momento candnico e S*? é o momento angular do sistema que satisfaz a algebra

de Poincaré, dado por
Sap = 2(WaTp — WaTa)- (4.27)

Temos ainda o escalar W2 que é um operador invariante de Lorentz, que comuta com o
quadrimomento e pode, portanto, servir como réotulo para representacoes irredutiveis do
grupo de Lorentz. Ou seja, ele pode servir como um rétulo para o spin, uma caracteristica

da estrutura do espaco-tempo da representacao. Calculando esse escalar,

1
W#W,u = Zgﬂaﬁ’yguabcsaﬁp’ysabpc> (428)
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onde o produto dos dois tensores de Levi-Civita é

o of 0y o
5o e s 8o
on 07 o, oF
oy 0% o

= [02(0707 — 0287) — (6707 — 9207) + G2 (900} — 06| . (4.29)

(0%
ch nguabc —

Assim, de (4.28) encontramos que

W2

1 [oa675 — 6257 — 676807 — 978) + 026067 — 6367)] Suspa S
1
4
+ Sagva“’o‘pB + SangS'BVpo‘ — Sa/gp,yS”ﬁpo‘}

1
= 5 [SasSD? + 80p 8™ P + SapS”pyp"] (4.30)

[SappySpY — SappyS*TP” — Supp,SPp

Utilizando a relagao (4.27)

1
w? = ~3 [4(wams — wpma) (Wn” — WPTY)P? + d(wams — wWeTa) (WIT® — W77 )p,p”

+ A wams — waTa) (W
= =2 [(wamp) (W n”) = (WpTa) (WT7) — (wap) (W TY) + (wWpma) (WT*)] P?

= 2[(Wams) (WT) — (WpTa) (W) — (wamp) (W T") + (Wsa) (w7 7)] pyp”

ﬁﬂv _ wvﬂ'ﬂ)pro‘}

— 2 [(wamp) (W) — (Wpma) (W) = (wWap) (W) + (wWpma) (WTT?)] pyp®

= A[(w- TP+ (p-7)+ (pr-w)’n® = 2(p-w)(p 7)(w- ) —wr’p’] . (4.31)
Mais adiante ficard claro que W2 é proporcional a m*/2, onde m é a massa e o paramtero
[ identifica a magnitude do spin e possui dimensao de comprimento.

Vamos partir agora da agao invariante relativistica mais geral para um sistema descrito

pela posicao x e um vetor de direcao nula w. Essa acao tem a seguinte forma:

S = /LdT = —mc/dT -2\ |1+ 2[“ / T—w (4.32)

A particula é descrita pelas variaveis dinamicas (z,,w,) onde w, é o vetor de spin. Sendo
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a Lagrangiana

. W2 1,
L=-— —i24 |14+ 21 - —w”. 4.33
mevV —& + wi)? 2 S (4.33)
Essa Lagrangiana pode ser considerada uma extensao nao-trivial da forma Nambu-Goto
para particulas sem spin [51], a qual (4.33) se reduz para [ = 0, desde que o dltimo termo

nao seja dinamico e fique desacoplado do termo dinamico —m+/—12 (o sinal “-”dentro da

raiz aparece pela escolha da métrica). Pode-se definir diretamente os momentos conjugados

/ (@?)
8L mc ]."’2[ (wi‘)Q ) mCl /_’I',Q /wg

pu = a = " xy, + w# (434)
TH /__ 2 .
* 1420, /2 (wi)?

(wi)?
oL IV —1i%
T = = et A (4.35)
w .
(wi) V@ /1420 /&
oL  w?
™ a T e (436)
A Hamiltoniana referente a (4.33) pode ser escrita como
Hy = pud" + muit + mA — L. (4.37)

Como (4.33) é invariante por reparametriza¢ao, com excessao do ultimo termo, logo, so-
mente esse termo permanece apos o calculo. Assim,

Loy

Hy = — w2,
0= 5\

(4.38)

Essa Hamiltoniana nao descreve o sistema em questao, mas deve se tratar de um sistema
vinculado, onde é necessario entao que seja realizado o procedimento de Dirac, assim como

descrito no capitulo 2.
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4.4 Procedimento de Dirac

Iremos denominar como @, (x,w,p,7) = 0 , os i vinculos primérios da teoria. O

primeiro vinculo pode ser obtido da eq.(4.36), dado por
b, = w? = 0. (4.39)
Da eq. (4.34), tem-se

02 2m2ctlv/ 2
2 = 2142 —
p me ( TN @ ) T e

by o 2mARIVW? 2mPAtlVw?

(wi) (wi)

que fornece um segundo vinculo
Gay =p° +m’? =0, (4.40)

Novamente, da eq. (4.34),

me(wd)y |1+ 214 /%

(w) = —
) m2c?(wi)? (1 + 21 ﬁ)
o = - (1.41)
e de (4.35),
22722
= meld . (4.42)

(wi)? (1 + 2l (;7)2)
Multiplicando (4.42) por (4.41), obtem-se um terceiro vinculo
Poy = T (pw)? — m*c'? = 0. (4.43)

Esses sao os vinculos primérios do sistema. Prosseguindo com o calculo, escrevemos as
equagoes de movimento usando as expressoes para os vinculos, para os momentos e rear-
ranjando algebricamente alguns termos. Obtemos um sistema equivalente ao inicial, dado

por

w =0, pPPemi? =0, 7(pw)*—m'c'* =0, (4.44)
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- V—i? po_ mVG2
o | p m2c2] )
mce + 7<w£)2
po= 0,
. w - 4.45
o - e 119
3
- Vw2 mely/—i2 1w? 1
T = m2c2] e (wi’)wu B qu'
02 .
1421 wi)? (we)

Na impossibilidade de excluir a dependéncia com as velocidades nas equagoes de movi-
mento, realizaremos um processo intermedidrio para eliminar esse problema. Para isso,

considere o seguinte sistema (onde v; > 0 para o limite de particulas sem spin)

w* = 0, pPP+m’t=0, 7 (pw)*—-m'c'*=0, (4.46)
(

ot = vipHt — vemiwH,

Pt = 0,

ot = — vy (pw)mH, (4.47)

3

TR 2,1 mely/—32 w? w1, .

" ey 1421, [ 42 (wi) i)™ >
L (wid)

Nesse ponto, precisamos mostrar que os dois sistemas anteriores sao equivalentes. Assim, a
solugao x(7),w(7), p(T) e A(7) do primeiro sistema (4.44) e (4.45), também serd solucao do
segundo sistema (4.46) e (4.47). De forma inversa, seja z(7),w(7), p(7), 7(7), A\(7),v1(T) e
v9(7), solucao do segundo sistema, devemos mostrar que para que esse conjunto também

seja solucao do primeiro sistema, precisamos que

(4.48)

Prova: Da segunda equagao em (4.47),

Wt = —ug(pw)mh

W= v3(pw)’r?, (4.49)
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mas de (4.46), 72(pw)? = m*c!l?, entao

2 2 44l2 _ sz

w® = wvym'c o que implica em vy = el (4.50)
Agora, da primeira equagao de (4.47), assumindo que v; = %,
; 2.2
oo i), VIR
(pw) m2c?l
(pw) m?cl(pw) '

onde pode-se usar as equagoes (4.46),

i = ) (—m*c?) — 2(wd) Vo (pw) m*e'l?
m2c2l(pw) (pw)

oyt = M) +(_22@2§c21<w¢>@ (4.52)

ou

(pw> _ \/m2c2 (wi,‘)Q + 2m202l(wi)m. (453>

(—2?)
Voltando com esse resultado na expressao que foi pressuposta para v, e fazendo algumas
simplificagoes, encontra-se finalmente que
(wi)y/—i?
\/m202(w:'v)2 + 2m2cl(wi)Vw?

v =

= . (4.54)

Com estes resultados podemos concluir que os dois sistemas considerados sao equiva-
lentes e, a partir de agora, seguiremos os cédlculos usando o sistema (4.46) e (4.47), uma
vez ue com a prova anterior sabemos que a solucao desse sistema, também sera solucao

do sistema (4.44) e (4.45).
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4.5 Problema Variacional

Observa-se que o sistema de varidveis x(7),w(7),p(7), 7(7), A(7),v1(T) e va(7), segue do

problema variacional seguinte:

[7r2(pw)2 — m4c4l2] +

—w + - —~w” . (4.55)

As equagoes de movimento referente a (4.55) sao:

OH
0. " 0 — pP+m?®=0
U1
OH
o = 0 — 7 (pw)?—mic*=0
U2
OH
— =0 = w=0
) “
0H
m = 0 = x'“—vlp“—UQWQLu“
p
oH
- W
Dh 0 — pt=20
o0H
i 0 — W= —v(pw)m*
3
H m l /_.2 l.2
% = 0 — 7{“:—1}27r2p“—w—— me J: w_ wt (456)
w

o, | (W)

Agora, apds 0 passo a seguir, serd possivel conhecer todas as equacoes do sistema de forma

totalmente equivalente. Os tultimos dois termos em Sy podem ser unificados como segue:
3

111 I/ —22 lw?
i A diy P (4.57)
21 A - (wi)

1+20 /o (wi)

Tendo um problema variacional, ha a liberdade de fazer trocas invertiveis de varidveis,

! !
portanto, (z,p, T,w, v, v, \) = (z,p, T,w, v1,Vy, A ), onde
3

1 1 mely/ —i2 lw?

Y:_—'— (wi)
L+ 21y [ 7o (wib)

(4.58)
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e
/ (%)
vy = . 4.59
2 (pW) ( )
Assim, a Hamiltoniana final pode ser escrita como
1 1, 1
H=pi+ 7w — {52)1 (p* +m?c?) — 302 (7% (pw)? — m*c* ] + ﬁaﬂ} : (4.60)

Agora, é preciso determinar os vinculos secundarios, tercidrios, etc. E uma questao de
consisténcia os vinculos nao evoluirem com o tempo, assim, devemos ter ¢ = {¢, H} = 0.

Assim,

<b011 - {¢0¢17 H} =0,
éag = {(bazv H} = 07
éaa = {¢a37 H} = 0.

Verificando assim que nao existem vinculos de estagios superiores. Vale ressaltar que a
quantidade wm = 0 que aparece durante o calculo anterior nao precisa ser considerada
como um vinculo, ja que ela aparece como consequéncia algébrica natural do vinculo ¢,,
juntamente com o momento 7*.

Quanto a classificacao dos vinculos, temos

{#ar, Pas} =0
{¢a17 ¢a3} =0
{¢a2a ¢a3} =0.

Ou seja, todos os vinculos da teoria sao de primeira classe. Vamos analisar agora como

esse mesmo modelo se comporta na presenca de um campo eletromagnético externo.
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4.6 Interacao eletromagnética

Considere agora que o sistema tratado na se¢ao anterior esta na presenca de um campo
eletromagnético externo. Temos a particula com massa m, carga elétrica e e momento

magnético p interagindo com um campo

ij = auA,/ — GVAM = (FOZ = _Ei7 E] = GijkBk)a (461)

1 1
Ei = ——8tAi -+ &-AO, (§ Bz e §eijk3jAk, (462)
C

onde A, ¢ o potencial vetor. Assim, a Lagrangiana do sistema na presenca do campo

externo pode ser escrita como

, (w?) 1 5, e,
= — —z2 S — -
L mevV —i2, |1+ 2] (i) oW T CAx, (4.63)

onde (wt) > 0 para todos os movimentos. As equagdes de movimento Lagrangianas sao:

me 1—|—2l,/—(w.2) - -
(w)? 72 2
oS \/ » mel —22vVw o € 0 (4.64)

== T

Sar vV —x2? @, . c

0S8 mely/ —a2w, n melyv/ =2V w? _ 1
— fy w

bt 2 @?) )2 @?) A
(W) Ve 1+ 20/ 550 (wi)?\ [ 1+ 214/ o5
6S
== =0 (4.66)

Novamente, temos uma teoria no espago estendido (x,w, A, p, ) onde z,w, A obedecem a

(4.64), (4.65) e (4.66), e p, ™ acompanham a dindmica deles, sendo:

mey /14 204/ HCR - -
(wz)? [\/— 2:/02
- i VTV ey S g (4.67)
c

p
/—i2 - '
1+ 214/ (fu;))z (wi)?
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melyv/ —i%w,

= — (4.68)
(wi) VP /1420, /s
A Hamiltoniana referente a (4.63) é escrita como
H - pujjﬂ + WHLUM - L
1
= (4.69)

E conveniente representar o momento conjugado (4.67) na forma

meq /1 + 91,/ &) - -
(wi)?2 I — 124/ 02
pr . MOVTENVE w (4.70)

= s I
V —.’I.JQ (w?) .

1+214/ 55 (wi)?

onde
e
Pt =pt — —A¥, (4.71)
c

¢ o momento canbdnico. Em contraste com p*, o momento canonico é uma quantidade

invariante de gauge. Este possui os seguintes parénteses de Poisson

{x”’Py} = 55

(PP} = Spm (4.72)
c
onde F),, = 0,A, — 0,A,. Dessa forma, os vinculos agora podem ser escritos como

Pay = w? = 0,
Goy = P* +m?c* =0,

Poy = T(Pw)? — m*c'l*> = 0. (4.73)

Quando os analisamos quanto a sua classificagao, obtemos os seguintes resultados:

{¢a1’ Qbozz} =0
{¢a1’ ¢as} =0
{Gns by} = € (Pw)(PFuw). (4.74)

C
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E possivel notar entao que ¢,, € ¢o, sao vinculos de segunda classe, uma vez que o
paréntese de Poisson entre eles nao é, necessariamente, zero.

O formalismo desenvolvido no segundo capitulo nos deu uma distingao natural entre os
vinculos de primeira e segunda classe. Os vinculos de primeira classe sao responsaveis pelas
transformagoes de gauge da teoria. Isso se deve ao fato deles formarem uma élgebra de Lie
fechada com os parénteses de Poisson como operagao subjacente. Assim, o resultado (4.74)
quebra a algebra de Lie da teoria, uma vez que a presenca da interagao eletromagnética

nao deveria interferir nessa estrutura.

Algumas consideracoes

Como a tltima equacgao difere da encontrada anteriormente, isso significa que a algebra
do problema na presenca do campo eletromagnético é diferente da tratada no sistema livre
de interacao. Assim, a Lagrangiana na presenga de um campo eletromagnético descreve
outro sistema, que nao é o que foi considerado no inicio da se¢ao. Dessa forma, pode-se
inferir que a agao (4.32) descreve um sistema de particulas com spin que nao interage com
um campo eletromagnético externo. Com isso, esse sistema deve descrever particulas que
possuem carga elétrica neutra.

O termo de interagao £Ai denota a agao do campo eletromagnético no ponto de co-
ordenada z#. A Lagrangiana possui ainda a coordenada de spin, w*. E possivel ainda

estudar o que acontece quando o campo eletromagnético interage com essa variavel de

spin. Para tal, o acoplamento com A* é dado pelo termo
Duwt = o — \H vy, (4.75)
c

onde a constante de acomplamento i ¢ o momento magnético. Estes sao os tinicos termos
encontrados que sao compativeis com as simetrias e vinculos presentes na teoria. No
entanto, a introducao de tal termo também altera a estrutura de vinculos do sistema,

inviabilizando a descri¢ao da interacao da variavel de spin com o campo externo.



CAPITULO b

Conclusoes e perspectivas

O intuito do trabalho apresentado nestas paginas foi analisar a dinamica de sistemas
descritos por Lagrangianas singulares, através do método de Dirac, e entender a sua relagao
com a descricao do movimento de particulas com spin e as simetrias envolvidas nesses
modelos. Uma vantagem determinante do formalismo canonico é a possibilidade de definir
extamente a interpretacao fisica das varidveis que aparecem nas equacgoes. Além disso, o
procedimento variacional garante a consisténcia das equacoes de movimento.

Diversos sistemas de interesse por parte da fisica tedrica sao descritos por Lagrangia-
nas singulares. O método de Dirac é responsavel por fornecer uma descricao Hamiltoniana
adequada para esses sistemas, uma vez que eles possuem vinculos e estes devem ser con-
siderados durante todo o processo. A natureza desses vinculos é de suma importancia
para entendermos as caracteristicas de cada sistema. A essa natureza estao ligadas, por
exemplo, simetrias locais que devem ser respeitadas.

O estudo dessas simetrias foi brevemente analisado em um dos capitulos. A fim de
elucidar algumas questoes mal interpretadas na literatura, tentou-se demonstrar porque

as duas Lagrangianas que fornecem as equagoes de movimento geodésico, sao fundamen-
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talmente diferentes. Nos exploramos essa diferenga de um ponto de vista geométrico,
onde observou-se que essa diferenca nada mais é do que uma questao de simetria. Como
aplicacoes, estudamos o modelo da particula livre relativistica e da mecanica de Hertz.

A Mecanica formulada por Hertz foi desenvolvida com base na ideia de que sistemas
mecanicos poderiam ser descritos em uma abordagem livre de forcas, desde que fossem
descritos em um espago curvo. Dessa maneira, os termos de energia potencial eram en-
globados no termo cinético da métrica, tornando o movimento semelhante & uma queda
livre no espaco curvo. Assim, a mecanica de Hertz é uma descricao geométrica para es-
ses sistemas. Se assemelhando, por exemplo, a teoria da Relatividade Geral de Einsten,
onde a forga gravitacional desaparece e as particulas se movem ao longo de geodésicas do
espago-tempo curvo.

Estudamos também sistemas que buscam descrever a dinamica de uma particula com
spin. No primeiro caso, analisamos o modelo apresentado em [52] e, logo apds, procuramos
entender como a estrutura desse sistema se comportaria na descricao de particulas de massa
zero, como o foton, por exemplo. Apods aplicado o procedimento de Dirac no entanto,
observou-se que o sistema de massa zero levava a vinculos de segunda classe, quando
colocado para interagir com um campo eletromagnético externo. Isso nao acontecia no
modelo sem interacao. Em outras palavras, a algebra de vinculos nao foi preservada.
Dessa forma, com base em tudo que foi descrito nos capitulos 2 e 3, o fato da algebra de
vinculos de primeira classe do modelo sem interacao ter sido quebrada quando ligamos
a interacao eletromagnética, significa que as simetrias locais também foram quebradas.
Uma vez que isso acontece e nao conseguimos contornar esse fato, o modelo estudado
mostrou-se incapaz de descrever a dinamica de particulas com massa zero.

Também analisamos o modelo proposto por Staruszkiewicz para descrever o movimento
da particula com spin. Em seu trabalho [22], Staruszkiewicz propos a analogia com um
relogio, onde a particula seria a estrutura total e o spin se comportaria como um dos
ponteiros. Baseado na ideia de Wigner de representacoes irredutiveis para sistemas da
mecanica quantica relativistica, ele construiu a acao mais geral que pudesse descrever um
sistema com posicao x e vetor de direcao nula w, como esperado para um “relégio”.

Esse modelo se mostrou complexo devido a estrutura de raizes na acao. A dificuldade
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em escrever as equacoes de movimento independente das velocidades, levou a necessidade
de descrever o sistema de uma forma equivalente, cuja validade foi discutida no capitulo
3. Entretanto, novamente obtivemos uma quebra de simetria na algebra de vinculos do
sistema quando interagindo com um campo eletromagnético.

A complexidade de um modelo classico que descreva uma particula com spin é verificada
pela dificuldade em se encontrar uma acao que mantenha as suas simetrias quando colocada
sob interacao de um campo eletromagnético. J& a necessidade dessa interacao é justificada
pelo fato de que, experimentalmente, observa-se o movimento das particulas com spin
quando colocadas sobre a agdo do campo eletromagnético. Assim como também observa-
se sua interagao com o campo gravitacional, fato que nao foi discutido neste trabalho, mas
é descrito em [53].

Sendo o spin uma caracteristica quantica das particulas a meta natural, apds a analise
de um modelo classico, seria a sua quantizagao. No entanto, o fato dos modelos discutidos
aqui nao serem capazes de interagir com um campo eletromagnético, torna a quantizagao
desses apenas um exercicio matematico, uma vez que, como ja dito anteriormente, essas
particulas deveriam interagir com o campo.

Para explicar o spin, precisamos de um modelo cldssico construido de forma sistematica,
que descreva de forma relativistica os graus de liberdade de rotacao. As equacgoes de
Bargmann Michel Telegdi (BMT) resolveram o problema da determinagao da precessao
do spin de uma particula com momento magnético em um campo homogéneo [54]. Assim,
a perspectiva futura naturalmente é descrever o movimento de uma particula com spin em

um campo arbitrario que se reduza as equagoes BMT no limite apropriado.



APENDICE A

O grupo de Lorentz

O grupo de Lorentz é o conjunto de transformacoes que transforma o quadri-vetor
xt = (t, ), sob “boosts” e rotagdes. No grupo de Lorentz existem seis geradores, trés
dos quais levam a um boost ao longo de um eixo e trés levam a rotagoes em torno de um
eixo fixo. As transformacoes de Lorentz podem ser denotadas por A* e o quadri-vetor é

transformado da seguinte maneira:
/
B AH Y
= A",

onde z'# é o quadri-vetor no referencial S’ como visto no referencial S, onde S’ é o re-
ferencial que estAj rotacionado e se move com uma velocidade constante, v, ao longo do
eixo em relagdo a S. Ao contrario da transformacao de Galileu, a velocidade, v = |v], de
S’ agora pode estar préxima da velocidade da luz. A transformacao de Lorentz para um

boost na direcao x é dada por

vy =B 00
- 00
VI (A1)
0O 0 10
0O 0 01
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Onde v é o fator de Lorentz, v = (1 — *)7%/2, com 3 = ¢

quadri-vetor fica escrito como

t/

Y
-8

-8

v

o O

o O O

=gt =

t vt — ypBx
| |—yBt+w
) - )
2| I z
(1 - 82) |
=B+

Y

z
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Assim, apds o boost, o

i v(t — B) |
(=Pt + )
y

(A.2)

Com esse resultado, podemos verificar como agao para a particula livre se comporta

sob um boost:

s = —m/ \/ — &, dt = —m/ VAR — Bi)2 — y2(—B + 1)% — g2 — 22dt

= —m/ V2(1 = 2B% + 202 — B2 + 2P0 — @2) — 92 — 22dt

— o (VI )-8 - -

= —m/\/l—n'cQ—g)Q—z?dt
= —m/\/—:'c!‘x'udtS.

Isso mostra que a agao para a particula livre é invariante sobre boosts.

(A.3)

Se o referencial S’ for girado em relacao ao referencial S por um angulo ¢ em torno de

um eixo, o referencial S’ foi transformado sob uma rotagao.

Para a rotacao ao redor do eixo z com um angulo ¢ (constante, isto é, ¢ nao depende

do tempo) a transformagao de Lorentz é dada por

"=

1 0 0 0
0 cos¢p —sing O
0 sin¢g cos¢p O
0 0 0 1_

(A4)
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Figura A.1: Rotagao sob o eixo z. Figura retirada de [55].
Apébs a rotagao do sistema, o quadri-vetor é dado por
t 1 0 0 0] |t t
, x 0 cos¢p —sing 0| |z T Cos P — ysing
xXr ® — = =
Yy’ 0 sing cos¢p Of |y xsin ¢ + ycos ¢
2 0 0 0 1| |z z
1
, Zcos ¢ — ysin
=it = ¢ ysing (A.5)
Tsin g + ycos ¢
z

Com esse resultado, podemos verificar como acao para a particula livre se comporta sob

uma rotacao
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s = —m/ \/ —Z i, dt = —m/ /1 — (& cos ¢y sin ¢)2 — (isin ¢ + g cos ¢)2 — 22dt

= —m/\/1—j:2cos2¢+25vycos¢sin¢—y281n2¢—$2sinz¢—2j:ycos¢sin¢—y'200s2gz5—2"2dt

= —m/ \/1 — #2(cos? ¢ + sin® ¢) — 2(sin’ ¢ + cos? @) — F2dt
= —m/\/l—j:2—y2—z2dt
— / /—Edt = S. (A.6)

Isso mostra que a agao para a particula livre é invariante sob rotacgoes.




APENDICE B

Curvatura escalar

A métrica de um espago qualquer de N dimensoes nos da uma forma quantitativa de como
medir distancias naquele espago. Para o caso da Mecanica de Hertz, a métrica é dada por
1

= Jupdr® ® da®
9AB AT & AT +2U<$a)

dX © dX, (B.1)

que caracteriza um espago onde a energia potencial é uma grandeza cinética.

Na geometria de Riemann, a curvatura escalar (ou escalar de curvatura) é o invari-
ante de curvatura mais simples de uma variedade Riemanniana. Para cada ponto de uma
variedade Riemanniana, ele atribui um tunico nimero real determinado pela geometria
intrinseca da variedade proxima aquele ponto. Especificamente, a curvatura escalar re-
presenta a quantia pela qual a geodésica em uma variedade Riemanniana curva se desvia
daquela da linha reta no espago Euclidiano. Em duas dimensoes, a curvatura escalar é duas
vezes a curvatura de Gauss e caracteriza completamente a curvatura de uma superficie.
Em dimensdes superiores (N > 2), no entanto, a curvatura das variedades Riemannianas
envolve mais de uma quantidade funcionalmente independente.

Na Relatividade Geral, a curvatura escalar é a densidade Lagrangiana para a acao de
Einstein-Hilbert. As equacoes de Euler-Lagrange para esta Lagrangiana sob variacoes na

métrica constituem as equagoes do campo de vacuo de Einstein, e as métricas estacionarias
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sao conhecidas como métricas de Einstein. A curvatura escalar é definida como o traco

do tensor de Ricci e pode ser caracterizada como um multiplo da média das curvaturas

seccionais em um ponto.

Devido a importancia dessa quantidade, vamos realizar o calculo para o caso simples da

curvatura escalar em 2 dimensoes usando a métrica de Hertz. Em 2D, podemos escrever

(B.1) como
1 0
gAaB = L
0 2U (z2)
cuja inversa é
AB _ 1 0
0 2U(z%)

O célculo do escalar de curvatura se da entao da seguinte forma:

R= gABRAB = ¢"Riu+ gXXRXX

= Rp +2U(z")Rxx,
onde

_TH n p v wow
Rll - Flu,l - Fll,u - FHFMV + Flyrlu

_ Tk H I v IR a4
Rxx = FX#,X - FXX,,LL - FXXF;W + FXZIFXH’

Abrindo todos os termos e fazendo os devidos cancelamentos, ficamos com

_ 11 X 1 X 1 1 X1 1 1
Ry = I‘11,1 + F1X,1 - F11,1 - Fll,X Iy = Tal =y

PiT%x + Tl + T + Ty + Ty

= Fi(X,l - Fﬁ,x - Fhr%x - FﬁF§X + F{(IF%X + F{(XF{(X'

X

1 1 X 1 1 1 pX X 7l
Rxx = FX1,X + FXX,X - FXX,l - FXX,X —DIxxl' = Txxlix = Txxl'xg

— Dxalax + Tk + Tix DXy + Ty + Tialax

(B.2)

(B.3)

(B.7)

= Txax = Do = ThxDl = Fix T + Tl + Thex Dy + T Fxex(B-8)
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Com os simbolos de Christoffel definidos por

1
Iis = 597

5 9BD.A+ 9AD.B — GAB.D) (B.9)

com 'y simétrico em A e B, temos

M = U6 (g0 )

1
F{(X,l = alr{(X = al (U(I'a)al <2U<xa)>) )

1 1
My = —=0
XX 27t (2U(a:a)) ’
1 1 Lo 1
FXX,1 = 81FXX = _581 2U(xa) ) (B.l())
Fh = F%{l = F{(l = Fﬁ,X = F%(l,X =0. (B-H)

Substituindo esses resultados em (B.7) e (B.8), e depois em (B.4), obtemos finalmente

nealva ()] v (). B

Esse resultado pode ser generalizado para N dimensoes.



APENDICE C

Produtos Educacionais

O Wolfram|Alpha, ou simplesmente Wolfram, é um mecanismo computacional de bus-
cas online diferente da maioria dos que se apresentam disponiveis na rede. Ao entrar no
ambiente interativo do Wolfram e realizar uma busca qualquer, ele lhe apresentara uma
resposta extraida de uma base de dados estruturados diferentemente dos outros mecanis-
mos de busca, os quais apresentam uma lista de paginas da Web ou documentos. Desta-
cando ainda a possibilidade de se consultar as referéncias utilizadas por ele na obtengao
de seus resultados. As buscas sao computadas através do mecanismo de reconhecimento
computacional, que possui em sua base de dados, respostas para as mais variadas areas.

A empresa detentora dos seus direitos é a companhia internacional Wolfram Research,
centro de pesquisa criado em 1987 pelos irméaos Stephen e Conrad Wolfram. O principal
produto do Wolfram Research é o software Mathematica, um sistema de computacao
avancado amplamente utilizado em Pesquisa e Desenvolvimento nas diversas areas das
ciéncias exatas. Sua versao 1.0 foi lancada em 1988 e frequentemente atualizado desde
entdo. Atualmente (dezembro de 2019), ji se encontra na versao 12. Disponivel também

para dispositivos mdveis na forma de um aplicativo, o Wolfram possui uma interface

91



92

diferenciada para celulares e tablets, com recursos especiais para cada plataforma, sem
abrir mao das ferramentas do modelo online.

A linguagem utilizada no Wolfram ¢é baseada no Mathematica, porém, o primeiro é
capaz de processar informacoes das mais diversas areas. Na sua plataforma online estao
disponiveis contetiidos de matemadtica, fisica, quimica, engenharia, medicina, astronomia,
musica, entre muitos outros. Todos os conteudos dispostos de uma forma clara, sim-
ples e intuitiva, de maneira que o estudante tenha a chance de interagir com os recursos
mostrados na interface do site sem grandes dificuldades.

Alguns dos calculos apresentados no decorrer desse trabalho tiveram o auxilio das se¢oes
sobre geometria plana, geometria espacial, geometria analitica, transformagoes geométricas
e curvas e superficies, desse software. Com isso, foi desenvolvido um trabalho com o intuito
de apresentar as potencialidades que esse software possui e a sua aplicacao em diversos
contextos didéticos [56]. Deve se destacar que o Wolfram é uma ferramenta muito ttil para
a representacao de graficos e figuras, inclusive em trés dimensoes, permitindo ao estudante
visualizar com facilidade esses objetos e extrair informacgoes importantes a seu respeito,
como mostrado na figura (C.1).

Assim como o Wolfram, existem outros softwares com grande potencial pedagdgico.
O Audacity, por exemplo, é um programa profissional de gravagao e edi¢ao de audio com
ferramentas que permitem reproduzir, importar/exportar arquivos em diferentes formatos,
analisar espectros de frequéncias, entre outras funcionalidades. Tudo isso em um software
livre, disponivel gratuitamente para download com versoes para Windows, Mac e Linux.
Os recursos disponiveis aliados a uma interface de facil manipulacao fazem do Audacity
uma tecnologia muito promissora no auxilio dos professores de Fisica. Principalmente no
que diz respeito a demonstracao e experimentacao dos fenomenos relacionados as ondas

sonoras [57].
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Os diversos softwares disponiveis permitem ao professor contextualizar e simular uma
variada gama de fenomenos fisicos. Muito se fala sobre inserir computadores nas escolas,
utilizar ferramentas tecnoldgicas no ensino, mas elas precisam vir junto com a preparagao
do professor para utiliza-las. Vale destacar que a ferramenta utilizada, seja ela uma si-
mulagao, um jogo, ou uma ferramenta tecnoldgica qualquer, precisa que o professor crie
condigoes para que os alunos possam manipular e interpretar as informacoes recebidas de
modo a compreender a situacao estudada.

Um dos principais fatores que impedem a utilizacao das tecnologias nas instituigoes
de ensino, além da presenca dos equipamentos e da infraestrutura adequada, é a falta
de conhecimento e dominio das ferramentas tecnolégicas por parte dos professores. E
importante salientar que o intuito principal aqui é a apresentacao desses softwares como
alternativas pedagogicas e o seu potencial de utilizacao no ensino bésico, superior e também
no ensino a distancia. Uma vez que a capacidade de tais ferramentas vai muito além das
aplicagoes citadas anteriormente, esses paragrafos sao pequenos demais para expo-la.

O ensino de Matematica e Fisica é tradicionalmente considerado macante devido a
grande quantidade de férmulas e abstragao. No entanto, podemos perceber que esse en-
sino pode ser encarado com mais naturalidade e de uma forma mais atual utilizando as
tecnologias da informagao e comunicagao disponiveis. A capacidade dessas tecnologias de
gerar imagens, graficos, simulacoes e todo o seu dinamismo, sao potenciais que acreditamos
deixar o ensino mais centrado no aluno e nas descobertas e afericoes que ele presenciara

no decorrer do processo.
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