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RESUMO

Estudaremos, neste trabalho, aplicacoes estaveis de superficies fechadas no plano e veremos
uma forma de diferenciar duas aplicagoes estaveis nao equivalentes, através de um invariante
global, os grafos. Veremos, também, quais grafos podem ser realizados por aplicagoes

estaveis de superficies no plano.

Palavras-chave: Aplicacoes estaveis. Superficies. Grafos.



ABSTRACT

We will study, in this work, stable maps from closed surfaces to the plane and see a way
to differentiate two non-equivalent stable maps through a global invariant, the graphs. We

will also see which graphs can be realized by stable maps from surfaces to the plane.

Key-words: Stable maps. Surfaces. Graphs.
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1 INTRODUCAO

A Teoria das Singularidades ocupa-se com o estudo e classificacao de aplicagoes
diferencidveis, com respeito as singularidades (pontos em que a derivada nao tem posto
méximo) que contém. O estudo de singularidades de um conjunto especial de aplicagoes,
as aplicagoes estaveis, baseia-se nas teorias de Hassler Whitney ([1]) e Marston Morse ([2],
[3]). Entretanto, foi René Thom quem notou (no final dos anos 50) que todos os resultados
até entao obtidos poderiam ser incorporados em uma unica teoria, tendo publicado, junto
com Harold Levine, notas (em 1960, reimpressas em [4]) que deram a primeira exposi¢ao
geral do assunto. Outros matematicos também se ocuparam do tema e deram importantes
contribuigoes a area, como Bernard Malgrange ([5]), John Mather ([6]), Vladimir Arnold
([7]) e Charles Wall ([4]). Outras referéncias de destaque sao Gibson ([8]), Golubitsky (]9])
e Young ([10]).

O objetivo geral do presente trabalho ¢ o estudo das aplicagoes estaveis que,
intuitivamente, podem ser entendidas como aplicagoes que nao se alteram mediante
pequenas perturbacoes. Em outras palavras, sao aplica¢gbes com relacao as quais existe
uma vizinhanca, numa determinada topologia, tal que todas as aplica¢des que pertencem

a referida vizinhanca sao equivalentes a aplicagao inicial considerada.

De maneira especifica, ocupar-nos-emos com as aplicagoes estaveis f € C°(X, R?),
em que X é uma superficie de classe C'°, fechada, conexa e orientavel. Existem trabalhos
sobre aplicacoes estaveis cujo contradominio nao é o plano, entre as quais destacamos
as aplicagoes que tém a esfera como contradominio (Mendes de Jesus em [11], [12], [13]).
Existem também trabalhos sobre aplicacoes estaveis entre superficies, em que uma delas é

nao orientével, como é o caso do plano projetivo (Mendes de Jesus em [14]).

Existem invariantes topolégicos que nos permitem conhecer melhor as aplicagoes
estaveis. Alguns desses invariantes sao locais e, apesar de auxiliarem no estudo destas
aplicagoes, nao possibilitam a distingdo das mesmas, em alguns contextos especificos.
Para tal, utilizaremos os grafos, que se apresentarao como invariantes topolégicos globais
e, portanto, como ferramentas de classificacao, mostrando como e quando as aplicagoes

estaveis podem a eles se associar.

Tendo em vista o avancar das pesquisas sobre a associagao entre as aplicagoes
estaveis e os grafos, entendemos que a principal contribuicao deste trabalho reside nos
desenvolvimentos apresentados no capitulo 3, no qual pudemos apresentar, de maneira
um pouco mais detalhada, se comparado aos demais trabalhos existentes, os resultados
referentes as aplicagdes estaveis, contemplando uma possivel trajetéria de estudos necessaria

para um entendimento razoavel destes objetos.

Faremos, agora, uma breve descricao do contetido de cada capitulo.
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No capitulo 2, apresentaremos alguns resultados preliminares, que visam conferir
um embasamento minimo para os assuntos subsequentes, sendo trabalhados conceitos e
resultados sobre variedades diferencidveis, superficies, complexos e caracteristica de Euler

e grafos.

No capitulo 3, trataremos das aplicagoes estaveis e, para tal, serdo desenvolvidos,
nas quatro primeiras segoes, temas relevantes e que compoem um caminho razoavel para o

entendimento deste topico especifico, trabalhado na tltima secao.

O capitulo 4 visa apresentar resultados que nos permitam distinguir duas aplicagoes
estaveis nao equivalentes, através de um invariante topolégico global para tais aplicacoes,

os grafos. Nesse sentido, veremos que a toda aplicagao estavel esta associado um grafo.

Por fim, no capitulo 5, apresentaremos um resultado que mostra quais caracteristicas
um grafo deve ter para que exista uma aplicagao estavel a qual ele esteja associado (as
aplicacoes estaveis aqui consideradas sao aquelas mencionadas no terceiro paragrafo deste

capitulo).
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2 RESULTADOS PROPEDEUTICOS

Desenvolveremos, neste capitulo, assuntos que antecedem e subsidiam os préximos
topicos de estudo, e que se configuram como bases necessarias para o entendimento mais

amplo dos objetos que serao apresentados ao longo do texto.

Nao temos a pretensao de dar um desenvolvimento extenso de cada um dos itens
aqui inseridos, mas apenas situar o leitor quanto as principais defini¢oes e teoremas

pertinentes a cada contexto.

Importa ressaltar que as bibliografias indicadas representam um repositorio mais
fecundo sobre as matérias em pauta, de sorte que devem sempre ser consultadas em caso

de nao entendimento amplo dos contetidos trabalhados.

2.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Na presente secao, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre variedades
diferenciaveis. Tais defini¢oes e teoremas serao utilizados nos desdobramentos futuros
deste texto e as referéncias principais sao Lee ([15]) e Lima ([16] e [17]). Podem também
ser consultadas Carmo ([18]), Guillemin ([19]) e Warner ([20]).

Definicao 2.1. Seja X um espago topologico. Um sistema de coordenadas locais ou
carta local em X ¢é um homeomorfismo x : U — x(U) de um subconjunto aberto U C X
sobre um aberto x(U) C R™. Dizemos que m é a dimensdo de v : U — z(U). Para
cada p € U, tem-se z(p) = (z'(p),...,2™(p)). Os nimeros z* = z'(p),p = 1,...,m sdo

chamados as coordenadas do ponto p € X no sistema x (veja figura 1).

Figura 1 — Uma carta local e sua aplicagdo inversa

R‘m

Fonte: Imagem adaptada de [17]
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Dados os sistemas de coordenadas locais x : U — R™ ey : V — R™, tais que
UNV # 0, cada ponto p € UNV tem coordenadas z* = x*(p) no sistema x e coordenadas

y o= (p) relativamente ao sistema y.

Definigao 2.2. A correspondéncia

(@' (P), - 2™ () < W' ®),---,y"(p)

estabelece um homeomorfismo ¢, = yoax™' : x(UNV) = y(UNV), que é chamado

mudanca de coordenadas (veja figura 2).

Figura 2 — Mudanca de coordenadas

T __)_(j
- .
r - e P
A .[ e --.r,i; ., -E_\ _//
/ , = Ty
f = / |
= !
/ - "H-'--._ _ ____.-—"/l, “-,_\_L-‘ |
| _H-'_.I —— —— ---/ \
I —— N
x| WY
o) .
BT
G =T
e =  yoz! |
2 = ¥ | £
i L Y
// e
//_/ IE;-T??-

Fonte: Imagem adaptada de [17]

Definicao 2.3. Um atlas de dimensao m sobre um espaco topologico X é uma colegdo
A de sistemas de coordenadas locais x : U — R™ em X, cujos dominios U cobrem
X. Os dominios U dos sistemas de coordenadas x € A sdo chamados as vizinhangas

coordenadas de 2.

Definicao 2.4. Um espago topologico X no qual existe um atlas de dimensao m chama-se
uma variedade topoldgica de dimensio m. Em outras palavras, X é uma variedade topo-
logica de dimensdo m se, e somente se, cada ponto de X tem uma vizinhanga homeomorfa

a um aberto do R™.

Definicao 2.5. Um atlas 2 sobre um espago topologico X diz-se diferencidvel, de classe
C* (k> 1), se todas as mudangas de coordenadas Oay, T,y €2 sao aplicagoes de classe

C*. Escreve-se entio A € C*.
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Como ¢, = (¢zy) ', segue-se que os p,, sao, de fato, difeomorfismos de classe C*.
Em particular, se yox~ 1 : (2',... 2™) — (y',...,y™), entdo o jacobiano (determinante

da matriz jacobiana) det (9y’/dz') é # 0 em todos os pontos onde ¢ definido.

Definicdo 2.6. Seja A um atlas de dimensdo m e classe C* num espaco topoldgico X .
Um sistema de coordenadas locais z - W — R™ em X diz-se admissivel relativamente ao
atlas A se, para todo sistema de coordenadas locais x : U — R™, pertencente a A, com
UNW #0, as mudangas de coordenadas ¢, e p., sio de classe C*. Em outras palavras,

se AU {z} é ainda um atlas de classe C* em X.

Definicao 2.7. Um atlas A, de dimensio m e classe C*, sobre X, diz-se maximal
quando contém todos os sistemas de coordenadas locais que sdo admissiveis em relacao a
2A. Todo atlas de classe C* em X pode ser ampliado, de modo unico, até se tornar um
atlas mazimal de classe C*: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas locais

admissiveis.

Definicdo 2.8. Uma variedade diferencidvel, de dimensio m e classe C* é um par
ordenado (X,2l), onde X € um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel, e 2

é um atlas mazimal de dimensdo m e classe C* sobre X.

Caso fagcamos um pequeno ajuste na Defini¢ao 2.1 e consideremos um sistema de
coordenadas locais como um homeomorfismo = : U — z(U), em que U é um subconjunto
aberto de um espago topolégico X e x(U) é um aberto de R™ ou um aberto do semiespago
Ry = {(x',...,2™) € R™; 2™ > 0}, entdo os objetos introduzidos na Definigao 2.8 terao

um sentido mais amplo.

Nesse contexto, considerando uma tal variedade diferenciavel, seja A C X o
subconjunto formado pelos pontos p € X tais que existe um sistema de coordenadas locais
x:U —z(U), compe U e x(U) um aberto de R™.

A partir dai, temos as Defini¢oes 2.9 e 2.10.
Definigao 2.9. O conjunto fechado 0X = X \ A é chamado bordo de X .

Definicao 2.10. Uma variedade diferencidvel com bordo X ¢ aquela que satisfaz

0X # 0.

Defini¢ao 2.11. Caso 0X = 0, X é uma variedade diferencidvel no sentido estrito,

conforme a Defini¢io 2.8, chamada variedade sem bordo.

A Figura 3 ilustra uma variedade sem bordo (esfera) e uma com bordo (hemisfério).

No presente trabalho, estamos interessados no estudo de variedades diferenciaveis
sem bordo. Portanto, a menos que seja feita mencgao explicita, o termo “variedade” sera

usado para designar uma “variedade diferenciavel sem bordo”.
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Figura 3 — Variedades com e sem bordo

SZ ‘
ax

Fonte: Imagem produzida pelo autor

2.1.1 Aplicagoes Diferenciaveis entre Variedades

Definigdo 2.12. Sejam X, Y wariedades de classe C* (k > 1), com dimensées m e n,

respectivamente. Diz-se que uma aplicacio f : X — 'Y ¢é diferencidvel no ponto p € X

se existem sistemas de coordenadas x : U - R™ em X, y:V >R em Y, compeU e

f(U) CV tais que yo fox™' : z(U) = y(V) C R™ € diferencidvel no ponto z(p) (veja
Figura 4).

Figura 4 — Aplicacdo diferenciavel f entre as variedades X e Y

lllll

/
Y
W)

Yy

1 R™ _
vofox

Fonte: Imagem adaptada de [17]

Defini¢ao 2.13. A aplicagio f,, = yo foxz~' é denominada a expressdo de f nas
coordenadas locais x,v.
Como as mudancas de coordenadas em X e Y sdo difeomorfismos de classe C*, a

definicao de diferenciabilidade independe dos sistemas de coordenadas x, y.
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Definicao 2.14. Nas condigcoes da Definicao 2.12, dizemos que f: X — Y ¢é diferen-

cidvel se f for diferenciavel em todos os pontos de X.

Exemplo 2.1. Os caminhos diferencidveis sao aplicagoes diferencidveis A : [ — X,
onde I € um intervalo aberto da reta real. A condicao de diferenciabilidade de \ exige
que A seja continua e que, dado um sistema de coordenadas x : U — R™ em X, para
todo subintervalo J tal que A(J) C U, a composta x o X : J — x(U) seja um caminho

diferencidvel em R™.

Seja X uma variedade de dimensdo m e classe C* e seja p um ponto de X . Indicamos
por C, o conjunto de todos os caminhos A : J — X, definidos num intervalo aberto J,
contendo 0, tais que A(0) = p e A é diferenciavel em 0. Se A € C, ez : U — R™ é
um sistema de coordenadas em X, com p € U, pode acontecer que a imagem A(J) nao
esteja inteiramente contida em U. Em vista disso, toda vez que escrevemos z o A\, estamos
admitindo que o dominio de A foi suficientemente reduzido a um intervalo aberto menor
J', contendo 0, tal que A\(J') C U.

Defini¢ao 2.15. Diremos que dois caminhos A, i € C,, sao equivalentes, e escreveremos
A~ i, quando existir um sistema de coordenadas locais v : U — R™ em X, com p € U,

tal quexoA: J - R™ exop: 1 — R™ tém o mesmo vetor-velocidade em t = 0, isto é,

(20 X)(0) = (0 p)'(0).

Vale a pena observar que, neste caso, a igualdade (x o A\)'(0) = (z o u)’(0) sera
verdadeira para todo sistema de coordenadas x : U — R™ em X, p € U. Resulta dai que

a relagao A ~ 1 é de fato uma relacao de equivaléncia em C,.

Definicdo 2.16. O vetor-velocidade \ de um caminho \ € C, € a classe de equivaléncia
de \. Ou seja, \ = {necC,; u~ A}. Portanto, dados A, € Cp,, tem-se A= [ se e
somente se, (x o A)'(0) = (x o p)(0) para algum (logo para todo) sistema de coordenadas

locais x U — R™ em X, comp e U.

Definicao 2.17. O conjunto quociente C,/ ~ serd indicado por T,X e serd chamado o

espaco tangente d variedade X no ponto p (veja Figura 5).

Observacgao 2.1. Em [17], capitulo V, o autor mostra que cada sistema de coordenadas

locais x : U — R™ em X, com p € U, dd origem a uma bijecio & = z(p) : T,X — R™,

definida por z(\) = (x o N)'(0). Mais do que isso, ele mostra que T,X tem estrutura de
espago vetorial e que T é, na realidade, um isomorfismo entre T,X e R™. Disso, seque que
dim T,X =dim X, ¥V p € X. Pode também ser consultada [16], capitulo L.

Dados um sistema de coordenadas locais z : U — R™ em X e um ponto p € U,
0 0
@(p), T axﬁ(p)

indicamos por { } a base de T, X que ¢ levada pelo isomorfismo 7 :
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Figura 5 — Espaco tangente a uma variedade

— - X
/- 7 —_— ™
/ e e i
II." / o _____H _.r:l.'_ \ 2 = A
| voaal s N e
/ N ~h /
[ gl \"u.. g __,/
."Il T '
| F /
l"-\_ e —— '__.-"f - = ,-'-.
z/ -
II
/ ) 7
/ l /"/ = |.-’\|I.] f
A e gt o
yi e — x(p) /
Vd (ol x’f
'R A /
£ /
Fonte: Imagem adaptada de [17]
T,X — R™ sobre a base candnica {eq,..., ey} As vezes, escreveremos ri em vez de
x

0

tal que (z o A\)'(0) = e;.

0
(p). O vetor béasico —— € T,X ¢é a classe de equivaléncia de qualquer caminho A € Cp,

Definicao 2.18. O conjunto TX = U T,X (uniao disjunta) é chamado o espago
peX

fibrado tangente a X.

Observacao 2.2. Conforme [16], capitulo III, o conjunto TX tem estrutura de variedade

diferenciavel e sua dimensdao ¢ igual a 2 - dim X.

Mais detalhes sobre o conjunto T'X podem ser encontrados na mesma referéncia

citada na Observacao 2.2.

Definicao 2.19. Sejam X e Y wvariedades diferencidveis de dimensao m e n, respectiva-
mente, e f: X — Y wma aplicacio diferencidvel no ponto p € X. A derivada de f no
ponto p € a transformagao linear df, : T,X — Tyy,)Y que associa a cada v = \e 17,X o
elemento df,(v) = (foA) € Ty,)Y, vetor-velocidade do caminho fo X € Cyyy (veja Figura

6).

Em [17], o autor mostra que, de fato, df, : T,X — Ty Y é uma transformacao

0
linear, cuja matriz em relagao as bases {W} de T,X e { } de Ty,)Y ¢é a matriz

jacobiana (g%) da aplicagao f,, : 2(U) — R" no ponto z(p)
x

Segundo [17], capitulo V, pardgrafo 3, temos o Teorema 2.1.
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Figura 6 — Derivada de uma aplicagao diferenciavel

Fonte: Imagem adaptada de [17]

Teorema 2.1. (Regra da Cadeia)

Sejam X,Y,Z wvariedades diferencidveis, f : X — Y eg Y — Z aplicagoes
diferencidveis nos pontos p € X e f(p) € Y, respectivamente. Entio, go f : X — Z €
diferencidvel no ponto p € X ed(go f), = dgspy o dfy : TyX = Ty(rpmn 2.

Seja E um espago vetorial de dimensao m. Seja B o conjunto das bases (sempre

trabalharemos com bases ordenadas!) de E. Definiremos em B uma relagao de equivaléncia.

Diremos que duas bases {e1,...,en} e {fi,..., fim} do espaco vetorial E sdo equivalentes
m

(diremos, mais especificamente, que elas s@o coerentes) se e; = Za;- fiG=1,...,m),
i=1

onde a matriz (aé-) de mudanca de base tem determinante > 0.

E claro que B vai repartir-se em duas classes de equivaléncia, pois uma matriz de

mudanca de bases ou tem determinante > 0, ou < 0.

Definicao 2.20. Uma orientagcdo no espago vetorial E é uma dessas classes de equiva-
lencia. Um espacgo vetorial orientado ¢ um par formado por um espaco vetorial E e
uma orientacdo. As bases de E pertencentes a esta orientagdo serao chamadas positivas

e as outras negativas.

Definicao 2.21. Diremos que uma variedade diferenciavel X ¢é ortentdvel quando for
possivel orientar cada espago tangente T,X, p € X, de tal modo que a orientagio dos T, X

varie “continuamente” no sentido sequinte: se x : U — R™ é um sistema de coordenadas
0
? Hxm

x, ou € positiva para todo p € U, ou entdo é negativa para todo p € U. No primeiro caso,

locais em X, com U conezo, entdo a base {32 (p), . . . (p)} C T,X, associada ao sistema
diremos que o sistema de coordenadas x : U — R™ é positivo, e escreveremos x > 0.
No sequndo caso, diremos que x é negativo, e poremos v < 0. Diremos que X estd
orientada quando se escolhe uma colegio de orientagoes nos espagos T,X, do tipo acima.

Esta colecio é a oritentagdo de X.
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As Definigoes 2.22, 2.23 e 2.24 estao baseadas em [15], capitulos 2, 4 e 15, respecti-

vamente. Os Teoremas 2.2 e 2.3 estdo baseados em [15], capitulos 4 e 15, respectivamente.

Definicao 2.22. Sejam X e Y wvariedades de classe C*°. Um difeomorfismo f : X — Y

é uma aplicacio bijetora de classe C™, cuja inversa f~1:Y — X é também de classe C™.

Definicao 2.23. Sejam X e Y wvariedades de classe C*°. Uma aplicagio f: X —Y € um
difeomorfismo local se todo ponto p € X tem uma vizinhanga U tal que f(U) € aberto
emY e fly: U — f(U) é um difeomorfismo.

Teorema 2.2. (Teorema da Fungao Inversa)

Sejam X e Y wariedades de classe C* e f: X — Y uma aplicagdo de classe C™.
Seja p € X um ponto tal que df, é um isomorfismo. Entao, existem vizinhangas conexas

Up de p e Vy de f(p), tais que fly, : Uy — Vo € um difeomorfismo.

Definicao 2.24. Sejam X e Y wariedades orientdaveis de classe C* e f : X — Y um
difeomorfismo local. Dizemos que f preserva orientacgdo se, para cada pontop € X, o
isomorfismo df, leva bases positivas de T,X em bases positivas de Ty,)Y . Caso contrdrio,
se, para cada ponto p € X, o isomorfismo df, leva bases positivas de T,X em bases

negativas de Ty,)Y , dizemos que [ inverte orientagdo.

Teorema 2.3. Sejam X e Y wariedades orientdaveis de classe C® e f : X — Y um
difeomorfismo local. Entdo, f preserva orientacdo se, e somente se, o determinante da

matriz jacobiana de f € maior que zero para cada ponto p € X.

2.2 SUPERFICIES

Veremos, nesta secdo, alguns resultados sobre superficies, mais especificamente

sobre a topologia das mesmas.

Esta secdo nao tem uma unica referéncia principal. Os resultados estao baseados

em varias referéncias, citadas ao longo do texto.

Definicdo 2.25. Uma superficie de classe CF é uma variedade de dimensdo 2 e classe

C*.

Definicao 2.26. Uma superficie compacta e sem bordo é chamada de superficie fe-
chada.

Considerando uma superficie X imersa no R? temos, de acordo com Carmo ([21]),
capitulo 2, paragrafo 6 (pode também ser consultada Aratjo ([22]), capitulo 2, pardgrafo
4) que, dado um sistema de coordenadas x(z1,zs) em p, fica determinada a escolha de um

vetor normal unitario N em p, a saber,
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0 0
9 A 9
N — _oz! " 0x® (p)

0 A O
H@zl A Ox?

Escolhendo um outro sistema de coordenadas locais y(y1, y2) em p, vemos que

Dy’
0 9 _ 0 0

oy’
ozt

sinal conforme o jacobiano seja positivo ou negativo, respectivamente.

onde ¢ a matriz de mudanca de coordenadas. Portanto, N se conserva ou muda de

Definicao 2.27. Um campo diferencidvel de vetores normais em um aberto U C X
é uma aplicacdo diferencidvel N : U — R3 que associa a cada ¢ € U um vetor normal

unitdrio N(q) € R® a X em q.

Teorema 2.4. Uma superficie X C R3 € orientdvel se, e somente se, existe um campo

diferencidvel N : X — R? de vetores normais unitdrios em X .

Observacao 2.3. Dada uma superficie orientdvel X, a cada orientacao estd associado
um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios, e vice-versa. Além disso, para
superficies conexas, existem exatamente dois campos de vetores normais, a saber, o0s

campos determinados por N e seu simétrico.

De acordo com Lima ([23]), temos o Teorema 2.5.

Teorema 2.5. Se X C R? ¢ uma superficie compacta, entdo X ¢é orientdvel.

E possivel “unir” duas superficies de maneira a formar uma “nova”, através de um

procedimento chamado soma conexa.

A soma conexa entre duas superficies pode ser vista, de maneira intuitiva, conforme
apresentado em Kinsey ([24]), capitulo 4, paragrafo 2, defini¢ao 4.8, que diz que, dadas
duas superficies X e Y, a soma conexa delas é obtida removendo-se um pequeno disco de

cada uma e “colando” o bordo circular desses discos para formar uma nova superficie.

A Figura 7, (i), ilustra uma soma conexa entre a esfera e o toro, o que resulta
no préprio toro, enquanto a Figura 7, (ii), ilustra uma soma conexa entre dois toros,

produzindo um 2-toro (ou bi-toro).

De maneira um pouco mais formal, temos a Definicdo 2.28, que esta baseada em

[15], pardgrafo 4.

Definicao 2.28. Sejam X e Y duas superficies conexas de classe C*°. A soma conexa

entre elas, denotada por X #Y , é obtida removendo-se os interiores de discos fechados,
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Figura 7 — Exemplos de soma conexa
(i)
(ii)

Fonte: Imagem produzida pelo autor

By C X e By CY, eidentificando os respectivos bordos circulares 0B1 e 0By através de

um difeomorfismo.

Observacao 2.4. Com relagdo a soma conexa de superficies, a esfera se comporta como

elemento neutro. Isso significa que X#S* = X, para qualquer superficie X .

Este resultado serd formalizado no Teorema 2.7.

Vamos descrever, agora, um processo para adicionar um “tubo” a uma superficie

qualquer, processo esse associado a definicdo de soma conexa.

Dada uma superficie X, escolhemos sobre ela dois discos fechados Bi, By C X
e removemos seus interiores. Na sequéncia, tomamos um tubo limitado, difeomorfo a
S'x 0, 1], e identificamos seus componentes de bordo a B, e 0B, através de difeomorfismos,

realizando duas somas conexas. A partir dai, podemos estabelecer a Definicao 2.29.

Definicao 2.29. Dada uma superficie X, o tubo a ela adicionado pelo processo acima

descrito é chamado uma alga da superficie (veja Figura 8).

Note que a esfera é uma superficie sem alga, o 1-toro é uma superficie com uma

alca e, de forma geral, um n-toro é uma superficie com n alcas, como ilustra a Figura 9.

Para adicionar uma alca numa superficie X, basta realizar a soma conexa entre X

e o toro T?.

Definicao 2.30. O numero de algcas de uma superficie X é chamado de género de X e
denotado por g(X).
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Figura 8 — Alga

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Figura 9 — Superficies com e sem algas

Fonte: http://www.map.mpim-bonn.mpg.de/2-manifolds

A partir da Defini¢do 2.30, temos que a esfera tem género zero e o n-toro tem

género n.

Para finalizar esta secdo, apresentaremos um resultado que trata das superficies de

interesse nesse trabalho.

O Teorema 2.6 esta baseado em Fulton ([25]), capitulo 17, segundo paragrafo,
Teorema 17.4.

Teorema 2.6. Seja X uma superficie fechada, conexa e orientdvel. Se g(X) = g, entdo

X ¢ difeomorfa ao g-toro.

Corolario 2.1. Sejam X e Y superficies fechadas, conexas e orientaveis. X e Y sao

difeomorfas se, e somente se, g(X) = g(Y).

2.3 COMPLEXOS E CARACTERISTICA DE EULER

No sentido de desenvolver uma visao global sobre as superficies, definiremos os
objetos chamados complexos e, a partir deles, introduziremos o conceito de caracteristica
de Euler, que é um invariante topologico para superficies, no sentido de que superficies

topologicamente equivalentes tém a mesma caracteristica de Euler.

A referéncia principal para esta se¢ao é [24]. Podem também ser consultadas as
referéncias [25], Hatcher (][26]), White ([27]) e Wilson ([28]).
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As Definigoes 2.31, 2.32 e 2.33 abaixo estdo baseadas em [24], capitulo 4, primeiro

paragrafo.

Definicao 2.31. Uma célula n-dimensional ou n-célula é um conjunto cujo interior
é difeomorfo ao disco D" = {x € R" : ||z|| < 1}, de dimensdo n, com a propriedade
adicional de que a fronteira deve ser dividida em um numero finito de células de dimensoes
inferiores.

1. Uma 0-célula é um ponto e é chamada de vértice.

2. Uma 1-célula € um segmento ou linha que liga vértices e é chamada de aresta.

3. Uma 2-célula é uma regiao delimitada por arestas e é chamada de face.

Na Figura 10, vemos uma representacao de alguns dos elementos da Definicao 2.31.

Figura 10 — n-células, n = 0,1, 2

@ @ s

O-celula 1-célula 2-célula
Fonte: Imagem produzida pelo autor
Na Figura 11, vemos que a imagem da esquerda nao representa uma célula, uma

vez que a fronteira nao é formada por 1-células ou 0-células, enquanto a imagem da direita

representa uma 2-célula.

Figura 11 — A imagem da esquerda nao representa uma célula, enquanto a imagem da direita
representa uma 2-célula

Fonte: Imagem produzida pelo autor
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As células podem ser “agrupadas”, formando o que chamamos de complexos. Pode-
se dizer que, na formacao de um complexo, as células sao “coladas”, vértice a vértice,
aresta a aresta, face a face, e assim sucessivamente. Nesse caso, deve-se ter cuidado para

nao “colar” uma face triangular com uma retangular, por exemplo.

Formalmente, temos a Definicao 2.32.

Definicao 2.32. Um complexo n-dimensional ou n-complexo é um conjunto finito

de células,
K =\J{o:0 ¢éuma célula},
tal que:

1. Se 0 € K, entdao todas as células que compoem o também pertencem a K.
2. Se o e T sio elementos de K, entdo int(o)Nint(T) = 0.

3. A dimensdo do n-complexo K, que € igual a n, representa a dimensao da célula de

maior dimensdo que pertence a K.

A Figura 12 traz exemplos de n-complexos.

Figura 12 — n-complexos, n =0, 1,2

@

0-complexo 1-complexo 2-complexo
Fonte: Imagem produzida pelo autor
Definicao 2.33. Seja K um n-complexo. O conjunto de todos os pontos das células de K,
|K|={z:x €0, ecéuma célula de K},

¢ chamado o espago subjacente de K.



25

Observagao 2.5. Note que o n-complero K se distingue de seu espago subjacente |K|,
uma vez que o primeiro € um conjunto de células, enquanto o sequndo é um conjunto de

pontos.

De acordo com [24], a uma superficie é possivel associar um complexo. Na verdade,
espagos topoldgicos podem ser representados por varios complexos diferentes, associando a

eles vértices, arestas, faces, etc.

A Figura 13 ilustra um 2-complexo sobre a esfera, diferente, por exemplo, do

2-complexo representado na Figura 12.

Figura 13 — 2-complexo sobre a esfera

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Definicao 2.34. Seja K um n-complexo. A caracteristica de FEuler de K é o numero
X(K) = #(0-células) — #(1-células) + # (2-células) — #(3-células) + - - -,
em que # (r-células) representa o nimero de r-células de K.

Para ilustrar a Definicao 2.34, consideremos um 2-complexo K tal que f =

#{faces}, a = #{arestas} e v = #{vértices}. Assim,
X(K)=v—a+f.
Para um poligono de n lados K, considerado como um 2-complexo, temos:
X(K)=n—n+1=1,

como ilustra o exemplo da Figura 14.

Exemplo 2.2. Consideremos os complexos K, e Ky representados na Figura 15, (a) e

(b), respectivamente. Temos que x(K1) =8 -8 =0 e x(Ky) =8—-T7=1.
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Figura 14 — x(K)=8—-8+1=1

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Figura 15 —

(a) (b)

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Observagao 2.6. De acordo com [2]], capitulo 5, quarto pardgrafo, pode-se provar que,
dada uma superficie X compacta e coneza, todo 2-complexo K tal que |K| é homeomorfo a
X, possui a mesma caracteristica de Fuler. Isso mostra que, em particular, a caracteristica
de Euler é um invariante topoldgico para os 2-complexos. Além disso, a partir desse

resultado, estabelecemos a Defini¢io 2.35.

Definigao 2.35. Seja X uma superficie compacta e conexa. A caracteristica de Euler de
X, denotada por x(X) é o numero “c” tal que x(K) = ¢, para algum 2-complezo K tal

que | K| é homeomorfo a X .

O Teorema 2.7 estd baseado em Massey ([29]), capitulo 1, pardgrafo 8, Proposicao
8.1. O Teorema 2.8 estd baseado em [29], capitulo 1, pardgrafo 8 e [24], capitulo 5,

paragrafo 4.

Teorema 2.7. Sejam X e Y duas superficies. Entdao:

X(X#Y) = x(X) +x(Y) — 2,
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Teorema 2.8. Seja X uma superficie compacta e orientdavel. Entdo:
X(X) =2 —29(X).

Com respeito a mesma referéncia citada na Observagao 2.6, temos o Teorema 2.9,
que garante que a caracteristica de Fuler como invariante topolégico nao se restringe aos

2-complexos.
Teorema 2.9. A caracteristica de Euler é um invariante topologico para superficies

compactas, conexras e orientdveis.

Isso significa que se X e Y sao superficies compactas, conexas, orientaveis e
difeomorfas, entao x(X) = x(Y). Se, além disso, as superficies forem sem bordo, entao

vale o Corolario 2.2.

Corolario 2.2. Sejam X e Y superficies fechadas, conexas e orientaveis. X e Y sdao

difeomorfas se, e somente se, x(X) = x(Y).
Demonstracao. Basta usar o Corolario 2.1 e o Teorema 2.8. O

Encerraremos esse secao com alguns exemplos de calculo da caracteristica de Euler

de algumas superficies.

Exemplo 2.3. Para calcular a caracteristica de Euler do disco fechado D?*, criamos um

2-complezo K cujo espaco subjacente |K| é homeomorfo ao disco, conforme Figura 16.
Assim, temos x(D*) = x(K)=v—a+ f=3-3+1=1.

Figura 16 — O espaco subjacente |K| é homeomorfo ao disco D?

CCAA-©

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Exemplo 2.4. Para calcular a caracteristica de Euler da esfera S* e do toro T?, vamos
associar a cada uma dessas superficies um 2-complexo, conforme Figura 17.

Na Figura 17, (i), temosv =2, a=2 e f =2, de modo que x(S*) =2—-2+2=2.
Jd em (i), temosv =4, a=8 e f =4, o que nos fornece x(T?) =4 —8+4 = 0.
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Figura 17 — Exemplos de 2-complexos associados a esfera e ao toro

(ii)

Fonte: Imagem retirada de Machado ([30])

Observacao 2.7. 1. E possivel comparar o valor de X(S?) obtido no Exemplo 2.4 com
0s resultados que obtemos se utilizarmos os 2-complexos apresentados nas Figuras
12 e 15.

No caso da Figura 12, temosv =2, a =4 e f = 4, de modo que x(S*) = 2—4+4 = 2.
Na Figura 13, temos v ==6, a =12 e f =8, fornecendo x(S*) =6 —12+8=2. A

tqualdade dos resultados ja era esperada, em funcao do Teorema 2.9.

2. Para calcular a caracteristica de Fuler do toro, podemos usar a Definicao 2.30 e o
Teorema 2.8, obtendo x(T?) =2 —-2-1=0.

2.4 GRAFOS

Serao apresentados, nesta se¢ao, alguns conceitos e resultados basicos relativos a
Teoria dos Grafos, necessarios ao desenvolvimento dos préoximos capitulos. As principais

referéncias aqui utilizadas para esse tema sao [24], [27] e [28].

Defini¢ao 2.36. Um grafo, G, é um I-complexo conexo. Denotaremos por V(G) e E(G)
0s conjuntos de vértices e arestas de G, respectivamente. Uma aresta em E(G) que conecta
0s vértices vy e vy serd denotada por {vy,ve} ou simplesmente por vivy. Neste caso, vy
e vy serao chamados vértices adjacentes e o vértice v e a aresta vivy sdo chamados
incidentes um com o outro (bem como o vértice vy e a aresta v1vq). Dizemos também
que as arestas v1vy € VU3, com vy # v3, sio arestas adjacentes. O grau de um vértice
v, denotado por d(v), € o nimero de arestas com as quais v € incidente. Quando d(v) =1,
dizemos que v € um vértice extremo. Neste caso, a aresta com a qual v € incidente é

chamada aresta extrema. Um lago em G é uma “aresta” da forma vv.

Definicao 2.37. Um caminho de um grafo G é uma sequéncia alternada de vértices e

arestas

Vo, VoV1, V1, V1V2,V2, ..., Un—1,Un—-1Un, Up
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em que 0s vértices sao dois a dois distintos. O numero natural n é chamado tamanho do
caminho. Na hipotese de ocorrer vy = v,, 0 caminho é chamado de ciclo. Um grafo G

que nao possui ciclos é chamado de drvore.

Pode-se representar um caminho apenas pela sequéncia dos vértices que o compoe,
entendendo que as arestas presentes no caminho sao aquelas definidas pelos respectivos

vértices, na ordem em que aparecem. Assim, o caminho acima ficaria representado por
Vo, V1,V2,...,Un_1,Upn.

Podemos ver alguns exemplos de grafos na Figura 18.

Figura 18 — Exemplos de grafos

] [ ] [ ] @
a
® Vo2
f a
Vi3
c
Y14
y d ]
) ® :
15
(a) (b) (e) (d)

Fonte: Imagem produzida pelo autor

O grafo da Figura 18, (a), representa uma &rvore, uma vez que nao tem ciclos. J&
as imagens de (b), (c) e (d) representam grafos que contém ciclos. Em (c¢), nao é dificil
perceber que o grafo contém dois ciclos. Porém, em (b) e (d), essa andlise nao é tao simples.
Para resolver essa questao, apresentamos a Observagao 2.8, baseada em [24], capitulo 5,

paragrafo 2.
Observagao 2.8. Ao analisar a Figura 18, (b), poderiamos, de maneira precipitada,
identificar trés ciclos:
1. voU3V7VgVe
2. VaU3V4V190V9URV2
3. VaUgV9gU19V4V3V7Vg V2
Entretanto, o ciclo (3) nada mais é do que a “jungdo” dos ciclos (1) e (2), de

maneira que ele ndo deve ser contado. Assim, o grafo representado na figura em questao

tem apenas dois ciclos.
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Um modo pratico de realizar esta andlise € o sequinte: retira-se do grafo o nimero
minimo de arestas para que ele se transforme numa drvore; as arestas serao retiradas dos
ciclos e o numero de vértices ndao mudard; € claro que isso pode ser feito de mais de uma
maneira; no fim, a quantidade de arestas retiradas representa o numero de ciclos do grafo.
Isso pode ser observado na Figura 19, que ilustra que o grafo tem, na realidade, apenas

dois ciclos.

Figura 19 — Identificacdo do ntimero de ciclos de um grafo

(&) (&)

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Portanto, seguindo a Observacao 2.8, podemos concluir que o grafo da Figura 18,

(d), tem trés ciclos.

Definicao 2.38. Dado um grafo G qualquer, o grafo H obtido de G pela retirada do
numero minimo de arestas para que ele se transforme numa drvore é chamado drvore de

abrangéncia de G.

Observacao 2.9. A caracteristica de Fuler de um grafo G é dada por
X(G) =v—a,

em que v € o numero de vértices e a € o numero de arestas.

Isso se deve ao fato de G ser um I1-complezo.

Os Teoremas 2.10, 2.11 e 2.12 sdo baseados em [24], capitulo 5, pardgrafo 2,

Teoremas 5.5, 5.6 e 5.7, respectivamente.

Teorema 2.10. Se um grafo G é uma drvore, entio x(G) = 1.

Demonstracio. Esta demonstracao serd feita por indu¢do no ntmero “a” de arestas.

Considerando uma arvore GG composta por zero arestas e um vértice, temos x(G) = 1—-0 = 1.
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Suponha que o resultado seja verdadeiro para qualquer arvore que tenha menos de n
arestas e seja G uma arvore tal que a = n. Escolhamos uma aresta e = uv qualquer de G,

conforme Figura 20.

Figura 20 — Arvore G com a aresta e = uv

®

[ ]

[ ]
Fonte: Imagem produzida pelo autor
Removendo de GG a aresta e, obtemos duas “subarvores” desconectadas, G; contendo
u e G5 contendo v, conforme Figura 21.

Figura 21 — Arvore GG com a aresta e = uv removida

L]

Fonte: Imagem produzida pelo autor

G, e G5 devem, de fato, ser desconectadas, pois, caso contrario, existiria um
caminho contendo os vértices u e v e nao contendo a aresta e, o que configuraria a

existéncia de um ciclo em G, o que é uma contradicao.

As “subarvores” (G; e G5 tém menos de n arestas cada e, pela hipétese de inducao,

vale:

X(Gl) =v;—a; =1

X(G2) =Ty — Q2 = 17

onde v, e aj, e vy € ap representam as quantidades de vértices e arestas de G; e Gb,

respectivamente.
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ote que os vértices de ertencem a (G ou a (G, mas nunca a ambas, de modo
Not t de G pert G G, bas, d d
que v = vy + v9. Além disso, as arestas de G sdo compostas pelas arestas de GG, as arestas

de G5 e a aresta e, fornecendo a = a; + as + 1.
Assim,

X(G)=v—a =(vi+v)-(a+a+1)
= (v —a1)+ (vg —ag) — 1
=1+1-1
=1.

Teorema 2.11. Seja G um grafo com n ciclos distintos. Entao:

X(G)=1—-n

Demonstragio. Seja G um grafo com n ciclos distintos. Para cada um dos n ciclos,
removamos uma aresta do referido ciclo, sem que o grafo seja desconectado em “subgrafos”,
de modo a obter uma arvore de abrangéncia de G, G; (Defini¢ao 2.38). Logo, pelo Teorema

2.10, temos que x(G7) = 1. Como o nimero de vértices de G e G; é o mesmo, segue que:
I1=x(G))=v—(a—n)=(v—a)+n=x(G)+n
Portanto, x(G) =1 —n. O

Se considerarmos um grafo como um subespaco do R?, com a topologia induzida

pelo espaco em questao, temos o Teorema 2.12.

Teorema 2.12. A caracteristica de Fuler é um invariante topoldgico para grafos.

Isso significa que se G; e G5 sdao dois grafos topologicamente equivalentes, entao

X(G1) = x(Ga).

Definicao 2.39. Dois grafos G, e Gy sdo ditos isomorfos quando existem bijecoes
v V(G) — V(Gy) ey : E(G)) = E(Gs), com ¢ preservando adjacéncias, isto €,
uv € E(Gh) se, e somente se, p(u)p(v) € E(Gy).

A Figura 22 ilustra dois grafos nao isomorfos. Apesar de existir uma bijecao entre
os conjuntos de vértices, preservando adjacéncias, nao existe bijecao entre os conjuntos de

arestas. Enquanto (G; possui uma tUnica aresta, (G, possui duas.

Note que “isomorfismo” é uma relacao de equivaléncia no conjunto de todos os

grafos. Em particular, se ¢ preserva adjacéncia, entao ¢! também preserva adjacéncia.
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Figura 22 — G e G2 sdo grafos nao isomorfos

Gl Gg
u w(u)

v w(v)

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Teorema 2.13. Sejam Gy e Gy dois grafos isomorfos. Se ¢ : V(G1) — V(Gs) € uma
bijecio que preserva adjacéncia, entdo para todo v € V(G1) temos que o grau de p(v) €

igual ao grau de v, isto é, d(p(v)) = d(v) para todo v € V(Gy).

Demonstragio. Sejam v € V(G1), d = d(v) e vq,...,vq € V(Gq) tal que vv; € E(Gy) para
todoi=1,...,d. Como ¢ preserva adjacéncia temos que ¢(v)p(v;) € E(G>) para todo
i=1,...,d. Logo, d(v) < d(p(v)). Usando que a bije¢io ¢! também preserva adjacéncia
temos que d(p(v)) < d(v). Como v é arbitrario, temos que d(¢(v)) = d(v) para todo
veV(Gy). O

Definicao 2.40. Um grafo G é dito bipartido se for possivel particionar o conjunto de
vértices V(G) em dois subconjuntos ndio vazios V' e V" tais que toda aresta de G tem um

vértice em V' e o outro em V.

Atribuindo um sinal “ + 7 aos vértices de V' e um sinal “ — 7 aos vértices de V",
esta definicao é equivalente a dizer que um grafo é bipartido quando for possivel atribuir
sinais £ a cada um de seus vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais

opostos.

Segundo [27], capitulo 2, pardgrafo 4, Teorema 2.19, temos o Teorema 2.14.

Teorema 2.14. Um grafo € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos tém tamanho

par.
Corolario 2.3. Toda darvore é um grafo bipartido.

Exemplo 2.5. Na Figura 18, o grafo apresentado em (b) € bipartido, uma vez que ele

contém dois ciclos, um com tamanho quatro e o outro com tamanho seis.

Definicao 2.41. Um grafo com peso é um grafo em que a cada um dos seus vértices v

estd associado um nimero natural g(v), chamado peso do vértice.
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No presente trabalho, os grafos de interesse sao os grafos com peso, de modo que,
a partir de agora, por simplicidade de escrita, sempre que escrevermos a palavra “grafo”,

estaremos tratando de “grafos com peso”.
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3 APLICACOES ESTAVEIS

Neste capitulo, trataremos de um dos assuntos centrais do presente texto, as aplica-
¢oes estaveis. Objetivamos fazer uma construcao gradativa dos resultados, estabelecendo
uma base razoavel que permita uma compreensao mais clara desse tema. Percorrendo as
quatro primeiras se¢oes, apresentaremos defini¢oes e teoremas que servirao de suporte para
a ultima secao, quando, enfim, as aplicagoes mencionadas serao definidas, conectando-se

com tudo o que tiver sido anteriormente trabalhado.

Algumas discussoes serao feitas de maneira mais intuitiva que formal, mas buscare-
mos, na maioria dos casos, oferecer uma justificativa que possa convencé-lo, mesmo que
nao tenha a forga de uma demonstragao. As excegoes serao os resultados demasiadamente

complexos e/ou que fujam dos propdsitos especificos deste trabalho.

A referéncia principal que serd utilizada no capitulo é [9], que trata com detalhes

desse assunto. Podem ser consultadas também as referéncias [7], [8] e [10].

A menos que seja feita mengao contraria, consideraremos X e Y como variedades
de classe C*°, com dim X =medimY =mn,e f: X — Y uma aplicacao de classe C'°.

O conjunto das aplicagoes, de X em Y, de classe C* serd denotado por C*°(X,Y).

3.1 JATOS

Nesta secao, vamos definir estes objetos chamados jatos e alguns outros a eles relaci-
onados, que serao utilizados na definicao das singularidades de uma aplicacao diferenciavel

entre variedades diferenciaveis.

Definigao 3.1. Sejam f,g: X — Y aplicagoes tais que f(p) = g(p) = q.

1. Dizemos que f e g tém contato de ordem 1 em p quando df, = dg,, como aplicacoes
de T,X — T,Y.

2. Dizemos que f e g tém contato de ordem k em p, k > 1, quando df : TX — TY

tem contato de ordem (k — 1) com dg em todo ponto de T,X. Isso é denotado por
[~k g emp.
3. C®(X,Y),q € 0 conjunto das aplicagoes f : X —'Y, de classe C*, tais que f(p) = q.
4. JHX,Y),, = C®(X,Y), ./~ € o conjunto quociente definido a partir da relagio
de equivaléncia “contato de ordem k”. Note que cada classe de equivaléncia o €

JH(X,Y),q € 0 conjunto formado pelas aplicagoes de X em Y, de classe C™, que

levam o p no q e que tém contato de ordem k entre si.
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5. Seja JNX,)Y)= U J¥X,Y),, (unido disjunta). Cada elementoo € J*(X,Y)
(p,g)EX XY
¢ chamado um k-jato de aplicacoes de X em Y, ou simplesmente um k-jato de X

em Y.

6. Dado o € J*(X,Y) um k-jato, devem existirp € X eq € Y tais que o € J*(X,Y ),
Neste caso, p € chamado a fonte de o e q é chamado a meta de o. A aplicacao
a: J¥X,Y) = X dada por o — (fonte de o) é chamada aplicacdo fonte e a
aplicagio (= J*(X,Y) — Y dada por o — (meta de o) é chamada aplicagcdo meta.

7. Seja j*f + X — J¥X,Y) definida por j*f(p) = classe de equivaléncia de f em
JE(X, Y )p.r(p) Para todo p em X. Neste caso, G* f € chamado um k-jato de f.

E possivel provar, conforme consta em [9], capitulo II, segundo paragrafo, que j* f
é uma aplicacio C™ e que j* f(p) é formado pelas aplicagoes que tém a mesma expansio

de Taylor até o grau k, ressignificando o conceito de “contato de ordem k7.

Observacao 3.1. Seja Af o espago vetorial dos polindmios em j varidveis, de grau menor
ou igual a k, com coeficientes reais e que se anulam na origem. Usando um arqgumento de
andlise combinatoria, mais especificamente as combinacoes completas ou combinagoes com
repeticao (vide Morgado ([31]), capitulo 2, pardagrafo 6), temos que A;? é isomorfo a RY,

em que

(j+k—1)!

N =d(j, k) +d(j,k—1)+---+d(j,1), em que d(j, k) = G-1) K

Assim, A;‘? ¢ uma variedade de classe C*, e, dessa maneira, o conjunto B}fl = A? X A;‘ X
- x A¥ (1 fatores) também o é. Além disso, dim (Bf)) =1-dim (A%) =1-N.

Destacamos ainda que, conforme [9], capitulo 11, sequndo paragrafo, Teorema 2.7,
JHX,Y) é uma variedade de classe C> com dim (J*(X,Y)) = m+n+dim (B}, ). E, de
acordo com a mesma referéncia, capitulo I, pardgrafo 5, Lema 5.9, J*(X,Y) é metrizdvel,

de modo que pode-se considerar sempre a topologia proveniente da métrica existente.

3.2 A TOPOLOGIA DE WHITNEY

O principal objetivo desta segdo é definir uma topologia no conjunto C*(X,Y), a
fim de que tenhamos uma ideia mais precisa do que seja uma vizinhanga de uma aplicacao

f do referido conjunto, o que serd utilizado nas sec¢oes seguintes.

Apresentamos, além da definicao formal de tal topologia, um desenvolvimento mais

intuitivo dos abertos que a compoem, para facilitar o entendimento.

Conforme [9], capitulo II, pardgrafo 3, temos as defini¢oes e resultados seguintes:
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Definicao 3.2. Seja k um inteiro ndo negativo fizado e U um subconjunto de J*(X,Y).

Definimos:

M(U) ={f € C*(X,Y); j*f(X) C U}

Proposicao 3.1. Nas condigoes da Defini¢ao 3.2, vale a igualdade M(U) N M (V) =
MUNV).

Demonstracio. f € MUY N M(\V) & fe MU)e f e MV) & j*f(X) C
Uejf(X)cV & j*f(X)cUNV & feMUNV). O

Teorema 3.1. A familia de conjuntos B = {M(U)}, em que U é um conjunto aberto

de J¥(X,Y) (para um determinado k fivado), forma uma base para uma topologia em
C®(X,Y).

Demonstragio. Utilizaremos aqui a defini¢do contida em Munkres ([32]), capitulo 2, paré-

grafo 13, que coincide com a Proposigao 10 do capitulo 3 de Lima ([33]).

1. Dada f € C*°(X,Y), queremos exibir um Uy C J*(X,Y) aberto tal que f € M(Uy),
ou seja, tal que j*f(X) C U;. Tomando Uy = J¥(X,Y), temos M (Us) = C®(X,Y)
e, de maneira 6bvia, vale j*f(X) C U; = J*(X,Y).

2. Dados U e V abertos de J¥(X,Y), UNV também é um aberto de J*(X,Y). Assim,
MU), M(V) e M(UNYV) sao elementos de B. Dada f € M(U) N M(V) temos,
pela Proposicao 3.1, que f e M(UNV)C MU)NM(V).

m
Definicao 3.3. A topologia apresentada no Teorema 3.1, gerada por B, é chamada a
Topologia C* de Whitney.
Denotaremos por Wy o conjunto formado pelos subconjuntos abertos de C*°(X,Y)
na topologia C* de Whitney, ou seja, W, é a prépria topologia.
Teorema 3.2. O conjunto W = {Wy}, k > 1, forma uma base para uma topologia em

C®(X,Y).

Demonstracao. Faremos o mesmo caminho da demonstracao anterior e utilizaremos as

mesmas referéncias anteriormente citadas.

1. Vale a mesma argumentacao da demonstracao anterior, uma vez que o conjunto
M (Uy) exibido é um elemento de 9B e, portanto, pertence a Wy que, por sua vez,

esta contido em W.
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2. Considerando que vale W, C W, sempre que k < [, e tomando Wy e W; com k < [,
temos: fe W,NW, =W, CcW,NW,.

Resta-nos, portanto, demonstrar a condi¢ao citada para W, e W,. Para isso,
consideremos a funcio 7k, : J(X,Y) — J¥(X,Y), que associa a cada classe de equivaléncia

o € JY(X,Y) cujo representante é f a classe & € J*(X,Y) com o mesmo representante.

Reparemos que a funcdo 7 estd bem definida, pelo fato de termos k < [. De
fato, dadas f e g representantes de uma mesma classe o € J/(X,Y), temos que f e g
sao fungdes com a mesma fonte, a mesma meta, e que tém contato de ordem [ entre si e
com todas as fungoes pertencentes a o. Nessas condigoes, f e g definirdo a mesma classe
7 € J¥X,Y), uma vez que:

1. permanecerao com a mesma fonte e a mesma meta.
2. ter contato de ordem [ implica em ter contato de ordem k, ja que k < [.

3. a relagao “contato de ordem k” é uma relagdo de equivaléncia.

Pela definicio de 7!, temos que o diagrama abaixo comuta:

X pxy)

S 1
JE(X,Y)

Assim, dado U C J*(X,Y) aberto, segue que:

feMU) & j*flp)eUVpe X
& moj'flp)eUvpe X
& m (' f(p) eUVpe X
& j'f(p) € (m)H(U),Vp e X
& feM((r)'(U)).
Portanto, M(U) = M((xL)"1(U)).

Sendo 7}, uma fungao continua e U um aberto de J*(X,Y), entdo (7)1 (U) é um
aberto de J'(X,Y), de modo que M ((x)~1(U)) = M(U) é um aberto bésico da topologia
Wi.

Portanto, cada um dos abertos basicos da topologia W é também um aberto basico

da topologia W, comprovando a inclusao desejada. O

Definigao 3.4. A topologia apresentada no Teorema 3.2, gerada por W, é chamada a
Topologia C*> de Whitney.



39

A fim de que possamos ter uma ideia um pouco mais clara sobre a topologia da
Definicdo 3.4, vamos descrever um conjunto de vizinhancas basicas da topologia C* de
Whitney para uma fungao f € C*(X,Y).

Escolhamos, inicialmente, uma métrica d em J*(X,Y) compativel com sua topo-
logia, cuja existéncia é assegurada pelo Lema 5.9 do pardgrafo 5 do capitulo I de [9]. A

partir disso, temos:

Definicao 3.5. Nas condicoes jd expressas para cada um dos objetos abairo, definimos:
Bs(f) ={g € C*(X,Y) |V pe X, d(j*f(p),j*9(p)) < d(p)},

onde § : X — R ¢ uma fungdao continua.

Proposicao 3.2. Bs(f) € um conjunto aberto de C*(X,Y), para toda fungao 6.
Demonstragdo. Consideremos a funcio continua A : J*(X,Y) — R dada por
o — 6(a(o)) — d(5*f(a(o)), o), onde a representa a aplicacio fonte.

Seja U = A71(0, +00). Sendo A continua e (0, +00) aberto em R, U ¢ aberto em J*(X,Y).

Temos que:

9 € Bs(f) < d(G*f(p),j*g(p)) <é(p),Vpe X
& A(jhg(p) = 5(04( *9(p))) — d(G* f (a3 9(p))), 5*9(p))
= d(p) — d(j"f (p), " (p))>07Vp€X
< jgp) €UV pe
s ge MU).
Portanto, Bs(f) = M(U), donde concluimos que Bs(f) é um conjunto aberto de
C*(X,Y). O

Teorema 3.3. A colegio B, = {Bs(f)} forma uma base de vizinhangas para a topologia
C* de Whitney em C*(X,Y).

Demonstracao. Faremos a demonstragao para o caso em que X é uma variedade compacta.

Sejam N uma vizinhanca aberta de f em C*°(X,Y’), V um conjunto aberto de
JHX,Y) tal que f € M(V) C N e m(p) = int{d(e, /*£(p)) | o € o~ (p) 1 (JH(X, Y\ V)}.
Note que m(p) = oo se a™(p) C V.

Seja § : X — RT uma fungdo continua tal que 6(p) < m(p) para todo p € X.

Esta escolha de ¢ é possivel, uma vez que m ¢ limitada inferiormente por uma constante

positiva em X, pois X é compacto.
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Dada g € Bs(f), temos que j*g(p) € a~!(p). A partir daf, temos duas possibilida-
des: j*g(p) € (a7 (p) N (JH(X,Y)\ V) ou j*¢(p) € (o™ (p) N V). Como &(p) < m(p), a
primeira dessas opc¢oes nao pode ocorrer, sob pena de contrariarmos a minimalidade de
m(p). Assim, j*g(p) € V e, como isso é vdlido para todo p, devemos ter g € M (V) C N.
Portanto, Bs(f) C N.

Por fim, tomando 0 e v fungdes continuas de X em RT, definimos n(p) =
min{d(p), y(p)}. Note que n : X — R* é ainda uma aplicagao continua e que B,(f) =
Bs(f) N B,(f), o que conclui nossa demonstragao. ]

Apoés esse resultado, podemos desenvolver uma noc¢ao mais intuitiva sobre a topo-
logia C* de Whitney e, consequentemente, sobre a topologia C* de Whitney, entendendo
que, dada uma aplica¢ao f € C*°(X,Y’), uma vizinhanga bésica de f é o conjunto Bs(f),
formado pelas aplicacdes de X em Y, de classe C'°, cujas primeiras k derivadas parciais

estao d-préoximas de f.

Alternativamente, podemos usar a defini¢cdo de topologia C*° de Whitney presente
em Hirsh ([34]), capitulo 2, primeiro pardgrafo, que traz a mesma ideia intuitiva apresentada

no paragrafo anterior, porém associada as expressoes locais das fung¢oes envolvidas.

Defini¢ao 3.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um conjunto S C X ¢é dito ser de
primeira categoria ou magro se puder ser escrito como unido enumerdvel de conjuntos
nunca densos. Um conjunto que nao é de primeira categoria é chamado conjunto de

segunda categoria.

Definicao 3.7. Um espago topoldgico é dito espago de Baire se for de sequnda categoria

em St mesmo.

Para finalizar esta secdo, apresentamos a Proposicao 3.3, cuja demonstracao pode

ser encontrada em [9], capitulo 2, Proposicao 3.3.

Proposicao 3.3. Se X e Y sdo variedades de classe C*, entdo C*(X,Y) € um espago
de Baire na topologia C*° de Whitney.

3.3 SINGULARIDADES

Nesta secao, trabalharemos o conceito de singularidades, bem como resultados a
ele relacionados e pertinentes as discussoes do presente texto. Utilizaremos os jatos como

ferramentas para as discussdes que seguem.

Seja o0 € J*(X,Y) um k-jato de X em Y. Reparemos que o define uma tinica
aplicacao linear de 7, X em 7,Y, onde p e ¢ sao a fonte e a meta de o, respectivamente.

Se f € um representante de o, entao df, ¢ a aplicagao linear acima referida.
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Definicao 3.8. Sejam o € J*(X,Y) um k-jato de X em Y e f um representante de o.

Definimos:
1. posto (o) = posto df,.
2. coposto (o) = ¢ — posto(c), onde ¢ = min {dim X, dim Y}.
3. S, ={c e JX,Y) ; coposto (o) =r}.
4 sy = 0p € JHX,Y ), 1) C J¥X,Y). Neste caso, f é um representante da
classe de equivaléncia o,.

De acordo com [9], capitulo II, pardgrafo 5, Teorema 5.4, temos o Teorema 3.4:
Teorema 3.4. S, é uma subvariedade de J'(X,Y), com codim S, = (m—c+7r)(n—c+r),
onde ¢ = min {m,n}.

Temos a Definigao 3.9, segundo [34], capitulo 1, terceiro paragrafo.

Definicao 3.9. 1. Uma aplicacao diferencidvel f : X — Y diz-se uma imersao se a

derivada df, : T,X — Tyy)Y € injetiva para cada p € X.

2. Uma aplicagao diferencidvel f : X — Y diz-se uma submersao se a derivada

dfy : T,X — Typ)Y € sobrejetiva para cada p € X.

Teorema 3.5. 1. Sedim X < dim Y, entdo [f]p rp) = 0p € So para todo p se, e

somente se, f é uma imersao.

2. Sedim 'Y < dim X, entdo [f]p sp) = 0p € So para todo p se, e somente se, f €

uma submersao.

3. Sedim X =dim Y, entdo [f]p,rp) = 0p € So para todo p se, e somente se, f ¢ um

difeomorfismo local.

Demonstracao.

1. dm X <dmY
o, € So, Vp < coposto (0,) =0, Vp < postodf, =dim X, Vp < dim Im df, =
dim X, Vp & dimImdf, =dimT,X, Vp & dimkerdf,=0, Vp & kerdf,=
{0}, Vp < df, é injetiva, Vp < f é uma imersao.

2. dimY <dim X
o, € Sy, Vp < coposto (0,) =0, Vp < postodf, =dimY, Vp < dim Imdf, =
dimY, ¥V p & dim Im df, = dim Typ,)Y < Imdf, =Ti,)Y, Vp & df, ¢

sobrejetiva, V p < f é uma submersao.
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3. dimY =dim X
o, € Sy, Vp < coposto (0,) =0, Vp < postodf, =dim X =dimY, Vp & df,

¢ um isomorfismo, V p. Pelo Teorema da Funcao Inversa (Teorema 2.2), existe

U C X, U aberto, com p € U, tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo.

]

Conforme [9], capitulo II, primeiro pardgrafo e [7], capitulo 1, temos a Defini¢ao

3.10:

Definicao 3.10. 1. Um ponto p € X diz-se um ponto singular de f quando a deri-
vada df, : T,X — Ty,)Y nao tem posto mdzimo.

2. O conjunto dos pontos singulares de f, denotado por ¥ f, é chamado conjunto
singular de f. A imagem do conjunto singular, f(Xf), é chamado conjunto de
ramificag¢do, conjunto de bifurcacdao ou conjunto de contorno aparente
de f e € denotado por Bf.

3. Um ponto p € X diz-se um ponto regular de f quando p ¢ f .

4. Um ponto q € Y diz-se um valor regular de f se f~'(q) contém apenas pontos

requlares.

Definicao 3.11. Dizemos que f : X — Y tem uma singularidade do tipo S, em
p € X se posto df, = min {dim X, dim Y} —r. Denotamos por S,(f) o conjunto dos

pontos p € X tais que f tem uma singularidade do tipo S, em p.

Observacao 3.2. De acordo com o Teorema 3.5, no caso em que dim X =dim Y =n,
temos:
So(f) =A{pe X : ftem singularidade do tipo Sy em p}
= {p € X : posto df, = n}
= {p € X : df, tem posto mézximo}
={p € X :p é ponto regular de f}.

Logo, neste caso, f nao tem singularidades do tipo Sy.

Proposigao 3.4. S.(f) = (51 f)71(S,).

Demonstragio. Seja ¢ = min {dim X,dim Y}. Entao:

p€S.(f) & postodf, =c—r < postoo,=c—r < c— postoo, =1 &
coposto o, =1 & 0, €S8, & (J1f)p) €S, & pe(Gf)HS,).

Assim, S,(f) € (G F)1(S,) e GLF)7N(S,) € So(f).

Portanto, das duas inclusoes segue a igualdade. O]
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A Figura 23 ilustra a Proposi¢ao 3.4.

Figura 23 - S,.(f) = (1)~ 4(S,)

itf

% /\ JHX, V)

Fonte: Imagem produzida pelo autor

As justificativas para o Teorema 3.6 podem ser encontradas em [9], capitulo VI,

primeiro paragrafo.

Teorema 3.6. S,(f) ¢ uma subvariedade de X e codim S,(f) = codim S, = r*+er, onde

e= |dim X —dim Y]|.

Observacao 3.3. A codimensdo de S, apresentada no Teorema 3.6, apesar de expressa

de outra maneira, coincide com a codimensdao apresentada no Teorema 3.4.

As aplicagoes dadas nos exemplos a seguir apresentam singularidades, no méximo,
do tipo Si, ja que o conjunto singular ou ¢é vazio ou é formado por curvas, isto é, por
subvariedade de codimensdo (e dimensao) 1. Lembremos que se f : R? — R? é uma funcio
dada por f(z1,z9) = (fi(x1,22), fo(x1,22)), entdo, em cada ponto p = (1, x2), a matriz

jacobiana de f é dada por

df1 dfr
Txl (P) 37:2 (P)

Jf(p) = ) ;
aj;j(p) ai(p)

Exemplo 3.1. Consideremos a aplicagio f : R? — R? dada por f(x1,22) = (11,22). A

matriz jacobiana de f, em cada ponto p = (x1,xs), € dada por

Jf<p>=[;f],

que tem posto mdzximo. Assim, f nao tem ponto singular.
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Exemplo 3.2. Consideremos a aplica¢io f : R* — R? dada por f(z1,xs) = (21, 73). Para

cada p = (x1,72) € R? a matriz jacobiana de f é dada por

Jf(p) = [é 222 ]

Assim, seque que:
p = (1, 22) € R? é ponto singular de [ < df, nao tem posto méaximo < posto df, #
2 & 25=0 < péda forma (z1,0) < p pertence ao eixo .

Portanto, ¥ f = {(x1,0) : 21 € R}.

Exemplo 3.3. Consideremos a aplicacdo f : R* — R? dada por f(x1,x) = (21, 1170+ 73).

Para cada p = (z1,12) € R?* a matriz jacobiana de f é dada por

1 0

Ty T + 373

Jf(p) = [

Assim, seque que:
p € R? é ponto singular de f < df, nao tem posto mazximo < posto df, # 2 <
322+x1 =0 & péda forma (—3x3,13) < p pertence a pardbola indicada na Figura
27.

Portanto, Yf = {(—322%,x5) : o € R}.

Exemplo 3.4. Sejam py = (0,0,1) € R3, II C R® o plano que contém a origem e é
ortogonal a py e ™ : R® — R? a projecio sobre o plano I1. Consideremos a esfera S* C R?
e f:S?* - R? dada por f = w|s2. Para cada p € S?, o plano tangente a S* em p é dado
por
T,8* = {v € R*: (v, p) = 0},

isto €, T,S* é o plano ortogonal a p. A derivada de f em p € S?, df,, € a restricio de
ao plano T,S*. Assim, um ponto p € T,S* é singular se, e somente se, T,S* é ortogonal
ao plano 11, isto €, se, e somente se, p estd no equador de S*. Portanto, nesse caso, Lf ¢é

o equador da esfera (veja Figura 24).

Exemplo 3.5. Consideremos, agora, o toro T? e g : T? — R? a restricio da projecio
a T? (como no Exemplo 3.4). Andlogo ao Exemplo 3.4, um ponto p € T? € singular se,
e somente se, o plano tangente é ortogonal ao plano 11, isto é, o conjunto singular é o

conjunto indicado na Figura 24.

3.4 APLICACOES UM-GENERICO

Nesta secao, definiremos as aplica¢oes um-genérico, que ganharao centralidade nas

discussoes que seguem. A partir dai, faremos uma analise das possiveis singularidades
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Figura 24 — Os conjuntos singulares referidos nos Exemplos 3.4 e 3.5 estdo destacados em
vermelho

Fonte: Imagem produzida pelo autor

que tais aplica¢oes podem conter, obtendo um resultado de extrema relevancia para este
trabalho, contido no Teorema 3.9, que caracteriza os pontos singulares que poderao se

apresentar em nosso contexto.

Passaremos, na sequéncia, a um estudo da expressao local das aplicagoes, nos
referidos pontos singulares, o que trara embasamento para uma série de outros resultados

fundamentais na construgao deste texto.

Definicao 3.12. Sejam f: X — Y, W uma subvariedade deY e p € X. Dizemos que f

intersecta W transversalmente em p (e denotamos por f MW em p) se, ou
a) f(p) ¢ W ou
b) f(p) eWe Tf(p)Y = Tf(p)W + dfp(TpX)

Se A € um subconjunto de X, entao f intersecta W transversalmente em
A (e denotamos por f M W em A) se f M W em p, para todo p € A. Finalmente, f

intersecta W transversalmente (e denotamos por f A W) se f AR W em X.

Definicao 3.13. Um conjunto residual é o complemento de um conjunto magro num

espaco métrico completo.

O préximo resultado, devido a Thom, serda usado na demonstracao do Teorema 3.8.

Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [9], Teorema 4.9 do capitulo 2.

Teorema 3.7. (Teorema de Transversalidade de Thom)

Dado k € N, se W ¢é uma subvariedade de J*(X,Y), entdo o conjunto Ty definido
por
Tw = {f € C®(X,Y) : j*f f W}

¢ um subconjunto residual de C*°(X,Y"), na topologia C* de Whitney.

Definicao 3.14. Dizemos que uma aplicagio f : X — Y é um-genérico se j* f ® S,V r.
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Teorema 3.8. O conjunto das aplicacoes um-genérico de X em'Y € um subconjunto denso
de C*(X,Y), na topologia C* de Whitney.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.4, temos que, para todo r, S, é uma subvariedade de
JYX,Y). Pelo Teorema 3.7, o conjunto das aplicagoes um-genérico é um subconjunto
residual de C*°(X,Y"). Portanto, como C*(X,Y’) é um espago de Baire (pela Proposigao
3.3), temos que o conjunto das aplicagoes um-genérico é denso, na topologia C* de

Whitney. n

Estamos interessados, de maneira especifica, no estudo de aplica¢gbes um-genérico
f: X =Y, de classe C*, em que X e Y sao variedades de classe C*°, com dim X =
dim Y = 2. Portanto, daqui até o final da secao, X e Y denotarao superficies de classe
C™>. Neste caso, mediante o Teorema 3.6, temos codim S,(f) = codim S, = r?, uma vez

que e = 0. Assim, investigando as singularidades do tipo S, que f pode conter, temos:

Observacao 3.4. 1. f ndo possui singularidades do tipo Sy, em virtude da Observagdo
3.2;

2. codim Si(f)=12=1 = dim Si(f) =1 = Si(f) € formado por curvas = para
cada p € S1(f), T,51(f) € uma reta;

3. codim Sy(f) =22 =4 = este caso nao pode ocorrer, tendo em vista que Sa(f) €

uma subvariedade de X e dim X = 2.

Dessa maneira, as Unicas singularidades de f sao do tipo Si, donde segue que

Yf = 51(f). Além disso, por defini¢do, temos que:

Si(f) ={pe X : f tem singularidade do tipo S; em p}
= {p € X : posto df, =1}
={pe X : dim ker df, = 1}.

Isso mostra que, para cada p € X f, ker df, ¢ uma reta. Assim, dado p € X f, ou
o nucleo de df,, coincide com o espaco tangente a X f em p, ou a soma direta desses dois

espagos gera o espaco tangente a X em p.

A Figura 25 ilustra uma aplicacdo f : X — R2 em que X é uma superficie, e
destaca dois pontos distintos do conjunto singular X f, p e ¢, com caracteristicas diferentes:

em ¢, vale a primeira situacao descrita no paragrafo anterior, enquanto em p vale a segunda.

Portanto, vale o seguinte resultado:

Teorema 3.9. Para cada p € X f uma, e apenas uma, das sequintes situagoes deve ocorrer:

a) T,2f @ ker df, =T,X.
b) T,Xf = ker df,.
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Figura 25 — Conjunto singular e conjunto de ramificagdo de uma aplicacao

flq) f(p)

Fonte: Imagem adaptada de Bretas ([35])

Defini¢ao 3.15. Dizemos que p é um ponto de dobra quando a) ocorre e dizemos que

p € um ponto de cuspide quando b) ocorre.

Faremos agora uma analise dos Exemplos 3.2 e 3.3 da secao 3.3, a fim de situa-los

quanto ao Teorema 3.9 e a Definicao 3.15.

Com respeito a aplicagao do Exemplo 3.2, podemos entender que estamos mapeando
o plano (z1,23) através de uma aplicacdo auxiliar ¢ : R? — R3, dada por (zy,25) —
(71, 2,73), que tem como grifico um paraboloide cilindrico (repare que, para cada
fixado, temos, no plano x = z1, a pardbola z3 = z2). E, em seguida, estamos fazendo a

projecao do paraboloide no plano (x1, z3). (Figura 26)

Figura 26 — Forma local dos pontos de dobra

X3

— . -,

Fonte: Imagem retirada de [9]
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Conforme ja calculado no exemplo, ¥ f = {(z1,0) : z; € R}.

Portanto, para p € X f fixado, temos:

1. T,Xf = eizo ;.

De fato, usando para a curva do conjunto singular a parametrizacao p(z) = (x,0),

temos:

p'(z) = (1,0) = vetor diretor da reta tangente a X f em p.

5 I

) 0 ‘

3. Para encontrarmos ker df,, devemos buscar os vetores (z1,75) € R? tais que

[Jf(p)](x1,22) = (0,0), ou seja, tais que (z1,0) = (0,0). Por conseguinte, ker df, =

{(z1,29) € R? 2y =0} = eiwo 5.

2. Jf(p) = [ b

0 0] = [Jf@(x1,22) = [ 1 O]

00

Isso mostra que os pontos singulares da aplicagdo do Exemplo 3.2 cumprem a

condigao estabelecida no Teorema 3.9, item a), e sdo, portanto, pontos de dobra.

Por outro lado, com respeito a aplicagdo do Exemplo 3.3, usando um raciocinio
semelhante, podemos entender que estamos mapeando o plano (zy,z3) através de uma
aplicacao auxiliar ¢ : R? — R3, dada por (z1,xs) + (71,9, 1179 + 23). E, em seguida,
estamos fazendo a projecdo do grafico no plano (xq, x3).

Repare que, para cada z; fixado, temos, no plano x = 1, a cibica z3 = z 25 + 5.
8—:3 = 323+ 1. Para z; > 0, a ciibica nio tem pontos criticos. Para x; = 0, existe
um ponto 2Critico que representa a inflexao da curva. Para x; < 0, existirao dois pontos

Assim,

criticos, um maximo e um minimo local. (Figura 27)
Conforme j4 calculado no Exemplo 3.3, X f = {(—3z3,x5) : o € R}.

Portanto, para p = (0,0) € X f, temos:

1. T,Xf = eixo xs.

De fato, usando para a curva do conjunto singular a parametrizacao p(y) = (—3y2, ),

temos:

p'(y) = (—6y,1) = p'(0) = (0,1) = vetor diretor da reta tangente a X f em p.

10 10 T 1
-2~ o] [2]-] ]

3. Para encontrarmos ker df,, devemos buscar os vetores (z1,x5) € R? tais que
[Jf(p)|(z1,22) = (0,0), ou seja, tais que (z1,0) = (0,0). Por conseguinte, ker df, =

{(z1,79) € R* z1 =0} = eizo zo.
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Figura 27 — Forma local dos pontos de cispide

SS(S)) = {1 = (=315, —2r7)) * R

nnrma[t'orm for a cusp point
(X, 23 b+ (20, Xy2g + 22"

global copfdinates for X
(%, ¥adips (2, xg, Xyxg + 2g0)

X1 - - LR

Xy
e

-

S0 ) (in coordinates)

/ ={x;=—3x,7

Fonte: Imagem retirada de [9]

Isso mostra que a aplicagao do Exemplo 3.3 tem um ponto que cumpre a condigao

estabelecida no Teorema 3.9, item b), sendo, portanto, um ponto de cispide.

Fazendo uma andlise semelhante para os pontos p # (0,0) € X f, obtemos como
espaco tangente a X f em p uma reta concorrente com o eixo xs, mostrando que o ponto

de cuspide é apenas o vértice da parabola e os demais pontos desta curva sao pontos de
dobra.

Fica claro, portanto, que os pontos de dobra surgem quando, de fato, a superficie
“dobra sobre si mesma” e que os pontos de cuspide aparecem na “intersecao” de duas
curvas de dobra, de maneira que estes ultimos serdo sempre pontos isolados (com relagao

a outros pontos de cuspide).

O préoximo resultado estabelece algumas expressoes em coordenadas locais especiais
para cada ponto (regular, dobra e ctspide), chamadas formas normais. As formas
normais se configuram como referéncias importantes no presente estudo e serao utilizadas
para justificarmos alguns dos resultados futuros. Para detalhes sobre essas formas, consultar

[9], capitulo VI, segundo paragrafo. De acordo com esta referéncia, temos o Teorema 3.10:

Teorema 3.10. Dados f € C*(X,Y) uma aplicagio um-genérico e p € X, é possivel
escolhermos sistemas de coordenadas locais (x1,23) e (y1,y2), centrados em p e ¢ = f(p),

respectivamente, tais que a expressio de f em coordenadas locais tem uma das sequintes
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representagoes:

1. (1, 29) — (Y1, y2) = (x1,29) — ponto reqular
2. (z1,m9) — (y1,vy2) = (71, 23) — ponto de dobra
3. (w1, 22) V> (y1,y2) = (21, 31709 + 23) — ponto de cispide

Observagao 3.5. Uma aplicagio f € C*(X,Y), em geral, pode ter uma cispide que nao
tem expressao local como descrita no Teorema 3.10. As cuspides de f que tem expressao
local como a do item 3. do Teorema 3.10 sdo chamadas, em geral, de ciuspide simples
(veja, por exemplo, [9], paragrafo 2 do capitulo VI e Sadykov ([36]), se¢io 1.4). No que

seque, cuspide significard cuspide simples.

A partir de agora, no que seguird, sempre que tratarmos de pontos (ou curvas)
de dobra e pontos de cuspide, teremos em mente as formas normais apresentadas, cujas

estruturas aparecem simplificadas na Figura 28, com vistas a facilitar o entendimento.

Figura 28 — Formas locais dos pontos de dobra e ctspide

dobra cuspde’

/ // /77

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Observacao 3.6. Reparemos que, na Figura 28, as superficies que representam as formas
normais aparecem rotacionadas, com relacao as Figuras 26 e 27, e que estdo sendo
representadas nao as formas normais das aplicacoes f em si, mas as projecoes anteriormente
mencionadas, que serao denotadas por w¢. Tais projecoes tém, em cada caso, o mesmo
conjunto singular associado d forma normal de f e, em alguns momentos sequintes, serao

elas que estudaremos.

Veremos alguns resultados que nos auxiliarao a caracterizar o conjunto singular de

uma aplicacao.
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Observacao 3.7. Notemos, inicialmente, a partir das formas normais, que uma curva

singular separa, localmente, a superficie em duas regioes, conforme Figura 29.

Figura 29 — Separacdo local da superficie por uma curva do conjunto singular

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Além disso, as curvas do conjunto singular nao terdo intersegoes, nem entre duas
curvas distintas, nem autointersecoes. Essa percepcao é importante para a construcao do

raciocinio que Seque.

Teorema 3.11. Dada f € C*(X,Y), um-genérico, o conjunto singular de f, X f, é um

congjunto fechado.

Demonstrag¢io. Consideremos uma aplicacdo f: X — Y e tomemos p € (X \ Xf), um
ponto regular de f. Logo, por definicao, df, : T,X — T},)Y é uma aplicagao de posto
méximo entre espacos vetoriais de mesma dimensao. Assim, df,, ¢ um isomorfismo e, pelo
Teorema da Funcao Inversa (Teorema 2.2), existe U C X, U aberto, com p € U, tal que
f:U — f(U) é um difeomorfismo. Dessa maneira, para cada ¢ € U, df, ¢ um é um
isomorfismo, o que mostra que g € U é um ponto regular de f (¢ € (X \ £f)). Portanto,
U C (X \Xf), oque implica que (X \ Xf) é aberto, mostrando que Xf é um conjunto
fechado. O]

A partir da Observagao 3.7 e do Teorema 3.11, analisemos algumas possibilidades

para as curvas que compoem o conjunto singular.

As possibilidades apresentadas nas Figuras 30 e 31 nao podem ocorrer, uma vez

que o conjunto singular é fechado.

A situacao apresentada na Figura 32 nao pode ocorrer, sob pena de nao se efetivar
a separacao local da superficie em duas regices, conforme previsto na Observagao 3.7 e

ilustrado na Figura 29.

Proposicao 3.5. Se X é compacto e f € C*(X,Y) é um-genérico, entao S f tem uma

quantidade finita de componentes conexas.
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Figura 30 — As duas extremidades abertas

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Figura 31 — Uma extremidade aberta e a outra fechada

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Figura 32 — As duas extremidades fechadas

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Demonstracao. Pelo Teorema 3.11, X f é fechado e, assim, é compacto, ja que X é compacto.
Portanto, ¥ f tem uma quantidade finita de componentes conexas, como qualquer espaco

compacto. O]

Portanto, vale o Teorema 3.12.

Teorema 3.12. Seja f: X — Y uma aplicacao um-genérico, de classe C*, em que X e
Y sdo superficies de classe C*°. Entdo, o conjunto singular de f, Xf, € formado por uma

quantidade finita de curvas fechadas, simples e disjuntas em X.
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Observacao 3.8. FExiste uma diferenca no numero de pré-imagens associadas aos pontos
que se encontram em regioes distintas do plano, separados por uma curva do conjunto

de ramificagao. Isso pode ser observado na Figura 33. Reparemos que f(x1) = f(z2) =

fz3) =y.

Figura 33 — Pré-imagens dos pontos separados por uma curva do conjunto de ramificagdo

Fonte: Imagem adaptada de Souza ([37])

Além das condigoes para f expressas no Teorema 3.12, consideremos agora que as

superficies sao fechadas, orientadas e conexas.

Pode acontecer de X \ X f nao ser um conjunto conexo. Mesmo assim, as curvas

do conjunto singular de f irdo separar a superficie em componentes conexas de X \ X f.
Tomemos C' C X \ ¥f uma componente conexa e p € C. Logo:
df, ¢ um isomorfismo = det df, # 0.

Assim, devemos ter ou det df, > 0,V p € C, ou det df, < 0,V p € C, pois, caso
contrario, se existissem pontos pi,ps € C tais que det df,, > 0 e det df,, < 0 teriamos,
pelo Teorema do Valor Intermediério, det df, = 0 para algum ponto p da componente

conexa, 0 que seria uma contradigao.

Além disso, como f é um difeomorfismo local numa vizinhanga de um ponto regular
p, com base em [22], capitulo 2, proposigoes 2.3.4 e 2.4.4, det df, > 0 significa que f

preserva a orientagao, enquanto det df, < 0 significa que f inverte a orientacao.

Observacao 3.9. Importante observar, a partir das formas normais, que, quando “passa-
mos de uma componente conexa para outra”, se, na primeira componente, a orientacao
era preservada por m¢, entao, na sequnda, a orientacdo serd invertida e vice-versa. Veja
Figura 34.
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Figura 34 — Mudanca de sinal na passagem de uma componente conexa para outra

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Vamos atribuir um sinal “+7 as regioes que tém sua orientacdo preservada por f e
um sinal “-7 as demais regides, cuja orientacao € invertida. Além disso, iremos denotar

por Xt (X~ ) a uniao de todas as regioes positivas (negativas) do complemento X \ L f.

3.5 APLICACOES ESTAVEIS

Apresentaremos, nesta secao, a definicdo de aplicacao estavel, bem como a relacao

destas aplicagoes com as aplicagoes um-genérico.

Além disso, indicaremos um critério para decidir se uma aplicagdo é ou nao estavel

observando o seu conjunto singular e o seu conjunto de ramificacao.

Denotemos por Dif(X) o conjunto de todos os difeomorfismos de classe C*> de

uma variedade X, de classe C'*°.

Definigao 3.16. Sejam X e Y wvariedades de classe C*°. Dadas f,g € C*(X,Y), dizemos
que f e g sao equivalentes, e denotamos por f ~ g se existirem ¢ € Dif(X) e ¢ € Dif(Y)

tais que g =1 o f o ¢~ L, ou seja, tais que o diagrama abaizo comuta.

x-1l.y

¢ (4

Proposicao 3.6. A relacio ~, na Definicio 3.16, ¢ uma relacdo de equivaléncia.
Teorema 3.13. Sejam f,g € C®(X,Y) duas aplicagoes equivalentes. Se ¢ € Dif(X)
e ¢ € Dif(Y) sdo tais que g = o fo ¢!, entdo ¢(Xf) = Xg, ¢(X \ Bf) = X \ Xy,
V(Bf)=Bg ep(Y\Bf) =Y\ Bg.
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Demonstragcio. Dado p € X temos, pela regra da cadeia, que

dgspy = d(W o f o ¢ gy = dibp) o df, o d¢¢_s(1p)-

Como ¢ e ¢! sdo difeomorfismos temos que dips(,) e d¢;é)) sao isomorfismos e, assim,
dge(p) € df, tém o mesmo posto, ja que composigao com isomorfismo nao altera o posto.
Logo, p € 3f se, e somente se, ¢(p) € Xg. Portanto, p(Xf) =Xg e (X \ Zf) = X \ Zg.

Além disso,

V(Bf) =(f(Ef) =vo f(Ef) = god(Xf) = g(o(Xf)) = 9(Xg) = By

Y\ Bf) =)\ (Bf) =Y\ By,

concluindo a demonstracao. O]
Exemplo 3.6. Dado € > 0, consideremos as fungoes f,g,h € C*(R,R) definidas por
fx)=2% glx)=2°+er e h(x)=2"—cx.

Notemos que Sf = {0}, Bg=0 e Xh = {—\/8/3, \/5/3}. Portanto, pelo Teorema 3.13, f
nao é equivalente a g e nem a h.

Como consequéncia do Teorema 3.13 temos os seguinte resultado.

Corolario 3.1. Se X ¢é compacto e f,g € C°(X,Y) sdo duas aplica¢oes equivalentes,

entao os sequintes pares de conjuntos tém o mesmo numero de componentes coneras:

1. Sf e Xg.
2. Bf e By.

3. X\Sf e X\ Xg.
4. Y\ Bf eY\ By.

Exemplo 3.7. As projecoes f e g, apresentadas na Figura 35, ndo sio equivalentes. De
fato, X f tem uma componente conera e Xg tem trés componentes conexas. Poderiam ser
analisados também os conjuntos de ramificacdo, que apresentam quantidades diferentes de

componentes conexras.

Corolario 3.2. Sejam X e Y superficies e f,g € C®(X,Y) aplicagées um-genérico
equivalentes. Se ¢ € Dif(X) e 1 € Dif(Y) sao tais que gop =1 o f ep € Bf, entao

1. p é ponto de dobra de f se, e somente se, ¢(p) € ponto de dobra de g.
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Figura 35 — Projegoes da esfera no plano

----------------
————
Sl -

Fonte: Imagem adaptada de Mendes de Jeus ([38])

2. p é ponto de ciuspide de [ se, e somente se, ¢(p) é ponto de ciuspide de g.

Demonstragio. Seja p € Xf. Dado v € Ty, X, existe u € T, X tal que v = dg,(u), pois

d¢, ¢ sobrejetora. Dal, e pela regra da cadeia,

dga(p) (V) = dgap)(dp(u)) = d(go¢)p(u) = d(¥po f)y(u) = dbsey(dfp(u)) = di sy o dfp(u).

Assim, u € ker(df,) se, e somente se, v = do,(u) € ker(dgg(p)), pois dip s € injetora. Logo,
dop(ker df,,) = ker dgg(p).-

Seja, agora, v : (—9,d) — Xf uma curva tal que y(0) = p e 7/(0) # 0. Temos,
pelo Teorema 3.13, que ¢ oy é uma curva em Xg. Além disso, ¢ o v(0) = ¢(p) e

(¢ 07)'(0) = de,(7'(0)) # 0. Como ~'(0) gera T,Xf temos que do,(7'(0)) gera Ty, Xg e
assim doy,(T,Xf) = Ty 2g.

Para concluir a demonstragao basta notar, pela linearidade de d¢,, que
Aoy (T2 f + ker df,) = Ty Xg + ker dgg(p)
e usar que isomorfismo preserva a dimensao de subespagos. O

Exemplo 3.8. Pelo Corolario 3.2, nenhum par tomado entre as fungoes f, g e h, sendo
f,g,h : R? = R? dadas por

f($1,$2) = (9517$2)7 9(951,%) = (xhxg) € h(xl,@) = (ml,xlxg +$3)

¢ composto por fungoes equivalentes (veja o Teorema 3.10, os Exemplos 3.1, 3.2 € 3.3, e a
discussao feita apds o Teorema 3.9). De fato, Xf =0, Xg s6 tem pontos de dobra e Zh

além de pontos de dobra tem um ponto de cispide.
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Defini¢ao 3.17. Dizemos que f € C*(X,Y) é estdvel se existir uma vizinhanga W de
f na topologia C'*° de Whitney tal que, para toda g € W, vale a relagao f ~ g.

Exemplo 3.9. A funcio f: R — R, dada por, f(x) = x3 ndo é estdvel. De fato, para
e > 0 pequeno, a funcao g apresentada no Fxemplo 3.6 € uma perturbacdo de f e ndo é

equivalente a f.

Denotemos por £(X,Y) o subconjunto de C*°(X,Y’) formado por todas as aplica-
goes estaveis. O conjunto £(X,Y’) é sempre aberto, independente de X e Y. Além disso,
dependendo de X e de Y pode acontecer que £(X,Y) = 0 (veja a discussao feita em [9],

secao 6 do capitulo VI). No entanto, para superficies, temos Teorema 3.14.

Teorema 3.14. Se X e Y sao superficies, entao E(X,Y) é um subconjunto aberto e denso
de C*(X,Y), na topologia de Whitney.

Demonstragio. Seja f € £(X,Y). Por defini¢do existe um aberto W C C*(X,Y), com
f € W, tal que para todo g € W tem-se f ~ g (veja as Definigdes 3.16 e 3.17). Pela
transitividade da relacdo ~, temos que W estda contido em £(X,Y). Logo, £(X,Y) é

aberto.

Além disso, que £(X,Y) é denso segue do fato que dimX = dimY = 2 e da

discussao feita em [9], segdo 6 do capitulo VI. O

Teorema 3.15. Sejam X e Y superficies. Se f € E(X,Y) e W C C®(X,Y) ¢é aberto tal
que f € W, entao existe g € W um-genérico tal que g ~ f.

Demonstracio. Segue dos seguintes fatos: a classe de f é um conjunto aberto; intersecao
de dois abertos é um aberto; e o conjunto das aplicagoes um-genérico é denso (Teorema

3.8). m

Pelo Teorema 3.15, para cada aplicacao estavel f : X — Y, entre superficies, ¢é
possivel tomar uma aplicagdo um-genérico g : X — Y, suficientemente proxima de f, tal
que f e g sdo equivalentes. Assim, podemos considerar g, em vez de f, e usar os resultados
da Secao 3.4.

Para concluir este capitulo apresentaremos um resultado que estabelece um critério
pratico para decidir se uma aplicacao f € C*(X,Y’), onde X e Y sao superficies, é estavel.

Para isso precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 3.18. Sejam X e Y superficies, f € C*(X,Y), ¢ € Bf e p1,ps € Zf.

Dizemos que

1. q é um ponto simples quando f~'(q) N f é um conjunto unitdrio.
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2. q é um ponto duplo quando f~'(q) N f tem exatamente 2 elementos.

3. p1 e py sdo transversais quando f(p1) = f(p2) =qo €
ToY = dfpl(TPIEf) © dfp, (szzf)'

A condicao de p; e py serem transversais significa que, no caso em que p; e po
sao pontos de dobra, o conjunto de ramificacdo se autointersecta transversalmente no
ponto ¢ = f(p1) = f(p2), no seguinte sentido: sejam ; e 72 curvas em Lf tais que
71(0) = p1, 12(0) = p2 e os tragos de y; e de 72, denotados por C; e Cy, sejam vizinhangas
locais, em X f, de p; e py, respectivamente. Nesse caso, as retas tangentes a f(C;) em g,
T,f(C;i), i = 1,2, se intersectam transversalmente, isto é, T,Y =T, f(Cy) & T, f(Cs). Isso

é consequéncia da definicao de pontos transversais e da seguinte proposicao.

Proposicao 3.7. Se p € Xf ¢ ponto de dobra, entao df,(T,Xf) = T Bf.

Demonstragio. Sejam v € T,Xf e v : (—0,0) — Xf curva em Xf tal que v(0) = p e

7' (0) = v. Temos f o~ é uma curva em Bf e

dfy(v) = dfy(v'(0)) = (f 07)'(0) € Ty BY.

Logo, df,(T,Xf) C Ty Bf.

Reciprocamente, sejam v € Ty, Bf e v : (=6,0) — Bf curva em Bf tal que

v(0) = f(p) e v/(0) = v. Temos que C = f~H(y(=4,0)) NI f é tal que f(C) = ~(=6,0).
Sejam 7 : (—0,6) — C tal que y(t) = f(5(¢)). Assim, 7'(0) € T,Xf e

v="7"(0) = (f o 9)(0) = df,(3(0)) € dfyp(T,2f).

Logo, Ty Bf C df,(T,Xf), o que conclui a demonstragao. O

Finalmente, podemos enunciar um critério para uma aplicagao ser estavel. Para
uma discussdo mais aprofundada do assunto veja, por exemplo, as referéncias: [9], pardgrafo
6 do capitulo VII; [10], Teorema 5.3 do capitulo 1 e [36], secao 1.4.

Teorema 3.16. Sejam X e Y superficies. Uma aplicagio f € C®(X,Y) € estavel se, e

somente se, as trés condicoes sequintes sdo satisfeitas:

1. Xf € composto por pontos de dobra e pontos de cuspide.
2. Os pontos de Bf sdo pontos simples ou sdo pontos duplos.

3. Se q € Bf é um ponto duplo e f~ (q) NS f = {p1,p2}, entdo p1 e py sio pontos de

dobra transversais.
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A Figura 36 ilustra duas projecoes da esfera no plano. A imagem da esquerda
representa uma aplicagao nao estavel, por nao atender ao item 3 do Teorema 3.16, uma
vez que as curvas T e T” do conjunto de ramificacao, imagens de S e S’, respectivamente,
coincidem, de modo que os pontos duplos nao sao transversais. A imagem da direita, por

outro lado, representa uma aplicagao estavel.

Figura 36 — Projecoes da esfera no plano

Fonte: Imagem retirada de [9]
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4 GRAFOS DE APLICACOES ESTAVEIS DE SUPERFICIES FECHA-
DAS NO PLANO

Neste capitulo, estamos interessados em identificar um invariante topoldgico, do
ponto de vista global, para as aplicacoes estaveis f € C°(X,R?), em que X ¢ uma
superficie fechada, de classe C'™, orientada e conexa (condigbes que consideraremos neste
capitulo). Neste caso, tal invariante nos permitird dizer quando duas aplicagoes estaveis

nao sao equivalentes entre si, conforme a Defini¢ao 3.16.

A identificacdo deste invariante nos possibilitara, por exemplo, distinguir duas
aplicacoes estéveis f e g, ndo equivalentes entre si, cujos conjuntos de ramificacao f(Xf) e
g(Xg) sao idénticos. Um exemplo pode ser observado na Figura 37. As curvas na superficie
sao o conjunto singular da projecao da superficie no plano. Apesar de terem os conjuntos
de ramificagao idénticos, essas proje¢des nao sao equivalentes, como veremos no exemplo

ilustrado pela Figura 42, no final do capitulo.

Figura 37 — Aplicacoes estaveis da esfera no plano, com conjuntos de ramificacdo idénticos
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Fonte: Imagem retirada de [30]

As referéncias principais para este capitulo sao [30], [38] e Mendes de Jesus ([39]).

4.1 GRAFOS ASSOCIADOS A UMA COLECAO DE CURVAS FECHADAS EM UMA
SUPERFICIE

No intuito de obtermos o invariante desejado, apresentaremos uma técnica para
associar grafos (com peso) a colegbes de curvas fechadas em uma superficie, o que nos

dard um método para associar um grafo a uma aplicagao estavel.

Seja X uma superficie e C uma colecao finita de curvas fechadas, simples e disjuntas
em X. O complemento X \ C é a unido disjunta de regides conexas, cujas fronteiras sao

formadas por curvas do conjunto C.

Defini¢ao 4.1. Dado um par (X,C), o grafo associado G ¢ definido da sequinte forma:

1. a cada regiao U de X \ C fazemos corresponder um vértice v de G.
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2. a cada curva o de C fazemos corresponder uma aresta a de G.

3. um vértice v recebe o peso g(v) =t se a regiago U de X \ C, correspondente a v, tem

género g(U) = t.
4. uma aresta “a” € incidente com um vértice v se, e somente e, a CuTVG Q¢ COTTESPON-
dente a “a” esta na fronteira da regiao U correspondente a v.
A partir das regras de associacao estabelecidas, segue que:
1. a relacao de adjacéncia entre os vértices de G é dada em fungdo da relagao de
adjacéncia entre as regides de X \ C.

2. o numero de arestas conectando dois vértices é estabelecido pelo nimero de curvas

de C que separam as duas regioes correspondentes.

3. um laco ocorre quando uma curva ¢ componente de bordo de uma tunica regiao.

A soma total dos pesos dos vértices de um grafo G, Yg(v), sera denotada por

W(Q).

As Figuras 38, 39 e 40 ilustram exemplos de grafos associados a superficies com

curvas.

Figura 38 — Grafos associados a esfera e ao toro, com os respectivos conjuntos de curvas destacados

Fonte: Imagem produzida pelo autor

Figura 39 — Grafo associado a um 2-toro com um conjunto de curvas

Fonte: Imagem retirada de [30]
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Figura 40 — Grafo associado a uma superficie com curvas
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Fonte: Imagem retirada de [39]

Definicao 4.2. Dadas C; e Cy duas colegoes de curvas fechadas, simples e disjuntas sobre
X e Y, respectivamente, dizemos que os pares (X,Cq) e (Y,Cs) sao equivalentes quando

existe um difeomorfismo de X em'Y que leva C; em Cs.

Teorema 4.1. Se (X,C1) e (Y,Cy) sao equivalentes, entao os grafos associados aos

respectivos pares sao isomorfos.

Demonstragio. Sejam (X,Cy) e (Y,Cs) pares equivalentes, e G; e Go 0s respectivos grafos
associados. Logo, deve existir um difeomorfismo ¢ : X — Y tal que ¢(C;) = Cy. Assim, as
componentes conexas de C; sao levadas, de maneira biunivoca, nas componentes conexas
de Cy, mostrando que C; e Cy tém o mesmo nimero de curvas e, portanto, G; e G5 tém o

mesmo numero de arestas.

Para mostrar que G; e G5 tém o mesmo numero de vértices, precisaremos da

igualdade (X \ C1) = ¢(X) \ ¢(C1). De fato,

yepX)\p(C) =yepX)eydp(C) =Tz e X\C; y=9p) =>ycE
P(X\Cy).
Portanto, p(X) \ ¢(C1) C (X \ Cy).

Por outro lado,

y € o(X\C)=3Jxe X\C ; y= ¢(x). Suponhamos, por absurdo, que
y = ¢(z) € ¢(Cy). Como x ¢ Cy, deve existir ¢ # x € C; ; ¢(c) =y = p(z), 0o que
contradiz o fato de ¢ ser injetora. Assim, y € p(X) \ ¢(C1).

Portanto, p(X \ C1) C ¢(X) \ ¢(Cy).
Retomando a igualdade demonstrada, temos
P(X\C1) = p(X)\ ¢(C1) =Y\ Ca.

Isso mostra que as componentes conexas de X \C; sao levadas, de maneira biunivoca,

nas componentes conexas de Y \ Cy, mostrando que X \ C; e Y \ C2 tém o mesmo nimero
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de regides e, portanto, GG; e G5 tém o mesmo numero de vértices.

Para finalizar, tomemos duas regioes adjacentes Ry, Ry C X \ Cy, separadas por
uma curva « C C;. Temos que Ry U a U Ry é conexo por caminhos, de maneira que
©(R1) U p(a) U p(Ry) = p(Ry U a U Ry) também o é, mostrando que ¢ preserva
as adjacéncias das regioes e, consequentemente, G; e G, tém a mesma estrutura de

adjacéncias.

Portanto, G; e G5 tém o mesmo niimero de vértices, o mesmo nimero de arestas e

a mesma estrutura de adjacéncias sendo, dessa maneira, isomorfos. O

Teorema 4.2. Se G é o grafo associado ao par (X,C), entdo vale a sequinte relag¢io:
9(X) =1-=x(G) + W(G).

Demonstracao. O género de uma superficie estd, por defini¢cdo, associado ao ntimero de
alcas da mesma. Dessa maneira, nossa analise deve se basear em como as alcas de uma

superficie sao representadas no seu grafo associado.

Se uma alca se encontra livre de curvas do conjunto C, ela serd representada no
grafo por um peso adicionado ao vértice correspondente a regiao em que se encontra. Caso
contrario, sera observada a ocorréncia de ciclos no grafo, tal que o niimero de vértices
presentes no ciclo corresponde ao numero de componentes de C presentes na alca. Assim,

uma alga em X serd representada ora por um peso num vértice, ora por um ciclo.

Por outro lado, pela definicao de GG, os pesos nos vértices representam alcas nas
regioes de X correspondentes. Além disso, os ciclos de G também representarao algas de X.
De fato, seja Gg = vg, v1,...,V,_1,V, = v um ciclo em G. Assim, existem n regices de GG
associadas ao ciclo Gy e, como de cada um dos vértices saem exatamente duas arestas, cada
regiao conexa correspondente a um vértice tem exatamente duas componentes de bordo, de
sorte que sua topologia é equivalente a de uma regiao cilindrica limitada. Podemos, desse
modo, entender que, a regiao correspondente ao vértice vy, estamos adicionando, através
de uma soma conexa, uma alga, representada pela regiao correspondente ao caminho
ViyeooyUp—1.

Portanto, o género de X serd dado pela soma do ntimero de ciclos de G com seu

peso total e, utilizando o Teorema 2.11, temos o resultado proposto. O

O Corolario 4.1 é baseado em [39], pardgrafo 3, Corolario 1.

Corolario 4.1. Para qualquer par (X,C), a superficie X é uma esfera se, e somente se,

o grafo associado € uma drvore com os pesos de todos os vértices iguais a zero.

Demonstragio. Seja X uma esfera e G um grafo associado a (X,C). Logo, g(X) =0 e,

pelo Teorema 4.1, 1 — x(G) + W(G) = 0. Como 1 — x(G) representa o nimero de ciclos
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do grafo e W(G) representa a soma dos pesos dos vértices, ambas expressoes sao nao
negativas, de modo que a soma é zero se, e somente se, cada uma das parcelas é zero.

Portanto,
1—x(G)=0eW(G) =0,

mostrando que G é uma arvore com todos os pesos iguais a zero.

Por outro lado, consideremos uma &arvore G com todos os pesos iguais a zero
associada a um par (X,C). Logo, por G nao possuir ciclos, 1 — x(G) = 0, e pelo fato de
todos os pesos serem iguais a zero, W(G) = 0, de maneira que g(X) =1—x(G)+W(G) =
04+ 0 = 0. Portanto, X é uma esfera. O

Corolario 4.2. Seja X uma superficie. Entao,

Demonstracao. Basta usar as expressoes apresentadas nos Teoremas 2.8 e 4.2. O

4.2 GRAFOS COMO INVARIANTES DE APLICACOES ESTAVEIS

Nesta secao, apresentaremos uma maneira de associar um grafo, que denotaremos
por Gy, a uma aplicagdo estdvel f € C(X,R?) e mostraremos que G; é um invariante

topoldgico para tais aplicagoes.

Dada uma aplicagio estavel f € C(X,R?), o conjunto singular de f, Xf, é
constituido por um ntmero finito de curvas fechadas, simples e disjuntas, conforme

Teorema 3.12. Nesse contexto, temos a Definicao 4.3.

Definicao 4.3. O grafo associado d aplicagdo estdvel f € C(X,R?), G, ¢ o grafo
associado ao par (X, Xf).

A Figura 41 ilustra a Definigao 4.3.

Os Teoremas 4.3 e 4.4 estao baseados em [30].

Teorema 4.3. Seja f : X — R? uma aplicagio estdvel e Gy o grafo a ela associado.

Entao, Gy € bipartido.

Demonstracio. De acordo com a Observacao 3.9, existe uma forma de atribuirmos um
sinal + as componentes conexas de X \ X f. Isso nos fornece uma maneira natural de
atribuirmos sinais aos vértices de Gy. Uma vez que cada curva do conjunto singular
separa regioes de sinais opostos, cada aresta de Gy ird conectar vértices de sinais opostos,

mostrando que Gy ¢ bipartido. O
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Figura 41 — Grafos associados a aplicagoes estaveis do toro no plano

Fonte: Imagem retirada de [30]

Teorema 4.4. O grafo de uma aplicacio estdvel é invariante por equivaléncia.

Demonstragio. Sejam f,g € C®(X,R?) duas aplicagoes equivalentes e ¢ : X — X,
Y R? — R? difeomorfismos tais que g =1 o fo ¢~ L.

Pelo Teorema 3.13, ¢ : X — X é um difeomorfismo que leva X f em g, mostrando
que os pares (X,Xf) e (X, Xg) sdo equivalentes, de sorte que Gy e G, sao isomorfos
(Teorema 4.1). O

A Figura 42 ilustra os grafos das aplicacoes apresentadas anteriormente na Figura
37. Como um grafo tem um vértice de grau 3 e no outro todos os vértices tem grau menor
ou igual a 2 temos, pelo Teorema 2.13, que eles nao sao isomorfos, de maneira que as

aplicacoes ndo podem ser equivalentes.

A diferenciacdo entre as aplicagoes, que nao era conseguida observando o conjunto

de ramificacao, agora se estabelece por meio da analise dos respectivos grafos associados.

Figura 42 — Grafos associados a aplicagoes estaveis da esfera no plano
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Fonte: Imagem retirada de [30]
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5 REALIZACAO DE GRAFOS POR APLICACOES ESTAVEIS DE SU-
PERFICIES FECHADAS NO PLANO

Neste capitulo, estamos interessados em saber quais condi¢des um grafo G deve
atender para que esteja associado a uma aplicacio estavel f € £(X,R?), em que X ¢ uma

superficie de classe C*°, fechada, conexa e orientada.

Vamos dividir esta analise em dois casos: o primeiro é quando o grafo é uma arvore
com peso zero e o segundo ¢ quando o grafo é um grafo bipartido com pesos nos vértices.
Para as discussoes do primeiro caso, precisaremos do conceito de “transicao” no conjunto
de ramificacdo de uma aplicagao estavel, e para o segundo caso, precisaremos do conceito

de “cirurgia” entre aplicagoes estaveis.

As referéncias principais para este capitulo sao [30], [39] e Mendes de Jesus ([40]).

Utilizaremos também as referéncias Chincaro ([41]) e Ohmoto e Aicardi ([42]).

5.1 TRANSICOES

Para introduzir as discussoes desta se¢ao, consideremos um caminho genérico Fj,
no espaco das aplicagdes que pertencem a C*(X,R?), entre duas aplicagoes estdveis
f,9 € E(X,R?). Com a variacdo de t no intervalo [0, 1], ocorrem deformacoes em Bf,
conjunto de ramificacdo de Fy = f, até que ele se “transforme” em Bg, conjunto de
ramificacdo de F; = g. Como ~ é uma relacdo de equivaléncia (Proposi¢ao 3.6), se
tivermos f ~ g, f e g estardo em classes de equivaléncia diferentes. Neste caso, existira
um ty € [0, 1] que representara o “instante” em que o caminho F}; passa pelo complemento

C>(X,R?)\ £(X,R?), de tal maneira que a aplicagdo Fy, nao serd estavel.

Definicao 5.1. Uma transig¢do local, ou simplesmente transi¢c@o, no conjunto de
ramificagio Bf de uma aplicagio estdvel f € E(X,R?) é uma deformagio do referido
conjunto, que ocorre quando um caminho genérico Fy, entre f e uma outra aplicacao estdvel
g € E(X,R?), com f = g, “atravessa” o complemento C(X,R?)\ £(X,R?) (veja Figura
43).

Para detalhes sobre as transigoes locais, consultar [41] e [42].

Estamos particularmente interessados nas transi¢oes locais que alteram o ntimero
de cuspides do conjunto de ramificacao de uma aplicacao estavel. Serao elas que apresen-

taremos agora.

Vale destacar que, segundo [42], o nimero I de cispides do conjunto de ramificacao

de uma aplicagdo estavel representa um invariante local para tais aplicagoes.

A Figura 44 descreve as trés transicoes que serao consideradas neste trabalho:

Labios (L), Bicos (B) e Rabo de Andorinha (.S). Cada transicao é representada por uma
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Figura 43 — “Instante” em que o caminho F; passa pelo complemento C* (X, R?)\ £(X,R?)

£(X,R% C C*(X,R?) \\, transicdo

Fonte: Imagem produzida pelo autor

sequéncia de trés figuras ordenadas da esquerda para a direita (orientagdo positiva). As
flechas nos arcos de curvas indicam a dire¢ao normal em que o nimero de pré-imagens
aumenta (por dois). A figura do centro, em cada transigao, representa o “instante” em
que o caminho F} passa pelo complemento C*°(X,R?) \ £(X, R?).

Figura 44 — Transi¢oes do tipo Labios (L), Bicos (B) e Rabo de Andorinha ()

L : iy ' — g7

Fonte: Imagem retirada de [39]

O Teorema 5.1 esta baseado em [42], paragrafo 5, Teorema 5.1.

Teorema 5.1. Se AL, AB e AS denotam, respectivamente, o numero de transicoes do
tipo ldbios, bicos e rabo de andorinha, com orientacao positiva, sofridas ao longo de uma

caminho genérico Fy entre f e g, entdo

Corolario 5.1. As transicoes L, B e S alteram Ic por £2, com o sinal dependendo da

orientacdao da transicao.
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A Figura 45 ilustra uma transicdo do tipo ldbios no conjunto de ramificacao de
uma aplicacdo f : S? — R%. Pode-se observar também a alteracdo que ocorre no grafo

associado a f.

Figura 45 — Transigoes do tipo Lébios (L) no conjunto de ramificagdo de uma aplicac¢do da esfera
no plano

Fonte: Imagem adaptada de [30]

A Figura 46, (i), ilustra uma transicao do tipo bicos no conjunto de ramificagao de
uma aplicacdo f : T?> — R2 Os ntimeros Ip e I representam, respectivamente, o niimero
de pontos duplos e componentes conexas do conjunto de ramificacao. Estes ntimeros
também sdo invariantes locais para as aplicagoes estaveis. Tal fato foi demonstrado em

[42], no caso dos pontos duplos e em [39], no caso das componentes conexas.

A Figura 46, (i), ilustra uma transi¢do do tipo rabo de andorinha e uma do tipo

bicos no conjunto de ramificacdo de uma aplicacao f : T? — R2.

5.2 REALIZACAO DE ARVORES COM PESO ZERO

Apresentaremos, nesta segdo, um teorema (Teorema 5.2) que garante que toda
arvore com peso zero pode ser vista como o grafo de uma aplicacao estavel f € £(X,R?).

Este resultado estd baseado em [39], pardgrafo 4, Teorema 2.

Definicao 5.2. Dizemos que um grafo G é realizavel por uma aplicacao estavel f quando
existe uma superficie fechada, coneza e orientada X e f € E(X,R?), tal que Gy = G.
Equivalentemente, dizemos que a superficie X e a aplicagio estdvel f € £(X,R?) realizam

o grafo G.

Teorema 5.2. Qualquer drvore, com pesos nos vértices iguais a zero, pode ser realizada

como grafo de uma aplicagdo estdavel da esfera no plano.
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Figura 46 — Transi¢bes no conjunto de ramificacdo de aplicagées do toro no plano

1

ﬁ@g@%

S

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Demonstracdo. Seja G uma arvore com pesos nos vértices iguais a zero. Utilizaremos o

principio de inducgao sobre o niimero de arestas.

Se GG possui apenas uma aresta, entao G pode ser realizada por uma projecao

trivial da esfera no plano, f : S? — R2, conforme ilustrado na Figura 45, (7).

Observemos que ¢é possivel acrescentar uma aresta extrema em G e realizar essa
nova arvore. De fato, a partir de uma pequena deformagao na esfera, criamos uma nova
curva singular, obtendo a aplicacdo g, conforme Figura 45, (ii). Repare que g pode ser

obtida de f através de uma transicao do tipo labios no conjunto de ramificagao.

Suponhamos, por hipdtese de indugao, que toda arvore com pesos nos vértices
iguais a zero e com k arestas, k > 1, pode ser realizada por uma aplicagao estavel da esfera
no plano e consideremos uma arvore G com pesos nos vértices iguais a zero e com k + 1

arestas.

Se eliminarmos de G' uma aresta extrema uwv, sendo v um vértice extremo, obtemos
uma arvore H com k arestas e que tem u como vértice. Pela hipotese de indugao, existe uma
aplicacao estavel f que realiza a arvore H. Conforme o processo acima descrito, efetuando
uma transi¢do do tipo labios no conjunto de ramificacao de f, obtemos a aplicacao estével
g, da esfera (com uma pequena deformacao) no plano e que realiza o grafo G. Com efeito,
a nova curva singular criada associar-se-a a aresta extrema acrescentada e a regiao por ela

(curva singular) delimitada estard vinculada ao vértice extremo acrescido. ]
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5.3 CIRURGIAS

Nesta secao, vamos definir as cirurgias horizontais e verticais entre aplicagoes

estaveis

Consideremos f : X — R? e g : Y — R? duas aplicagoes estaveis. Fixados dois
pontos p € Xf e ¢ € g, escolhemos dois discos fechados, D; C X e Dy C Y, cujos
interiores contenham os pontos p e ¢, respectivamente. Na sequéncia, tomemos um tubo
limitado, difeomorfo a S' x [0, 1], e identifiquemos seus componentes de bordo a dD; e
0D, através de difeomorfismos, realizando duas somas conexas. A nova superficie obtida é
difeomorfa a X#Y . As aplicagoes f e g podem ser estendidas sobre o tubo, obtendo-se
uma nova aplicacao f @y, g : X#Y — R2 cujas restricoes a X e Y correspondem as

aplicacoes f e g, respectivamente.

Definicao 5.3. A aplicacdo f @, g : X#Y — R?, obtida pelo processo acima descrito é

chamada cirurgia horizontal entre f e g.

Figura 47 — Cirurgia horizontal

VAN

B(f@g)

Fonte: Imagem retirada de [30]

Utilizando o fato de f e g serem aplicagOes estaveis e observando os efeitos da
cirurgia sobre os respectivos conjuntos de ramificagao (Figura 47, (i7)) temos, pelo Teorema
3.16, que a aplicacdo f @y g : X#Y — R? é estdvel.



71

Como podemos observar na Figura 47, (i7), com a cirurgia horizontal, regioes
de mesmo sinal conectam-se, dando origem a uma unica regiao, com sinal igual ao das
regioes envolvidas na cirurgia. A Figura 47, (i), ilustra o efeito da cirurgia horizontal
sobre os grafos das aplicagoes f e g. Os vértices correspondentes as regioes de mesmo
sinal, envolvidas na cirurgia, juntam-se, formando um tnico vértice, correspondente a nova

regiao. Portanto, vale a Proposicao 5.1.

Proposicao 5.1. Sejam f : X — R? ¢ g : Y — R? duas aplicagoes estdveis, f @y g :
X#Y — R? a cirurgia horizontal entre elas e Gy, G, e Gpg,, 08 Tespectivos grafos

associados. Entao,

1. V(Grang) = VI(Gy) + V(Gy) — 2.
2. E(Grayg) = E(Gy) + E(Gg) — 1.

3. B(Greng) = B(Gr) + B(Gy),

onde B(G) representa o nimero de ciclos de um grafo G.

Observacao 5.1. 1. Importante observar que, apds a cirurgia horizontal, os pesos nos
vértices correspondentes as regioes ac e bd sao dados pela soma dos pesos dos vértices

a ec, eb ed, respectivamente.

2. E possivel realizar uma “cirurgia horizontal” sobre uwma unica aplicagdo, sequindo
0 mesmo principio de conectar regioes de mesmo sinal. Neste caso, o niumero de
vértices diminui por 2, o numero de arestas diminui por 1 e, quanto ao numero de

ciclos, o novo grafo tera um ciclo a mais. Veja Figura 48.

Consideremos, agora, f : X — R? e g : Y — R? duas aplicacoes estéveis. Esco-
lhamos duas regioes de sinais opostos, uma em X e outra em Y e tomemos dois discos
fechados, Dy e D, nas respectivas regioes, de maneira que f(D;) = g(Ds). Na sequéncia,
tomemos um tubo limitado, difeomorfo a S* x [0, 1], e identifiquemos seus componentes de
bordo a dD; e 0Dy através de difeomorfismos, realizando duas somas conexas. A nova
superficie obtida é difeomorfa a X#Y . As aplicacoes f e g podem ser estendidas sobre
o tubo, obtendo-se uma nova aplicacdo f @, g : X#Y — R2?, cujas restricoes a X e Y

correspondem as aplicagoes f e g, respectivamente.

Definicao 5.4. A aplicacio f @, g : X#Y — R2, obtida pelo processo acima descrito é

chamada cirurgia vertical entre f e g.

Utilizando o fato de f e g serem aplicagoes estaveis e observando os efeitos da
cirurgia sobre os respectivos conjuntos de ramificagao (Figura 49, (i7)) temos, pelo Teorema

3.16, que a aplicacdo f @, g : X#Y — R? é estdvel.
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Figura 48 — Cirurgia horizontal sobre uma tnica aplicagio

N i
be_ _ed T bd®-

Fonte: Imagem retirada de [30]

Como podemos observar na Figura 49, (ii), com a cirurgia vertical, surge uma nova
curva singular na superficie, a partir do tubo adicionado. Essa nova curva gera uma nova
componente conexa no conjunto de ramificagado de f @, g, se comparada as aplicagoes f
e g, tomadas separadamente. A Figura 49, (i), ilustra o efeito da cirurgia vertical sobre
os grafos das aplicacoes f e g. Os vértices correspondentes as regices de sinais opostos,
envolvidas na cirurgia, conectam-se, dando origem a uma nova aresta. Portanto, vale a

Proposicao 5.2.
Proposicao 5.2. Sejam f : X — R?2 eg:Y — R? duas aplicacoes estdveis, f @, g :
X#Y — R? a cirurgia vertical entre elas e Gy, G, e Ga,, 08 Tespectivos grafos associados.
Entao,

1. V(Grony) = V(Gy) + V(G,).

2. E(Gio.y) = E(Gy) + B(Gy) + 1.

3. B(Gra,g) = B(Gr) + B(G),

onde B(G) representa o nimero de ciclos de um grafo G.

Observacao 5.2. F possivel realizar wma “cirurgia vertical” sobre uma unica aplicacao,
sequindo o mesmo principio de conectar regioes de sinais opostos. Neste caso, o niumero
de vértices permanece o mesmo, o numero de arestas aumenta por 1 e, quanto ao numero

de ciclos, o novo grafo terd um ciclo a mais. Veja Figura 50.

A partir de um dado grafo, podemos obter um outro, conectando dois de seus

vértices de sinais opostos.
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Figura 49 — Cirurgia vertical

Fonte: ITmagem retirada de [30]

Definicao 5.5. Quando um grafo H é obtido de um grafo bipartido G, pela conexao de

dois vértices de sinais opostos, dizemos que H foi obtido de forma consistente.

Note que todo grafo obtido de forma consistente ¢, também, um grafo bipartido.

5.4 REALIZACAO DE GRAFOS COM PESO

Para encerrar este capitulo, mostraremos, nesta secao, quais grafos, em geral,

podem ser realizados por aplicagoes estaveis de superficies no plano.

O proximo resultado garante que o aumento no peso dos vértices de um grafo
realizdvel gera um novo grafo também realizavel (por aplicagoes estaveis de superficies no

plano).

Teorema 5.3. Seja G um grafo realizdavel por uma aplicagdo estdvel de uma superficie no

plano. Aumentando o peso de seus vértices, obtemos um novo grafo realizdavel.

Demonstracio. Seja G um grafo realizdvel por uma aplicacdo estével f : X — R?, de sorte
que G = G¢. Seja H o novo grafo obtido de G pelo aumento de uma unidade no peso de

um de seus vértices (vértice v fixado). Queremos encontrar uma aplicagao estével que
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Figura 50 — Cirurgia vertical sobre uma tnica aplicagdo

Fonte: Imagem retirada de [30]

realize H. Tal aplicacao sera obtida por meio de uma cirurgia horizontal conveniente, que

passaremos a descrever agora.

Consideremos a aplicagao g da Figura 46, (i), e realizemos uma cirurgia horizontal
entre f e g, obtendo uma nova aplicacao estavel £ : X#T? — R2, conforme Figura 51,
(73). Note que a nova superficie sofrerda um aumento de uma unidade no género da nova
regiao ac, permanecendo as demais regidoes com género inalterado. Nao havera mudanca

na estrutura de adjacéncias entre as regioes da superficie inicial.

Pelos efeitos ja mencionados da cirurgia horizontal no grafo associado a aplicacao

(Figura 51, (7)) vemos que, de fato, a nova aplicagdo ¢ realiza o grafo H.

Suponhamos, por hipotese de inducao, que todo grafo H, obtido de GG pelo aumento
de [ unidades no peso de um de seus vértices (vértice v fixado) seja realizavel por uma
aplicacdo estavel o : Y — R2. Consideremos o grafo H , obtido de H pelo aumento de uma
unidade no peso do vértice v que foi fixado. Em outras palavras, o grafo H foi obtido de G
pelo aumento de [ + 1 unidades no peso do vértice v. De maneira andloga a argumentacao
anterior, se realizarmos uma cirurgia horizontal entre o e g, obteremos uma aplicacao que

realiza o grafo H.

Portanto, qualquer grafo obtido de GG pelo aumento arbitrario no peso de um de

seus vértices é realizavel por uma aplicacao estavel de uma superficie no plano.

Além disso, esse processo pode ser realizado em todos os vértices de G, um de cada

vez, o que conclui a demonstragdo, uma vez que G possui um niimero finito de vértices. [

Teorema 5.4. Toda drvore com pesos arbitrarios nos vértices € realizdvel por uma aplicacao

estdavel de uma superficie no plano.
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Figura 51 — Cirurgia horizontal entre as aplicacées f e g

L f L 4

O

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Demonstracao. Basta usar os Teoremas 5.2 e 5.3. O

Teorema 5.5. Seja G um grafo bipartido realizavel por uma aplicagcdo estdvel de uma
superficie no plano. Entao, todo grafo obtido de G' de forma consistente é também realizdvel

por uma aplicagdo estdvel de uma superficie no plano.

Demonstragio. Seja G um grafo realizdvel por uma aplicacdo estdvel f : X — R2, de sorte
que G = G¢. Seja H o grafo obtido de G de forma consistente, conectando-se os vértices
u e v de sinais opostos. Para obter a aplicagao estavel que realiza H, basta efetuar uma

cirurgia vertical sobre f, conforme descrito na Observagao 5.2. n

O Teorema 5.6 é o resultado principal deste capitulo e estd baseado em [40],

paragrafo 4, Teorema 4.1.

Teorema 5.6. Um grafo com peso arbitrario nos vértices é realizavel por uma aplicacao

estavel de uma superficie no plano se, e somente se, é um grafo bipartido.

Demonstracao. Se um grafo com pesos é realizavel, entao, pelo Teorema 4.3, ele é bipartido.

Reciprocamente, consideremos G' um grafo bipartido com peso arbitrario nos
vértices. Seja H a arvore de abrangéncia de G (Defini¢ao 2.38). Temos que H ¢é realizavel

em funcao do Teorema 5.4.
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Na sequéncia, devolvemos as arestas retiradas de GG, uma a uma, o que ocorrera
de forma consistente. Como este processo sera realizado um nimero finito de vezes, o
Teorema 5.5 garante que G é realizavel por uma aplicagao estavel de uma superficie no

plano. O

Para encerrar o capitulo, apresentamos um exemplo de realizacdo de um grafo

bipartido, com base no Teorema 5.6.

Exemplo 5.1. Consideremos o grafo G da Figura 52, (i). Reparemos que é um grafo
bipartido, uma vez que seu unico ciclo tem tamanho par (Teorema 2.14). Retirando uma
aresta do cilo de G, obtemos a drvore de abrangéncia H e, eliminando os pesos de seus

vértices, obtemos a drvore Hy, conforme Figura 52, (ii).

Figura 52 —

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Eliminando duas arestas extremas de Hy, realizamos a arvore resultante pela
aplicacao f ilustrada na Figura 53, (i). Na sequéncia, realizando duas transig¢oes do tipo
labios no conjunto de ramificacao de f, a semelhanca do que foi ilustrado na Figura 45,

obtemos a aplica¢io g da Figura 53, (ii), que realiza H.

Efetuando uma cirurgia vertical em g, obtemos a aplicacdo g, que realiza H,

conforme ilustrado na Figura 5.

Por fim, para devolver o peso retirado ao respectivo vértice, efetuamos uma cirurgia
horizontal entre g e f, obtendo a aplicacio g &y, f, que realiza o grafo inicial G, como

itlustra a Figura 55.



Figura 53 —

N S . S

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Figura 54 —

—

g 9y

Fonte: Imagem adaptada de [30]

Figura 55 —

Fonte: Imagem adaptada de [30]
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