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RESUMO

Este trabalho esta dividido em duas partes. Na primeira delas, estudamos corpos
de fungoes algébricas em uma variavel e valorizagdes. Depois usamos esses conceitos para
estudar a relagdo entre os pontos de uma curva plana irredutivel C' e as valorizacdes no
seu corpo de fungoes racionais, K (C'). Um exemplo de um corpo de fungoes algébricas em
uma variavel é justamente o corpo K (C'). Na segunda parte, estudamos anéis Gorenstein
e semigrupos numéricos. Mais especificamente, um anel local R noetheriano, dominio de
integridade, unidimensional e integralmente fechado é um dominio de valorizagao discreta.

Logo, existe uma valorizacao v : K — Z U {oo}, onde K é o corpo de fragdes de R, tal que

v(R) :={v(z);z € R\ {0}}

é um semigrupo numérico. Algumas propriedades do anel R podem ser obtidas através do
seu semigrupo v(R). Por exemplo, vimos que um anel local R, analiticamente irredutivel,
residualmente racional e unidimensional é Gorenstein se e somente se v(R) ¢ um semigrupo
simétrico. O fecho inteiro do anel local de uma curva algébrica plana C' em um ponto p

unirramificado, O,(C'), é um exemplo de anel Gorenstein.

Palavras-chave: Curvas planas. Valorizacao. Semigrupos. Anel Gorenstein.






ABSTRACT

This work can be divided into two parts. In the first part we study algebraic
function field of one variable and valuation. As an application of these concepts we
investigate the relation between points of an irreducible algebraic plane curve C' and the
valuations in its rational function field, K(C'). An example of an algebraic functions field
of one variable is K(C'). The second part is devoted to the study of Gorenstein rings
and numeric semigroups. More specifically, an integrally closed one-dimensional local
domain Noetherian ring R is discrete valuation domain. Therefore, there is a valuation
v: K —=ZU{oo}, where K is the field fractions fiel of R, such that

v(R) :={v(z);z € R\ {0}}

is a numeric semigroup. Some properties can be obtained by of a ring R can revealed by
its semigroup v(R). For example, we have seen that an analytically irreducible local ring
R which is residually rational is Gorenstein iff the value-semigroup v(R) is simetric. The

integral closure of the local ring of a plane algebraic curve C' at an unibranch point p,

0,(C), is an example of a Gorenstein ring.

Keywords: Plane curves. Valuations. Semigroups. Gorenstein ring.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como principal referéncia o artigo The Value-Semigroup of
a One-Dimensional Gorenstein Ring de E. Kunz, ver [K]|. O estudo de singularidades
de uma curva algébrica C' pode ser feito através do semigrupo de valores do anel local,
0, (C) em cada singularidade p € C. Propriedades de um dado anel R podem ser obtidas
através do seu semigrupo v(R). Por exemplo, vimos que um anel local R, analiticamente
irredutivel, residualmente racional e unidimensional é Gorenstein se, e somente, se v(R) é
um semigrupo simétrico. O fecho inteiro do anel local de uma curva algébrica plana C' em

um ponto p unirramificado, O,(C), é um exemplo de anel Gorenstein.
O trabalho foi organizado em cinco capitulos, como descritos a seguir.

No Capitulo 2 apresentamos alguns conceitos de algebra comutativa que sao

necessarios para o entendimento do trabalho.

No Capitulo 3 estabelecemos o ambiente no qual trabalharemos. Definimos corpos
de funcgoes algébricas em uma variavel, anéis de valorizacdo e dominios de valorizagao
discreta. Também apresentamos alguns resultados necessarios para nos capitulos seguintes

relacionarmos anéis e semigrupos numéricos.

No Capitulo 4 fazemos um estudo de curvas planas irredutiveis via corpos de fungoes
algébricas. Estabelecemos uma correspondéncia entre os pontos de uma curva plana afim

irredutivel e os anéis de valorizacao discreta dos seus corpos de func¢oes racionais.

No Capitulo 5 estudamos os conceitos de semigrupos numéricos, anéis nao ramifi-
cados e anéis Gorenstein, além da relagao entre eles. Dado um anel local, noetheriano e
unidimensional vimos que uma condi¢ao necesséria e suficiente para que ele seja Gorenstein

é que seu semigrupo numérico seja simétrico.
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2 CONCEITOS E RESULTADOS BASICOS

Introduziremos, neste capitulo, alguns conceitos necessarios de Algebra Comutativa

para a compreensao do trabalho.

2.1 ANEIS E MODULOS

Nesta secao revisaremos rapidamente algumas defini¢oes e propriedades elementares

de anéis, ideais primos, maximais e primarios.

Definicao 2.1. Um Anel R é um conjunto com duas operacoes bindrias, soma e multi-

plicacdo, denotadas por (+, ) respectivamente e tais que:

(1) R é um grupo abeliano em rela¢ao a operacao de soma ( R tem um elemento nulo,

0, e todo x € R tem um inverso aditivo, —x).

(71) A multiplicagdo é associativa e distributiva em relagao a adicao.
Neste trabalho consideraremos anéis comutativos e com unidade, isto é, tais que:

(ti1) -y =y -z, para todos z,y € R.
(iv) Existe 1 € Rtal que x-1 =12 =z, para todo x € R.

Definicao 2.2. Um ideal é um subconjunto I nao vazio de um anel R que é um subgrupo
aditivo e é tal que RI C I, ou seja, se x € Rey € I tem-se xy € I. Um ideal I é dito
ideal proéprio se I # R, ou seja, 1 ¢ I. Os multiplos a - x, para todo a € R, de um

elemento x € R formam um ideal principal, denotado por (x).

Definicao 2.3. (i) Um divisor de zero num anel R é um elemento ndo nulo = € R
o qual "divide 0", isto é, para o qual existe 0 # y € R tal que z -y = 0. Um
anel sem divisores de zero nao nulos (e no qual 1 # 0) é chamado de dominio de

integridade.

(7i) Um elemento invertivel em R é um elemento x € R que "divide 1", isto é, para
o qual existe y € R tal que z -y = 1. O elemento y é determinado de maneira
tinica por z e é denotado por 1. Os invertiveis em R formam um grupo abeliano
(multiplicativo), denotado por R*. Um corpo é um anel k& no qual 1 # 0 e todo

elemento ndao nulo tem inverso.

Definigao 2.4. Um ideal p de R ¢é dito primo se p # R e se x -y € p, entdo = € p ou
y € p. Um ideal m é dito maximal se m # R e se sempre que outro ideal I satisfazer
mCIC R, entao R=1Toul=m.



18

Equivalentemente as defini¢gdes acima temos:

Proposicao 2.5. (i) p € um ideal primo se, e somente se, R/p é um dominio de

integridade.

(i) m € um ideal maximal se, e somente se, R/m é um corpo.

Demonstragio. Ver [M], Proposicao 1.3, pagina 20. [ |

Teorema 2.6. Todo anel ndo nulo R # 0 possui pelo menos um ideal mazximal.

Demonstragio. Ver [AM], Teorema 1.3, pagina 3. [ |

Definicao 2.7. Um anel R que possui exatamente um ideal maximal m é chamado anel

local. O corpo k = R/m é chamado de corpo de residuos de R.

Definigao 2.8. Um dominio de ideais principais (DIP) é um dominio de integridade

no qual todo ideal é principal.

Definicao 2.9. Sejam I C R ideal. Dizemos que um ideal I ¢ irredutivel se sempre que
I=JNK,entao I = Joul = K, com J e K ideais de R.

Definicao 2.10. Definimos o radical do ideal I de R como sendo
VI={zxeR; «" e, para algum n > 0}.

Definigao 2.11. Um ideal q em um anel R é primario se q # R e se zy € q entdo = € q

ou y" € q, para algum n > 0.

Proposicao 2.12. Seja q um ideal primdrio em R. Entdo \/q é o menor ideal primo de

R contendo q.

Demonstragio. Ver [AM], Proposicao 4.1, pagina 50. [ |
Definigao 2.13. Se q ¢ primario e p = ,/q entdao dizemos que q é p-primario.

Definicao 2.14. Uma decomposi¢cao primaria de um ideal I de um anel R é uma

expressao de I como intersecao finita de ideais primarios,
n
i=1

Em geral, uma decomposi¢do primaria nao precisa existir. Diremos que um ideal

¢ decomponivel se I admite uma decomposi¢ao primaria.

Se um ideal I for decomponivel e ainda:

() todos os /g, sdo distintos, e
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(i1) temos que Q.qj ¢ q;, paral <i<n
j#i

a decomposicao primaria é dita minimal.

Definigao 2.15. Seja R um anel. Um R-médulo é um par (M, p1), onde M é um grupo

abeliano e

piRxM — M

(r,m) +— rm
¢ uma func¢ao que satisfaz:
(1) r(m+n)=rm+rn;
(i6) (r +p)m = rm + pm;
(i) (rp)m =r(pm);
(iv) 1.m =m.
Exemplo 2.16. Um ideal I de R ¢ um R-mo6dulo. Em particular, R é um R-modulo.

Definicao 2.17. Um subconjunto N de um R-moédulo M é um submdédulo de M se

satisfazem as seguintes condigoes:

(1) Para todo m,n € N, tem-se m +n € N;

(i7) Para todo r € R, m € N, tem-se rm € N.

Se m é um elemento de M, o conjunto de todos os multiplos rm, com r € R, é um

submédulo de M, denotado por Rm ou (m). Se M = 3> Rm;, onde os m;’s sdo elementos
iel

de M. Dizemos que os m;’s formam um conjunto de geradores de M. Neste caso, se

todo elemento de M pode ser expresso (nao necessariamente de maneira tinica) como

uma combinacao linear finita dos mjs com coeficientes em R. Um R-moédulo M é dito

finitamente gerado se ele tem um conjunto finito de geradores.

Defini¢ao 2.18. Sejam N e M R-submoédulos. A fungdo f : M — N é um R-

homomorfismo se

fle+y) = f(z)+ fy);
flra) =r- f(z)
para todo r € R e para todo x,y € M.

Definicao 2.19. Uma sequéncia de R-mddulos e R-homomorfismos
s My S M T M,

é dita exata em M; se Im(f;) = Ker(f;11). A sequéncia é exata se é exata em cada M;.
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Em particular:
(i) 0 = M’ 1y M 6 exata < f € injetiva;
(i) M % M" — 0 é exata < g é sobrejetiva;

(1ii) 0 — M’ LM 5 M =506 exata < f é injetiva, g é sobrejetiva e Im(f) = Ker(g).

2.2 ANEIS E MODULOS DE FRACOES

A formacao de fragdoes e o processo associado de localizagao sao ferramentas
importantes em Algebra Comutativa. Nesta se¢ao apresentaremos algumas defini¢des e

propriedades da formacao de fragoes.

Definicao 2.20. Seja R um anel. Um sistema multiplicativo de R ¢ um subconjunto
S de R, nao vazio, tal que 1 € S e S é fechado com respeito a multiplicacdo em R. Em

R x S, definimos a relacdo = por:

(z,s) = (y,t) & (zt —ys)u =0, para algum u € S.

Usaremos as notagoes x/s para a classe de equivaléncia (x,s) e ST'R para o

conjunto das classes de equivaléncia.

O conjunto S~'R recebe um estrutura de anel quando definirmos em S™'R as

seguintes operacoes:

r y xt+ys
— - — e
Y st
Ty xy
s t  st’
para todo x,y € R e para todo s,t € S.

Definicao 2.21. O anel S™!'R é chamado de anel de fragées de R em relacdo a S.

Observagao 2.22. Em geral, existe um homomorfismo de anéis f : R — S~ R definido

por f(x) = x/1, que em geral, ndo é injetivo.

Definigao 2.23. Se R é um dominio de integridade e S = R — {0}, chamamos o conjunto

S7'R de corpo de fragoes de R.

Exemplo 2.24. Seja p um ideal primo de R. Entao S = R—p é um sistema multiplicativo

e, nesse caso, escrevemos R, em vez de ST'R.

Definig¢ao 2.25. O processo de passar de R a R, ¢ chamado de localizagao de R em p.
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Proposicao 2.26. Os ideais primos de S™'R estdo em correspondéncia biunivoca com os

tdeais primos de R que nao interceptam S.
Demonstragao. Ver [AM], Proposi¢ao 3.11, pagina 41. |

A construcao de S™'R pode ser estendida para um R-médulo M, definindo a

relacdo = em M x S por:

(m,s)=(m',s') &3 t€ S taquel t(sm'—s'm)=0, Vmm e M eV s, €S.

Definimos em S~'M as operacoes:

+:S" " MxS M — sTIM
(m m’) mt +m's
7’7 ._> e

st st

o STIM x STYTM — S M
T m rm
i)i |_> PR

<S t) st

para todo m,m' € M e z,s,t € S. Entao S™'M é um S~!R-mdédulo.

Seja u : M — N um homomorfismo de R-médulos. Entdao u induz um homomor-
fismo de S™'R-médulos S~tu : s7'M — STIN, de maneira que S~'u aplica m/s em
u(m)/s. Temos também que S™!(vou) = (S71v) o (S71u).

Proposicao 2.27. A operacio S™' é exata, isto é, se M’ LM S M ¢ uma sequéncia de
R-médulos exata, entdao S~ M’

exata em S™1M.

S

3 S—tM ﬁ STIM" ¢ uma sequéncia de S~ R-mdédulos

Demonstragio. Ver [AM], Proposi¢ao 3.3, pagina 39. |

2.3 DEPENDENCIA INTEIRA

Definicao 2.28. Seja R O A uma extensao de anéis, isto é, R é um anel e A um subanel
de R. Um elemento r € R é dito inteiro sobre A se r é raiz de um polinémio monico com

coeficientes em A, isto é, se satisfaz uma equacao da forma
rn _I_ allr?n_]‘ + e + a’TL et 0’ (2.1)

onde os a; € A. Dizemos que a extensao R O A é inteira se todo elemento r € R é inteiro
sobre A.
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Proposicao 2.29. Sejam A C R uma extensao de anéis e r € R. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(i) v € inteiro sobre A;
(ii) Alr] é um A-mddulo finitamente gerado;

(iii ) Alr] estd contido em um subanel C' de R tal que C' é um A-mddulo finitamente

gerado.

Demonstragio. Ver [AM], Proposigao 5.1, pagina 59. [ |

Corolario 2.30. Sejam z; € R, com 1 <1i < n, elementos inteiros sobre A. Entdo o anel

Alxy, ..., x,] € um A-mdédulo finitamente gerado.

Demonstrag¢io. Ver [AM], Corolario 5.2, pdgina 60. [ |

Corolario 2.31. Seja R O A uma extensdo de anéis. O conjunto C dos elementos de R

que sdo inteiros sobre A € um subanel de R que contém A.

Demonstragio. Ver [AM], Corolario 5.3, pagina 60. [ |

Definigao 2.32. O anel C' do Corolario 2.31 é chamado fecho inteiro de A em R. Se
C = A, entao A é dito integralmente fechado em R. Se C' = R, o anel R ¢ dito inteiro
sobre A.

Corolario 2.33. Se A C R C C sao anéis e R ¢ inteiro sobre A e C € inteiro sobre R,

entao C € inteiro sobre A.

Demonstragio. Ver [AM], Corolario 5.4, pagina 60. [ |

Defini¢ao 2.34. Um dominio de integridade é dito integralmente fechado se ¢ inte-

gralmente fechado no seu corpo de fragoes.

Proposicao 2.35. Seja R um dominio de integridade. As sequintes condigcoes sdo equiva-

lentes:

(i) R é integralmente fechado;
(it) R, € integralmente fechado para cada ideal primo p de R;

(iii) Ry € integralmente fechado para cada ideal mazimal m de R.

Demonstragio. Ver [AM], Proposigao 5.13, pagina 63. [ |
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2.4 CONDICOES DE CADEIA

Seja €2 um conjunto parcialmente ordenado por uma relagao < .

Proposigao 2.36. As sequintes condicoes em §) sao equivalentes:

(i) Toda sequéncia crescente x1 < x9 < --- em ) é estaciondria, isto é, existe n tal que

Ty = Tp41 =

(i) Todo subconjunto nao vazio de 2 tem um elemento mazimal.

Demonstragio. (i) = (i7) Sejam T um subconjunto nao vazio de Q e x; € T. Se x; é
maximal em 7', acabou. Caso contrario existe xo € T' tal que 1 < z3. Se 1o é maximal
em T acabou, caso contrario repetiremos o processo. Este processo termina, pois caso
contrario obteriamos uma cadeia r; < 9 < x3 < --- estritamente crescente, contradizendo

a hipotese. Portanto, T tem um elemento maximal.

(17) = (i) Seja x; < xo < --- uma sequéncia crescente em (2, entdo o conjunto
(Tm)m>1 tem um elemento maximal z,,. Logo, =, <z, < Tpi1 < Tpyo < -+, para todo
m > 1 donde segue que a sequéncia ¢ estacionaria. |

Definicao 2.37. Se €2 é o conjunto de submédulos de um R-médulo M, ordenado pela
relagdo C, entdo (i) da proposigao anterior é chamada condigao de cadeia ascendente
(cca) e (i7) é chamado de condigdo maximal. Um R-médulo M que satisfaz qualquer

uma destas condi¢oes equivalentes é chamado de noetheriano.

Agora, se ) é ordenado por D, (i) da proposi¢ao acima é chamada condigao de
cadeia descendente (ccd) e (i7) de condigdo minimal. Um R-mdédulo M que satisfaz

qualquer uma dessas condicoes equivalentes é chamado de artiniano.

Proposicao 2.38. Um R-mdédulo M ¢é noetheriano se, e somente se, todo submddulo de

M € finitamente gerado.

Demonstracao. Sejam N um submodulo de M e € o conjunto de todos os submoddulos
finitamente gerados de N. Entao €2 é um conjunto nao vazio (pois 0 € Q) de submédulos M.

Logo, tem um elemento maximal Ny, finitamente gerado, isto é, Ny = Z Ra; . Se Ny # N,

considere o submddulo Ny + Ra, onde a € N e a ¢ Ny. Entao, Ny + Ra = Z Ra; + Ra é
finitamente gerado e contém estritamente Ny, contradi¢ao. Logo, N = Ny e portanto N

é finitamente gerado.

Reciprocamente, seja M; C My C --- uma cadeia ascendente de submoédulos de
M. Observe que N = OLj M,, é um submédulo de M (usando a condigao de cadeia) e logo
¢ finitamente gerado. nS:eljam Z1,...,%, os geradores de N. Suponha que z; € M,,, e seja
n =max {n;1 <i <r}. Entao cada x; € M,,. Logo N = M,, e, portanto, a cadeia é

estacionaria. [}
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Definigao 2.39. Um anel R é dito noetheriano (resp. artiniano) se é noetheriano

(resp. artiniano) como R-mddulo, ou seja, se satisfaz a (cca) (resp. (ccd)) em ideais.

Proposicao 2.40. Seja
0= M 3 M5 M 0

uma sequéncia exata de A-mddulos. Entdo

(i) M é noetheriano se, e somente se, M’ e M" sao noetherianos;

(ii) M € artiniano se, e somente se, M’ e M" sao artinianos.

Demonstragao. (i)(=) Uma cadeia ascendente de submédulos de M’ (ou M") dao origem
a uma cadeia em M, e como M ¢é noetheriano, essa cadeia é estaciondrio. Portanto, M’
(ou M") é noetheriano.

(<) Seja (L,)p>1 uma cadeia ascendente de M-submédulos, entdo (a'(L,)) é
uma cadeia em M’, e (5(L,)) é uma cadeia em M”. Para n suficientemente grande, ambas
as cadeias sao estaciondrias e, portanto, (L, ) é estaciondria.

(17)(=) Uma cadeia descendente de submédulos de M’ (ou M”) dao origem a uma
cadeia em M, como M ¢é artiniano, essa cadeia é estacionaria. Portanto, M’ ou M” é

artiniano.

(<) Seja (L,)n > 1 uma cadeia descendente de M-submédulos. Entao a~'(L,) ¢
uma cadeia em M’; e (5(L,)) é uma cadeia em M"”. Para n suficientemente grande, ambas

as cadeias sdo estaciondrias e, portanto, (L,) é estacionaria. |

Exemplo 2.41. Todo corpo k é noetheriano e artiniano, pois tem somente dois ideais (0)

e k.

Exemplo 2.42. Todo Dominio de Ideais Principais é noetheriano, pois todo ideal é

finitamente gerado.
Exemplo 2.43. O anel Z ¢é noetheriano, pois é um Dominio de Ideais Principais.

Proposicao 2.44. Sejam R um anel noetheriano (resp. artiniano) e I um ideal de R.

Entao R/I é um anel noetheriano (resp. artiniano).

Demonstragio. Pela Proposigao 2.40, R/I é noetheriano (resp. artiniano) como R-mddulo.

Portanto, também é noetheriano (resp. artiniano) como R/I-mdédulo. [ |

Uma cadeia de submddulos de um médulo M ¢é uma sequéncia (M;);, de submé-

dulos de M tais que

M=M, DMy 12 2My=0 (2.2)
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Defini¢ao 2.45. O comprimento da cadeia (2.2) é n. Uma série de composigao de
M é uma cadeia maximal, ou seja, uma cadeia no qual cada quociente M; 1/M;, com

0 <12 <n, é simples, isto é, nao tem outros submoédulos além do zero e dele mesmo.

Definigao 2.46. Definimos o comprimento de um R-médulo M, denotado por Ig(M),
como sendo o minimo entre todos os comprimentos das séries de composi¢ao de M ou oo

se M nao admite série de composicao.

Proposicao 2.47. M tem uma série de composicdo se, e somente se, M satisfaz ambas

as condigoes de cadeia.
Demonstragio. Ver [AM], Proposigao 6.8, pagina 77. |

A proposicao anterior é equivalente a dizer que (M) < oo se, e somente se, M é

artiniano e noetheriano.

Definigao 2.48. Um modulo que satisfaz ambas condicoes, (cca) e (ced), é chamado de

modulo de comprimento finito.

Teorema 2.49 (Teorema da Base de Hilbert). Se R é um anel noetheriano, entio o anel

de polinomios R|x] é noetheriano.

Demonstragio. Ver [AM], Teorema 7.5, pagina 81. |
Corolario 2.50. Se R é um anel noetheriano entao R[zy,...,x,] é noetheriano.
Demonstragio. Ver [AM], Corolario 7.6, pagina 81. |

Definicao 2.51. Definimos uma cadeia de ideais primos de um anel R como sendo

uma sequéncia estritamente crescente e finita

Po G P1 G & P

onde cada p; é um ideal primo de R. O comprimento da cadeia é n. Definimos
a dimensao ou dimensao de Krull de um anel R # 0 como sendo o supremo dos

comprimentos de todas as cadeias de ideais primos de R.

Se existem cadeias arbitrariamente longas de ideais primos de R, entao dizemos

que dim R = oo.

Exemplo 2.52. Todo corpo K tem dimensao zero.
Exemplo 2.53. Um DIP tem dimensao 1.
Exemplo 2.54. dim k[zy,...,z,] = n.

Definicao 2.55. Um anel local regular é um anel local noetheriano tal que o niimero

minimo de geradores de seu ideal maximal é igual a sua dimensao de Krull.
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2.5 GRAU DE TRANSCENDENCIA

Definicao 2.56. Seja K/k uma extensao de corpos. Um subconjunto finito {z1,...,z,} C
F ¢é algebricamente independente sobre k se nao existe f(t1,...,t,) € k[t1,...,t,]
satisfazendo f(xy,...,2,) = 0. Um subconjunto arbitrario S C K ¢ algebricamente
independente sobre k se todos os subconjuntos finitos de S sdo algebricamente indepen-

dentes sobre k.

Definigao 2.57. Uma base de transcendéncia da extensao K/k é um subconjunto B

de k que satisfaz:

(i) B ¢ algebricamente independente.
(ii) B C B’ e B’ é um subconjunto algebricamente independente de K, entao B = B’

Definigao 2.58. Sejam K/k uma extensao de corpos e 8 uma base de transcendéncia
de K/k. A cardinalidade de 98 damos o nome de grau de transcendéncia de K/k, e

denotamos por trdeg(K/k).

Observacgao 2.59. K/k é uma extensao algébrica se, e somente se, trged(K/k) = 0.
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3 CORPOS DE FUNCOES E VALORIZACOES

De agora em diante, assumiremos que k é um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero, k[z] é o anel de polindmios em uma variavel e k(x) é o corpo de
fracoes. Neste capitulo estamos interessados nos anéis de valorizagoes do corpo de fungoes

algébricas em uma variavel sobre k, denominados dominios de valorizacao discreta.

3.1 CORPOS DE FUNCOES EM UMA VARIAVEL

Sejam k[x] o anel de polindmios em uma variavel e k(x) o seu corpo de fragoes.

Definicao 3.1. Um corpo de fungoes algébricas em uma variavel sobre k£ é uma
extensao K de k tal que K é uma extensdo finita de k(z), para algum elemento z € K

transcendente sobre k. O corpo k é chamado corpo de constantes.

Por simplicidade, chamaremos K/k de corpos de fungoes.
A extensdao K/k é chamada racional se K = k(z) para algum x € K transcendente

sobre k.

Lema 3.2. Seja K/k um corpo de fungoes. Um elemento z € K é transcendente sobre k

se, e somente se, [K: k(z)] < oc.

Demonstragio. K/k um corpo de fungoes, entdo K é uma extensao finita de k(x), para
algum x € K transcendente sobre k. Agora, seja z € K transcendente sobre k. Entao o

grau de transcendéncia de k(z) sobre k é 1.

K

<00

k(x,z)

k(x)A \k;(z)
N

Também temos que o grau de transcendéncia de k(x)/k é 1 e que [K: k(x)] < oc.
Entéo [k(z, 2) : k(z)] < 0o, pois

K: k(x)] = [K: k(x,2)] - [k(z, 2) : k(x)].

Assim, k(z,z)/k(z) é uma extensao algébrica, portanto, de grau de transcendéncia igual a
0. Como
trdeg(k(z, 2)/k) = trdeg(k(z, 2)/k(x)) + trdeg(k(z) /k),



28

temos que trdeg(k(z, z)/k) = 1. Agora,
trdeg(k(z, 2)/k) = trdeg(k(x, 2) /k(2)) + trdeg(k(z)/k)

nos da que trdeg(k(z,z)/k(z)) = 0. Logo, = é algébrico sobre k(z). Portanto, pelo
diagrama, temos que [K : k(2)] < occ.

Por outro lado, seja z € K um elemento algébrico sobre k. Entao k(z)/k é uma
extensao finita. Mas como K/k é um corpo de fungoes e, portanto, uma extensao infinita,

temos que K/k(z) é uma extensdo infinita, pois
|

Defini¢ao 3.3. Um anel de valorizagido de um corpo de fungées K/k é um anel O C K

com as seguintes propriedades:

(i) k€ OCK.
(i1) Para qualquer z € K tem-se z € O ou 27! € O.

Observagao 3.4. As duas condi¢oes da Definicdo 3.3 nos diz que O é um dominio de
integridade que nao é um corpo. De fato, O fosse um corpo, entdo a condi¢ao (i7) nos

daria que O = K, contrariando ().

Exemplo 3.5. Seja K = k(z), com z transcendente sobre k. Dado p(z) € k[x] irredutivel,
defina:
O = {21555 @).gte) € Ml 9(0) 20 ¢ plo) 1 9(0)}.

Veja que f(x)/g(z) € k(z) , se f(x),p(z) sdo elementos nao nulos de k[x], mas
tal elemento nao pertence a Op,) se p(x) nao divide f(x). Além disso, se g(x) € k[x]
é tal que g(x) é irredutivel e mdc(p(z), g(x)) = 1, entdo 1/g(x) € Oy \ k. Portanto,
kC Opay € K.

Seja z = f(z)/g(x) € K = k(z) um elemento ndo nulo tal que mde(f(x), g(x)) = 1.
Se z ¢ Oy, entao p(z)|g(x) e p(x) ndo divide f(x). Logo, 27+ = g(x)/f(z) € Opw).
Portanto, O,y é um anel de valorizacao de k(z).

Note ainda que se p(z) e g(x) sdo polindmios irredutiveis distintos de k[x], temos
Opta) # Oyt

pois 1/g(x) € Opuy e 1/g(x) & Oy(ay.
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Proposicao 3.6. Seja O um anel de valorizagcao do corpo de fungoes K/k. Entdo

(i) O € um anel local, isto €, O possui um unico ideal mazimal m = O\ O*, onde
O*={2€0;3 veO com zv=1}
€ o grupo dos elementos invertiveis de O.

(ii) Para 0 # x € K/k, tem-se x € m se, e somente se, v ¢ O.

Demonstragdo. (i) Primeiro vamos mostrar que m tal como definido acima é um ideal. Se
remez € O, entdo zz ¢ O, pois caso contrario, teriamos que z é invertivel, o que

seria uma contradigdo, pois = ¢ O*. Logo, zz € O\ O* = m.

Agora, sejam z,y € m \ {0}. Entdo, zy~! e yz~! € K, de modo que xy~! € O ou
yr~! € O. Sem perda de generalidade, suponhamos que zy~! € O. Entdo, 1 +ay~! € O,

de modo que, z +y = y(1 + xy~') € m, pois como j4 vimos Om C m.

Ainda, m é um ideal maximal. De fato, se m C J C O, entao existe a € J tal que

a¢gm=0\ 0O eassim a ¢ invertivel em O, de modo que J = O.

Agora, se P é um ideal maximal de O, entao P nao possui elementos invertiveis,

de modo que P Cm C O. Logo, P = m, ou seja, m é o unico ideal maximal.

(it) (=) Se 0 # z € m, entdao x~! nao pertence a O, pois caso contrario, terfamos

que z seria invertivel em O, o que seria uma contradicao.

(<) Sez7! ¢ O, entdo x € O nio é invertivel em O. Logo, z em =0\ 0*. N

Lema 3.7. Seja O um anel de valoriza¢io do corpo de fungoes K/k. Sejam m seu ideal
mazimal e 0 # x € m. Sejam xy,Ts,...,T, € M tais que r1 = T e Tr; € T;\ M, com

i=1,2,...,n—1. Entdo o grau da extensao [K : k(z)] é maior ou igual a n.

Demonstra¢io. Como 0 # = € m, segue da definigdo de m = O/O* que = ¢ k. Além

disso, como k ¢é algebricamente fechado, pelo Lema 3.2, temos que [K : k(z)] < oo.

Basta entdo provarmos que zy, ..., , sao linearmente independentes sobre k(x).

n
Suponha, por absurdo, que exista uma combinagao linear nao trivial Y- «;(z)x; = 0, com
,l'i

=1
a;(x) € k(z). Podemos assumir sem perda de generalidade, que «;(z) € k[z] e que x nao
divide o;(z), para algum i. Seja a; := a;(0) o termo constante de «;(z). E escolha j de

forma que a; # 0 e que a; = 0 sempre que 7 > j. Escreva

—aj(z)r; =Y oi(x)r =Y oi(@)m + > ogla),

i#£j 1<j >3
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e observe que «;(z) € O, para todo i =1,...,n (ja que = z1 € m), x; € x;m para i < j
e a;(z) = zg;(z), para i > j, onde g;(z) € k[z]. Assim

—aj(z) = Z%(@Z"‘Z;gz@?)xz

i<j i>j

= Y@ S g ),

i<j L i>; Tj
com p; € m. Logo, o lado direito da igualdade anterior pertence a m.

Por outro lado, a;(x) = a; + xg;(x), com g;(z) € k[z] C O. Assim,
a; = aj(zr) —zg;(r) € mNk = {0}.
Contradicao, pois a; # 0. Portanto, x4, ..., z, sdo linearmente independentes. |

Teorema 3.8. Sejam O um anel de valorizacao do corpo de funcoes K/k e m seu ideal

maximal. Entao:

(i) m é um ideal principal.

(ii) Se m = tO, entdo todo elemento 0 # z € K possui uma representagao dnica na

forma z =t"u, paran € Z e u € O*.

s

(iii) O é dominio de ideais principais. Mais precisamente, sem =10 e {0} #I1 C O ¢

um ideal, entao I =t"O, para algum n € N.

Demonstrag¢io. (i) Suponha que m nao é principal e tome 0 # x; € m. Assim, m # 270,
ou seja, existe x5 € m\ ;0. Entao zex7' ¢ O e x125" € m, pelo item (i) da Proposicao
3.6. Dessa forma, z; € zom. Continuando o processo, obtemos uma sequéncia infinita
de elementos x1, xs,... de m tais que x; € x;ym, para todo ¢ > 1, o que ¢ um absurdo

segundo o Lema 3.7. Portanto, m é principal.

(i) (Existéncia) Seja z € K. Da defini¢do de O, temos z € O ou 2~ € O. Suponha
2 € 0. Se z € O, entdao z = t% e fica provado. Suponha, agora, z € m = tO. Entao
z = txy, com x9 € O. Se x5 € invertivel, nada mais temos a fazer. Se o € m = tO, entao

o = txs, com x3 € O. Continuando o processo, temos uma sequéncia
X1 =2,To,...,Tp €EM; x; € x;0m, Vi.
Mas pelo Lema 3.7 essa sequéncia nao pode ser infinta. Logo, existe um inteiro maximal

r > 1 tal que z = t"u com u invertivel em O.

(Unicidade) Suponha z = ut™ = vt com u, v invertiveis em O e ny > ny. Entao

ut™ "2 = v é invertivel em O. Como t é nao invertivel, entdo ny = ny e u = v.

(77i) O é um dominio por defini¢do. Seja I C O um ideal nao nulo. O conjunto
C={reN; t" €I} énao vazio, pois se 0 # x € I, entdo z = t"u, com u € O* e r > 0.
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Dai t" = zu~! € I. Pelo Principio da Boa Ordenacao, o conjunto C possui um menor
elemento, de modo que podemos definir n = min(C'). Afirmamos que I = t"O. De fato,

como t" € I, segue que, I D t"O.

Por outro lado, seja 0 # y € I. Temos y = t*w, com w € O* e s > 0. Como
t* =w 'y € I e n = min(C), temos que ter s > n, de modo que t"|t* e, desse modo "y,

o que mostra que y € t"O. Portanto, t"O = I. |

Um subanel O de um corpo K que satisfaz as propriedades do Teorema 3.8 é

chamado de anel de valorizagao discreta.

Definigao 3.9. Seja O um anel de valorizagao de um corpo de fungoes K/k e m seu ideal

maximal. Um elemento t € m tal que m = tO é chamado parametro local de O.

3.2 VALORIZACAO DISCRETA

Definicao 3.10. Uma valorizacao discreta de corpo K é uma funcao
v:K—ZU{oo}

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) v(z) =00 & = 0.
(7)) v(zy) =v(x) 4+ v(y), para todo z,y € K.
(7) v(z+y) > min{v(z),v(y)}.

(7v) Existe um elemento z € K tal que v(z) = 1.

Neste contexto, o simbolo oo designa um elemento néo inteiro (¢ Z) tal que

0+o0o=00+n=00€e00>m,V nmeZ.
Observagao 3.11. E facil ver: v(—z) = v(z) e v(z™") = —v(x).
Observagao 3.12. Dos itens (i) e (iv) acima, temos que v : K — ZU{oo} é sobrejetora.
De fato, seja j € Z U {oo}. Se j =0 ou j = 0o, como {0, 1} C K, entdo acabou.
Sej € Zej#0,por (iv), existe z € Z tal que v(z) = 1. Assim, se j > 0,
v(27) = ju(z) = j. Caso, j < 0, fazendo g = —j, ¢>0e
0=v(l)=v(zz ) =v(2)+viz)=1+0(:z") =
O=14+v( Y=o H=-1=2v(z"HY)=—q=j=v) =]

Definicao 3.13. O conjunto consistindo de 0 e todos os elementos x € K* tais que

v(z) > 0 é um anel, chamado anel de valorizagao de v.
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Definigao 3.14. Uma valorizagado discreta em uma extensao de corpos K/k é uma

valorizagao discreta v de K que satisfaz a condicao:

(v) v(a) =0, para todo 0 # a € k.

Lema 3.15. Sejam v uma valoriza¢io discreta de K e x,y € K tais que v(zx) # v(y).

Entao v(z +y) = min (v(z),v(y)).

Demonstragio. Inicialmente observe que v(ax) = v(a) + v(z) = v(x), para todo
0 # a € k. Em particular, temos v(—y) = v(y). Como v(z) # v(y), suponha, sem perda
de generalidade, v(z) < v(y).

Assuma, v(z + y) # min{v(z),v(y)}, ou seja, v(z +y) > v(x). Dessa forma

v(z) = v((z +y) —y) > min{v(z +y),v(y)} > v(2),

o que é uma contradi¢do. Portanto, v(z + y) = min{v(z),v(y)} se v(z) # v(y). [ |

Veremos a seguir exemplos de valorizacoes da extensao k(t)/k, onde k(t) é o corpo

de fragoes de k[t], o anel de polindmios em uma varidvel com coeficientes em k.

Exemplo 3.16. Fixado a € k, podemos escrever todo elemento f(t) € k[t] na forma
ft)=({t—a)"fi(t), comn € N;n > 0 e c € k nao nulo e tal que (t —a) t fi(t). Logo,

todo elemento de k(t) tem a forma

comm € Z e tal que (t —a) 1t fi(t) e (t —a) 1 g1(t).
A funcéo v, : k(t) — Z U {oo} definida por:

mfi®)\ m
u(@—@ m@)_ ’

onde (t —a) 1 fi(t) e (t —a) t g1(t) e v,(0) = 0o, é uma valorizacao de k(t)/k.

Exemplo 3.17. Como no exemplo anterior, podemos escrever um elemento arbitrario de
k(t) na forma

gt)  au(t)’
com m € Z e tal que t1 fi(t)g1(t). A fungdo v : k(t) — Z U {oo} definida por:

m f1(t) —
v(t gl(t)) = ,

onde t 1 f1(t)g1(t) e v(0) = oo, é uma valorizagao de k(t)/k tal que v(t) = —1 e v(1/t) = 1.

Essa valorizagdo sera denotada por v.,.
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A proxima proposicao mostra que as valorizagoes definidas nos Exemplos 3.16 e

3.17 sdo as unicas valorizacoes de k(t)/k.

Proposicao 3.18. Seja v : k(t) — ZU{oo} uma valorizagao de k(t)/k tal que v(0) = oco.

Se v(t) > 0, entdo v = v,, para um dnico a € k. Além disso, se v(t) < 0 entdo v = Veo.

Demonstragio. Suponha que v(t) > 0. Entao v(f) > 0, para todo f € k[t].
De fato, todo f € k[t] é da forma

f(t) = ag + ait + ast® + - - + a,t™, com ag, ay, ..., a, €k e a, # 0.

Logo, v(f) > min{v(ag),v(ay) + v(t),...,v(a,) +nv(t)} > 0.

Usando que v é sobrejetiva temos que existe f € k[t] tal que v(f) > 0. Escreva
f:cf[(t—ci), come,c; €k, Vi=1,...,r,ec#0. Deo(f)= erv(t—ci) > 0, temos
que U(Zt:1— ¢;) > 0, para algum ¢ € {1,...,r}. Fazendo ¢; = q, Verezr?os que v = v,.

Observe que se b € k e b # a = ¢;, entao
v(t —b) > min{v(t —¢),vb—c¢)} =0. (3.1)

Pelo Lema 3.15, como o min {v(t — ¢;),v(b—¢;)} = min{v(t — ¢;),0} sé acontece

uma vez, ja que v(t — ¢;) > 0, vale a igualdade em (3.1), ou seja,
v(t —b) = min{v(t —¢),0} = 0.

Além disso, dado z € k(t) arbitrario, escrevemos z = (t — a)°g(t)/h(t) com
e € Z,g(t),h(t) € k[t], h(t) # 0 e tais que (t —a) 1 g(t)h(t). Entao

0(2) = ev(t — a) + oGt LTS evlt — a).

Como v é sobrejetora, temos v(t —a) =1 e v = v,.

Para unicidade, observe que v(a—t) = v(t—a) > 0 e v(t—b) > 0, com a # b, implica-
ria 0 = v(a—0b) = v(—t+a+t—0b) > min{v(t — a),v(t —b)} = min{v(t — a),v(t —b)} > 0.

Agora, suponha v(t) < 0. Entao, v(1/t) > 0 e para b # 0,

v(l _ ’;) > min{o(1), v(b/t)} = min{o(1), v(b) + v(1/£)} = min{0, v(1/£)} = 0.

Pelo Lema 3.15, como o min{v(1),v(b/t)} = min{0,v(1/t)} s6 acontece uma vez,

ja que v(1/t) > 0, vale a igualdade e segue que

v(l - ’;) — min{0, v(1/8)} = 0.
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=

Logo, para todo f(t) € k[t], temos que f(t) = t™ [1(1 — ¢;/t), com r € N,
i=1

m € Z,m > 0, ¢; € k nao nulo. Portanto, v(f(t)) = muv(t). A sobrejetividade de v

(i) =

sem€Zett fi(t)gi(t). Logo, v = vse. [ |

implica que v(t) = —1. Assim

Definicao 3.19. Seja O um dominio de integridade. O é chamado de dominio de
valorizagdo discreta (DVD) se O é um anel de valorizagdo de uma valorizagao discreta

v do corpo de fracoes de O. Neste caso, denotaremos O por O,

Pela Proposicao 3.6, O é um anel local, e o seu ideal maximal m é o conjunto de

todos = € K tal que v(x) > 0.

Se I # 0 é um ideal de O, existe n, menor nimero inteiro tal que v(x) = n, para
algum x € I. Logo, I contém todo y € O tal que v(y) > n e, portanto, os tnicos ideais
em O diferentes de zero sao os ideais m,, = {y € O; v(y) > n}. Dessa forma, os ideais

formam uma cadeia de ideais, m D my D m3 O ---, e portanto O é noetheriano.

Definigao 3.20. Seja O, um DVD de K. Definimos

vo: K — ZU{oo}
t"uy —> n
0 00

onde t é um parametro local de O.

Esta fungao vp estda bem definida, pois ndo depende da escolha do parametro local.
De fato, seja t' outro parametro local. Entdo m = tO = 'O, logo t = t'w, para algum

w € O*. Portanto, t"u = ((¢')" w"™) u = ()" (w"u), com w"u € O%.

Proposicao 3.21. Sejam O um anel de valorizacao. Entao O € integralmente fechado

em K.

Demonstragio. Seja x € K inteiro sobre O. Entao temos
2"+ b 4 b, =0

com b; € O eneN. Sex €O nao hd o que fazer. Agora, se x ¢ O, entdao x~!' € O, pois

O é um anel de valorizagao. Assim, segue que:

" = —(byx™ 4+ by,)
" (biz™ 4 4 by)
xn—1 - o xn—1

x = —(b1+b2l’_1+"'+bnx1_"> cO.
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Logo = € O. Absurdo, pois supomos inicialmente que = ¢ O. Portanto, O é integralmente
fechado sobre K. |

Teorema 3.22. Seja K/k um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel. Entdo sdo

validas as sequintes afirmativas:

(i) Para qualquer dominio de valorizac¢io discreta O, com ideal mazimal m a fungio v

definida em (3.20) é uma valorizag¢io discreta de K/k. Além disso,
0, = {z € K; v(z) >0},

O, ={z €K; v(z) =0},
m={z€K; v(z) >0}.

Um elemento t € K é um pardametro local de O, se, e somente se, v(t) = 1.

(7i) Reciprocamente, suponha que v seja uma valorizacio discreta de K/k. FEntdo o

conjunto O, ={z € K; v(z) > 0} € um dominio de valorizacao discreta de K/k.

Demonstracao. (i) Faremos a demonstragdo em etapas.
Etapa 1. v é uma valorizagao discreta.

Seja t um parametro local em O,. Entao dados z,y € K\ {0}, temos que x = t"u

ey =t"w, comn,m e Z, uwe OF.

Segue da defini¢do que v(z) = oo se, e somente se, z = 0. Além disso,

v(0+0) = v(0) = 00 = min{oo, 00} = {v(0),v(0)},
v(z +0) = v(z) = n = min{n, co} = min{uv(z),v(0)}
v(0.0) = v(0) = 00 = 00 + 00 = v(0) + v(0),
v(2.0) = v(0) = 00 = 0o+ n = v(0) + v(x) e
v(z.y) = vt uaw) = n+m = v(z) + v(y).
Agora, sem perda de generalidade, suponhamos n < m. Entdo

r4+y=t"u+t"w=1t"(u+t"""w).

Assim, v(z +y) =n, se u+t""w € OF, ouv(z+y) >n,seu+t"" ¢ OF (este ultimo

caso abrange a situagdo na qual x +y = 0). Logo, sempre temos que

v(x 4+ y) >n=min{n,m} = min{v(x),v(y)}.
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Finalmente, v(t) = 1 (por defini¢ao) e, como k \ {0} C O, temos que v(a) = 0,
para todo a € k\ {0}. Portanto, a fun¢do v é uma valorizagao discreta de K/k.

Etapa 2. O, = {z € K; v(2) > 0}.

De fato, seja x € {z € K; wv(z) > 0}, temos que v(z) > 0. Se v(x) = oo, entao
x =0 eassim z € O,. Caso contrario, x = t"u, onde n = v(z) > 0 e u € O,F. Isso nos da
que z € O,, pois O € O,,sen=0,ouz €tO,=mC O, se n > 0. Por outro lado, a
demonstragao da Proposigao 3.8 (ii) nos d& que se z € O, \ {0}, entao existem n € Z,
eu € OQF tais que z = t"u, onde v(z) > 0. Ainda, se z = 0, entao v(z) = oo > 0, 0 que
mostra que O, = {z € K; v(z) > 0}.

Etapa 3. OF = {z € K; v(z) =0}.

Analogo a demonstracao da Etapa 2.

Etapa 4. m = {z € K; wv(z) > 0}.

Das Etapas 2 e 3, temos m = O, \ O = {z € K; v(z) > 0}

Etapa 5. t € K é um parametro local de O, se, e somente se, v(t) = 1

De fato, se t é um parametro local entao pela defini¢ao de v, temos v(t) = 1. Por
outro lado, se z € K tal que v(z) = 1, entdo z = tu, onde u € Q). Assim, m = tO, = 20,

e z ¢ um parametro local.

(77) Seja v uma valorizagao discreta. Entao
O, ={z€K; v(z) >0}

¢ um anel de valorizacao de K/k.

Com efeito, O, é um subanel de K, pois 0 € O,, pois v(0) = co > 0. E, dados
z,y € O,, temos que v(z) > 0 e v(y) > 0, donde

v(zy) =v(z)+v(y) >0 e
v(z —y) > min{v(z), v(~y)} = min{v(z),v(y)} > 0,

de modo que zy e x —y € O,. Além disso, como existe z € K tal que v(z) = —1, temos
que z ¢ O,, o que mostra que O, C K é uma inclusdo estrita. Ainda, v(a) = 0, para todo
a € k\ {0}. Logo, k C O,. Como existe z € O, tal que v(z) = 1, temos que z ¢ k, entao
kC O,.

Agora, dado z € K\ {0}, temos que 0 = v(1) = v(z.271) = v(z) + v(2 '), de modo

que z ou 2~ € O,,.

Portanto, O, ¢ um anel de valorizacao. |

Nosso objetivo agora é mostrar que o fecho inteiro de um dominio de integridade A
no seu corpo de fragoes K é a intersecao de todos os anéis de valorizacao de K que contém

A. Para isto, precisamos dos resultados apresentados a seguir.
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Definicao 3.23. Seja S um conjunto nao vazio. Dizemos que S ¢é parcialmente orde-

nado e escrevemos (S, <) se:

(i) x <z; Vo €S (Reflexiva);
(1)) x<yey<zx=xz=y, Vo,y € S (Anti-simétrica);
(tii) x <yey<z=ux<z Vr,y,zecS (Transitiva).
Um subconjunto T" C S é uma cadeia em S se, para todo z,y € T vale que ou

x <youy <z Dizemos que a cadeia T é limitada superiormente se existe z € S tal que
t <z, paratodoteT.

Lema 3.24 (Lema de Zorn). Se toda cadeia T'C S tem uma cota superior em S, entdo

existe um elemento mazimal em S.

Sejam K um corpo, €2 um corpo algebricamente fechado, ¥ o conjunto de todos os
pares (A.f), onde A é subanel de K e f é um homomorfismo de A em Q. O conjunto ¥ é

parcialmente ordenado, com a relacao
(AN <A f)eACA e fla=F

Vamos provar que o conjunto X satisfaz as condi¢des do Lema de Zorn.

Seja T' C ¥ uma cadeia, isto é,
T = {(Ai, fidier; (Ai, fi) €5 (A, fi) < (A, fy) ou (Ay, fy) < (A fi), Vi, jel}.

Queremos construir um par (A, f) tal que (A;, f;) < (A, f), isto é, tal que A; C A

e fla, = fi, para todo 7 € I.

Definimos A = | A; C K subanel, e consideremos f : A — (2 dada por: se
r€EA= .LGJI, temos que ZUGIG A;, para algum i € I. Entao f(z) := fi(z), ou seja, f|a, = fi.

A funcao f estd bem definida. De fato, se x € A; N A4;, como (A4;, f;) < (4;, f;)
ou (4;, f;) < (Ai, fi), pois T' é uma cadeia, temos que A; C Aj e fj|la, = fiou A; C A; e
fila, = fj- Logo, fila, = fiou fila, = fie fi(x) = fi(x) ou fij(x) = fi(x).

A funcao f é um homomorfismo. Dados x € A; e y € A;, podemos supor, sem

perda de generalidade, que A; C A;. Entao z,y € A;. Logo, z +y € A; e vy € A;. Dai

segue que

fle+y) = filz+y) = file) + filz) e flzy) = filzy) = fi(z)fi(y).
Portanto, f é um homomorfismo de anéis.

Logo, o conjunto ¥ satisfaz as condi¢gdes do Lema de Zorn. Portanto, > possui

pelo menos um elemento maximal, que denotaremos por (B, g).
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Lema 3.25. B é um anel e m = Ker(g) € seu ideal mazimal.

Demonstragio. Como g(B) é um subanel de um corpo. Segue que ele é um dominio de

B
integridade. Além disso, g(B) ~ Ker(g) implica que o ideal m=Ker(g) é ideal primo.

Podemos estender a funcao g a By, e obter o homomorfismo

g:Bn —
b b
L 10)]

s 9(s)
onde b € B, s ¢ m =Ker(g).
De fato, a fungdo g estd bem definida pois, se b/s = by/s; € By, entao existe
t ¢ m tal que t(bsy — sby) = 0 € B. Dali, g(t)(g(b)g(s1) — g(s)g(b1)) = 0 € K. Entao
9(b)g(s1) — g(s)g(br) = 0(g(t) # 0). Logo,

o(9) =50~ w0

Além disso,

p: B — DBy
b

b — -
1

é um homomorfismo injetor, pois B é dominio. Logo, By, contém uma cépia de B e (sem
perda de generalidade B C By,) (B,g) < (Bn,g). Como (B, g) é um elemento maximal

de X, concluimos que B = By,.

Portanto, B é um anel local e m seu ideal maximal.

Lema 3.26. Sejam x um elemento nao nulo de K, B[z] o subanel de K gerado por x

sobre B e m[z] a extensdo de m em Blx]. Entio ou m[z] # Blz] ou m[z~!] # Blx™!].

Demonstragio. Suponhamos que m[x] = B[r] e m[z~!] = Blz™!]. Entdo, temos as

seguintes equacoes:

uy + x4+ -+ upe™ =1 (u; € m) (3.2)
vo+ vz 4 v =1 (v; €n) (3.3)

em que podemos supor que os graus m e n sao os menores possiveis. Considerando m > n

e multiplicando (3.3) por 2™, obtemos

vor" v b, =" = v o, = 2™ — v

= vz, = 21— w) (3.4)
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Como vy € n, B é um anel local e m =Ker(g) é seu ideal maximal, temos (1 — vy)

¢ um invertivel em B e a equacao (3.4) pode ser escrita da seguinte forma:

2" = w "y,

U.
onde w; = —— € B. Portanto,

(1—1)0)
" —w" - —w, =0,

contrariando a minimalidade de m na equagao (3.2).

Portanto, m[z] # Blz] ou m[z~!] # Blz™!]. |

Teorema 3.27. Seja (B, g) um elemento mazimal de 2. Entdo B € um anel de valoriza¢io

do corpo K.

Demonstracao. Para mostrar que B é um anel de valorizagao de K, devemos mostrar
que para todo x € K, x € B ou 27! € B. Pelo lema anterior, podemos supor, sem
perda de generalidade que o ideal m[z] é um ideal préprio do anel B" = B[z]. Entao
m[z] esta contido em um ideal m’ C B’ e tem-se que m’ N B = m (pois m é maximal e
mCm'NBCB).

Portanto, a inclusao B — B’ induz uma inclusao k := B/m — k' = B'/m/’.
Afirmamos que k' = k[z], onde T é a imagem de z em k’. De fato, como T € k' e k C K/,
entdo k[z] C k’. Para inclusao contraria, seja y € k', como k' = B’/m/ = B[z|/m’, temos

que y = f(z), onde f(z) =ao+ a1z + - -+ + a,a™ € Blz]. Logo,
fle)=a+a T+ ---+a, =" € k[z].

Logo, k' = k[z]. Como k' é corpo, T é algébrico sobre k e, portanto, k' é uma extensao
algébrica finita de k. Assim, para todo y € £/, existe h(T") € k[T] ménico tal que h(y) = 0.

O homomorfismo g : B — 2 induz uma inclusao g : £ = B/m — (), onde
m =Ker(g). Considerando a inclusdo induzida g : k[T — Q[T] dada por g(h(t)) = p(t),
temos que h(y) = 0 implica p(y) = 0. Como € é algebricamente fechado, segue que y € 2.
Entéao podemos estender g : k = B/m — Q a uma inclusao ¢’ : k' = B/m’ — (.

Compondo ¢’ com o homomorfismo natural f : B® — k' = B/m/, temos que
gof=g:B — Qestende g.

Entao (B, g) e (B',¢’) sdo tais que B C B’ e ¢'|p = g, ouseja, (B,g) < (B, q) € ¥.
Como (B, g) é um elemento maximal de ¥, temos que (B, g) = (B',¢') e B’ = B. Como

x € B. Portanto, B é um anel de valorizacao de K. ]
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Corolario 3.28. Seja A um subanel de um corpo K. Entdo o fecho inteiro A de A em K

€ a intersecio de todos os anéis de valorizacio de K que contém A.

Demonstracdo. Seja B um anel de valorizagao de K tal que A C B. Como B é integralmente
fechado, temos que:

ACB=ACB=B=ACB.
Logo, A C N B.

Reciprocamente, seja € K. Se z ¢ A, vamos mostrar que = ¢ () B, ou seja, que
r ¢ B, para algum anel de valorizagao B de K. Como = ¢ A, entdo x ¢ A[x™!], pois caso
contrario, x seria raiz de um polinémio monico com coeficientes em A, ou seja, € A.
Logo, x7 € Alz™!] e 7! ndo é unidade em A[z~!], implicando que 27! € m’ C A’, para

algum ideal maximal m’ de A’ = A[z™!].

Seja Q o fecho algébrico de k&' = A’/m’. Aplicando o Lema de Zorn a colegao:
¥ ={(C,h);C subanel de K,A"' € C e h:C — Q homomorfismo tal que gl = [},

onde f: A" — k' é o homomorfismo natural, temos, pelo Teorema 3.27, que existe B C K

elemento maximal de ¥’ (anel e valorizagao) e g : B — Q, tais que A’ C B e g|a = f.

Entdo r~'em’e f(z7') =0 em Q. Se x € B, entdo g(z) € 2. Logo,
g@) - fla)=0=g(x) - gz )=0=g(z- 27 )=0=1=0.

Absurdo. Logo, z ¢ Be B C A.
Portanto, A = N B.
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4 CURVAS ALGEBRICAS

O estudo das curva sera via corpos de fungoes de algébricas em uma variavel. Esta-
beleceremos uma correspondéncia entre os pontos de uma curva e os anéis de valorizacao

discreta do seu corpo de fungoes racionais.

4.1 VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS

Nesta secao, apresentaremos os conceitos basicos da Geometria Algébrica que serao

usados neste trabalho.

Definicao 4.1. O espacgo afim de dimensao n sobre um corpo k, denotado por A} ou

simplesmente por A"(k), é o conjunto de todas as n-uplas de elementos de k. Um elemento

p=(ai,...,a,) € A"(k) serd chamado ponto e os ;s serdo chamados de coordenadas
de p.

Considere o anel de polinémios k[x1, . .., z,] nas varidveis x1, . . ., z,, com coeficientes
em k. Seja S C k[zy,...,x,] um subconjunto. Denotamos por

V(S)={peA"(k); f(p) =0,V [ €S}
o conjunto de zero de S.

Defini¢ao 4.2. Dizemos que um subconjunto X C A™(k) é fechado se X = V/(S) para
algum S C k[xq, ..., z,)].

Os subconjuntos fechados de A" (k) sdo também chamados de conjuntos algébricos

afins.

Definigao 4.3. Seja f € k[z1,...,x,] um polinémio nao constante. O conjunto de zeros

de f se denomina hipersuperficie definida por f.

As hipersuperficies em A%(k), isto é, o conjunto solugao de f(z1,z2) = 0, onde
f € um polinémio nao constante em duas variaveis, sao também chamadas de curvas

algébricas afins planas.

Exemplo 4.4. O conjunto H = {(¢,t%,¢3);t € k} é um conjunto algébrico. Mas pre-
cisamente, H = V(f,g), onde f,g € k[z,y, 2] sao definidos por f(x,y,2) = 22 —y e

g(z,y,2) =2 — 2.

Exemplo 4.5. Os subconjuntos algébricos de A?(k) definidos por C; = V (y* — 22 — 23)

e Cy = V(y? — %) sdo exemplos de curvas algébricas afins planas.

Definigao 4.6. Definimos a topologia de Zariski em A"(k) escolhendo para os abertos

os subconjuntos de A" (k) que s@o complementares de conjuntos fechados.
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Definicao 4.7. Um subconjunto Y de um espago topoldgico X é irredutivel se ele nao
puder ser escrito como a uniao Y = Y; U Y, de dois subconjuntos fechados (de Y, com a

topologia induzida) préprios.
Definigao 4.8. Uma variedade afim é um subconjunto fechado irredutivel de A"™(k).

Um subconjunto aberto de uma variedade afim é uma variedade quase afim.

Seja X C A™(k) um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X por
I(X) :={f €klz,...,x,]; f(p) =0,Vp € X}.

Proposicao 4.9. (i) Sejam Ty, Ty subconjuntos de k[xy,...,xz,]. Se Ty C Ty, entdo
V(Ty) 2 V(T3).

(ii) Se X1 C Xo sdo subconjuntos de A"(k), entao I(Xy) 2 1(Xa).
(iii) Para quaisquer dois subconjuntos X1, Xo de A™(k), temos

I(X1UXo) = I(X1) N I(X).

(iv) Seja k um corpo algebricamente fechado. Para qualquer ideal a C kl[xy, ..., x,],
tem-se I(V(a)) = v/a, onde \/a é o radical de a.

(v) Para qualquer subconjunto X C A™(k), V(I(X)) = X, onde X € o fecho de X, isto

¢, a intersegao de todos os subconjuntos fechados de A™(k) contendo X .

Demonstragio. Ver [HR|, Proposicao 1.3, pagina 3. [ |

Proposicao 4.10. Seja X um subconjunto de A, (k). Entido X ¢é irredutivel se, e somente

se, I(X) é um ideal primo.

Demonstracao. Supondo que X ¢ irredutivel, vamos mostrar que X ¢é um ideal primo. Se
fg € 1(X), como X C V(I(X)) e, pela proposicao anterior, V(I(X)) C V({fg)) =V (fg)
eV(fg)=V(f)UV(g), temos X C V(f)UV(g). Logo, X = (X NV(f)u(XnNnV(g)).
Como X ¢ irredutivel, entdo X = X NV(f) ou X = X NV(g). Logo, X C V(f) ou
X C V(g). Portanto, f € I(X) ou g € I(X), isto é, I(X) é primo.

Reciprocamente, suponha que I(X) é primo e que X = X; U X5, com X; C X e
Xo € X. Assim, I(X;) D I(X) e I(X3) 2 I(X). Logo existem f € I(X;) e g € I(X3)
tais que f,g ¢ I(X). Por outro lado, fg € I(X; U X3) = I(X), o que é um absurdo, pois
I(X) é primo. Portanto, X é irredutivel. |

Definigao 4.11. Dado X C A"(k) um subconjunto fechado, definimos o anel de coor-
denadas de X, denotado por I'(X), por
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4.2 VARIEDADES ALGEBRICAS PROJETIVAS

Para definir variedades projetivas, procedemos de maneira andloga a definicdo de

variedades afins, exceto que trabalhamos no espaco projetivo.

Definicao 4.12. O espago projetivo de dimensao n sobre um corpo k, denotado por
P} ou simplesmente por P"(k), é o conjunto das classes de equivaléncia de (n + 1)-uplas

(ag, - ..,a,) de elementos de k, nao todos nulos, sob a relagao de equivaléncia dada por

(ag,...,an) ~ (bo,..., b)) &3 A€ k\{0}; (bo,...,b,) = (Nag,...,\ay,).

Um ponto p € P*(k) serd denotado por p = (ag : ... : a,) e 0s a;'s serdo chamados

de coordenadas homogéneas de p.

Chamamos de pontos finitos os pontos do conjunto

{(xg:..imp) €PM(k); g #0}={(1:21:...:2,); (x1,...,2,) € A"(k)}

e chamamos de pontos no infinito os pontos do conjunto
{(xo:...:x,) € PYk); x9=0} = {(0 TLy e 1 Ty); (@) € P"‘l(k)}.

Note que o conjunto dos pontos finitos de P"(k) pode ser identificado com A™(k) e

o conjunto dos pontos no infinito pode ser identificado com P"~1(k).

Em particular, temos
P!(k) = reta afim dos pontos finitos U{(0: 1)},
e assim P!(k) tem um tnico ponto no infinito. E temos

P?(k) = plano afim dos pontos finitos U reta projetiva dos pontos no infinito.

Definicao 4.13. Um ponto p = (ag : ... : a,) € P"(k) é zero de um polinémio qualquer
F € kl[zy,...,x,], se F(p) = 0 para qualquer escolha de coordenadas homogéneas de p.
Neste caso, F' € klxy,...,x,| deve ser um polinémio homogéneo de grau d, isto é,

F(tag, ... ta,) = t"F(ay, ..., a,),¥ t € k\ {0}.

Seja S C klxg, ..., T, um conjunto de polindémios homogéneos. Denotamos por
V(S):={peP"(k); F(p)=0,VF €S}
o conjunto de zeros de S.

Definicao 4.14. Dizemos que um subconjunto X C P"(k) é fechado se X = V/(5), para
algum conjunto S C k[xo, ..., z,| de polindmios homogéneos. Os subconjuntos fechados

de P"(k) sd@o também chamados de conjuntos algébricos projetivos.
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Definigao 4.15. Definimos a topologia de Zariski em P"(k) escolhendo para abertos

os subconjuntos de P"(k) que sdo complementares de fechados projetivos.

Definicao 4.16. Uma variedade projetiva é um subconjunto fechado irredutivel de
P"(k) (com uma topologia induzida). Um subconjunto aberto de uma variedade projetiva

¢ uma variedade quase projetiva.

Observacao 4.17. A definicdo de conjunto algébrico projetivo irredutivel é analoga ao

caso afim.

Seja X C P"(k) um subconjunto. Definimos o ideal homogéneo de X por
I(X):={F € klzy,...,x,}; F(p)=0,V pe X}.

Definigdo 4.18. Dado um subconjunto Y C P*(k) definimos Y C P"(k), o fecho
projetivo de Y, como sendo a intersecao de todos os subconjuntos fechados de P"(k) que

contém Y.

Para qualquer subconjunto Y C P"(k) temos que V(I(Y)) =Y. Se Y C A"(k) for
um fechado afim, identificamos A" (k) como o aberto Uy C P"(k) e falamos do fecho de Y

em P"(k), o qual chamamos fecho projetivo de Y.

Definigao 4.19. Dado X C P"(k) um fechado projetivo, definimos o anel de coorde-
nadas homogéneas de X, denotado por I'(X), por

k[l’o, ce ,a:n]

="

4.3 CURVAS ALGEBRICAS E VALORIZACOES

Sejam V' C A"(k) uma variedade algébrica, I C klxy,xs,...,x,] o ideal primo
de Ve I'(V) = k[xy,z9,...,2,]/1. Entao, I'(V) é um dominio de integridade (pois V' é
irredutivel se, e somente se, I(V') é primo ) e k(V'), seu corpo de fragdes, é chamado corpo

de funcoes racionais de V.

Definigao 4.20. A dimensao de V' é o grau de transcendéncia da extensao k(V')/k. Uma

variedade de dimensido um é chamada curva.

No caso de curvas, k(V')/k é um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel (com
k como corpo de constantes), pois o grau de transcendéncia igual a 1 implica que existe
t=x;€ K(V)=k(xy,...,x,), transcendentes sobre k, tal que [k(V) : k(t)] < oo.

Definigao 4.21. Seja K/k uma extensao de corpos. Uma valorizacao de K/k é uma

valorizacao de K tal que v(a) = 0, para todo a € k \ {0}.
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O conjunto das valorizacoes de K/k serd denotado por Sk, isto €,
Sk ={v:K—=ZU{oco}; v éuma valorizagdo de K e v(a) =0,Va € k\ {0}}.

Agora veremos como associar pontos de uma curva plana irredutivel afim C' a

valorizagoes de k(C)/k.

Comegaremos com um exemplo onde essa associagdo ¢ bem natural.

Exemplo 4.22. Seja C' a curva afim dada por f(z,y) = x = 0, cujo fecho projetivo é
P!(k). Neste caso,

re) = U _ Kol gy ondet—ge k[<:2>y],

7 ¢ a classe residual de y em k[z,y]/ (f) e k(C) = k(t).

Entao segue dos Exemplos 3.16 e 3.17 e da Proposicao 3.18 que existe uma bijecao
natural entre os seguintes conjuntos
{v;v é uma valorizacio de k(t)/k} <+— kU{oo} =P (k)
V=0, — a
Uso — 00

Para curvas gerais vamos precisar antes de algumas defini¢oes e resultados.

A préxima proposicao é um resultado semelhante a Proposicao 3.18, porém consi-

derando o caso mais geral em K/k é um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel.

Proposicao 4.23. Seja K/k um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel. Sejam v
uma valorizagio de K/k e f € K tal que v(f) > 0. Entdo existe um dnico ¢ € k tal que
v(f—c)>0.

Demonstragio. (Existéncia) Seja f € k, entdo v(f — f) = v(0) = co. Tome ¢ = f. Agora,
se f ¢ k, entao [K : k(f)] < co. Como v é sobrejetiva, existem z € K e g(x) € k[f][z]
nao nulos, tais que v(z) > 0 e g(z) = 0. Considere g(z) = i bi(f)z', com by(f) # 0.
Afirmamos que v(b;(f)) > 0, para algum i =0, ..., 7. =

De fato, se v(b;(f)) = 0, para todo i =0, ..., 7 tal que b;(f) # 0, entao

oo =0v(0)=w (zr:obz(f)zz) =v(bo(f)),

contradigao (pois by(f) # 0).
Suponha que b;(f) # 0 e que v(b;(f)) > 0. Se b;(f) =a 1§[ (f —¢;)% concluimos
7=0
que v(f —¢;) > 0 para algum j =0,...,s, pois v(b;(f)) > 0. Denote ¢; por c.
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(Unicidade) Suponha que exista b € k, b # ¢ tal que v(b— f) = v(f —b) > 0.
Entao,
0=v(b—c)=0v((f—c)=(f=b) >min{v(f - c),v(f = b)} > 0.
Absurdo. Logo, ¢ € k ¢é tnico. [ |

Definigao 4.24. Sejam K/k um corpo de fungoes algébricas em uma variavel, dados
f € K e v uma valoriza¢ao de K/k com v(f) > 0. Dizemos que o tnico elemento ¢ € k tal
que v(f —c¢) >0 ¢é o valor de f em v e escrevemos f(v) =c. Se v(f) < 0, dizemos que f
tem polo em v e escrevemos por f(v) = oo. Se v(f) > 0, dizemos que f tem um zero em

.

Assim cada f € K define uma funcao

f:A{v; v é uma valorizagdo de K/k} — kUoo
v — ¢, se v(f—c)>0ev(f)>0
v — 00, se v(f) <0

Lema 4.25. Seja v uma valorizacio de K/k.
(i) Se f,g € K sdo tais que v(f) >0 e v(g) > 0, entdo:

(fg)(v) = f(v)g(v); (4.1)
(f+9)w) = f(v) +g(v). (4.2)

(i1) Se g € K—{0} e f,h € K sdo tais que v(hf) > 0,v(hg) > 0 e v(f/g) > 0, entdo:

MW S,
hg(v) 9( ) (43)

Demonstragio. (i) Segue da definigdo que f(v) = c e g(v) = e implicam v(f —¢) >0 e
v(g—e) >0 (fg)(v) = f(v)g(v).
Sejam f(v) = ¢ e g(v) = e, segue da definicdo que v(f —¢) > 0e v(g—e) > 0.

)
(
Entao temos que mostrar que v(fg — ce) > 0. De fato,

v(fg—ce) = v(fg—cg+cg—ce)=v((f—c)g+clg—e))
> min {o(f — ¢) +v(g), v(c) + v(g — )}
> 0.

Agora, para mostramos que (f + g)(v) = f(v) + g(v), temos que mostrar que
v((f +g) — (c+ e)) > 0. Temos
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v((f+9)—(cte))=v((f =)+ (g—e)) = min{v(f - c),v(g — )} > 0.

(74) Suponhamos que hf(v) = c e hg(v) = d, ou seja, v(hf —c) > 0ev(hg—d) > 0.
Vamos mostrar que v(f/g —c¢/d) > 0.

De fato,

v(f/g—c/d) =v(hf/hg—c/d) = v((hf/hg—c/hg+c/hg—c/d))

v((hf = c)/hg + c(d — hg)/hgd)

min {v(hf — ¢) — v(hg),v(d — hg) — v(hg)}
min{v(hf —c¢),v(d — hg)} > 0.

v

Na tltima igualdade acima usamos que v(hg) = 0, pois v(hg) > 0 implicaria d = 0, ja que
d € k é tnico tal que v(hg — d) > 0. Entretanto, d # 0 porque estd no denominador da
fracao hf(v)/hg(v). |

Na sequéncia, para associarmos valorizagoes aos pontos de uma curva precisaremos

definir anel local de uma curva em um ponto.

Sejam V' uma variedade afim e p € V. Dizemos que uma fungao racional f € k(V)

estd definida em p se existirem a,b € T'(V) tais que f = a/b e b(p) # 0.

Definicao 4.26. Se p ¢ um ponto de uma curva plana afim C, definimos o anel local de
C em p, denotado por O,(C'), como sendo o anel de todas as fun¢des racionais de V' que

estao definidas em p.

Observacgao 4.27. O,(C) é um subanel de k(C') contendo I'(C').
De fato, sejam g1, g2 € K(C) definidas em p, isto é, g1 = a1/b; e g2 = as /by, onde
a;,b; € I'(C), parai = 1,2, e g1(p) # g2(p). Entao:

a1b2 + (lle a1a9

+ = e . :77
g1 T g2 b1by g1 - 92 biby

com by (p)be(p) # 0, pois I'(C') é dominio.
Observe que em geral g1 /g2 nao é definida em p, pois podemos ter gs(p) = 0.

Logo, O,(C) é um subanel de k(C). Além disso, os elementos de I'(C') sdo da

forma a/b e, portanto, estdao contidos em O,(C), para todo p € C.

Observacgao 4.28. 0,(C) é um anel noetheriano.

Seja I um ideal de O,(C) e defina J = I NI'(C). Como I'(V') é noetheriano (Coro-
lario 3.3 e Proposicao 2.44), J ¢é finitamente gerado, isto é, J = (f1,..., fi). Afirmamos
que fi,..., fm geram I.

De fato, dado g € I C O,(C), como g é definida em p, entdo existem a,b € I'(C),

com g = % e b(p) #0. Logo, bg € T(C)N I = J e, assim, bg = rif1 + -+ + 7 fin, cOm
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r; € I'(C). Entao

_Zh‘fi_ Ti g
g = b _bew

onde 7;/b € O,(C).

Observacgao 4.29. O,(C) é um anel cujo unico ideal maximal é
My (C) =A{f € O,(C); f(p)=0}.

De fato, vamos mostrar que M,(C) é um ideal maximal. Considere a funcao

definida por

uma valorizacao.

Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo de anéis. Para isto, sejam f, g € O,(C).

Entao

o(f+9)=(f+9)p)=f)+9p) =e(f) +vlg)
o(fg) = (fg9)p) = f(p)g(p) = ¢(f)e(g).

Portanto, ¢ é um homomorfismo de anéis. Além disso,

Ker(p) = {f € Op(C); «(f) =0} ={f € O,(C); [flp) =0} = M,(C).
Como ¢ é sobrejetiva temos, pelo primeiro Teorema de isomorfismo,

9C) . po,(0)) =k

Ker(p)

Como k é corpo, entdo M, (C') é um ideal maximal.

Agora, mostraremos que M, (C') é tnico. Seja f € O,(C) um elemento invertivel,
entdo f(p) # 0, logo, f ¢ M,(C). Portanto, M,(C) contém todos os elementos nao
invertiveis de O,(C). Logo, todos os outros ideais proprios de O,(C') estao contidos em

M, (C), ou seja, M, (C) é o tnico ideal maximal de O,(C).

Veremos no préximo teorema que o anel local de uma curva em um ponto é o

objeto que traduz propriedades locais da curva.

Definigao 4.30. Sejam C' uma curva plana afim dada por F(x,y) =0e p = (a,b) € C.
Dizemos que p é um ponto simples de C se F,(p) # 0 ou F,(p) # 0. Um ponto p € C
que nao é simples é chamado ponto singular. Uma curva que s6 possui pontos simples

se denomina uma curva plana afim nao singular.
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Teorema 4.31. Um ponto p € C € simples se, e somente se, O,(C) é um anel de
valorizagdo discreta. Neste caso, se L = ax + by + ¢ € uma reta que passa por p mas nao

¢ tangente a C' em p, entio a imagem | de L em O,(C) é um parametro de uniformizagao
de O,(C).

Demonstragio. Ver [WF|, Teorema 1, pagina 49. |

Proposicao 4.32. Seja K/k um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel com k
como corpo de constantes. Seja R um anel local com k C R C K. Entao existe um anel
de valorizacao discreta B tendo K como corpo de fracoes, tal que k C R C B C K e
Mpr =RN Mg, onde Mg € o ideal maximal de R e Mp € o ideal maximal de B.

Além disso, se R € um anel de valorizacio discreta, entao R ndo estd contido

propriamente em nenhum outro anel de valorizacao discreta de K.
Demonstragao. Ver [EO], Coroléario 9.7, pagina 62. |

Veremos agora como relacionar os pontos de uma curva afim irredutivel C' dada

por F(X,Y) = 0 com valorizagoes.

Seja k(C') o corpo de fungoes racionais de C'. Entao k(C) = k(z,y), onde z = X e
y =Y sao classes residuais de X e Y em k[X, Y]/ (F).

Proposicao 4.33. Se S'yc)/k = {v € Skeym; v(w) >0 e v(y) > 0} e
o Swoye — A}
v (2(v),y(v)),

ent@o p(S'wcym) = C. Além disso, se C' for nao singular, ¢ é uma bijecio.
Demonstragio. Das igualdades (4.1) e (4.2) temos que

F(a(v),y(v)) = F(z,y)(v) = 0(v) = 0.

Ou seja, (ki) C C.

Reciprocamente, dado p € C, temos que O,(C') é um anel local e k C O,(C) C k(C).
Entao pela Proposicao 4.32, existe v valorizacao de k(C)/k tal que O,(C) C O, e

M, = 0,(C) N M,.

Mas se p = (a,b), entdo (z —a), (y —b) € M,, logo, (v —a), (y—0b) € M,, ou
seja, v(r —a) >0ev(y —b) > 0. Assim, z(v) =a, y(v)=be

p(x(v),y(v) = w(v) € e(S"ke)yr)-

Observe que se p = (a,b) = (z(v),y(v)), entdo v(xr —a) > 0 e v(y —b) > 0 e,

portanto, o anel local de C' em p, O,(C), esta contido no anel de valorizagdo discreta
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correspondente a v, isto é, O,(C) C O,. Entao se p é um ponto nao singular de C, pela
Proposicao 4.31, O,(C) = O,. Logo, concluimos que existe um tinico v € S’k tal que

p = ¢(v). Portanto, se C' é nao singular temos que ¢ : Sy, —> C' é uma bijecdo. M

Veremos nos exemplos a seguir a construcao da correspondéncia ¢ em curvas

singulares.

Exemplo 4.34. Seja C' uma curva afim sobre k£ = C dada por
FX,Y)=X*+X*-Y?=0.

Sejam x = X e y = Y as classes residuais de X e Y em k[X,Y]/ (X% + X3 — Y?). Entao

2
v =22 +2° =2*(1+2) = <y) =1+
x

Fazendo t = g, temos x =t>—1, y=t(t*—1)e
x
E(C) = k(z,y) = k(t* — 1,t(t* — 1)) = k().

Pela Proposicao 3.18, Sicy/e = {ve; ¢ € k} U {oo}. Além disso, como z e y sao

polindmios em ¢, temos que v(z) > 0 e v(y) > 0 se, e somente se, v(t) > 0. Logo,
S ke = {v € Skeyw; v(z) >0 e v(y) > O} ={v; c€ek}.
Para v. € Sicy/k, temos ve(t — ¢) =1 e t(v,) = c. Logo,
2(ve) = t(ve)* = L(ve) = & = 1 e y(ve) = t(ve) (H(ve)” — 1(ve)) = e(c® = 1).

Portanto,
Q. S,k(C)/k — ]{52
Ve — (A —1,¢(c2-1))

Note que p = (0,0) é o tinico ponto singular de C' e ¢(v.) = (0,0) se, e somente se,
¢ =1 ou c= —1. Ou seja, na origem, a curva C' admite duas valorizagoes v, e v_1, cujos

os uniformizantes locais sao u =t — 1 e w = t + 1, respectivamente.
Em O,,, z =u(u+2) e y = u(u® + 3u+ 2) = u® + 3u* + 2u.

Analogamente, mostra-se que em O,_,, z = (w(w — 2)) e y = w® — 3w? + 2w.
Exemplo 4.35. Seja C' a curva afim sobre k£ = C, dada por
F(X,)Y)=Y?- X" =0,

onde n = 21+ 1, [ é um inteiro positivo. Sejam x = X e y = Y as classes residuais de X e
Y em k[X,Y]/(Y? — X™). Entao
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Fazendo, t = %, temos x = 2,y = ta! = t(t})! =t =" e
T
k(C) = k(x,y) = k(t*, 7)) = k(1).

Pela Proposicao 3.18, Sicyx = {ve; ¢ € k} U{v}. Como z = t? e y = t" temos que
v(z) > 0 e v(y) > 0 se, e somente se, v(t) > 0, ou ainda, se e somente se, v = v, para
algum c € k. Logo, S"kcyr = {v(x) >0 e v(y) > 0} = {ve; c€k}.

Segue da definicao que para v, € Skc)/k, Ve(t —¢) =1 e t(v.) = c. Logo,
z(ve) =t(v)? = e y(ve) = t(v)" = "

Portanto
o:Swoy — A

Ve — (3,

Note que p = (0,0) é o tnico ponto singular de C' e ¢(v.) = (0,0) se, e somente se,
c = 0. Ou seja, na origem, a curva C admite uma unica valoriza¢ao vy cujo uniformizante

local é v = t. Portanto, x = u? e y = u™.
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5 SEMIGRUPOS E ANEIS GORENSTEIN

Neste capitulo introduzimos os conceitos de semigrupos, semigrupos simétricos e

de anéis Gorenstein, além da relagao entre anéis Gorenstein e semigrupos.

Vamos considerar em todo capitulo que 0 € N.

5.1 SEMIGRUPOS NUMERICOS

Definig¢ao 5.1. Um semigrupo numeérico S é um subconjunto de niimeros naturais N,

que satisfaz as seguintes condic¢oes:
(1) 0 €S;
(1) Se a,b € S, entdao a+b € S;
(7i1) N\ S é finito.
Escreve-se:
S =1{0,s1,82,..., 8, —>}
onde s; > s;, para ¢ > j. A seta significa que todos os elementos de N a partir de s,

pertencem a S.

O menor elemento de S diferente de zero, s;, é chamando de multiplicidade de
S e o denotamos por m(S). O menor inteiro positivo s, € S a partir do qual todo mundo
pertence a S é chamado o condutor de S e serd denotado por 3(.S), ou simplesmente de
f. O ntimero de Frobenius de um semigrupo numérico S, que vamos denotar por F'(.S),
é o maior inteiro que ndo pertence ao semigrupo numérico. Observe que F'(S) = 5 — 1.
Os elementos do conjunto G(S) = N\ S sdo chamados de lacunas de S e a cardinalidade,
g(9), de G(S) é chamada género de S.

Exemplo 5.2. S = {0,5,8,10,11,13,15,16,18, —} é um semigrupo numérico com
condutor § = 18, ntimero de Frobenius F'(S) = 17 e género g(5) = 10.

Definicao 5.3. Sejam S um semigrupo numérico e A um subconjunto nao vazio de

S. Dizemos que S é gerado por A, e escrevemos S = (A), se para todo s € S,
n

existem aq,...,a, € Ae A,...,\, € N tais que s = Y \ja;. Quando A é finito,
i=1

A ={ay,aq,...,a,}, dizemos que S é finitamente gerado e escrevemos
S ={ay,ag,...,a,).
Exemplo 5.4. O conjunto gerador do semigrupo
S ={0,5,7,9,10,12, 14, —}

¢ {5,7,9}.
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Exemplo 5.5. O conjunto {4, 7,9} é um conjunto de geradores do semigrupo

S =1{0,4,7,8,9,11, —s}.

Dizemos que um conjunto A de geradores de S é minimal se nenhum elemento de
A puder ser obtido como combinagao linear, com coeficientes naturais, a partir de outros

elementos do conjunto.

Observamos que
S ={ay,...,a,) ={r1a1 + -+ xpa,; v1,...,2, € N}

¢é o conjunto das combinacoes lineares com coeficientes inteiros nao negativos que podemos
formar com os geradores. Para encontrar o conjunto minimal de geradores de .S, basta

tirar do conjunto de geradores os elementos que sao soma de dois outros.

Proposicao 5.6. Todo semigrupo numérico admite um unico sistema de geradores minimal

que € finito.

Demonstracao. Seja S um semigrupo numérico. Denotaremos por S* o conjunto dos
elementos do semigrupo S com exce¢do do elemento zero. Observe que S* + S* é o
conjunto dos elementos em S que sao soma de dois elementos, diferentes de zero, em S.
Primeiro mostraremos que S = S*\ (S* + S*) é um sistema de geradores de S. Seja
s€S* sesd S entdo existem a,b € S*, menores do que s, tais que s = a +b. Novamente,
se algum destes tltimos elementos, eventualmente os dois, ndo pertencer a S, podemos
escreve-lo como soma de dois elementos em S* menores do que ele. Ou seja, supondo
que a ¢ S entdo existem c,d € S*, menores do que a tais que s = ¢+ d + b. De novo, se
algum dos elementos b, ¢, d ndo pertencer a S* \ (S* + S*) conseguimos também escreve-lo
como soma de dois elementos menores pertencentes a S*, fazendo assim uma descida no
conjunto dos niimeros naturais. E claro que, como estamos no conjunto dos inteiros nio
negativos, esta descida é finita e portanto conseguimos encontrar si,--- , S, € S tais que
51,59, €S =8\ (S*+5*) es=25,+---+s,. Logo, S éum sistema de geradores.

Seja m a multiplicidade de S. Entdo por definicdo, m € S e é o menor elemento
em S. Vejamos que S néo pode ter mais do que m elementos. Suponhamos que existam
a,b € S tais que a < b e b é congruente com a médulo m. Portanto, b = km + a para
algum k € N. Absurdo! Entdo, existe em S no maximo um elemento por cada classe de

congruéncia modulo m.

Seja agora A = {ai,...,a,} um sistema de geradores para S. Afirmamos que S
esté contido neste sistema de geradores. Seja s € S, entdo existem Aq, ..., \, inteiros nio
negativos, nao todos nulos, tais que s = A\ja; + - -+ + \,a,. Mas, como s ¢ (S* + S*),
temos que s = a;, para algum i € {1,...,n}. E portanto, qualquer elemento que esté

em S pertence também ao conjunto de geradores A. Logo, S estéd contido em qualquer



95

sistema de geradores de S, ou seja, S C A. Em particular, no caso em que A é um sistema

minimal de geradores temos a igualdade. |
Observagao 5.7. Quando S = (ay,as,...,a,) e ndo for dito o contrario, assumiremos
que {ay,as,...,a,} é um conjunto minimal de geradores. Os elementos ay,as, ..., a,

serao chamados geradores minimais de S.

Lema 5.8. Seja S = (a1, as,...,a,). Entao A é um semigrupo numérico se, e somente
se, mdc(ay, as, ..., a,) = 1.

Demonstra¢io. Suponha que mdc(aq,ag,...,a,) = d # 1. Dado um elemento s € S,
existem Aq,...,\, € N, tais que

S=ai1r1+ -+ a,T,.

Como d|a;, para todo i, temos d|s, ou seja, S C (d) = {kd; k € N}. Logo, N\ (d) C N\ S.
Sendo d # 1, existe e € N tal que d < e < 2d. Entao,

df(nd+e), Vne N={nd+e; n e N} CN\ (d) CN\S.

Logo, N'\ S néo ¢ finito. Absurdo, pois S é um semigrupo numérico. Portanto d = 1.

Para a reciproca, é suficiente provar que N\ S é finito. Como mdc(ay, as, ..., a,) =1,
existem inteiros A1, ..., \, tais que A\ja; + --- + A\ a, = 1. Passando os termos com \;’s

negativos para o lado direito, podemos encontrar iy, ..., i, j1, ..., € {1,...,n} tais que
Aig @iy 4o Ay, = 1= A, — - = Ajya5,.

Seja s = —A\ja;, — -+ — A\ja;. Entao, s, s+ 1€ S = (ay,...,a,). Mostraremos que se
neNétal quen > (s—1)s+ (s—1), entdo n € S. De fato, dado n € N sejam ¢, r € N
taisquen=¢s+rcom0<r<s—1. Sen>(s—1)s+(s—1), entdo

n=qgs+r>(s—1s+(s—1)=q¢g>s—1>r.

Logo,n:(7"3+r)+(q—r)s:r(s+1)—|—(q—r)\s/. |
cs csS

Um semigrupo pode ser representado através de um diagrama formado por duas
linhas da seguinte forma: na primeira coluna e segunda linha coloca-se o condutor de S e
nas colunas seguintes, dois inteiros cuja soma ¢ o niimero de Frobenius, listados em ordem
crescente na linha superior e decrescente na inferior. Bolinhas pretas indicam os elementos

que pertencem ao semigrupo S e as bolinhas brancas indicam os elementos de N\ S:
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o 1 2 3 4 5 6 7 8
e 0O o o o e o o e
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18 17 16 15 14 13 12 11 10

Figura 1 — Diagrama do semigrupo S = (5,8, 11)

Exemplo 5.9. Seja S = {0,6,7,8,11,—}. Temos que S = (6,7,8,11). Logo m(s) = 6,
F(S) =10, G(S) = {1,2,3,4,5,9,10} ¢ g(S) = 7.

0 12 345
e o0 0o 0o o o
e 0O O e e @ O
11 10 9 8 7 6 5

Figura 2 — Diagrama do Semigrupo S = (6,7,8,11)

5.1.1 Semigrupos Simétricos

Uma propriedade fundamental dos semigrupos associados aos anéis locais de curvas
em pontos singulares ¢ a simetria. Esta propriedade ¢ dada pelo Teorema de Kunz que

serd provado mais adiante.

Definicao 5.10. Um semigrupo numérico S é chamado simétrico se existe um niimero
inteiro n tal que a funcao
p: L — 7L
Z — n—2z
leva elementos de S em elementos que nao pertencem a S e, leva elementos que nao

pertencem a S em elementos que pertencem a S.

Observagao 5.11. Seja S é um semigrupo simétrico gerado pelos nimeros naturais
ai,...,ag, com mdc(ay,...,a;) = 1. Entdo, existe um inteiro positivo n ¢ S (o nimero de
Frobenius) tal que n+i € S, parai =1,2,.... Para cada s € S temos que n — s ¢ S pois,
caso contrario, n = (n — s) + s € S. Entéo, a quantidade de elementos de S pertencentes
ao conjunto {0,1,2,...,n} é sempre menor ou igual que a quantidade de nao elementos

de S contidos neste mesmo conjunto.

Segue diretamente da Observacao 5.11 que o diagrama de um semigrupo simétrico
possui bolinha preta em toda coluna, e obviamente esta deve ser tnica, uma vez que a

soma dos dois elementos de uma mesma coluna ¢ o nimero de Frobenius do semigrupo.

Exemplo 5.12. O semigrupo S = (4,6,11) = {0,4,6,8,10,11,12, 14, —} é simétrico e

possui o seguinte diagrama:
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Figura 3 — Diagrama do Semigrupo S = (4,6, 11)

Proposicao 5.13. O semigrupo S é simétrico se, e somente se, o conjunto {0,1,... n},
onde n € numero de Frobenius de S, possui tantos elementos de S quanto ndo elementos

de S.

Demonstragio. (<) Suponhamos que o conjunto {0,1,...,n} tem tantos elementos de S
quanto no elementos de S, onde n é o nimero de Frobenius de S. Entéo, dado z ¢ S,
temos que n — z € S pois, caso contrario, terfamos mais elementos em {0,1,...,n} fora de

S do que em S. Além disso, z € S implica n — z ¢ S, porque n ¢ S. Logo, S é simétrico.

(=) Se S é um semigrupo simétrico, entdo n é inteiro positivo da definigao de

semigrupo simétrico. De fato, seja m um inteiro positivo tal que a funcao

w7 — Z
e

leva elementos de S em elementos que nao pertencem a S e elementos que nao pertencem a
S em elementos que pertencem a S. Se m > n, entdao m € S. Absurdo, pois 0 € S, implica
m ¢ S. Por outro lado, se m < n, entao ¢(n) = m —n € S. Absurdo, pois m —n < 0.
Logo, m = n Como ¢(z) = n — z mapeia o conjunto {0,1,...,n} nele mesmo, existem

nesse conjunto tantos elementos de S e quanto nao elementos de S. |

5.2 ANEIS NAO RAMIFICADOS

Nesta secao apresentaremos diferentes caracterizacao de um anel que sera mais tarde
definido como anel Gorenstein. Os resultados apresentados aqui podem ser encontrados
em [B].

Considere R um anel comutativo com unidade. O anel total de fragoes de R é

definido por:
Q(R) = {Z; a,b € R, b nao é divisor de zero em R},

onde a/b = c¢/d se, e somente se, ad — bc =0 em R.

O anel Q(R) é o menor anel contendo R tal que todos os elementos nao divisores

de zeros sao invertiveis.
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Definig¢ao 5.14. Um ideal / em Q(R) é um R-médulo para o qual existe um nao divisor
de zero t € R tal que
t-I:={ta; acl} CR.

O ideal I é chamado inteiro se I C R.

Observagao 5.15. Se o anel R é noetheriano, os ideais de Q(R) sdo R-médulos finitamente
gerados. De fato, para I C Q(R) ideal, existe t € R, nao divisor de zero, tal que ¢ - I C R.

Como R é noetheriano temos tI = (ay, as,...,a,), ou seja,
P ()
t't t
como R-modulo.

Defini¢io 5.16. Seja I um ideal de Q(R). Definimos o inverso de I, denotado por 71,

COomao:

I"={z€Q(R); z-IC R}.

Observe que se I contém um elemento de R nao divisor de zero, entdo I~ é um
ideal.

Definigao 5.17. Sejam [ e J ideais em Q(R). O ideal quociente de I por J é o ideal
de R definido por:

(I:J)={zeR; =-JCI}
Defini¢ao 5.18. Seja a € Q(R). Denotamos por (a) := a - R, o ideal gerado por a.

Proposicao 5.19. Sejam I e J ideais em Q(R). Entao:

1. Se I D J, entdo I™* C J 1.
2. 1C () e (1)) =1

3. Se a € Q(R) € um ndo diisor de zero, entio (a)" = (@Y e(a-1) " =a - I

4. Sea € Q(R) é nao divisor de zero e a € I, entdo {(a) : [ =a- 11

Demonstracao.

1. Sex el entaox-I C R. Como I D J,entdo x-J C R, ouseja, v € J L.
Portanto, I=! C J~!.

2. Primeiro vamos mostrar que I C (I7*)~". Por defini¢do,

I_lz{er(R); :E'IQR}:>]_1]§R:>IQ([—1)_1.
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-1
Agora vamos mostrar que (([ -1 1) = [7!. Pela primeira parte deste item temos

I C (I e, pelo item anterior, temos

-1
Novamente, pela primeira parte deste item, temos I~ C ((I‘l) 1) . Logo,

= ((1—1)_1)1.

-1

3. Vamos mostrar que (a)" = (a™'), onde a € Q(R) é nao divisor de zero. Seja

z € (a)”". Entéo

x-(a>§R=>:EaER:>:m:r€R:>x:a_1r:>x€<a_1>.

Por outro lado, se x € (a™!), entdo x = a~'r, com r € R. Como xa = r € R,
temos = € (a™1), isto é, (a™') C (a) .

Mostraremos agora que (a - [ )_1 =a~'- 7! Temos que

ze(a-I) "oz ) CRe (za)l]CRszeca™ - T

4. Seja a € Q(R) um nao divisor de zero. Entao

a-I7' ={r e Q(R); a::ayeyIQR}Z{xGQ(R)S z'IgR}:
={z € Q(R); v-1C(a)}.

Logo, (a-I"™MYAR={(a):I. Seae€l,entaoa-I"' CRe(a-I""YNR=a -I""
Portanto, (a) : [ =a- I |

De agora em diante vamos supor que R é um anel local, unidimensional e noetheri-

ano, cujo o ideal maximal sera denotado por m.

Proposicao 5.20. Todo ideal inteiro (I C R) que contém um ndao divisor de zero € um

ideal m-primario.

Demonstragio. Se R é um anel noetheriano e D(R) é o conjunto de divisores de zero de
R. Entao,

D(R) = |Jpi, onde p;'s sdo os ideais primos pertencentes ao ideal (0) .
i=1
A demonstragao desta afirmagao pode ser encontrada em [AM], Cap. 4, Prop. 4.7. Se
o ideal I C R tem um elemento x nao divisor de zero, entdo x ¢ p;, para todo primo

pertencente ao (0). Em particular, x ndo pertence a nenhum ideal primo minimal de R.
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Sejam [ = ﬁ I;, uma decomposicao primaria (minimal) de I e ¢; o radical de 1,
para todo j = 1, 2J,71 .,n. Entao ¢; € um ideal primo de R, para todo j = 1,2,...,n e,
como (0) C g¢;, para todo j = 1,2,...,n, temos que p; C ¢;, para algum p; primo minimal
de R (isto é, algum primo minimal dentre os ideais primos pertencentes ao (0)). Agora,
usando que R é um anel local com ideal maximal m, temos p; C ¢; € m. Finalmente,
usando que R tem dimensao 1 e que p; # g;, pois x € I C g; e  # p;, concluimos que

g; = m, para todo j =1,2,...,n. Logo, j =1 e I é m-primario. |

Observacao 5.21. Nos casos em que estaremos interessados, o anel R serd o anel local
de uma curva irredutivel em um ponto singular. Portanto, serda um dominio de integridade

e a Proposicao 5.20 sera verdadeira para todo ideal I de R.

Proposicao 5.22. Para todo ideal inteiro I de R, contendo uwm nao divisor de zero, o
anel R/I é um R-médulo de comprimento finito. Além disso, também tem comprimento

finito o R-médulo J/I, onde J é um ideal inteiro contendo I.

Demonstragio. Seja I um ideal inteiro de R. Como R é noetheriano, R/l também é
(Proposicao 2.44). Vamos mostrar que R/I é um anel artiniano. Pela Proposicao 5.20, I é
m-primério. Seja P C R ideal primo tal que I C P. Entdo /I =m C P = P, e como m
¢ maximal, segue que P = m. Logo, m C R/I é o unico ideal primo (e também maximal)
de R/I, donde concluimos que R/I tem dimensao zero. Pelo Teorema 8.5 de [AM], temos
que R/I é artiniano. Por fim, segue da Proposigdo 2.47 que R/I tem comprimento finito.
Como todo submédulo de um moédulo de comprimento finito também tem comprimento

finito, se J for um ideal inteiro contendo I, entdao J/I C R/I tem comprimento finito. W

Para o préximo teorema é 1til observar que se ¢ é um divisor de zero em Q(R), a

funcao

p:QR) — Q(R)

T — Cx

¢ um isomorfismo de R-mdédulos em Q(R). Em particular, para ideias I C J C Q(R),

temos

I c-1

-~

J c-J
Teorema 5.23. Seja R um anel local unidimensional, noetheriano e local, cujo o ideal
maximal m contém um elemento nao divisor de zero. As sequintes condigoes sao equiva-

lentes:

(i) O comprimento de m™ /R, denotado por [(m~'/R) é igual a 1.

(71) Para todo o € m nao divisor de zero, tem-se l<<a> : m) =1

(@)
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(i7i) Para todo o € m ndo divisor de zero, o ideal (o) € irredutivel.
(iv) Para todo ideal I € Q(R), contendo um néo divisor de zero, tem-se I = (I71)™"
(v) Para todo ideal inteiro I C R, contendo um ndo divisor de zero tem-se

I(I7Y/R) = I(R/I).

Demonstragao. (i) = (ii) Seja « € m um nao divisor de zero. Pelo item 4 da Proposicao

(
5.19 temos (o) :m =« -m~'. Como [(m~'/R) = 1 por hipdtese e

temos

(5] ) - ()

(@) (a) R
(71) = (i17) Pela Proposi¢ao 5.20, o ideal ¢ = («), onde @ € m é um nao divisor
—1

de zero, é um ideal m-primario. Suponhamos l( = 1. Vamos mostrar que q é

q
irredutivel.

Primeiro mostraremos que a condigao I((q : m)/q) = 1, onde ¢ é m-primério, implica
que o conjunto de todos os ideais de R que contém ¢ propriamente possui o ideal (g : m)
como menor elemento. Seja I um ideal de R tal que ¢ C I. Afirmamos que ¢ esta contido

estritamente em (¢ : m) N 1. De fato, segue da definicao de ¢ : m que
gCqg:m=qC(¢g:m)NI.

Além disso, se ¢ é m-primdrio, como todo ideal em R é finitamente gerado (R é noetheriano),
existe s > 1 tal que m* C ¢ (m = /q) e, portanto, Im® C ¢. Escolha s tal que Im® C ¢
mas Im*~ ! ¢ ¢. Entéo, existe § € Im*~! C I tal que § ¢ ¢ e fm C Im* C ¢. Donde segue
que

Bédq felefmCqg=pc(g-m)NIe &q.

Logo, ¢ C (g:m)N I eassim, g C (g:m)NI C(¢g:m). Mas I(qg: m/q) = 1 significa que
nao existem ideais entre ¢ e (¢ : m), ou seja, (¢ : m) NI = (¢ : m). Logo, (¢g:m) C Ie
(¢ : m) é o menor ideal que contém ¢ propriamente.

Agora mostraremos que q é irredutivel. Suponhamos ¢ = I1 N I, onde I; e I sdo
ideais de R tais que ¢ C I1 e ¢ € I,. Entao, pelo que mostramos no pardgrafo anterior,
(g:m)C Ie(qg:m)C I, isto é,

(g-m)ChLNnlhb=q= (¢g:m)=gq.

Contradigao. Pois I((¢ : m)) = 1. Logo, ¢ = I, ou q = I>.
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(1ii) = (iv) Segue da defini¢do que para cada ideal I C Q(R), existe t € R, nao
divisor de zero, tal que J = tI C R. Neste caso, (I*l)_1 =t! (Jfl)_l. Entao, sem perda
de generalidade, podemos assumir que I C R. Seja o € [ um nao divisor de zero. Do item
(i), segue que () é irredutivel e de [G], Teorema 7, temos I = (a) : ((«) : I). Pelo item

4 da Proposigao 5.19, temos (a) : [ = - ! e, portanto,
I=(a):((a): )=(a):(a-I) " =a (a-I) =aa (I) =)
Na pentltima igualdade usamos o item 3 da Proposicao 5.19. Logo, I = (I-1)~1.
(iv) = (v) Seja
I=l,ChC---CL=R
uma série de composicao. Invertendo a série, obtemos

I'‘=i'ont'o---2I =R

r

Se I;! = Iijrll, para algum i, invertendo novamente a cadeia temos
L= (1) "= (1) = L,
contradizendo a hipétese dos I;'s formarem uma série de composicao. Entao
=120 22 =R

e, portanto, I[(I"'/R) > I(R/I).

Por outro lado, comecando com uma série de composicao entre I-! e R, obtemos,

como feito anteriormente, uma cadeia entre [ e R e [(R/I) > I(I"'/R).

Portanto, {((R/I) = I(I"'/R).

(v) = (i) Como o ideal m contém um nao divisor de zero e, por hipétese,
I((m™'/R) = I(R/m) = 1, concluimos que [(m™'/R) =1, j4 que I[(R/m) = 1 (R/m é um
corpo). [ |

Nosso objetivo agora é dar alguns exemplos de anéis satisfazendo as propriedades

do Teorema 5.23. Para isso, vamos apresentar mais alguns resultados.

Teorema 5.24. Sejam R um anel local, noetheriano, unidimensional e I C R um ideal
inteiro. Suponha que I contém um ndo divisor de zero e é gerado por dois elementos.
Entao

I(I"'/R) = I(R/I).

Demonstra¢io. Vamos supor inicialmente que I = (a,b), com a,b € R nao divisores de
zero. Considere as inclusoes R O I O (a). Como a é um nao divisor de zero, R/ (a) tem

comprimento finito e, da sequéncia exata

I R R
0O— +—~— -~ — - —0,

(@ e 1



63

segue que [(R/I) =1(R/ {(a)) — I(I/{a)). A fungdo

¢: R — 1I/{a)
r — b+ {a)

é claramente um R-homomorfismo sobrejetor, cujo nicleo é o ideal
Ker(p) ={z e R; abe(a)y={ze R, - 1C(a)}=(a):T=a-I""

A {ltima igualdade segue do item 4 da Proposicao 5.19. Logo, R/a- 17! ~I/{a).

Entao
[(R/T) = 1U(R/(a)) —I(I/{a)) = IR/ {a)) = U(R/a-I").

Além disso, "' D R, R D a.I"! D (a) e a sequéncia

a-I7t _)ﬂ_) R
a) a-I1

(@) {
é exata. Portanto, [(a-I"'/a-R) =1(R/(a)) —I(R/a-I7"). Assim, temos

— 0,

UR/I) = IR/ (a)) — I(R/a.I"Y) = l(a.I"" Ja.R) = I(I"/R).

A demonstracdo de que podemos supor que I é gerado por dois elementos nao

divisores de zero sera feita no lema a seguir. ]

Lema 5.25. Nas condigoes do Teorema 5.2/, o ideal I pode ser gerado por dois elementos

nao divisores de zero.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que I = (a,b) com a ou b nao divisor de zero.
Sem perda de generalidade, podemos supor que a é nao divisor de zero. Vamos mostrar
que existe b’ € R, nao divisor de zero, da forma b’ = bja + b, para algum b; € R. Neste
caso, I = (a,b) = (a,b’) como desejamos.

Seja D(R) o conjunto de divisores de R. Como R é um anel noetheriano, temos

D(R) = |J P;; P/s sao ideais primos de R, pertencentes ao ideal (0).
i=1
Suponhamos b € D(R). Se b € P, para todo i = 1,...,m, tomamos b, = 1.
Entao, b = a + b ¢ D(R) pois, caso contrario, a + b € P;, para algum j e, neste caso,
a € P;. Absurdo, pois a nao ¢ divisor de zero. Sebe Py,..., P eb¢ Piy1,...,P,. Seja

m l
by € N P;tal que by ¢ U P;. Observe que s6 nao existiria tal elemento b; se
i=l+1 i=1

m l
N PcUP
i=1

i=l+1
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m
o que implicaria (| P; C P, para algum 1 < k£ <[ e consequentemente, P, C Py para
i=1+1
algum [+ 1 <t < m. Mas R é local e os P)s sdo primos distintos. Assim,

onde a ultima inclusdo é estrita porque m nao pode ser igual a nenhum dos P;’s ja que, por
hipdtese, m ¢ D(R). A cadeia (5.1) contradiz o fato de R ser unidimensional. Afirmamos
que b/ = bja+b ¢ D(R). De fato, se b’ € D(R), entao V/ = bja + b € P,, para algum
r=1,...,m. Ser <1, temos bja € P,, pois b € P;,...,P. Mas isto é impossivel uma
vez que P, é primo e a,b; ¢ Llj P;. Por outro lado, se r > [+ 1, entdao b = b — bja € P,,
absurdo pois b &€ P4, ..., P,:L.:1

Agora, suponhamos a,b € D(R) e seja ¢ € I nao divisor de zero. Tal elemento
existe por hipdtese. Entdo I = (¢, a,b). Aplicando o raciocinio anterior, podemos encontrar
a =ajc+a, b =bc+be R, ndo divisores de zero, de modo que I = (c,d’, V). Seja m o
ideal maximal de R. Entdo, I/mI é um R/m-espago vetorial de dimensao menor ou igual
a 2, ja que I pode ser gerado por dois elementos. Entao {c+ml,a' +ml, b + ml} gera
I/mI e é LD. Excluindo o elemento que é combinagao dos outros dois, temos que [/ml é
gerado por dois deles. Sem perda de generalidade, I/mI é gerado por {c +mI,a’ +mI},
ou seja, I = (¢,a’) + ml. Usando um dos coroldrios do Lema de Nakayama (ver [AM],

Corolério 2.7) temos I = (¢, d’).

Corolario 5.26. Seja R um anel noetheriano, local de dimensao 1, cujo o ideal maximal

m contém ndo divisor de zero e tal que m € gerado por dois elementos. Entao l(m/R) = 1.
Demonstragio. Como I(R/m) = 1, o resultado segue do Teorema 5.24. |

A proxima proposicao nos da exemplos de anéis locais satisfazendo as condigoes do

Corolario 5.26 e por conseguinte o Teorema 5.23.

Proposicao 5.27. O conjunto dos anéis noetherianos, locais e unidimensionais tais que
o ideal maximal € gerado por dois elementos e contém um ndo divisor de zero, incluem os

sequintes tipos de anéis:

(i) R= A/I é um anel local reqular de dimensao 2 e I C A é um ideal principal de A
diferente de (0) e (1).

(i) R € o anel local de uma curva algébrica plana C' em um ponto simples p.

Demonstragio. Ver [B], Teorema 4, pagina 101. [ |
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5.3 ANEIS GORENSTEIN

Sejam R um anel local, noetheriano, unidimensional, com ideal maximal m e Q(R)

o seu anel total de fragoes.

Definicao 5.28. Dizemos que R é um anel Gorenstein se existe a € m, nao divisor de

zero, tal que o ideal gerado por a ¢ irredutivel.

Teorema 5.29. Seja R um anel local, noetheriano, unidimensional e com ideal mazximal m.

Suponha que m contém um ndo divisor de zero. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(i) R é um anel Gorenstein.

(i) Todo ideal principal de R, gerado por um elemento nao divisor de zero €, irredutivel.
(iii) O comprimento do R-médulo m™'/R € 1;

(iv) Para todo ideal I C R, contendo um ndo divisor de zero, vale (I71)™' =1

Demonstragio. Seja o € m tal que (a) é irredutivel. Entao, m = (a) : ({(«) ;m) e, pelo
item 4 da Proposi¢do 5.19, temos m = (m~!)~!. Como m C R é uma série de composicao
maximal, temos que m C R C m~! também é maximal. Logo, o comprimento de m™/R ¢

igual a 1. As equivaléncias entdo seguem direto do Teorema 5.23. |

Definigdo 5.30. Seja R o fecho integral de R em Q(R). O ideal condutor de R em R
¢ definido por
C:=R:R={recR; rRCR}.

Lema 5.31. C ¢ um ideal de R (e também de R). Além disso, C é o maior ideal de R

contido em R.

Demonstracao. Sejam ci,c3 € C e r € R. Entao,

(1 +02)R: ctR+cRCR+R=R e
(r¢c)R =r(cR) C TR C R. '

Logo, C é um ideal de R. Além disso, se a € R e ¢ € C, entdo
(ac)R = a(cR) C aR C R.

Portanto, C é também um ideal de R. Para terminar, seja I um ideal de R contido em R.
Entdo, RI C I C R, e, portanto, I C C. |
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Suponhamos agora que R ¢ um R-médulo finitamente gerado. Entéo C contém um

nao divisor de zero. De fato, se

R—R™ LR™ . g™
S1 So Sn

my; - , ~ .. . ~
onde — € R C Q(R) e s; ¢ um ndo divisor de zero, para todo 1 < i < n, entdo
S; _

S = $183....8, € R é nao divisor de zero e sR C Rm; + ---+ Rm,, C R.

Proposicido 5.32. Se R é um anel Gorenstein tal que R é finitamente gerado como

R-mddulo, entdo o comprimento do R-mddulo R/C é 2d, onde d é o comprimento de R/C.
Demonstragdo. Seja
C=aqyC---Ca;_1 CR

uma cadeia maximal de ideais em R. Afirmamos que
C=aC---Cag 1 CRCa;',Cc---Cag'=C"'=R
é uma cadeia maximal de R-submddulos de R.
Primeiro vamos mostrar que C~!' = R. De fato,
R'={z€Q(R); xRCR}=x2-13€ R Ve R'= R 'CR.

Como R~'R C R, concluimos que R~' C C. Da definicdo de C segue que CR C R, o que
implica que C C R~'. Logo, C = R~

Agora, usando que R é um R-médulo finitamente gerado, existe ¢ € R, nao divisor

de zero, tal que tR =1 C R e, como R é Gorenstein, temos

I=IH'=(tRy™H)'=t'RHY ! '=t(RY)Y'=R=(RH™"

Concluimos entdo que C~! = (R™1)~' = R.

Finalmente, (a;')~! = a;, para todoi = 0,1,...,d—1, pois R é Gorenstein, implica
que RCaz', C---Cay'=C"!' = R éuma cadeia maximal. Portanto, o comprimento
I(R/C) = 2d. [ |

5.4 SEMIGRUPOS DE VALORES DE ANEIS GORENSTEIN

Veremos agora como a teoria dos semigrupos numéricos pode ser usada para

caracterizar anéis Gorenstein.

Na proxima definigdo usaremos o conceito de m-adico completamento de um anel
local R cuja defini¢ao e principais resultados podem ser encontrados com detalhes em
[AM]. Porém, nao os apresentaremos aqui porque o completamento serd usado somente

para caracterizar o fecho inteiro do anel R
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Definicao 5.33. Seja R um anel local, noetheriano, unidimensional e tal que seu ideal
maximal m contém um nao divisor de zero. Dizemos R é analiticamente irredutivel se

seu m-adico completamento R é um dominio de integridade.

Observacao 5.34. Se um anel R ¢é analiticamente irredutivel, entdao R é um dominio de

integridade, pois R C R. Neste caso, o anel total de fragoes de R, Q(R), é um corpo.

Teorema 5.35. O anel R é analiticamente irredutivel se, e somente se, R é um dominio

de valorizacao discreta e um R-mddulo finitamente gerado.
Demonstragio. Ver [M], Teorema 7.1, pagina 68. |

O Teorema 5.35 garante que existe uma valorizacao
v:K— ZU{oo}

tal que R = {z € K; v(z) > 0} e K é o corpo de fracdes de R. Como R C R, podemos

definir o conjunto de valores de R por
v(R) = {v(z); z€ R\ {0}} CN.

Proposicio 5.36. Sejam R um anel analiticamente irredutivel, R seu fecho inteiro e K
o corpo de fragoes de R. Seja v : K — Z U {00} a valorizacdo definida por R. Entdo

S =wv(R) é um semigrupo numérico.

Demonstracao. Temos:
(1) 0 € S, pois v(1) = 0;

(17) Sejam a,b € S. Entao existem z,y € R tais que a = v(x), b = v(y). Logo,
a+b=uv(zr)+v(y) =v(zy) € 8.

(iii) Sejam C = {x € R; xR C R} o ideal condutor de R em R e
c= min{v(z); z€C e x # 0}.

Afirmamos que S = v(R) D {c+ n; Vn € N}. De fato, se z € K é tal que

v(z) = c+n, para algum n € N, e se ¢ = v(z), com x € C \ {0}, entdo

v(z)=c+n=vE)+n=v(z)—vE)=n>0=0v(z/z) >0
=z2/tr€ER=z2=aF, TER=2€R (r€C)=v(z) =c+ncv(R).

Concluimos assim N\ S é finito e S = v(R) é um semigrupo numérico. |

Definigao 5.37. O semigrupo v(R) é denominado semigrupo de valores do anel R.
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Queremos uma condicao necessaria e suficiente para que o anel R seja Gorenstein
em termos de semigrupo de valores de R. Antes disso faremos uma ligagdo entre o ideal

condutor de R em R e o condutor numérico do seu semigrupo v(R).

Observacao 5.38. No que segue vamos supor que R é um anel local, noetheriano,
unidimensional e analiticamente irredutivel. Sejam K o corpo de fracoes de R e R o
fecho inteiro de R. Também vamos supor que R e R possuem o mesmo corpo residual,
isto é, R/m ~ R/, onde m e M sdo os ideais maximais de R e R, respectivamente. Esse

é o caso sempre que o corpo residual de R for algebricamente fechado.

O préximo lema explicita a importancia de supor que R e R possuem o mesmo

corpo residual.

Lema 5.39. Sejam R um anel como na Observacao 5.38 e K o corpo de fragoes de R.
Suponhamos v(z) = v(y), para z,y € K\ {0}. Entdo, v(x — ey) > v(y) para algum e € R

invertivel.
Demonstragio. Sejam x,y € K\ {0} tais que v(z) = v(y). Entéo,
0=uv(z) —v(y) =v(z/y) = 2/y =u € R com v(u) = 0.

Logo, = uy, com u € R invertivel. Além disso, u € R invertivel significa que u ¢ I,
onde M é o ideal maximal de R. Usando que R e R possuem o mesmo corpo residual,

temos que

0Au€ R/M~R/m=3ec R\m;u=¢ec R/M=
u—e=meM=>u=e+m=zc=uy=(e+my=

x—ey=my=v(r—ey) =v(my) =v(m)+v(y) >v(y),
pois m € M implica que v(m) > 0. [ |
Proposicio 5.40. Seja C = {x € R; xR C R} o ideal condutor de R em R e

c= min{v(x); v €C e x#0}.

Entao,
C={z€K; v(z) >c}

e ¢ é o condutor do semigrupo S = v(R).

Demonstragio. A inclusdo C C {z € K; v(z) > ¢} segue da definigao de c.

Agora sejam z € K tal que v(z) > ce x € C\ {0} tal que ¢ = v(z). Entao,

v(z) >v(x) = v(z) —v(zr) >0=v(z/x) >0
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=z/treER=z2=07F, TER=>2€ R (z Q).

Além disso, z = z7, com = € C e 7 € R, implica
:RCxifRCxRCR= z€C.

Logo, C = {z € K; v(2) > ¢}. Observe que C sendo um ideal de R ¢ R DVD e, portanto,
um dominio de ideais principais, implicam que C = t¢ R, para algum ¢t € R tal que v(t) = 1.
Agora devemos mostrar que ¢ é o condutor de S = v(R). Vimos na demonstracao

da Proposigao 5.36, item (%i7), que

S =wv(R) D{c+n; Vn € N}.

Para terminar a demonstragao, devemos mostrar que c—1 ¢ S = v(R). Suponhamos
por absurdo que ¢ — 1 = v(r), para algum r € R. Entdo, v(r) = v(t*"V). Pelo Lema 5.39,

existe e € R invertivel, tal que
vt —er) >u(r) =c—1= vt —er) > e

Portanto,
te)_ereCc R=t""YeR.

Afirmamos que =Y € R implica que t°"Y € C. De fato, dado y € R, seja z € R,
tal que = 7 € R/m ~ R/9. Entdo, y —x € M e v(y — x) > 0. Logo,

gt = (y — x) teD 4D e R= ¢l e .

—_————
cC €R

Absurdo, pois ¢ é o menor valor dos elementos de C. |

Corolario 5.41. Sejam R um anel como na Observagio 5.38 e K o corpo de fracoes de
R. Seja x € K, tal que v(z —r) € v(R), para todo r € R. Entao, x € R.

Demonstragio. Seja x € K, tal que v(z —r) € v(R), para todo r € R. Dado r € R temos
que v(z — 1) € v(R), ou seja, existe 1] € R, tal que v(x — ry) = v(r}). Pelo Lema 5.39,

existe e; € R, tal que
v(ir —r —ery) =v(x — (1 +ery)) > v(r).

Como 1 + €17} € R e v(x —r) € v(R), para todo r € R, podemos aplicar o Lema 5.39
uma quantidade finita vezes para achar " € R, tal que v(x — ") > ¢, onde ¢ é o condutor

de v(R). Logo, pela Proposigao 5.40,

r—r"eCCR=x€R.
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Teorema 5.42 (Teorema de Kunz). Sejam R um anel local, noetheriano, unidimensional
e analiticamente irredutivel, com ideal mazimal m, R o fecho inteiro de R no seu corpo
de fracoes K e v : K — Z a valorizacio correspondente. Suponha que R e R possuem
0 mesmo corpo de classe residual. Entdo R é um anel Gorenstein se, e somente se, o

semigrupo de valor v(R) é simétrico.

Demonstra¢io. (=) Suponhamos que v(R) é um semigrupo simétrico, isto é, se ¢ é o
condutor de v(R) e n = ¢ — 1, entdo para z € v(R), temos que n — z € v(R) e se z & v(R)
entdao n — z € v(R). Vamos mostrar que m~!/R é um R-mddulo de comprimento 1 e,

portanto, é Gorenstein. Afirmamos que
v(m™) = {n}Uv(R). (5.2)

Seja x € m™ !, tal que = ¢ R. Se v(z) € v(R) nada temos a fazer. Se v(z) € v(R)
entdo, v(z) < n = ¢ — 1, pois ¢ é o condutor de v(R). Suponhamos por absurdo que
v(z) < n. Como v(R) é simétrico e v(z) € v(R), temos que n — v(x) € v(R). Seja
r1 € R tal que v(r1) = n —v(z) > 0. Observe que v(z) < n implica que v(r;) > 0 e,
consequentemente, que 1 € RN = m. Como v(riz) =n en & v(R) temos que rz ¢ R.

Mas isto é uma contradi¢do com o fato de
rem!={y €K; ymC R}.

Logo, v(z) = n, para todo z € m~!\ R.

Agora vamos usar a igualdade (5.2) para provar que
I(m™/R) =1.

Seja N um submédulo de m~! tal que R C N C m~!. Afirmamos que N = m~!. De fato,
dados z e m™'\ Rey € N\ R, sejam r,7" € R, tais v(z—71),v(y—r') € v(R). A existéncia
desses elementos é garantida pelo Corolario 5.41. Entao, v(x —r) =n =v(y — ') e, pela

Proposicao 5.39, existe e € R invertivel, tal que
v((z—r)—ely—1)) >vly—r)=n=c—1=v((z—r)—cly—1")) >c
Pela Proposicao 5.40, temos que
(x—r)—e(ly—1r)eCCRCN=2xz€N, poisr,”,ec Rey € N.

Logo, N =m™! ¢, portanto, {(m~!/R) = 1.

(<) Suponhamos que R é um anel Gorenstein e que

Vo < V1 < -+ < Vg—1
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sdo os nimeros no conjunto {0, 1,...,n} que sdo valores de elementos de R, onde n = c¢—1
e ¢ é o condutor de v(R). Defina I; = {r € R; v(r) > v;}, parai=0,...,d — 1. Entdo

R=I1,0L>---D>1l;_1DC

é uma cadeia de ideais de R estritamente decrescente. Afirmamos que essa cadeia é
méaxima pois, para todo r € R\ {0} tal que v(r) = v;_1, temos I; + Rr = I;_;. De fato,
dado y € I;_; temos que v(y) > v,y = v(r). Entdo, y = ur para algum u € R invertivel.
Pelo Lema 5.39, existe e € R tal que v(y — er) > v(r) = v;_1, donde concluimos que
y—er € I;, ouseja, y € I;+ Rr. A inclusao contraria segue da defini¢ao dos I's e de . Logo,
I(R/C) = d. Como R é Corenstein, temos pela Proposicio 5.32 que I(R/C) = 2d. Além
disso, como C = Rt¢, onde t € R é tal que v(t) = 1 e ¢ =n + 1, temos que I(R/C) = n + 1.
Logo, n + 1 = 2d e, pela Proposi¢ao 5.13, v(R) é simétrico. |

Corolario 5.43. Seja R um anel local noetheriano, unidimensional e analiticamente
irredutivel. Suponha que seu corpo residual € algebricamente fechado e seu ideal maximal é

gerado por dois elementos. Entao o semigrupo de valores de R é simétrico.

Demonstragio. Segue do Corolario 5.26 que I[(m~'/R) = 1. Logo, R ¢ Gorenstein e,

portanto, pelo Teorema 5.42 o semigrupo de valores de R é simétrico. |

Observe que os anéis da Proposicao 5.27 sao também exemplos de anéis de Gorens-

tein.

Exemplo 5.44. Seja C' a curva plana irredutivel dada por Y2 = X" onde n = 2l + 1.
Sejam p = (0,0) o tinico ponto singular de C', z = X e y = Y as classes residuais de X e
Y em K[X, Y]/ (Y? = X™) e R = k[z,y](zy) 0 anel local de C' em p. Entdo, como vimos
no Exemplo 4.35, k(C) = k(t), onde t = y/z! e

k C R - k[tz,tnhte’tn) - k(t)

Considere v = vy : k(t) — Z U {oo} a tincia valorizacao de k(t)/k tal que R = O,.
Entao v(t) =1e

k C k[t*,t"] C R = k[t*, t"]y2,my C R = kl[t]y).

Seja S = v(R). Afirmamos que S = (2,n) =(0,2,4,...,n—3,n—1,—).
De fato, temos:

(i) v(t?) =2 e v(t") = n. Logo, 2,n € S e

(2,n) =(0,2,4,...,.n—3,n—1,—) C S.
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(ii) Como n = 21 + 1, um elemento genérico de R ¢ da forma z = f(¢2,t")/g(t*,t"),
onde f(T1,Ty), g(T1,Ts) € k[T, Ts] sao polindmios nao nulos e g(t?,t") & (t*,t™), ou seja,
o termo constante de ¢g(7},7%) é nao nulo. Escreva

F(TL,To) = Y ayTiTy € k[T1, T3] e
i+j=0
HGRAE Z oy () (") = agy + aot® + - - + ait® + a1t + termos de grau maior,
i+5=0

onde a;; € k, para todo ¢, j. Dai segue que

0, se ag # 0;
U(f(t2,tn>) = 2]6, S€ Qoo = @10 = = Q(k—1)0 — 0 e ago 7é 0, para 0 < k< l,
a, com a>n, se ayp =ay =" --=aygn=>0

e entao v(f(t?,t")) pode assumir qualquer valor inteiro positivo da forma k, com 0 < k < [,

ou qualquer a > n.
Analogamente, fazendo g(Ty,Ty) = ié:_o = b TiT] € k[Ty, Ty), temos
g(t?, ") = by () (") = boo + biot® + - - - + at® + by t" + termos de grau maior.
Como by # 0,v(g(t?,t™)) = 0. Logo,
v(z) = o(f(t%, 1)) — v(g(t, ")) = v(f(£%,")).

Entao, S € {0,2,4,....,n—3,n—1,—} = (2,n) . Logo,

S=(2,n)=(0,2,4,...,n—3,n—1,—).

Pelo diagrama da Figura 4 concluimos que S é simétrico.

0 1 2 3 4 5 6 [

° o ° o ° o ° °

° o ° o ° o ° o o
2041 21 20—-1 20—2 20—3 20—4 20—-5 20—6 [

Figura 4 — Diagrama do semigrupo S = (2,n =20 + 1) e [ par.
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