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Resumo

Nesta dissertacao estudamos a dinamica de um universo descrito por um modelo cos-
mologico anisotropico e homogéneo do tipo Kantowski-Sachs, onde o conteiido material é
constituido por um fluido de radiacao e um gas de Chaplygin. Esse ultimo representando a
energia escura do universo, assim sendo responsavel pelo processo de expansao acelerada.
Foi utilizado a parametrizacao de Misner para reescrever a métrica em termos de um fator
de escala a(t) e um pardmetro b(t), a qual descreve a anisotropia. Resolvemos as equagoes
de Einstein para o modelo e analizamos como as variagoes dos parametros relacionados ao
contetido material e as condigdes inicias do universo influénciam na dindmica de a(t) e b(t).
Percebemos a existéncia de solucoes do tipo Big Crunch em que o universo de mantém
anisotropico durante toda sua evolucao e a existéncia de solugoes expansivas em que o
universo passa pelo processo de isotropizagao, assim se tornando isotréopico em algum
momento de sua evolugao. Por se tornarem isotropicas, as solugoes expansivas podem
representar o Universo atual.

Palavras-chaves: Cosmologia. Métrica de Kantowski-Sachs. Gas de Chaplygin. Parametro
de anisotropia. Parametrizacao de Misner



Abstract

In this dissertation we study the dynamics of an Universe described by an anisotropic and
homogeneous cosmological model of the Kantowski-Sachs type, where the material content
is the radiation fluid and a Chaplygin gas. The latter representing the dark energy, which
is the source of the accelerating expansion process. Using the Misner’s parametrization
we rewrote the metric in terms of the scale factor a(t) and a parameter b(¢), which is
associated with the anisotropy. By resolving the Einstein’s equations, we analyzed how the
changes in the parameters associated with the material content and the inicial conditions
of the Universe affects the dynamics of a(t) and b(t). We noticed the existence of Big
Crunch type solutions in which the Universe stays anisotropic at any stage of evolution,
we also noticed the existence of expansive solutions in which the process of isotropization
occurs and the Universe become isotropic at some point. By become isotropic the expansive
solutions can represent the current Universe.

Keywords: Cosmology. Kantowski-Sachs metric. Chaplygin gas. Anisotropy parameter.
Misner’s parametrization
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por:

Notacoes e Convengoes

Ao longo do presente texto sera convencionado que:

A derivada temporal de uma fungao ¢(t) sera representada por g(t) .

Dois indices repetidos, sendo um subscrito e o outro sobrescrito, denotam soma.
Indices gregos variam de 0 a 3.

Indices latinos variam de 1 a 3.

A métrica possui assinatura (—, +, +, +).

O determinante do tensor métrico sera denotado por g.

As constantes ¢ e 87G serao iguais a 1.

A derivada parcial de uma quantidade 7" em relacdo a coordenada x° serd denotada

or
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1 Introducao

A cosmologia relativistica possui seu desenvolvimento a partir de trés pilares que
sdo: o principio cosmoldgico, a relatividade geral e o postulado de Weyl [1]. O principio
cosmologico diz que modelos que descrevem o universo, devem ser baseados em segoes
espaciais tridimensionais homogéneas, que irao formar o pano de fundo para as formagoes
cosmicas [2]. Impomos que as evidéncias observacionais de um fenémeno cosmologico,
serao as mesmas para diferentes observadores em diferentes localidades no universo. A
homogenidade é uma caracteristica central para a maneira que interpretamos a radiacao
cosmica de fundo em micro-ondas, que sdo os resquicios do Big Bang [3], e para o
entendimento da distribuicdo espacial das galdxias. Evidéncias observacionais da radiacao
cosmica de fundo em micro-ondas, indicam que o universo é isotrépico, porém esse poderia
nao ser o caso nos primoérdios do Universo, quando as temperaturas eram tao altas que
0s atomos nao conseguiam se formar de maneira estavel. A métrica de Kantowski-Sachs
(KS) [4] permite um modelo de universo que comega de forma anisotrépica, porém com
o passar do tempo, passa a se comportar de maneira isotropica devido ao processo de
isotropizacao. O espacgo-tempo de KS é muito estudado em cosmologia, como pode ser
visto, por exemplo, nas seguintes referéncias [5-16].

A relatividade geral foi desenvolvida por Einstein em 1915 [17], essa teoria descreve
o comportamento do espacgo-tempo devido a presenca de matéria e radiacao. Einstein
introduziu em suas equagoes de campo uma constante cosmoldgica A, com o propésito
de contrabalanciar os efeitos gravitacionais que sao sempre atrativos, assim obtendo um
universo estatico. Em 1929 Hubble [18] analisando o desvio para o vermelho de algumas
galaxias, descobriu que quanto mais distante é a localizagao de uma galaxia, maior serd
seu desvio para o vermelho, isso implica que objetos mais distantes estao se afastando com
maior velocidade e como consequéncia o universo estd se expandindo. Em 1998 dois grupos
independentes, Supernova Cosmology Project [19] e High-Z Supernova Search Team [20],
conseguiram medir a partir de analise de supernovas, que a expansao do Universo esta
ocorrendo de maneira acelerada. Para ocorrer uma aceleracao no processo de expansao do
universo, se faz necessario introduzir um componente na distribui¢ao de matéria que possua
grande pressao negativa, essa componente ¢ conhecida como energia escura. Pesquisas

recentes em cosmologia, apontam que o universo possui (em larga escala) uma forma plana
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e é formado por até 70% de energia escura [21], que esté relacionada com a constante
cosmologica ou outras formas, como um campo escalar ou um gas de Chaplygin.

O postulado de Weyl afirma que as particulas que estao no substrato se propagam
no espaco-tempo em geodésicas temporais, divergindo em um ponto no infinito passado ou
futuro. O postulado de Weyl permite interpretar o universo como um fluido perfeito que
permeia todo o espago, com as galaxias se movimentando de maneira andloga a particulas
que estao sobre esse fluido.

Neste trabalho, apresentamos um modelo de universo anisotrépico e homogéneo a
partir da métrica de KS, que sera constituido por um fluido de radiacao, que descreve a
matéria presente no universo primordial e um gas de Chaplygin generalizado, que sera
responsavel pelo processo de expansao acelerada. O modelo apresenta duas formas de
evolucdo: na primeira forma o fator de escala evolui até um ponto maximo e entao retorna
para zero, o que caracteriza uma evolu¢ao do tipo Big Crunch. Na segunda forma, o
universo se expande indefinidamente e verificamos que para esse caso, o modelo passa pelo
processo de isotropizacao, assim se tornando isotropico e podendo representar o universo
atual.

O presente texto esta dividido da seguinte maneira: no segundo capitulo, apresen-
tamos uma revisao de relatividade geral e cosmologia relativistica, que ira auxiliar na
determinacao dos elementos necessarios para se obter as equagoes dinamicas. No terceiro
capitulo, apresentamos um universo anisotrépico e homogéneo a partir da métrica de KS,
introduzimos a parametrizacao de Misner que ira auxiliar na visualizacao do processo de
isotropizacao e obtemos as equagoes dinamicas do modelo estudado. No quarto capitulo,
apresentamos as solugoes para as equacoes dindmicas e verificamos como as variacoes dos
parametros e das condic¢oes iniciais, irao influenciar na evolu¢ao do universo, analizamos a

possibilidade de ocorrer o processo de isotropizacao nas solugoes obtidas.
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2 Elementos de Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral é a principal ferramenta para o estudo dos efeitos
gravitacionais. Desenvolvida em 1915 por Albert Einstein, essa teoria promove o casamento
entre a geometria em espacos curvos e a Fisica. Neste capitulo iremos desenvolver os
principais elementos da relatividade geral que serao utilizados ao longo do texto. Uma

exposi¢ao mais completa sobre o tema pode ser encontrada nas referéncias [1,22].
2.1 Tensor Métrico

A métrica é a forma como se mede a distancia entre dois pontos que estao no espaco.
De forma genérica, a determinacao do comprimento elementar ds de um arco é encontrada
a partir da expressao:

ds® = g, drtdz”; (1)

em que o tensor métrico é dado por:

ox® 0P
Guv = 7]«16@@‘ (2)

Como exemplo, no espago de Minkowski, a distancia entre dois pontos infinitesimalmente

proximos é medida a partir de:
ds® = —dt* + da* + dy?® + dz?, (3)

e o seu tensor métrico é dado por:

10 0 0
0 100
Nuw = (4)
0 010
0 00 1

As quantidades de um espago que possuem indice podem se apresentar de trés
maneiras: quando possuem os indices em baixo T},, sao denominadas covariante, quando
possuem indices em cima 7" sao denominadas de contravariante e quando possuem um
indice em cima e o outro em baixo T}, sao chamadas de mista. O tensor métrico é o

responsavel por levantar ou abaixar os indices de um objeto. Assim as formas covariante e

contravariante de um objeto u, se relacionam como:

Up = G’ = g"u,,. (5)
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2.2 Derivada Covariante

Em espacos-tempos curvos precisamos generalizar o conceito de derivada, para
levar em conta a variagao dos vetores de base em cada ponto. Para um quadrivetor u,,, a

derivada covariante serd dada por:
Vou, = 0,u, — UAF,/)V- (6)
Em que Fﬁy ¢ o simbolo de Christoffel definido como:

1
Fzy = 59/\(1 (a,ugoa/ + augoz,u - aaQ,uu) . (7)

Embora possua indices, o simbolo de Christoffel nao deve ser confundido com um tensor,
ele ¢ uma funcao que descreve a conexao da métrica do espago e é o responsavel por
monitorar possiveis mudancas nos vetores de base. Assim, para espacos cujos vetores de
base sejam sempre constantes como o espago de Minkowski (3), o simbolo de Christoffel
sera nulo.

E possivel mostrar que o objeto V,u,, se transforma como um tensor, assim definindo:
Tw = Vyuy, (8)
se observa que a derivada covariante desse tensor serd dada por:

Vil = 0T — Trolne — TpnTa (9)

oK)

que ¢é a expressao para a derivada covariante do tensor covariante de ordem 2.
2.3 Tensor de Curvatura

O conceito de curvatura surge a partir da necessidade de definir um transporte
paralelo de vetores no espaco. O transporte paralelo transmite a ideia de que, ao se
transportar um vetor tangente paralelo a si mesmo ao longo de uma curva fechada, o
vetor ird voltar a ser o mesmo em cada ponto da curva se o espaco for plano, porém o
mesmo nao acontece caso o espago seja curvilinio. Assim, surge a necessidade de procurar
uma quantidade que ird indicar o quanto as componentes de um vetor mudaram durante
o transporte paralelo, essa quantidade serd o tensor de Riemann. A partir da seguinte
expressao:

V.Vu, — V. Vyu, = uy R

UVK?

(10)
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o tensor de Riemann serd definido como:

R, =0, —0.I, +0I7TI,, —T7,) (11)

UVE pE- ov purvs oK*

O tensor de Riemann pode ser expresso em sua forma covariante como:

K™ ov purvt ok

Ryuw = 93 Ry = 93 0,17, — 0%, + 19,2, —T9,T% } . (12)

Sendo R, anti-simétrico no primeiro par e no segundo par de indices e simétrico
na troca de dois pares de indice. A contracao do primeiro indice com o terceiro no tensor

(12) ira gerar o tensor de Ricci:

Run = gVAR)\uwm (13)

que mostra o quanto a forma do espaco se deforma quando algo se move ao longo de uma
geodésica. E realizando a contragdo nos dois indices do tensor de Ricci, se encontra a
curvatura escalar,

R pry g'u'HR'L“{. (14)
2.4 Tensor de Einstein

A identidade de Bianchi é uma combinacao linear de primeira derivada covariante

do tensor de Riemann e é expressa como:
V,\Ragn,/ + VVRQBM -+ VnRagl,)\ =0. (15)

A partir da identidade de Bianchi se obtém:

V.G =0, (16)
em que:
1
G = R — 5gaﬂR, (17)

¢é o tensor de Einstein.
A equagao (16) diz que o tensor de Einstein possui divergéncia nula, essa ca-
racteristica é importante, pois ird permitir descrever a curvatura de um espago-tempo

compativel com a conservacao de energia e momento.
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2.5 FEquacgoes de Campo de Finstein a Partir do Principio Variacional

Agora que introduzimos as ideias geométricas necessarias para o entendimento da
relatividade geral, vamos obter as equacgoes dindmicas dessa teoria. A relatividade geral
é baseada em um espago-tempo pseudo riemaniano quadridimensional, que possui uma
coordenada temporal e trés coordenadas espaciais. As equagoes de campo sao obtidas a

partir da variagao da acdo de Einstein-Hilbert que é dada por:

S:/d4x

em que: L), descreve todos os campos de matéria que aparecem na teoria.

;R+£M] N (18)

Definindo o tensor energia-momento como:

T, — ——= =M 1
g ogm (19)

e variando a agdo (18) se obtém as equagdes de campo de Einstein [23]:
1
R[,LV - §Q;U/R + guuA = TMV‘ (20)

A expressao acima forma um conjunto de 16 equagoes no total, porém devido a simetria dos
tensores presentes em (20), apenas 10 dessas equagoes serdo independentes. A equacao (20)
ird descrever como a geometria do espago-tempo (lado esquerdo da equagdo) se comporta
a partir da presenca de matéria e energia (lado direito da equagao).

A constante cosmologica A na equagao (20), foi posta ad-hoc por Einstein, que
procurava um termo para contrabalanciar os efeitos gravitacionais, que sao sempre atrativos.
Com a descoberta de que o universo estd em expansao acelerada, a constante cosmoldgica
passa a ser uma candidata a explicar o motivo da aceleragdo no processo de expansao. A
constante cosmoldgica pode ser interpretada como parte do tensor de energia-momento se
fizermos:

T = — gy, (21)

esse tensor ird descrever um estado de vacuo que possui densidade de energia p,q. € uma

pressao Py, que irao se relacionar a partir da seguinte equacgao de estado:

Pvac = —Puac (22)

ou seja, a constante cosmolégica é equivalente a existéncia de uma pressao negativa e isso

permite uma aceleracao do processo de expansao do universo.
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2.6 Cosmologia Relativistica

O advento da relatividade geral, permite o estudo da cosmologia relativistica que ira
descrever o comportamento do universo desde seus primordios, passando pelos dias atuais
até o seu "fim”. A métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) descreve um universo
espacialmente homogéneo e isotropico, com as distancias entre seus pontos podendo se
expandir ou se contrair como funcao da coordenada temporal. Assim a métrica FRW

possui o principio cosmologico incorporado em suas caracteristicas. Essa métrica é dada

por [1]:
ds* = —dt* + a(t)? _dr + 7r2dQ? (23)
1— kr? 7
em que:
dQ? = db® + sen®*0d¢?, (24)

é o diferencial de angulo sélido. O termo k é o coeficiente de curvatura, k = 0 representa
um espaco plano, £ = —1 representa uma curvatura negativa e £ = 1 representa uma
curvatura positiva. O termo a(t) é o fator de escala que ird permitir a expansao ou a
contracao dos pontos determinados pela pela parte espacial.

Quando analisado em larga escala, um universo homogéneo apresenta a mesma
densidade média de matéria em todos os locais. Do ponto de vista observacional, nao é
possivel fazer observagoes diretas da homogenidade do universo, pois apenas conseguimos
fazer observagoes a partir do interior do cone de luz e ndo em sua superficie. Assim o que se
pode realizar sdo observacgoes diretas da isotropia, isso é, uma evidéncia observacional deve
ser a mesma em qualquer direcdo do espaco, e assim fazer a conexao entre homogenidade
e isotropia assumindo o principio copernicano. Esse principio diz que os seres humanos
que estejam no planeta Terra ou em qualquer outro local do sistema solar, nao possuem
privilégios observacionais em relagdo ao universo, ou seja, esse principio implica que se o
universo parece isotropico quando observado do planeta Terra, entao se pode assumir que

0 universo sera majoritariamente homogéneo.
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Utilizando a expressao (7), podemos encontrar os simbolos de Christoffel para a

métrica de FRW que serao dados por:

Y, = 2, Y, = aar? 'Y, = aar’sen?6

=T =14 I = 2> L, =—r(1—kr?) Ii, = —rsen?d (1 — kr?)
I3, =T =% I3 =I%==% T3 =—senfcosf

50 =T0; = % 5 =T = % I35 = T3, = cotgd.

(25)

Em posse dos simbolos de Christoffel, é possivel encontrar a curvatura de Ricci do espago

descrito pela métrica (23), que sera dado por:

—3% 0 0 0
0 da+2d2—20—2k 0 O
R, 1=kr (26)
0 0 (da + 262 + 2k)r2 0
| 0 0 0 (aa + 24° + 2k)r*sen®d |

A partir do tensor de Ricci é possivel encontrar a curvatura escalar, que serda dada por:

.. .2 k
R=—6(-+Z 4+ ).
a a? a2

Assim, encontramos as componentes geométricas necessarias para o estudo de um

(27)

espago homogéneo e isotrépico. Vamos agora discutir o postulado de Weyl, que anuncia que
o espago pode ser pensado como um fluido perfeito, com as galaxias se movimentando de
forma andloga as particulas sobre esse fluido. Um fluido perfeito é um fluido que pode ser
totalmente caracterizado pela sua densidade de repouso p e pela sua pressao isotropica p. O
fluido perfeito nao apresenta viscosidade e nao conduz calor. O tensor de energia-momento

para um fluido perfeito relativistico é dado por:

™ = (p+p)U"U" + pg"", (28)

em que U* é a quadrivelocidade do fluido. Utilizando ¢"* como a métrica de FRW (23) e
a quadrivelocidade no sistema de coordenadas do substrato U* = (1,0,0,0), se encontra

que o tensor de energia-momento para esse espaco-tempo sera:

o . ;
—— (w)e 0 0 (29)
0 0 (a@%ﬂ)p 0
o0 0 (et P
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Para que o tensor de energia-momento seja conservado, é necessario que ele nao
sofra variagoes em nem uma de suas componentes, isso significa que sua derivada covariante

deve ser nula:

v, T = 0. (30)

Realizando a expressao acima, encontramos a equacao de conservacao do tensor energia-
momento para o fluido:

b+3(p+p)z = 0. (31)

Para um fluido perfeito sua pressao e densidade estao relacionadas por:
p=uwp, (32)
assim substituindo (32) em (31) se encontra que:
p = Ca3e+D), (33)

em que C' é uma constante associada a densidade de energia e o valor de w depende da
natureza do fluido.

Para w = 0 se tém um fluido de poeira, ou seja, matéria nao-relativistica que possui
pressao nula, a matéria escura fria (CDM) e os bérions sao exemplos de fluido de poeira.
Para w = —1 se tém a energia do vacuo, que corresponde a um fluido que possui pressao
negativa e estd associada a constante cosmoldgica A ou a possibilidade de uma energia do
vacuo dindmica que é a energia escura. Quando w = % se tém um fluido de radiagdo que é
descrito por particulas relativisticas quentes como fétons, a radiagao era a principal forma
de energia nos primoérdios do universo.

Utilizando os valores das curvaturas (26) e (27), em conjunto com o tensor momento

energia (28), na equagao de campo de Einstein (20), se obtém as seguintes expressoes:

a*+k

ST_AZP’ (34a)
2.. .2
aa+a +k—A:—p. (34b)

As equagoes acima sao conhecidas como equagoes de Friedmann e descrevem a evoluc¢ao
de um universo homogéneo e isotrépico a partir do fator de escala a(t). Essas equagoes
apresentam uma singularidade quando o fator de escala é nulo a = 0, essa singularidade
é interpretada como o Big Bang que deu origem ao universo. Essas equagoes também

representam a conservacao da energia térmica do sistema, se derivarmos ambos os lados da
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expressao (34a) em relagdo ao tempo, multiplicarmos ambos os lados da expressao (34b)

em relagao a —%% e somarmos o resultado, se obtém:

. a
p+3(p+p)a=0, (35)

que é o mesmo resultado obtido a partir da conservagao do tensor energia-momento (31).

3

Multiplicando ambos os lados da espressao (35) por a” e organizando os termos se obtém:

C;lt (pa3) —|—pjt <a3) =0. (36)

Se as particulas (galdxias) residem no substrato que possui volume V', a dindmica
bstrat Lem V o~ a3(t ia total 1 6 descrita pel
nesse substrato ocorrera em a’(t), e como a energia total nesse volume é descrita pela

expressao E = pV, se tem que a equagao acima pode ser escrita como:

dE + pdV =0, (37)

que é a primeira lei da termodinamica para processos reversiveis e mostra como a energia
das particulas do substrato é conservada.

Observagoes mostram que embora a pressao p inclua diversos movimentos de estrelas
e galaxias, o valor de p é muito pequeno quando comparado ao valor da densidade p,
devido a presenca da matéria no universo, de fato, a proporc¢ao % possui ordem de grandeza

em aproximadamente 1075 ou 1076 [1].
2.7 Gas de Chaplygin

Introduzido por Chaplygin [24], como aproximagao para o célculo da forca de
elevacao na asa de um aviao em aerodinamica, o gas de Chaplygin é um fluido perfeito
caracterizado por possuir uma pressao negativa. A utilizagdo do gas de Chaplygin em
cosmologia, surge a partir do conhecimento que nosso universo estd em processo de
expansao acelerada e uma das maneiras de explicar essa aceleragao, é a partir da presenca
de uma substancia que tenha como caracteristica uma pressao negativa. Assim o gas de
Chaplygin se torna um candidato para a descrigdo da energia escura do universo [25-33].
O gas de Chaplygin também aparece em teoria das cordas ao se estudar a estabilizacao
de branas em buracos negros [34,35]. Uma consequéncia dos modelos cosmoldgicos com
a presenca do gas de Chaplygin é a sua evolucao cosmica, que permite passar de uma

fase inicial em que o universo apresenta vastas quantidades de poeira, para uma fase em
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que a materia se condensa em corpos rigidos, formando galdxias com o surgimento de
uma constante cosmolbgica, até passar para a fase final que é o universo De Sitter, que
representa um espaco plano, cujos os efeitos da matéria ordinaria podem ser ignorados de
tal forma que toda a dindmica do universo fica em razao da constante cosmoldgica.

A equacao de estado do gas de Chaplygin é dada por:

A

pe

Pe =

em que o indice ¢ representa grandezas eassociadas ao gas de Charplygin, p. é a pressao,
A é uma constante positiva, p. é a densidade de energia do gas e a é um parametro que
assume um valor dentro do intervalo 0 < o < 1. Neste trabalho, estudaremos o caso em
que o parametro a pode assumir qualquer valor dentro do intervalo 0 < o < 1, esse caso é
conhecido como gas de Chaplygin generalizado, sendo que para o = 1 se obtém o gés de
Chaplygin usual.

Substituindo a equacao de estado do gés de Chaplygin (38) na expressao da
conservagao de energia do fluido (35) e realizando as integragoes, se obtém que:

1
B \ &M
Pc = (A + a3(oé+1)> . (39)

Assim, obtemos uma expressao que mostra de forma explicita a dependéncia da densidade
pe com o fator de escala a.
Vamos analisar os possiveis casos da expressao (39). Se fator de escala a for muito
pequeno, se tem que A < % — a?let) « %, logo (39) pode ser aproximada como:
Bt

pC ~ 0,3 b (40)

que corresponde aos primordios do universo dominado por poeira de matéria. Agora para o

fator de escala muito grande % < A— B <« a®@ assim (39) fica aproximadamente:
e~ AT 5 p, ~ — AT (41)

que representa a parte final do universo, em que toda a dindmica é devida a constante
1 o . ~
cosmologica A@+D . Para um fator de escala grande podemos utilizar a aproximacao

binomial, assim obtendo:

1 B
a+ 1 Aatigdlat1)’

pC ~Y Aﬁ —|— (42)

que representa um universo misto de matéria e uma constante cosmolégica.
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3 Metrica de Kantowski-Sachs

Em relatividade geral, os grupos de Lie aparecem frequentemente quando se postula
que o tensor métrico g, seja invariante por transformacoes continuas. O gerador dessas
transformacgoes continuas sao os vetores de Killing, que sao os responsaveis por preservar
a métrica de uma variedade Riemaniana e estao associados a conservagao de grandezas
fisicas de um espaco. O conjunto de todas as transformagoes continuas que deixam uma
métrica invariante, formam um grupo de Lie que é conhecido como grupo de isometria.

A métrica de Kantowski-Sachs [4], surge ao se analisar espagos-tempo definidos
localmente como aqueles que admitem um grupo de isotropia (3, atuando em orbitas
bidimensionais do tipo espago, com curvatura positiva e que possuem vetores de Killing

do tipo espaco que nao estdo nas orbitas. A métrica de Kantowski-Sachs é descrita por:
ds® = —dt* + a”(t)dr® + b7 (t) (d6” + sen®0de’) (43)

em que a'(t) é o fator de escala e b/(t) é o fator de anisotropia. a’(t) ird medir a distancia
do tipo espago entre esferas bidimensionais enquanto ¢'(t) é a medida da superficie das
esferas bidimensionais.

A métrica de Kantowski-Sachs combina simetria esférica com simetria translacional
na direcao radial e apresenta dois tipos de singularidades: singularidade do tipo disco
quando a’(t) — 0 e singularidade do tipo cigarro quando '(t) — 0. Como nesta métrica a
parte radial evolui de maneira diferente da parte angular, essa métrica ira descrever um
universo anisotrépico, porém homogéneo.

Em seus primérdios, o universo nao deve ter seguido o principio cosmolégico. Assim
nesse periodo, o espaco deveria possuir grandes quantidades de anisotropia. Mas com o
passar do tempo, o espago se tornou isotrépico até atingir as caracteristicas atuais. Dessa
forma, o espago-tempo de Kantowski-Sachs é um dos casos mais simples para estudarmos
um universo que, inicialmente, seja homogéneo e anisotropico e posteriormente passe pelo
processo de isotropizacao, assim se tornando isotrépico.

Um dos pontos principais do nosso trabalho, serd estudar como os parametros e
condigoes iniciais influenciam no processo de isotropizac¢ao do modelo. Para isso, iremos
estudar a métrica de Kantowski-Sachs ndo na parametrizagao padrao (43), mas utilizando

a parametrizacao de Misner que apresentamos a seguir.
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3.1 Parametrizacao de Misner

Uma das maneiras de obter uma formulacao quantica da relatividade geral é a partir
do formalismo ADM [36], que consiste em fazer um split 341 no espago-tempo, de tal forma
que as componentes independentes do tensor métrico g, sejam: N é a funcao lapso, N*
vetor deslocamento e h;; que ¢ a métrica de hipersuperficies tridimensionais do tipo espaco,
cuja evolucgao forma o espaco-tempo. A métrica h;; ¢ a componente dinamica da teoria,
sendo que suas classes de equivaléncia formam um espac¢o denominado de superespaco,
que ¢ a arena para a geometrodinamica.

O superespacgo é uma variedade muito grande possuindo, segundo Wheeler, dimensao
(003)(>") ¢ ndo se sabe como realizar calculos em uma variedade tdo grande. Assim surgiu
a necessidade de reduzir o superespaco para uma variedade de dimensao finita, que ficou
conhecida como minisuperespaco. A reducdo para minisuperespaco envolve: fazer com que
a fun¢io lapso seja homogénea N = N(t) e o vetor de deslocamento seja nulo N* = 0, de

tal maneira que podemos escrever a métrica do espaco-tempo como:
ds® = —N?dt* + hy;(x, t)da'da? (44)

em que a tri-métrica h;; também deve ser restringida a ser homogénea, de tal maneira que
suas componentes devem ser dadas pelo produto entre fungoes de coordenadas espaciais e
um numero finito de fungoes de t.

Vamos utilizar um minisuperespago que seja gerado a partir de trés parametros
(w, By, ), em que: w = w(t) é identificado como um pardmetro independente que repre-
senta a coordenada temporal no minisuperespaco e Sy = . (t) e f_ = 5_(t) representam
a amplitude de dois modos independentes. Nessas condi¢oes, a métrica do minisupe-

respaco [37] seré descrita por:
ds* = —dw® + dfB3 + dB?. (45)

A parametrizacao de Misner constitui em restringir h;;, para uma métrica de
hipersuperficie do tipo espaco, homogénea e anisotrépica com topologia St x S?, utilizando
as coordenadas do minisuperespaco (w, 54, f—). Assim, vamos analisar a seguinte métrica
[38]:

ds®> = —N2dt> + R%(t) (W)U da'da? (46)
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em que 3;;(t) é uma matriz diagonal que possui trago nulo e R3(t) é proporcional ao

volume do universo no tempo t, esse fator pode ser expresso como:
—Ww
Rxe™, (47)

em que w representa a coordenada temporal do minisuperespaco. E possivel expressar as
. / . ~ . A ! , . .
componentes de matriz 3;; como combinagao linear dos parametros 5, 3. do minisupe-

respago como:

/811 = —25;
Bl = B} + V38 (48)
5:/),3 = Bg_ - \/35/_
Como na métrica de Kantowski-Sachs a parte angular evolui da mesma maneira,
vamos considerar 35, = f53, logo 8~ = 0, e definindo —f’, = b, obtemos a seguinte métrica:
ds? = —N2dt* + e 2 H0qp? 4 720720 <d62 + sen29d¢) . (49)

Em que b = b(t) é o fator de anisotropia. Identificando o fator R com fator de escala a, se

tém que a®(t) = e~?*, entdo a métrica acima se torna:
ds* = —N?dt* + a’e™dr® + a*e ™ (d6” + sen0do) (50)
que é a métrica de Kantowski-Sachs na parametrizacao de Misner. Fazendo:

i 1, |d
a= (a'b'z) ° b= 3 In [b’]’ (51)

retornamos para a parametrizagdo usual (43). Se o fator b for para zero ou constante, se

obtém uma métrica do tipo FRW (23)
3.2 Tensor de Energia-Momento

Vamos encontrar as grandezas necessarias para obter as equacoes de campo. Utili-

zando as expressoes (28) e (50) ¢é possivel encontrar o seguinte tensor energia-momento:

(20 0 0 ]
» 0 a2e*p 0 0
T — : (52)
0 0 a"2e?p 0
0 0 0 a~*e®sen™0p)
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em que utilizamos o quadrivetor velocidade no sistema de coordenadas co-mével com o
fluido U* = (N~1,0,0,0). Utilizando a expressao de conservagao para o tensor energia-

momento (30), se encontra que:

p=-3"(o+0). (53)

Em posse da equagao de conservacao do fluido, é possivel encontrar as relagdes entre
as densidades do fluido de radiacdo e do gas de Chaplygin em relagdo ao fator de escala a.
Substituindo equacao de estado para o fluido perfeito (32) na expressao de conservagao do

tensor energia-momento (53) se encontra:
p = Cpa30H+w), (54)

Para o fluido de radiacao w = %, assim a densidade e a pressao para o fluido de radiacao
serao descritas por:

1
pr = Cra™ Dy = gCra_4. (55)

Substituimos a expressao (38) na equacao de estado (53), se encontra as seguintes

relagoes para o gas de Chaplygin:

1
B at+D A
Pec = <A+a3(a+1)> De = — 5 N (56)
(A+ )

3.8  Curvatura

Para encontrar o tensor de curvatura, é necessario encontrarmos os simbolos de

Christoffel da métrica. Utilizando a expressao (7) se encontra:

Y, = % I =5 (aa + 2a26) e TY =4z (aa — a%) e 20

I = (aa — a%) e 2 sen’d

Ty =T = 2 (a+ 2ab) (57)
I3, =rg,=1=1 (d — ab) '3, = —senf cos b

T3 =T3 =1 (a—ab) Ty =T} = cotgh.
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Em posse dos simbolos de Christoffel, se pode encontrar o tensor de Ricci cujas

componentes irao possuir os seguintes valores:

=
g

I
2|z

v (32) — 32 — 612
Ry = — 3% (aa+20%b) e + 5 (24® + ai + Gaab + 2a%b) e

Roy = Ni (aa ) -2 4 N2 (aa +2a2 — 3aab — 25) e 41

W)

Rs3 = % (aa — aQb) *send + 3= (aa + 262 — 3aab — a b) e % sen?d + sen?d.

(58)
A partir da contracao do tensor de Ricci se encontra a curvatura escalar:
Na 1 ) e?
R = 6N3 +N?<6 + 60 4 6— )4—2@2. (59)
Entao podemos obter os seguintes tensores de Einstein:
., a2 ) €2b
Goo = —3b" + 3? +N 2 (60)
N . . . .
G = (20° — 2ad) + (* + 20i — Gadb + 301 — 20°D) + N, (61)
N . . . .
G = — - (20a + a?b) + (2ad + a® + 3aab + a®b + 3a°0?) , (62)
N
N . . . .
Gy = = (2ad + ) + (2ad + a* + 3aab + a®b + 3a°0?) . (63)

3.4  FEquagoes de Campo

Com tensor de Einstein e o tensor de energia-momento, é possivel encontrar as
equagoes de campo. Embora existam ao todo quatro equagoes, as equagoes (62) e (63) sdo
iguais, assim apenas trés equagoes serao responsaveis pela evolugao do fator de escala a(t)

e o fator de anisotropia b(t):

2b

—3}? +3 + N26 = N?%p, (64)
N 9; ) .9 . . 272 27 2 2 2 72
N(?ab—Zaa)qL(a —|—2aa—6aab+3ab—2ab>+N€ = —a"N"p, (65)

N . . . .
-~ (Qaa + a2b> + (Qad + a* + 3aab + a®b + 3(1262) = —a’N?p. (66)
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Considerando um universo que possua apenas radiacao e um gas de Chaplygin, a
densidade total do sistema serda dada por p; = p, + p. € pela lei de Dalton para as pressoes
parciais é possivel expressar a pressao total como soma das pressoes parciais p; = p, + pe.
Considerando o gauge em que a funcao lapso assume o valor N = 1, as equagoes de campo

irdo assumir a seguinte forma:

:2 2b !

- a e? B (a+1) 4 4

—3b" + 3? + ? = (A + a3(a+1)) + gCra ) (67)
. . . 1 A
a% + 2ad — 6aab + 3a%0* — 2a%b + ® = — d? gora_4 — — |, (68)
(A+ =8m)™

. . . 1 A

2ad + a2 4 3aab + a®b + 3a*b* = — a? gCrcf4 — — (69)
(A + ﬁ) a+1

Como existem trés equacgoes para duas incognitas, é possivel reduzir o nimero de
equagoes se considerarmos a soma ou a subtrac¢ao entre as equagoes (68) e (69). De fato,
se obtém o mesmo resultado ao se resolver o sistema de equagoes com (67) e a soma ou a
subtragao entre (68) e (69). Por simplicidade escolhemos trabalhar com a subtragao entre

essas equacoes, de tal forma que o sistema de equagoes a ser resolvido sera:

.9 2 1
o a e B B (a+1) 4 _4
—3b + 3? + ? = (A -+ (13(O"H)) —+ gCra 5 (70&)
—9aab — 3a%b + €% = 0. (70b)

As equagoes (70a) e (70b) descrevem a dindmica de um universo anisotropico e
homogéneo, que se inicia a partir de uma singularidade do tipo Big Bang e se expande
de forma acelerada. Esse universo apresenta propriedades diferentes em diferentes épocas
devido ao seu conteido material. No inicio dominara o fluido de radiagdo, devido as suas
particulas com velocidades igual ou proximas a velocidade da luz, surgindo assim a pressao
de radiagdo. Depois uma fase mista entre radiagdo e gas de Chaplygin; e por dltimo uma

fase dominada pelo gas de Chaplygin em que o universo se expande indefinidamente.
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4 Solucgoes Para as Equacgoes Dindmicas do Modelo

Neste capitulo vamos apresentar as solu¢oes para o sistema de equagoes diferenciais
(70a) e (70b). Esse sistema nao apresenta solucao analitica, apenas solugdes numeéricas.
Logo, ao variar os parametros e as condic¢oes iniciais, obtemos diversos conjuntos de
solugdes. O modelo possui ao todo quatro parametros que sao: A, B, a e C,., e as condicoes
iniciais que sao: ag, by e suas derivadas dag e dbg. Para determinar as condig¢oes inicias
apropriadas, utilizamos a equacao (70a) e estudamos como a variagdo de cada pardmetro e
condigoes iniciais, influenciam na dindmica do fator de escala a(t) e o fator de anisotropia
b(t). Para realizar esse estudo, variamos um dos parametros ou condigoes iniciais enquanto
deixamos os outros fixos, porém para se obter as condigoes iniciais a partir da expressao
(70a), é necesséario que alguma das condigoes iniciais ou pardmetros sempre sofra variacao
juntamente com o elemento que estamos estudando. Durante a maior parte do trabalho,
escolhemos a condicao inicial day para variar em conjunto com o elemento estudado, exceto
quando estudamos a propria condi¢ao inicial dag e nesse caso deixamos o parametro C,
variar.

As solugbes numéricas para o sistema de equagdes diferenciais (70a) e (70b) foram
implementados no software Maplesoft, em que foi utilizado o método de solucao rfk45.
Mais especificamente, utilizamos o Maple 2015 para encontrar as solugoes. Apds fazermos
um estudo bem amplo das solugoes numéricas, usando diversos valores dos parametros e
das condig¢oes iniciais observamos que qualitativamente, as solugoes se dividem em dois
grupos. No primeiro grupo de solugoes, o universo inicia em uma singularidade do tipo
Big Bang, se expandindo até um valor maximo e finalmente se contrai até formar uma
singularidade do tipo Big Crunch. No segundo grupo de solugoes, o universo também se
inicia a partir de uma singularidade do tipo Big Bang, depois expande indefinidamente
até atingir um tamanho infinito em um tempo infinito. Nesse segundo grupo, temos que o
fator de escala a(t) expande indefinidamente, quando o tempo vai para infinito. Mas o
fator de anisotropia b(t) tende a um valor constante, quando t tende para infinito. Esse
comportamento do fator de anisotropia b(t) garante que a métrica de Kantowski-Sachs ira
tender a uma métrica do tipo FRW quando ¢ tende para infinito.

Foram estudados as soluc¢oes para um grande nimero de valores dos parametros e

condicOes iniciais, porém para observar de forma mais clara o comportamento dos fatores
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a(t) e b(t), escolhemos seis valores fixos para o parametro a que sao: 0, 1;0,3;0,5;0,7;0,9
e 1. Também escolhemos cinco valores para a quantidade cuja variacao estd sendo estudada
e adequamos os valores dos outros parametros e condigoes iniciais, para a melhor descri¢ao

dos dois grupos de solugoes.

4.1 Variagao do Parametro A

Para a variacdo do pardmetro A do gas de Chaplygin utilizamos: B = C, = a = 1;
ap =by =1, dby = 2 . Apés o estudo das solugoes das equagoes (70a) e (70b) feitos para
um grande numero de valores do pardmetro A, mantendo fixados os demais pardmetros e
condigoes iniciais, entao escolhemos cinco valores de A para mostrar o comportamento dos

fatores a(t) e b(t) para as solugoes Big Crunch e expansivas.

4.1.1 Solugoes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serao
descritos pelas Figuras 1 e 2.

A Figura 1 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a varia¢ao do
parametro A. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um ponto
maximo e entao decresce até zero, o que configura uma singularidade do tipo Big Crunch.
Para valores maiores do parametro A, se observa que o ponto maximo de expansao do
fator de escala é maior e é alcangado em um tempo posterior aos valores anteriores.

A Figura 2 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
do pardmetro A. Se observa que b(t) apresenta uma solucao expansiva, que abruptamente
para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente b(t) expande
mais lentamente quanto maior for o valor do pardmetro A. Como o fator de anisotropia
nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se pode concluir que o universo
descrito por esses valores de A, nao passa pelo processo de isotropizagao.

A partir da Tabela 1, que apresenta os valores obtidos para as solugées do tipo Big
Crunch, é possivel constatar as observagoes que fizemos a partir da andlise dos graficos. O
ponto maximo do fator de escala a(t,,) ocorre em um tempo maior quanto maior for o

pardmetro A e como db(ts) é muito grande, o fator de anisotropia b(t) nao tende a um
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valor constante, logo o universo continua anisotrépico. Assim estas solugoes nao podem

representar o universo atual que é isotropico.

A =40
—— A=48
— A=49
— A=50

A =51

Figura 1 — Evolucao do fator de escala
a(t) para solugbes Big Crunch
com a variagao de A

A=40
—— A=48
— A=49
—A=50

A =51

Figura 2 — Evolucao do fator de aniso-
tropia b(t) para solugoes Big
Crunch com a variagao de A

A tm a(tm) b(tm) db(tm) ts alts) b(ts) db(ts)

40 0.83 1,98650769 2,09034147 1,84273113  1,076163  1,01807824 % 10(-2)  7,92193621  3.61837521  10(7)
48 1.30 3,02500638 2,55265835 1,92182657 1,5354339  3,25203781 % 10(~2)  7,64110792  4.07537140  10(6)
59 1.45 344761365 2,69818692  1,9624532  1,6792085 1,71195365* 10(—2) 854922425  4.15609094 % 10(7)
50 1.69 4,20708586 2,91453972  1,94438358  1,9225537  4,88295379 % 10(~2)  7,04643818  3.48460447 % 10(6)
51 275 11,1196500 3,86566834  1,93978847 29837508  5,73127290 % 10(=2)  9,69275872  3.75298121 % 10(7)

Tabela 1 — Solugoes Big Crunch para a variacao do parametro A

4.1.2 Solugoes Expansivas

As solugbes expansivas podem ser visualizadas a partir das Figuras 3 e 4. A Figura

3 mostra que quanto maior o valor da pardmetro A, mais rapida serd a expansao do fator

de escala a(t). J4 a Figura 4 mostra que quanto maior for o parametro A, menor sera

o valor para o qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir Figura 4, também é

possivel perceber que o fator de anisotropia b(t) tende a um valor constante, o que indica

o processo de isotropizacao do espago.

A Tabela 2 apresenta os valores obtidos para as solugoes expansivas, é possivel

notar que tanto o valor de day quanto o fator de escala a(t.) aumentam com o aumento
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de A, o que nos diz que o universo se expande de forma mais acelerada quanto maior
for o valor de A, b(t.) diminui com o aumento de A. Também ¢é possivel constatar que a
derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora com a concluséo
de que b(t) estd tendendo a um valor constante e o espago se tornando isotrépico. Assim

estas solugoes podem representar o universo atual que é isotrépico.

18000 1 n
160001 2,61
14000 1 24
10000 A=52 2 A=52
o — A=54 b —— A=54
8000 | — A=60 L8] — A=60
—— A=66 ‘ —— A=66
6000 A=T74 L6 A=T4
4000 1.4
2000 1 1.2
— M
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
t t
Figura 3 — Evolucao do fator de escala Figura 4 — Evolucao do fator de anisotro-
a(t) para solugbes expansivas pia b(t) para solugoes expan-
com a variacao de A sivas com a variacao de A
A dao t. a(te) b(te) da(t.) db(t.)
52 2.072924969 14  9,215948678  10(8)  2,885264561  1,428828999 10 —3.447991415  10(=9)

54  2.083837996 14  1,483389716 10(9) 2512202307  2,321630371 % 10(9) 2,536005501 % 10(~=8)
60 2.115119663 14  3,413279605 % 10(®)  2,161929522  5,484651866 * 10(9) 7,391605894 % 10(—9)
66  2.144473258 14  6,519070906 x 10(®)  2,009555613  1,072780912 « 10(10) 1119785885 x 10(~3)
74 2.181069916 14  1,377644050 « 10100 1,889504587  2,332836450 * 10(10) 1, 749828287 x 10(~8)

Tabela 2 — Solugbes expansivas para a variacao do parametro A

4.2 Variagcao do Parametro B

Para o estudo da variacdo do parametro B do gas de Chaplygin, utilizamos:
A=0C, =1, a=0,9 a9 = by = 1, dby = 2. Resolvemos numericamente o sistema
composto pelas equagoes (70a) e (70b) para um grande nimero de valores de B, enquanto
os outros parametros e condigoes iniciais sao mantidos fixo, entao escolhemos cinco valores
de B para mostrar o comportamento dos fatores a(t) e b(t) para as solugbes Big Crunch e

expansivas.
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4.2.1 Solugoes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serdo
descritos pelas Figuras 5 e 6.

A Figura 5 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a varia¢ao do
parametro B. Para os valores apresentados, se observa que o fator de escala cresce até
um ponto maximo e entao decresce até zero, o que configura uma singularidade do tipo
Big Crunch. Para os maiores valores do parametro B, se observa que o ponto maximo de
expansao do fator de escala é maior e é alcangado em um tempo posterior em relagdo aos
valores anteriores.

A Figura 6 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
do pardmetro B. Se observa que b(t) apresenta uma solugao expansiva, que abruptamente
para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente b(t) expande
mais lentamente quanto maior for o valor do parametro B. Como o fator de anisotropia
nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se pode concluir que o universo
descrito por esses valores de B nao passa pelo processo de isotropizacao.

A Tabela 3 apresenta os valores obtidos para as soluc¢oes do tipo Big Crunch, se
observa que o ponto maximo do fator de escala a(t,,) é maior e alcangado em maior tempo
quanto maior o valor do pardmetro B. Como db(ts) sempre possui valor grande, o fator
de anisotropia b(t) nunca tende a um valor constante, o que faz com que esse universo

continue anisotrépico. Assim estas solu¢oes nao podem representar o universo atual que é

isotropico.
B tm actm) b(tm) db(tm,) ts a(ts) b(ts) db(ts)
3300 3.43 7,07551707 2,43956916 7,30764886 « 100-1  4,042914  4,39058492 x 10(-2)  8,06774509  8,00555732 x 10(6)
3350 3.62 7,55963418  2,5010761  7,26886205 % 10(-1) 4238987  2,39867289 x 10(=2) 880561559  5.99514423 x 10(7)
3400 3.86  8,1992987 258131033  7,27144362 % 10(~1) 4480151  6,64542254 « 10(=2) 795000802  3.60141997 % 10(6)
3450 4.18  9,11349592  2,69099162  7,33003255 % 10(~1) 4794615 4,26696562 x 10(—2) 860534581  1.87013476  10(7)
3500 4.63 10,6162794 2,83990937  7,29410883 x 10(~1) 5249704  6,61539051 « 10(=2) 847289366  7.93993548 x 10(6)

Tabela 3 — Solugoes Big Crunch para a variacao do parametro B
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p B =3300 B = 3300
a —— B=3350 b —— B=3350
| —— B=3400 —— B=3400
> —— B=13450 —— B=3450
B = 3500 5] B = 3500
44
3,
2*/
11 ‘ 1
o 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
t t
Figura 5 — Evolucao do fator de escala Figura 6 — Evolucao do fator de aniso-
a(t) para solugbes Big Crunch tropia b(t) para solugoes Big
com a variacao de B Crunch com a variacao de B

4.2.2  Solugoes Expansivas

As solugoes expansivas sao mostradas pelas Figuras 7 e 8. A Figura 7 mostra que
quanto maior o valor da parametro B, mais rapida sera a expansao do fator de escala
a(t). J4 a Figura 8 mostra que quanto maior for o pardmetro B, menor serd o valor
ao qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura, se percebe que o
comportamento do fator de anisotropia b(t) tende a um valor constante, o que indica o
processo de isotropizacao do espago.

A Tabela 4 apresenta os valores obtidos para as solugbes expansivas, é possivel notar
que tanto o valor de dag quanto o fator de escala a(t.) aumentam com o aumento de B, o
que nos diz que o universo se expande de forma mais acelerada quanto maior for o valor
do pardmetro B, b(t.) diminui com o aumento de B. Também é possivel constatar que a
derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora com a conclusao
de que b(t) estd tendendo a um valor constante e o espago se tornando isotrépico. Assim

estas solugoes podem representar o universo atual que é isotrépico.
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180001
2.4
16000
2.2
14000
12000- 2]
10000 B = 3800 1.81 B = 3800
a —— B=4500 b —— B=4500
8000 —— B=6500 —— B=6500
—— B = 15000 1.6 —— B = 15000
6000 B = 30000 B = 30000
1.41
40001
2000 1 121
o————— 1 : : :
0 2 4 6 8 1012 14 16 0 10 20 30
t t
Figura 7 — Evolucao do fator de escala Figura 8 — Evolucao do fator de anisotro-
a(t) para solugoes expansivas pia b(t) para solugbes expan-
com a variacao de B sivas com a variacao de B
B dao te alte) b(te) da(t.) db(z.)

3800  5.234445097 35 6,047588258 x 10(8) 2 487426415  3,491576708 x 108  4,630089910 * 10(—9)
4500  5.456622787 35  8,606905344 x 10(8) 2034974616  4,969199117 x 10(8) 5609191904 x 10(—11)
6500  5.977636958 35 1,132091197 %109  1,722337745  6,536131574 + 10(8)  1,412741683 x 10(—10)
15000 7.379178294 35 1,537033159  10(9)  1,448242879  8,874065081  10(8)  1,171994290 x 10(—8)
30000 8.809084434 35 1,833529501 % 10(9)  1,332792145 1,058588751 % 10(9) 5, 852508672 % 10(—9)

Tabela 4 — Solugbes expansivas para a variacao do parametro B

4.3  Variagao do Parametro o

Para melhor avaliar o comportamento do fatores a(t) e b(t), a partir variagao
do parametro o do gas de Chaplygin generalizado, utilizamos: A = C, = 1, B = 50,
ag = by = 1, dby = 2 para as solucgoes do tipo Big Crunch e A = C, = 1, B = 5705,
ap = by = 1, dby = 2 para as solucoes expansivas e resolvemos numericamente o sistema
composto pelas equagoes (70a) e (70b). Como o valor de alpha estd no intervalo 0 < o < 1,
escolhemos seis valores para esse parametro, enquanto os demais parametros e condigoes

iniciais sao mantidos fixos.

4.3.1 Soluc¢oes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serao

descritos pelas figuras 9 e 10.
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A Figura 9 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a variagao do
parametro «. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um ponto
maximo e entao decresce até zero, o que configura uma singularidade do tipo Big Crunch.
Para valores menores do parametro «, se observa que o ponto maximo de expansao do
fator de escala é maior e alcancado em um tempo maior do que os valores anteriores.

A Figura 10 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
do pardmetro a. Se observa que b(t) apresenta uma solu¢ao expansiva, que abruptamente
para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente o parametro
b(t) expande mais lentamente quanto menor for o valor do pardmetro . Como o fator de
anisotropia nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se pode concluir que
o universo descrito por esses valores de o nao passa pelo processo de isotropizacao.

A Tabela 5 apresenta os valores obtidos para as solucoes do tipo Big Crunch e se
pode concluir que o ponto maximo do fator de escala a(t,,) é maior e alcangado em maior
tempo quanto menor for o valor do pardmetro . Como db(ts) sempre possui valor grande,
o fator de anisotropia b(t) nunca tende a um valor constante, o que faz com que esse
universo continue anisotropico. Assim estas solucoes nao podem representar o universo

atual que é isotropico.

2.5
4,
2,
o=0,1 a=0,1
151 — =03 , 3 — =03
“ —a=05 — =05
— =07 — =07
1 o=09 a=0,9
o=1 —o=1
5
0.51
0 02040608 1 12 14 16 0 02 04 0608 1 12 14 16
t t
Figura 9 — Evolucao do fator de escala Figura 10 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
a(t) para solugdes Big Crunch tropia b(t) para solugoes Big

com a variagao de « Crunch com a variacao de «
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a  tm a(tm) b(tm) db(tm) T a(ts) b(ts) db(ts)
0.1 1.16 2,77459417 1,83868018 0.93688512  1,5996531 6,43475784 * 1002 8,39790347  2.00928378 * 10®)
0.3 0.63 1,83451800 1,66184158 1,20432660 0.9690764  6,86952820 x 10(~2)  7,71793269  5.93111089 * 10(7)
0.5 046 1,54886593 1,5769504 1,36617201  0.7660570  5,36336773 % 10(-1) 771091151  8.22971017 % 10(7)
0.7 039 1,41909840 1,54006955 1,50850961 0.6700185  4,98037237 * 10(-2)  7,64625338  8.26221043 * 10(7)
0.9 0.34 1,34812048 1,49865801 1,56421640 0.6158197  5,39092586 * 10=1) 7,48166234  5.71841362 * 10(M

1 0.33  1,3238000  1,40480787 1,61348618  0.5970009  4,45939382 % 10(~2)  7,64032124  9.64349254 % 10(7)

Tabela 5 — Solugoes Big Crunch para a variacao do parametro o«

4.3.2 Solugoes Expansivas

As solugoes expansivas sao mostradas pelas figuras 11 e 12. A Figura 11 mostra
que a expansao do fator de escala a(t) ocorre em uma velocidade menor quanto maior o
valor da parametro a. Ja a Figura 12, mostra que quanto maior for o pardmetro o maior
serd o valor para o qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura se
percebe que o comportamento do fator de anisotropia b(¢) tende a um valor constante, o
que indica o processo de isotropizacao do espaco.

A Tabela 6 apresenta os valores obtidos para as solugbes expansivas, é possivel notar
que tanto o valor de dag quanto o fator de escala a(t.) diminuem com o aumento de «, o
que nos diz que o universo se expande de forma menos acelerada quanto maior for o valor
do parametro «, b(t.) aumenta com o aumento de . Também é possivel constatar que a
derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora com a conclusao
de que b(t) estd tendendo a um valor constante e o espago se tornando isotrépico. Assim

estas solugoes podem representar o universo atual que é isotrépico.

« dag te
0.1 29.46667615 35
0.3 16.13422706 35
0.5 10.40716596 35
0.7  7.475409257 35
0.9 5.786664024 35

1 5.200929846 35

a(te)
5,006473205 * 1009
3,158964681 % 10(9)
2,206982838 * 10(9)
1,595242718 % 10(9)
1,051043982 % 10(9)
3,484465040 % 10(®)

b(te)
1,068420015
1,141132121
1,252795587
1,429426663
1,801960305
3,222512509

da(te)
2,890488706 % 1009
1, 823829031 * 10(9)
1,274202111 % 10(9)
9,210138130 % 10(8)
6,068205261 % 10(8)
2,011756828 % 10(®)

db(te)
—9,407242684 * 10(—10)
—1, 736518330 * 10(~9)
—7,680190152 % 10(=9)
—1,210663136 % 10(~38)
1, 243033782 * 10(~9)
—1, 327463280 % 10(~=9)

Tabela 6 — Solugoes expansivas para a variacao do parametro o
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Figura 11 — Evolucao do fator de escala Figura 12 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
a(t) para solugdes expansi- tropia b(t) para solugoes ex-
vas com a variacao de « pansivas com a variagao de

(07

4.4 Variagcao do Parametro C,

Para o estudo da variacao do parametro C, do gas de radiacao, utilizamos: A =
B=1 a=0,5 dby = by =1, ayp = 2. Resolvemos numericamente o sistema composto
pelas equagoes (70a) e (70b) para um grande nimero de valores de C,., enquanto os demais
parametros e condigoes iniciais sao mantidos fixos, entao escolhemos cinco valores de
C, para mostrar o comportamento dos fatores a(t) e b(t) para as solugoes Big Crunch e

expansivas.

4.4.1 Solugoes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serao
descritos pelas figuras 13 e 14.

A Figura 13 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a variacdo do
parametro C.. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um ponto
maximo e entdo decresce até zero o que configura uma singularidade do tipo Big Crunch.

Para maiores valores do parametro C). se observa que o ponto maximo de expansao do
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fator de escala a(t) é maior e alcangado em um tempo maior do que os valores posteriores
de C,.

A Figura 14 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
do parametro C,.. Se observa que b(t) apresenta uma solugdo expansiva, que abruptamente
para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente o parametro
b(t) expande mais lentamente quanto maior for o valor do pardmetro C,.. Como o fator de
anisotropia nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se pode concluir que
o universo descrito por esses valores de C, nao passa pelo processo de isotropizagao.

A Tabela 7 apresenta os valores obtidos para as solugoes do tipo Big Crunch e
se pode concluir que o ponto méximo do fator de escala a(t,,) é maior e alcangado em
maior tempo quanto maior for o valor do pardmetro C,.. Como db(ts) sempre possui valor
grande, o fator de anisotropia b(t) nunca tende a um valor constante o que faz com que
esse universo continue anisotrépico ao longo de sua evolucao. Assim estas solugdes nao

podem representar o universo atual que ¢ isotrépico.

Cr=86 Cr=86
Cr=87 Cr=87

Cr=388 Cr=388

Cr=89 Cr=89

Cr=90 Cr=90

6 7 8 6 7 8
t t

Figura 13 — Evolucdo do fator de es- Figura 14 — Evolucao do fator de aniso-
cala a(t) para solucgoes Big tropia b(t) para solugbes Big

Crunch com a variacao de Crunch com a variacao de

C, C,
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Cr  tm a(tm) b(Erm) db(tm) ts a(ts) b(ts) db(ts)
86 3.9 898356565 2,67823940 7,33336963 « 10(-1) 451458 6,24476406 « 100-2) 819849386  5.72922635 % 10(6)
87 4.1  9,7544696  2,72721878  6,95397185 % 10(~1) 47618119  6,42038821 x 10(~2) 833666809  6.76324958 x 10(6)
88 4.5 10,8926117 2,88934384  7,57195813 % 10(—1) 50891051  6,68187193 % 10(-2) 851603170  8.33870382 * 10(6)
89 5.0 12,8155803  3,06207332 7,70411581 %« 10(~1) 55758273  9,056621685 « 10(~2) 85375006  5.45846783 x 10(6)
90 5.9 17,7681938 3,33105982  7,02135303 x 10(~1)  6,5540306  1,00192205 % 10(~2) 908972391  1.07419281  10(7)

Tabela 7 — Solugoes Big Crunch para a variacao do parametro C,.

4.4.2 Solugoes Expansivas

As solugdes expansivas sao mostradas pelas figuras 15 e 16. A Figura 15 mostra
que quanto maior o valor da parametro C,, mais rapida serd a expansao do fator de
escala a(t). J& a Figura 16 mostra que quanto maior for o pardmetro C, menor serd o
valor ao qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura se percebe que o
comportamento do fator de anisotropia b(t) tende a um valor constante, o que indica o
processo de isotropizacao do espaco.

A Tabela 8 apresenta os valores obtidos para as solugoes expansivas, é possivel
notar que tanto o valor de day quanto o fator de escala a(t.) aumentam com o aumento
de C,, o que nos diz que o universo se expande de forma mais acelerada quanto maior
for o valor do pardmetro C,, b(t.) diminui com o aumento de C,. Também é possivel
constatar que a derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora
com a conclusao de que b(t) estd tendendo a um valor constante e o espago se tornando

isotropico. Assim estas solugoes podem representar o universo atual que é isotropico.

C, dao te alte) b(te) da(te) db(te)
01  3.239235692 35  3,472844981 % 10(8) 3422173226  2,005047984 x 108  —1,762552037 x 10(—9)
93  3.264860569 35  5,390727644 % 10(8) 2824158103  3,112338056 « 10®)  —3,526121468 % 10(=2)

05  3.200285884 35  6,251651407 « 10(8) 2624356263  3,6093926231 * 10(8)  —1,151104077 % 10(=9)
99  3.340556022 35 7,3217146928 x 10®) 2413621802  4,227193948 x 10(8)  1,804749300 * 10(=9)
105 3.414573844 35  8,352587644 % 10(8) 2241109877  4,822368724 %« 10(®8) 5, 800369088 * 10(~12)

Tabela 8 — Solugoes expansivas para a variacao do parametro C.
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4001 Cr=91
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Figura 15 — Evolucao do fator de escala
a(t) para solugdes expansi-
vas com a variagao de C,.

4.5 Variagao da Condicao Inicial ag

Cr=91
Cr=93
Cr=95
Cr=99
Cr=105

Figura 16 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
tropia b(t) para solugoes ex-
pansivas com a variagao de

Cy

Para o estudo da variacao da condic¢ao inicial ag, utilizamos: A = B = C, =1,

a=0,1; dby = 2 e by = 1. Resolvemos numericamente o sistema composto pelas equagoes

(70a) e (70b) para um grande nimero de valores de ag, enquanto os demais pardmetros e

condigoes iniciais sao mantidos fixos, entao escolhemos cinco valores de ay para mostrar o

comportamento dos fatores a(t) e b(t) para as solugdes Big Crunch ¢ expansivas.

4.5.1 Solugoes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serao

descritos pelas figuras 17 e 18.

A Figura 17 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a variagdo do

parametro ag. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um ponto

maximo e entao decresce até zero o que configura uma singularidade do tipo Big Crunch.

Para maiores valores da condigao inciial ag, se observa que o ponto maximo de expansao

do fator de escala é maior e é alcancado em um tempo posterior em relagdao aos valores

anteriores de ay.
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A Figura 18 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
da condicao inicial ag. Se observa que b(t) apresenta uma solugao expansiva, que abrup-
tamente para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente o
parametro b(t) expande mais lentamente quanto maior for o valor da condi¢ao inicial ag.
Como o fator de anisotropia nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se
pode concluir que o universo descrito por esses valores de ag, nao passa pelo processo de
isotropizacao.

A Tabela 9 apresenta os valores obtidos para as solugoes do tipo Big Crunch, se
pode concluir que o ponto maximo do fator de escala a(t,,) é maior e alcangcado em maior
tempo quanto maior for o valor da condicao inicial ag. Como db(t,) sempre possui valor
grande, o fator de anisotropia b(f) nunca tende a um valor constante, o que faz com que
esse universo continue anisotropico. Assim estas solugoes nao podem representar o universo

atual que é isotropico.

2.5 41
5
a0=1 a0=1
a 154 a0=1,2 a0=1,2
a0=14 a0=14
a0=1,6 a0=1,6
a0 =18 a0=13
]
0.51
0 02 04 06 08 1 12 112
t t
Figura 17 — Evolugdo do fator de es- Figura 18 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
cala a(t) para solugoes Big tropia b(t) para solugoes Big
Crunch com a variacao de ag Crunch com a variacao de ag

a0 tm a(tm) bt db(tr) 7 al(ts) b(ts) db(ts)

1 024 1,18805066 1,41111730 1,81724209 0.4916191 5,17832366 « 10(-2)  7.31730060  4.73828536 * 10(7)
12 033 15247924 1,49968701 1,55189100  0.6278906  6,32500344 % 10(-2) 746724535  4.73231250 % 10(7)
14 045 190160964 1,60433543 1,37405808 0.7809603  6,65306029 x 10(~2) 773157406  6.9245051 x 10(7)
16 056 232732235 1,66813607 1,16914777 0.9556793  4,40380943 % 10(~2) 843946270  3.90419539  10(3)
1.8 072 281550128  1,7632385  1,03987220  1,160949  2,24101345%10(—2)  7,10227615  4.75968020 * 10(6)

Tabela 9 — Solugoes Big Crunch para a variacao da condigao inicial ag
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4.5.2 Solugoes Expansivas

As solugbes expansivas sao mostradas pelas figuras 19 e 20. A Figura 19 mostra
que quanto maior o valor da condi¢ao inicial ag, mais rapida sera a expansao do fator de
escala a(t). J& a Figura 16 mostra que quanto maior for a condigao inicial ag, menor sera
o valor ao qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura se percebe que
o comportamento do fator de anisotropia b(f) tende a um valor constante, o que indica o
processo de isotropizacao do espaco.

A Tabela 10 apresenta os valores obtidos para as solucoes expansivas, é possivel
notar que tanto o valor de day quanto o fator de escala a(t.) aumentam com o aumento
de ag, o que nos diz que o universo se expande de forma mais acelerada quanto maior
for o valor da condi¢ao inicial ag,b(t.) diminui com o aumento de ag. Também é possivel
constatar que a derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora
com a conclusao de que b(t) estd tendendo a um valor constante e o espago se tornando

isotropico. Assim estas solugoes podem representar o universo atual que é isotropico.

18000 ; 221
16000 1
2,
14000 -
12000 - 1.81
10000 1 a0 =3 a0=3
a a0 =4 b 1.6 a0 =4
8000 a0=06 a0=06
a0=9 a0=9
6000 | a0 =20 144/ a0 =20
|
4000 ‘J‘
1.21
2000 | \
\
0 1 : : : :
0 5 10 15 0 5 10 15 20
t t
Figura 19 — Evolugao do fator de escala Figura 20 — Evolucao do fator de aniso-
a(t) para solugdes expansi- tropia b(t) para solugoes ex-
vas com a variacao de ag pansivas com a variagao de

Qo
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ao dag te a(te) b(te) da(te) db(te)

3 6.053641880 35 1,568928914 % 1009 2212695884 9, 058215310 * 1003 1,19877106 % 10(=9)
4 8181754457 35  2,717195093 x 10(9)  1,854582372  1.568773318 % 10(9)  —6,248604078 x 10(=9)
6 12.39256800 35  4,475061793 % 10(%)  1,727036872  2.583678131 % 10(9) 2,071878780 % 10(—®)
9 18.66972182 35  6,932474509 x 10(9)  1,683197561  4.002466024 * 109  —1, 596895983 * 10(~8)

20 41.60381372 35 1,569382161 % 1010) 1658029948  9.0608321317 x 10(9)  7,222212248 % 10(—9)

Tabela 10 — Solugoes expansivas para a variacao da condigao inicial ag

4.6 Variagcao da Condicao Inicial by

Para o estudo da variacao da condicao inicial by, utilizamos: A = B = C, = 1,
a = 0,5; dby = 90 e ag = 10. Resolvemos numericamente o sistema composto pelas
equagoes (70a) e (70b) para um grande ntimero de valores de by, enquanto os demais
parametros e condigoes iniciais sao mantidos fixos, entao escolhemos cinco valores de
by para mostrar o comportamento dos fatores a(t) e b(t) para as solugoes Big Crunch e

expansivas.

4.6.1 Solucgoes do Tipo Big Crunch

Para as solugoes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serao
descritos pelas figuras 21 e 22.

A Figura 21 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a variacao da
condicao inicial by. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um
ponto maximo e entdao decresce até zero o que configura uma singularidade do tipo Big
Crunch. Para maiores valores da condic¢ao inicial by, se observa que o ponto maximo de
expansao do fator de escala é menor e é alcancado em um tempo menor do que os valores
posteriores de by.

A Figura 22 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(¢) com a variagao
do pardmetro by. Se observa que b(t) apresenta uma solugdo expansiva, que abruptamente
para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente o fator de
anisotropia b(t) expande mais rapidamente quanto maior for o valor da condicao inicial by.
Como o fator de anisotropia nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se
pode concluir que o universo descrito por esses valores de by nao passa pelo processo de
isotropizacao.

A Tabela 11 apresenta os valores obtidos para as solugoes do tipo Big Crunch, se

pode concluir que o ponto maximo do fator de escala a(t,,) é maior e alcangado em maior
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tempo quanto menor for o valor da condigao inicial by. Como db(t,) sempre possui valor
grande, o fator de anisotropia b(t) nunca tende a um valor constante, o que faz com que
esse universo continue anisotropico. Assim estas solugdes nao podem representar o universo

atual que é isotropico.

801
70 6
601
5,
501 b0=24 b0=2.4
a —b0=238 b —b0=28
—b0=32 —b0=32
401 oo — bo-
b0=3.6 n b0=3.6
b0 =4 b0=4
301
201 3
10 ‘ : ‘ ‘ : ‘
0 1 2 3 0 1 2 3
t t
Figura 21 — Evolugdo do fator de es- Figura 22 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
cala a(t) para solugoes Big tropia b(t) para solugbes Big
Crunch com a variacao de by Crunch com a variacao de by
b tm a(tm) ) db(tm) Ty alts) b(ts) db(ts)

24 20 82,62992339  4,92369395  0,768010471 2,587828 2,587828 10,71320485  1.35018179 % 10(7)
2.8 0.74 52,34127084  4,77246520 1,16913638 1,1360921 1,1360921 11,20977547  1.42922260 % 10(®)
3.2 043  43,09947563  4,96643906 1,83394475 0.68371260  0.68371260  11,42039279  2.38452344 * 10(8)
3.6 0.27  36,90655695 5,2011876 2,77985879 0.43882869  0.43882869  11,88262046  7.09839979 * 10(8)

4 0.17  31,99809532  5,43329410 4,09271901 0.28792931  0.28792931  11,92306752  5.61166295 * 10(8)

Tabela 11 — Solugoes Big Crunch para a variacao da condigao inicial by

4.6.2 Solucoes Expansivas

As solugoes expansivas sao mostradas pelas figuras 23 e 24. A Figura 23 mostra
que quanto maior o valor da condicao inicial by, mais lenta serd a expansao do fator de
escala a(t). J& a Figura 24 mostra que quanto maior for a condi¢ao inicial by, maior serd o
valor ao qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura se percebe que o
comportamento do fator de anisotropia b(t) tende a um valor constante, o que indica o

processo de isotropizacao do espaco.
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A Tabela 12 apresenta os valores obtidos para as solugoes expansivas, é possivel
notar que tanto o valor de day quanto o fator de escala a(t.) diminuem com o aumento
de by, 0 que nos diz que o universo se expande de forma menos acelerada quanto maior
for o valor da condicao inicial by, b(t.) aumenta com o aumento de by. Também é possivel
constatar que a derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora
com a conclusao de que b(t) estda tendendo a um valor constante e o espago se tornando

isotréopico. Assim estas solugdes podem representar o universo atual que é isotrépico.

2000
5,
1500
n
b0 =04 b0 =04
a 1000 —b0=2 b — =2
—b0=22 —b0=22
—— b0 =227 —b0=227
b0=23 b0=23
5
500
1,
01 23456789 0 10 20 30 40
t t
Figura 23 — Evolugao do fator de escala Figura 24 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
a(t) para solugdes expansi- tropia b(t) para solugoes ex-
vas com a variacao de by pansivas com a variacao de
bo
bo dag to alte) b(t.) da(te) db(t.)

0.4 900.0181084 34 1,426847526 « 10(10) 2321593602 8, 237908033 = 1009 4,139100255 * 10(—8)

2 900.0084100 34  1,189277027 « 1010)  4,177294569  6,866294121 % 10(9) 2, 745846692 % 10(~8)
2.2 900.0034373 34  9,590519880 % 10(%)  4,675668679  5,537089234 x 10(9) 3697488199 % 10(=9)
2.27 900.0011706 34  7,384792295 % 10(9) 5105134574  4,263611819 % 10(®)  1,612699957 % 10(—9)
2.3 900.0000977 34  4,012385366 « 10(%) 5969804629  2,316551771 % 10(%)  1,221319131 % 10(=®)

Tabela 12 — Solugbes expansivas para a variagao da condicao inicial by
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4.7 Variagcao da Condicdo Inicial dag

Para o estudo da variacao da condicgao inicial dayg, utilizamos: A= B =1, a =0, 3;
dby = 1 e ag = 1. Resolvemos numericamente o sistema composto pelas equagoes (70a)
e (70b) para um grande ntimero de valores de dag, enquanto os outros parametros e
condigoes iniciais sao mantidos fixos, entao escolhemos cinco valores de dag para mostrar

o comportamento dos a(t) e b(t) para as solugdes Big Crunch e expansivas.

4.7.1 Solugdes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serdo
descritos pelas figuras 25 e 26.

A Figura 25 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a variacao da
condi¢ao inicial dag. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um
ponto maximo e entao decresce até zero o que configura uma singularidade do tipo Big
Crunch. Para maiores valores da condicao inicial dag, se observa que o ponto maximo de
expansao do fator de escala é maior e é alcancado em um tempo posterior em relagao aos
valores menores de dag.

A Figura 26 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
da condigao inicial dag. Se observa que b(t) apresenta uma solu¢do expansiva, que abrup-
tamente para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente b(t)
expande mais lentamente quanto maior for o valor da condigao inicial day. Como o fator
de anisotropia nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se pode concluir
que o universo descrito por esses valores de day nao passa pelo processo de isotropizacao.

A Tabela 13 apresenta os valores obtidos para as solugoes do tipo Big Crunch e
se pode concluir que o ponto maximo do fator de escala a(t,,) é maior e alcangado em
um tempo posterior quanto maior for o valor da condigao inicial dag. Como db(t,) sempre
possui valor grande, o fator de anisotropia b(t) nunca tende a um valor constante, o que faz
com que esse universo continue anisotrépico. Assim estas solu¢oes nao podem representar

o universo atual que é isotrépico.
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Figura 25 — Evolugdo do fator de es- Figura 26 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
cala a(t) para solugoes Big tropia b(t) para solugoes Big
Crunch com a variacao de Crunch com a variacao de
da,o dao
dao  tm a(tm) b(Em) db(tm) ts alts) b(ts) db(ts)
4.9 2.4 444477165 1,99625433  7,18726307 x 100-D 30143706  2,12486433 % 10(-2)  7,88809560  1.78832599 % 10(7)
5 2.7 4,88708270  2,1110145  7,56733292 % 10(~1) 32784396  3,68063251 % 10(~2) 752240654  4.55176613 % 10(6)
5.1 3.1 552622574 2,26498888  8,08873234 % 10(—1) 36338568  4,0433518026 + 10(-2)  7,60326070  4.03518541 % 10(6)
5.2 3.6 6,68933807 2,41056695 7,59998455 %« 10(—1) 41828593  4,67829859 x 10(—2) 7,90067176  5.64124401 % 10(6)
5.3 4.9 10,3296052 2,85042090 7,74427261 « 10(-1) 54714283  5,02927414 % 10(-2) 869504592  1.67020883 x 10(7)

Tabela 13 — Solugoes Big Crunch para a variagdo da condicao inicial dag

4.7.2 Solucoes Expansivas

As solugoes expansivas sao mostradas pelas figuras 27 e 28. A Figura 27 mostra
que quanto maior o valor da condicdo inicial dag, mais rapida sera a expansao do fator de
escala a(t). Ja a Figura 28 mostra que quanto maior for o condigdo inicial dag, menor serd
o valor ao qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura se percebe que
o comportamento do fator de anisotropia b(t) tende a um valor constante, o que indica o
processo de isotropizacao do espaco.

A Tabela 14 apresenta os valores obtidos para as solucoes expansivas, é possivel
notar que tanto o valor de C, quanto o fator de escala a(t.) aumentam com o aumento de
dag, o que nos diz que o universo se expande de forma mais acelerada quanto maior for
o valor da condi¢ao inicial dag, b(t.) diminui com o aumento de dag. Também é possivel

constatar que a derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora
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com a conclusao de que b(t) esta tendendo a um valor constante e o espago se tornando

isotropico. Assim estas solugoes podem representar o universo atual que é isotropico.

1201 55
100
80’ 2,
da0=54 da0=54
a 601 da0=5.6 b da0=5.6
da0=538 da0=538
da0=62 da0=62
40, da0 =7 s da0 =7
201
g —
01 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 4 5 6 7 8
t t
Figura 27 — Evolucao do fator de escala Figura 28 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
a(t) para solugdes expansi- tropia b(t) para solugoes ex-
vas com a variagao de dag pansivas com a variacao de
dao
dag Cr te a(te) b(te) da(te) db(te)

5.4  90.16469531 35 4.716920445 « 10(®) 2583646499  2,723315289 « 10(8)  —4,524472604 * 10(—9)
5.6  96.76469531 35  6.753639906 x 10®) 2111999963  3,899215818 x 10(8)  —5, 344578350 * 10(—9)
5.8 103.6046953 35  7.805877949 x 10®) 1932288331  4,506725735 x 10(8)  —2, 881434870 x 10(—9)
6.2 118.0046953 35  9.201574406 % 10(8)  1,742306627 5,312531460 = 10(8)  —6,210172835  10(—9)

7 149.6846953 35  1.105352233 % 10(®) 1556308501  6,381754096 % 10(8)  —1,635857161 x 10(—9)

Tabela 14 — Solugoes expansivas para a variacao da condicao inicial dag

4.8 Variagcao da Condigcao Inicial db

Para o estudo da variacao da condicao inicial dby, utilizamos: A =C, =1, B =5,
a = 0,700 =1 e ag = 2,71. Resolvemos numericamente o sistema composto pelas
equagoes (70a) e (70b) para um grande ntmero de valores de dby, enquanto os demais
parametros e condi¢Oes iniciais sao mantidos fixos, entao escolhemos cinco valores de
dby para mostrar o comportamento dos fatores a(t) e b(t) para as solugoes Big Crunch e

expansivas.
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4.8.1 Solucgoes do Tipo Big Crunch

Para as solugbes do tipo Big Crunch o comportamento dos fatores a(t) e b(t) serdo
descritos pelas figuras 29 e 30.

A Figura 29 apresenta o comportamento do fator de escala a(t) com a variacao da
condi¢ao inicial dby. Para os valores apresentados, se observa que esse fator cresce até um
ponto maximo e entao decresce até zero o que configura uma singularidade do tipo Big
Crunch. Para maiores valores da condigao inicial dby ,se observa que o ponto méaximo de
expansao do fator de escala é maior e é alcancado em um tempo menor do que os valores
de dby.

A Figura 30 apresenta o comportamento do fator de anisotropia b(t) com a variagao
do parametro dby. Se observa que b(t) apresenta uma solu¢do expansiva, que abruptamente
para de expandir no instante em que a(t) retorna ao valor zero. Inicialmente o parametro
b(t) expande mais lentamente quanto menor for o valor da condic¢ao inicial dby. Como
o fator de anisotropia nao tende a um valor constante com a passar do tempo, se pode
concluir que o universo descrito por esses valores de dby nao passa pelo processo de
isotropizacao.

A Tabela 15 apresenta os valores obtidos para as solugoes do tipo Big Crunch, se
pode concluir que o ponto méximo do fator de escala a(t,,) ¢ menor e alcangado em menor
tempo quanto maior for o valor da condi¢ao inicial dby. Como db(t,) sempre possui valor
grande, o fator de anisotropia b(¢) nunca tende a um valor constante o que faz com que
esse universo continue anisotropico. Assim estas solugoes nao podem representar o universo

atual que é isotropico.

by tm a(tm) () db(tm) T a(ts) b(ts) ab(ts)

3 5.6 241671263 3,66693461 0.735267495 6213745 0.19852428  9.01989691  3.46854656 x 10()
5.5 27,1143212  3,80019195  0.757215465 6,08969 0.21950530  9,15005265  3.62651484 * 10(6)
9 54 320484133  3,93659325 0.720430475 6,031192 0.21190558 9,51938320  6.65337689 x 10(6)
15 54 37,5612768 4,11021293  0.738006682 6,010638 0.23468682  9,73453816  7.88287397 * 10(6)
25 5.4 442752021 4,28108809 0.745714928  6,002052  0.34680123  9,67304338  4.00162570 x 10(6)

ot

Tabela 15 — Solugbes Big Crunch para a variagdo da condicao inicial dby
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Figura 29 — Evolucdo do fator de es- Figura 30 — Evoluc¢ao do fator de aniso-
cala a(t) para solugoes Big tropia b(t) para solugoes Big
Crunch com a variacao de Crunch com a variacao de
dbo dbO

4.8.2 Solugoes Expansivas

As solugdes expansivas sao mostradas pelas figuras 31 e 32. A Figura 31 mostra
que quanto menor o valor da condic¢ao inicial dby, mais rapida sera a expansao do fator
de escala a(t). Ja a Figura 32 mostra que quanto maior for a condi¢ao inicial dby, maior
serd o valor ao qual o fator de anisotropia b(t) ird tender. A partir dessa figura se percebe
que o comportamento do fator de anisotropia b(t), tende a uma constante o que indica o
processo de isotropizacao do espago.

A Tabela 16 apresenta os valores obtidos para as soluc¢oes expansivas, é possivel
notar que o valor de dag e b(t.) aumentam quanto maior for o valor de dby, o fator de
escala a(t.) diminui quanto maior for o valor de dby. Também é possivel constatar que a
derivada do fator de anisotropia db(t.) é muito pequena, o que colabora com a conclusao
de que b(t) estd tendendo a um valor constante e o espago se tornando isotrépico. Assim

essas solugoes podem representar o universo atual que é isotropico.
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Figura 32 — Evolugao do fator de aniso-
tropia b(t) para solugoes ex-
pansivas com a variagao de

dby

dbg dag te a(te)

da(te) db(te)

0.001 0.2733411462 35 7,540812389 « 10()  1,658526269 4, 353690062 « 10(8)  —8.819462806 * 10(—9)
0.07  0.3327072709 35 6,551646676 « 10(8) 1934054695  3,782594972 % 10(®)  1.318927485 x 10(—9)
0.2  0.6070189767 35 5,567375475 % 10(8) 2342089296  3,214325729 x 10®8)  8.855026042 x 10(—9)
0.5 1.382292674 35  4,498064947 % 10(®) 2972506639  2,596959008 « 10(8)  8.678563426 % 10(~=9)
0.9 2.454267515 35  2,521395891 x 10(8)  4,069819917  1,455728596 * 10(8)  —5.598674935 % 10(~=9)

Tabela 16 — Solugoes expansivas para a variagdo da condicao inicial dbgy
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5 Conclusao

O estudo do modelo cosmoldgico para a métrica do tipo Kantowski-Sachs, ho-
mogénea e anisotropica, com o conteudo material sendo formado pelo fluido de radiacao
e um gas de Chaplygin generalizado, mostrou a existéncia de dois tipos de solugoes: um
tipo de solug¢ao no qual o universo inicia a partir de um ponto singular Big Bang e evolui
até um tamanho méaximo e entdo comega a regredir até o fator se escala a(t) se tornar
nulo, assim caracterizando um Big Crunch, e um tipo de solu¢ao que também descreve
um universo que se inicia de uma singularidade inicial Big Bang, porém esse universo se
expande indeterminadamente de maneira acelerada.

O modelo apresenta quatro parametros relativos ao gas de Chaplygin e ao fluido
de radiacao que sao A, B,a e (., respectivamente e quatro condi¢oes inicias que sao
ag, by, dag e dby. Foi estudado como a variacdo desses parametros e condi¢oes iniciais
afetam a evolugao dos fator de escala a(t) e o fator de anisotropia b(t). Foi mostrado que
dependendo dos valores introduzidos, as solugoes irao resultar em uma evolugao do tipo
Big Crunch ou em solugoes expansivas. A partir das figuras e tabelas, foi possivel perceber
que o fator de escala e o fator de anisotropia, apresentam um padrao de sempre aumentar
(ou diminuir) quando aumentamos os valores de um dos pardmetros ou condigoes inicias
enquanto os outros se mantém fixos, assim sendo possivel verificar para quais configuragdes
o universo se expande de maneira mais acelerada.

Para que o modelo estudado possa representar o universo atual que se encontra
quase isotrépico [2], é necessario que o modelo que é inicialmente anisotrépico, apresente
um comportamento isotrépico por um longo periodo de sua evolugao. Para facilitar a
visualizacao do processo de isotropizacao, reescrevemos a métrica de Kantowski-Sachs na
parametrizagao de Misner (50) que mostra duas possibilidades para que essa métrica se
torne isotrdpica, que ocorrem quando o fator de anisotropia b(t) possuir valor nulo, b(¢) = 0
ou quando esse fator for constante, b(t) = constante. Ao analizar as solugdes do modelo
para diversos valores dos parametros e das condic¢oes iniciais, percebemos que existe um
comportamento parecido em todas as solu¢oes que é: nas solucgoes do tipo Big Crunch o
fator de anisotropia b(t) evolui de forma expansiva até que abruptamente para de evoluir
quando a(t) retorna a zero. Assim o universo descrito por essas solugdes nunca passa pelo

processo de isotropizagao se mantendo anisotrépico durante toda a sua evolucao, de tal
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forma que essas solugoes nao podem representar o universo atual. Ja para as solugoes
expansivas, se percebe que o fator de anisotropia b(t) se torna constante apds algum tempo
de evolugao, esse comportamento pode ser visualizado a partir dos graficos e das tabelas de
valores, aonde se percebe que db(t.) ird possuir valores muito pequenos. Assim o universo
representado por essas solucoes passa pelo processo de isotropizacao, logo tornando-se
isotropico, o que mostra a possibilidade das solu¢oes expansivas representarem o universo
atual.

O estudo do modelo aqui apresentado possui como base tedrica a relatividade
geral, porém para se obter uma descricdo mais fundamental da natureza, se faz necessario
recorrer aos dominios da mecanica quantica. Existem diversos trabalhos na literatura que
abordam o estudo quéntico do universo primordial utilizando o gas de Chaplygin [27-33].
Assim uma proposta de continuacao do presente trabalho é o estudo de sua quantizacao e

a verificacao de suas condigOes iniciais.
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