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Resumo

Neste trabalho, é explorada a estrutura hamiltoniana do modelo de Schwinger Quiral
na sua forma bosonizada. Pela condigao de consisténcia dos vinculos, aplicada no método
de Dirac, sabe-se que este modelo naturalmente apresenta, para certos valores de um
parametro «, dois vinculos de segunda classe, o que significa que a invariancia de cali-
bre da teoria é perdida. Contudo, sabe-se que é possivel revelar simetrias de calibre em um
sistema desse tipo, convertendo o sistema de segunda classe original em um de primeira
classe (apresentando invariancia de calibre). Este procedimento pode ser feito por meio do
método Gauge Unfizing, atuando com um operador de projecao diretamente na hamiltoni-
ana de segunda classe original, sem adicionar graus de liberdade extras no espaco de fase.
Um dos vinculos é descartado e o outro se torna o gerador de simetria de calibre da teoria.
No final, o resultado é uma hamiltoniana de primeira classe que satisfaz uma algebra de
primeira classe. O objetivo deste trabalho é aplicar o formalismo Gauge Unfizing aprimo-
rado ao modelo de Schwinger Quiral para revelar as simetrias de calibre escondidas do
sistema. Duas teorias invariantes de calibre sao obtidas, nas quais os parénteses de Poisson
entre as novas funcgoes sao consistentes com os parénteses de Dirac envolvendo as funcgoes
originais.

Palavras Chaves: Invariancia de calibre, Modelo de Schwinger Quiral, Gauge

unfiring aprimorado
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Abstract

In this work, it is explored the Hamiltonian structure of the Chiral Schwinger model in
its bozonized form. From the consistency condition of the constraints, applied in the Dirac
method, one knows that this model naturally presents, for certain values of a parameter «,
two second class constraints, which means that this system does not possess gauge invari-
ance. However, one knows that is possible to disclose gauge symmetries in such a system,
by converting the original second class system into a first class one (possessing gauge inva-
riance). This procedure can be done through the Gauge Unfixing method, by acting with a
projection operator directly on the original second class Hamiltonian, without adding extra
degrees of freedom in the phase space. One of the constraints is disregarded, and the other
one becomes the gauge symmetry generator of the theory. At the end, the result is a first
class Hamiltonian satisfying a first class algebra. But, there is an improved version of this
method, in which the phase space variables are redefined in order to construct first class
functions of these variables. The goal of this work is to apply the improved gauge unfixing
formalism to the Chiral Schwinger model to disclose the hidden gauge symmetries of the
system. Two gauge invariant theories are obtained, in which the Poisson Brackets between

the new functions are consistent with the Dirac brackets involving the original ones.

Key words: Gauge invariance, Chiral Schwinger Model, Improved gauge unfi-

xing
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de Schwinger Quiral é uma Teoria de Calibre Anomala que envolvem férmions
quirais acoplados a um campo de calibre U(1) em 1+ 1 dimensao [!] definida pela lagran-

giana [2]

1 .
L= —2FuF™ + 3 190, + eV/Ty" Au(1+ )] ¥ (1.1)

Apbs o processo de bosonizagao obtém-se a seguinte lagrangiana

L= —%FM,,F“” + %(8“<,0)2 +e(g" — €")(0,p) A, + %62Oé14i, (1.2)
onde o parametro o € uma constante nao determinada pelo procedimento usado para obter
(1.2) de (1.1) [3]. O comportamento da teoria varia de acordo com esse parametro.

Para a > 1, o sistema é visto para ter dois vinculos de segunda classe. Para a < 1,
nenhuma teoria quantica unitaria existe. Para o = 1, tem-se quatro vinculos, onde dois
sao de primeira classe [4].

Neste trabalho, serd analisada esta versao bosonizada (para a > 1) que é nao-invariante
perante transformacoes de calibre até mesmo classicamente. Na linguagem de sistemas
vinculados, significa dizer que a estrutura hamiltoniana do modelo apresenta vinculos de
segunda classe. O estudo dessa versao tem atraido uma grande atengao no contexto das
teorias das cordas [5], e também na compreensao do significado fisico das anomalias na
teoria quantica de campo [0].

Na literatura, existem alguns estudos acerca desse modelo, com intuito de obter uma
teoria invariante de calibre. Como exemplo, tem-se o trabalho de Faddeev e Shatashvili [7]
os quais introduziram na acao efetiva da teoria um termo de Wess-Zumino, que é o res-

ponsavel pela transformagao de vinculos de segunda classe em vinculos de primeira classe.
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Esse método hoje é conhecido como Batalin-Fradkin-Tyntin (BFT) [3, 9]. Baseado na
ideia de Mitra-Rajaraman [10] que nao faz uso de varidveis extras, Vytheeswaran [1] apli-
cou o método do operador projecao de Lie para um determinado sistema de regularizacao,
utilizando o formalismo da integral de caminho, obtendo-se uma estrutura hamiltoniana
invariante de calibre.

A motivagao deste trabalho é aplicar o método Gauge Unfizing Aprimorado [l 1] na
estrutura hamiltoniana do modelo de Schwinger Quiral bosonizado. Com o objetivo de
transformar os vinculos de segunda classe em vinculos de primeira classe, a fim de se obter
uma teoria invariante de calibre. O método Gauge Unfizing (GU) Aprimorado, consiste
em redefinir as variaveis do espacgo de fase, tornando-as variaveis do sistema de primeira
classe. Essa caracteristica de fazer a modificagao diretamente nas variaveis do espago de
fase é que torna esse método vantajoso em relacao a outros. Como por exemplo, o Gauge
Unfizing (GU) Usual [10, 12, 13], onde a invariancia de calibre é corrigida diretamente na
hamiltoniana de segunda classe. E do formalismo Batalin-Fradkin-Tyntin (BET) [, 9], que
se baseia em estender o espaco de fase original com varidveis extras. Para demonstrar a
consisténcia do GU Aprimorado é também analisada a estrutura canonica e calculados os
parénteses de Dirac (PD), para serem comparados com os parénteses de Poisson (PP) das
variaveis novas geradas pelo método GU aprimorado.

A dissertacao ¢é organizada da seguinte maneira. No capitulo 2, é apresentado a quan-
tizacao de sistemas vinculados, focando no método de quantizacao via paréntese de Dirac.
No capitulo 3, é abordado o método Gauge Unfixing Usual e o Gauge Unfixing Aprimorado.
No capitulo 4, é feita a andlise do modelo de Schwinger Quiral (CSM) bosonizado através
do método de Dirac e do Gauge Unfizing Aprimorado. Por fim, o capitulo 5, é destinado

a conclusao.




Capitulo 2

Quantizacao de sistemas vinculados

Para realizar a quantizacao de uma teoria, tem-se a disposicao varios métodos. Como
exemplo, a chamada quantizac¢ao canonica [11], onde implica que a teoria cldssica pode ser
quantizada no formalismo hamiltoniano. Para tanto, pode-se seguir um esquema rumo a
quantizacao a saber: construir inicialmente uma formulacao lagrangiana classica e, poste-
riormente, fazer a passagem para o formalismo hamiltoniano e como tltimo passo, realizar
a quantizacao canonica.

Na passagem para o formalismo hamiltoniano existe um ponto fundamental que é a de-
finicdo dos momentos canonicos, que consiste em definir o determinante da matriz Hessiana
como sendo nao nulo. Esta condicao de se tonar nula surge a partir da definicao dos mo-
mentos relagoes entre as variaveis do espaco de fase conhecidas como vinculos. Sendo que
na presenca destas expressoes o processo de passagem para o formalismo hamiltoniano fica
truncado [15]. Por esta razao, Dirac [16] conseguiu construir um método capaz de realizar a
passagem consistente para o formalismo hamiltoniano no caso de teorias vinculadas, ou em
outras palavras teorias que apresentam simetrias locais. Este formalismo ficou conhecido
como o método de Dirac.

Para este propdsito, o método tem como objetivo realizar a quantizagao candnica com
vinculos, estes que vao surgindo na medida que sao impostas condicoes de consisténcia a
teoria. O método mostra que esses vinculos podem ser classificados em vinculos de pri-
meira classe onde estao associados as simetrias de calibre. Por outro lado, os de segunda
classe estao relacionados aos graus de liberdade, os quais sao eliminados substituindo os
parénteses de Poisson usuais por novos, conhecidos como parénteses de Dirac [16]. Estes

também substituirao os parénteses de Poisson na hora da quantizagao:

"iA Bl

1

{A, B}, —



UNIVERSIDADE J’f

FEDERAL DE JUIZ DE FORA 2.1. O formalismo lagrangiano e hamiltoniano

O presente capitulo inicia-se com uma breve revisao da mecanica classica para sistemas
com vinculos. Por fim, apresenta-se o método de Dirac para tratar da quantizacao de tais

sistemas.

2.1 O formalismo lagrangiano e hamiltoniano

Para apresentar a passagem para a quantizagao com vinculos, serda apresentado nessa
secao alguns aspectos das formulacoes lagrangiana e hamiltoniana da Mecanica Classica.

Para tanto, seja um sistema classico possuindo N graus de liberdade, sendo representado
por ¢;(i = 1,2, ..., N) coordenadas generalizadas, velocidades generalizadas e, em caso geral,

do tempo [11], isto é,

L:L(q17"'>qN7Q17"'7QNat)7 (21)
ou, numa forma mais sucinta
ondei=1,...,N.
As equagoes de movimento podem ser obtidas através do principio de Hamilton [17], o

qual, estabelece que a evolugao dos conjuntos de coordenadas e velocidades generalizadas

(q(t1),q(t1) e (q(t2),q(t2)) entre esses dois instantes ¢; e ty é tal que a integral

S = / * Ll . (2.3)

51
A Eq. (2.3) é chamada de agao. [11].

Estabelecendo que

05 =0, (2.4)
obtém-se
ta N
? oL oL
/t1 ; (a% e 8qi q ( )
ta N
’ oL oL d
0qi + 50 i)dt:o, 926
/tl ZZI (a% I 8qi dt g ( )
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sendo que 0¢; = & (%) = %5%. Integrando por parte o segundo termo de (2.6), tem-se

ta N N
’ oL d oL oL
g diag ) " | = 2.

/ Zl <aQi dt 6q1> 5% T ZZ 845% 0, ( 7)

t1

considerando que as trajetérias inicia-se em ¢(t;) e termina em ¢(ts), isto é, dq;(t1) =

dq;(t2) = 0, encontra-se

ta N
2 oL d OL
— —— ) 0¢q;dt = 0. 2.
/t Z(a%‘ dtaqi) ¢ . (28)

=1

Como as variagoes dg; sao arbitrarias, a Eq. (2.8) sé pode ser nula se o integrante for

[1]

N
oL d oL
_ == = 0. 2.
> (5 o ) o =0 25)
Logo, tem-se
oL d oL
_ = 2.1
dg; dt0g; 0 (2.10)

que é conhecida como a equacao de Euler-Lagrange, a qual nos da a evolugao temporal do
sistema classico.

Dessa maneira, tem-se que na formulagao lagrangiana um sistema é caracterizado por
um conjunto de equagoes diferenciais de segunda ordem [l&] construidas no espago de
configuragoes.

Ja o formalismo hamiltoniano é construido sobre o espaco de fase, entre as coordenadas

generalizadas e os momentos conjugados [18]. Assim, é necessédrio introduzir o momento
candnico conjugado p; [17] definido por
oL
= = 2.11
P 94 ( )

Logo, para realizar essa passagem do formalismo lagrangiano ao hamiltoniano, busca-se
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2.2. O método de Dirac

uma transformagao do tipo (¢;, ¢;) — (¢:, pi), que é definida da seguinte maneira

Wiy =

, 2
dp; 0 <8L> 82L (21

04 04 \9¢: )~ 0404,

as quais, sao componentes de uma matriz Hessiana. Essa matriz pode ser distinguida em
duas maneiras:

a) Nao singular: Quando o determinante da matriz Hessiana é diferente de zero

0*L
det(W) = ——— #0, (2.13)
( 94,04,
podendo expressar assim as velocidades ¢; em fungao de ¢'s e p’s [19]. Logo, pode-se passar

ao formalismo hamiltoniano de forma univoca.

b) Singular: Quando o determinante da matriz Hessiana é igual a zero

0*L
det(W) = —— =0, (2.14)
94,04,
neste caso, nao pode-se expressar as velocidades ¢; em fungao dos ¢'s e p's [19]. Dessa ma-

neira a passagem para o formalismo hamiltoniano nao é possivel. Assim, surgirao relagoes
entre as varidveis do espaco de fase, denotadas de vinculos.
Como abordado no inicio do capitulo nosso foco estd em representar sistemas com

vinculos. Assim, continuaremos tratando o caso b).

2.2 O método de Dirac

Para que seja possivel passar ao formalismo hamiltoniano, usando a condigao (2.14), é
necessario usar o método desenvolvido por Dirac [10]. Neste sentido, o ponto de partida
sao as relagoes de dependéncia entre as variaveis canonicas chamadas de vinculos.

Esses vinculos, decorrentes diretamente da definicio de momento, sao chamados de

vinculos primérios [15], denotados por

Qm<q“p2) ~ O7 m = 1, 2, ciey M S R, (215)

ou seja, um vinculo é uma relagao entre p;s e ¢.s, sendo M o numero de vinculos.
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Para representar as equacoes de vinculos, costuma-se utilizar o sinal “ &~ 7 que significa
“fracamente igual”, com o objetivo de destacar que os vinculos podem nao ser nulos dentro
dos parénteses de Poisson [20]. Assim, todas as equagoes de vinculos que forem surgindo,
daqui para frente, serdo representada na forma da Eq. (2.15).

Agora, passa-se a tratar do formalismo hamiltoniano seguindo o método de quan-
tizagao de Dirac, reproduzido em seu livro “Lectures on quantum Mechanics” [16]. Contudo,

considera-se a seguinte expressao

denotada de hamiltoniana canonica. Aplicando o principio de Hamilton a lagrangiana L,

obtém-se

to
0 [ (pigi— He)dt =0 (2.17)

t1

2 OH, OH,
/ [5192'% + pidg; — (8_5% + a—ém)] dt =0, (2.18)
t1 qi Di

onde 6H, = %—%5% + %%5]91-. Como a ordem das derivadas ¢ e % podem ser trocadas [20],

o segundo termo de (2.18) pode ser integrado por parte, ficando da seguinte maneira

b2 OH, OH,
Gi0p; — pidq; — ——0q; — c5pi] dt =0, 2.19
/tl [ dq; Op; ( )

t2 aH) < aH) ]
—p; — — ) 6q; + (¢ — = ) p;| dt = 0. 2.20
/t1 K b= 5g ) 04 Gi =5, ) 0P (2.20)
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2.2. O método de Dirac

Como dg; e dp; sao fungoes arbitrarias do tempo. Entao, a integracao sé é nula se o

integrando for
0H, 0H,
9 + — | 0q; — [ ¢ — —=—— ) dp; = 0. 2.21
(p + 8qi> q (q 8pi) p (2.21)

Observa-se que essa expressao, nao possui uma relagdo com vinculos priméarios. Como se

trata em escrever um sistema com vinculos, suponha que a variagao do vinculo @, seja

3 0Qm OQm
“ - (0% T o, p) (222
Multiplicando a Eq. (2.22) por \,,, chamado de multiplicador de Lagrange, e somando-a

com a Eq. (2.21), encontra-se

. OH, 0Qm . OH, 0Qm
(p - Jq - dq; ) g (q Ip; Opi ) P ( )
Agora, tem-se, M fungdes arbitrarias A,,(¢,p) [11] que podem depender das coordenadas

e dos momentos. Dessa forma, a partir da Eq. (2.23), pode-se escrever

. O0H. 0Qm

Ly — — 2.24
b 3%‘ Am 8%’ ’ ( )
. 0H, 0Qm

i R Am—— 2.2
1 api apz' ( 5)

que sao as novas equacoes de Hamilton para sistemas com vinculos, e a hamiltoniana passa

a ser determinada como
H,=H.+ X\Qm ~ H.. (2.26)

H, é chamada de hamiltoniana priméria, que contém apenas a combinacao linear dos m
vinculos primarios.

Como a hamiltoniana priméria nao estd completamente determinada, em funcao dos
multiplicadores de Lagrange, nao pode-se concluir que os vinculos primarios sao suficientes
para manter a dindmica do sistema restrita a superficie priméria [21]. Diante disso, Dirac
[16] introduz as chamadas condigbes de consisténcia, que correspondem a conservagao dos

vinculos ao longo do tempo, definida da seguinte forma
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Qm = {QN”HHP} ~ 0
= {Qm, He + \Qn}
= {Qm, He} + X {Qm, Qn} = 0. (2.27)

A Eq. (2.27) pode produzir um dos vinculos primdrios ja conhecidos. Ou, pode acontecer
de ser um novo vinculo, chamado de secundario, pois nao vem diretamente da defini¢ao de

momento [11], isto é

Qi(gi,pi) =0, k=12, .K, (2.28)

sendo K o numero de vinculos secundérios. Essa classificacao é uma simples questao de
organizacao, nao sendo significativo no resultado final. Logo, os K vinculos secundarios

sao acrescentados a teoria da mesma forma que os vinculos primérios [20)]

Hy=Hy+ \Qa, a=12... M+K, (2.29)

onde Hr é a hamiltoniana total. Se o processo for repetido, podem aparecer vinculos
terciarios, quaternarios e assim por diante.

Se, por outro lado {Q.,,@,} # 0, ndo serd possivel obter novos vinculos. Contudo,
surgem relagoes envolvendo multiplicadores de Lagrange. Dessa forma, a condi¢ao de con-
sisténcia deve ser aplicada a todos os vinculos da teoria até que todos os multiplicadores

de Lagrange sejam determinados.

2.3 Vinculos de primeira e segunda classe

Até o presente momento, por questdao de organizagao, foi feita a classificacao dos
vinculos em primarios e secundarios, os quais estao relacionados a maneira como foram
obtidos. Para a quantizacao canonica, nao importa tal ordem. Assim, uma outra classi-
ficacao pode ser mais adequada, a qual consiste na relacao do parénteses de Poisson entre
os vinculos. Se um vinculo possuir paréntese de Poisson nulo com todos os outros vinculos
da teoria, ele é denominado vinculo de primeira classe [22].

Um ponto importante a ser destacado, é que, a existéncia de vinculos de primeira classe

significa que a teoria possui simetrias, correspondendo a uma teoria de calibre [141]. Outro
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detalhe a ser abordado, é a fixacao de calibre. Decorrente dessa fixacao, novos vinculos
sao incorporados, sendo agora de segunda classe. Com isso, havera parénteses de Poisson
daqueles vinculos com os da fixacao de calibre, os quais nao serao mais nulos. Com o
exemplo que sera discutido no Apéndice A, essa situacao ficara mais clara.

Nessa perspectiva, os vinculos que possuem pelo menos um paréntese de Poisson nao-
nulo, sao apresentados como vinculos de segunda classe. Estes é que, regularmente, sao
associados com a fixagao de calibre, para a reducao dos graus de liberdade do espago de fase
[20]. Entretanto, existem sistemas como o modelo de Schwinger Quiral que naturalmente

ja apresentam vinculos de segunda classe.

2.4 Paréntese de Dirac

Nesse estagio do método de Dirac, leva-se em consideracao o problema da quantizacao
da teoria hamiltoniana com vinculos. Para isso, utiliza-se os parénteses de Dirac.

Sera observado que esses parénteses de Dirac, satisfazem as mesmas propriedades
basicas dos parénteses de Poisson utilizado na quantizacao canonica.

Considere, a seguinte evolucao temporal de uma certa quantidade classica B(q,p,t),

dB  0B. 0OB. OB
— = i+ —pi+ —. 2.
Tl e (2.30)

Aplicando as equagoes de Hamilton modificadas definidas em (2.24) e (2.25), encontra-se

dB 0B (0H. 0Q;\ 0B (0H. | 0Q;\| 0B
dt ~ |9g; \opi 7 op;) Opi \9q 7 Oq ot
N[(&B@Hc ch’)HC) (aBan aBan)} OB
~ J

0q; Op; a apia_qi 0q; Op; Bl Op; 0q; E
0B
{B.HY+ 0 {B.Q;} + 5. (2.31)

Q

Onde todos os vinculos estao incluidos, até mesmo os decorrentes da fixacao de calibre,
caso existam [11].
Pode-se continuar de forma andloga utilizando um vinculo. Entao, substituindo B por

qualquer um dos vinculos, obtém-se

10
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% ~ { Qe Y+ {Qn Q) (2.32)

Considerando a condicao que os vinculos nao evoluam no tempo, tem-se

{ka Hc} + )‘j {ka Q]} ~ 0. (2'33>

Procedendo introduz-se a matriz C, de elementos Cj, = {Q;, Qx}, 0s quais sdo os parénteses

de Poisson dos vinculos. Assim

{Qr, He} + 2;jCrj = 0

MO Chj + Clt {Qk, Hey =~ 0

oy 4+ Cpt {Qw, Hey = 0

N~ —Cpt {Qr He (2.34)

determina-se o multiplicador de Lagrange. Substituindo essa expressao na Eq. (2.31),

encontra-se

dB _ 0B
% ~ {BvHC} - {B7 Qk}ckll {Qlu Hc} + E
0B
~ {B7 HC}D + 57 (235)

tal que {B, H.},, = {B, H.} — {B,Qx} C;;' {Qi, H.} é o paréntese de Dirac (PD) entre B
e H..

Agora, tem-se uma expressao classica semelhante a do paréntese de Poisson, utilizada
na quantizacao canonica. Sendo assim, pode-se proceder com a quantizacao canonica para

sistemas vinculados

(2.36)

11
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O que sustenta essa passagem ¢ que os vinculos dentro do paréntese de Dirac vale fortemente

zero, isto é

{B.Qa}p =1{B,Qc} — {B,Qu} Cyp {@s, Qc}
={B,Q.} — {B,Qa.} C(;)lobc
={B,Qc} = {B,Qa} dac
= 0. (2.37)

Outra evidéncia que sustenta a hipétese (2.36), é que os parénteses de Dirac apresentam

as mesmas propriedades dos parénteses de Poisson e dos comutadores:
a) Anti-simetria: {4, B}, = —{B, A}, onde {4, A}, = {B,B}, =0.
b) Linearidade: {A+ aB,C}, ={A,C}, + a{B,C}p, a independente de (q,p).
c) “Regra de Leibniz’{AB,C}, = A{B,C}, +{A,C}, B.

d) Identidade de Jacobi: {{A, B},C}, +{{C, A} ,B},+{{B,C}, A}, =0.

Além do Método de Dirac, existem outros métodos que aparecem como alternativas
para a realizacao da quantizacao canonica em sistemas de segunda classe. No capitulo a
seguir sera apresentado outro método, os quais permitem converter sistemas de segunda
classe em sistemas de primeira classe. Veremos que nesse método € possivel continuar a
quantizacao utilizando os parénteses de Poisson, e que o seu resultado coincide com os

resultados obtidos pelo método de Dirac.

12



Capitulo 3

Meétodo de conversao de vinculos

A motivagao para o estudo de métodos de conversao de vinculos em teorias de calibre,
veio originalmente de teorias de calibre anomalas [1], as quais tem a invariancia de calibre
classica perdida sobre quantizacao. Na linguagem de sistemas vinculados, significa dizer
que os vinculos classicos de primeira classe tornam-se de segunda classe apds a quantizacao,
isto é, em uma teoria nao invariante de calibre. Nesta condicao, a conversao para teorias
de primeira classe significaria recuperar a invariancia de calibre perdida. Existem alguns
métodos propostos para converter um sistema vinculado de segunda classe em um sistema
vinculado de primeira classe. Como exemplo, tem-se os métodos Batalin-Fradkin-Tyntin
(BFT) [23], imersao simplética [21] e Stuckelberg [25] que consistem no alargamento do
espaco de fase incluindo novas variaveis. Nas proximas subsecoes serd abordado outros dois
métodos em que nao ha a extensao do espago de fase. O Gauge Unfizing Usual [10, 12, 13]

e o Gauge Unfizing Aprimorado [11] o qual serd aplicado ao modelo de Schwinger Quiral.

3.1 O método gauge unfiring usual

O método gauge unfizing (GU), foi apresentado inicialmente por Mitra e Rajaraman
[10] e continuado por Anishetty e Vytheeswaran [12, 13], com o papel de fazer a conversao
dos vinculos sem a necessidade de estender o espaco de fase com varidaveis extras.

A ideia deste método é, uma vez que tenha-se um numero par de vinculos de segunda
classe, a de tentar tratar metade destes vinculos para ser de primeira classe e a outra
metade para a obtencao dos termos de fixacao de calibre, onde serao descartados. Logo,
serd mantidos apenas os vinculos de primeira classe resultando assim em uma teoria de
calibre.

Considere por exemplo um sistema de segunda classe descrito por uma hamiltoniana
H e que possua dois vinculos de segunda classe Q1 e Q2. Seguindo o método GU, deve-se

escolher um dos vinculos para ser o gerador de simetria. No caso de selecionar o vinculo

13



UNIVERSIDADE J’f

FEDERAL DE JUIZ DE FORA 3.2. O método gauge unfiring aprimorado

()1 como o gerador de simetria deste sistema, é necessario redefini-lo da seguinte maneira

_ @i(x)

x(z) = A—u7 A ={Q:(z),Q2(y)} - (3.1)

O segundo vinculo seréd descartado. De tal modo, que o paréntese de Poisson entre x(z) e
Q2(y), sejam {x(z), Q2(y)} = 0 (x — 5) canonicamente conjugado. Assim, a nova hamil-
toniana de primeira classe sera construida sobre a superficie y = 0 e ()2 =~ 0 é considerado
como uma variavel de fixacao de calibre, de modo que, sobre a superficie ()o = 0. A partir
dessas observacoes define-se um operador de projecao P que ao atuar sobre H, produz um

hamiltoniano H que vale em todo o espaco de fase [20].

H = PH, (3.2)
H=:e¥X . H, (3.3)

onde para qualquer funcional H no espaco de fase, tem-se

xH ={H,x}. (3.4)

Logo,
B = H 4+ Qo {H, X} + QU+ QI A+ (35)

em que {ﬁ , X} = 0, ou seja, o sistema descrito acima sera de primeira classe. Com isso,
¢ invariante de calibre. Por questao de conveniéncia é considerado que ()2 sempre venha a
esquerda dos parénteses de Poisson, para nao ocorrer problemas de ordenamento.

Na proxima secao sera abordada uma versao aprimorada do método gauge unfixing que

foi desenvolvida por Neto [11].

3.2 O método gauge unfiring aprimorado

A diferenca desse método para o que foi visto na secao anterior, é que, no método GU
usual a invariancia de calibre é corrigida diretamente na hamiltoniana de segunda classe.
J& o GU aprimorado [11, 20], consiste em redefinir as varidveis do espago de fase com o

intuito de torné-las variaveis do sistema de primeira classe. De modo que se possa obter

14
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fungoes dessas varidveis redefinidas que sejam invariantes de calibre [20].

Suponha inicialmente uma variavel original do espaco de fase

G(A,, ), (3.6)

onde A, é um campo e 7 seu momento canonicamente conjugado. Seguindo o método GU
aprimorado, redefini-se essa variavel do espaco de fase para ser de um sistema de primeira

classe, da seguinte forma

G(A,, 7). (3.7)

Onde G passa a ser uma funcao de primeira classe. Como j4 mencionado, os vinculos que
sao classificados como vinculos de primeira classe geram transformagoes de calibre, isto
é, transformagoes canonicas infinitesimais que mudam as variaveis do espaco de fase sem
alterar o estado fisico do sistema [17]. Com isso, a varidvel do sistema de primeira classe

G deve respeitar a seguinte condi¢ao variacional

6éza{é,x} —0, (3.8)

sendo € um parametro infinitesimal e xy o vinculo de segunda classe Eq. (3.1) esco-
lhido para ser o gerador de simetria de calibre. Dessa maneira, qualquer fungao de G serd

invariante de calibre, uma vez que

(ex}= {2+ % =0 39

Logo, as fungoes invariantes de calibre podem ser obtidas através da substituicao

Agora pode-se construir as variaveis invariante de calibre através de uma série de

poténcias do vinculo descartado ()2, assim como ¢é feito no método GU usual. Como segue
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G(z) = G(z) + / dyb (2, 9)Oaly // dydzby(e,y, ) Qay)Qa(2) + oy (3.11)

onde possui a seguinte condicao de contorno sobre a superficie do vinculo ()

G(Q2=0) =G, (3.12)

permitindo recuperar o sistema de segunda classe original. Os coeficientes presentes na Eq.

(3.11) sao determinados a partir da condi¢ao variacional (3.8). Com isso, tem-se

0G(z) = 0G(x) + 5/dyb1(:c,y)Q2(y) + 5// dydzby(x,y, 2)Q2(y)Q2(2) + ... = 0. (3.13)

Calculando a derivada do produto, obtém-se

3G(w) = 66(a) + [ dyba(e.0)Qalw) + [ (. 9)6Qaly)+
+ [ [ dyzto,p, @)@tz / / dydzbs(z, . 2)5Qa(1)Qa(2)+

+// dydzby(x,y, 2)Q2(y)0Q2(2) + (3.14)
sendo que
5G(x) = / dye(y) {G/(z), x(v)} (3.15)
b () = / dye(y) (b (@) x ()} (3.16)
5Qa(x) = / dye(y) {Qa(x), x()} = —e(a), (3.17)
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Na Eq. (3.17) foi adotado que {@2(x), x(y)} = 1. Continuando, pode-se calcular os
termos de ordem zero em ()

5G(x) + / dyb (. 9)5Qa(y) = 0, (3.18)
onde 5G( )
bi(2,y) = () 5z —y). (3.19)
6G(x)

Pode-se checar que by (z,y) = =) d(z — y) da seguinte forma

- [ dhie.9)et) = ~56(

Para os termos em primeira ordem em (s, vem

/ dyby (2, 1)Qa(y) + 2 / / dyd=ba(,y, 2)5Qa(y)Qa(2) = 0. (3.20)

Substituindo as Eq’s. (3.17) e (3.19) na expressao (3.20), obtém-se

[ a8 | "S5t~ )| @ato) - 2 [ [ dvtetate i et)Qute) o

e(y)

360G () B
=) Q2(x) = 2// dydzby(x, 5, 2)e(y)Qa(2)
bQ(w’ Y Z) - 5258?((,:)) 5(37 - y)é(y — Z). (3'21)

Seguindo para n > 2 pode-se utilizar a formula geral para o coeficiente b,, dado da

seguinte forma

"G(x

nlen

~—

[0(z —y)]™. (3.22)

17



UNIVERSIDADE J’f

FEDERAL DE JUlZ DE FORA 3.2. O método gauge unﬁm'ng aprimorado

Com os coeficientes determinados, pode-se agora substitui-los na Eq. (3.11) resultando

e1m

5z — y)Qaly)+ (3.23)

G(z)=G(z)+ [ dy

nlem
= G(z) + Qx )(ﬁg) + Q3( )(;i(j(%) + ... (3.24)
_ (1 + Q2<x)£s) + 5@3(3;)52‘5(‘; + ) G()
= @2 G(x). (3.25)

Com isso, a partir da expressao (3.23) escreve-se a varidavel modificada de primeira classe.
Assim como no método GU usual, foi feita a conversao de que ()5 venha antes de g.

Pode-se agora facilmente mostrar a consisténcia desse método. Considere por exemplo,
o paréntese de Poisson (PP) entre duas quantidades invariantes de calibre definidas pela
Eq. (3.24) [27]

0G ()
@)
B) + Qul) 2 + Q3 g s+ } (3.26)

56G(z)

+ Q) o

+ ..,

{é,é} :{G(a:) + Qo(2)

Tomando as propriedades do PP e fazendo o limite Q3 — 0, tem-se

o 5B 5G
{G,B}QFO —{G. B} +{G.Q2} = +{Q. B}

={G, B} +{G, Q2} {B,x} + {Q2, B} {G, x}
={G. B} +{G,x} {Q2, B} —{G, @2} {x,G} . (3.27)

18



UNIVERSIDADE J’f

3 METODO DE CONVERSAO DE VINCULOS FEDERAL DE JUIZ DE FORA

Considerando x = @1, a Eq. (3.27) fica

{G.B}  ={G.B}+{G.Q1} (@2 B} ~ {C.Q:} Q1. G}

= {G’ B} + {Gv Ql} 512 {Q% B} + {Ga QQ} 521 {le G}
={G, B} +{G,Qi} 7 {Q;,G}. (3.28)

Onde g;; = C;; = {Q4, Q; } é um elemento de matriz dos parénteses de Poisson dos vinculos.

Assim, resulta-se em

(6.8} ={0.B)+{6G.Q}C"(Q.B)
—{G,B},, (3.29)

sendo {G, B}, o paréntese de Dirac. Entdo, a édlgebra do paréntese de Dirac pode ser
reproduzido pelo paréntese de Poisson entre duas variaveis invariante de calibre que pos-
suem uma igualdade fraca [16]. Logo, conclui-se que apds as varidveis de segunda classe
serem redefinidas, pode-se tomar as equagoes de vinculos como igualdade fortes utilizando
os paréntese de Poisson sem a necessidade de aplicar os parénteses de Dirac [20].

Essa é uma das vantagem em utilizar o método GU aprimorado. No proximo capitulo
daremos inicio a aplicagao deste método no modelo de Schwinger QQuiral na sua versao
bosonizada. Primeiro sera aplicado o método de Dirac para revelar a consisténcia que

existe entre ambos os métodos.
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Capitulo 4

Analise do Modelo de Schwinger Quiral Bo-

sonizado

Neste capitulo, seré analisada a Teoria de Schwinger Quiral na sua versao bosonizada.
Essa conhecida teoria de calibre U(1) em 1+ 1 dimensao [25] apresenta vinculos de segunda
classe. Que na linguagem dos sistemas vinculados significa dizer que nao possui invariancia
de calibre.

Diante disso, nosso objetivo é transformar esses vinculos de segunda classe em vinculos
de primeira classe, ou seja, em uma teoria invariante de calibre. Nosso desenvolvimento
em primeiro momento consiste em analisar a estrutura canonica do modelo por meio do
método de Dirac.

Na sequéncia, a fim de converter os vinculos de segunda classe em vinculos de primeira

classe, é aplicado o método gauge unfizing aprimorado [11].

4.1 A Estrutura Canonica do Modelo

O modelo de Schwinger Quiral (CSM) bosonizado é descrito pela seguinte densidade

de lagrangiana

1 1 1
L= _ZFWFW + 5(8#90)2 +e(g" — ") (0up) Ay + 5620414/2“ (4.1)
onde ¢ utilizada a assinatura g,, = (+1,—1) e e” = —€!? = 1, e @ é um parametro de

regularizagao. Aqui serd considerado o caso onde o > 1.
A partir dai é possivel calcular os momentos canonicos 7, 7 € 7, associados aos campos
Ay, Ay e ¢, da seguinte maneira:

e De forma similar a eletrodinamica de maxwell que foi calculada no Apéndice A, tem-se
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_ aﬁ _ 70X

Separando em componentes temporais e espaciais, obtém-se

o = _FOO = 0. (43)
T = —F01 = —(00141 - ale) == —A + 31A0. (44)

Tem-se da Eq. (4.3) o primeiro vinculo da teoria

Ql =Ty~ 0, (45)

que é chamado de vinculo primario.

e Para o campo escalar, encontra-se

oL
Ty = w = 80g0 + 6(140 - Al) (46)

As velocidades A; e ¢ dadas em termos dos momentos, sao escritas como

A= —m + 01 Ay, (4.7)
¢ =m, —e(Ag — A1), (4.8)

Prosseguindo com o método, agora é necessario escrever a hamiltoniana canonica H,. Para

isso, considere a seguinte transformacao de Legendre

H = /dw (W“A# + T — £> : (4.9)

Substituindo as velocidades encontradas nas Eq’s (4.7), (4.8) respectivamente na expressao

(4.9), a hamiltoniana canoénica torna-se

1 1 1 1
Hc = /dﬂj‘{iﬂ'% + 577'30 + 5(8190)2 -+ 6(81(’0 -+ W@)Al + 562(04 + 1)14?

e2(a—1)

—AO[—817r1+ 9

AO + 6(81%0 + 7T<P> + €2A1] } (410)
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Continuando com o método de Dirac [16], pode-se agora escrever a hamiltoniana primaria,

formada pela adigdo da hamiltoniana candénica H. com o vinculo primério (4.5)

Hp = HC + /d.%‘AlQl,

1 1 1 1
H, = /dx{éwf + 57@ + 5(814,0)2 +e(Orp + )AL + 562(a +1)A2

*(a —1) 2
— AO[ — 8171'1 + TAO -+ 6(81@ -+ 7T<p) +e A1:| -+ Algl y (411)

onde Ay é o multiplicador de Lagrange associado ao vinculo primario.
Diante disso, pode-se agora calcular a evolugao temporal do vinculo primario, respei-

tando a condicdo de consisténcia Q; = {Q,(z), H,(y)} ~ 0. Com isso, tem-se

0 = {Qu(w), Hy(y)} = {mo(w), Hy(y)} = 0

-/ dy[{WO(ﬁ),Ao(y)}aﬂl — 2(a — 1) Ao {mo(x), Ao(y))
= e@up+ ) {mol@), Ao(y)} — Ay {mola), A«y)}} ~0

= /dy[— oy + e (a — 1) Ay + e(Oyp + m,) + eQAl] dzr—y)=0

= —0ym + e*(a— 1)Ag + e(Orp + 7,) + e* Ay = 0, (4.12)

gerando outro vinculo na teoria, denominado de vinculo secundario

Qy = —Oym + e*(a— 1) Ag +e(01p + T,) + e? A, ~ 0, (4.13)

que nada mais é que a lei de Gauss (85 = 0) modificada. A partir disso escreve-se a

hamiltoniana total, definida da seguinte maneira

HT = Hp + /dSCAQQQ (414)
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Logo,

1 1 1 1
Hy = / dm{?rf + 5%3, + 5(0@)2 +e(O1p +m,) AL+ §ez(oz +1)A?

2(a—1
_ Ao[ Oy + e(aT)AO +e(Op + ) + ezAl} + A+ AQQQ}. (4.15)

Considerando a condicao de consisténcia para ambos os vinculos em relacao a Hrp (Ql =
{0, Hr} =~ 0e 0y = {Qq, Hy} =~ 0), os multiplicadores de Lagrange A; e Ay podem ser
determinados, resultando em

™

Al == 81A1 -

Ay = 0. 4.1
a—1 2 =10 (4.16)

Como os multiplicadores foram determinados, conclui-se que a cadeia de vinculos se encerra.

Logo, o modelo de Schwinger Quiral possui dois vinculos

Ql =Ty~ 0. (417)
Qy = —Om + e*(a—1)Ag + e(01p + T,) + A, ~ 0. (4.18)

Para verificar se o vinculo é de primeira ou segunda classe calcula-se o seguinte paréntese

de Poisson dos vinculos

{Q1(2),Qa(y)} = {m0, —O1m1 + €*(a — 1) Ao + e(Drp + 7,) + €Ay }
=e*(a — 1) {m, Ao} = —e*(a — 1)d(x — y). (4.19)

Sendo que para o a > 1 eles sao de segunda classe, e para o = 1 eles sao de primeira
classe. Como mencionado no inicio, aqui sera abordado o caso de o > 1 onde o modelo

CSM possui uma estrutura de vinculos de segunda classe.
4.1.1 Paréntese de Dirac

Como o sistema apresenta vinculos de segunda classe, podemos determinar a matriz

dos parénteses de Poisson dos vinculos (4.17) e (4.18), escrita da seguinte forma

o (ml’gl} {91792}> _ ( 0 —a- 1)> Sw—y). (420
{€2, M} {Q, 2} e*(a—1) 0
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A inversa desta matriz é

L1 0 1\,
C = Ea_0) (_1 O) Sz —y). (4.21)

Considerando a definigdo do paréntese de Dirac dada em (A.37), tem-se

[F(@),GW)}p = {F(2), Gly)} -
L O O R R L ONCIT)) B CE)

Os parénteses de Dirac podem ser calculados

{Ao(z), Ao(y)} p = {Ao(x), Ao(y)} —
//dzdz{Ao  mo(z ( (( Zl))) {e’(a—1)A0(2), Ao(y)} —
/ [ dadz (ot = 1) o2} (_652((2 ‘_21))) {mol2), Ao(2))

(4.23)
{o(2), 0(y)}p =0, (4.24)
{Ai(x), Ai(y)}p =0, (4.25)

{Ao(z), A1(y)}p = {Ao(2), A1 (y)} —
//dzdz {Ao(z), mo(2 ( (( Zl) ) {—oim(2), Ai(y)} —

)
// dzdz { Ag(z), e*(a — 1) Ao(2) } —j;&—:%) {mo(2), A1(2)}
_ / / dzdzgood(z — 2) (% O (—g016(z — )
1 1
= (goo — 911)m815(33 —y) = (o= 1)815(95 —-v), (4.26)
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[Aol@), ()} = LAo(@), 0l0)} — // dzdz {Ag(), molz ((( ‘)> e {mol(2), 0(0)}

// dzdz { Ao(z), e*(a — 1) Ag(2)} <—6‘52<(Z__21>) {m(2),¢(2)}

—_

oz —2) —eo(z —
/ [ aztzguita - 2) (55— ) etz =)
e(@ —) o(z —y), (4.27)
{mu(@), m.(y)}p =0, (4.28)
{me(z), mo(y)}p = 0, (4.29)

(ool mlo) = (alohm )} — [ dod (o). (21} (=) & (s 2)m)

//dzdz{Ao e2(a — 1) Ay( )}(—;—_
— // dzdZgood(x — 2) (:;(Z—__Zl))) *g116(z — )

1
= s 1)5(9; —y), (4.30)

() )}y = L) m)} - [ st i) ml} (G50 ) @A) M)

//dzdz{A1 ), o0 (2 }< (( ))){m(z),m(Z)}

= gud(r —y) = =o(z —y), (4.31)
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(olahmby = (ol m ) ~ [ [ dets ot mla} (G ) {edel) mlw)

//dzdz{cp ), emy(z (— <(Z 21))) {mo(2), m,(2)}
=5z —y), (4.32)

(Aalo). 7o} = (Aaloh )} — [ dstz {ana). ma} 5 ) {edrolh oo}
//dzdz{Ao e*(a — 1) Ao ( )}( e(a )>){ 0(2),ms(2) }
g

%(
— —//dzdzgooé(x — 2) ( 5(( )) ed16(Z —y)

1

=~e=D 1)01 (z —y). (4.33)

z

Resultando nas seguintes algebras

{Aolx). A0} = {e(2). 60)} = {1 (2). Ar(w)}p =0, (4.34)
(@), ()} = gy ol =) (1.35)
(Ao@). )} = gyl = ), (4.36)
() 7o) = (o), o)} = 0. (4.37)
(@) 1)} = g0l = ) (4.38)
{A@) ()} = 6z — ), (4.39)

(), ()} = 5z — ), (4.40)
(). 7o)} = 00— ). (4.41)
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4.2 Aplicagcao do método Gauge Unfixing Aprimorado

Na aplicacao do método de Dirac, foi observado que para o > 1 o modelo de Schwinger
quiral possui dois vinculos de segunda classe, ou seja, nao possui invariancia de calibre.

Nessa secao sera encontrada uma versao invariante de calibre para este modelo. Para
este fim, utiliza-se o método de gauge unfizing aprimorado que tem como fungao converter
os respectivos vinculos (4.17), (4.18) de segunda classe em vinculos de primeira classe.

Esse processo gerard dois casos que serao estudos separadamente. Cada caso é descrito
pela escolha de um dos vinculos ser o gerador de simetria de calibre e o outro consequen-

temente é descartado.
4.2.1 Caso 1l

Esse caso I serda dedicado ao vinculo €2y como sendo o gerador de simetria de calibre.
Para isso redefini-se o vinculo €2y, como

Ql )

v= e?(a—1) - S (a—1) (4.42)

Qz = —617'('1 -+ 62(06 — 1)140 + 6(61()0 + 7T<P) + 62141, (443)

de tal modo que 9 com {2y formem um par canonicamente conjugado {i(x), Qs (y)} =
d(z — y). O vinculo 2y serd descartado, passando a fazer parte dos termos nas séries de
poténcias que definirdo as fungoes de primeira classe [20].

As transformagoes de calibre infinitesimais geradas por 1, resultam em

Sy [ ) (el v )} =~ s (4.49)

omi(z) = A1 () = dp(x) = dmy(x) =0, (4.45)

50, — / dye(y) {Qa(), ()}

1

— e [ W (P - D) )} = 2. (@.0)

(SA()(ZE’) = —

Observa-se que apenas o campo Ay nao ¢é invariante de calibre. Com isso, a quantidade

invariante de calibre Ay serd definida pela seguinte série de poténcia em 2,
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Ay(z) = Ao(x) + /dy61 z,y)Qa(y // dydzbs(z,y, 2)Q(y)Qa(z) + ... (4.47)

Aplicando a condigao variacional, encontra-se

5Ao(x) = 5Ao(z) + / dy6b (1, ) (y) + / dyb (1, 4)5 )+

+// dydz0by(x, y, 2) // dydzbs(w,y, 2)0002(y)22(2)+

+// dydzbe(z,y, 2)Q(y)0Q(2) ) (4.48)

Calculando os termos com poténcia zero em (29, tem-se

dAo(x) + /dybl(x,y)éﬁg(y) = 0. (4.49)

Substituindo as Eq’s (4.44) e (4.46), obtém-se

_e2(a—x—)1) — /dybl(x,y)s(y) =0,

1
bi(z,y) = —me(x - ). (4.50)
Os termos de primeira ordem em )y, fica
/dyébl(x,y)ﬁz + 2// dydzby(z,y, 2)002:(y) 2 (z) = 0. (4.51)

Substituindo as Eq’s (4.46) e (4.50), encontra-se

| )/dy5[5(x— )] Daly —2//dydzb2x 4. 2)e(y)(z) = 0

ela—1

(a—1) //dyd% J{0(z —y), ¥(2)} Qa(z) —2// dydzbs(z,y, 2)e(y)Qa(z) = 0

0— 2// dydzbe(z,y, 2)e(y)Qa(2) = 0,
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como ¢ ¢é arbitrario e {23 nao pode ser nulo na série, entao

ba(x,y,z) = 0. (4.52)

Logo, todos os termos de corregao b, sao nulos para n > 2. Substituindo a Eq. (4.50) em
(4.47) o campo de calibre Ay(z), fica

1

Ap(z) = Ag(z) — a1

Qo (). (4.53)

Assim, os campos invariantes de calibre para o modelo de Schwinger quiral sao

1

A~Q == A() - mQQ, (454)
Ay = Ay, (4.55)
’ﬁ'l = T, (456)
P =, (4.57)
Fp = . (4.58)

Com essas novas variaveis, podemos agora calcular seus parénteses de Poisson

~ . 1 1
(o) (0} = { o) - s ohm) b = s () m )
- ! Sanda =) = - ! 5ot — ), (4.59)
~ . 1 1
{Aato). 00} = {Au(o) = 52500 ) | = = 3 Eemele) )
_ ﬁ(s@ _ ), (4.60)
~ . 1 1
{nta). 7,0} = {alo) = 3y ) ) | = = s @m0}
S 010(x —y), (4.61)
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{/Io@)ajll(y)} = {Ao(m) - eQ(a—l—l)QQ(x)’Al(y)} = —ﬁ {=0imi(z), Ai(y)}
1 1
= m(_algllé(x —y) = maﬂs(m =), (4.62)
{Ai@), 710)} = {A1@), )} = gudla — y) = ~d(z — ), (4.63)
{o(@), T (y)} = {o(2), 7 (y)} = 6(z — y). (4.64)

Logo, conclui-se que os parénteses de Poisson das variaveis invariantes de calibre sao iguais
aos parénteses de Dirac das variaveis originais, calculadas na subsecao 4.1.1, mostrando a
consisténcia que existe no nosso método.

Agora, pode-se escrever a hamiltoniana e a lagrangiana com as varidveis GU. Para isso,
basta fazer a substituicao direta das variaveis originais pelas as encontradas na aplicacao

do GU aprimorado, como segue

AO7A17§077.‘-177T50 _>12107A179577?177~T<p' (465)

Entéao, substituindo na hamiltoniana canonica do modelo (4.10), obtém-se

1 1 1 | .
Hc:/dx{?ﬁ—k57?929+5(81¢)2—|—6(81g5+7?@)141+562(a+1)A%

2 1) - -
— Ao[ — Oy + ‘ (a2 )Ao+e(8195+7~r@)—|—e2141]}

_ 1, 1, 1 2 1, 2
= [ dx 5™+ 57t 2(81g0) +e(O1p + mp) A1 + 5¢ (+1)Af+
QQ 62(06—1) QQ 2

+[Ao—m}am—7 Y- Beo) T

agrupando os termos, encontra-se

- Q
H.=H.+ /der(a—il) [ — Oym + e*(a—1)Ag + e(dp + 7,) + €2A1} _

03
_ /deeQ(a 5 (4.66)

onde o termo dentro do colchetes corresponde ao vinculo secundério (4.18), substituindo
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tem-se

N 1
H.=H — 02 4.67
c c + /dx2€2(@ . 1) 2 ( )

Simplificando a expressao (4.67), encontra-se

1 1
H.= /dl‘{—ﬂl + 7o+ 2(81g0)2 +e(O1p + mp) A1 + 562(04 +1)Al+

+ Aoalﬂ'l %A()AO — 6(81§0 + 7"-4,0)/40 —e AlAg

1
2e2(a— 1)

1 1 1
:/dﬂj‘{§ﬂ'1 + 27T4P+ (81@) +e(81<p+7np)A1+§e (Oé+1)A2

[—8171’1 + 62(04 — 1)A0 + 6(81@ —|— W‘p) —|— 62141}2 }

1 ) 1 1
m(alﬂ'l) — m@lﬂ'l ((91@0 + 7T<p) - maﬁﬁAl

1 1 2 1 2 42
(@—1) 2<a—1)(8“0+”*") T Al}’

+ 6(81g0+7r¢)A1+

H /d!L‘|: ()4 — 1 (2'0 + (al_ 1)71'(10 [—8171'1 -+ 681(,0] —+ ﬁ(aup)z — ﬁ(@up)(@lm)

T3 ( T g?ﬂi)n) * Q(Zzizl)A% * (a€f1)A1 (8190 e 3;21) } (4.68)

Podemos obter também uma lagrangiana invariante. Para esse fim, sera utilizada a

forma funcional da lagrangiana (4.1) [11, 20]

1
L= / dr[ g“‘“g”ﬁ FuFop + 2@90)2 +e(g™ — ™) (o) Ay + (" — €)(01p) A+

1
+ e 20 ApAg + ¢ 20 A AL, (4.69)

2

Entao, a lagrangiana (4.69) pode inicialmente ser escrita da seguinte forma
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8 1~ ~ 1. . L . - N P
L= / dx |: — §F01F01 + 5(@@)2 + 6(140 - Al)(a()(p) + e(Ao - Al)(ﬁlw) + 562051401404—

1 L
+ §BQO{A1A1:| . (470)

Sendo Fy; = (0pA; — 01 Ap) e fazendo a substituicao das varidveis originais pelas varidveis
GU, tem-se

5 1 ~ ~ 1 -
L= / dx |: — 5(80141 — 81A0)(80A1 — (91A0) + iaugoa“go -+ €<A0 — A1>(80(10>+
- 1 <o 1
+ €(A0 — Al)(algo) + 56206140140 + 56206141141 . (471)

Visto que, a variavel original Ag nao estd mais presente no sistema. Nao é possivel escrever

a lagrangiana (4.71) em uma forma manifestamente covariante.
4.2.2 Caso II

No caso II, serd usado o vinculo €25 como sendo o gerador de simetria. Definindo

1

X = m [_817T1 + o —1)Ap + e(drp + Ty) + 62A1} ) (4.72)

Ql = T, (473)

tal que {x(x), % (y)} = d(x—y). O vinculo §2; serd descartado. Seguindo com 0 mesmo pro-
cedimento realizado no caso I, tem-se as seguintes transformacoes de calibre infinitesimais

geradas por x

5 Ay — / dye(y) {Ao(x), x(4)} =0, (4.74)
54 —/d () {1 (@), x( >}—%/d () {Ar (), —0rm (y)}
1= ye\y 1), X\y ~ 2(a—1) yely 1\7), =011y
1 1
= —62(a — 1) /dys(y)(—911515(x — y)) = —mayﬁ:(i), (475)

(4.76)
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s = [ dve) o) X)) = s [ o) ole). e, )}
_ e<a1_ 5e(@), (4.77)
o, = [ dye) o) x)} = oy [ el {mole).eone)}

1
= mam(m), (4.78)
om1 = [ =) {m ) X0} = =5 [ ) {me). A )

1 ) 1
- T [ dv=tw) (~egusta ) - TR (4.79)
0 = s [ ) 1@ xw)} = (o) (150)

Apenas o campo A, € invariante de calibre. Desta forma, as quantidades invariante de
calibre Ay, ¢,71, T, serao definidas como segue:

Para A; tem-se a seguinte série de poténcia

Ay (z) = Ay (x) + /dyc1 (z,9) N (y //dydz02 (z,9,2)0y)(z) +... . (481)

Aplicando a condigao variacional, tem-se

(5[11(95) =0A(z) + /dyécl(:c,y)Ql(y) + /dycl(x,y)dﬁl(y)+

+// dydzdcs(x,y, 2) // dydzcs(z, y, 2)00 (y) 0 (2)+

—i—// dydzcs(x,y, 2)Q1(y)0Q (2) + ) (4.82)

Separando os termos com poténcia zero em €2;, encontra-se

dA(x) + /dycl(x,y)591(y) = 0. (4.83)
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Substituindo as Eq’s (4.75) e (4.80), tem-se

618(1')
) / dyes (2, y)e(y) = 0,

1
c(z,y) = maﬂs(x — ). (4.84)

Para os termos de primeira ordem em 2, tem-se

/dy5cl(x,y)f21(y) + 2// dydzcs(x,y, 2)021 (y) Q1 (2) = 0. (4.85)

Substituindo as Eq’s (4.80) e (4.84), obtém-se

| 10 = ) —2 [ [ dydzcalop )0 () =0
oy [ e 00 = @) ) =2 [ [ dndzeate )0 () =0
0-2 [[ dudzcatey eiuz) =0

ca(x,y,2) =0. (4.86)

Isto é, os coeficientes sao nulos para n > 2. Assim, o campo invariante de calibre A; assume

a seguinte forma

= Ale) = gy [ WO )
— A(r) - 62(a—1_1)3191(x). (4.87)
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Para o campo @, a série de poténcia e sua variacao, sao dadas por
o(x) = ¢(x) + /dycl x,y) // dydzcs(z,y, 2)Q(y) Q0 (2) + (4.88)
Spla) = 5p(o) + [ dyder(z.)(v) + / dyer(, )90 (y) +

// dydzdce(z,y, ) (y) Q2 (2 // dydzcs(x,y, 2)0Q (y) Q1 (2)+

+// dydzcs(x,y, 2)Q1(y)0Q (2) (4.89)

Para o termo de ordem zero, tem-se

Sio(x) + / dye ()50 () = 0. (4.90)

Usando (4.77) e (4.80), obtém-se

1
e — [ Atz et <o
c(x,y) = e(al— 1)6(1‘ — 7). (4.91)
O termo de primeira ordem em €2, é
/dyécl(m,y)ﬂl(y) + 2// dydzcs(x,y, 2)0 (y) Q1 (2) = 0. (4.92)

Substituindo (4.91) e (4.80), obtém-se

ﬁ/dw [0(z = y)] u(y) — 2 // dydzca(z,y, 2)e(y)th(2) = 0

e(al_ 1 // dydze(2) {6(z — y), x(2)} u(2) — 2// dydzcs(z,y, 2)e(y)Q(z) = 0
02 [[ dptzeste ety () =0

ca(x,y,2) =0. (4.93)
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Desta forma, tem-se

o 1
6a) = (@) + o [ vl =)
1
=p(z)+ el = 1)Ql(x). (4.94)
A série de poténcia para 7y é
mi(z) = m(z) + /dycl x,y) // dydzes(x,y, 2)Q (y) Q0 (2) + ... (4.95)

A sua variacao é dada por

5 (z) = omi () + / dybes (2, 9)0 (y) + / dyer ()60 () +

// dydzbcs(z,y, 2 // dydzca(z,y, 2)0Q: (y) 2 (2)+

+// dydzeo(z,y, 2)Q(y)024(2) : (4.96)

A equacao de ordem zero em €2 resulta em

oma(o) + [ dyes(,1)5(0) =0, (4.97)

Utilizando as Eq’s (4.79) e (4.80) tem-se

o) — [ el =0,

! >5(x — 7). (4.98)

a(z,y) = F

Os termos de primeira ordem também sao nulos
/dyécl(x,y)ﬂl(y) + 2// dydzco(x,y, 2)00 (y) 1 (2) =0

oy W 0w =2 [ dntzese. ) =0
(4.99)
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(@ i 0 // dydze(2) {0(z — y), x(2)} u(2) — 2 // dydzes(z,y, 2)e(y)Q(2) = 0
0-2 [[ dydzes(e. ) (2) = 0

ca(x,y,2) =0. (4.100)

Logo, o campo invariante de calibre resulta em

(@) = m(e) + — / Ay ( — 1) (y)

(@—1)
1
Por ultimo para o campo 7, encontra-se
To(x) = my(z) + /dycl x,y)Q // dydzcs(z,y, 2)Q(y) Q0 (2) + (4.102)

Aplicando a condicao variacional

Mm%ﬁ%@+/@hwmm@+/@MmMm@+

// dydzdce(z,y, ) (y) Q2 (2 // dydzcs(x,y, 2)0Q (y) Q1 (2)+

+ // dydzcs(x,y, 2)Q1(y)0Q (2) + : (4.103)
Calculando os termos de ordem zero, encontra-se
dmy(z) + /dycl(:c, y)0 (y) =0, (4.104)
1

(o — 1)815( ) - /dycl(ffay)é‘(y) =0,

1
Cl(*%?/) = _malé(x - y)v (4'105)

. Utilizando as Eq’s (4.105)

e (4.80), os termos de primeira ordem em 2; ficam da seguinte forma

onde foi usado o seguinte ansatz [ dy <—azfc(j:§’)> e(y) =

e(a 1
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: ! 3 / 0y [0r6(x — )] Qi (y) — 2 / / dydzcs(x, y, 2)e(y) (2) = 0

e /] dydz_s(z) (0130 = ) X} () — 2 [ [ dydseati v =) (2) =0
0— 2// dydzes(z,y, 2)e(y)Q21(2) =0

ca(x,y,2) =0. (4.106)

Com isso, tem-se o seguinte campo invariante de calibre

7o (2) = () — — / dydd(z — v (y)

() + 6(041—_1)8191(55). (4.107)

Assim, as variaveis GU para esse caso sao

Ay = Ay, (4.108)
A=A — mfml, (4.109)
s5=90+6(a1_1)91, (4.110)
fr=m + ﬁm, (4.111)
Tp =Ty + ﬁaﬁl. (4.112)

Calculando os paréntese de Poisson entre as variaveis GU, encontra-se

= (o 1)9005(17 —y) = (@—1) Sz —y) ={Ao(x), m(v)}p, (4.113)
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{%uxaw}:{%@xﬂw+ ! waw}z (e — ) = {Ao(@). ¢W)} p

e(a—1) e(a—1)
(4.114)
{Auto) 70} = {tatonmoto) + - atmal | = o potita - )
1 T _

O =) = L) ). (4.115)

{Aua), A0} = {0l Aa) ~ = 0ma) | = 5o @i =)

1 Y _ 1 T _

= —m815($ —y) = mal5($ —y) ={Ao(z), 11(¥)}p
(4.116)

{A@%@@&—{Amw—é({ipﬂwwmm»+@f4¢uw}=mﬁ@—w
= —0(z —y) = {Au(z), m)}p, (4.117)

{6(x), To(y)} = {90(55) + e(a;—l)%(x)’ To(y) + ﬁaﬂo@)} =6(r—y)

= {e(2), m(y)}p (4.118)

Isto é, a algebra dos parénteses de Poisson entre as variaveis GU sao iguais a algebra
dos parénteses de Dirac entre as variaveis originais do espaco de fase.

Assim como no caso anterior, é realizada a substituicao direta das variaveis originais pe-
las varidveis GU na hamiltoniana canonica, resultando na seguinte hamiltoniana invariante

de calibre.
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74 7L+ o (00@) + e(013 + ) Ay + %e (a+1)A7

N)Ir—t

1
2
2

o= /dx{
~ . efla—
_AO[—c?ﬂrl + TAO-}-G((%QD-}-T(@) +e2A }
_ 1 5 2mm e 1, 21,017 (0170)?
_/dx{Z[ﬂl—i_ (a—1) i (a—l)Q] +Z{W“’—i_e(a—l) +e2(0z—1)2 *
1 2 2{(81¢) (alﬂo) <817T0)2 2A101m B
+ 2 |:(8180) + e(@ _ 1) + 62(O( — 1)2 +e (8180 -+ 7T<p)A1 + e(g — 1)
_(0ip) (i) meOimy  2(0imo)? ] 24,01
1
2

DO | —
—_
S~—

1 & 2
e2(a—1) la—1) e(a—1)2 +2 (a=1) [Al e2(a—1)

O1mp)? o
64((01——0)2>2:| + Agal’ﬂ'l + A[)( ! 11) — 2(0& — 1)A € |:A0<81§0 + T¢)+

2A0(917T[) 2 AOaIﬂ'O
+e<a—1>] 6<A°A1 e?(oe—n)}‘

Assim

_— i [m1 4 (o — 1)31A1]7T (01mo)? o
HC_HC+/d { T 0+262(Q_1)+2(Q_1)2}, (4.119)

satisfaz a seguinte condicao { X, H: } = 0, ou seja, ¢ uma funcao de primeira classe. Cal-

culando as equagoes de Hamilton geradas por (4.119), tem-se

1 1
(a— 1)7T1 + Ay — —62(a — 1>01517T0 + o —12

Ay = {Al,ﬁ[:} =+ DAy — (a—in

Ag = {Ao,ﬁj} —

o ={pH} =7, — (Ao — Av), (4.122)
7y = {m,ﬁ:} = e(Oip +m,) + X (a+ 1) A — e*Ag — Oy, ( )
ftp = 0101 + e(Oh Ay — Dy Ay), (4.124)

(4.125)

7'1'0 = {Wo,H:} IQQ :€2<Oé— 1)X%0
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4.2. Aplicacao do método Gauge Unfixing Aprimorado

A equacao (4.125) nos permite fazer a seguinte generalizagao

1

Ag— Ag=Ag — ———
0o — Ao 0 a—1)

807'('0. (4126)

Realizando a evolucao temporal de Ay e Ay, observa-se que ambas sao iguais. Assim,

pode-se substituir 4y por Ay na hamiltoniana (4.119), resultando em

e M+ (e—1)04] 1 2 1 2
H'=H .+ /dw[ p— ) 2o = 1)(8H7T0) + o= 1)27r0 . (4.127)

A lagrangiana de primeira classe pode ser obtida realizando a seguinte transformacao

de Legendre inversa
L= /dx{wvo — A+ T — ﬁ:}. (4.128)

Das Eq’s (4.121) e (4.122), obtém-se as seguintes relagoes

. T
T = —A1 + 81A0 - (O_/——O]_) (4129)
Ty = @+€(A0—A1) (4130)
Entdo, substituindo (4.129), (4.130) e H* em (4.128), encontra-se
A 1 uy 1 2 iz iz
L= [ dxq — ZF‘“’F + i(aﬂcp) +e(g" — €")(0,p)Av+
1, 7o (0170)*
—e*aA? —1Dg" 4+ "™ 9,A, — ——— 1. 4.131
+5ea “+(a—1)[(a Vgt 4]0, 220 —1) (4.131)

Observa-se que my é um novo campo que aparece, com capacidade de introduzir a in-
variancia de calibre na lagragiana. Como a lagrangiana é definida no espaco de configuragao
e nao no espago de fase, 0 momento my se comporta como um campo externo no espago de
configuracao, ou seja, podemos interpreta-lo como um campo de Stueckelberg 6[22]. Além
disso, se fizermos my = 0, obtém-se a lagrangiana original do sistema.

Essa lagrangiana é a mesma encontrada por Vytheeswaran através do método GU Usual

[1]-
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O modelo de Schwinger Quiral bosonizado é um sistema vinculado de segunda classe,
ou seja, nao possui invariancia de calibre. Na fisica tedrica, a construcao de sistema com
invariancia de calibre é fundamental para a construcao do modelo padrao da fisica de
particulas e para as discussoes das interagoes fisicas fundamentais [29]. Diante disto, para
recuperar a invariancia de calibre do modelo de SC bosonizado, foi aplicado o método
gauge unfizing aprimorado. O método consiste em converter sistemas de segunda classe em
sistemas de primeira classe (invariante de calibre).

Inicialmente, foi analisada sua estrutura canonica pelo método de Dirac onde foi ob-
servado que para o > 1 o sistema apresenta dois vinculos de segunda classe. Consequente-
mente, os parénteses de Dirac foram calculados.

Posteriormente, realizou-se a aplicacao do método gauge unfizing aprimorado, o qual,
nos forneceu dois casos com hamiltonianas e lagrangianas distintas. No caso I, onde o
vinculo primario foi definido como gerador de simetria de calibre, nao foi possivel obter
uma lagrangiana manisfestamente covariante. No caso II, no qual o vinculo secundario
foi escolhido como gerador de simetria de calibre, obtivemos uma lagrangiana do tipo
Stueckelberg, onde my apareceu como um campo que corrige a invariancia de calibre. Se
mo = 0, tem-se a lagrangiana original de volta.

Destaca-se, que a algebra dos parénteses de Poisson das variaveis GU, para ambos os

casos, sao consistentes com a algebra dos parénteses de Dirac das variaveis originais.
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A escolha por esse método consistiu no fato de tornar os cdlculos menos extensos em
comparagao ao método Gauge Unfizing Usual em que se converte diretamente a hamiltoni-
ana canonica numa hamiltoniana invariante. Com relacao ao método de Batalin-Fradkin-
Tyntin (BFT), o método GU apresenta uma vantagem de nao se adicionar varidveis extras.

Apenas variaveis do espaco de fase original sao utilizadas.
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Apéndice A

Quantizacao da Teoria de Maxwell

No capitulo 2, foi abordado o método de Dirac para sistema discreto, isto é, possui um
nimero finito de graus de liberdade. Esse apéndice, sera dedicado a um exemplo na teoria
de campo. As quais possuem um numero infinito de graus de liberdade, ou seja, é descrita
por uma funcao A,(z) do espaco-tempo, funcao esta denominada campo [19].

Neste caso, substitui-se o indice discreto ¢ por um indice continuo x, ou seja,
qi(t) = q(i,t) = q(,1) = Au(2),

onde z = (Z,t) = (', 2%, 23, ..., 2", 2°) = ("), n = 0,1,2, ... n.
A primeira e mais simples teoria de campo que pode ser citada é o eletromagnetismo,
descrita pelo grupo abeliano U(1) [30]. Seja, entao a seguinte densidade de lagrangiana de

Maxwell sem fonte

1 1%
EZ_ZF#VFM 9 (A]')
sendo F,, = d,A, — 0,A, o tensor de campo eletromagnético. O momento canonico pode

ser calculado a partir da defini¢ao:

oL
p_ — om0
Il D@0 FHo, (A.2)

Separando em componentes espaciais e temporais, tem-se como resultado

I = F% =0,

. 4 4 A3
II¢ = FzO S ( )

E de (A.2) determina-se o vinculo primadrio da teoria:
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¢t =1° =~ 0. (A.4)
Utilizando a Eq. (2.16) pode-se obter a densidade hamiltoniana canénica do sistema

. .. 1
H =114, — IT'A, + ZFWFW’

onde de (A.3) tem-se A; = —1! — 9" A,
H= 3 (HZHZ + §FijF”) +1I'0° Ay. (A.5)

Continuando com o método de Dirac, pode-se agora escrever a hamiltoniana primaria

adicionando-a o vinculo primario (A.4)

H, = /Hd3x+/)\1¢1(:c)d3a:. (A.6)

Substituindo as Eq’s. (A.4) e (A.5) na expressao acima e integrando o terceiro termo por

partes, obtém-se

1 -
H, / d*x { (HZHZ + 2FZ]F’ ) — Aoalnl} + / d>x M 11°. (A7)

Agora, pode-se calcular a evolugao temporal do vinculo primario via parénteses de

Poisson, definidos da seguinte forma

5 0F(x,1) 6G(y,t) 0F(x,t) 0G(y,t)
(Fot) Gly. 0} = [ ' Z(m ) Se(z) ST (2) 5¢a<z>>' (A8)

{Au(x, 1), Ay, 1)} = {ILu(x, 1), IL(y, t)} = 0. (A.9)

{Au(x 1), I (y, 1)} = 6,6@ (x — y).

Logo, calculando a evolucao temporal de ¢, obtém-se

~{¢' (), H(y)}

1 L 1 . L
= {HO, / dx {5 (HzHZ + 5FijF”) — AanH’} + / d3x>\1H0}
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=0'I'=V -1l = ¢*=0. (A.10)

Assim, encontra-se mais um vinculo, que nada mais é que a conhecida lei de Gauss (\V.F =

0) [14].
Entao, a teoria de Maxwell possui dois vinculos
¢t =1° =~ 0, (A.11)
¢* =V -1l ~0. (A.12)

Para determinar se os vinculo sao de 1° ou 2° classe, calcula-se o paréntese de Poisson

entre todos os vinculos do sistema:

{¢t, 0"} = {0°,T1°} = 0. (A.13)
{¢°,¢°} = {O'T1", I} = 0. (A.14)
{¢,¢%} = {1°,0'II'} = 0. (A.15)

Observa-se que os vinculos (A.11) e (A.12) sao vinculos de primeira classe, cuja presenga
na teoria eletromagnética ja era esperada, por se tratar de uma teoria de calibre [11].
Assim, pode-se reescrever a hamiltoniana total desses vinculos de primeira classe da

seguinte forma

1 o 1 . o o
HT = /dgl' |:§ (HZHZ + éﬂij> - Aoalnz + )\11_[0 + )\2811_[z . (Alﬁ)

Agora o préximo passo a ser seguido no método de Dirac, é a construcao da matriz
dos parénteses de Poisson. Para isso, é necessario que os vinculos sejam de segunda classe.
Mas como foi observado, tem-se dois vinculos de primeira classe. Logo, para resolver esse
problema, serd utilizado o processo de fixacao de calibre. Tendo como objetivo transformar

os vinculos de primeira classe em vinculos de segunda classe.
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Prosseguindo, tem-se da Eq. (A.16) as seguintes equagoes de Hamilton

Ay = Ay, (A.17)
Ap =), — 9:(M\g — Ay), (A.18)
I, = 0, (A.19)
I, = &' (O A; — 0, Ap). (A.20)

Pela equagao (A.17), nota-se que Ay nao é uma quantidade fisica pois A\; é uma quan-
tidade arbitraria. Logo, pode-se fazer, sem perda de generalidade
Ay =0. (calibre temporal) (A.21)

Mas, seu paréntese de Poisson com IIY ndo forma um par canonicamente conjugado

{Ao(2), I(y) } = 87— ) #0, (A.22)

o que significa que pode-se tomar Ay como um vinculo

¢* = Ay = 0. (A.23)

Entretanto, essa fixacao de calibre s6 transformou o vinculo primario em um vinculo de
segunda classe. Por isso, precisa-se de uma outra condicao de fixagao de calibre para trans-
formar o vinculo secundério em um vinculo de segunda classe.

Com isso, considere a equacao de movimento obtida da lagrangiana (A.1),

8, F" =0 (A.24)
= 0A, - 9,0"A, = 0. (A.25)

Pode-se escolher uma fungao a(zx) tal que

A, =034y —9"A; =0 (calibre de Lorentz). (A.26)

Contudo, de acordo com a equacao (A.17), Ay = i, de modo que o calibre de
Lorentz envolve uma derivada temporal de um multiplicador de Lagrange. Este calibre nao

é adequado neste formalismo.
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Porém, utilizando o calibre temporal, o calibre de Lorentz torna-se

V-A=0 (calibre de Coulomb). (A.27)

E observado que o paréntese de Poisson do calibre de Coulomb com o vinculo secundério

¢é diferente de zero

{v-E@%vqﬂw}zvﬁwxf—@%o. (A.28)

Logo, toma-se o calibre de Coulomb como um vinculo:

p'=V-Ax0. (A.29)

Portanto, o conjunto final de vinculos desta teoria é

ot =11~ 0, (A.30)
¢* =V -1l ~0, (A.31)
¢* = Ay =0, (A.32)
P'=V- A0 (A.33)

Consequentemente, pode-se construir a matriz C' dos parénteses de Poisson, dada por

{oh,0'y {o%. 07} {¢'.¢°} {¢',¢"}
{020 {6%¢} {¢°6°} {¢% ¢}
{0°.0' {¢% 0% {¢°.6°} {¢" 0"}
{o% 0y {o% 0"} {¢%¢°} {¢% 6"}

Assim, para esse sistema a matriz de vinculos assume a seguinte forma

0 -1 0
0 0 —V2

C = 0BN(Z — 7). A.34
10 0 0 (7 — ) ( )
0VZ 0 0
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A inversa desta matriz é

0 0
1 0 0 V2 @)/
Cc— = 10 0 0 (x —y), (A.35)
0 —-Vv—2
onde
VR - ) = 5300 — ) = (4.3
% 7=yl
¢ a inversa formal do Laplaciano (fungao de Green).
Tomando a defini¢ao do paréntese de Dirac para um caso continuo [14], tem-se
{F(2),G(y)}p ={F(x),G(y)} -
//d3zd32 {F(z),¢"(2)} Cip {6"(2),G(y)} . (A.37)
Logo, para esta teoria o paréntese de Dirac toma a seguinte forma explicita:
Gy)tp ={F(z),G
/ / B 2dbz { F(x), (2 }5 — ) {4(2),G(y)} -
/ / d2dz (F(x), Ao(2)} (—69(Z — ) {II%(2), G(y)} -
. / / dB2d’z {F(m), v ﬁ(z)} (V26@) (7 - 2)) {v A@z), G(y)} -
_ / / P2 {F).V - A) ) (-v269(z - 2) {v-Tiz.60))
(A.38)
Entao substituindo {F (), G(y)}, por {Au(z), Au(y)}p e {I1*(x),I1"(y)} 5, tem-se
{Au(@), A(y)}p = 0 = {T1"(2), I1"(y) } p, (A.39)

0s quais comutam.
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Em seguida fazendo para {A,(x),11"(y)} ,, encontra-se

{Au(z) Hy(y)}p = {Au(2), II"(y) } —
- //d32d32 {Au(),11%(2) } 6¥(2 = 2) {Ao(2), 1" (y)} —
- //d3zd32 {Au(az), V- ﬁ(z)} (V269 (z - 2)) {V ' 5(5)711”(1/)}

{Au(2), 11" (y)}, = 6,07 — ) — 8,058 (7 — )~

7 l,aiaj - —
~ 0,07 3 6B (& — 7))
v v 0 sv i Vaiaj 3)/= —
= {Au(2),1"(y)}, = | 9, — 6,00 — 5,07 vz (T — 7). (A.40)

Separando as componentes em espaciais e temporais para os seguintes parénteses de

Dirac, tem-se

{Ai(x), Aj(y)}p = 0= {IT'(x), TV } (A.41)
{Ao(z), Ho(y)}D =0, | (A.42)
{Ai(x), Hj(y)}D = <5§' - 8%329) 6B (& — 7). (A.43)

Observe-se que no parénteses de Dirac a quantidade {Ay(z),I1°(y)}, = 0, agora é igual a
Z€ro.

A expressao (A.43) pode ainda ser escrita como

{Ai(@). T (y)}, = 67 (T = ), (A.44)

onde

. Bk e [ kK
i (e k) (55 _ i
5z‘,tr(x ) / (27r)3€ (51 2 ) , (A.45)

a qual é conhecida como funcao delta de Dirac transversa.
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Assim, aplicando a relacao

{7 }D - —i[,],

tem-se os seguintes comutadores

[Ai(2), A;(y)] = 0 = [IT'(x), 1],

(A 0] =i (3 - S ) 99 - .

(A.46)

(A.47)
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