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Resumo

Desde que Einstein desenvolveu a teoria da Relatividade Geral, muitos esforgos foram gas-
tos tentando unificar essa teoria com a Mecanica Quantica. Um passo importante nessa
direcao é a formulagao de uma teoria semi-classica, partindo das equacoes de movimento
para campos de matéria no fundo métrico externo. Em particular, é interessante explorar
as corregoes gravitacionais para a equagao de Schrodinger. A primeira generalizacao rela-
tivistica de baixa energia da equacao para o elétron é chamada de equacao de Pauli, como
foi desenvolvida por Wolfgang Pauli em 1927, antes da equacao de Dirac completamente
relativistica, para a qual a equacao de Pauli funciona como limite nao relativistico na pre-
senca de um campo eletromagnético. Na presenca da gravidade, temos que ir na direcao
oposta porque é bem conhecido como formular a equacao de Dirac. Neste trabalho, de-
senvolvido em colaboragao com Guilherme Yoshi Oyadomari, mostramos como realizar
a derivacao da equagao de Pauli na presenga de campos eletromagnético e gravitacional
fraco, de forma a mantermos uma métrica de fundo geral, respeitando a linearidade da
perturbagao da métrica. Os resultados podem ser aplicados ao teste de gravidade re-
lativistica em fisica atomica e também podem ser tteis para descrever o movimento de
particulas de spin 1/2 no campo externo de uma onda gravitacional e no limite néo rela-
tivistico da métrica de Schwazrschild. Essas duas formas de métricas serao especificadas

no final da dissertacao, como forma de teste e aplicacao para os resultados obtidos.

Palavras-chave: Gravitacao semiclassica, corregoes gravitacionais, equacao de Pauli,

perturbagao.



Abstract

Since Einstein developed the theory of General Relativity, much effort has been spent
trying to unify this theory with Quantum Mechanics. An important step in this direction
is the formulation of a semi-classical theory, starting from the equations of motion for
matter fields in the external metric background. In particular, it is interesting to explore
the gravitational corrections to the Schrodinger equation. The first low-energy relativistic
generalization of the equation for the electron is called the Pauli equation, as it was
developed by Wolfgang Pauli in 1927, before the fully relativistic Dirac equation, for which
the Pauli equation works as a non-relativistic limit in the presence of an electromagnetic
field. In the presence of gravity, we have to go in the opposite direction because it’s
well known how to formulate the Dirac equation. In this work developed in collaboration
with Guilherme Yoshi Oyadomari, we show how to perform the derivation of the Pauli
equation in the presence of a electromagnetic and weak gravitational fields, in order to
keep a general metric background, respecting the linearity of the metric perturbation.The
results can be applied to the relativistic gravity test in atomic physics and can also be
useful to describe the motion of 1/2 spin particles in the external field of a gravitational
wave and non-relativistic limit of the Schwazrschild metric. These two forms of metrics
will be specified at the end of this dissertation, as a way of test and application for the

results obtained.

Keywords: Semiclassical gravity, gravitational corrections, Pauli equation, perturbation.
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Introducao

Ao reunir relatividade restrita com teoria quantica, Dirac conseguiu apresentar
uma descrigao do comportamento de particulas de spin 1/2 através de uma equagao dife-
rencial de primeira ordem. Sua teoria requereu a utilizagdo de matrizes quadridimensio-
nais, ocasionando o surgimento de espinores para descrever os campos de particulas. Além
de ter permitido a previsao da existéncia das antiparticulas, também apresentou resultados
importantes no limite nao relativistico. Esse é o caso da equacao de Pauli, uma modi-
ficacao da equagao de Schrodinger, que pode ser obtida tomando o limite nao relativistico
da equacao de Dirac na presenca de campo eletromagnético externo. Com a Relatividade
Geral sendo uma teoria de gravitagao, que estuda a dinamica da métrica espago-temporal,
é natural tentarmos entender como seus efeitos modificam teorias quanticas de campos,
como é o caso do campo de Dirac.

Alguns trabalhos ja foram desenvolvidos tratando do limite nao relativistico do
campo de Dirac em um espago-tempo curvo, como o trabalho publicado em 2001 por
Obukhov [1], onde ¢ realizada um transformacao de Foldy Wouthuysen exata para sepa-
rar as componentes de energia positiva e negativa da equacao de Dirac acoplada com uma
métrica gravitacional estatica, e tomar seu limite nao relativistico. Além disso, Obukhov
aplica seus resultados em duas métricas distintas: o limite newtoniano da métrica de
Schwarzschild e um referencial acelerado. Em 2005 Silenko e Teryaev [2] tratam do mesmo
problema, porém dessa vez utilizando a transformacao tradicional de Foldy Wouthuysen,
obtendo resultados diferentes dos encontrados por Obukhov. Além disso eles calculam
equacoes de movimento para o momento e o spin, aspecto que nao havia sido abordado

por Obukhov anteriormente.
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Em artigo publicado em 2007, Gongalves et al. [3] aplicam Foldy-Wouthuysen
exata em um campo de fundo de onda gravitacional e campo magnético constante. Esse
artigo, no entanto, apresenta de forma equivocada um termo de precessao de spin para
a equacao de movimento de ¢, mesmo na auséncia de campo magnético. Esse termo
foi corrigido em trabalho publicado por Quach [4] em 2015, onde ele também mostrou a
equivaléncia entre as transformagcoes de Foldy-Wouthuysen exata e tradicional para esse
caso especifico de campo gravitacional.

Dessa forma, nesta dissertacao sera apresentada a obtencao de uma equacao se-
melhante a de Pauli, porém com o acréscimo de termos que descrevem a contribuicao
de um campo gravitacional fraco. O procedimento é desenvolvido de forma a conside-
rar uma métrica geral, desde que seja respeitado o limite de perturbacao da métrica de
Minkowski. Para compreendermos melhor o quao geral nosso resultado pode ser, sera
inserida a métrica de onda gravitacional fraca, e também a métrica de Schwarzchild no
limite newtoniano, e os resultados serdo comparados com [4] e [2], respectivamente.

Assim, esta dissertacao serd dividida nas seguintes partes. No capitulo 2 sera
apresentada a obtencao da equacao de Pauli convencional, a partir do limite nao rela-
tivistico da equagao de Dirac na presenca de um campo eletromagnético externo. O
capitulo 3 é dedicado a gravitacao linearizada, onde apresentaremos os resultados de Re-
latividade Geral para uma métrica gravitacional fraca, caracterizada por uma perturbacao
linear na métrica de Minkowski. No capitulo 4 poderemos apresentar o formalismo de
tetradas, ferramenta matematica necessaria para o desenvolvimento da acao de Dirac em
um espagco-tempo curvo, a qual sera obtida no final desse capitulo. Por fim, no capitulo
5, serd apresentada a deducao da equacao de Pauli com correcao gravitacional fraca e
sua comparagao com os artigos ja citados. As equagoes de movimento provenientes de
nossos resultados serao apresentadas e deduzidas na dissertagao de Guilherme Yoshi Oya-
domari [5], com quem este trabalho foi realizado em colaboragao. Por fim, o capitulo 6

apresenta as conclusoes tiradas dos resultados e as nossas consideragoes finais.



Campo de Dirac e Equacao de Pauli

Este capitulo ¢é dedicado a apresentar a relacao do campo de Dirac com a equagao
de Pauli. Para isso, vamos comecar apresentando as equagoes de Schrodinger e de Dirac.
Nosso intuito ¢ inserir um campo eletromagnético na equacao de Dirac, para obtermos a
equacao de Pauli através de seu limite nao relativistico e mostrar a relacao desta iltima

com a equacao de Schrodinger.

2.1 Equacao de Schrodinger

Uma das formas de se obter a equacao de Schrodinger € a partir da relagao classica

de energia e momento

e
EFE=—4+U 2.1
2m Y (2.1)

sendo E a energia da particula, p? o médulo quadritico do seu momento, U o potencial
ao qual a particula é submetida e m a sua massa. Em seguida, transformamos energia e

momento em operadores quanticos utilizando

7 — —ihV, E — ih% — ihd,. (2.2)

Aplicando isso em uma funcao de onda ¢, obtemos a equagao de onda de Schrodin-

ger escrita na forma hamiltoniana expressa por

ihop) = —%v% + U (2.3)
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Esta é a equacgao de Schrodinger para uma particula sob efeito do potencial U. Para o

caso de uma particula livre, basta fazermos U = 0, e obtemos a expressao

hoy) = —h—2V21/) (2.4)
WMoY = 2m ’ ‘

que ¢é a equacao de Schrodinger para uma particula livre.

2.2 Equacao de Dirac

Para obtermos a equacao de Dirac também precisaremos realizar transformacoes
semelhantes a (2.2). Porém, antes precisamos realizar alguns passos extras, para a equagao
obtida ser de primeira ordem em derivadas. Assim, partimos da equagao de energia
relativistica

P'p, —m*c* =0, (2.5)

E E
/1‘: —_ 9 = I 26
p <Cap>7 Pu (07 p>7 (2.6)

o quadrimomento relativistico, de forma que u = (0,1,2,3), e 0 mesmo valera para os

sendo

demais indices gregos deste capitulo. Agora fazemos a transformacao

P'pu —m*e® = (Y'p, + me)(¢"p, — mc)
(2.7)
= ’Vugypupu - mc(,}/ﬂ - gu)pu - m2027

de forma que ¥* e (¥ sao coeficientes a serem determinados. Comparando os dois lados
dessa equacao, precisamos fazer v# = (* para eliminar o termo linear em p,. Com isso,

restara encontrar o valor de v* que satisfaga a seguinte relagao

PPy = Y'Y pups.- (2.8)

Abrindo os indices em (14 3) dimensdes, vamos perceber que a tnica forma dessa

relacao ser satisfeita, é se as quantidades v e v forem ambas matrizes de quarta ordem,



2.2 Equagao de Dirac )

escritas como

70 = , = : (2.9)

k¥ sao matrizes de Pauli, de forma que indices

onde [ sao matrizes identidades 2 x 2, e o
latinos séo utilizados para coordenadas espaciais k = (1,2,3), e o mesmo serd vélido
para o restante deste capitulo (excetuando o indice ¢t que é utilizado especificamente para

derivada temporal). Essas matrizes 4* sao chamadas matrizes de Dirac. Além disso, as

matrizes (2.9) devem satisfazer a dlgebra de Clifford dada na expressao
{77} = (¥ +9"9") = 20 (2.10)

Com essas matrizes, podemos escrever a equacao de energia relativistica da se-
guinte forma:

(7P + me)(V'p, — me) = 0. (2.11)

A fisica da teoria independe de qual termo escolhemos para zerar e satisfazer essa igual-
dade. Aqui optamos pela escolha convencional, tomando o segundo parénteses. Entao,
montamos a equacao de Dirac transformando momento em operador, conforme foi feito

em (2.2), porém apresentando a forma

Pu = (E,—*) = (@,—(—mﬁ)> — ih(Do, D) = ihd,, (2.12)

Cc

onde fizemos (%Ot = 80).

Assim, a equagao de Dirac fica escrita como
ihy" 0,V — me¥ = 0, (2.13)

onde ¥ é um espinor, e é representado por uma matriz coluna de quatro componentes.

Essa equacao pode ser escrita na forma Hamiltoniana

ihO, ¥ = (cd - '+ mc*B) ¥, (2.14)
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onde
¥y
0 ¢ I 0 Uy
a=p7= , [ = , U= : (2.15)
g 0 0 —1 Uy
vy

As duas primeiras das quatro componentes do espinor de Dirac dizem respeito
ao comportamento de particulas com energia positiva, sendo uma para o spin up e outra
para o spin down. As duas ultimas representam solucoes para energias negativas, também
apresentando spins up e down, que levaram a descoberta das antiparticulas, comegando
com o positron, que é a antiparticula do elétron, possuindo mesmas massa e spin, porém

carga elétrica oposta.

2.3 Limite Nao Relativistico

Agora que as equagoes de Dirac e de Schrodinger ja foram apresentadas, podemos
encontrar a equacao de Pauli. Para isso, inserimos um campo eletromagnético externo na

equacao (2.14), utilizando a transformacao

Zhat — Zh&t - €¢,
(2.16)

—

p— - -A=1,
C

onde e € a carga elementar, ¢ é o potencial escalar, A é o potencial vetor eletromagnético
e Il é o momento canonicamente conjugado. Vale salientar que aqui estamos usando o

sistema de unidades gaussianas. Assim, obtemos a equagao
iho, U = [co?- (ﬁ— E%T) + Bmc® + ep| V. (2.17)
c

Para tomarmos seu limite nao relativistico, comegamos utilizando a transformagcao

. 2
w= |7 eap (—"';; t) , (2.18)
X
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Este mesmo procedimento serd utilizado no capitulo 5 para o caso gravitacional, sendo ¢
a componente de energia positiva do espinor de Dirac (chamada componente maior), e x a
componente de energia negativa (chamada de componente menor), ambas bidimensionais

devido aos spins up e down. Assim:

8 . . 2
ithoy VU = ih v exp (—ch ) me? exp _me t>
9 h
tX
¥
X

(2.19)

cop ( imc? t)
- .

E evidente que as exponenciais irao desaparecer da equacao. Utilizando as matrizes a e 3

— [Co—g.<ﬁ Z )—i—ﬁmc —i—e(b}

como definidas em (2.15), podemos montar um sistema com duas equagoes escritas como

1thoyp = epp + ¢a - ﬁx, (2.20)

ihoyx = ca - ﬁgp + epx — 2mc?y.

O limite nao relativistico é tomado na segunda equagao de (2.20), ao considerar-
mos que o termo de energia de repouso é muito maior que a soma dos termos de energia

cinética e potencial elétrico, de forma que podemos escrever

2mc’x > epx — ihdyx, (2.21)
e com 1sso obtemos
G-I
= ) 2.22
X= 5 ¢ (2.22)

Esta equacao evidencia a razao pela qual a componente y é chamada de com-
ponente menor, uma vez que o lado direito da equagao possui um fator multiplicativo
I /me, que se torna muito pequeno no limite nao relativistico, devido ao baixo valor da
velocidade contida em II. Substituindo este valor na primeira equagao de (2.20), podemos
obter a equagao

—

— . H 2
Y AL (2.23)
2m
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e podemos ver que o fator 1/¢ de (2.22) ndo é mais um problema, devido ao fator ¢ que
multiplica o ultimo termo da primeira equagao de (2.20). A auséncia desse fator evidencia
o motivo de ¢ ser chamado de componente maior.

Trabalhando no primeiro termo dessa equacgao, vamos fazer algumas transformagoes
algébricas para obtermos uma expressao um pouco mais amigavel. Para isso, vamos uti-

lizar

(G- 10)? = [ 4 i (ﬁ x ﬁ) (2.24)
Agora resolvemos o produto vetorial no ultimo termo, escrevendo

I x I = <—mv - ZA’) x (—mv - ZK)
= ihev x A= @E,

C C

(2.25)

sendo B o campo magnético externo. Substituindo os resultados (2.24) e (2.25) em (2.23),
podemos escrever a equagao
ihOyp = Hep, (2.26)

1 e -\ 2 —
He (- a) e s n 2
2m c +eg cha (2.27)

Essa expressao é conhecida como equacdo de Pauli, e o fator multiplicativo do tltimo

termo,

eh
U = =—

- 2.28
S (2.28)

¢ chamado magnéton de Bohr.

2.4 Interacao do Spin com o Campo Externo

Ao tomarmos a equagao (2.27) e fazermos o campo eletromagnético igual a zero,
obteremos uma equagao muito semelhante a (2.4). Porém, na equagao de Pauli aparece
uma funcdo de onda de duas componentes (¢), e na equacao de Schrédinger de apenas
uma componente (). Isso acontece porque a equagao de Pauli leva em conta o spin
da particula, sendo uma componente para o spin up e a outra componente para o spin

down. Além disso, o fato dessas equacoes serem parecidas reflete o fato esperado de que
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particulas livres nao relativisticas possuem o mesmo comportamento, independente de
seu spin. Portanto, é possivel inferir que a equagao de Pauli funciona como uma versao
da equacdo de Schrodinger para uma particula de spin 1/2 na presenga de um campo
eletromagnético externo.

Essa diferenca fica mais clara ao inserirmos o campo eletromagnético diretamente
na equacao (2.4), utilizando (2.16), como foi feito para a equacao de Dirac, e disso obter-

mos o resultado

1

iho = 5 — (ﬁ— EA’)Q b+ edh. (2.29)

Esta expressao nao apresenta o ultimo termo de (2.27), o termo do magnéton de Bohr, que
carrega a interacao do spin de particulas de spin 1/2 (o qual é representado através das
matrizes ¢ de Pauli) com o campo eletromagnético aplicado. O mesmo ocorre se tomarmos
a equacao (2.3), com o termo de potencial U, pois continuard sendo uma equagao para
uma funcao de onda de apenas uma componente, ), e nao uma equagao matricial como
(2.27). Assim, as equagoes (2.3), (2.4) e (2.29) sao validas apenas para particulas que nao
possuem spin.

E importante ressaltar o fato de que a equagao (2.27) foi encontrada por Pauli,
de forma ad hoc, antes de Dirac desenvolver sua teoria completamente relativistica, ao
somar ao potencial U da equacao de Schrodinger (2.3) o termo de interagdo magnética e
assumir ¢ como uma fun¢ao de onda de duas componentes. Dessa forma, é notorio o fato
desse resultado surgir naturalmente do limite nao relativistico da teoria de Dirac. E é
exatamente devido a isso que iremos utilizar esse método em nosso trabalho para calcular

as corregoes gravitacionais para a equagao de Pauli (2.27).



10

Gravitacao Linearizada

Vamos comegar este capitulo apresentando os principais conceitos de Relativi-
dade Geral, para podermos utiliza-los como base para o desenvolvimento da Gravitacao

Linearizada.

3.1 Nocoes Basicas de Relatividade Geral

3.1.1 Principio da Equivaléncia

Este é o principal conceito que nos permite utilizar uma métrica do espago-tempo
para descrever o campo gravitacional. Ele diz que um referencial com aceleracao de
moédulo a, sob efeito de um campo gravitacional de intensidade g, é equivalente a um
referencial inercial sob efeito de um campo gravitacional de intensidade ¢’ = g + a.

Usamos isso para escolher um referencial onde a métrica seja exatamente a
métrica de Minkowski, e relaciond-lo com um referencial acelerado de métrica g,,,, através
da expressao

o0& 0¢P
G () = 90k D 1B (3.1)

de forma que z* sao coordenadas no referencial acelerado e £“ as coordenadas no refe-
rencial de Minkowski. Novamente a convencao de indices gregos denotarem coordenadas
espaco-temporais, e indices latinos coordenadas espaciais, sera utilizada neste capitulo. A
equacao para uma particula livre no referencial de Minkowski é dada por

82€a
5o =0, (3.2)
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sendo s o parametro com o qual as coordenadas em ambos os referenciais variam.
Vamos relacionar as coordenadas dos dois referenciais, assumindo que um con-

junto de coordenadas pode ser escrito como funcao do outro, de forma que

£ =), 2t =at(E), (3.3)

e também vamos utilizar o fato da aceleracao do referencial de x* ser diferente de zero,

d?xt
7 #0 (3.4)
para obter a equacao da geodésica
d?x? \ dzt dx”
ds? Rz ds ds 0 (35)
onde a grandeza, dada pela expressao
ax)\ 82€a
M =—— 3.6
me9ga Qprdat (36)

é conhecida como conexao afim.

O fato da equagao (3.5) ser diferente de (3.2), mostra que uma particula livre em
um referencial acelerado percorre um caminho curvo. Como a particula nao estd sob efeito
de nenhuma forca, essa curvatura ¢ devida ao proprio espago-tempo. Ou seja, a propria
métrica g, estd se curvando devido a essa aceleracao, a qual, pelo principio da equi-
valéncia, atribuimos a acao de um campo gravitacional. Portanto, vemos que o principio
da equivaléncia é o que nos permite estender esse resultado aos campos gravitacionais,
e com isso podemos construir as métricas dos espagos-tempos curvos, cujas dinamicas
representam efeitos gravitacionais.

Substituindo a equagdo (3.1) na equagao (3.6), podemos obter uma expressao

para a conexao afim em termos da métrica curva,

1
F;)\u/ = 59)\7— (augz/‘r + a}/gm’ - 379W) = ,)\“,} X (37)
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de forma que se torna um resultado conhecido como simbolo de Cristoffel. Esta forma

sera utilizada na construcao das derivadas covariantes na se¢ao seguinte.

3.1.2 Derivada Covariante e Tensor de Curvatura

A derivada covariante de um tensor é construida ao somarmos um termo em sua
derivada parcial, para que o resultado final também seja um tensor. Assim, ela é escrita
da forma

VAN = 9,A* + T, A%,
(3.8)
_ v
Vi, Ay = 0,A\ — T\ Ay,
onde Fﬁy é a conexao afim utilizada de forma a tornar V,A* um tensor. Como um caso

especial vamos considerar:

—TA .

. . . A . ~ . A
e Simetria, ou seja, auséncia de torsao: I'], o

e Metricidade: Vgg,, = 0.

Com essas condigoes, a conexao afim assume a forma apresentada em (3.7). A quebra de
qualquer uma destas duas propriedades produz teorias de gravitacao modificada, as quais
escapam do escopo deste trabalho. Este resultado pode facilmente ser generalizado para
um tensor de ordem qualquer. Para isso, basta que (3.8) seja aplicada uma vez para cada
indice que esse tensor possuir.

Construimos o tensor de curvatura aplicando o comutador de derivadas covari-

antes a um vetor
V., V,JA* =V, V, A" -V, V A%, (3.9)
calculando estas derivadas usando (3.8)
VWV, A% = 0,(V,A%) =T (VAA) + T5,(V,AY)
= 0,0,A% + A0, T, +T5,0,A" — T O\A” (3.10)
— T o A™ +T%,0,A + T, I3, A"

vpt UTA

e, por fim, considerando [0,,,0,]A* = 0, podemos escrever (3.9) como

[V, V,JA* = —A* R” (3.11)

v
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onde
R® :8VF§“—8#F§V+FT @ I Ire (3.12)

Avp Ap TV Avt T

é o tensor de curvatura, ou tensor de Riemann. Analogamente, podemos escrever

V., V,JAg = RY,, A, (3.13)

By

Além disso, o tensor de curvatura possui as seguintes simetrias:

(1> RaA,uV = _Ra)\uu;

i Rs. = —Rgauw;

( ) B Bop (3‘14)
(iii) Roguw = Ruva;

(iv)  Rpu + Rugy + Ruws = 0.

A partir deste tensor, podemos obter outros tensores que serao importantes para

a descricao da gravitacao, como o tensor de Ricci

Ry =9 Ry, =R’ (3.15)
e a curvatura escalar
R=g""R,, = R, (3.16)

sendo que todos estes trés tensores respeitam as seguintes indentidades de Bianchi:

(V) v)xR;waB + VVR)\;M;VB + vuRV)\aB = 0;

(vi) Vaolig — VR = VR 5 (3.17)
. L1

(vii) VR = 2V5R.

3.1.3 Equacoes de Einstein

Uma das formas de se obter as equagoes do campo gravitacional, é postulando a
acao da métrica. A partir dessa acao, poderemos obter as equacoes de Einstein para o

campo gravitacional através do principio variacional.
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A agao total (Sr) é escrita como
St = Sgn + Sm, (3.18)

onde Sgy é a ac¢do de Finstein-Hilbert para o campo gravitacional (a¢do de vacuo), que
¢ depende apenas da métrica, e S, é a acao do campo massivo, que depende de ambos,
do campo de matéria e da métrica.

Agora, para encontrar a equacao de Einstein para o campo gravitacional, preci-
samos fazer a variacao de (3.18) em termos da métrica e utilizar o principio variacional.

Dessa forma, comecamos escrevendo
0St =0Sgy +0S,, =0. (319)

Para encontrar essas variagoes, vamos definir o tensor momento-energia como sendo

2 4S5,
T, =——— , 3.20
H /__g 5g;w ( )

para podermos escrever

5Sm o V_gT

= — v 3.21
§g,ul/ 9 H ( )
Agora, vamos utilizar a expressao para a acao de Einstein-Hilbert
1
Spy = ~5 / d*z/—g(R + 20), (3.22)
g

sendo v uma constante que pode ser determinada no limite newtoniano, e A é chamada
Constante Cosmoldgica. Para variarmos esta acao, vamos considerar uma perturbacao

infinitesimal na métrica: dg,, = h,,. Para isso, fazemos

G = G = Guv + o (3.23)

Porém, a acao também depende de ¢g", \/—g e R. Mas é suficiente obtermos

as variagoes até primeira ordem em h,,, uma vez que ¢ uma perturbacao infinitesimal, e
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|huw| < 1. Entao, primeiro escrevemos

g/uu — g/u/ o huu7

\/—_g’:\/§-<1+%h),

(3.24)

e a partir destes resultados, podemos calcular as variacoes da conexao afim e da curvatura

escalar como

1

(DFO‘ — _ [e} a T«
00T, = 3 (Vuhe + Vb — Vhy,), 55
R =RY =V, V, i — Oh — R"h,,,

onde h = g"h,, ¢é o traco de h,, e
0=n"V,V,, (3.26)

é o operador D’Alembertiano em espacgo-tempo plano.

Utilizando essa perturbagao, podemos reescrever (3.21) como

1
08m = =5 / d*z/=g T, W™, (3.27)
e a equagao variagao da (3.22) fica
0Spn = ——/d‘*:v\/ { h(R+2A) + V,V,h" —Oh — h“”RW}. (3.28)

Assim, a equagao (3.19) pode ser escrita na forma

6Sp = — —/d4x\/ { h(R+2A) +V,V, " — Dh—h“”RW}

X (3.29)

-3 / d'oy/=g T " = 0.

Desconsiderando os termos irrelevantes de derivada total, e percebendo que as perturbagoes

se cancelam, podemos escrever

R, — §gWR — g\ =71, (3.30)
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e nos resta apenas determinar qual é o valor da constante ~.
Para isso, como dito anteriormente, precisamos tomar o limite newtoniano desta

expressao, onde a métrica g,, possui a unica componente nao nula sendo

GM
goo=1+20, P=-—-——— (3.31)
T

onde ® é o potencial newtoniano. Além disso, utilizamos o fato do valor da constante
cosmologica A ser relevante apenas em escala cosmoldgica, ou seja, em distancias tipicas
do universo como um todo. Inserindo estas consideragoes na equacao (3.30), e tomando a
Unica componente nao nula do tensor momento-energia no limite newtoniano como sendo
TP = p(7), podemos escrever

V20 = gp(f*), (3.32)

e comparar com a lei de Gauss para o campo gravitacional
V20 = 47Gp(7), (3.33)

sendo G a constante de gravita¢ao universal. Com isso, conseguimos identificar v = 87

e reescrever a equacao (3.30), na forma

1
R, — §gWR — g\ =81G T, = G, (3.34)

onde o termos G, é chamado tensor de Finstein. Estas equagoes, descritas por (3.34)

sao as chamadas equacoes de Finstein para o campo gravitacional.

3.2 Campo Gravitacional Fraco

Para considerarmos o campo gravitacional sendo fraco, utilizamos a mesma per-
turbagao que em (3.23). Porém, agora a perturbagdo nao é mais em uma métrica curva
guv, Mas sim uma perturbagao na métrica plana de Minkowski, de forma que (3.23) fica
dada por

Guv = Nuw + h/u/; |h/,1,1/| < 1. (335)
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Com esta forma de escrever a métrica curva, e considerando a assinatura para a

métrica de Minkowski como
N =N = diag(—1,+1, +1, +1), (3.36)

podemos reescrever diversas grandezas importantes para Relatividade Geral. Dentre elas,

o simbolo de Christoffel pode ser escrito como

a
I =

(Vuhe + Vohe —Vhy,) (3.37)

N | —

e a curvatura escalar pode ser escrita na forma

R=RY =V, V, " —0Oh— R"h,, (3.38)

onde vemos que tanto a equagao (3.37) quanto a (3.38), sdo simplesmente a primeira
ordem de perturbacao calculada na equagao (3.25), uma vez que a métrica g,,, considerada
anteriormente se tornou 17, ¢ para essa métrica de fundo tanto a curvatura quanto a
conexao afim sao nulas.

Agora podemos utilizar esses resultados para escrever as equacoes de Einstein na
forma
1

ngz

V. Voh+07°(V,Vohy — V. Voh,, —V,Vohy,,)
(3.39)
- nlwnpo(vrhvah - naﬁvavﬁhw) ’
onde novamente utilizamos a notagao h = n*?h,g para indicar o trago. Uma simplificagao

no campo linear pode ser realizada através de uma mudanca de variaveis

Ruy = h,uu - §nuuh7
; (3.40)
h,uu = KRuw — 577;“//%

e também podemos escolher um sistema de coordenadas onde

Ky =10""Voku, =0, (3.41)
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o que ¢ similar a escolher um calibre ao resolver uma equagao de onda em eletrodinamica.
Assim, podemos escrever

Ok = =271, (3.42)

que sao chamadas equacoes de Finstein linearizadas. Com isso, vemos que gravitacao
linearizada nada mais é do que uma teoria de perturbacao na métrica Minkowski. Isso
nos da uma simplificacao muito grande, que nos permite tratar uma grande variedade
de casos, como em fisica atomica, por exemplo, ou a construcao de detectores de ondas

gravitacionais.
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Tetradas e Espinores no Espaco-tempo Curvo

Agora que ja apresentamos o campo de Dirac e seu limite nao relativistico (equagao
de Pauli), e os principais elementos de espago-tempo curvo, vamos apresentar o principal
objeto mateméatico que precisamos para relaciond-los: as tetradas (ou wvierbeins). No final
deste capitulo, vamos apresentar o formato da equagao de Dirac para uma métrica curva

que utilizaremos para iniciar nossos célculos no capitulo seguinte.

4.1 Definindo Tetradas

Vamos usar as tetradas para relacionar a métrica plana de Minkowski com uma
métrica curva arbitraria, e utilizar um processo chamado de covariantizagdo (covarian-
tization, em tradugao livre), que nos levara a equagao de Dirac em espago-tempo curvo.

Primeiramente, a definicao geral de tetradas é dada na forma

Ox# 0Xx*
H—_ a - —
% = Zxa’ = B (4.1)

sendo z* as coordenadas em um espaco-tempo e X* as coordenadas em outro espaco-

tempo. Agora, relacionamos as métricas fazendo

(4.2)

onde assumimos que os indices latinos (a, b, ¢, ...) s@o levantados e abaixados por 7y, € 0s

indices gregos (v, p, v, ...) POr G-
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Esse processo é simplesmente uma mudanca de bases, onde saimos de uma base
escrita sobre a métrica 7,, € vamos para uma base escrita sobre a métrica g,,,. E impor-
tante salientar que ainda nao requisitamos nenhuma condicao especifica para nenhuma
das métricas. Utilizando isso, podemos reescrever algumas grandezas importantes sim-
plesmente, como

g =det (eZegnab) = (det el‘j)2 - det g,
g =det g,; det e}, = Vgl (4.3)
AF =ell A”,
sendo A" e A* um vetor qualquer, e |g| o médulo do trago de g,,. Com estas grandezas em
maos, nés podemos calcular como fica a derivada covariante de um vetor. Primeiramente,

conforme feito na secao 3.1.2, vamos definir
V.Vl =0,V +a&b Ve, (4.4)

sendo &P, a conexdo afim para indices mistos. Partindo de (3.8), podemos escrever (4.4)

como

VyVH = efey V, VP
= eSel (0, VP + &, V°)
= e5el0,(etVT) + efel Ve (4.5)
= POV + VTeSelOuel + el ec VTl
= V" + V7 (elforel + effecd?).
Da secao 3.1.2, lembramos que as derivadas covariantes de um vetor sao dadas

pela expressao

V\VF =0\VH* + F%\VT, (4.6)

b

-ca

e a partir da comparacao de (4.5) e (4.6), conseguimos identificar uma expressao para @
na forma

~ab __ _a _tbpp b a
W™\ = epen T, —eTOxer. (4.7)
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que possui como uma caracteristica importante a assimetria dos indices (ab), a qual é
percebida ao realizarmos a soma

~ab | ~b b b oA b Xag b
w?, +w”, = epe Ty, + e e Ty, — ed e — e d,ey

1
= 5 (a)\guu + a,ugu)\ - augu)\) : (eaue)\b + €a/\eyb) — eb’\auei — e“’\auelj\ (48)

= e™eMeld e + e eNend, el — eMd,es — e*9,el = 0.
Por fim, é importante ressaltar que a metricidade considerada na secao 3.1.2 deve
ser preservada, e isso nos permite calcular as derivadas covariantes da tetradas, como

Vg = Vs, (eZelb,nab) = 2nap €, (VTelb/) =0 (4.9)

Vel =0,
e também

Veguw = Vo (ehew) = (Veei) ew + € (Vren) = €5 (Ven) =0, (4.10)

vfe,jb = 0,

sendo que estes mesmos resultados podem ser encontrados utilizando (4.4), (4.7) e (4.8).

4.2 Conexao Espinorial

Vamos definir a derivada covariante de um espinor de maneira semelhante a
que definimos anteriormente para um vetor. Porém, a partir deste ponto, adotaremos
a notacao de indices latinos para o espaco-tempo de Minkowski. Desta forma, as tetra-
das irao realizar a transicao de uma métrica localmente plana, para uma métrica curva

arbitraria. Assim, definimos

1
V,uquj = 8ﬁt¢ + §wlﬁ.bo-ab¢7
. (4.11)

_ _ /) _
Vit = 00 = 50,2,
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onde a dlgebra das matrizes 0? é dada pela expressao

(Va6 — WYa), (4.12)

N | .

Oab =

sendo que as matrizes 7, sao as matrizes de Dirac no espago-tempo de Minkowski. Para

obtermos a conexao espinorial w/ﬂ,b, vamos partir da condicao

V(™) = 0,(vy* ) + I5,07"¢, (4.13)
e apos alguns calculos, chegamos a

1 1
wu?b - Z(eie)\a —ere’) o T Z(e’\bauei — 9,€3). (4.14)

4.3 Comutador das Derivadas Covariantes

Agora vamos calcular o comutador dessas derivadas covariantes, para podermos
ver como o tensor de curvatura se comporta ao realizarmos essa mudanca de métricas de
fundo. Comecamos, entao, calculando
1
2
= 0,(V,0) + 2w, 0, VU — I}V, 0
= V( i )—l—iw,,__aab p¥ T L VA

VoV ¥ =V, (0,9 + - w, o 7)

_ . . (4.15)
7 1 7
= 8,,(%‘11 -+ 5 ayw;ﬁ_b O-ab\p + 5 w/f?’ Oab 8,/\11 + 5 wfjb Oab (9H‘If

1 1
ab cd A A ab
— Zwyn Oab wu,,acd\lf — FW&\\IJ — 5 F;w Wy.. O'ab\If,

e usando essa expressao acompanhada de uma relagao entre as matrizes v de Dirac, que

pode ser escrita como

Ya VoV Yd = 2MbcVaVd — 2MacVoVd + 2V YaTbd — 27 VoTad + Ve VdVaVbs (4.16)

podemos obter o valor

1
Vi Vol = V.Vt = ViVt = = 2 Ry, yam (4.17)
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para o comutador, sendo que

ab __ ab ab ac b ac b
R,"=0w" - 0w, +w w, —ww,, (4.18)

pode ser facilmente provado ser uma consequéncia direta da aplicacao de

Rm/ab = Rp,z/pa 65 eg . (419)

4.4 Acao de Dirac com Campo Gravitacional

Agora, podemos utilizar os resultados deste capitulo, combinados com os resul-
tados da secao 3.2, para encontrar a acao de Dirac que iremos trabalhar. O precesso que
iremos utilizar, chamado de covariantizacdao, consiste em tomarmos a acao de Dirac em
espaco-tempo plano

Sy =i / d*zp (Y0, + im) Y, (4.20)

sendo que as matrizes v respeitam a algebra dada pela equagao (2.10), e transformarmos
todos objetos dependentes da métrica, incluindo o elemento de integragao, para o espago-

tempo curvo, utilizando tetradas. Essa transformagao é feita utilizando

Nuv = Guvs /d437 — /d4SL’ —q, aﬂ — Vu, (421)

e também fazemos as derivadas covariantes se tornarem como definido em (4.11) e (4.14).

Além disso, a algebra das matrizes v* também se tornar

YV + TV = 29/“,. (4.22)

E com isso, a equacao (4.20) pode ser escrita na forma

Sp=i / d*z/= g0 (v"V,, + im) . (4.23)
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Agora vamos considerar uma pequena variagao na métrica curva, de modo a essa
variacao poder ser interpretada como uma perturbacao na métrica g, e ser descrita pela
expressao

g,l.U/ — g;,u/ = g,uu + h;LlM (424)

onde novamente vamos utilizar somente primeira ordem na perturbacao h,,. Com isso, a
acao total passa a ter uma componente devido a métrica g,,, € uma componente devido
a perturbacao

S:Sf+55f, (425)

sendo o segundo termo do lado direito desta equacao, a agao devido a perturbagao causada
na acao (4.23) pelo fator hy,,.
Para calcular essa acao perturbada, comegamos escrevendo (4.23) na sua forma

hermitiana

Sp = % / d*a/=g (VYN b — Vb Y1 + 2imanp), (4.26)

e entdo, utilizando (4.22), podemos escrever as variagoes

1
0v/'=g=5V—gh, 0" =—h";
.1
66# = 2]7, ef v (565 —§hp€b7 (4 27)
. :
SThs = 2(v Wy + Vghy — Vhag);
A NN
0y 2hyfy .

e encontrar a perturbagao na conexao espinorial sendo escrita na forma

Sw =

e (e"e" — €7 )V \ e (4.28)

N —

Como podemos escrever

@E’Yuv;ﬂ/] - VMZW”%@ = 7]’7}181177& - 8u1/;7u77b - iwze 7(7M0ab + an“)% (4'29)
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a parte de 05y que depende de 6w/‘jf’,, pode ser escrita como

) Sf = _Z_l /d4ZE\/ ¢('7 Oab + OabY )w&wab

(4.30)
/d4l’ /_ ( at b)\ b‘r a)\)v)\hw_e ¢(700ab+0ab70)w

Agora integramos por partes, e usamos a expressao para oy, dada em (4.12) para obter

0uSf = — < / diax/— ghele”e e
(4.31)
Va0 (YeYa s — VeV Va + YaWoVe — WraVe)¥]-

Por fim, lembrando que a algebra das matrizes de Dirac no espago-tempo plano é dada

pela expressao

YaVo + V6 Ya = 2Mab, (4.32)

podemos escrever

0,57 = ——/d4x\/_hm,v,\[ O(gHy — gy )] = 0. (4.33)

E com isso vemos que a conexao espinorial nao interfere no termo perturbado da acao.

Sendo assim, a parte da acao devido a h,, fica sendo dada apenas por
55 = / d*z/—g { (hg" — 1) (P, V b — V1 07,0) +z’hmw}, (4.34)
e portanto, substituindo (4.23) e (4.34) em (4.25), obtemos a expressao
(A i af aB\ (-7, v mh—
S = %U (27 va - m) 1/1 + 1 (hg —h ) (w’}/ﬁvo/lvb - va¢7ﬁ¢) - Tpr ) (435)

em que utilizamos a notagao [ = [ d'z\/—g, por simplicidade. Esta expressao é a agao
de Dirac para uma perturbacao na métrica de fundo. No capitulo seguinte, vamos partir

desta mesma expressao, e considerar um fundo métrico de Minkowski sendo perturbado.
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Equacao de Pauli com Campo Gravitacional Fraco

Agora ja possuimos tudo o que precisamos para encontrar as corregoes gravitaci-
onais fracas para a equagao de Pauli dada em (2.27). Assim, neste capitulo vamos deduzir
essa equagao, e inserir as métricas de Schwarzschild e de onda gravitacional como forma
de aplicacao do nosso resultado e para podermos realizar comparagoes com os resultados

obtidos nos artigos [2] e [4].

5.1 Obtendo a Equacao

5.1.1 Hamiltoniana Relativistica

Vamos comecar com a agao deduzida no final do capitulo anterior

_ ; _ _ h—
s= | {w 7"V —m) v+ = (hg™ = h%) ($15Vat) = Vadhyat)) — %w} 6D

Como estamos trabalhando com um campo linear em h,,,, conforme mostrado na secao

iz

3.2, podemos simplesmente trocar a métrica curva por uma métrica plana,
g°? — 8, Va = Oa, (5.2)

onde utilizamos a métrica de Minkowski com a assinatura n®* = diag(1,—1,—1,—1) e a
derivada covariante dada pela equacao (4.11) se torna a derivada parcial devido ao fato
da conexao afim encontrada em (3.7) ser nula para a métrica de Minkowski, e com isso a

conexao espinorial dada pela equagao (4.14) também serd nula.
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Assim, variando a agao (5.1) com rela¢ao ao campo 1 e integrando por partes
o pentltimo termo desta equagao, pelo principio variacional podemos escrever a equagao

para o campo ¥ como

. . b
{iyo‘@a —m+ % (hnaﬁ — haﬁ) Y500 + i ((%h — (%ho‘ﬁ) Y5 — mT} P =0. (5.3)
Para podermos separar as derivadas temporais das espaciais, separamos em 1 + 3 di-

mensoes, e usamos 7’ = 3. Com isso, obtemos

o _ o
{wat 4 i O — m — mT + % (h— ™) B0, + % (hy* 0 + 7*~70))

SRR, — SHOBO, + LhB + 5 (Ouh) 7 - $hB (5.4)

_i (0hH) B — Eho%k _

; 7 (@) vj}w =0,

sendo que os indices latinos sao utilizados para coordenadas espaciais (exceto ¢, que é
utilizado especificamente para derivada temporal). Entao, multiplicamos a equagao (5.4)
por A3 fazendo Bv* = a*. Usamos ainda

WE=hj;  hE=—hu; B =0"=—hw;  ho, = —hg, (5.5)

J

para obter a expressao

. 1 1 1 . 1 1 |
{Z (1 + §h - §h00 - Eh()k()ék) 8t +1 (ak + §h0zk + §h/€j0éj + §h0/€) 0k

1 i i i
—Bm (1 + 5h) + 70 = Jhoo + Z—lakhko +3 (Oph) (5.6)

_ZhOkak + Z (Gjh]k) ak}iﬂ =0.

A partir deste ponto, vamos trabalhar levantando e abaixando indices com a
métrica do espaco euclidiano. Com o intuito de isolar o termo de derivada temporal, para

escrevermos a equagao em sua forma hamiltoniana, vamos multiplicar a equacao (5.6) por

11 1 ! 1 1 1
(1 + §h — §hoo — éhOkak) ~1— §h + 5hoo + éh%ak, (5.7)
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de forma que desconsideramos todos os termos O(h?) ou superior, e vamos obter a ex-

pressao
1 1 . 1 o1
i@t +1 Oék + —hooak + —hojOéJOék + —hijéJ + _h[]k 8k
2 2 2 2
ifs 1 1,
+Z <h - hoo + 8khk0> - ﬁm 1+ 5]100 + §h0k04 (58)

+4 @uh)t = Thua + 5 @h)at b =0

Agora recuperamos as poténcias de ¢ e h, e vamos introduzir um campo eletromagnético

conforme feito em (2.16). Estas transformagoes ficam escritas como

i@t — Zhat — €¢,

e
pr — clly = C<pk: - EAk> )

e nos permitem escrever

1 1 . 1 o1
{ih@t —ep—c (ozk + §h00ak + §hojoﬂo¢k + §hkjaj + §h0k) 11,

th /. . 1 1

+Z <h — hoo) — 5777,02 (1 + §h00 + §hgk04k) (510)
ihe e th -

+T (akh + 8jhjk) a” + Z (Cakhko + hokOék> Q/J =0.

Desenvolvendo o termo que possui produto das matrizes «, podemos escrever a

expressao
PN VS SN R S N D Y ik ~jklal
ozoz:§(ozoz +ao¢)+§(ococ—ozoz):—5 + i€ , (5.11)
0 o
uma vez que
A 0 o’ - alak 0
o =| = adla” = . : (5.12)
ol 0 0 olok
e com isso podemos reescrever os termos
1 , 1 1 1 1 1
éhgjOéJOék —+ ihOk = _éhOk -+ §€]klhoj0'l + §h0k = §€Jklh0j0'l. (513)
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Dessa forma, a equagao (5.10) se torna

1 ) 1 _
{z’h@t —ep—c (ak + §h00ak + %e]klhojol + §hjka3) 1

th . 1 1
+Z (h — hog) — ﬁch (1 + §h00 + §h0k(1k> (514)

ihe ih .
+T (&JL + ajhjk) o + Z (Cakhko + hOk@k> }1/) =0,

e pode ser escrita na forma hamiltoniana

ihops = Hip, (5.15)
onde
H=H,+H,, (5.16)
sendo
2 1 1 k
Hﬁ =ep+ fme* |1+ §h00 + §h0ka
X . . (5.17)
72 . . 1C . 1nc
— Z(hoo — h) + Ehojﬁjklglnk — Takhko,
1 1 ihe ih -
H,=c (Hk + §h00Hk + Ehjkﬂj) o — T(akh + 8jhjk)o/“ -+ ZhOkak. (518)

Podemos trabalhar com essa equagao, mas também podemos impor uma condig¢ao
de calibre para simplificar a expressao, de forma que a fisica do problema nao seja alterada.

A opgao mais simples é considerar o calibre sincrono, dado pela expressao
hor =0, (5.19)
e a partir disso, nossa equacao assume a forma

H' = H!, + H, (5.20)

1 h .
Hé = €¢ -+ ﬁmc2 (1 + §h00> — Zz(hoo — h), (521)

1 1 10
H& =C (Hk + §hOOHk + §hijj) ap — %(&gh + thjk.)ozk = COéka, (522)
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onde definimos novas variaveis que carregam termos gravitacionais

1
Vi = (6]k + 5 jk) Hj + U;c, (523)

sendo

, il
1

(akh + Gjhjk), ij = h005jk + hjk- (524)

5.1.2 Limite Nao Relativistico

No limite nao relativistico nao é desejavel que apareca o termo de energia de
repouso mc?. Entdo, como um primeiro passo, vamos fazer uma transformacao que nos

permite absorver esse termo na equacgao. Portanto, transformamos a funcao 1 da forma

W =) exp <—”r;;2 t) , (5.25)

nos permitindo escrever

. 2 .
ihOa) = ih exp (—ch t> {&g - lmc2} v

s h (5.26)
_ / / / o
= exp (— - t) {Hﬂ+Ha}@/J = H'v,
e disso podemos escrever a expressao
. / 2 1 2 ih ] 1 /
’Lhaﬂp = e(b + (ﬁ - ])mc + Eﬁmc h()() — Z(hoo - h) + Ha 1p . (527)
Agora, lembramos que as matrizes J e @ sao escritas na forma
I 0 0 &
B = : a= , (5.28)
0 —1I g 0
e voltamos a assumir
¥
Y = : (5.29)
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sendo novamente ¢ a componente de energia positiva (componente forte) do espinor de
Dirac, e x a componente de energia negativa (componente fraca). Dessa forma, escrevemos

a equacao matricial

1ho, 4 =< ep ro + 00 m02+1m02h00 ro
X 0 I 0 —2 2 0 —I
(5.30)
B . . I . %
—@(hgo—h> 0 +CV 07 4 s
4 0 I g 0 X

e a partir dela, conseguimos montar um sistema de duas equacoes interdependentes,

1 B . .
ih0,p — epp — —mc?hoop + Z—(hgo —h)p =ca-Vy,

2 & g ) (5.31)
m@tx — 6(;5)( + 2mc? (1 + Zhoo) X — Z(ho() — h)X =c0 - VQO

No lado esquerdo da segunda equacao, vamos utilizar a aproximacao nao-relativistica,

conforme feito em (2.21), mas aqui apresentando o formato
, 1 , ih,.
2me” | 1+ Zhoo X > ithdyx — epx — Z(hoo — h)x, (5.32)

permitindo que a segunda equacgao de (5.31), seja escrita como

G-V 1
X =5 (1 - Zhoo) ©, (5.33)

onde novamente temos o fator V /mec do lado direito da equacgdo, tornando a contribuicao
de x muito pequena no limite nao relativistico. Substituindo este resultado na primeira
equacao de (5.31), vamos obter uma equagdo apenas em termos da fungao ¢, que é escrita
como

. 1 ih . 1 .. - 1
1thoyp — epp — §m02hoogp + Z(hoo —h)p = %( . V)2 (1 — Zhoo) ©, (5.34)

onde V é dado pela equagao (5.23). Agora vamos realizar algumas transformagoes algébricas

no lado direito da equagao (5.34). Comegamos com o produto escalar (5~‘7)2, que podemos
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desenvolver na forma

+ o VIV 4 5(0”0’C —oFad)VIVF (5.35)

= ViVi +ic' "V,

e disso, obtemos que o lado direito de (5.34), fica escrito na forma

1 1 1 - 1

Por fim, precisamos apenas trabalhar em ambos os termos da expressao acima
separadamente, utilizando as equagoes (5.23) e (5.24) para isso. Assim, calculando o

produto escalar das fungoes Vj, o primeiro termo de (5.36) pode ser reescrito como

1 1 1 1 - 1 1
—_— 1—-h =—1(1—=h % + —wy, I1I0 — o 11 .
2kaVk ( 1 00) 5 ( 1 00) + oy WhtLL 1+ —Updl, (5.37)

onde vemos aparecer os termos de momento ao quadrado sobre a massa, condizentes com
o limite nao relativistico. Agora vamos calcular o produto misto presente no segundo

termo de (5.36), fazendo

i e - 1 i fn - 1
%U<VXV> (1—1}100) —%U(HXH> (1—1}100)

+ Lamﬁmkl (kaerr + wTkHrHl)

4m
h 1 .
L6 B (5.38)
2mce 4

(4 .
+ mamemkl (th) (Ogwy) 11,

+ ﬁam‘smklwlr (HkHr - Her) )

onde B o campo magnético, e o ultimo termo pode ser reescrito utilizando

eh eh
M,IL, — TLTT, = “2F, = £€jrkBj, (5.39)
c c
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onde Fy, é o tensor eletromagnético. Vemos que a equagao (5.38) ja trds uma corregao
gravitacional ao magnéton de Bohr, carregada pelo fator hgy no primeiro termo do lado
direito da equacdo. Finalmente, podemos utilizar os resultados obtidos em (5.37), (5.38)
e (5.39), e reorganizar os termos da equagao (5.34), para escreve-la da forma

: 1 ih /. : 1 1 _,

zh@tgo :{€¢ + §m02h00 — Z (hoo — h) + % (1 — Zhoo) H2

eh 1 = 1 g

——(1—-=h 7 B4+ —wp I I + — II 4

( 1 00) 0B+ o —wpllill + o= (Opwra) TL (5.40)

2mc

1, h eh
A e mkl . — —
+ mvk £+ am Om€ <akwl7“) T 4

mkl
Om€"" €jriwir B }cp.
mce

Essa é a expressao para a equagao de Pauli com a presenca de um campo gra-
vitacional fraco. Vale salientar que nenhum formato foi especificado para a perturbacao
huw, 0 que torna esse um resultado geral, desde que o limite |k, | < 1 para a perturbacao
seja respeitado. Note também que os termos de correcao gravitacional nao estao mistu-
rados com os demais termos da equacgao, de forma que ao fazermos h,, = 0, vamos obter

exatamente a equagao (2.27).

5.2 Inserindo Métricas Distintas

Nesta segao, vamos inserir dois tipos diferentes de métricas na equagao (5.40), e
comparar com artigos de referéncia. Primeiro testaremos para uma métrica estacionaria, a
métrica de Schwarzschild, e depois para uma métrica dinamica de uma onda gravitacional

fraca com apenas uma polarizacao.

5.2.1 Limite Newtoniano da Métrica de Schwarzschild

Comecamos entao tomando a métrica de Schwarzschild no limite newtoniano.

Para isso, lembremos que essa métrica é escrita na forma

-1
G = diag [(1 — QGM) ,— <1 - 2GM) ,—r,—(r sin0)2] , (5.41)

rc? rc?
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e para tomarmos o limite newtoniano, fazemos a aproximacao

2 - re2

(5.42)

rc

( QGM) -1 2G M
1— +

Com o intuito de identificar os termos de perturbacao h,,, vamos transformar todos os

elementos da diagonal principal desta métrica usando sistemas de coordenadas isotrépicas

M2
r=r (1 + G—) ) (5.43)

2r'c?
onde
x =rcos(¢)sen(0);
y =rsen(¢)sen(0); (5.44)
z =rcos(0).
Esta é uma transformagao puramente matematica, e nao altera a fisica do problema em

questao. Assim, a métrica (5.41) pode ser escrita como

. 2GM
g = diag(1,—-1,—-1,—-1) + (— mralt [) = N + Py, (5.45)
sendo [ = diag(1,1,1,1) e definimos
GM 20

Dessa forma, as componentes da perturbacao da métrica sao escritas, de forma explicita,

como

20 20
=

hoo = hkk = — 5jk7 (547)

sendo ¢;; uma delta de Kronecker. Utilizando a equagao (5.47) a equacdo (5.24) assume

o formato
4P
Wk = _?&cl;
. 5m<a . (5.48)
LY R
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e a equagao (5.40) pode ser reescrita na forma

1 o o -
ih@th{eqﬁ m¢+—(1—3—>ﬂ2 ch (1+9—>5-B
c

2m 2c2 2me 2c2
" 5 (5.49)
¢ mkl
t5, 2 (Ox®) T, — e L (OxP) Hl}go.

Com intuito de fazer uma comparagao com o artigo de Silenko e Teryaev [2], vamos fazer o
campo eletromagnético igual a zero, e usar sistema de unidades naturais (h = c=e¢ = 1).
Além disso, vamos inserir um fator m (energia de repouso), o qual foi absorvido pela

transformacao (5.25). Assim, a nossa hamiltoniana é dada pela expressao

p? 3 1 i
H=m-—m®+ % <1 — 5@) — Eamem’“(akcp)pl + %(akcb)pk. (5.50)

Agora, tomamos a hamiltoniana encontrada por Silenko e Teryaev (a qual cha-

maremos de Hgr) através de uma transformagao de Foldy-Whouthuysen tradicional,

ﬁ{€2+p2 GM}—6(2€+m)[2i(§X@+V§], (551)

Hep = Be— 2
st = pe 2 e or 4e(e +m)

onde foi utilizado
€ = +\/m?+ p?, g=Vo, Y = . (5.52)

Como na equagao (5.50), foi considerada uma aproximacao até ordem 1/m, precisamos
fazer a mesma aproximacdo para a quantidade e de (5.52). Para isso, vamos usar uma

expansao em série de Maclaurin dada por

1 d" V14 22 1
V14 a2 = Z —) " 214 Za, (5.53)
dxm =0 2
Para aplicarmos esta expansao em € como apresentado em (5.51), basta fazermos
2
v =2 (5.54)
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uma vez que no limite nao relativistico queremos saber o que acontece quando m > p, e

isso implica saber o comportamento de € em torno do ponto p = 0. Dessa forma, podemos

2 2
/ p p

Para calcular os demais termos dependente de € na equagao (5.51), vamos utilizar

escrever

outra série de Maclaurin

=l+a+a*+2°+---, (5.56)
1—z
e com iSso, vamos escrever
1 1
! (_F) 1
¢ mn m (5.57)
24t mP42p
Eap=m? 2= o )
€ m
e também |
e+m:2m(1+—) n —2—
e+m m
5.58
 2e+m N 3 ( )
ele+m)  2m

Agora vamos inserir as equagoes (5.57) e (5.58) em (5.51). Além disso, vamos aplicar
essa hamiltoniana em uma fungao de onda como (5.29), e tomar apenas a componente de
energia positiva ¢. Disso, obtemos a equagao
Her = m—mb + 2 (1 — 40) — ol (0,0)p; — —— 20 (5.59)
=m — —(1- ——o0'€ ;= — : :
T 2m 4m P 8w
Por fim, vamos comparar termo a termo as equagoes (5.50) e (5.59). Primeira-

mente vemos que existem alguns termos iguais

P
m+m® 4+ — (5.60)

om’

mas os demais termos sao diferentes. Adotando o critério de colocar os nossos termos
a esquerda e os da equacao de Silenko e Teryaev a direita, notamos que alguns deles

possuem pequenas diferencas, como fatores multiplicativos, como podemos percebemos
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em

2 2
el el
2 2m 2m (5.61)
1 3 1y '
—EU%mkl(ak‘I))pl, - malelkj(ak‘b)pj%

e 0s termos restantes, nao possuem correspondéncias entre as equagoes, como

]

3
m (3kq))pk; - S—mVQCI)- (5-62)

O motivo de tais diferencgas estd ainda sendo investigado. Mas o fato do formato das
expressoes (5.61) ser parecido e haver apenas diferencas de fatores multiplicativos, pode

nos dar uma orientacao para essa investigacao.

5.2.2 Meétrica de Onda Gravitacional Fraca

Nesta secao vamos especificar a métrica para uma onda gravitacional fraca. A

métrica utilizada, possui as seguintes componentes nao nulas
hyy = —h,, = =20, hy: = h.y = 2u, (5.63)

onde ¥ = J(ct—x) and u = u(ct—x) sdo duas fungoes que descrevem a onda se propagando
na direcao x, cada uma sendo uma possibilidade de polarizacao da onda gravitacional.
Para fins de comparacao com o resultado de Quach [4], vamos adotar a mesma simpli-
ficacdo ao considerar apenas uma polarizacao, fazendo u = 0. Dessa forma, a equacao

(5.24) pode ser escrita como

wig = 20T}, 64
= D Te(0)0), o
onde introduzimos a notagao
0 0 O
Tiw=10 -1 0]- (5.65)

0 0 1
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Assim, (5.39) pode ser escrita como

I h - v h
ZhatQD €¢ + — = 6—0' B + TlekHl + Z—Tkl ((9]#9)
2m  2mc 2m (5.66)

h ehﬁ
+ %Umemklﬂrnr (ak: ) - % (gmﬂlB UTErBj)}SD

Agora vamos zerar o termo de potencial elétrico (¢ = 0), utilizar sistema natural
de unidades (h = ¢ = e = 1) e inserir o termo m de energia de repouso, o qual foi
absorvido em nosso cédlculo ao realizarmos a transformagao (5.25). Além disso, o quinto
termo do lado direito desta equagao (5.66) desaparece, uma vez que ¥ depende apenas de

x, e T}, € nulo na primeira linha e primeira coluna, de forma que temos
T (0x9) = T1,(010) = 0, (5.67)

e, portanto, o hamiltoniano fica escrita no formato

1 1
H(p =m+ 2— (6kl + QﬁTkl) HkHl — 2— (51€l + 219Tkl) O'kBl
m m (5.68)

1
+ %O'memklﬂTHT (8k19) i

Agora tomamos a equagado obtida em [4] através de uma transformagao Foldy-

Wouthuysen tradicional

Ho = fm+ o~ b (Y +2fT)(pi = A)(p; — 4y)
+ %(5”’ +2fT)euS' (08 As — 0,A%] (569)
+ %(3@' T e X" (o — Ay,

onde Hg significa hamiltoniana obtida por Quach, f é a mesma funcao que ¥ utilizada

m (5.68), e ¥ é uma matriz quadridimensional dada pela expressio

ML

I
QU
o

(5.70)
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Vamos agora tomar o segundo termo da equagao (5.69), e realizar uma trans-

formacao de forma a obtermos fatores de campo magnético. Podemos, entao, escrever

%W%jklal(@k!ﬁli - 8,Ak) = —%Zlqkj@k/lj - %Zlqj‘kajflk
B s z
S 5.71
4m(2 B+ X'By) ( )
= _ﬁlelu
2m
e também
ﬁ(Qf)TUEklEl(akA — 8Ak) = —ﬁfEZTU(leakA) — ﬁfElTij(Gl k@Ak)
4m ! Lo 2m T om I
R B s
- _%fEZTJ(‘SﬂBj) - %fEZTJ(@lBj) (5.72)
_ 8 i
= 2m(2f)ET B;,

kA
onde usamos €;,;0"A; = 0;B;.
Por fim, aplicamos essa hamiltoniana em uma fungao de onda do tipo (5.29) e
tomamos apenas a componente ¢, a qual é correspondente a energia positiva. Assim, a

equagao (5.69) fica escrita como

1 1
. m m (5.73)
+ %ake”ijlHl(&-f),

que possui completa concordancia com (5.68). Vale salientar que nesse artigo, Quach
demonstra a equivalénci das transformacgoes de Foldy-Wouthuysen exata e tradicional para

este caso de especifico de campo gravitacional, o que significa que ambos os resultados

sao condizentes com o resultado por nés obtido.
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Conclusao e Consideracoes Finais

Neste trabalho de mestrado estudamos alguns aspectos da relagao do limite nao
relativistico do campo de Dirac com a equagao de Pauli, e sobre como um campo gravita-
cional fraco pode influenciar nessa equacao. Para isso, estudamos os principais conceitos
de Relatividade Geral e do formalismo de tetradas, que nos permitiram migrar da acao
de Dirac no espago-tempo plano para uma métrica curva descrita como uma perturbacao
na métrica de Minkowski. A parte original deste trabalho se concentra no capitulo 5.

O primeiro resultado original que encontramos abrange as equacoes que vao de
(5.15) até (5.24) (excetuando a equac@o (5.19) que foi a condicao de calibre adotada).
Esses resultado ainda dizem respeito ao regime relativistico, mas o ponto importante ¢é
a auséncia de qualquer exigéncia para o formato da perturbacao h,,,, exceto que seja de
intensidade muito pequena.

Quando tomamos o limite nao relativistico, através do método que foi detalhado
previamente na segao 2.3, obtivemos outro resultado original, que é a equagao (5.40),
a qual preservou a generalidade da perturbacao. Nessa equacao, o acoplamento com o
campo gravitacional consiste em termos que nao se misturam com os demais, de forma
que ao serem zerados nos permite retornar a equacao de Pauli tradicional. Também
calculamos as equacoes de movimento provenientes dessa equacao e os resultados estao
apresentados na dissertacao de Guilherme Yoshi Oyadomari [5], com quem este trabalho
foi desenvolvido em colaboracao.

Por fim, com intuito de fazer uma comparacao dos resultados apresentados nesta
dissertacao com os resultados dos artigos de Silenko e Teryaev [2] e de Quach [4], na

secao 5.2 inserimos dois tipos distintos de métricas de fundo. Ao inserirmos uma métrica
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de onda gravitacional fraca com apenas uma polarizacao e compararmos com os resulta-
dos presentes no artigo de Quach, obtivemos uma concordancia completa dos resultados.
Porém, o mesmo nao se concretizou ao realizarmos uma comparagao com o artigo de Si-
lenko e Teryaev, mas os motivos para isso ainda estavam sendo investigados até o término
deste documento de dissertacao.

Contudo, devido a concordancia dos resultados de ondas gravitacionais fracas,
podemos afirmar que os resultados aqui obtidos apresentam potencial de se apresentarem
como uma descricao geral para a influéncia de um campo gravitacional fraco no com-
portamento de particulas nao relativisticas de spin 1/2, podendo proporcionar resultados

testaveis para experimentos de fisica atomica.
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