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Resumo

No presente trabalho, nosso ponto de partida é a equacao de Pauli em um campo gravita-
cional fraco, obtida como limite de baixa energia da equagao de Dirac em uma métrica de
fundo curva. Essa equagao é escrita em termos de uma perturbagao gravitacional arbitra-
ria hy,, sobre a qual nao especificamos nenhuma caracteristica. A partir dessa equacao
geral, obtemos as equagoes de movimento para posi¢cao, momento e spin no limite 2~ — 0,
com o objetivo de investigar os efeitos da gravidade sobre férmions. Depois disso, em
nossas equagoes gerais, especificamos a forma da perturbagao gravitacional para alguns
casos particularmente importantes, a saber, a onda gravitacional fraca e o limite newtoni-
ano da métrica de Schwarzschild, a fim de comparar nossos resultados com os resultados

encontrados na literatura que foram obtidos por outros métodos.

Palavras-chave: Gravitagao; Espinores; Relatividade Geral; Equacao de Pauli.



Abstract

In the present work our starting point is the Pauli equation in a weak gravitational
field, obtained as a low energy limit of the Dirac equation in a curved background. This

equation is written in terms of an arbitrary gravitational perturbation h,,, about which we

s
did not specify any characteristic. From such a general equation, we obtain the equations
of motion for position, momentum and spin in the limit ~ — 0, with the purpose of
investigating the effects of gravity on fermions. After that, in our general equations we
specify the form of the gravitational perturbation for some particularly important cases,
namely the weak gravitational wave and the Newtonian limit of the Schwarzschild metric,
in order to compare our results with the results found in literature that were obtained by

other methods.

Keywords: Gravitation; Spinors; General Relativity; Pauli Equation.
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Introducao

No artigo [1], publicado em 2007, B. Gongalves, Y. N. Obukhov e I. L. Shapiro apresen-
tam uma equagao de Pauli na presenca de uma onda gravitacional, obtida a partir da
transformacao exata de Foldy-Wouthuysen. Dessa equacao, sao obtidas as equacgoes de
movimento para posi¢ao, momento e spin e é aplicado o limite A — 0. O resultado obtido
para a equacao de movimento do spin nesse artigo, mostra a possibilidade de que, devido
a influéncia de um campo gravitacional, a precessao do spin do elétron poderia ocor-
rer mesmo na auséncia de um campo magnético externo. Tal fenémeno, se confirmado,
poderia ser 1util, por exemplo, no aprimoramento de detectores de ondas gravitacionais.

Em 2015, J. Q. Quach publica o artigo 2], no qual argumenta que a precessao do spin
do elétron, especulada em [1], seria nao-fisica e proveniente de um termo sem invariancia
de calibre, consequéncia de uma falha na aplicacao da transformacao ezata de Foldy-
Wouthuysen. O autor entdao apresenta suas proprias derivagoes da equagao de Pauli
na presenca de uma onda gravitacional, feitas a partir da transformagao ezata de Foldy-
Wouthuysen e da transformacao padrao de Foldy-Wouthuysen, ambas levando ao o mesmo
resultado, que ele afirma ser o correto. A partir dessas equacoes, ele entao obtém a equacgao
de movimento para o spin. Tal resultado, contudo, nao contém termos que indiquem a
possibilidade de precessao do spin do elétron devido a um campo gravitacional na auséncia
de um campo magnético.

No artigo [3|, A. J. Silenko e O. V. Teryaev obtém a equagao de Pauli para o limite
Newtoniano da métrica de Schwarzschild. Tal resultado é obtido a partir da transformacao
padrao de Foldy-Wouthuysen. Dessa equagao, sao obtidas as equagoes de movimento para
o momento e para o spin, nas quais é aplicado o limite A — 0.

Todos os resultados citados anteriormente, obtidos pelas transformacoes exata e padrao
de Foldy-Wouthuysen, tem como caracteristica a necessidade de se especificar desde o
comeco a forma da métrica a ser trabalhada.

O que apresentamos aqui, é parte do trabalho desenvolvido em colaboracao com Sa-
muel William de Paulo Oliveira e nosso orientador, Prof. Dr. Ilya L. Shapiro. Em nosso
trabalho, obtivemos a equacao de Pauli em um campo gravitacional fraco para uma mé-

trica arbitraria, de onde entao calculamos as equagoes de movimento para a particula nao
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relativistica. Aqui detalhamos a obtencao de tais equacoes. Por terem sido obtidas a
partir de um método que nao requer a especificagao da forma da métrica, nossas equagoes
sao mais gerais que as anteriores, presentes na literatura. Além disso, a generalidade
da meétrica possibilita a comparacao de nossos resultados com os dos trabalhos citados
anteriormente.

O texto foi organizado da seguinte forma: No capitulo 1, desenvolvemos a teoria de
espinores no espaco-tempo curvo, nele introduzimos o formalismo de tetradas, construimos
a acao de um espinor de Dirac no espago tempo curvo e obtemos, por fim, a equagao de
Dirac para um campo gravitacional fraco. No capitulo 2, apresentamos as equagoes de
campo de Einstein e duas solugoes importantes, que se encaixam no requisito de campo
gravitacional fraco e que sao utilizadas em nossas equagoes no capitulo 4. No capitulo 3,
apresentamos a obtencao da equacao de Pauli como limite nao-relativistico da equagao
de Dirac no espago-tempo plano, com o objetivo de ilustrar o procedimento utilizado na
obtencao da equacao de Pauli apresentada no capitulo 4. Estes trés primeiros capitulos sao
de carater revisivo, e nao apresentam quaisquer resultados originais. Por fim, no capitulo
4 apresentamos a equagao de Pauli em um campo gravitacional fraco arbitréario, e a
partir dela obtemos as equagoes de movimento para posi¢ao, momento e spin, em seguida
introduzimos as métricas das solugoes apresentadas no capitulo 2 em nossas equagoes, e

comparamos nossos resultados a alguns dos presentes na literatura.



CAPITULO 1

Teoria de espinores no espaco-tempo curvo

Neste capitulo fazemos uma sucinta apresentacao da teoria de espinores no espago-tempo
curvo. Essa apresentagao se baseia principalmente em [4], [5] e [6], mas uma abordagem
similar também pode ser encontrada em [7]. A seguir introduzimos o formalismo de
tetradas, construimos a derivada covariante de um espinor e por fim obtemos a acao de

um espinor de Dirac no espaco-tempo curvo.

1.1 Definicao de tetradas

A opcao minima na formulagao de uma teoria de campos classica no espago-tempo curvo
¢ a generalizagao covariante de sua contraparte no espaco de Minkowski. Tal abordagem
consiste na construcao de uma expressao covariante que se reduz a agao no espago de
Minkowski em um referencial localmente plano. Ao realizar tal procedimento na ac¢ao do

férmion de Dirac, cuja expressao no espago de Minkowski é

S :i/d4x¢ (Y*0q — im) 1Y, (1.1)

onde a = 0, 1, 2, 3 sao indices do espaco de Minkowski, é necessaria a introducao de
entidades matematicas chamadas tetradas.

Vamos comegar definindo o formalismo de tetradas no espago Riemanniano M 3, cuja
métrica é g,,. Localmente, em um ponto P, pode-se introduzir coordenadas X de forma
que no ponto P a métrica seja a de Minkowski 74, = diag (1, —1, —1, —1). Isso significa que
localmente a base serda composta por quatro vetores ortonormais e,, tais que e, - €, = 74p.
As coordenadas X podem também ser vistas como coordenadas do espaco tangente
em uma vizinhanca préxima ao ponto P. Assim, dados os vetores de base locais e,

correspondentes as coordenadas gerais x#, podemos escrever e, = ele, e e, = e’e;, onde
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el e eb sdo os coeficientes de transicio de uma base para outra, dados por
Dt ox°
el = —, b = : (1.2)
oXa Ox”

Utilizaremos indices gregos u, v, ... no que se refere as coordenadas gerais x*, e estes
indices serao abaixados e levantados, respectivamente, por meio das métricas g, e g"”.
Ja os indices latinos a, b, ... serao utilizados para as coordenadas localmente planas X¢ e
serao abaixados e levantados por meio de 7,, e n*¥, respectivamente.

Os objetos e# e e, definidos na equagao (1.2), sdo chamados de tetradas (a palavra

em alema vierbein é também frequentemente utilizada), e torna-se evidente que

woav _  p v, ab __ _pv o N TN _
epe” = epeyn™ =g, ehew = egeyia = Guv, (1.3)
e também
a i __ sa a, v __ Sv
ene, = Oy, enen =0, (1.4)

A partir das equagoes (1.3) e (1.4) pode-se observar que as descrigoes em termos da
métrica e em termos de tetradas sao equivalentes. Essa caracteristica, aliada ao fato de
conectarem um referencial localmente plano ao referencial geral, faz com que as tetradas
desempenhem um papel fundamental no processo de generalizac¢ao covariante da agao (1.1)

mencionado anteriormente.

1.2 Derivada covariante no formalismo de tetradas

No formalismo da métrica, a derivada covariante de um vetor arbitrario V* é
VaVE =0\VH+TH VT, (1.5)

onde a conexao afim I'y ¢ o simbolo de Christoffel usual, dado por

1
FﬁA = égwj (aTgVA + a)xgm‘ - 81/97')\) ) (16)

usado em Relatividade geral, que é obtido a partir de duas condicoes: simetria 'Y, =T ,;
e metricidade da derivada covariante Vg, = 0.

O fato de tetradas possuirem indices de Lorentz locais faz com que a construcao de
suas derivadas covariantes nao seja um procedimento trivial. Como tetradas nao sao
tensores, suas derivadas covariantes nao sao algo natural, consequentemente a construgao
que faremos envolvera algumas suposicoes ad hoc.

E importante ressaltar que no referencial localmente plano X* a derivada covariante
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de um dado vetor nao pode ser simplesmente 9,V?, visto que qualquer deslocamento a
partir do ponto P significa uma mudanca de um espaco tangente para outro. Vamos
supor entao que tal derivada é dada por um operador linear e satisfaz a regra de Leibniz.

A expressao geral que obedece essas condigoes é
Vo VP =0,VP + &, Ve, (1.7)

onde @°_, ¢ um coeficiente desconhecido.
Da nossa definicao de tetradas, temos que componentes vetoriais satisfazem V# = etV
e componentes tensoriais satisfazem V,V* = e2et'V,V?, entdo das equagoes (1.5) e (1.7)

temos

VaVI = \VE+ TV = eef Vo V! = el (01" + aleaV?) . (1.8)

O termo do lado direito da ultima equagao que evolve uma derivada parcial pode ser
reescrito como

0Vl =e10, (V7el) = e’eld, V™ + etV o,el. (1.9)
Substituindo a equagdo (1.9) na equagao (1.8) obtemos
VaVH = efel (ele?0,VT + esV70,el + @', V©)
= 650LO, VT + S5V el D, el + eselec VT, (1.10)
=Vt 4+ VT (e,ﬁ”@,\eﬁ + e{,‘eiVTch’CA) )

Comparando a equagao (1.10) a equagao (1.5) concluimos que

I = ehd, e + eheca?.,. (1.11)
Multiplicando a ultima equagao por eZeTb chegamos a

B, = ete™T, — e, el (1.12)

A partir da ultima equacao podemos verificar que @’y é antissimétrico nos indices a

e b, ou seja %\ = —@b?y, pois

(IJ(.I,IZL + cDb‘L = ege’\bFK” + e,bje’\“FKu — e’\bﬁyei — e’\aaﬂeg
1
=3 (OnGup + 0puGur — Dugun) (e e + e®e?) — 220,65 — e 0,eh  (1.13)

_ av _Mb_c av b c b a ai b
= e"eVe 0 ecn + e eVeno e, —e0,ef — e ey = 0.
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Podemos agora construir a derivada covariante de uma tetrada combinando

V, VI =0,VF +TH V= ele'V, VP + VPV el

(1.14)
=% (0, VP + 0P V) + etVPV el
com

O, VH = %l 0, VP + VPelO,el, (1.15)

de onde obtemos
V3eS @b el 4+ et VAV el = VAeked ey + VAT . (1.16)

A equacao (1.16) tem que ser valida para qualquer V?*, entdo chegamos a

b Vel = el Dyl + T — eleSel @b, (1.17)

Multiplicando a equagdo (1.17) por e4e) e mudando alguns indices mudos obtemos

finalmente

Vool = Opel + T epe’ — &P elel. (1.18)

Podemos multiplicar a ultima equagao por e?, e assim obtemos
Ve = etqef + T ep — @) ek (1.19)

Seguindo os mesmos passos anteriores, ou diretamente a partir da equacao (1.19),

podemos mostrar também que

VTeW:el;@beW e &Ja?’Teg‘. (1.20)

m‘a

Por fim, como consequéncia direta da propriedade de metricidade, podemos mostrar

que V.ey =0e V,e, =0, pois
ng/Ll/ = vT(ezegnab) = GZUabVTGZb, + egnavaez = 26znabv7'ezb/ = 0. (121>

Agora estamos em condigoes de construir a derivada covariante de um férmion.
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1.3 Derivada covariante de um férmion de Dirac

Partindo da expressao no espago de Minkowski, dada por (1.1), a expressao que desejamos

para a generalizacao covariante da agao de um campo espinorial tem a forma

Sy = i/d4x\/—_g15('yuvu —im)y. (1.22)

Como a parte relacionada ao volume de integracao é relativamente simples, nos resta
generalizar as matrizes gama e construir a derivada covariante.

Por meio de tetradas vamos definir as matrizes gama no espago-tempo curvo como
sendo * = efy*. Dessa forma, os indices das matrizes gama no espaco-tempo curvo sao
abaixados e levantados por meio das métricas covariantes g,, e g"”. Assim, podemos ver

que a versao da algebra de Clifford para as novas matrizes gama é dada por

VYo T VoV = GZ(EI; (7a7b - 7b’7a) = 2626377@ = 200 (1’23)

Para o processo de construcao da derivada covariante, vamos primeiro definir

?: a
Vb =0 + §wﬂ.?’aabw, (1.24)
onde o4, é dado por .
0
Oab = 5 (%% - fo’ya) . (125)
Podemos considerar (1.24) uma hipotese que pode ser provada ou descartada. Em

ab

nossa defini¢ao, w,?’ € a conexdo espinorial, que devemos obter a partir da exigéncia de

que a expressao seja covariante. Tomando o conjugado de (1.24), obtemos

_ - g _
Vil = 0ut) = 50,0 (1.26)

Com o intuito de obter a expressao da conexao espinorial, consideremos a expressao

dada por
V() = 0, (™) + T3, (1.27)
Via regra de Leibniz, podemos obter
Vi Y) =V 7Y + D(Vuy* ) + 9y Ve
=04 - Y + YO Y + Y91
+ 05,0774 = 50, 00uy ™% + 50,007 Tut

=y (Dueg )t + YT, A",

(1.28)
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Como a equagao (1.28) deve ser valida para qualquer campo v, concluimos que

1
~ 1 w, ™ e [V (vae — WYa) — (YaW — WYa)Y] = V(XTS5 + Buel). (1.29)

Por meio das relagoes

YYaYo = 2057 — Ya¥Vor (1.30)
e
2057 — 205%a + YWY — Y WYVa = —2057a + 270 — WVaY, (1.31)
obtemos
ab(oz L« ): c(’rl—\a +90 Oc) (132)
Wy \€Ya — €M RARCrE uCe ) - :
A ultima equagao pode ser resolvida facilmente devido & antissimetria de w/ﬂ?’, eo
resultado é dado por
a 1 ~ Q 1 a7 a
wu,,b = — 5@0,,”# =3 (ehe? ISV e*0,€})
1 1 (1.33)
=1 (e — ete)T], + Z(e”’@e‘i —eM,eh).

Aqui nos estabelecemos a relagao da conexao espinorial com equagao a equagao (1.12),
e apresentamos tanto uma forma compacta quanto uma forma explicitamente antissimé-
trica da conexao espinorial. Por fim, temos a expressao da derivada covariante de um
espinor, dada por (1.24), onde a conex@o espinorial é a mostrada na equagao (1.33). A

construcao da agao (1.22) esté, portanto, completa.

1.4 Acao linearizada do campo espinorial

A partir da construcao da acao de um férmion de Dirac no espago-tempo curvo, fica claro
que num referencial localmente plano, bem como na auséncia de um campo gravitacional,
a expressao (1.22) se reduz a agao no espago de Minkowski dada por (1.1). O procedi-
mento realizado nesta segao seré 1til na obtencao da expressao para a acao de um campo
espinorial no caso em que o campo gravitacional é fraco, mas diferente de zero. Para isso,

o primeiro passo é fazer na agao (1.22) a mudanga

GaB —7 9;5 = Gap + h/ozﬁa (134)

onde g,z ¢ composto por uma métrica de fundo, dada por gz, e por uma perturbagao
hap, onde |has| < 1. Em seguida, calculamos a expansdo da acdo (1.22) até primeira

ordem em h,g e, por fim, fazemos a métrica de fundo igual a métrica de Minkowski.
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Vamos agora obter a variagdo em primeira ordem da agao (1.22) com respeito a per-
turbagao da métrica, h,s. Com esse intuito, primeiro vamos trocar a acao (1.22) por sua

equivalente Hermitiana, dada por
{ = - .
Sy = 3 / d%\/—g(mﬂvw -V, oy 4 2zm). (1.35)

Podemos observar agora que, embora a variacao a ser tomada seja com respeito a
métrica, a agao (1.35) é construida em termos de tetradas e da conexao espinorial. Para
contornar esse problema, devemos tomar a variacao da métrica gos — ghg = Jap + hap
e encontrar a variacao correspondente de todas as quantidades envolvidas. Em primeira

ordem em hg,g, a solugao desse problema nos da

1
0N —g = 5\/—gh, ogt” = —ht

c 1 v _c 1
56H = 5 huey, 565 = —5 hf\eb)‘ (136)
1 1
0= =g " OTap = 5 (Valis + Vsht = Vihas).

Aqui todos os indices sao levantados e abaixados por meio das métricas de fundo ¢g"” e
9 €, além disso, h = g"’hy,,.
A partir de (1.36) e (1.33), podemos obter

ow,® = —dw e =

b AapT Aa b
e B d(ej ey, —ed,ey)

(1.37)

N =D —

(ea'reb)\ — eV B
Agora substituimos (1.33) e (1.36) na acao (1.35), e expandimos

PPV = Tl = 50 — Bl — 2w, B ow+ owr) e (139)
Considerando o termo dependente da variagao de wlﬂ,b, definida na equagao (1.37)

]

0uSr=—7 / /=g D (V" 0ap + ) S,

_ (1.39)
1 _
=— ;1 /d4x\/—g§ (e“Teb’\ — ebTea)‘) Vabur € (VeOab + Tapye) -

Apos a integragao por partes obtemos

Z‘ —
0uSr =3 / d'w/=g hy-et(e7e — 7€) V[ (0w + oar1e) ). (1.40)
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Podemos notar na ultima equacao, que o termo entre colchetes é antissimétrico em ab.

Assim, podemos simplifici-lo usando a expressao (1.25) para ogy,

1 )
duSy = —3 / d* e/ = ghu e eV ) [ (VeVaTs — V1 Va + VoW Ve — WYaYe)¥].  (1.41)

Substituindo 7,7, + V5Ya = 214, chegamos a

.57 = =3 [ eV ValBe " — 9] =0 (1.42)

8
Como podemos observar, a contribuicao de &uﬂ‘?_b desaparece, assim, obtemos a vari-

agao em primeira ordem da agao (1.22), dada por

59, — % / d4x\/—_g{% (hg™ = 1) (67 V0 — V) + by} (1.43)

Somando a variagao em primeira ordem a agao original obtemos

5= [ atov=a{G v, myw+ (g = 1) G50~ V,Tw) 50 |
(1.44)
Variando a acdo (1.44) com respeito a 1, e tomando o limite de um campo gravitacional
fraco, onde temos
g =",

(1.45)
Vi — 0y,

obtemos finalmente a equagao de Dirac em um capo gravitacional fraco, dada por

{ify”@u —m+ % (hn"” — W) 7,0, + i (Oyh — 0,h" ) v" — %h} P =0. (1.46)

A equagao (1.46) é de fundamental importancia no presente trabalho, seu limite néo-
relativistico é a equacgao de Pauli para um campo gravitacional fraco, obtida em nosso
trabalho em colaboragao com Samuel William de Paulo Oliveira e Prof. Dr. Ilya L.
Shapiro, cuja obtenc¢ao ¢ mostrada em detalhes em [8]. Essa equagdo sera apresentada
no capitulo 4, e a partir dela obteremos as equagoes de movimento para uma particula

nao-relativistica de spin-1/2.



CAPITULO 2

Equacoes de campo de Einstein e algumas solucoes

importantes

Neste capitulo apresentamos as equagoes de campo de Einstein. Em seguida mostramos
duas solugoes importantes: as ondas gravitacionais em uma métrica de fundo plana e o
limite Newtoniano da solu¢ao de Schwarzschild. Nao incluimos aqui detalhes da obtengao
das equagoes de Einstein, nem detalhamos as solu¢oes apresentadas, para isso recomen-
damos [4]. Nosso objetivo aqui é apenas apresentar duas solugdes podem ser expressas
como perturbagdes na métrica de Minkowski, ou seja, g, = 7, + by, onde |k, | < 1,
e que sao utilizadas nas equagoes de movimento apresentadas em nossos resultados no

capitulo 4.

2.1 Equacoes de campo de Einstein

Nesta se¢ao apresentamos as equagoes de campo de Einstein. Nossa apresentacao se baseia
fortemente em [4].
Uma forma de se obter as equagoes da Relatividade Geral, é postular a agdo da métrica.

Nessa abordagem, partimos de uma acao total na forma
Stotal = Sgrav + Sma (21>

onde S,,4, € a acao gravitacional e S, é a acao de matéria.

A parte gravitacional da agao é dada por

1
Syrav = 5 / d*z/—g(R 4+ 20), (2.2)

onde R é o escalar de curvatura, ou escalar de Ricci, e v e A sao constantes, sendo A

chamada de constante cosmologica.

11
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Para encontrar as equagoes de movimento, fazemos
9 Shota
total _ ), (2.3)
0w
O tensor de momento-energia da matéria é dado por
-2 05,
T = —— . (2.4)
V=g 6g,uz/
Desconsiderando termos de superficie, a variacao da acao total sera dada por
4 1 v 1 v v 1 v
Siotal = | d°x/—g — | R — zg"" R — g™ AN | — =T" % hy, (2.5)
2y 2 2
onde R" é o tensor de Ricci.
Pelo principio da minima acao, obtemos as equacoes de movimento
1
R;w - égHVR = rYTuV + Aguw (26)
que podem ser reescritas como
G;w = fVT;w + Ag,uzza (27>

1
onde G, = R, — =g, R ¢ o tensor de Einstein.

A constante y pode ser calibrada, assumindo o valor v = 87G/c?, onde G ¢ a constante

gravitacional de Newton, e ¢ é a velocidade da luz. Assim, temos finalmente

G

c2

G =

T+ Agp.

Essas sao as equagoes de Einstein com constante cosmologica.

2.2 Ondas gravitacionais em um fundo plano

(2.8)

Ondas gravitacionais constituem atualmente uma area extremamente ampla de pesquisa,

muito além do escopo deste trabalho. Nesta secao apresentamos o caso mais simples, que

consiste na propagacao de ondas gravitacionais em um fundo plano. Nossa apresentacao

se baseara principalmente em [4] e [9].

Na situacao descrita, podemos considerar g,, = 7., + hyu, onde |h,| < 1 e A = 0.

A partir dessa aproximacao, podemos construir uma versao linearizada das equacgoes de
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Einstein. Em primeira ordem em h,,,, o simbolo de Christoffel fica

mz
1
re,® = inaﬁ(auhgy + dyhg, — Oshuw), (2.9)
e o tensor de Ricci serd dado por
1
R0 = E(a/\éyh;) + O\0,hy — Ohy,, — 0,0,h), (2.10)

onde O = 7*0,0,, e todos os indices sao levantados e abaixados por meio da métrica

de Minkowski. As pequenas perturbacoes da métrica serao descritas pela equacao de

movimento
R,V = 81GS,,, (2.11)
onde Sy, ¢ dado por
1
S = Tow = 5 G- (2.12)

A equacao (2.11) descreve a emissao de ondas gravitacionais.

Como consequéncia da invariancia de calibre, que no caso linearizado se resume a
hag — hlaﬁ = hag — 8a£5 — 86£a, (2.13)

o lado esquerdo da equagado equagao (2.11) é degenerado. Precisamos entao fixar uma
condicao de calibre. Nesse caso, a condicao de calibre harmonico de Fock-DeDonder,
dada por
o 1
Oahjg — §8gh =0, (2.14)

é particularmente 1til. E a partir dela e da equagao (2.11) chegamos a seguinte expressao
Ohag = 8mGSap. (2.15)
Tomando o caso de uma equacao sem fontes, ou seja
Uhas = 0, (2.16)
uma possivel solucao é na forma de ondas planas, dada por
hu = ew,e"k””A + el*we’ikwk, (2.17)

onde ky é o vetor de onda. Aqui ey, (k) = e,,(k) é o tensor de polarizagao, e o quadrimo-

mento dos modos satisfaz a relacdo de dispersdo de campos sem massa kyk* = 0.
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A condigao de calibre (2.14) nos d4 mais uma relagao

1
kel = 5]{5,,65. (2.18)
Podemos escolher a orientagao dos eixos de nosso sistema de coordenadas, de forma
que a nossa solugao seja dada por uma onda se propagando na dire¢ao x. Assim, o vetor
de onda sera tal que ki = k' =k >0e k2 = k3 = 0.
A partir dessas equagoes, e da transformagao de calibre (2.13), podemos obter uma

solugao da forma
hyy = —h,, = —2v, hy. = hsy, = 2u, (2.19)

onde v = v(ct — x) e u = u(ct — ) sd@o duas fungoes descrevendo ondas se propagando
na direcao x, cada uma delas descrevendo um possivel estado de polarizacao da onda
gravitacional.

O tensor métrico serd entao dado por

1 0 0 0
10 -1 0 0 (2.20)
=10 0 —1-20 20 |’ '
0 2u —1+2v
podendo ser escrito como
1 0 00 O 0
0 —1 00 O 0
L= + , 2.21
I 0 0 -1 00 —2v 2u (2.21)
0 0 -1 0 0 2u 2w
onde esta sob a forma g, = 7., + "y, €
00 O 0
00 O 0
h = 2.22
g 00 —2v 2u ( )
00 2u 2v

é a perturbacao gravitacional.
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2.3 Solucao de Schwarzschild e limite Newtoniano

A primeira solucao exata das equacoes de campo de Einstein foi publicada em 1916,
por Karl Schwarzschild. Em sua solucao, ele considerou o caso de uma fonte pontual
estatica de massa M no espago vazio. Essa aproximagao é apropriada também para o
campo gravitacional criado por uma estrela sem rotacao de raio R a distancias » > R de
seu centro. Nesta se¢ao, apresentamos a solucao de Schwarzschild, esta apresentagao se
baseara principalmente em [10], mas também contém elementos de [4].

Como a solugao de Schwarzschild descreve um sistema com simetria esférica, o sistema

de coordenadas esféricas é apropriado para escreve-la. Nesse caso a métrica é dada por

2GM 2GM\ !
ds* = (1— G dt — (11— G dr? — r?dQ?, (2.23)
rc? rc?
onde
dQ* = df? + sin® 0dg (2.24)

é o elemento de angulo solido, e o tensor métrico é

2GM
(1— G ) 0 0 0
rc
2GM\ ™
G = 0 - (1 S~ ) 0 0 . (2.25)
0 —r? 0
0 0 0 —(rsinf)’

Vamos agora obter o limite Newtoniano da equagao (2.25). Para isso, podemos obser-

var que no caso de um campo gravitacional fraco temos

2GM

rc?

< 1. (2.26)

2GM

rc?

—1
Assim, podemos expandir o termo (1 — > em série de poténcias, obtendo em

primeira ordem

—1
(1 _eM > _ g GM (2.27)

rc2 rc2
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Dessa forma, no limite para campos gravitacionais fracos, a equacao (2.25) se torna

2GM
(1— . ) 0 0 0
rc
2GM
G = 0 - (1+ 2 ) 0 0 . (2.28)
—7r? 0
0 —(rsin 6)2

Agora faremos uma mudanga de coordenadas para coordenadas isotropicas [11], dadas

r=r (1 + G—M)2 : (2.29)

21! c2

por

Podemos verificar que mediante essa mudanga, a equagao (2.28) se torna

20
(1 - —2) 0 0 0
C
20
0 - (1 + §> 0 0
g,uzz = 2@ 9 (230)
0 0 — (1 + —2) r? 0
C
20
0 0 0 - <1 + —2> (rsinf)?
c

onde omitimos as linhas nas novas coordenadas 7’ e, por simplicidade, usamos a notagao

_GM

o 2.31
. (2:31)
Agora definiremos novas coordenadas quasi-cartesianas [11| como
T =1rcospsinb, y =rsin¢sinf, z=rcosb, (2.32)
e assim poderemos reescrever a equagao (2.30) sob a forma
2P
- — 0 0 0
c
2P
0 — (1 + —2> 0 0
¢ . (2.33)

Gpar = 20
0 0 - (1 - —2) 0
C
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A equagao (2.33) pode ser expressa como

1 0 0 O 1 000
0 -1 0 0 2010 1 0 O
L, = S , 2.34
I 0 -1 0 210010 (2:34)
0 0 -1 0 001
onde esta sob a forma g¢,, = 1,, + Ay, sendo
1 000
2010 1 0 0
hy=—— 2.35
g 210010 (2.35)
0 001

a perturbacao gravitacional.
As métricas dadas pelas equagoes (2.22) e (2.35) tem um importante papel no presente

trabalho, pois serao utilizadas nas equagoes de movimento obtidas no capitulo 4.



CAPITULO 3

Limite nao-relativistico da Equacao de Dirac

Neste capitulo apresentamos a obtencao da equagao de Pauli como limite nao-relativistico
da equacao de Dirac no espago-tempo plano. Nosso objetivo aqui ¢é ilustrar o procedi-
mento usado na obtenc¢ao da equagao de Pauli apresentada no capitulo 4, cuja obtencao
¢ mostrada em detalhes em [8]. Para isso, seguimos principalmente a abordagem utili-
zada em [12]|. Faz-se aqui também a introducao de algumas notagoes que serao tteis no
capitulo 4. Por fim, obtemos as equagoes de movimento para uma particula sem campo
gravitacional, com o intuito de compara-las com as equagoes obtidas no capitulo 4, na
presenca de um campo gravitacional fraco. No que segue, indices i, j, k, ... =1, 2,
3 denotam as componentes espaciais do espago de Minkowski, enquanto o indice ¢t = 0

denota a componente temporal.

3.1 A Equacao de Dirac

A equacao de Dirac na presenga de um campo eletromagnético no espago-tempo plano

(espago de Minkowski) pode ser escrita como

ROy = {co?- (ﬁ— Zﬁ) + Bme® + eq§} b, (3.1)

onde p'é o operador momento, cujas componentes sao p; = —ihd;, ¢ é o potencial escalar,

A é o potencial vetor e as matrizes « e [ sao dadas, respectivamente, por

. [0 & (1 0
a_(e 0)’ ﬁ_<o —]1>’ (3:2)

onde & sao as matrizes de Pauli e I é o simbolo que utilizaremos para a matriz identidade
qualquer que seja a sua dimensao.

— e —
Por simplicidade, introduzimos a partir daqui a notagao Il = p'— — A, de forma que a
c

18
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equagao (3.1) pode, entao, ser reescrita como

iho) = Hy, (3.3)

onde H = {c& 0+ Bmc? + egb} é o operador Hamiltoniano.

3.2 Limite nao-relativistico da Equacgao de Dirac

Como podemos observar no operador Hamiltoniano da equagao (3.3), a expressao da
energia relativistica de uma particula contém sua energia de repouso mc?. Tal termo nao
¢ desejavel no limite nao-relativistico, portanto, com o intuito de elimina-lo faremos a

substituicao

Y =1 exp (—m;cQ t) (3.4)

na equagao (3.3), obtendo assim

. 2 . . 2
ihexp <_m;c t) {& - %mcz} Y = exp (_m;ic t) {cd’ I+ Bme® + e¢} Y, (3.5)

e finalmente

ihop = {caz T+ (B-D)me+ eqS} " (3.6)

Fazendo a substituicao ¢’ = <SD>, a equagcao anterior pode ser reescrita sob a forma
X

matricial como

i (@):H? 5>-ﬁ+<0 0>mcz+(ﬂ 0)e¢} (@) 7
X g 0 0 —2I 0 1 X

Assim obtemos o seguinte sistema de equagoes

{ (ihd, — e¢) p = ¢7 - Ty (3.8)

(ihdy + 2mc® — e¢) x = ¢d - L.

Podemos observar que, no regime de baixas energias, o termo dominante do lado es-
querdo da segunda equacao é o proporcional a mc?, dessa forma, em primeira aproximacao

podemos escrever

1 —
- *-H) , 3.9
X 2mc< v ( )

: 11
ou seja, X ~ m—CQD
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Substituindo a equagao (3.9) na primeira equagao de (3.8) temos

1 A2
(ihdh = e6) ¢ = 3 (& : H) 0. (3.10)

Vamos agora desenvolver o termo entre parénteses do lado direito da equagao (3.10),

usando notacao indicial temos

S\ 2
1

1
= 5 (O'Z'O'j + O'jO'l'> HZHJ + 5 (O’Z‘O'j — O'jO'i) H,LH]

(3.11)

Aplicando as propriedades de comutagao e anti-comutagao das matrizes de Pauli,
dadas por
(Uigj + O'jO'Z') = 2(51‘]‘, (O'Z‘O'j — O'jO'i) = 2i€ijko-ka (312)

obtemos finalmente

N\ 2
(5-11) = ILIL + iesjop LT, (3.13)
No ultimo termo da equagao (3.13), o produto vetorial e;;;,ILII; ndo se anula pois
II; = p; — £A;, portanto p; e A; nao comutam, assim
e e 1eh 1eh
€ijillilly = €5, (pz' - _Ai> (pj - _Aj) = —¢€ijk (0iAj) = — DBy, (3.14)
c c c c
onde By é a k-ésima componente do vetor B = rot ff, que denota o campo magnético.
= e -
A partir das equagoes (3.13) e (3.14), explicitando IT = p'— - A, podemos finalmente
c
escrever a equagao (3.10) como
2m

. 1 /., e »\2 eh | =
zh@tw—{2 (p—EA) +egb—2—mca~B}cp. (3.15)

tal equacao é conhecida como equac¢ao de Pauli, e esta escrita sob a forma
ihOyp = Hop, (3.16)

onde H ¢é o operador Hamiltoniano, dado por

HZL@—EA

tep——37-B. 3.17
6= 5 (3.17)

Como podemos observar na equagao (3.17), a Hamiltoniana de Pauli contém, além do
termo associado a energia cinética e do termo associado ao potencial elétrico, um termo

associado a energia potencial de um dipolo magnético em um capo externo.
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3.3 Equacoes de movimento para a particula

Nessa secao, obtemos as equagoes de movimento para a particula a partir do operador
Hamiltoniano dado pela equagao (3.17), para isso, usamos as equagoes de movimento de
Heisenberg. Em seguida aplicamos o limite macroscopico, ou seja h — 0, apds o qual
estaremos no regime classico, o que significa que apos isso os observaveis nao sao mais

operadores e o principio da incerteza ja nao se aplicara.

3.3.1 Equacao de movimento para x;
Para z; a equagao de movimento é dada por

dx;
h 7
i

= [z, H]. (3.18)

Como o tnico termo de H que nao comuta com z; é o operador momento 11, a equagao

de movimento fica

dxz; 1
h 1 _
! dt 2m

[z, 1], (3.19)

que nos dé&, ja no limite A — 0,

dr, 11,
—. 2
m (3.20)

dt
3.3.2 Equacao de movimento para p;

Para p; a equacao de movimento ¢é

dp;
1k
7

= [pi, H], (3.21)

e o Unico termo de H que nao contribui para essa equacao de movimento é o termo

eh
2me

contribua para a equagao de movimento no limite 7 — 0. Ficamos entao com

& - B, pois ele ¢ O(h) e seu comutador com p; serda O(h?), fazendo com que ele nao

g

dpi L =

A ultima equacao pode ser reescrita como

. dp; 1 -
i LT ] 2
i = [ T2] + [, ], (3.23)
que nos da
h P L T+ T [ T+ [ 6] (3.24)
[/ dt _2m iy L1k k 2m k \Mis Lk iy € . .
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Como »
[pi, ] = ?(@Ak), (3.25)
obtemos, no limite A — 0,
Wi C 1 (0,4) + e, (3.26)
dt mc
onde E; = —0;¢ é o campo elétrico.

Como II; = p; — £A;, podemos escrever

dt  dt T com, dt cot (3.27)

onde dg—t’“ ¢ dado pela equagao (3.20), o que nos da (para A; estético)

= - . 3.28
dt dt cOxr m ( )
Substituindo a equagao (3.28) na equagao (3.27) obtemos entao
dll; e
L= 0 (0,45 — 0L AY) + e, 3.29
dt me " (9: A ki) + e ( )
A ultima equacao pode ser reescrita como
dll; e
L= —eulliB E; 3.30
7t oo ikt 1+ el (3.30)
e é a expressao da for¢a de Lorentz.
3.3.3 Equacao de movimento para o;
Para o; a equacao de movimento é dada por
do;
h— = [o;, H]. 3.31
i = (o, H] (3.31)

O tnico termo que contribui para esse comutador é o termo que contém uma matriz o,

assim temos

do; h =
ih dat - {a —ﬁa : B] , (3.32)
que nos da, no limite A — 0,
dO'Z' (&
di = _%EijkBjo-k- (333)



CAPITULO 4

Equacoes de movimento para a particula
nao-relativistica de spin-1/2 em um campo

gravitacional fraco

No capitulo 1, obtivemos a equagao de Dirac no espago-tempo curvo. Neste capitulo,
apresentamos a equacao de Pauli em um campo gravitacional fraco obtida a partir dela,
em nosso trabalho feito em colaboragao com Samuel William de Paulo Oliveira e com
Prof. Dr. Ilya L. Shapiro. Essa equacao foi obtida pelo mesmo método utilizado no capi-
tulo 3, e sua obtengao é mostrada em detalhes em [8]. Aqui, partimos dela para obter as
equacoes de movimento para a particula semiclassica em um campo gravitacional fraco.
No que segue, da mesma forma que no capitulo 3, indices ¢, 7, k, ... = 1, 2, 3 denotam
as componentes espaciais do espago de Minkowski, enquanto o indice t = 0 denota a

componente temporal.

4.1 A equacao de Pauli em um campo gravitacional

fraco

Partindo da equacao de Dirac em um capo gravitacional fraco, ou seja g, = 1, +h,..,, onde
|huw| < 1, e sob a condigao de incluir apenas termos de primeira ordem na perturbacao
h

Oliveira e com Prof. Dr. Ilya L. Shapiro, a seguinte equagao

w, Obtivemos, em nosso trabalho feito em colaboragao com Samuel William de Paulo

1 ho - . 1 1 -
zh@t<p :{€¢ + 5m62h00 — ZZ (hog — h) + % <1 — Zhoo) H2
eh 1 - 1 ih
——(1-=h 7 B+ —wyll I, + — (0 IT 4.1
e ( 1 oo) o + Sy KLk 1+ o (Opwra) 1 (4.1)
+ iv' I — —0pme™ (Opeo,) I, — ch €™ e By b
m k m r r Ame m Jr ri2j 9
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onde, da mesma forma que na equagao sem campo gravitacional, B =r1otAéo campo
magnético, ¢ sao as matrizes de Pauli, Il = D — gff, e além disso utilizamos as notagoes
, ih
vy, = —Z(akh + 0jhi), Wik = hooljk + k. (4.2)

Todos os detalhes do processo de obtencao dessa equagao, que foi analogo ao realizado
no capitulo 3, se encontram em [8].

A primeira caracteristica que deve ser ressaltada é que no caso de um campo gravitaci-
onal nulo, i.e., hgg = h;; = 0, a equacao (4.1) se reduz & Equacao de Pauli usual dada por
(3.17). Outro aspecto relevante é que no processo de obtencao da equagao (4.1) nao foi
feita nenhuma especificagao a respeito da forma da perturbagao da métrica. Isso significa
que a equacao (4.1) é valida para qualquer métrica que satisfaga g,, = 1, + h,, com
|hu| < 0, ou seja, que descreva um campo gravitacional fraco. Esse aspecto é particu-
larmente importante, pois nos permite comparar nossos resultados a diversos resultados
presentes na literatura, obtidos por meios que requerem a especificacao da métrica.

A equacao (4.1) esta sob a forma

ihOyp = Hep, (4.3)
onde
H :{e¢ n %m(:?hoo . %_L (hoo . h) + % (1 _ }lhm) 2
- ;—T:C (1 - ihoo) g B+ %wklnknl + % (D) 10, (4.4)
+ lv,'fl_[k — iomemkl (Opwry) I, — %amemklekawerj}

¢ o operador Hamiltoniano, a partir do qual obteremos as equagoes de movimento para a

particula na secao seguinte.

4.2 Equacoes de movimento para a particula

A partir da expressao do operador Hamiltoniano (4.4), as equagoes de movimento para a

particula serao obtidas por meio das equacoes de movimento de Heisenberg

dx;

h : - ,LH

th=gr = Lz H1,

. dp;

et — [p. H 4.5

ih—, lpi, H], (4.5)
do;

iht = (o7, H],

dt
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juntamente com as relagoes de comutagao

[xiv xj] =0,

[ 7,7pj] = 07

z;, 0 =0,

i, ;) (4.6)

[pia Uj] = 07

[O’i, Uj] = ZZEiijk

Uma vez obtidas as equagoes de movimento, o limite macroscopico, h — 0, é aplicado.

Apos isso, estaremos no regime classico, o que significa que os observaveis deixam de ser

operadores e o principio da incerteza ja nao se aplica.

Como podemos observar, alguns termos do operador Hamiltoniano nao contribuirao

para todas as equagoes de movimento, portanto, com o intuito de simplificar os calculos

que faremos a seguir, torna-se conveniente reescreve-lo sob a forma
H=N -G -W + Cyll,Il, + Dy,
onde N, W, Ch e Dy, sao dados por

1 1 /. .
N = 6@5 + §m62h00 — Z’LFL (hoo — h) s

= eh 1 € 5
W= ome (1 - Z’m) B — e jopin Biém,
1 1 1
Cyy=—0|1—=h
K= 5Ok < 1 00) T 5 WHD
ih 1
D = =g (Ow) i = o ome™ (Drone)

Vamos agora obter a equagao de movimento para x;

4.2.1 Equagao de movimento para x;
A equacao de movimento para x; é

dx;
h 7
i

= [x%H]v

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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e como podemos observar, apenas os termos com C}; e Dj nao comutam com z;. Assim

temos
[zi, H] = [x;, Cil1e 1L + Dy Ili]

= [z, CrlL 1L + [y, DiIlg] .

(4.13)

Como Dy = O(h), temos [z;, DiI1;] = O(h*). Como estamos interessados no limite A — 0,

esses termos nao contribuirao para o nosso resultado.

Nos resta entao
1 1
[z, ClI,IL) = - 1- Zhoo O + wia | [z, TLIL]
Usando a identidade
[z, ILIL] = [, ) IO, + T [, 113
e o fato de que z; comuta com o potencial vetor A;, e portanto
(23, 1] = [, p;] = ihdy;,

obtemos

1 1 . .
[z, ClL1L] = o [(1 - Zhoo) Ot + Wkl:| [ihd 11, + ihdy1L,]

[\

10 3
== {(1 + —h()o) Ot + hkl:| (0411;)

m 4

_ih {(1 + §h00) I, + hilHl] |
m 4
1

Substituindo a equagao (4.15) na equagao de movimento (4.12), chegamos a

ih & oom {(1 + Zhoo) IL; + hilnl] ;

que no limite A — 0, se torna

i = m [(1 + Zhoo> II; + hilHl:| )

que é a equacao de movimento para x;.

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Podemos observar que no caso em que o campo gravitacional é nulo, a equagao (4.19)

se reduz a expressao (3.20), obtida da equagao de Pauli usual, no capitulo 3.

O proximo passo serd a obtengao da equacao de movimento para p;
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4.2.2 Equacao de movimento para p;

A equacao de movimento de Heisenberg para p; é

. dp;
h = [p;,, H 4.2
? dt [plﬂ ] bl ( 0)

e a partir dela podemos observar primeiramente que, como definidos em (4.9) e (4.11),
W = O(h) e D), = O(h). Assim, temos [pi,l/f/] = O(h?) e [p;, Dx] = O(h?). Portanto,
no calculo da equacao de movimento, esses termos podem ser omitidos, uma vez que nao
contribuirao no limite A — 0.

Entao, o comutador da equagao (4.20) fica simplesmente
[pi, H] = [pi, N] + [pi, CralliI1] . (4.21)
Comegando pelo primeiro termo do lado direito da equagao (4.21), nés temos
, ih 2
Para o segundo termo, usaremos a identidade
[pi, CralliILy] = [ps, Cra] Wi Iy + Cr [ps, i) 1y 4 CraIly, [ps, 1] . (4.23)

Assim, o primeiro comutador do lado direito nos dé

th |3
[pis Crt] = “om Z5kl(aihoo) + (0;hi) | (4.24)
e o segundo nos da »
o] = L (0.4, (4.25)

Substituindo as equagdes (4.24) e (4.25) na equagao (4.23), temos

th |3

[pi, Callp 1] = — o [151@1(&'%0) + (aihkl)} 11T
o . (4.26)
ie ie

Agora substituindo as equagoes (4.26) e (4.22) na equagao (4.21), nos obtemos
, mc? th 3
[pi, H] = —ih |e0;i¢ + - (8ih00)} ~ 3 {Z%(Q'hoo) + (aihkl):| 11,11,
m (4.27)

ieh
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Assim, a equagao de movimento de Heisenberg nos da

. dp; . mc? ih [3
Zﬁ (z = — Zﬁ €az¢ + T (@hoo)} — % L—lékl(@hoo) + (8th1)} HkHl

o (4.28)
1€
+ 7 [Ckl(aZAk)Hl + Clek(&Ak)] .

E finalmente, no limite A — 0, obtemos a equacao de movimento para p;, que é dada por

dp; mc? 2e 1 {3
a]l?f =ek; — TN (9ihoo) + ?Okl<aiAk)Hl ~ 5 {Z@cz(aihoo) + (aihkl)} ILIL,  (4.29)
onde E; = —0;¢ é o campo elétrico.

Também aqui, podemos observar que no caso em que o campo gravitacional é nulo, a
equagao (4.29) se reduz a expressao (3.26), obtida da equagao de Pauli usual no capitulo 3.
Como um passo adicional, vamos reescrever a ultima equacao em termos somente

de II;. Para isso, relembremos que II; = p; — £A;, portanto

dt  dt  cOvp dt ¢ Ot

(4.30)

dz

7= pela expressdo (4.19), obtida

Na expressao anterior, podemos substituir o termo
anteriormente, assim a ultima equagao se torna

3 68141
pr T e Oy [(1 + Zhoo) Iy + hklﬂl} + 7 o (4.31)

Substituindo a equacao (4.31) na equagao (4.29) obtemos finalmente uma expressao
somente em termos de II;, dada por
dil; 1

me 3
It =el); — 7(@'%0) ~om [151{1(@%0) + (aihkl)} IL,11,

5 (4.32)

e

+ — (5kl + _6klh00 + hkl) erilij‘
mc 4

Uma caracteristica relevante da equagao (4.32) é que ela se reduz a expressao da
forga de Lorentz (3.30), obtida no capitulo 3, quando o campo gravitacional é nulo, i.e.,
h()() - hjk - O

Partimos agora para a obtencao da equacao de movimento para o;.
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4.2.3 Equagao de movimento para o;
A equacao de movimento de Heisenberg para o; é dada por

dO’i

i
"t

= loy, H], (4.33)
Como o; comuta com todos os termos do operador Hamiltoniano exceto aqueles que

possuem o, os Unicos termos relevantes para a equagao (4.33) serdo W e o ultimo termo

de Dy. Assim, o comutador do lado direito da equacao anterior fica
I3 iy : l m T n n . N
o 0y —0 - W Om€ wy

Usando as relagoes de comutagao (4.6), obtemos

h 1 h
[Ui, H] = QiEijko—k{_e_ (1 - ZhO()) Bj - ‘ Ejmlwlremran

2 4
hmc mc (4.35)
+ mﬁjml ((9mwln) Hn}
A ultima equacao pode ser reescrita como
h eh .
[0, H] = _ leh (1 - —h00> €ijrBjoy — ge_EijkEJmlWITEmranak
TZ”hC me (4.36)
+ %kauf gml (6mwln) Hn
Usando a identidade
™ € = 0L69 — L 67 (4.37)
podemos entdo reescrever a equagao (4.36) sob a forma
zeh ieh . .
[UZ', H] = me (1 — —hoo) EijkBjUk — Q—TnceijkwernO'k ((ﬁé‘% — 551(57]“)
" (4.38)
+ P ((5’”6[ 6{”52) (Omwin) 1L,
De onde obtemos
1eh 1 ieh
o3, H] = — — (1 - ZhO(]) €iixBjoy — Sk (wpr Bj — wi; By) oy,
(4.39)

— % [(Oiwrn) — (Okwin)] 0.
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Substituindo a equagao (4.39) na equagao de movimento (4.33), chegamos entao a

. do; ieh 1 ieh
ih = - — (1 — Zhoo) EijkBjO-k — 2—m€ijk (U.)MBJ‘ — wljBl) O

h (4.40)
— o (D) — (i) o
E finalmente, no limite A — 0,
do; e 1 e
f=— —(1—-=h iikBior — ——€iik (W B — wy; B
&t~ me ( 4 00) kB = gt (e By = B o (441)
1 .
o [(Oiwkn) — (Opwin)] I, 0.

De maneira similar as demais equacoes de movimento obtidas, podemos notar que no
caso em que o campo gravitacional é nulo, a equacao (4.41) se reduz a expressao (3.33),

obtida da equacao de Pauli usual no capitulo 3.

4.3 Equagoes de movimento com a métrica da onda

gravitacional

Na secao anterior foram obtidas equagoes de movimento para uma perturbagao gravitaci-
onal h,, arbitraria na métrica. Nesta secao especificamos a perturbacao na métrica como
sendo a de uma onda gravitacional se propagando no espacgo plano.

Para o caso de uma onda gravitacional se propagando na dire¢ao x, como mostrado

no capitulo 2, as tnicas componentes diferentes de zero na perturbacao gravitacional sao

onde v =v(ct — ) e u = u(ct — ) sdo duas func¢oes que descrevem cada uma um possivel
estado de polarizacao da onda gravitacional.

Para fins de simplicidade, e com o objetivo de comparar nossos resultados aos en-
contrados em [1] e [2], iremos considerar aqui apenas o estado de polarizagao v, ou seja,
faremos u = 0.

Dessa forma, alguns termos recorrentes em nossas equagoes

ih

—Z<a]€h + 8jhjk), ij = hooéjk —+ hjk,

/_
Vp =
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dados pela equagao (4.2), agora assumirao a forma
Wg = 2UTkl, U;C = —Tjk((‘?jv), (442)
onde introduzimos a notacao

Tg=10 -1 0]. (4.43)
Estamos agora em condigoes de obter as equagoes de movimento.

4.3.1 Equagao de movimento para x;

A equagao de movimento para x;, definida pela expressao (4.19), é

dx; 1
L [(1 + §h00> IL; + hilHl:| -

dt m

Introduzindo a métrica da onda gravitacional, nés obtemos

Essa equagao é idéntica a encontrada em [1], dada por

dr, 1 b € .
—% = — (§up+ 20Tn) (p -4 ) (4.45)

uma vez que II; = p; — £A;.

Podemos mencionar que o artigo [2| ndo apresenta uma equagao de movimento para z;

4.3.2 Equacao de movimento para p;

Temos para p; a equagao de movimento (4.29), dada por

dp; mc? 1 (3 2e
CZ =ek; — TN (Oihoo) — o [Z5kl(aihoo) + (aihkl):| 111, + ?Ckl<aiAk)Hl7

onde

1 1 1
=—0y|1—-h — Wy
Chi oy O ( 1 00) + 2mwkz

Introduzindo a métrica da onda gravitacional, obtemos

d i 1 €
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A equagao anéloga encontrada em [1] é

dpa _ _ %Tbc<8av) (pb - EAb) (pc - SA:)

dt ) (4.47)
(5bc + 2UT‘bc) (pb - EAb> (aaAc)-

e

mc

Tais equagoes diferem apenas no termo do campo elétrico, que nao é considerado em [1].
Da mesma forma que para x;, também nao é apresentada uma equacao de movimento

para p; no artigo [2].

4.3.3 Equagao de movimento para o;

A equac@o de movimento para o; ¢ dada na equagao (4.41) por

do; e 1 e
7l (1 - Zhoo) €irBjon — 5 —€iji (wrrBj — wijBy) o
1

Introduzindo a métrica da onda gravitacional obtemos

do; e e 1
T _m_ceijkBjUk — %UﬁijlejBlo'k - [(Thn0iv) — (T30kv)] 1L, 0. (4.48)

Essa equagao difere de sua contraparte encontrada em [1], dada por
do. e 2e
dta = _m_ceachbUc - m_CUE(zbc (ebdeadTefAf) Oc
1

m

(pd - ZAd) Oe¢ [(Tedaav) — (Tadaev)] ’ (4.49)

no segundo termo do lado direito, que é o termo que J. Q. Quach, no artigo [2], afirma
ser nao-fisico, e consequéncia de um erro.

A equac@o de movimento para o; encontrada em [2]| é dada por

do;

d_i ZEGiijijlm (01 Am) + VT (01 A) — VT (0, A1)
™ (4.50)
= —(p; — e4)) [T (00) = T;5(9v)]

Tal equagao parece, a principio, diferente da nossa (4.48). Por isso vamos tentar
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reescrevé-la de outra maneira. Primeiramente temos

do;, e e
at :Eeijk(ejlmalAm)a—k + EeiijkUejlanm [(01A,) — (0,4))] L5l
1 (451)
= —(pj = e4) [Ty (O0) — Ty5(hv)]
onde
(alAn) - (8nAl) = En = —In] — _eanBr- (452)
Substituindo a equagao (4.52) na equagao (4.51) chegamos a
dai € (&
E :Eeijk<€jlmal*’4m)o'k - aeijko-kvejlanmenerr 453
1 (453)
= — (9 — edy) [T () — Tij(0v)] -
Agora podemos usar a identidade
€Emjl€irn = 5m7“5jn - (Smn(sjr) (454)
para obter
do; € e
% :EGijk(ejlmalAm)ak - EGijkakU (ijrBr - TmmB]> 455
) (4.55)
= — (9 — edy) [T () — Tij(0pv)] -
Como o trago Ty, = 0, obtemos entao (restaurando as poténcias de c)
doi _ ¢ .  veinTi;B L (T0i0) — (Tndo) TI (4.56)
= —€5 O — — V€, D0 — — nO;U) — inOkU nOk- .
dt me jkLjUk me kLI PV m k k k

onde percebemos que ela s6 difere da nossa equagao no sinal do primeiro termo, que nao
possui contribuicoes gravitacionais. Esse termo é o encontrado para a equacao de Pauli
no espago-tempo plano no capitulo 3, e o sinal encontrado ¢ o mesmo que o da nossa

equagao (4.48).

4.4 Equacgoes de movimento para a métrica de Schwarzs-
child

De maneira similar ao que foi feito na se¢ao anterior, nesta secao especificamos a pertur-
bacao na métrica, dessa vez sendo a do limite Newtoniano da métrica de Schwarzschild.

Nesse caso, como mostrado no capitulo 2, em coordenadas isotropicas as componentes
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diferentes de zero na perturbagao gravitacional sao
hoo - hmc - hyy - hzz _ — 5, (457)

onde usamos a notacéo introduzida no capitulo 2, ® = ¥ para o potencial gravitacional

e
Newtoniano.

Assim, os termos wy; € vj, que aparecem em nessas equacoes podem ser reescritos como

4P
Wikt = — 0—25%
i (4.58)
Vg 22—62(31@),

Podemos agora obter as equacoes de movimento.

4.4.1 Equacao de movimento para x;

A nossa equacao de movimento para x; no caso do limite Newtoniano da métrica de

Schwarzschild fica 4 . -
%:—O )m (4.59)

dt  m\~ 22

4.4.2 Equacao de movimento para p;

Para p; obtemos

dp;
dt

mc? mce 42

4.4.3 Equagao de movimento para o;

Para o; a equacao com o limite newtoniano da métrica de Schwarzschild fica

do; e d 4e 2



Consideracoes finais

A partir da equacao de Pauli em um campo gravitacional fraco, conseguimos obter equa-
¢oes de movimento para z;, p; e 0; em termos de uma perturbagao gravitacional h,,
arbitraria. A obtencao de nossas equagoes foi feita sem nenhuma consideracao prévia
acerca da forma de h,,,, o que consiste um resultado inédito, até onde sabemos.

Ao especificar a forma de h,, em nossas equagoes gerais, conseguimos comparar os
nossos resultados com os resultados presentes em [1] e 2], sendo que nossas equagoes
reproduzem perfeitamente os resultados encontrados via dois métodos diferentes em [2].
Acreditamos que esse fato indica que nossas equagdes podem estar corretas, pois além
disso, elas reproduzem as equagoes para o espago-tempo plano no caso em que o campo
gravitacional é nulo.

Além disso, nossas equagoes possibilitaram a obtencao da equacao de Pauli para o
limite Newtoniano da métrica de Schwarzschild.

Nossos resultados possibilitam também explorar as interagoes de particulas de spin-1/2
com campo eletromagnético juntamente com um campo gravitacional fraco. Elucidado,
por exemplo, a possibilidade de se amplificar efeitos gravitacionais através de um campo

magnético suficientemente intenso.
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