Samuel Oliveira de Almeida

Solucdes para problemas elipticos envolvendo o
expoente critico de Sobolev

Brasil
Abril de 2013



Samuel Oliveira de Almeida

Solucdes para problemas elipticos envolvendo o expoente
critico de Sobolev

Dissertacao apresentada ao Programa de
Mestrado em Matematica, area de concen-
tragdo : Equagoes Diferenciais Parciais, da
Universidade Federal de Juiz de Fora, como
requisito parcial para obtencao do grau de
Mestre.

Universidade Federal de Juiz de Fora
Instituto de Ciéncias Exatas - Departamento de Matematica

Programa de Pés-Graduagao

Orientador: Prof. Dr. Fabio Rodrigues Pereira - (UFJF)

Brasil

Abril de 2013



Samuel Oliveira de Almeida
Solugdes para problemas elipticos envolvendo o expoente critico de Sobolev/

Samuel Oliveira de Almeida. — Brasil, Abril de 2013-
69 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Prof. Dr. Fabio Rodrigues Pereira - (UFJF)

Dissertacao — Universidade Federal de Juiz de Fora

Instituto de Ciéncias Exatas - Departamento de Matematica

Programa de P6s-Graduagao, Abril de 2013.

1. Problema do tipo Ambrosetti-Prodi. 2. Expoente critico de Sobolev. 3.

Problema Neumann. 4. Fronteira mista. 5. Métodos variacionais.
CDU 02:141:005.7




Samuel Oliveira de Almeida

Solucdes para problemas elipticos envolvendo o expoente
critico de Sobolev

Dissertagao apresentada ao Programa de
Mestrado em Matematica, area de concen-
tragdo : Equagoes Diferenciais Parciais, da
Universidade Federal de Juiz de Fora, como
requisito parcial para obtencao do grau de
Mestre.

Trabalho aprovado. Brasil, 24 de novembro de 2012:

Prof. Dr. Fabio Rodrigues Pereira -
(UFJF)
Orientador

Professor
Convidado 1

Professor
Convidado 2

Brasil
Abril de 2013



Dedico este trabalho a meu pai Silvério, minha mae Maria de Lourdes, meus irmaos
Sonimar, Selmar e Cristiano, meus sobrinhos Sara, Luana, Ana Clara, Arthur e a

minha noiva Monalisa.
AMO VOCES.



Agradecimentos

A Deus, por permitir mais essa conquista.

Aos meus familiares e a minha noiva Monalisa, que sempre me deram amor e forca

para poder continuar, valorizando meus potenciais.

Ao meu orientador, professor Fabio Rodrigues Pereira, pela atencao e dedicacao

com que me orientou.

A coordenacio do mestrado em matemética da UFJF juntamente com todos os

professores do programa.
A professora Flaviana Andréa Ribeiro por me incentivar a continuar os estudos.

Aos professores Olimpio Hiroshi Miyagaki e Ederson Moreira dos Santos por terem

aceito o convite para participar da minha Banca.

Aos meus amigos de mestrado, pelas proveitosas discussoes e pela 6tima compa-

nhia.
A todos meus amigos, que souberam entender o motivo de minha auséncia.

A CAPES, pelo apoio financeiro, sem o qual este trabalho nao seria possivel.



Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucbes para problemas elipticos
envolvendo o expoente critico de Sobolev.

Primeiramente, investigamos a existéncia de solugdes para um problema
superlinear do tipo Ambrosetti-Prodi com ressonincia em A1, onde A1 é o primeiro
autovalor de (—A, H3(Q)).

Além disso, estudamos resultados de multiplicidade para uma classe de equa-
¢oes elipticas criticas relacionadas com o problema de Brézis-Nirenberg, com condi-
¢ao de contorno de Neumann sobre a bola.

Palavras-chave: Problema do tipo Ambrosetti-Prodi, expoente critico de
Sobolev, problema Neumann, fronteira mista, métodos variacionais.



Abstract

In this work we study the existence of solutions for elliptic problems involv-
ing critical Sobolev exponent.

Firstly we investigate the existence of solutions for an Ambrosetti-Prodi

type superlinear problem with resonance at A; , where \; is the first eigenvalue of
(—A, Hy ().

Besides, we study multiplicity results for a class of critical elliptic equations
related to the Brézis-Nirenberg problem with Neumann boundary condition on a
ball.

Key Words: Ambrosetti-Prodi type problem; critical Sobolev exponent,
Neumann problem, mixed boundary, variational methods.
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Indice de notacoes

2 é um dominio limitado no R".

Q ¢ o fecho de Q.

0N} é a fronteira de Q2.

A€ o complemetar do conjunto A.

med A é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de R”.
Ck(Q) = {u : Q — R;u é continuamente k vezes diferencidvel}.
Ck(Q) = {u € C%(Q); supp(u) é compacto}.

LP(Q) = {u: Q — R;u é mensuravel e [|ul|, < oo}

Jull, = ( / Jul? dw)

(u,v), = [quv dz, Yu,v € L*(Q).

S =

L>(Q2) = {u : Q@ = R;u é mensuravel e||ul| , < oo}.
[ulloo = inf{a > 0; [{z € & fu(z)| > a}f = 0}.
Wmr(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q),Va,|a| <m}.
HY(Q) = Wh2(Q).

D'P(RY) denota o completamento do espago C§°(RY) em relagdo a norma

1

onde 1 <p< N,com N > 2.

N
Pt = ]\f_'; expoente critico de Sobolev com respeito a imersao de Sobolev
-D
DYP(RN) — LF'(RM).
_ (Ou Ou ou
V'LL— (TM’T@”E>
92
Au =" ¢

=1 ox?



3777 é a derivada normal exterior a 0f).

q.t.p  quase todo ponto (a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula).
X — Y imersao continua de X em Y.

ut = max{0, u} parte positiva de u.

u~ = min{0, u} parte negativa de u.

f = O(g9) quando = — =g, significa que 3 C' € R talque |f(z)| < C|g(x)|, Vz

suficientemente préximo de xg.

f =o0(g9) quando = — x, significa que lim ()] =0.
w0 |g(z)|

B, (a) Bola de centro em a e raio r.
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1 Introducao

Métodos Variacionais é uma das principais ferramentas utilizadas para atacar pro-
blemas na teoria das equagoes diferenciais ordinarias e parciais nao lineares. A ideia central
¢é a formulacao de um problema variacional equivalente, em certo sentido, ao problema de
equacao diferencial. O problema variacional consiste na obtencao de pontos criticos para

um funcional I associado, tal que a equacao de Euler-Lagrange seja o problema proposto.

E interessante observar, que o problema de minimizacao de funcionais é o objetivo
central do Célculo das Variagoes Classico, e que em seu estudo, equacoes diferenciais apa-
recem de modo natural como condigoes suficientes que a funcdo que minimiza o funcional
deve satisfazer. Assim, no Calculo das Variagoes Classico, a questdo de minimizacao de

um funcional é reduzida ao estudo de um problema na teoria das Equacoes Diferenciais.

O Método Direto do Célculo das Variagdes surgiu em meados do século XIX, e
consiste em estudar diretamente o funcional e procurar obter seu minimo (ou um ponto

critico) sem fazer apelo a sua equagao diferencial.

Neste trabalho aplicamos o Método Direto para encontrar solugoes de equagodes

diferenciais parciais. Dividiremos este trabalho em 4 Capitulos.

No Capitulo 1, tratatamos de uma breve introducao histérica dos problemas tra-

balhados nesta dissertagao.

No Capitulo 2, apresentaremos o problema de autovalor para o operador Lapla-
ciano e alguns resultados relacionados a Anélise Funcional. Estes resultados fornecerao

uma base tedrica para os capitulos posteriores.

Nos Capitulo 3 e 4 (baseados em [18] e [16] respectivamente), consideramos dois
problemas com nao-linearidade envolvendo o expoente critico de Sobolev. A principal

dificuldade em lidar com esse tipo de problema é que a imersao de Hi(Q) em L*(Q),

2N
de 2* =
onde N3

O objetivo deste trabalho é usar versdes mais gerais em espagos de dimensao

, nao é compacta.

infinita de Teoremas do Céalculo Diferencial bem conhecidos pelos alunos dos cursos basicos
de graduacao, a saber: o Teorema da Funcao Implicita e o Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange, e provar resultados de existéncia de solu¢oes para equagoes elipticas envolvendo

o expoente critico de Sobolev.

O Capitulo 3 trata-se de um dos problemas encontrados no artigo “Critical Super-

linear Ambrosetti-Prodi Problems” de D.G. de Figueiredo e Y. Jianfu [18] e considera o
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seguinte problema ressonante e critico.

(F.J) —Au = Mu+ui P+ f  em Q,
u = 0 sobre 01,
2N . " L
onde 2% = (]\772’ com N > 3 ¢é o expoente critico de Sobolev, A\ é o primeiro autovalor

de (—A, H}) e uy = max{u,0} ¢ a parte positiva de u.

Os autores mostraram que se ||f||o é suficientemente pequena, o problema (F'.J)
possui pelo menos uma solug¢do nao-trivial. Entre as técnicas utilizadas nas provas dos

resultados, destaca-se a de minimizacao utilizando o Teorema da Func¢ao Implicita.

Esse problema pertence a uma classe que é conhecida como problemas do tipo
Ambrosetti-Prodi. Problemas desse tipo surgiram a partir da década de 70, quando A.

Ambrosetti e G. Prodi estudaram uma classe de problemas dados por

(AP) {—Au = g(z,u) + f(z) em O,

u = 0 sobre 012,

onde Q é um dominio limitado suave de RY, e caracteriza-se por determinar funcoes f, de
modo que a equagao (AP) tenha ou nao solugao. No trabalho “On the inversion of some
differential mappings with singularities between Banach Spaces” de A. Ambrosetti e G.
Prodi [5], os autores consideraram a fungao g : R — R sendo de classe C?, satisfazendo
g"(s) > 0 para todo s € Re 0 < sgllnoog'(s) < A\ < Sli}ljrnoog'(s) < Ao, onde A\ e Ay
sao0 o primeiro e segundo autovalor de (—A, H}(€)) . Eles provaram a existéncia de uma
variedade fechada e conexa M em C%*(Q) (0 < o < 1) de classe C* que divide o espaco

em dois conjuntos disjuntos abertos S; e S, de maneira que:

I) Se f € Si, o problema (AP) nao tem solugao.
( ) »y O P C
(IT) Se f € M, o problema (AP) tem solug¢ao tnica.

(III) Se f € Sy, o problema (AP) tem exatamente duas solugoes.

Posteriormente, M. S. Berger e E. Podolak [7] deram uma grande contribuigao no
estudo desses problemas, dando uma estrutura cartesiana para a variedade M em espagcos
de Hilbert. Eles decompuseram as funcdes f € C%*(Q) na forma f = to; + fi, onde
é uma autofuncao normalizada em L? associada ao autovalor A e f1 € (span ¢;)* (no

sentido L?) e reescreveram o problema (AP) na seguinte forma:

(BP)

—Au = g(z,u) +ter + fi(z) em Q,
u = 0 sobre 0f).
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Portanto, para cada f; com a propriedade acima, os autores mostraram a existéncia

de um ntmero real r = r(f;) tal que:

(a) Se t > r, o problema (BP) nao tem solugao (isto é, f € S1).
(b) Se t =r, o problema (BP) tem solucao tnica (isto é, f € M).

(c) Set <r, o problema (BP) tem exatamente duas solugdes (isto é f € Sy).

O problema (AP) leva o nome de ressonante quando um dos limites

o 9(s) _ o 9(s)
g-=m T ou g =l T
¢ igual a um autovalor, em nosso caso, g = A;.

Gostaria de remeter ao leitor, a uma referéncia recente sobre o problema do tipo
Ambrosetti-Prodi, feito por F.O. de Paiva e M. Montenegro no trabalho “An Ambrosetti-
Prodi type result for quasilinear Neumann problem”; ver [20]. Os autores estudaram o
problema

-Apu = f(r,u)+t em £,
|Vu|@ = 0 sobre 0.
on

Onde © C RY é um dominio limitado com 09 suave, t um pardmetro real e f estd

relacionada as condi¢oes de Ambrosetti-Prodi.

Eles provaram que existe ty de modo que o problema acima nao possui solugao se
t > ty. Se t < ty existe pelo menos uma solu¢do minima, e se t < 0 existem, pelo menos

duas solucoes distintas.

O Capitulo 4 é baseado no trabalho de C. Comte - M. Knapp [16], e trata do

seguinte problema eliptico critico com condi¢cao de Neumann na fronteira:

—Au=|ulP'u+Au em B,

P
(F2) @ =0 sobre 0B,
on

N +2
onde B ¢ uma bola unitdria em RV, com N >4, A€ Rep = N+2 O teorema principal

desse capitulo mostra que para cada A € R, o problema (F;) possui infinitas solugoes.

Em [16], os autores também garantiram que para cada dominio limitado 2 em R?,
simétrico com respeito a um plano, existe uma constante p > 0 de modo que para cada

A < p esse problema possui pelo menos uma solugao nao trivial. Para o caso subcritico

2
N i 2) , este problema foi estudado por Lin-Ni [26] e Lin-Ni-Takagi [27].
Quando €2 é uma bola, solugoes radialmente simétricas foram obtidas por Ni [30] para o

(quando p <
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2
caso p < — + 5 © por Adimurthi-Yadava [4], Budd-Knapp-Peletier [12] e Knapp [24] para

N +2
p= N_9o Problemas envolvendo expoente critico de Sobolev podem ser visto com mais

detalhes no livro [35]

E importante notar que para esse tipo de problema, resultados distintos sao obtidos

se trocarmos a condi¢cdo de Neumann pela condi¢ao de Dirichlet, isto é, se substituirmos

0
gu =0 por u=0 sobre 0f2.
on

A identidade de Pohozaev (ver apéndice B, Teorema B.5) nos diz, que se €2 é um dominio
estrelado, entao nao existe solucao se A < 0 (ver [31]). Para o problema de Neumann, a

identidade de Pohozaev torna-se

1 N -2
/u2 dr = 2/( ]u\% + u? — |Vu\2) (z,n) dx
Q 0

N

e assim, nao podemos garantir a nao existéncia de solucao para esse caso como para o
problema de Dirichlet. Outras questoes de existéncia de solugoes para equacgoes elipticas

envolvendo condigoes de Neumann sdo tratadas em [1] e [13].

A técnica utilizada ao longo deste capitulo, é a técnica de minimizagao via Teorema

de Multiplicadores de Lagrange.
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2 Resultados Preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados utilizados neste trabalho.

2.1 Operador de Laplace

Um pouco da Histéria

No Caélculo Diferencial, o operador de Laplace ou Laplaciano, é um operador di-
ferencial eliptico de segunda ordem denotado por A. O operador recebeu esse nome em
reconhecimento a Pierre Simon Laplace que estudou solugoes de equacoes diferenciais

parciais nas quais aparece esse tipo de operador.

Aplicacdes do Laplaciano

Em Fisica, o Laplaciano aparece em varios contextos como a teoria do potencial,
propagagcao de ondas, conducao de calor, distribuicdo de tensdes em um sélido deformével,
mas de todas essas situagoes destaca-se também na eletrostatica e na mecanica quantica.
Em eletrostatica, o operador de Laplace aparece na equagao de Laplace e na equagao de
Poisson, enquanto na mecénica quantica o Laplaciano da funcao de onda de uma particula
fornece a energia cinética do mesmo. Em matematica, as fun¢des em que o Laplaciano se
anula em um determinado dominio, sao chamadas fun¢oes harmonicas. Estas fungoes tém

importancia excepcional na teoria de func¢oes complexas.

O Problema de Autovalor para o Laplaciano (ver [8])

Seja 0 C R™ um aberto limitado. O problema de autovalor para o Laplaciano

consiste em encontrar os valores A tais que
(L) —Au=X €9,

admite solugdes nao triviais, com a condicao de fronteira de Dirichlet ou Neumann.

O problema ¢ tradicionalmente escrito nesta forma, com o sinal negativo multi-
plicando o Laplaciano, porque assim todos os autovalores sao nao-negativos. No caso do
problema de Dirichlet, este fato segue imediatamente do principio do maximo (ver apén-
dice C). Por outro lado, zero é um autovalor no problema de Neumann, pois as fungoes

constantes sao autofuncgoes associadas a este.
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O Espectro do Laplaciano (ver [8])

Para o problema de Dirichlet, o espaco natural para aplicar o método variacional
é Hj(f2), enquanto que para o problema de Neumann trabalharemos em H'()). Exami-
naremos primeiro o problema de autovalor do Laplaciano para condi¢do de fronteira de
Dirichlet.

Teorema 2.1 (ver [8])

Seja Q C RN um aberto limitado. Entdo o problema de autovalor
—Au = du em Q, u€ H}Q)
possui um numero infinito enumerdvel de autovalores
O< i <A< <A\ <. taisque N — +o0

e as autofungoes {p;} constituem um sistema ortogonal completo para L*(Q), isto €,
v = ZOzi(pi, para todo v € L*(Q).
i=1

Em particular

2
loll3 = Z<U7§0i>L2(Q)'

=1

Além disso para todo v € H(2) vale

(o]
2 2
[Voll3 = Z Ai (v, %‘)L?(Q)-
i=1
A versdo do teorema acima para o problema de autovalor do Laplaciano para
condi¢ao de fronteira de Neumann, garante que os autovalores possuem o seguinte com-

portamento.

O=X<M < <<\ < taisque  N\j — +00

Ju
e as autofuncoes {1;} que satisfazem — = 0 sobre OS2 constituem um sistema ortogonal

on
completo para L*(Q).

Teorema 2.2 (ver [8])
Seja ) um conjunto aberto limitado e conexo. Entdao o problema de autovalor

—Au = MNu em €,
u = 0 sobre 01,

possui uma solugao positiva w1 > 0 (primeira autofuncao) em Q. Além disso, qualquer

outra autofuncgdo associada a Ay € multipla de ;.
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2.2 Resultados da Analise Funcional

Apresentaremos agora resultados importantes da Analise Funcional que nos auxi-

liarao nos Capitulos 3 e 4.

Definicao 2.3 Sejap € R com 1 < p < oo; Definimos
LP(Q) = {f: Q= R; fé mensurdvel e |f|P € L'(Q)}
com 1p
1£le = 171, = | [ 1£1Pde]
Definicao 2.4 Definimos

L>(Q) ={f:Q—R; fé mensurdvel e existe uma constante C

tal que |f(x)| < C quase sempre em Q.}

com

| fllzoe = I flloo = Inf{C;|f(x)| < C quase sempre em Q}.

Definigao 2.5 (Espago de Sobolev)
WmP(Q) = {u € LP(); D% € LP(Q),Ya,|a| < m},
onde D*u ¢ definida pela sequinte relagdo:

/ Du(z)p(x)dz = (1)l / )z, Yo € C2(Q).

Para 1 < p < oo definiremos a sequinte norma, ||ulljym, = ( > / | D%ul|” dm) . To-

|| <m

mando m = 1 e p = 2 temos que, H(Q) = Wy *(Q) e a sequinte norma equivalente
1
2 2
lullgg = ( [ 17uf* dz)

Teorema 2.6 (Rellich-Kondrashov) (ver [29])

Seja Q um dominio limitado e aberto, com fronteira suave em IRN. Entdo as

sequintes imersoes sao compactas:

(a) WHP(Q) — L) para p< N el <q<p*:= N]\%;
(b) WHN(Q) — LY(Q) para 1< qg<oo (aqui temosp = N);

(c) WHP(Q) — C(Q) para p > N.
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Teorema 2.7 (Desigualdade de Hoélder) (ver [29])
1 1

Sejam 1 <p < oo el <q< oo, tais que, —+ —=1. Se f € LP(Q) e g € LI(Q),
p g

entdo fg € LY (Q) e /Q \fal do < || flle 19l Lq-

Teorema 2.8 (ver [29])

Suponha que Q C RN (N > 1) é um conjunto limitado e 1 < p < q. Se u € LI(Q),

entdio u € LP(§2), além disso, a imersao L(§2) — LP(2) é continua.

Teorema 2.9 (ver [29])

Seja 2 C IR™ um dominio limitado e aberto, com fronteira suave. Entdo temos as
sequintes imersoes continuas:

Np

(a) WEP(Q) — LP", para 1 <p < N, onde p* = N
-p

(b)) WHN(Q) — L4(Q) para 1 < q < oo (aqui nés temos p = N);

(c) WHP(Q) < L>®(Q) para p > n.
No caso p = N nao ¢é verdade em geral que WHN (Q) < L>(Q).

Exemplo 2.10 Seja Q = B1(0) C IR, r = |z| = /2] + 23 e u(x) = log(log 2), Vo €
Q —{0}. Entao u € H'(Q), porém u ¢ L>(Q) (ver/8], exemplo 7, pdgina 173).

Teorema 2.11 (Desigualdade de Poincaré) (ver [29]) Sejam Q@ um dominio aberto e

limitado de RN e p € [1,00]. Entdo existe uma constante C' = C(Q,p) > 0, tal que, para
todo u € Wy P(Q) temos |Jull, < C ||Vl -
Lema 2.12 (Brézis-Lieb) (ver [36])

Sejam Q C RN subconjunto aberto e f, C LP(Q) em que 1 < p < co. Suponhamos
que

(i) (fn) seja limitada em LP(Q2) e

(ii) fn— [ qt.p em Q.
Entao,

T (1501 = 1 = £12) = A1
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3 Solucao para um Problema Ressonante do

tipo Ambrosetti-Prodi

3.1 Apresentacao do Problema

Neste capitulo mostraremos alguns dos resultados provados por D.G de Figueiredo
e Y. Jianfu (ver [18]). O problema estudado, trata-se de uma equagao diferencial parcial
eliptica de segunda ordem com ressonancia em A; e condi¢ao de Dirichlet homogénea na
fronteira, envolvendo o expoente critico de Sobolev. Utilizando Métodos Variacionais e
versoes mais gerais de Teoremas do Célculo Diferencial, garantimos a existéncia de pelo

menos uma solugao para o seguinte problema:

{—Au = Nu+ul '+ f em (3.1)

u = 0 sobre 01,

onde 2* = N5 com N > 3, é o expoente critico de Sobolev, A\; é o primeiro autovalor
associado a (—A, H}(Q)) e f € L*(Q).
Dada uma fungao f € L*(€2) ndo nula, uma condicio necessdria para a solubilidade

do problema (3.1) é que a seguinte condigao seja satisfeita:

/f<p1 dx <0, (3.2)
0

onde ¢ é a primeira autofuncao associada ao autovalor A;.

De fato, essa condigao é facilmente verificada, pois se multiplicarmos (3.1) por ¢

e integrarmos, obtemos que

/fwl dw:—/u?:_lgol dz < 0,
Q Q

e temos o resultado desejado.

Abaixo enunciaremos o Teorema principal deste Capitulo que estabelece pelo me-

nos uma solu¢do para o problema (3.1)

G,

Teorema 3.1 Suponha que a condicao (3.2) seja satisfeita, e que ||f||2 seja suficiente-
mente pequena (satisfazendo a condi¢io (3.17) que serd obtida posteriormente), entio o

problema (3.1) possui pelo menos uma solugao nao nula.
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A fim de encontrar uma solucao para esse problema inicial, buscaremos pontos criticos
para o seguinte funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (3.1), I : H}(Q) — R,
dado por

[(u):;/[\VuF—)\lu alyz;——/uJr dx—/fuda:
Q

De agora em diante, denotaremos o espago de Hilbert H}(f2), por E e considera-
remos a sua decomposicao em soma direta da seguinte forma: u € £ = E~ @ ET,
onde B~ = span{p,} e ET = (E7)*.

Assim para cada u € FE = E- @ ET, existe um t € R e v € E* de modo que

u = tp, + v. Portanto, substituindo essa decomposicao no Funcional I, obtemos que
1
I(u) = 5/[|V(tg01+v)|2 — Ai(tor +v)?] do — —/ v+ tpp) d:c—/f v+ ter)d
Q
Observemos que a primeira integral pode ser escrita da seguinte maneira,

/[|V(tg01 )2 = M(tor +0)? de = t2/|V<p1|2 dz + zt/wlw dz + / IVol? do
Q

- t2/\1/g0 dm—ZtAl/cplvdx—/\l/v dx,
Q

e utilizando o fato de ¢ Lv em L?*(€2), obtemos que:

/[|(Vtg01 + )2 = Mty +0)} dz = t2/|V<,01 dx+/]Vv|2 dx

Q
— t2)\1/g01 d:v—)\l/v dz,
Q
agora usando o fato de que —Ag; = A1, e as Férmulas de Green (ver apéndice A,

Teorema A.4),

/[|V(t901 +0)* = M (tor +v)? dor = / |Voul? do — X\ /v2 dx.
Q Q Q
Desta forma o funcional I associado a (3.1) pode ser reescrito como

1 1 .
1) = 5 [IVel = e} do = o [0+ 1003 do = [ 0+ ten)da,
Q Q

Q

ondeu:v—l-tgolet:/ucpl dx.
Q
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3.2 Resultados Auxiliares

Feitas estas consideracoes iniciais, enunciaremos e provaremos alguns resultados

auxiliares.

Lema 3.2 Seja {p;} a sequéncia das autofungoes ortonormais em L*(Q) do problema (L),
sob as condigoes de contorno de Dirichlet, associadas aos autovalores \; de maneira que
para algum k € N tenhamos A\, < X < Ag11. Definindo Hy = WE X, onde W = [¢y, ..., pi]

e X =Wt = [Pki1, i, -], desta forma temos as sequintes estimativas:

(i) lullfyy < e llull32 ¥ we W,

(i0) l[ullfy = At ulze ¥ u € X.

Demonstragao: Mostremos o item (i). Seja u € W, logo existem constantes reais £;/; tais
k

que u = Z{’ng, Usando a integragao por partes e o fato de p; ser autofuncao associada
i=1

ao autovalor \; do problema (L) com / pipjdr = 0 para i # j, obtemos:
Q

||u||§{é = /QVuVudx:/ —Au u dx:/ <Zi1§i(—Agoz ) (me@) dx

k

A(ifmi@ (Z >d$ -/ ZA£2902dx <h Zg%%zx

=1

k k
)\k/Q (;@%) (Z >dx: )\k/szdx = e %

De modo semelhante mostra-se o item (ii). n

Lema 3.3 Para cada v € E* fizo, existe uma constante C tal que I(w + v) < C| para
todo w € E~. Em outras palavras, para cada v € E' fizo, o funcional I € limitado

superiormente em E~.

Demonstragao: Fixado v € ET, defina a funcao de valores reais.
g(t) = I(v + ter) (3.3)

Dividiremos a prova em dois casos:

e Para t < 0 temos:

g(t) = 2Q/|Vv| —Alv]d:p——/v+tg01 dx—/f v+ tpr) dx

IN

5/]Vu|2 A1v?] dm—/fvdx—t/fgpl dzx.
)
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Agora, como / fip1 dx < 0, pela desigualdade de Holder, segue que:
Q

1
g0 < 5 [IV0f = a?] do+ )|l o,
)
= () (constante, ja que v e f estdo fixos).

e Para t > 0 afirmamos que:

t—o00

. 1 o —
lim {2*9/(0#—15301)+ dx—i—!f(v—i—tgol) dx} = 00. (3.4)

Provando essa afirmacao, concluimos a prova do lema, pois:

Por (3.4), tliglo g(t) = —o0, assim existe ¢y € R tal que se t > t( entéo g(t) < 0. Para
t € [0,to] utilizamos a continuidade de g(t), que garante a existéncia de uma constante
Cy € R tal que g(t) < Cy para todo t € [0,ty]. Tomando K = max{C,Cy} concluimos
que g(t) < K para todo t € R.

Prova da afirmacgao (3.4).
Seja a = max{p;(z) : € Q}, tomemos Qy C Q de modo que p,(x) > % para
todo = € Q. Pelo Teorema de Lusin (ver apéndice A, Teorema A.8), dado § > 0
(escolha § = med QO)7 existe uma fungao continua h(z) em Qq de modo que para
H = {z;h(z) # v(x)}, temos que a med H < §. Assim, G = {x;h(xz) = v(z)} possui
med QO. De fato, Qg = HUG, assim med Qg = med G + med H, e

medida maior que
segue que
med g med Sy

med G = med Qg —med H > med €y — 5 = g

Como G é um conjunto compacto, defina M = sup{|v(z)|; © € G}. Assim, para

x € G temos que se t >ty := —, entdo
a
vi) _a M _a
> >
)t =25 -7 27
. . a\?% med Q
Portanto, existe uma constante positiva n = (4) 5 de modo que

v\ v\% a\?%
/ (@1 + ) dx > / <901 + ) dx > / () dx, para todo t > t.
Q t/+ G t+ G 4

Agora, como o crescimento da segunda integral de (3.4) ¢ linear em ¢, e observando

que

1 . 1 v\\? 2 v\ % 2" \
y [t =g [(t(ert 7)), do=5 [(ons]) dozgu=cp
Q ) + J n

que vai para +o00, quando ¢ — 400, obtemos o resultado. [
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Teorema 3.4 Para cada v € E1 fixo, existe um unico t(v) de forma que
g(t(v)) = mdz{g(t);t € R}. (3.5)
Demonstracao: Temos que
g(t) :;/[|Vv|2—)\1v dx——/ v+ tpr)Y dx—/f v+ tpy) de,
Q

assim, derivando em relagao ao parametro real ¢, obtemos

g (t) = —/(v +te1)t o da — /fsol dz, (3.6)
Q

Q

derivando ¢', segue que:

Jg'(t) = / v+ tpr)E 2t da.
Q

Desta forma, obtemos que ¢”(t) < 0, para todo t € R, e portanto g(t) é concava. Logo

g(t) possui maximo.

Gostariamos de mostrar que o conjunto de pontos onde g(t) assume o méaximo ¢é
um conjunto unitdrio. A concavidade de ¢(t) nos diz que esse conjunto ainda pode ser
um intervalo, entao basta mostrar que em um ponto de maximo tq, ¢”(ty) nao pode ser

0, assim, t; ¢ isolado e portanto tinico.
De fato, se ¢”(ty) = 0 entao teriamos que — /(togol + )2 7%} dr = 0, assim,

)
(towr +v)L =0, e por (3.6), segue que

0=g'(to) = —/fsol dz,
Q

o que é uma contradigao com (3.2). Entao g é estritamente concava em %, e assim obtemos
que dado v € ET, podemos associar um tnico ponto de méaximo ¢(v), e a aplicagio
v e ET — t(v) € R, estd bem definida. =

Agora, como consequéncia do Teorema da Funcao Implicita Global a aplicagao
veEET - tv)eR

é diferenciavel. Portanto
g(t) < g(t(v)), vt #t(v)

I(tpr +v) < I(t(v)p1 +v), set #t(v). (3.7)

Por (3.6), como ¢'(t(v)) = 0, obtemos que,

/Q(v +t(v)e1)? oy dr —i—/Qfgal drx =0,Yv € ET (3.8)
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assim, para v =0 € ET, ¢/(¢(0)) nos garante que:

L0z orde == [ fior do (39)

e a funcao ¢(t) neste caso é:

1 *
g(t) = —g/ﬂ(tgol)i dx — t/ﬂfgol dx. (3.10)
Isso mostra que ¢(0) tem que ser maior que 0.
De fato, se t(0) < 0, por (3.9), segue que / fe1 dz =0, 0 que é um absurdo, logo t(0) > 0.
Q

Desta forma, a relagao (3.9) pode ser reescrita como
t(O)Q*_I/ 02 dr = —/ fprde. (3.11)
Q Q

O nosso proximo passo é mostrar que o funcional F': ET — R dado por
F(v) = I(v+t(v)e:1) possui um minimo no interior de certa bola B, centrada na origem.
Para isso, introduziremos agora notagoes e provaremos algumas estimativas, que serao

uteis na demostragdo do proximo lema.

Sejam
A= —/ feordr e B::/gof*dx (3.12)
Q Q
Afirmamos que
2N
N + 2\ Av+2
F(0) = () i 3.13
0= (5v) 5 (3.13)

De fato, por (3.11), usando as notagoes (3.12) acima, obtemos

* A A 2¥—1
2 _1 —_ — Y p—y —_—
t(0) =5 entdao ¢(0) (B) .

Assim,
F0) = I1(0+(0)¢1)

— _21*/(75(())@1)3: dx —t(O)/f% dx

Q

t(0)* .

= O [y e 1(0) [ fon de
Q Q

= —t(0) P(O;*_l /gof dx+/f901 da:] .
0 0

Pela equacao (3.11), temos que

F0) = —t(0) [—21*/]‘"901 d:v+/f901 dx]

= —t(0) (2*2:%)!]‘901 d,
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e segue de (3.12), que
F(0) = t(0)

Por (3.11) e pelo fato de ¢t(0) = <> o , obtemos

o - ()P (5

entao, nossa afirmacgao esta provada.

Nosso objetivo agora é estimar

F(v) = ;/QHVUP — \v¥ldr — 21*/Q(v + t(v)gpl)ﬁ:dw - /Qf(v +t(v)pr)dz.  (3.14)

Sejam
N-—2
1 _N N N T4 N42
M= —— )\ 8T (- ) 1
N+2
2\ nis N N M) 1T
: mzn{<N+2) 2 (55) "l [NH ( A2> ]
(3.16)
onde S é a melhor constante de Sobolev.
No préximo Lema, além de (3.2), vamos supor que f satisfaz:
Il <2 e = [ ferde <M. (3.17)

Lema 3.5 Suponhamos (3.2) e (3.17), entao existe uma constante o > 0 tal que

F(v) > a > F(0), (3.18)
N M\
desde que ||v||z = po, onde py = [N—I—Q (1 - A;)} ST

Demonstracao:

Segue de (3.6) e da desigualdade abaixo, (ver Lema 3.2, para k = 1)

/ V|2 dz > /\2/ vidz, para todo v e ET,
) Q



28

que
Fv) = I(v+tw)e:) = g(t(v)) = maxg(t) > g(0) = I(v)

1 1 .
= 5/(]Vv\2—>\11}2)dx— §/Qvi d:z:—/va dx (3.19)

1 A 1 .
- A) [ vepds = — [ o de = £, el

Logo, usando a desigualdade de Sobolev e (3.19), obtemos que:

v

1 A 1 —~ o _1
Flo)> = (1= p* = =872 — || fll, A 7p, (3.20)
2 N 2

1

onde p = </ |Vv|2dx>2.
Q

Agora, considere a fungao real de valores reais, com a,b e ¢ constantes positivas.

k(p) =i 5ap” = 52bp” —cpi=pj(p), onde j(p) = gap— 5-bp” ™' =

O ponto maximo pg de j(p) em R, satisfaz

, 1 2" —1 .
3'(po) = 20~ (2* ) bps "2 =0.

C.

Desta forma, obtemos que

1/ 2° \a]7=
o= [2(2*—1)1)} '
Como
2* 2N 1 N —2
frg e =
2% — 1 N +2 2% — 2 4
temos que
N—-2
-[(7)3)
P=1\N+2/)0
Portanto

k(po) = poj(po)

11 1 .
= Po japo—gbpg 1_0]
i N-2 o\
1 [a N }4 N_2)b [a N ]4
= — _—— —_ _— _—— — C
PO h N +2 9N bN +2

:1 ¥ N Tﬂ (N—Q)b sz N Zr
= = PNEN I — (=) ba —_— —c
P12 " (N +2) ON b(N +2)
(1 v N = (N—Q)b ve[ N N
— — _ — —_— —— | — C
PO bV +2) oN )7 |b(N ¥ 2) b(N + 2)
N

_ N+2 (1 (N—2)b N
- v (2_ ON b(N+2)> —C
! | )

- M ( 2(N +2)
(
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assim,
—2
2 N N N+42
) =k = 4 — . 21
poi(po) = K(po) = po | 75 (<N+2)b> a C] (3.21)
A1 __N_ -1
Usando a =1 — . b=S"7"72ec=]|f], A ? em (3.21), obtemos que
2
N-2

F(v) = k(po) = po

| —

N+2
2 N ! AR 1
~ 1—— — Ao 2
N+2 ((N+2)S]\7—2) ( /\2> 1711222

a qual podemos reescrever da seguinte forma,

N
N +2 <N+2)51\%V A2

1 N
N+2 \ (N +2)Sv2

1 N o A) ¢ -1
U =: ¥ 1—— — Ag 2.
— ((NH)SM) (1-3) " e

Mostraremos que ¥ > 0. De fato

F) = po

N———
:
/N
I
>/‘ >
[\ —_
N———
‘2
=4
[ V)
I
=
IS
>
N
(NI

] |

Seja

N

1 N N2 v 12 (N— )7 1
U = 3 A2 — A1) &+ !
N+2<N+2) [57=] R 111229
N-—-2
-1 1 _N N = N
= X oht (v do—M)TT — .
e (wys) e M) ||f||2]
Por (3.15) e (3.17) , temos
W= A% [My = |[f]lo] = 0,
e concluimos que
N-—2
Po N Y Ni2
Flo) 2 * = Po- 3.22
W= ] 0T o Ble=a 32

Afirmamos agora que por (3.22) e (3.17), F(v) > F(0), quando ||v|| 5z = po.

Prova da afirmacao:

2N N-2
N +2\ A~V+2 N A1 4 N
De fato, lemb F0:<)_2, de pp = |—— (121 ST
e fato, lembremos que F'(0) N ) = onde pg lN+2< )\)] 1
A = —/ foide e B = /gof*dx. Portanto podemos reescrever F(0) da seguinte
Q Q
forma:
2N
N+2
N (—/f% dif)
+2
FO) = (53 )

2N Ntz
/7]
Q
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e portanto, por (3.17) obtemos

N+2 N+2 ]\27712
(2 F e [ 2 (1) ]
N+2 A N2 U7
F(O) (N-|—2)
2N yr
(/901* dx
) w2 y
2)(/ ) lN( A1H2
< o] dx ——|1-=]S
- <N+2) N +2 N +2 Ao
2N e
)
Desta forma
N
N +2 2 N A1 El
F 1——
© ( 2N ) <N+2> [N+2< A2>S]
N2 N2 N+2
[l ) G ()
N +2 Ao N +2 2N N +2 A2
-2 N+2
Po { N }4511 1_& !
N+2[N+2 Ao
>\1 =N .
Como, a =1 — e b = S7¥-2, concluimos por (3.22) que
2
N 17
F(0)<NP—T—2[(N+2)Z)] aT+2§F(v), desde de que ||v]|g = po-
Logo, a demonstracao esta completa. [
Lema 3.6 Suponhamos (3.17) entao
1 ~
F —S57. 2
(0) < NS2 (3.23)

Demonstracgao:

N2

oN <_/f901 dl‘) aN_
N+2)AN+2_<N+2) & <<N+2) My™*
2N ) pie 2N

F(0) =
( 1]+ 1

2N *
N+2
2*
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Agora analisaremos as duas possibilidades para M,, (apresentadas em (3.16)).

2\ N M
(1) Se My = ( ) l|o1]| 2+ [ <1 — 1) S} , segue que

N +2 N +2 A2
N+2 1 2 N M\ A
+ 2N 1 2N
F(0) = e el [ S
(©) N | % (N+2> el [N+2< AQN )
o]
LN oMYy
N |N+2 A2
1~
Logo, como A\; < Ag, temos que F(0) < NS? :
N42
9 N2
(1) Se My = (N—i—?) - S™°, por (3.16) temos que
N42
2\ N M) T
M, < | —— s |l——(1—-——]8
2—(N+2> Ixll lN+2< A ’
e segue o resultado analogamente ao primeiro caso. [

3.3 Prova do Teorema Principal do Capitulo

Como F' ¢é limitado inferiormente em B,,, seja m =: inf{F(v) : v € B, }, nosso

objetivo é mostrar que:
m = min{F(v) : v € B, }. (3.24)

Teorema 3.1 Sob as hipdteses (3.2) e (3.17), o problema (3.1) tem pelo menos
uma solugdao nao trivial vg € B,,.

Demonstracao: Por (3.23), temos que
1
m < F(0) < —SN2, (3.25)
N
Seja {v,} uma sequéncia minimizante de (3.24). Como ||v,||z < po, podemos assumir que

v, — vUg fracamente em E,
v, — vg em L1(Q), 2 < g < 2%, (3.26)
Up — Vg q.b.p em €,

quando n — oo.

A continuidade fraca da norma nos garante que

lvollp < Hm ||onllp < po,  assim vy € B,. (3.27)

n—o0

Pelo Principio Variacional de Ekeland (ver Apéndice A, Teorema A.3), podemos assumir
que
F(v,) = m, F'(v,) — 0, quando n — oo. (3.28)
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Devido,
F'(v,) = 0 I'(vy, 4+ t(vn)e1) — 0, quando n — oo, (3.29)

temos que,

3 (el =M= o [ (ot ten)enZ da— [ flon+ton)er)dn =mo(1) (3.30)

(&

/ﬂ(|an|2 — \02)dw — /Q(vn + t(vn)p1)2 topde — /Q fu, dx = o(1). (3.31)

Agora, utilizando a convergéncia fraca, verificaremos que vy satisfaz a seguinte

equacao no sentido fraco.
—Av =X v+ (v+ )L+ £ (3.32)

Com efeito, passando o limite fraco em

F'(vy)p = /(anVgp — M) dz — /(Un + t(vn) )2 "t dx — /fgo dr = o(1),
0 0 0

Vo € E, temos que:

[ (0096 = g da — [(o+ to)pn)F o do — [ fode =0, Vo e B
Q Q Q

e segue o resultado.

Multiplicando (3.32) por ¢; e integrando em 2,

/Q[—(AUO)% — Mvopr — (vo + tH(vo)pr) M1 — fer)ldz =0, (3.33)

usando que —Ap; = A\jp1, obtemos
/Q[(Uo + t(vo)e1)T o1 + ferldr = 0. (3.34)

A demonstragao estard completa se pudermos mostrar que vy % 0.

Primeiro afirmamos que

Jim #(vy) = t(vo). (3.35)

Caso contrério, teriamos lim, . t(v,) = t1 # t(vo). Pelas equagdes (3.6) e (3.34), como

t(v,) s@o pontos de maximo, segue que:

/Q[(Un +t(v) 1)} o1 do = — /Q Jo1 dr = /Q[(Uo + t(vo)e1) o du,

passando o limite, quando n — oo

S0+t "o do = [ [0+ two)er)T o d

Logo t; = t(vg), 0 que é uma contradigao.
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Agora seja w,, = v, — vy. Por (3.30),

moto(1) = 5 [(Voal? = M) de = o [+ t(wa)en) de = [ o+ 1)) d
Q Q Q

Pelo Lema 2.12 (Brézis-Lieb),

1 A
m+o(l) = = |/[|Vul*dz+ | |Vw,|? dm]—l[ v dr + [ w? d:c]
2| 7t ] |
—1/(v+t(v) 2 dit [0+t o > g
o 0 0)P1)y dx Un + t(vn)p1)+ — (vo + t(vo) 1) da
Q Q
. /f(vn—i—t(vn)gol) dz + o(1),
Q
assim,
mto(l) = | / Pz — o [0~ o)1 + (t(vedr — te)on) o7 d

0
1 A
+ §/|V00]2d9@ — ?1 [/Ugdx—i-/widx]
0 0 0

— o ot 0o dr— [+ o)) dr -+ of1).
Q Q

Desta forma,

1 ., 1 o 1 .
5 /fz |Vw,|*dz 5 Q(w )L dr + 5 Q(|Vv0| 10g ) dx (3.36)
> /Q(vo + t(vo)gpl)Q*dx — /Qf(vo + t(vg)p1)dx = m + o(1),
ou seja,
1 1 X
F(v) + 5 /Q [Vw,|*dz — > /Q(wn)i dr =m + o(1). (3.37)

Similarmente, por (3.31), (3.34) e pelo Lema de Brézis - Lieb, deduzimos que

/Q|vw"|2d$ B /(w”ﬁ*dm_/ﬂ(vo +t(vo)pr)” da
+ Q(|V110|2 — \vg)dr — /Q f(vo + t(vo)e1)dx = o(1),

assim,

/Q Vw,|*de — /Q (wn)? d = o(1). (3.38)

Observe que /(wn)Q+ dz é limitada, pois w, = v, — vy € H} < L%, isto é,
Q

o < C|vy, — UoHHg <k, j& que, v, — vy — 0 em Hg(Q).

|wn |2+ = [Jvn — vo
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Se limn_wo/ |Vw,|*dz = +00, temos um absurdo por (3.38) e pela observacio acima.
Q

Logo, seja lim,, / |an|2d:v =k > 0. Temos dois casos a considerar:
Q
(i) Se k =0, é claro.
(17) Se k > 0, sabemos pela desigualdade de Sobolev que

2 2 2 2/ 2 2/
= > > . .
/Q IV, 2dz = |Jwn]|% > S (/Q(wn) dm) > 5 (/Q(wn)+ dm) (3.39)

Tomando o limite em (3.38) e em (3.39), obtemos
k> SEN=2N - sto 6, k> SN2 (3.40)
Assim, por (3.38),

m+o(l) = F(v /|an|2 dx——/ w,)? dx

Passando o limite quando n — oo, por (3.38) e (3.40) temos que:

1 1
m=F() + K > F(u) + NS%.

N

1 1 1
Por outro lado, por (3.25), m < NS%’ consequentemente, NS% > F(vg) + NSZ’ e
desta forma, F(vg) < 0.

Agora podemos concluir que vy #Z 0. De fato, se vy = 0, entao, por (3.13)

2N

N +2\ A
F(vg) = F(0) = <)>0, o que é um absurdo.
() = FO) = (S ) 25 q
Por outro lado, vy € intB,, pois se v € 0B, entdo ||vo|lg = po. Como F(v) > a > 0 se
lv||e = po, temos que F(vg) > 0, o que é uma contradigao. Desta forma, a demonstracao

estd completa.
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4 Infinitas Solucoes para um Problema
Critico com a Condicao de Neumann na

Fronteira

4.1 Apresentacao do Problema

Neste capitulo, mostraremos alguns dos resultados provados por M. Comte e M.
Knaap (ver [16]). O problema estudado, trata-se de uma equagao diferencial parcial elip-
tica de segunda ordem com condi¢oes de Neumann homogénea, envolvendo o expoente
critico de Sobolev. Utilizamos a técnica de minimizacao via Teorema de Multiplicadores

de Lagrange para obtermos solugdes para o seguinte problema:

—Au=|uf'u+ I em B,
ou 4.1
— =0 sobre 0B, (41)
an
) s N N +2
onde B ¢é uma bola unitaria em R™, com N >4, A€ Rep= N _ 9

Para resolver o problema acima, precisaremos primeiramente encontrar uma solu-

¢ao positiva para o seguinte problema auxiliar:

—Au=uP+Au em A,,

(P, Qé: 0 sobre Iy,
a—u =0 sobre I,
n

definido em um setor angular da bola B com condigoes de fronteira mista. A fronteira deste
setor é formada por duas partes planas que denotaremos por I'y,, e por uma parte curva
denotada por I'; ,,,. Assim, o setor angular é uma “fatia de pizza”, que posteriormente sera
definida formalmente. Feito isso, utilizaremos um argumento de “colagem” de solugoes

para estender a solugao desse problema auxiliar para o problema definido na bola B.

Assim, como no capitulo anterior, também precisaremos de estimativas que envol-

vem a constante 6tima de Sobolev, que é bem tipico para problemas criticos.
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O teorema principal do capitulo é:

Teorema 4.1 Se N > 4, para cada N € R, existe uma infinidade de solugoes para o
problema (4.1).

Porém, antes de mostra-lo, apresentaremos algumas notagoes e resutados que nos

auxiliarao na prova.
Por conveniéncia, nés moveremos o centro da bola unitaria para o ponto (0, ..., 0, 1)

de modo que a origem esteja na fronteira 0B.

B={r eRY: 2} + .. +a% , +(zxn—1)? <1} (4.2)

Em seguida dividiremos a bola B em setores angulares da seguinte forma:

para m = 1,2, ... definimos o setor angular A,, por

An = {:L‘ € B;cos (;ﬂ) (1, 22, ..., zn_1)||2 < sin (27;) (1— a:N)} : (4.3)

O angulo entre dois planos limites é chamado o dngulo do setor.

Observe que A; é a metade da bola (com o setor angular de 7), Ay é um quarto
da bola (com o setor angular de 7/2) e A3 é um oitavo da bola (com o setor angular de

m/4), e assim sucessivamente.

Abaixo, representamos o setor angular A,, definido anteriormente.

Figura 1 — Setor angular A,,

Fonte: Comte-Knaap [16]
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Aqui Iy, = 04,,\0B e I'y ,,, = 0A,, N OB.

Usando as notagoes acima, consideramos o problema eliptico auxiliar com as se-

guintes condi¢oes de contorno mista.

—Au=uP 4+ u em A,,
u>0, u#z0 em A,

(Pm) u=20 sobre Iy,
% =0 sobre I'y .
on

Como dito anteriormente, a ideia é “colar” as solugoes deste sistema auxiliar, a

fim de se obter uma solucao para a equacao (4.1).

Apresentaremos a seguir, alguns resultados de grande importancia que serao uti-

lizados posteriormente.

Sejam 1, e 1, sendo respectivamente a primeira autofuncao e o primeiro autovalor

do problema
—AY =Xy  em A,

=0 sobre Iy, (4.4)
o

— =0 sobre I'y ,.

on

Esse problema é bem conhecido e sabe-se que seus autovalores pu,,, — +00, quando
m — +oo ver [15] e [33]. Esta informagao serd extremamente 1til na prova do Teorema

principal do capitulo (Teorema 4.1).

4.2 Solucdo para o Problema Auxiliar

Para mostrarmos o Teorema principal deste capitulo, necessitamos mostrar o se-

guinte resultado:

Teorema 4.2 Se N > 4, para todo A\ < p,,, existe pelo menos uma solugdo positiva para

o problema (P,,).
Antes de provarmos o Teorema acima, mostraremos um resultado de nao existéncia.
Teorema 4.3 Se \ > p,,, entdo o problema (P,,) ndo possui solugao positiva.

Demonstracao: De fato, obtemos esse resultado multiplicando a equagao
—Au = uP + \u pela primeira autofuncao 1, e depois integrando sobre o conjunto A,,,
Assim, segue que

_Al Authy, dv = / Py, da +A£ AUy, dx.

m
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Utilizando as formulas de Green, (ver apéndice A, Teorema A.4), segue que

/ VuViy, di — / ¢mg“ ds — / N / Nty d.
Am OAm il Am

m

Como

OAm

[onbas= [ 62 dst [ 0,2 s
on on on
8F07m 8F1,m

0
e usando o fato de v, = 0 sobre I'y ,,, € v _ 0 sobre I'y ,;, obtemos que

on

/ VUV, d — / T / Ny, da.
Am Am

m

¥ € solucao para o problema (4.4), entdao — / AYu dr = / Au, dx, usando nova-
Am Am
mente a férmula de Green segue que / VuVi,, de = / Au,, dx e portanto concluimos
m Am
que / uP,, dr = 0, o que é uma contradicao, pois v, é continua e estritamente positiva,

Am
logo u nao poderia ser positiva. [

Lembremos que nosso objetivo nesse momento é encontrar uma solugao positiva
para o problema (P,,), quando A < p,,. Para isso, o proximo lema serd de suma importan-

cia, pois com ele, conseguiremos garantir certas propriedades referentes a compacidade.

Lema 4.4 Se N >4 e A < i, entdo

2N
onde
Ca= it {1Vl 0, Ml ) w6
V(A,) ={ue H' (Ay,);u =0 sobre Tgp, € |[ullpr1.a, =1} (4.7)
e
/ |Vu|*dx
= e = 4.
= epdfione 2 (4.8)
+1

/ |u|Ptdx
N

é a melhor constante de Sobolev para a imersio Hy — LP*L.
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A prova desta estimativa é extensa, entao a dividiremos em dois lemas. O Lema
4.5 sera utilizado para provar que o nivel C\ é nao negativo, enquanto que o Lema 4.7
garantem que C é limitado superiormente por uma constante que depende somente da

constante 6tima de Sobolev S.

Lema 4.5 .
(1) Se N < A" entao Cy > Chn.
(17) Se XA <y, entdo Cy > 0.

Demonstracao: (i) Como N < N’

/\Vu\Qd:U—)\’/\uP dx > / \Vu\2d:c—)\”/]u\2dx,
Am

m m m

para todo u € V(A,,), tomando o infimo sobre o conjunto V' (4,,), obtemos que Cy > C.
(77) Note que

Am

C,,= inf /|Vu|2dx—um/|u|2 dr p, e / |Vu|2dx2,um/|u|2 dx
Am Am Am

para todo u, entdo tomando o infimo sobre o conjunto V(A4,,) obtemos que C,, > 0.
Utilizando o fato de que A < p,, € 0 resultado do item (i), concluimos que Cy > C,,, =0,

finalizando a prova do lema. [

Para a estimativa superior de C, argumentamos como em [1]. Considere a razao:

/]Vu]Qd:c—)\/qua:
) = An A

Qx(u "o (4.9)
p+1
/ uP e
para uma familia de fungdes 1. que se concentram na origem:
us(z) = %, e >0, (4.10)
(e+ =)=

onde p(|z|) é uma fungdo corte que satisfaz:
(a) ¢ =1 em uma vizinhanga da origem,
(b) ¢ = 0in B, onde B, é uma bola aberta centrada na origem com raio R, = sen (2%)

Assim, Ue|

=0e ue| € V(A,,), onde V(A,,) = {u € H'(A,,) : u= 20 sobre [y,,}.
Am

FO,m
Para estimar @, (u.) precisamos estabelecer os valores das integrais de (4.9) na

metade superior da bola B,, e entao subtrair dos valores das integrais no dominio %,,,
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definido por
Y = (B \ An) N {xy > 0}, (4.11)

como pode ser visto na figura abaixo:

Figura 2 — Regioes de integracao do setor A,,

LN,

Fonte: Comte-Knaap [, 1]

Para isso sdo necessarios os seguintes lemas no caso em que a dimensdo do RV ¢

maior ou igual a 4.

Os valores das integrais em B,, estdao apresentados no lema abaixo, e os célculos

podem ser encontrados em Brézis-Nirenberg [11].

Lema 4.6 Sejam u. como definido em (4.10) e N > 4. Entao

IVuc3 5, = Kie=*2 +0(1), quando ¢ — 0.
||Us||%,Bm =O(|logel), quandoe—0 se N =4.
H%H;Bm = 0(6%), quando e =0 se N >5.

= Kye™7 + O(e), quando e — 0,

onde
El§

Ky = (N —2)? /RN T (4.12)
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1 2
K:/7d
’ <Rwu+mme>

K
L — S, ¢ a constante definida em (4.8).

"k,

(4.13)

Agora, apresentaremos o ultimo lema que nos auxiliara na prova do Lema 4.4.

(ver apéndice B), Os cédlculos das integrais em X, aparecerao durante a demonstragao

dos mesmos.

Lema 4.7 (ver apéndice B) Se N > 4, entdo, quando ¢ — 0,

Ky o
IVaells 4, = 5re 7 {1-Le2 +0()},

luel3 4,

K. - N -3
||Ue||2137§27Am - et {1—( n )L5§+O(s)},
onde

N —2 2 4
PGy S
K, ry-1 (14 [z|2)N

Agora temos todas as informagdes necesséarias para provar o Lema 4.4.

Demonstracao: do Lema 4.4

Pelo lema 4.5, nos resta provar que C) < Pyt

N
/|Vu|2d:£—)\/u2d:v
_ An A

Como

m

Qx(u)

2 )
p+1

/ uPHdx

m

segue que, se N > 4 temos

IVuel3 4, — Muell3 4,

Q/\(ua) -

el
e segue pelo lema 4.7 que

K 2—N 1
LT {1 - Ler 4 0(e)} — { N

Oz ) se N2>5,

Q)x(ue) =

O(|loge|) se N=4

§;{L§x;3L&+O@};J

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Desta forma

1 S
) =—=z1— Le> PR
Q) = {1 - Lt + RE) | <
com
Of(e|loge]), se N =4,
R(e) =
O(e), se N>5
e segue o Lema 4.4 para N > 4. n

O ultimo ingrediente na prova do Teorema 4.2 é mostrar que podemos utilizar uma

desigualdade devido a Cherrier (ver apéndice B, Teorema B.6).

Essa desigualdade nos diz que, se € é um dominio em R”Y, que é limitado e de

classe O, entdo para cada ¢ > 0, existe uma constante M., de modo que para todo
ue HY Q) :

92/N 2
il < (g + ) 19ulzn+ 2 fulan (a.18

N +2
N-2

Porém, em nosso caso, A,, nao é de classe C'. Portanto estendemos as funcoes u

onde p =

pertencentes a V' (A,,), para bola unitaria
B={zeR"; 22+ .. +2%_+(zx—1)2 <1}

definindo
u(z) se x € Ap,
(z) =
0 se z€ B\ A,

Entdo @ € H'(B), onde B é um dominio regular suave. E claramente temos

IVillap = [[Vull2,a,.,
a2z = lull2,a,., (4.19)
lallpre = |wllpr1,a,-

Portanto a desigualdade (4.18) continua sendo valida para para todo u € V(A,,)

isto é
2/N

2
felhern. < (%5

2
+f) IVullan, + Mdlullsn,

Neste momento, estamos aptos a provar o Teorema 4.2.

Prova do Teorema 4.2

Demonstracao: Seja {u;} C V(A,,) uma sequéncia minimizante de (4.6), isto é
[wjllp1.a, =1, (4.20)

IVl am = M3 4, = Cx +o(1). (4.21)
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Por (4.20) e pela imersdao de LPT!(A,,) — L*(A,,), obtemos que
[wjll2.a, < Cllugllprra, < C,

e portanto {u;} é limitado em L?*(A4,,). Usando (4.21) e a limitagao de {u;} em L*(A,,)
obtemos que {Vu;} é limitado em L?(A,,) e, portanto, que {u;} é limitado em V(A,,).

Assim {u;} possui uma seqiiéncia fracamente convergente em V' (A,,) de modo que

u; =~ u fracoem V(A,,),
u; — u forte em L*(A,,),

u; —u q.t.p.em A,.

Mostraremos agora que a sequéncia {u;} converge fortemente para a v em V(A4,,).
Seja
Uj = Uj —Uu,
entao
v; — 0 fracoem V(A4,,),
v; — 0 forteem L*(4,,), (4.22)
v; —0 qtp.em A,

Um resultado de Brézis e Lieb (ver Capitulo 2, Teorema 2.12), nos garante

U= lgllpir,a, = Nl a, + 10ill550,a,, + o), (4.23)
substituindo v; na desigualdade (4.18) obtemos

22/N 2
lolbinnn < (%5 +¢) 190 laa + 01

2,Am»

e segue que

12 < ﬂ V.2 M2|v. |2
lillpira, = (=g +e) IVUillaa, + Mllvllz A,
(4.24)
+ 2

22/N 2
<S+e> 1V vjll2,a,, Mel[vjll2,a,, | -

Como ||Vvj||2,4,, € limitado e v; — 0 em L?*(A,,), assim se observarmos as duas tltimas

partes da desigualdade acima, teremos

M2 w534, +2

m

92/N 2
( +Quwwmwwm

S Q,Am] = 0(1).

Substituindo o resultado acima na desigualdade (4.24), obtemos

losl2ar o < (22
Jer,m— S

+QHVwmAm+dw.
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Agora substituindo a desigualdade acima em (4.23) e multiplicando por C'\ produzimos
2/N

S
Por outro lado obtemos, a partir de (4.21), que

2
01 = Cullulina, + G (T +€) IV0lR., + 000 (1.25)

Cx = 1Vull3 4, + IVUsll3 4, = Allull3, 4, +o(1)- (4.26)
Substituindo (4.26) em (4.25), obtemos que

IVull3 4, + IVl 4, — Mull3

m m

2/N

2
< Cluliaa, + O (S ) 9010, + o)

Por outro lado, pela definicao de C'y temos
Callullpis,a,, < IVullsa, — Mullza,,,
e segue que,

IVull3 a,, + VU134, — Alull3a,
2/N

S

< ||VU||%,A

m

2
ull .+ Cy ( +e) V052 4+ o(1),

e portanto,

22/N
1900, < Cs (25 +e) IV, +o00)

S
Como A < i, pelo Lema 4.4, temos que C) < 2N desta forma garantimos a

existéncia de uma constante positiva C' de modo que
IV;l15,4,, < (C+ CIIVl3.4,, +o0(1).

Tomando € > 0 suficientemente pequeno concluimos que [[Vv,|3 4 = o(1), e portanto

s —ull3,4,, = lvl5.4,, — 0 quando j — oo. Conseqiientemente u; — u forte em V' (4,,),

u é de fato um minimizador de (4.6) e
Cx = 1Vull3 4, = Alull3 4, (4.27)

Além disso, como ||u||p+1.4,, = 1, concluimos que u # 0.

Agora mostraremos que C) > 0.

Pelo lema (4.5) (ii), sabemos que C > 0. Suponhamos que Cy = 0, entao por (4.27),
IVull3,, — Mull34, =0 (4.28)

Por outro lado,

= inf
b = 158

Y

{kuz,Am} _ Vel
[l a, )~ llul3a,
deste modo temos que

pllullz a,, = IVull3 4, (4.29)



45

Por (4.28) e (4.29), temos:
i lltl3 4, — IVull5.4,, > 0 e segue que 0 > (g — A)||ull3 4, > 0. Como p,, > A, temos
que ||ul%, =0 e portanto u = 0. Absurdo, pois u # 0.

Podemos ainda supor que u > 0, caso contrario, podemos substituir « por |u].

Isto é possivel, pois {|u;|} é também uma sequéncia minimizante, logo podemos trocar a

sequéncia minimizante {u;} por {|u;|}.
Com efeito:
Pelo Teorema de Stampacchia,
|Vlul| = (sign w)Vu se u #0.
Além disso, Vu = 0 sobre o conjunto [u = 0], entdo |V|u|| = |Vu| q.t.p em A,,, assim
V11134, = Muslllz 4, = V515 4, = Muslz 4, = Ca,
e portanto {|u;|} também é uma sequéncia minimizante, como queriamos verificar.

Podemos ainda garantir, por um refinamento do Teorema de Hopf (ver apéndice
C, Teorema C.11), que u > 0.
Agora, sejam G(w) = / lwPTdr e Q(w) = / Vw|*dr — / MNw|*dz, onde
Am

A m

m

w e V(An).

Dado w, ¢ € H! com x € Q e 0 < |t| < 1, e utilizando o Teorema do Valor Médio
(ver apéndice B, Teorema B.7), existe um 6 € (0,1) tal que:

(@) + to(@)[P* — [w(@)™] _ (p+ Diw(x) + Ote() P~ (w(x) + Ote(x))te(x)

1 i

Assim,

= (p+ Dlw(x) + tp(z)Pe(x)

< (4 D(w@)| +[e(@)])le(@)].

‘ [w() + to(a) [ — [w ()]
]

Desde que w,p € HY(Q) temos que w,p € LPT(Q), pois H'(Q) estd imerso
continuamente em LP*1(Q), onde p + 1 = p*, decorre disto que (|w| + P e Lp:1 ja que
2 J
1 1P
p+1 p+1
p

Jllw@]+ o@D de | = || [ (w@)]+le@)P)de

m m

1 1 1
Como eS| + P = » i 1 + orl = 1, temos pela desigualdade de Holder que
p

"U
|
hSA

[ (w@) + le@Ple@lds < | [Iw@)]+le@)1 5| | [ lepds

m m m
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Logo
(lw(@)] + [h(2))Ple(z)] € LH(Q).
Consideraremos agora a seguinte sequéncia em L'().
fo(x) = (p+1)|w(x) +0putnp(z)Plw(x) +Ont,o(x)]@(x) com 1 > t, — 0 quando n — 400,
logo
falz) = f(2) = (p+ Dlw(@) [ w(@)p(z).

Como
[fa(@)] = (p+ Dw(@) + Outnp(z) P w(@) + Ontap(z)) ()]
= (p+ D(Jw(z) + utuip(@) )P ((w(@) + Ontup(2))]|0(2)]
= @+ D(lw(z) + Outnp(z)|)?(2)]
< (p+ D(Jw(@)] + [0 [tn]|o(2)])? [ (2)]
< (p+D(Jw(@)| + o) [PDle(2)],

pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver apéndice A, Teorema A.7), segue

lim [ fulw)de = (p+1) [ w@)P wi@)p().
Am Am

n—-+0o00

Por outro lado,

w(z) + tap(z) P = Jw(z)P*
tn

= (p+ Dlw(@) + Ontup (@)~ (w(z) + Ontuip(x)) (),

isto é,

lim (4/ w(z) + tap(z) P Ldz / w(x)p“da:) —(p+1) / ()P~ Yw(z)p(x)dz.

n—+00 tn

m m

Logo,

t—+oo ¢

lim (4/ (@) + tuple) e [ w<x>|P+1dx) = (p+1) [ @) w@)p)d

m m

e concluimos que

G'(w)- o = (p+1) [ w@)P w(z)p(e)ds.
Am
Tomando w = ¢ = u, segue que
G'(u) -u=(p+1) / P~ u2dz = (p+ 1) / |+ de,
Am, Am
Assim, G'(u) -u =p+1# 0, e u é um minimizador do problema (4.6), pelo Teorema de

Multiplicadores dos Lagrange (ver apéndice B, Teorema B.4), existe um numero real «

de modo que:
Q/(u) TP = G/(u) 2 VSD € V<Am>
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Colocando I(u) = / IVul*dz e J(u) = / |u|*dx, utilizando o mesmo raciocinio
Am

m

da derivada anterior temos que

J () -o=2 [ updx
/

() =l tp) = Jw)

o1 2 2
= %g%; /|V(u+tcp)] dx—/\Vu\ dx
-m Am
1
~ lim; / (Vu + 1Y) (Vu + 1V ) dx — / VuVu dz
m Am
1
= %1_1;%% /|Vu|2 dx+2t/Vquodx+t2/|Vg0|2 dx — / |Vul? do
Am m m

= 2 / VuV dx.
Am
Assim,
Q'(u)-p=2 / VuVe de — A / up dr | = A / lulPo dz = aG'(u)p, Ve € V(Ay).
m Am A
Tomando ¢ = u, temos que

1
/ |Vul*dr — A / ude = 04(]92—1—)'
Am Am

2C
/\1 > 0 e desta

Por outro lado, u é o minimizador, assim por (4.27), obtemos que o =

forma temos que
C
/VuV@dx—)\/u@dxzi/\/upgo,
p+1
Am Am Am

e assim, u é solucao fraca da equacgao

—Au—Mu = AP em A,
p+1
(Pcy )m u = sobre Iy,
0
o = 0 sobre I'y ,,.
on

Como u € V(A,,), u satisfaz a condigao de Dirichlet em I'y,, e a condi¢do de Neumann

em I'y ,,. Agora vamos encontrar uma contante 7 de modo que v = CJu seja solugao do
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problema (P,,). Subtituindo v = C{u em (P,,) e usando o fato de que C > 0 temos
—A(CTu) = (CTu)? + M\(CTu), assim, CT(—Au) = C{PuP + A\C] e desta forma

—Au = CPCyTuP + NC{CTu
CXPTul + MO T
= 1" 4

Portanto u satisfaz a equacao:
—Au =[PP 4 M,

por outro lado, u satizfaz (Pg, ), isto &,

Ch

—Au — A u = uP.
p+1
~ . ~ ; T(p—1) C)\
Comparando as duas equagoes em que u € solucao, concluimos que C'y DI ou
1) — 1 . o
seja C’/\(p D=1 Py como os termos da igualdade sao positivos, podemos tomar o
p

_1)— 1
p-1) =1 P e obtemos que

p+
1
ln<+1>
p
tanto 7 = —— —_—
n(Cy) , portanto 7 b1 + In Cy

logaritmo natural, assim ln(C’;(

1
ln< _1>
L \p

T(p—1)—

Logo concluimos que v = CJu, para a constante 7 obtida acima, ¢ uma solucao

para o problema (P,,).

4.3 Solucdo para o Problema Critico

Agora nos resta mostrar o Teorema 4.1. A técnica é fazer um tipo de “colagem”

de solugoes obtidas pelo Teorema 4.2.

Demonstracao: Teorema 4.1

Seja A € R e seja p, o primeiro autovalor do problema (4.4). Como p,, /' co quando

m — 00, € possivel obter um menor nimero natural my de modo que A < p,,,. Para cada

nimero natural m > mg, consideremos u,, a solugao positiva referente ou problema (P,,)

obtida no Teorema 4.2. Agora consideremos A} a reflexdo de A,, sobre uma das fronteiras

planas. Sobre A,, U A/ definiremos a fungao ,,, de modo que @, = u,, em A,, € U,, ¢ a

fungao antisimétrica de u,, com respeito ao plano de reflexao em A/ . Seja A" a reflexdo

de A,, U A/ sobre uma das fronteiras planas e 1, uma funcio definida em A,, U A, U A”,

de modo u,, = U, em A,, UA! e u,, ¢ antisimétrica com respeito ao plano de reflexao.

Repetindo este procedimento m vezes, finalmente se obtem uma funcao u definida em

toda bola B. E claro que u satisfaz a condi¢do de Neumann na fronteira B e, portanto, é
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uma solugdo do problema (4.1). Esta solugao é positiva em 2™~ componentes conexas e
negativa em 2™~ ! componentes conexas, ou seja, a solucao obtida muda de sinal. Usando

o resultado de regularidade de Cherrier [14], temos que estas solugdes pentencem a C?(12).

No caso m = 2, veja como exemplo a figura seguinte:

Figura 3 — “Colagem” da solugdo do setor As

Y

(X1, X2, .. XNo1)

Fonte: o autor
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APENDICE A - Resultados Gerais do
Capitulo 3

A.1 Teorema da Funcao Implicita.

Sejam m, n inteiros positivos.

Notacao. Escreveremos um ponto em R como

(l‘,y) = (xlv"'axn7y17”'7ym)

para z € R" y € R™.

Seja U C R™™ um conjunto aberto, e suponhamos f : U — R de classe C!, onde

escreveremos f = (f1,---, f™). Assumiremos (zq,yo) € U, 20 = f(xo, o)
Notacao.
1 DY 1 1 DY 1
X1 Tn Y1 Ym
Df =
m DY m m DY m
z1 Zn 9 Ym /7 mx(n+m)

= (D,f,D,f) = matriz gradiente de f.

Definicao A.1
a(fl’...’fm)
a(yla o 7ym)

Jyf =|det D, f| :|

Figura 4 — Funcional f em uma determinada vizinhanca

Rn+m £

~xo,¥0)\ " \
® ™ ~

£
/Rn . *0

Fonte: Evans [22]
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Teorema A.2 (Da Fungao Implicita) (Ver [22]).
Suponhamos f € CH(U;R™) e

Jy f(x0,%0) # 0,

entdo existem conjuntos abertos V.C U, com (xg,yp) € V e W C R™ com xy € W, e uma

aplicagdo de classe Ct g : W — R™, de modo que:

(i) g(x0) = yo,
(i) f(x,9(x)) =20 (ze€W),
(iii) se (x,y) € V e f(x,y) = 20, entio y = g(x),

(iv) se f € C* entio ge C* (k=2,--).

A aplicagao g € definida implicitamente perto de xq pela equagdio f(x,y) = zg
Figura 5 — Teorema da Func¢ao Implicita

Rn+m

Z0

Fonte: Evans [22]

A.2 Principio Variacional de Ekeland

Teorema A.3 Seja X um espagco métrico completo e ® : X — R U {+oo} semicontinua
inferiormente e limitada inferiormente.

Sejam € > 0, ew € X dados, tal que:
€
o < €
(1) @(u) < 1£1(f<I> +3
Entao dado \ > 0, existe uy € X tal que:

(2) ®(uy) < @(uw),
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(3) dist (uy,w) < A,

(1) ®(uy) < (u) + gdist (un, 1) Y u# uy

A.3 Formulas de Green e Resultados de Medida

Teorema A.4 (Formulas de Green) (ver [22], pdg 628).
Sejam u,v € C*(Q). Entdo:

(i) /QAudx:/mg:; ds,

(i7) / Dv.Du dx = —/ ulAv dx + @u ds,
Q Q a0 On

(iii) /uAv—vAu dx:/ u@—v@ ds.
Q

Lema A.5 (Lema de Fatou) (Ver [9] pagina 90).
Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de L' tal que
(a) Para cada n, f,(x) >0 q.t.p em .

(b) sgp/fn(x)dx < 00.

Para cada x € Q ponha f(x) = lim f,(z). Entdo

n—oo

feLl'Q) e /f(x)dx < hgr_l}g)lf/fn(l')dl‘.

Teorema A.6 (Teorema da Convergéncia Mondtona) (Ver [9] pagina 90).

Seja (f,) uma sequéncia de funcoes de L' satisfazendo

(@) i< fo<.. < fu< furr <... quase sempre em ),

(b) sup/fn(x)dx < oo. Entao f,(x) converge em quase todo ponto de Q para um limite

finito denotado por f(x); e a mais ainda

fel' e ||fo— fll;r =0, quando n — co.
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Teorema A.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque) (Ver [9] pdagina 90).
Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em L. Suponhamos que
(a) fu(x) — f(x) em quase todo ponto de )

(b) FEziste uma fungdo g € L' tal que para cada n, |f,(x)] < g(x) para quase todo ponto
em (.

Entao
fel' e |[fo—flln — 0, quando n — oo.

Teorema A.8 (Lusin) (Ver [23]).

Seja f : RY — R wma funcdo mensurdvel, entdo para cada ¢ > 0, existe um

conjunto compacto K C A, com med(A) < oo, tal que med(A— K) < e e f|, € continua.
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APENDICE B - Resultados Gerais do
Capitulo 4

B.1 Algumas Funcoes Especiais
Proposicao B.1 (ver [16]. Proposicio 3.2) Seja n(|x|) uma fungio suave.

(a) Se N = 3, entdio

(b) Se N >4, entao

E/ o)z = < / 7)Y (L + h(r))dr,

onde h(r) é uma fungio suave de r, com h(r) = O(r?*) quando r — 0 e wy_1 € a drea

da bola unitdria em RN71,
Defini¢ao B.2 (ver [3}]) Se n > 0, definimos a fungao gama por

I'(n) = /u”‘le_“ du.
0

Propriedades da funcao gama

(1) T'(n+1)=nl(n), se n>0.
Assim como I'(1) = 1, temos I'(2) = 1, I'(3) = 2!, I'(4) = 3! ¢, de um modo geral,
['(n+ 1) = n!, se n é inteiro positivo. Por essa razao, a fun¢ao é algumas vezes

chamada funcao fatorial.
1
(2) T(5) = V7.

v
3) T(p)[(1 — p) = 0<p<l.
(3) T'(p)r'(1 —p) pp— p
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(4) Para n grande, I'(n +1) ~ 27n n"e™™.
Aqui = significa "aproximadamente igual a, para n grande'. Mais exatamente, es-
F(n)

crevemos F(n) ~ G(n) se Jim == = 1. Essa ¢ chamada formula de Stirling.

G(n)
(5) Para n < 0, podemos definir I por

P(n) = 21,

n
Definicao B.3 (ver [34]) Se m > 0, n > 0, definimos a fungao beta como
1
B(m,n) = /um_1(1 — )" du
0

A funcdao beta pode em alternativa ser definida utilizando a mudancga de varidvel
U

1+u

s = , COMO

B(m,n) = /sm_l(l + 5)~(mtn) s
0

Propriedades da fungao beta

D(m)0(n)

(1) B(m,n)= Tm+n)

1
' 1 I'(m)l
(2) /sean_lﬁcos%‘_lH df = §B(m, n) = M
0

B.2 Multiplicadores de Lagrange, ldentidade de Pohozaev e
Desigualdade de Cherrier

Teorema B.4 (Multiplicadores de Lagrange) (Ver [32]). .
Suponha F,G : X — R funcoes de classe C' e X um espaco de Banach. Se para xy € X
tivermos G(zo) = 0, e x¢ extremo local da F quando restrita a C = {x € X;G(x) = 0},

entao

(i) G'(zo) =0 ou

(i) 3 p € R tal que F'(xo)v = uG'(xo)v, Yv € X.

Identidade de Pohozaev
Considere o seguinte problema de Dirichlet nao linear

{ —Au = f(u), em Q,

(B.1)
u = 0, sobre 0f2.
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Seja F(u) = /Ou f(s) ds.

Teorema B.5 (Identidade de Pohozaev) (Ver [31]).

Seja Q2 um dominio limitado em R™ e seja v o vetor unitirio normal exterior a 0S2. Se
u € uma solugdo cldssica (u € H*(Q) N Hy(Q)) de (B.1) entdo a sequinte identidade é
valida:

n—2 1 9
n/QF(u) dx — 5 Quf(u) dr = 5/89 uz(x.v)do, (B.2)

Ju

de u, = —.

onde u 5
Lema B.6 (Desigualdade de Cherrier) (Ver [15]).

Se Q é um dominio em RY, que é limitado e de classe C', entdo para cada € > 0, existe

uma constante M., de modo que para todo v € H'(Q) :

2 2
IN
lallpsr < (S + ) [Vullz0 + M.llul2q.

de 1 — N +2
onde p = ———.
Teorema B.7 (Valor Médio) (Ver [25]).
Seja f: U — R definida no aberto U C R™. Suponhamos que o segmento de reta [a, a+ v]

esteja contido em U, que a restri¢ao f|[a atv] SEJC continua e que exista derivada direcional

gi(m), sequndo v, em todo ponto x € (a,a + v). Entao existe § € (0,1) tal que
0
fla4+v)— fla) = a“jj(a + 6v).

B.3 Resultados Importantes Sobre as integraisem A,,,, B,,, e X,

Lema B.8 Se N >4, entdo, quando € — 0,

K o-
IVaells 4, = 5re 2 {1-Le2 +0()}, (B.3)
el = O(|logel) se N =4, (B.A)
“BAn O(E'T)} se N>4,
K 2-N N -3 1
el 1, = Sxoze (1- (55 1t +oe)}, (B.5)

onde
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Demonstracao: Temos que

1
IVula, =5 [ IVu@) do = [ [Vuo(a) do. (B.7)
Bm Xm
Pelo lema 4.6, o primeiro termo ap6és a igualdade acima ¢é dado por:
1 K, 2
i/w%@w¢ﬁ:§5¥+om. (B.8)
B,

Para calcular o segundo termo, utilizamos a proposicao (B.1), que diz

Z/ \Vu.(z)*dz = w];_l O/ (Ve (r)|2rN (1 4 h(r))dr.

Como ¢ =1 em uma vizinhanca da origem, a integral torna-se

R"YL

(N —2)%wn_1 [ rNT2(1 4 h(r))

Jﬁkuﬂmx_ - /’ o+ 0,
Usando que h(r) = O(r?), quando r — 0, encontramos
R
N — 2)2 a |JZ’4 3-N 4-N
(@) de = / do €% ). B,

i/Wu@ﬂx 5 Tl T H0E) (B.9)

Substituindo as expressoes (B.8) e (B.9) em (B.7), ¢ em vista da definigao (B.6), obtemos

Ky 2 !
Vel 4, = 7187¥{1 — Le? +0(e)}.

Para ||uc|3 4, , temos

1
el s, = 5 [ w2(@) do— [ u2(@) da,
Bm

pelo Lema (4.6)segue-se que

O(|loge|) se N =4
2 )
Ug = _ B.10
leellza, { O(E'T)  se N>4, (B.10)
o que prova (B.4).
Finalmente, para ||u.||*y , temos
N_24im
N-—-2
2 1 ngz 1382 )
Hw%#ﬁ:§/%(@m—/%<@m . (B.11)

m Z:'m.
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Utilizando o lema (4.6), o primeiro termo a direita da desigualdade pode ser substituido

por
N
N

2N K -
/ugv () do = =2 —<"F + 0(1), (B.12)
Bm

assim pela proposicao (B.1), pelo fato de ¢ = 1 perto da origem, e h(r) = O(r?) quando

r — 0, vemos que

Ry,
2 WN-1 r 3—
[P - 2 T o
Zm . 0 ]? (B.13)
T 1— 3—
- = d =
5/ T+ epr e * T0E7)
N-1
Afirmamos que
et = (v0s) (1) 1™
= LKy 2. B.14
2/ A+ P @ = \vo2) (v (B.14)

Provando a desigualdade acima, podemos substituir (B.12), (B.13) e (B.14) em (B.11) e

obtemos,

Ky 2w N-3_ .
s, = —sze "3 {1 - Sy Lot +00)
assim, (B.5) estara provado.

Para provar (B.14) utilizaremos a fun¢ao Beta B(a,b) : (B.3)

B(a,b) = /3“’1(1 + 5)" (@t
0
definida para a,b > 0. Recordamos que B(a,b) pode ser expressa em termos de Fungoes
Gamma: (B.2)
I'(a)T'(b)

PO = Na v,

(B.15)

Observe que

|=[? WN—1 N1 N
mdfﬂ = 5 / S 2 (1+S) ds.

1
2

RN-1

Usando (B.15), obtemos que

[ TN = B AR

RN-1
_ TEDrED)
I'(N)
_ N3P
- N+1 ['(N)
N -3 "
= — = (1 N
N"‘lRN/lS (14 s) "ds
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assim,

/ [ _N-3 jz*
(

1+ 2PV T N+ L A

RN-1

Da mesma forma, podemos mostrar que

. 2
/ ( ! dx:N 2 Ldm.

L+ [a?) N L )Y

RN-1

ou
N
Ky =N(N—2)K)J 7.

Combinando (B.16) e (B.17) obtemos (B.14).

Ndx.

(B.16)

(B.17)
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APENDICE C - Principio de Maximo

Neste apéndice iremos desenvolver Principios de Maximo para Equagoes Diferen-

ciais Parciais Elipticas. Os resultados aqui enunciaremos podem ser vistos em Evans [22].

C.1 Introducao

Os métodos de Principios de Maximo estao baseados sob um conjunto aberto {2

em um ponto xg € (), entao:
Du(zg) =0  D*u(zg) <0,

onde esta desigualdade significa que a matriz simétrica D?*u = ((Ug,4,)), ndo é positiva

definida em zy. Vamos considerar operadores elipticos L, tendo a forma

n n
Lu=— Z a7 Uz —|—Zb Uy, + cu,
ij=1 i=1
onde os coeficientes a™/,b’, ¢ sdo continuos e satisfazem a condicao de elipticidade uni-
forme, a qual definiremos a seguir. Vamos assumir, sem perda de generalidade, a condic¢ao

de simetria a¥ = @’ (i,j =1,..., N).

Defini¢ao C.1 Dizemos que o operador diferencial L é (uniformemente) eliptico se exis-

tir uma constante 6 tal que

Z a’(2)&& > 01€?, qtp €Q e VEERN

C.2 Principios de Maximo Fraco

Primeiramente, vamos identificar sob quais circunstancias uma funcao deve atingir
seul maximo (ou minimo) na fronteira. Estamos assumindo sempre que © € RY ¢ aberto

e limitado.
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Teorema C.2 Assuma que u € C*2(Q)NC(Q) ec=0 em Q.

(i) Se Lu<0 em €, entdo

max u = max u.
Q a9

(it) Se Lu>0 em €, entdo

min v = min .
Q o)

Observagao C.3 Uma fungio u € C?(Q) N C(Q) satisfazendo Lu < 0 em Q é chamada
de subsolugio. Analogamente uma funcao u € C*(Q) N C(Q) satisfazendo Lu > 0 em Q é

chamada de supersolugdo.

Teorema C.4 Assuma u € C*Q)NC(Q) ec>0 em .

(i) Se Lu<0 em €, entdio

maxu < maxu’.
Q oQ

Q
(i) Se Lu>0 em €, entao

minuw > —minwu .
Q o0

Observagao C.5 Em Particular, se Lu =0 em ) entdo

max |u| = max |ul.
Q o0

C.3  Principios de Maximo Forte

Lema C.6 (Lema de Hopf para Subsolugoes)
Assuma u € C*(Q)NCYQ) e que c =0 em Q. Suponha ainda Lu < 0 em ), e que exista
um ponto xy € 0S) tal que

u(zo) > u(z), Vo el

Assuma, finalmente que Q2 satisfaz a condicao da bola interior em xq, isto €, existe uma
bola aberta B C €2 com xq € 0B.

(i) Entao
Ou
v

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a bola B em xg.

(ZL'()) > 0,
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(ii) Se
c>0 em €,

a mesma conclusio € vdlida desde que u(zg) > 0.

Lema C.7 (Lema de Hopf para Supersolugoes)
Assuma u € C*(Q)NCYHQ) e que c =0 em Q. Suponha ainda Lu > 0 em ), e que exista
um ponto xy € 0N) tal que

u(zo) < u(z), Vrell

Assuma, finalmente que 2 satisfaz a condicao da bola interior em xq, isto €, existe uma
bola aberta B C €2 com xq € 0B.

(i) Entao
u
v

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a bola B em xg.

(ZL'()) < 0,

(ii) Se
c>0 em €,

a mesma conclusio é valida desde que u(zo) < 0.

Teorema C.8 (Principio do Mdzimo Forte com ¢ =0)

Seja u € C*(Q)NC(Q) e que c = 0 em Q. Suponha ainda que Q é conexo, aberto e
limitado.

(i) Se
Lu<0 em €

e u atinge seu mdximo sobre ) em um ponto interior, entao u € constante em ).

(7i) Analogamente, se
Lu>0 em €

e u atinge seu minimo sobre ) em wm ponto interior, entao u € constante em ).

Teorema C.9 (Principio do Mdzimo Forte com ¢ > 0)

Seja u € C*(Q)NC(Q) e que c =0 em Q. Suponha ainda que Q é conezo.
(i) Se
Lu<0 em €

e u atinge seu mdximo nao-negativo sobre Q) em um ponto interior, entdo u € cons-
tante em Q.
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(7i) Analogamente, se
Lu>0 em €

e u atinge seu minimo nao-positivo sobre ) em um ponto interior, entdo u € cons-

tante em €.

Observacao C.10 No proximo Lema nao estaremos fazendo nenhuma hipdotese com res-

peito ao sinal de c.

Lema C.11 (Um Refinamento do Lema de Hopf)
Suponha que Q C RN seja um aberto, u € C*(Q), e c € L>=(Q). Assuma

—Au+c(z)u > 0 em Q,
u > 0 em €.

Suponha ainda u # 0.

(i) Se xq € 090, u(xg) =0, e Q satisfaz a condi¢ao da bola interior em xq, entdo

du

o (fo) < 0.

(ii) Mais ainda
u>0 em Q.

Demonstracao: Seja w := e *"'u, onde o > 0 serd selecionado mais abaixo. Entao

u = e*™lw, e assim
cu > Au = A(e®w) = 202U + ae™ w,, + > Aw.

Portanto
—Aw — 20w, > (> —c)w>0 em €,

pois como w = e~y > 0 em e ¢ € L®(Q), segue que ||¢||p~ = sup |c(z)| > ¢(x) Vx €
xeQ)

Q. Disto segue-se que se tomar-mos o = ||c||%oo teremos o — ¢ > 0 em 2. Consequente-
mente w é uma supersolucao para o operador eliptico Lw := —Aw — 2aw,,, o qual nao
tem termo de ordem zero. Pelo Principio do Maximo Forte (C.8), segue que w > 0 em
Q). Com efeito, suponha que exista yy € Q tal que w(yg) = 0. Entdo como w = e~ "1y e
e~ > () segue que existe yo €  tal que u(yp) = 0. Mas como u > 0 em 2, segue que
Yo é um ponto de minimo para w em 2. Portanto por (C.8) parte (ii), concluimos que
w é constante em 2. Mas como w(yy) = 0, segue que w(y) = 0 para todo y € 2. Pela
continuidade de w em € segue que w = 0 em e isto implica em u = 0 em . Absurdo,
pois por hipotese u # 0. Portanto segue que w > 0 em 2. Agora, por hipdtese, existe

xo € 0N tal que w(xy) = 0, e Q) satisfaz a condig¢do da bola interior em xg, além disso pelo
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que mostramos acima temos w(zg) < w(z), Vr € €. Pelo lema de Hopf (C.6) concluimos

que @(m) < 0. Como

v
00 () = ¢ Auw(aov(an) = ¢~ 00 ()
e u(xg) = 0, segue que
ou
Como w > 0 em Q e e~ > (), concluimos finalmente que v > 0 em Q. [

Teorema C.12 Suponha v € C?(Q) N C(Q) ed € L*>®(Q) satisfaca

Se v se anula em um ponto yg € €2, entdo v = 0.

Antes de demonstrar-mos o Teorema acima, demostraremos o seguinte Lema que

é essencialmente o Lema (C.11) com uma mudanca de sinal.

Lema C.13 Suponha v € C?(Q)NC(Q) ed € L*>(Q) satisfaca

{ —Av +d(x)v 0 em €

>
v < 0 em S

Suponha ainda que

(i) Q satisfaca a condi¢ao da bola interior em xy € OS2,
(ii) v(xg) =0
(iii) v # 0

. Ov , L ,
Entio —(x¢) > 0, onde v é o vetor unitdrio normal exterior a bola em x.

ov

Demonstragao: Fagamos v = —u e —c¢(z) = d(z) para x € (). Portanto temos que

u(z) > 0, para todo = € €. Logo,
A+d(x)v=A(—u) —d(x)u = —Au — d(z)u = —Au+ c(x)u > 0.

Assim temos que

@
=

o O
2 2

u

e
=

{ —Au+c(x)u

AV

Além disso, segue de (i), (ii) e (iii) que
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(iv) Q satisfaz a condi¢ao da bola interior em z € 052,
(v) u(zo) =0,

(vi) u#0.

Entao Aplicando o Teorema (C.11) parte (i), concluimos que

Portanto,

@
ov

Além disso, pela parte (iz), do Teorema (C.11), concluimos ainda que u > 0 em Q de

(.Io) > 0.

modo que v < 0 em (2. [
Demonstracao: do Teorema C.12

Suponha que v # 0. Pela demostragdo do Lema (C.13), temos que v < 0 em §.
Absurdo, pois, por hipétese, existe yo € Q tal que v(yy) = 0. Logo v = 0. n
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