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RESUMO

Este trabalho traz uma proposta de abordagem introdutoria para o ensino de
Matemaética Financeira no ensino médio, que chamamos de Abordagem Cro-
nolégica, isto é, uma abordagem que valorize o correr natural do tempo, que
analise etapa por etapa da evolucao de uma divida ou de um investimento.
Desse modo podemos ter o aluno analisando o que realmente acontece pe-
riodo a periodo, tirando conclusoes e, assim, se tornando autonomo. Como
embasamento teoérico, buscamos pela historia da Matematica justificativas
para as praticas usuais no mercado, principalmente as que aparentam ter
culminado no surgimento do ntmero e.

Palavras-Chave: Historia da Matemética. Cronologia. Matematica Finan-
ceira.



ABSTRACT

This paper proposes an introductory approach to Financial Math teaching
in high-school, what we called Chronological Approach, that is, an approach
that values the natural flow of time, which analyzes step by step the evolution
of a debt or of an investment. This way, we can have the student analyzing
what really happens in each period, drawing conclusions and, thus, becoming
autonomous. As theoretical foundation, we looked through Mathematics
History for explanations for the usual practices in the market, especially the
ones that appears to have culminated in the emerging of the number e.

Key-words: Mathematics History. Chronology. Financial Mathematics.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Gosto de pensar que o inicio de minha trajetoria docente foi como aluno.
Nao no sentido de dar aulas, apesar de ja ter, aquela época, o habito de
socorrer alguns amigos com a geometria, mas em relagao aos muitos questio-
namentos e inconformismos tipicos de uma mente jovem e que deviam estar
presentes, de uma maneira saudavel, é claro, em nossas mentes adultas tam-
bém. Tive sorte de receber uma educacao que nao me permitiu rebeldias sem
causa: precisava argumentar muito bem, tanto em casa quanto na escola, se
quisesse razao. E num dos momentos de insatisfacdo com o modelo escolar
vigente, ouvi de um padrinho, que é como um pai para mim, que nao adi-
antava me rebelar contra o sistema pois ele nao mudaria simplesmente por
isso. Nao sei se ele tinha a intencao de me fazer simplesmente conformar com
as coisas ou me motivar a buscar estar em posicao de mudar algo, mas para
minha sorte, entendi do segundo modo e c& estou, no magistério.

A profissao docente envolve, dentre tantas coisas, a capacidade de pro-
pagar o conhecimento nas mais diversas areas. Se algo é de interesse de
certa pessoa, provavelmente ela estard aberta ao aprendizado, mas se alguém
julga que algo nao é interessante ou, ao menos, necessario, a missao do en-
sino encontra uma barreira. E a habilidade requerida para caminhar por
tais questoes passa por aliar o conhecimento e a didatica. Nao sou capaz
de chamar a atengao de alguém para a importancia de algo se nao tiver o
conhecimento que me permita perceber tal importancia. Igualmente, mesmo
que repleto de conhecimento, nao consigo atrair as ideias de outras pessoas se
nao sei me expressar devidamente, argumentando em favor do que acredito.

E uma Matemaética muito presente no dia a dia da maioria das pessoas
¢ a Matematica Financeira. No6s compramos, vendemos, alugamos e acaba-
mos por fazer isso com ou sem o conhecimento necessario. E, sem duavida,
uma questao relativa a educacao basica. Mesmo entre pessoas com bom,
até mesmo alto, grau de instrucao, ¢ comum vermos sujeitos endividados ou,



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

mesmo gastando dentro do seu orcamento, fora da melhor opcao disponivel.
A matematica envolvida em questoes de compra financiada geralmente nao
passa de responder a pergunta “a prestacao cabe no meu orcamento?”. Ques-
toes além daf costumam ficar de fora do planejamento de muita gente. E
claro que este € um problema muito amplo se tratando da vida em uma so-
ciedade capitalista onde o “ter” supera o “ser” com frequéncia e onde muitos
vivem com menos do que se entende por um minimo necessario a subsistén-
cia. Porém, questoes que vagam entre “desejo, necessidade e vontade” estao
imersas em toda uma psicologia da compra e vao além dos objetivos deste
trabalho.

Mas, ai, nos voltemos para a escola: o que esta instituicao que tem enorme
parte na formacao do cidadao tem feito a respeito? Mais do que isto: o que
e como estamos fazendo a Matematica escolar? Precisamos atentar para tais
perguntas para saber se estamos contribuindo da melhor e mais democratica
forma possivel para a formacao cientifico-cidada da qual a escola participa.
N&o é interesse da escola (ou ndo deveria ser) simplesmente formar repetido-
res, mas na Matematica ainda é o que mais acontece. Aqui cabe tecer alguns
comentarios sobre o trabalho de AVILA, intitulado Vdrias faces da Matemd-
tica |2]. Neste, o autor passa por questdoes como o raciocinio dedutivo e a
intuicao na Matemética, e diz:

A ideia de que o pensamento matemético se reduz a
seus aspectos logico dedutivos (...) é incompleta e exclui o
que hé de mais rico nos processos de invencao e descoberta
(...). Em seus aspectos mais criativos, a Matemética de-
pende da intuigdo e da imaginagdo, as vezes até mais que
da deducao.

Ele ainda, nesta mesma obra, intitula a intuicao como “uma faculdade
mental mais poderosa que o proprio raciocinio” e diz ser por meio desta a
ocorréncia de grandes criagoes do ser humano. E vendo que o conhecimento
em geral, e especificamente a matematica para nos, se origina, intelectual-
mente, na intuicao, faz sentido leva-la, inicialmente, ao conhecimento dos
alunos por meio de raciocinios puramente dedutivos?

A Matematica surge da necessidade humana, ela é natural, cotidiana. E,
mesmo assim, nao é vista dessa forma por grande parte de seus estudantes.
Visto isso, é provavel que haja alguma falha no processo de apresentagao
de conceitos desconhecidos pelos alunos, de modo que se espere que eles
possam lidar com algo que sequer lhes faz sentido. E, visto que os futuros
profissionais do ensino de Matematica surgem dentre os que bem sucedem
nesta area na escola, ¢ facil acontecer de este profissional acabar perpetuando
um modelo j viciado e falho: como aquilo lhe foi de facil compreensao (talvez
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a melhor palavra seja aceitagao), ele pressupoe que assim também o seja para
os seguintes e se desliga da necessidade de fazer surgir sentido nos temas
abordados. E entenda-se este “fazer surgir sentido” nao s6 para o aluno, mas
para o proprio professor que as vezes prega algo que nem sabe se acredita de
fato.

Outra questao abordada por este mesmo autor, também em [2], é a im-
portancia do conhecimento ser diversificado entre as areas:

E claro que uma pessoa pode prescindir de conheci-
mento matemdtico e mesmo assim ser um grande ator, es-
critor, estadista, enfim, um profissional realizado em mui-
tos dominios do conhecimento. Mas certamente seus ho-
rizontes culturais serdo mais restritos. A situacao é ana-
loga & de uma pessoa que, mesmo possuindo competéncia
matemética, tenha pouco ou quase nada de conhecimentos
humanisticos; seus horizontes culturais também serdo mais
limitados.

Aqui aproveitamos para destacar as ricas ligacoes entre o conhecimento
matematico, a historia e a lingua pétria, no nosso caso, o Portugués. Ao
longo do Capitulo 2, defendemos um ensino mais natural de Matematica por
meio nao s6 da questao intuitiva mas também de constantes aproximacgoes
com essas ciéncias tidas como humanas, muitas vezes por nés menospreza-
das ou vistas como nao tendo parte na construcao de conhecimentos das
ciéncias tidas como exatas. Ainda no Capitulo 2, falamos especificamente
sobre Educacao Financeira, no sentido de distingui-la da Educacao FEcono-
mica e mostrar as indicages legais (LDB e PCN’s) da necessidade de sua
abordagem. Diferente de outras épocas, onde documentos legais ou inexis-
tiam ou estavam totalmente disconexos com a realidade, hoje, mesmo com
eventuais divergéncias em relagao a certos pontos, a LDB e os PCN’s sao
esclarecedores para um profissional que esteja realmente determinado a fazer
dos conhecimentos de sua area parte do que vai ser sabido pelo estudante.

Apesar da extrema importancia de certos conhecimentos em Matematica
na formacao do cidadao, é comum percebermos uma aversao a isto, mesmo
quando tratamos de temas simples. Abordagens mais naturais e proximas
do cotidiano do aluno sao fundamentais para que, com o tempo, venhamos
a acabar com esse tipo de sentimento ou, ao menos, o reduzamos considera-
velmente. Assim sendo, este trabalho tem por objetivo geral chamar atengao
para fatores que costumam afastar a Matemaética escolar da realidade dos
alunos, através dos questionamentos aqui levantados por nés ou citados de
outros autores. Como objetivo especifico, propor abordagens mais naturais
ao ensino de Matematica Financeira, especificamente no que diz respeito a
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equivaléncia de capitais (sequéncias de pagamentos), para que, este que é
um tema tao presente na vida de todo cidadao, seja percebido como algo de
interesse pelo aluno e, com isso, se torne objeto de curiosidade do mesmo.
SKOVSMOSE, em [32], mostrou acreditar que os problemas estudados de-
vem ter relevancia e ser interessantes para os alunos pois, do contrério, nao
havera por parte deles o desejo de resolvé-los. Quando tal curiosidade é des-
pertada, o tema deixa de ser s6 mais uma obrigacao imposta pelos meios
escolares e seu aprendizado passa a fazer sentido para o estudante.

O Capitulo 3 é o que traz as ideias centrais defendidas aqui. Nele indi-
camos a necessidade de se ver o ensino de Matematica, especificamente em
relacao a problemas de equivaléncia de capitais, de modo mais natural, gra-
dativo, que priorize introducoes mais intuitivas, desligadas de férmulas ou
algoritmos j& prontos e entendidos pelo professor, mas sem sentido para o
aluno. Defendemos que se percorram, novamente, ao menos alguns racioci-
nios primitivos, ja superados pelo homem, como se tentassemos nos reportar
aos momentos dos surgimentos desses conceitos, de modo a entender, ple-
namente, sua esséncia e necessidade. Para nos, educadores, algo como uma
desconstrucao para uma reconstrugao mais solida. Para o aluno, a construcao
ja solida e que ainda ira lhe proporcionar autonomia.

Este trabalho foi elaborado de modo a ser facilmente aplicado em sala de
aula. Se o professor dispoe de projetor ligado a um computador pode planejar
a exibicao das etapas dos desenvolvimentos aqui defendidos de modo simples
e agil. Mas caso nao disponha, tais abordagens serao facilmente trabalhadas
em uma lousa comum. A tinica necessidade para se trabalhar com prazos mais
longos, como fazemos em alguns exemplos deste trabalho, é uma calculadora
cientifica. Para problemas de prazos curtos uma calculadora simples ou uma
tabua de logaritmos j& é suficiente. Como veremos na secao 3.1.1, este é um
assunto que pode ser entendido como uma aplicacao dos conhecimentos de
Progressoes Geométricas, isto é, um tema para o 1° ano do ensino médio.
Porém, no caso de impossibilidade disto, que se faga num outro momento,
mas que nao se deixe de tratar disso ainda no ensino médio devido a sua
importancia.

Ao final, o Capitulo 4 traz consideracoes gerais sobre o trabalho e sua
aplicabilidade e, em seguida, temos quatro apéndices. Recomendamos forte-
mente a letura destes apéndices pois trés deles trazem um aprofundamento
matematico que julgamos importantissimo ao professor de Matematica (co-
mentaremos sobre o tltimo no proximo paragrafo). As demonstragoes e for-
malizacoes foram elaboradas com bases em certos autores, sempre citados,
com o cuidado de mostrar as explicacoes de formas simples e claras. Mas
escolhemos deixar estas formalizacdes e conceitos mais profundos em apén-
dices para que a leitura seja mais direta e simples. Com isso, o leitor que,
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mesmo com nossa insisténcia na importancia de tais formalidades, veja este
trabalho apenas como uma fonte para preparacao e melhoria de suas aulas,
o lerd com fluidez. Mas alguém que tenha interesse em saber um pouco mais
a fundo sobre os temas envolvidos aqui, vera nos apéndices boa parte do em-
basamento matematico necessario, bem como indicagoes bibliograficas para
aprofundamentos mais intensos.

Questionamentos que surgiram ao longo deste trabalho mas nao se rela-
cionaram diretamente com o foco do mesmo foram deixados para o ultimo
apéndice para que levem a reflexdes, que julgamos interessantes ao professor
de Matematica, a novos questionamentos e pesquisas e, também, a criticas
ao presente trabalho.

Esperamos, também, que as indagacoes aqui expostas, tanto as respondi-
das quanto as deixadas em aberto, fomentem o interesse em pesquisa nesta
area que ¢ tao crucial para um pais que deseje alcancar o status de nacao, de
fato, igualitaria e democratica: a area de Educacao Matematica.



Capitulo 2

POR UM ENSINO MAIS NATURAL DE
MATEMATICA

Ja ha algum tempo a Educacao Mateméatica ¢ considerada um vasto
campo de estudos. Sao diversos os motivos que despertam interesse nesta
area. Destacamos aqui as questoes que tangem as dificuldades de aprendi-
zado por parte dos estudantes e a rigidez no tratamento da Matemaéatica por
parte de muitos professores. Inicialmente, tratemos da intencao de defender,
ao longo deste capitulo, um ensino mais natural de Matematica.

A Matematica vem, desde os primoérdios, evoluindo naturalmente con-
forme a necessidade humana; onde podemos entender esta necessidade tanto
em seu sentido mais primitivo, nas tarefas que o homem foi desenvolvendo no
seu dia a dia, quanto, até mesmo, dentro da curiosidade humana ao admitir
questionamentos puramente matemaéaticos e sem compromisso aparente com
problemas cotidianos. Mas certos temas que levaram anos, décadas ou, até
mesmo, séculos para serem desenvolvidos sao tratados por nés em algumas
horas nas salas de aula. Num primeiro momento, o fato de ja sermos apresen-
tados a ideias prontas, ja verificadas e formalizadas tantas vezes e de tantas
formas, pode nos colocar numa posi¢ao confortavel de nao ter a necessidade
de fazer uma descoberta. Mas sendo, majoritariamente, formado por pro-
fessores o publico alvo deste trabalho, vale lembrar que nossos alunos sao,
geralmente, jovens e, felizmente, um tanto curiosos. Com isso, questoes como
“pra que serve isso?” e “de onde isso veio?” sao muito comuns no cotidiano
escolar e podem ser aproveitadas para motivar e dar algum sentido a certos
temas que possam acabar por carecer de significado usualmente. Cabe aqui
citar, novamente, o trabalho de AVILA [2], que trata deste assunto.

O ideal seria que o ensino pudesse se desenvolver de
maneira a justificar, a cada passo, a relevancia daquilo que

14
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se ensina. Cada novo toépico a ser tratado seria devida-
mente motivado. Embora isso nao possa ser feito sempre,
o professor certamente pode, com frequéncia, formular pro-
blemas praticos interessantes e trazer a aula pequenas his-
torias que ajudem a despertar a curiosidade dos alunos.
(...) Trazendo frequentemente a suas aulas historias, pro-
blemas e questoes interessantes, o professor desperta no
aluno uma crescente admiracao pelo largo alcance da Mate-
matica, estimulando seu interesse pela disciplina. E assim
procedendo, ele se antecipa as perguntas dos alunos sobre
a relevancia da Matematica, a ponto de eles nem terem
tanta necessidade de fazé-las.

Nesse sentido é que defendemos um ensino mais natural de Matematica.
Se ja comegamos a desenvolver certo tema de modo muito abstrato, corremos
o risco de fazé-lo sem que o aluno enxergue algum sentido para tal. Assim,
se o professor tem o cuidado de buscar origens de certo tema e possiveis
aplicacoes, ele se “arma” melhor, nao s6 para responder questionamentos dos
alunos, mas para que seja capaz de otimizar a organizacao de suas explana-
¢oes, mensurando de modo eficaz elementos como gradacao e cronologia, por
exemplo.

Por mais que esbarremos em certos pontos subjetivos ao longo deste capi-
tulo, os julgamos importantes na construcao deste trabalho, tanto em relacao
ao embasamento tedrico necessario ao mesmo quanto em questoes motiva-
cionais ou pedagogicas. FElegemos alguns temas mais diretamente ligados
a parte central deste trabalho, os quais trataremos nas secoes que seguem.
Mas, como ja dissemos na Introducao, recomendamos a leitura e reflexao
sobre os questionamentos deixados para o Apéndice 4.

2.1 UM POUCO DE HISTORIA

“Se queres prever o futuro, estuda o passado.”

Conficio

Sendo a Historia uma ciéncia que estuda o homem e sua acao nos meios
onde vive, através do tempo, sao sempre pertinentes as consultas aos relatos
existentes sobre o que é e como ocorreu toda essa Matematica que hoje temos
por fatos, certezas, além, é claro, daquela que ainda temos por divida. E
nos parece Obvia a necessidade desta passagem pela Historia no presente
trabalho pois, ja que defendemos um tratamento mais natural da Matematica
em sala de aula, é necessario que o professor entenda a natureza de certos
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surgimentos, criacoes e invencoes que estudamos, para que seja capaz de
decidir sobre as melhores formas de motivar os alunos quanto a cada tema
e sanar eventuais curiosidades pertinentes ao conhecimento em questao. E
como tratamos, aqui, especificamente da Matemética Financeira, busquemos
entao algumas raizes disponiveis sobre tal tema.

Faz sentido comecarmos falando de dinheiro. As primeiras moedas, se-
melhantes as de metal que nos sao familiares, tém origem na Lidia (atual
Turquia), situada na &sia menor, no século VII A.C. Mas para chegar a isso,
as atividades de troca percorreram um caminho. A comecar pelo escambo,
que era a troca do produto excedente:

... quem pescasse mais peixe do que o necessario para
si e seu grupo trocava este excesso com o de outra pessoa
que, por exemplo, tivesse plantado e colhido mais milho
do que fosse precisar. Esta elementar forma de comércio
foi dominante no inicio da civiliza¢do, podendo ser encon-
trada, ainda hoje, entre povos de economia primitiva, em
regides onde, pelo dificil acesso, hé escassez de meio cir-
culante, e até em situacoes especiais, em que as pessoas
envolvidas efetuam permuta de objetos sem a preocupacao
de sua equivaléncia de valor. Este é o caso, por exemplo,
da crianca que troca com o colega um brinquedo caro por
outro de menor valor, que deseja muito (Banco Central do
Brasil [28]).

Também houve o uso mais rastico dos metais como referéncia em tais
atividades, através de barras de bronze ou de ferro, assim como pesos de
prata. Como, hé algum tempo, os povos gregos ja fundiam o ferro e esculpiam
o bronze, é natural que os processos mais arcaicos ficassem para tras, dando
lugar a estes discos, cunhados manualmente com simbolos culturais, naturais
e dos deuses pertencentes as suas crencas.

Passando agora & questao das financas, podemos definir o juro como a
quantia a se pagar ao emprestador pelo tempo de uso do dinheiro, ou seja,
uma compensacao pelo tempo que ele ficou sem o mesmo. Assim, se eu tomo
uma quantia emprestada, obviamente devolverei esta quantia acrescida de
um valor, relativo a tal compensacao.

Sobre a cobranca de juro, NOVAES (em [26]) faz um relato que nos pa-
rece ser relativo a Europa crista:

Antes da expansdo comercial e do desenvolvimento do
capitalismo, a cobranga de juros constitufa um problema

1Vide, por exemplo, [27] ou [20]
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ético. Chamado de usura, era terminantemente proibido
pela Igreja na Idade Média. Mas com o desenvolvimento
do comércio, as novas exigéncias de capitais mais vultosos
acabaram estimulando a sua cobranca. A Igreja teve entao
de fazer concessdes e passou a proibir somente a cobranca
de juros em empréstimos destinados ao consumo pessoal.
No século XVI, a reforma calvinista aceitou e justificou
teologicamente a cobrancga dos juros. Na Inglaterra em
1545 o Rei Henrique VIII reconheceu a sua legalidade. A
Igreja Catolica s6 o fez 300 anos depois, e, no Islamismo o
assunto ainda é polémico. Mas foi somente no século XVIII
que os estudiosos comecaram a buscar uma justificativa
econdmica para a cobranca de juros sobre os empréstimos
monetarios.

Mas ha relatos de cobrancas de juros ja entre os babilonios, sem contar o
fato de nao ter sido problema pra outras comunidades, como os judeus, por
exemplo, que nao o faziam entre eles mas praticavam os juros com pessoas e
instituicoes exteriores & comunidade judaica?.

Mais que uma simples compensacao, a cobranca de juros é um grande
negocio para muitas instituicoes financeiras. Para os que possuem capital
acumulado e nao tém intencao de uso, é vantajoso emprestar uma quantia e
receber, apos certo tempo, mais do que se emprestou. Na verdade, onde nos
referimos a uma vantagem, é mais cabivel falar em lucro, que ¢ esta diferenca
entre o que se recebeu e o que se emprestou.

2.1.1 O ntmero e entre o juro simples e o juro composto

Para o entendimento do que sera tratado daqui em diante precisamos
definir estes dois conceitos. Entende-se por um regime de juros compostos
aquele que, em cada periodo, tais juros sao calculados em relacao a quantia
existente no inicio desse periodo. Ja no regime de juros simples, em cada
periodo esses juros sao calculados apenas em relacao a uma quantia inicial
(chamada principal). Afim de ilustrar isso, observemos o funcionamento dos
juros compostos e dos juros simples através da explanacao dada por MAOR
em [22]:

Suponha que investimos $100 (o “principal”) em uma
conta que paga 5 por cento de juros compostos anualmente.
No final de um ano nosso saldo sera 100 x 1,05 = 105. O
banco entdao considerard esta nova soma como um novo

2Vide [15], [1] e |31] para mais sobre a Histéria dos juros.
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principal que sera reinvestido a mesma taxa. No final do
segundo ano o saldo serda 105 x 1,05 = 110,25, e no final
do terceiro ano 110,25 x 1,05 = 115, 76, e assim por diante
(...). Por contraste, uma conta que pague juros simples,
de cinco por cento, o saldo aumentaria a cada ano de $5
dando-nos uma progressao aritmética 100, 105, 110, 115 e
assim por diante. Claramente o dinheiro investido a juros
compostos - ndo importando qual seja a taxa - vai, apés
certo tempo, crescer mais rapido do que se for investido a
juros simples.

Podemos dizer, entao, que se aplicamos um principal C' num fundo que
rende 10% ao més, em um ano tal valor serd multiplicado por 1 +0,1=1,1
doze vezes, ou seja, teremos ao final do ano um montante acumulado de
C(1,1)1? = 3,14C, o que representa um aumento aproximado de 214%. As-
sim, podemos dizer que aplicar a juros de 10% ao més equivale a aplicar a ju-
ros de 214% ao ano (aproximadamente), muito mais que os 10 x 12% = 120%
que pessoas menos matematicamente instruidas podem pensar equivaler aos
10% mensais. Nesse sentido, o estudo e a construcao desta parte do nosso
trabalho trouxe uma interessante surpresa. Sempre me questionei quanto ao
real sentido da existéncia dessa pratica financeira, da qual LIMA, em [18],
também fala:

Um erro muito comum ¢ achar que juros de 12% ao més
equivalem a juros anuais de 12 x 12% = 144% ao ano. Ta-
xas como 12% ao meés e 144% ao ano sdo chamadas de taxas
proporcionais, pois a razao entre elas é igual & razao dos
periodos aos quais elas se referem. (...) Um péssimo habito
em Matematica Financeira é o de anunciar taxas proporci-
onais como se fossem equivalentes. Uma frase como “144%
a0 ano, com capitalizacdo mensal ” significa que a taxa
usada na operagdo nao ¢é a taxa de 144% anunciada e sim
a taxa mensal que lhe é proporcional.

Segundo este autor, ainda em [18], a taxa anunciada de 144% ao ano é
dita taza nominal, enquanto a de (aproximadamente) 290% ao ano, que ob-
temos dos 12% ao més, é chamada de taxa efetiva. E, de fato, ndo h&a nome
melhor para tal taxa visto que o aumento sofrido pelo principal sera de 290%
e nao de 144% como anunciado. Ou seja, podemos dizer que “36% ao ano
com capitalizacdo mensal” quer dizer uma taxa de 3% ao més, que vai nos
dar, efetivamente, mais de 36% ao ano. Ou ainda, que “6% ao trimestre com
capitalizacao semestral” significa 10% ao semestre, que equivale a pouco me-
nos do que os 5% anunciados por trimestre. No lugar do termo capitalizacao



CAPITULO 2. POR UM ENS. MAIS NAT. DE MATEMATICA 19

alguns autores, como MAOR em [22], usam o termo composi¢ao.

Sempre achei pouco natural que haja a distincao descrita acima. Medi-
ante situacoes como esta, me perguntava se poderia haver um sentido para
a existéncia de uma taxa nominal, visto que nao sera esta a usada no re-
ajuste da aplicacao. Desde que comecei a adquirir estes conhecimentos em
financas e aborda-los em minhas aulas, sinto como se isso fosse uma espécie
de manipulacao bancaria visando algum tipo de vantagem ou uma falta de
conhecimento matematico, por parte de algum agente financeiro em algum
momento da histéria, que perdurou com o passar dos anos. Uma possivel
explicacao para tal situacao pode advir de uma histéria contada também por
LIMA em seu livro “Meu Professor de Matemdtica e outras historias” [19],
que mostramos a seguir:

Suponhamos que eu empreste a alguém a quantia de 1
cruzeiro a juros de 100% ao ano. No final de um ano, essa
pessoa viria pagar-me e traria 2 cruzeiros: 1 que tomara
emprestado e 1 de juros. Isso seria justo? (...) Se meu
cliente viesse me pagar seis meses depois do empréstimo,
eu receberia apenas 1 + 1/2 cruzeiros. Mas isto quer dizer
que, naquela ocasiao, ele estava com 1+1/2 cruzeiros meus
e ficou com esse dinheiro mais seis meses, a taxa de 100%
ao ano, logo deveria pagar-me

1+1+1 1+1
2 2 2
1 1 1
=1(1+4+= (14 =
(1+3) 3 (1+3)
= 1+1 1+1
o 2 2
1 2
=1+ =
()

cruzeiros no fim do ano. Isto me daria 2,25 cruzeiros mas,
mesmo assim, eu nao acharia justo. Eu poderia dividir o
ano num numero arbitrario n de partes iguais. Transcor-
rido o periodo de (1ano)/n, meu capital emprestado estaria
valendo 1+ 1/n cruzeiros. No final do segundo periodo de
(1lano)/n, eu estaria com (1 + 1/n)? cruzeiros, e assim por
diante. No fim do ano eu deveria receber (14 1/n)" cru-
Zeiros.

Ou seja, percebemos que, apesar da taxa anunciada ser de 100% ao ano, o
procedimento descrito e, aparentemente justo, fornece uma taxa real que ex-
cede os 100%. Assim, pensar com um raciocinio que envolva os juros simples
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num periodo menor que o estipulado (neste caso, o ano), favorece o cobrador.
Outra abordagem, também por LIMA (et. al.) no livro “A Matematica do
Ensino Médio”, em seu Volume 1 [17], traz uma explicagio um pouco mais
confortante, usando a situacao de um investidor que aplica um capital ¢y a
uma taxa de k por cento ao ano onde, por simplicidade, faz-se o = k/100, e
o valor resgatado sera ¢o(1 + ) reais, ao fim do ano:

Sendo assim, raciocina o investidor, se eu resgatar meu
capital depois de um semestre, terei direito a metade do
juro (aluguel) anual, logo receberei ¢o(1 + a/2) reais. En-
tao, reinvestirei esta soma por mais um semestre e, no final
do ano, em vez de co(1 + ), vou receber co(1+a/2)?, que
é uma quantia maior. (...) Pensando melhor, diz o inves-
tidor, posso resgatar e reinvestir meu capital mensalmente
recebendo, no final de um ano, o total de co(1 + a/12)2.

Segundo o proprio LIMA, ainda em [17], para perceber que as quantias
de fato crescem com esses saques seguidos de reaplicacoes, o investidor pode
usar uma calculadora, visto que a taxa é conhecida. Também podemos usar
a desigualdade de Bernoulli, que demonstraremos a seguir.

Teorema 1. Para todo x > —1, real, e todon € N, tem-se (1+xz)" > 1+nx.

Demonstracao. Vamos provar isto por inducao® sobre n. Para n = 1 a vali-
dade é 6bvia. Supondo a desigualdade vilida para um n, natural, temos

1+z)""'=0+2)"(1+2) > (1+nz)(1+2z)=1+nr+2z+na’

=1+ n+Dz+nz®>>1+(n+ 1)

E, pelo principio de inducao finita, se o fato de valer a desigualdade para um
n natural implica em valer para n + 1, entao vale para todo n € N. O

Observemos que, de fato, é necessario por x > —1 para que se tenha
(1+2)"(1+2) > (1 +nx)(1+ 2). Para mais detalhes quanto ao principio
de inducao citado, ver o Apéndice 3.

Esta abordagem também causa estranheza pelo fato de, nestes periodos
menores, se considerar os juros simples que, aparentemente, sao pouco usuais
no mercado. Mas podemos admitir que ja tenham sido prioritariamente
usados de modo a compreender melhor tal situacao. Ou ainda, que um
primeiro raciocinio primitivo em relacao a este “aluguel do dinheiro” fosse,
de fato, remunerar apenas em funcao de uma quantia inicial, o que levaria a

3vide Apéndice 3
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necessidade de um sujeito mais matematicamente esperto para atentar que
constantes retiradas e reaplicacoes culminariam no que conhecemos como juro
composto, passando a aumentar mais rapido tal valor. Mas superada essa
aparente inapropriacao, o importante aqui é o entendimento da composicao
de uma taxa em periodos menores e, assim, ter em mente a diferenca entre
taxa efetiva e taxa nominal.

A surpresa anteriormente citada decorre da generalizacao disso, ou seja,
a obtencao de uma formula que atenda as possiveis situacoes decorrentes
deste processo, como feito nas duas tdltimas explicacoes. De fato, pode-
mos pensar que, sendo C' o capital investido (principal) a uma taxa i ao
ano, obtemos um montante M (valor acumulado até o momento) que serd
igual a C(1 + i) apos um ano, C(1 +4)(1 4+ i) = C(1 +4)? apos dois anos,
C(1+0)(1+1)(1+1i) = C(1+1i)® apos trés anos e, assim, sucessivamente.
Ou seja, apos n anos teremos M = C(1 + 7)™ como montante. Mas se con-
siderarmos que na comunidade bancaria ha esses varios tipos de composicao
de juros —anual, semestral, trimestral, bimestral, mensal, semanal, diario,
etc—, precisaremos adaptar tal formula. Supondo que, por ano, sejam m
“periodos de composi¢ao”, precisamos entao dividir a taxa ¢ por m e, assim,
o “fator de reajuste” serd (1 + i/m). Como sdo m periodos desse por ano
e estamos considerando n anos, serdo mn multiplicagbes por (1 4 i/m) e,
assim, o montante serda dado por

M:C(Hi) .
m

Neste momento, aquele que se lembre minimamente de seus cursos de
calculo da graduacao ja comeca a entender minha surpresa. Esta situacao,
corrente no mercado financeiro, que sempre me causou tanta estranheza, nos
leva a uma expressao extremamente parecida com uma que nos foi exposta
nas aulas de calculo, cujo limite, quando se fazia a variavel tender ao infi-
nito, era este famoso e. Uma pena que, no inicio de nossas graduagoes em
Matematica e afins, saibamos tanto sobre calculos envolvendo este niimero,
mas tao pouco sobre sua historia.

De fato, observemos que, ao propor a situacao hipotética de taxa de juro
de 100% ao ano e n igual a 1 ano, obtemos

M:C(lﬁ—i) :
m

E claro que tal hipotese é muito distante da realidade atual, mas como
relata o proprio MAOR, em [22], o periodo em torno do século XVII foi mar-
cado por um enorme crescimento do comércio internacional e as transacoes
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financeiras de todos os tipos proliferaram e, em consequéncia, foi dada muita
atencao a lei dos juros compostos. Suponhamos, entao, que desejamos sa-
ber o que acontecerd com o montante se variarmos o ntimero de periodos da
composi¢ao dessa taxa (100%) ao longo do ano, ou seja, o m. Os resulta-
dos calculados para M em funcao de alguns valores para m estao na tabela
abaixo, com precisao de cinco casas decimais.

m M=C(1+1/m)™
1 2C
2 2,25C
3 2,37037C
1 9.44141C
10 2,59374C
100 2,70481C
1 000 2,71692C
10 000 2,71815C
100 000 2,71827C
1 000 000 2,71828C
10 000 000 2,71828C
100 000 000 2,71828C

A observacao dos resultados desta tabela nos leva, naturalmente, a ques-
tionar se este padrao aparente de aproximacao de algum valor em torno do
numero 2,71828 acontece de fato. Serd que, mesmo pensando em composicoes
desta taxa espacadas apenas por milésimos, por milionésimos de segundo, por
periodos tao pequenos quanto se queira, que tendam a zero, nao fara dife-
renca para o montante? A resposta para esta pergunta é que, de fato, uma
vez considerada uma margem de erro, a partir de algum valor para m nao
fara diferenca. Isto é, qualquer que seja a quantidade de casas decimais a
escolher para representar as aproximagoes de (1 4+ 1/m)™, existirda um m a
partir do qual todas essas aproximagoes serao iguais. I este ntimero, para
o qual tende o coeficiente de C na tabela acima, é 0 mesmo que vemos nas

aulas de calculo: \"
e = lim (1 + —) .
n—oo n

A formalizacao disto encontra-se exposta no Apéndice 2 deste trabalho.
Mas ja na secao 3.4 trataremos de uma questao que surge naturalmente do
que acabamos de expor: o que acontecerd se eu aumentar sem limites a
quantidade de capitalizacoes em cada periodo? Recomendamos que o leitor
nao se contente apenas com as aplicagoes mostradas até a secao 3.3 e leia
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atentamente a 3.4, mesmo que nao acredite ser possivel aplicar seu contetdo
em sala de aula.

Segundo MAOR, nao se sabe ao certo quem primeiro notou o comporta-
mento peculiar da expressdo (1 + 1/n)" a medida que n tende ao infinito, o
que obscurece a data de nascimento deste ntimero que s6 mais tarde seria “ba-
tizado” por e. Ele também nos diz, em seu e: a histdria de um nimero, que
outras questoes nao relacionadas aos juros compostos também levaram ao
mesmo nimero na mesma época. Mas sendo a Matematica Financeira nosso
objeto de estudo, nao sao, essas outras, parte do interesse deste trabalho.
E, pessoalmente, sendo, talvez, as financas as manifestacoes matematicas
mais presentes no nosso dia a dia, mesmo apesar das tantas apari¢coes desse
maravilhoso e na natureza, me inclino a crer que foi ao longo da evolucao
das praticas comerciais e, consequentemente, financeiras que tenha ocorrido
a sua primeira manifestacao aos olhos do homem.

Antes de prosseguir, precisamos chamar mais aten¢do para um fato pelo
que pode nos ter passado despercebido. Quando consideramos que, apos n
periodos, o montante de uma aplicacao de um principal Cjy a uma taxa igual
a i por periodo é dado por M, = Cy(1 + )", admitimos que esta taxa i ¢ a
taxa efetiva da aplicacao. Com efeito, qualquer que seja n € N, para obter
M, +1 basta multiplicar M, por (1 +1i). Mas se consideramos

anc(1+i) ,
m

nao obtemos M, ; fazendo M, (1 + i), o que nos mostra que nao é i uma
taxa efetiva. Na verdade, nesse caso temos

MnJrl _ (1 + %)m(n—&-l) _ (1 N i) mn+m—mn _ (1 . i>m
YA RS m )

Ou seja, este tltimo é o fator que devemos multiplicar por M,, para obtermos
M, 1. Dai, se queremos, neste caso, determinar a taxa a efetiva para um
periodo, basta notar que 1+a = (1+4i/m)™ e, portanto, o = (1+i/m)™ — 1.
Temos ainda, de acordo com a desigualdade de Bernoulli, que

a=<1+i) —121+m-i—1:i.
m

Isto é, concluimos que ao anunciar uma taxa ¢ por periodo, a ser capitalizada
m vezes em cada periodo, obtemos uma taxa efetiva « por periodo, como
exposta acima, que é maior do que ou igual a 7. Exploraremos mais estas
transicoes entre taxas nominais e efetivas na secao 3.4 e no Apéndice 3.



CAPITULO 2. POR UM ENS. MAIS NAT. DE MATEMATICA 24

2.1.2 A limitacao do positivismo

Entendendo como ja adultos, das mais diferentes idades, o possivel ptblico-
alvo deste trabalho, lanco aqui, para todos nos, a seguinte pergunta: somos
hoje mais, menos ou tao curiosos que quando criancas ou adolescentes? Muito
provavelmente a maioria de nos se enquadrara como menos. Quando muito
novos, estamos comecando uma vida de descobertas e aprendizados, alguns
trazidos simplesmente pelas maos da natureza, como o andar, o controle das
fungdes motoras, o aprendizado da fala (em um primeiro momento); uns fru-
tos simplesmente da convivéncia e da observacao, e alguns a partir de formas
institucionalizadas, nas escolas e afins. E ha muita diferenca no aprendizado
entre situacoes como, por exemplo, a de s6 ouvir de um pai/mae que nao
se pode colocar o dedo na tomada e a de fazé-lo, sentir o choque e, assim,
perceber que este contato nao convém. Mas o que tem isto a ver com o
Positivismo?

Na primeira metade do século XIX surge com August Comte uma dou-
trina filosofica, socioldgica e politica denominada Positivismo. Tal nome pode
até soar bem e, de fato, tal corrente depositava total confianca nas ciéncias
e, com isso, apoio. Mas sua caracterizagao, principalmente no sentido po-
litico, abrangia forte rigidez e limitava a busca do conhecimento a apenas
aquilo que era classificado como vélido pelos lideres politicos e das ciéncias
(vide [7] para mais sobre positivismo). Ao defender o conhecimento cien-
tifico como tnico conhecimento verdadeiro os positivistas desconsideravam
quaisquer sabedorias ligadas a crencas ou outras que nao pudessem ser com-
provadas cientificamente, além de subordinarem a imaginacao & observagao.
E é este desprezo, esta limitacao, que destacamos aqui.

Apesar da louvavel fé na ciéncia que o Positivismo deposita, muitos dos
grandes nomes escritos nas historias das descobertas tiveram suas curiosida-
des motivadas, ao menos em parte, por suas crencas ou, simplesmente, seu
imaginario, sem uma necessidade ou compromisso com o progresso. Assim,
podemos enxergar em alguns momentos uma postura positivista na escola,
o que até pode trazer beneficios bem razoaveis. A disciplina e a colocacao
de certos limites e metas ¢ indispensavel ao aprendizado e & formacao de
um cidadao, mas a escola precisa ser um berco da propagacao e producao
de conhecimento. E este tltimo nao deve ser limitado. Se, por um lado, é
6bvio que nao podemos deixar que a crianca ponha o dedo na tomada, por
outro, constantes proibicoes e imposicoes desnecessirias podem levar ou a
algum tipo de apatia, no sentido de se deixar de questionar, criar e passar
a somente aceitar, ou a rebeldia. E isto deve refletir na busca por conheci-
mento também. A escola quase que sempre impoe o que serd estudado pelo
aluno, sendo pouquissimos ou inexistentes os momentos onde o estudante
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tenha como pesquisar livremente. A vida, seja pensando na sociedade ou es-
pecificamente nas ciéncias, trard oportunidades de escolha e o jovem poderéa
nao estar preparado para pesar o que for necessario a escolher bem, para si
e seu meio de convivio.

2.2 LINGUA E LINGUAGEM

Trabalhos de linguistas tém muito a acrescentar a nos, profissionais da
educacao, e principalmente nés, matemaéticos, e, ainda, outros que usam a
linguagem mateméatica em seu dia dia. E a Matematica ¢, de fato, uma
linguagem, como podemos ver, por exemplo, ao ser estabelecido, nos PCN’s
do ensino médio, dentre os objetivos para o ensino da Matematica, “expressar-
se oral, escrita e graficamente em situacoes matematicas e valorizar a precisao
da linguagem e as demonstracoes em Mateméatica”.

A capacidade linguistica humana é inata, ou seja, € como se o ser humano
fosse “projetado” para se comunicar. Mas, a principio, podemos nao valorizar
esse dito, visto que nao é s6 nos seres humanos que se manifestam interacoes
dessa natureza. Entretanto, tal capacidade humana goza de suas peculiari-
dades. Segundo o linguista americano Noam Chomsky, em [8], que defende
tal inatismo, a faculdade da linguagem é, em grande parte, responsavel pelo
fato de, sozinhos no universo biolégico, os seres humanos terem uma historia,
uma diversidade e evolugao cultural de alguma complexidade e riqueza, além
de sucesso biologico. Em passagem pela Universidade de Brasilia em 1996,
em uma palestra ele “pregou’

A linguagem humana se baseia numa propriedade ele-
mentar que também parece ser uma propriedade biologi-
camente isolada: a propriedade da infinidade discreta, ma-
nifestada na sua forma mais pura pelos ntimeros naturais
1, 2, 3, ... As criangas ndo aprendem essa propriedade do
sistema numeral. A menos que a mente ja possua os prin-
cipios bésicos, nenhuma quantidade de evidéncia poderia
forneceé-los;(...) Do mesmo modo, nenhuma crianca tem de
aprender que ha sentencas de trés palavras e sentencas de
quatro palavras, mas nao sentencas de trés palavras e meia,
e que é sempre possivel construir uma mais complexa, com
uma forma e um significado definidos. Tal conhecimento
tem de nos chegar pela “mao original da natureza” (the ori-
ginal hand of nature), segundo a expressao de David Hume,
como parte do nosso dote bioldgico.

Ele ainda comenta que Galileu atribuia o status de maior de todas as



CAPITULO 2. POR UM ENS. MAIS NAT. DE MATEMATICA 26

invencoes humanas a descoberta de um meio de comunicar até nossos “pen-
samentos mais secretos a qualquer outra pessoa com 24 pequenos caracte-
res”, e que pouco tempo depois os autores da gramatica de Port Royal*
impressionaram-se com a “invencao maravilhosa” de um meio de construir,
a partir de poucas duzias de sons, uma infinidade de expressoes. Quanto ao
potencial dessas “invencoes”, é dificil mensurar, se é que ha um modo de en-
contrar alguma limitacao para tal, mas ao desligar o ensino da Matemaética
de questoes linguisticas e historicas, por certo estamos desperdicando boa
parte deste potencial.

E como explorar essa “chegada do conhecimento pela mao original da na-
tureza” na Matematica? Se esta questdo é um pouco descabivel para nos,
professores, visto que quando nos deparamos com o aluno ele ja estd numa
idade mais avancada e, assim, possa ja ter acumulado certos conhecimentos
por outras “maos”’ que nao esta, entao facamos outra: Uma vez que certo
conhecimento ja foi obtido de forma artificial, mecanizada, vale a pena retro-
ceder e, como que se desconsiderando o ja sabido, reconstruir o conhecimento,
dessa vez de forma mais natural? Vale observar que, ja que estamos falando
de linguagens, as mesmas ji estavam bem estabelecidas quando comecou a
haver curiosidade por elas. Hoje, muito se sabe sobre tal tema, passando por
esta breve explanacao aqui presente, gracas a essa inquietagao humana que
nao se conformou simplesmente com, entre outras coisas, suas linguas, lin-
guagens, sua existéncia. Visto isso e, remetendo a superacao do positivismo
anteriormente vista, nos parece claro que a resposta de tal questao é um forte
sim.

Na mesma ocasiao, Chomsky coloca uma posicao interessante. Defende a
existéncia de um “estado inicial”, geneticamente determinado, da faculdade
da linguagem e diz haver fortes razoes para se acreditar que este estado
inicial ¢ comum a espécie: “Se meus filhos tivessem crescido em Toquio,
eles falariam japonés. Isso significa que evidéncias do japonés se relacionam,
diretamente com o que se tem pressuposto relativamente ao estado inicial para
o inglés”. B, novamente, passando de linguas para a linguagem Matemética,
nao seriamos todos nos portadores de alguma capacidade inata para tal?
Afinal, conforme uma crianca vai aprendendo a lingua do lugar onde vive,
vai se tornando mais capaz de abstrair, visto que, se no inicio ela aprende os
“sons” que remetem a objetos e formas concretas, materiais (cadeira, mamae,
cachorro), em algum tempo ela admite palavras que ndo percebem formas
fisicas (coragem, acreditar, futuro). A seguir, tratamos mais deste assunto.

4Gramaética que teve sua primeira edi¢do em 1662 e tida como referéncia pelos duzentos
anos seguintes (vide [14].
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2.2.1 A Matematica e a lingua patria

“.. no caso do processo de producao do conhecimento, na apren-

dizagem da Lingua ou da Matemdtica, a técnica alimenta o sig-
nificado que alimenta a técnica... e assim por diante.” Machado,
em [21]

Com o passar dos anos e o aumento da gama de conhecimentos adquiridos
pela humanidade, era inevitavel que competéncias, que antes eram parte
de uma mesma ciéncia, se separassem em cada vez mais areas. O estudo
das especificidades de determinado campo —no nosso caso a Matematica— é
necessario ao estudante, mas pode afasta-lo de verdadeiros sentidos de muitos
temas se ele for restrito apenas a conceitos especificos. Destacamos aqui a
escassez, em grande parte das salas de aula, de ligagoes entre a Matemaética e
nossa lingua patria, o Portugués, e também com a Historia, ao menos no que
diz respeito a Historia da Matemaética e das ciéncias em geral (este ultimo
aspecto, mais até em relagdo a formagao do professor que ao aluno). Tal
escassez ¢ nitida, por exemplo, nas avaliacoes, onde os alunos tem o habito
de nao expressar suas ideias em textos, mesmo que pequenos, mas apenas
expor calculos. Tudo isso ¢ muito pertinente ao aluno, que esti, ao menos
quando ainda novo, buscando algum sentido para aquilo que estuda.

E nao s6 a partir de suas origens e das questoes que permeiam seus
aprendizados vem o sentido de se analisar, lado a lado, a Matematica e a
Lingua Materna. MACHADO, em [21], defende uma impregnagdo muitua
entre estes dois e, ao longo de todo um livro analisa questoes pertinentes a
esta ligacao, via tragos historicos e os modos usuais de lidar com o ensino de
Matematica.

Ele levanta muitos questionamentos pertinentes ao aprendizado da ma-
tematica escolar, respondendo alguns e deixando interessantes eixos abertos
para reflexao. Destaco o fato de que, admitindo a existéncia de predispo-
sicoes inatas, referentes a “procedimentos elementares, de natureza ldgica,
que sao fundamentais também para o desenvolvimento da linguagem, resulta
(...) dificil compreender a razao da discrepancia no desempenho da maioria
das pessoas no aprendizado da Lingua Materna e da Matemdtica: por que
razao em um caso quase todos sobrevivem, enquanto no outro quase todos
sucumbem?”

Os professores de Lingua Portuguesa, assim como de outras linguas, tam-
bém passam situagao parecida quanto a gramatica. Ha uma constante dis-
cussao sobre o quanto e como tratar a gramatica na escola basica. Assim
como na Matemética e em qualquer ciéncia, percebe-se a necessidade de nao
se trabalhar de forma artificial, sem dar sentido ao que se trata. Mas a lin-
gua nativa é naturalmente mais presente no cotidiano de um individuo que
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a Matematica escolar. E isso pode indicar um caminho para uma resposta a
tal questao.

2.3 EDUCACAO FINANCEIRA

2.3.1 Distinguindo Educacao Financeira e Educacao Eco-
nomica

Segundo REIFNER e SCHELHOWE;, em [29], a Educa¢ao Financeira é
diferente da Economica em trés aspectos. Primeiro, ela é focada em apenas
um setor da Economia: servicos financeiros. Segundo, ela nao promove a
compreensao de todas as facetas do setor financeiro, mas apenas aquelas que
facilitam o seu uso para as necessidades dos consumidores. Terceiro, o papel
de poupancas/investimentos a nivel individual é diferente de em modelos
macroeconomicos.

Para entendermos o que sao produtos e servigos financeiros, observemos
DANTAS, em [11], que diferencia os dois:

- Produtos Financeiros sao instrumentos através dos quais as Insti-
tuicoes Financeiras efetuam suas operacoes de captacao e aplicacao, isto é,
sao as atividades executadas durante o processo de obtencao de recursos e
concessao de créditos, pois tém seu preco definido em funcao do valor da
operacao.

- Servigos Financeiros sao atividades nao relacionadas com o processo
de obtencao de recursos e concessao de créditos, sendo sua remuneracao de-
finida por um valor e/ou percentual fixo, pré-determinado(s), sobre o valor
envolvido no servico.

Ainda neste aspecto, COBRA, em [9], diz que “Servi¢os Financeiros sao
servigos prestados por instituicoes financeiras e que acompanham os Produtos
Financeiros oferecidos a seus clientes, pessoas fisicas e/ou pessoas juridicas”.

Sao exemplos desses produtos financeiros os financiamentos, emprésti-
mos, fundos de investimento. O principio basico de tais produtos se baseia
na existéncia de individuos com capital excedente que, através de instituicoes
financeiras, disponibilizam seu capital para aqueles que tenham necessidade
dele e, em troca, obtenham um valor adicional pelo tempo transcorrido até

que se faca a devolucao da quantia cedida. De acordo com NOVAES, em
[26], temos que SERRA [30] diz:

Fundos de renda fixa, certificados de depédsitos ban-
carios, cadernetas de poupanca e uma diversidade de ou-
tros mecanismos financeiros nada mais sao do que meios de
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transferir poupangas entre agentes superavitarios e agentes
deficitarios.

Defendemos aqui que observar e discutir, nos meios educacionais, a l6-
gica desses mecanismos e seus funcionamentos é imprescindivel para que o
estudante, que, no futuro, muito provavelmente serd consumidor, usuario de
tais produtos, possa analisar se ha a necessidade de usar algum destes e, em
caso afirmativo, se situar sempre da melhor forma possivel perante as opgoes
disponiveis.

2.3.2 A importancia do conhecimento em finangas

Este topico pode, para alguns, parecer desprezivel, mas ha fatos impor-
tantes a serem expostos, totalmente pertinentes a este trabalho. Segundo
matéria do Estadao®, em 02 de setembro de 2012, 60,9 milhoes de pessoas
tinham operagoes de crédito ativas em instituicoes financeiras no Pais, ou
seja, quase um em cada trés brasileiros, segundo a mesma reportagem. Po-
demos pensar, entao, que se tal situacao nao mudar muito nos préximos anos,
aproximadamente um terco de nossos alunos ird consumir, de alguma forma,
produtos financeiros como cartoes de crédito, financiamentos imobiliarios e
de veiculos, cheque especial, crediarios em lojas, etc. E, considerando fato-
res como as recentes quedas nos juros, tal fracao pode se tornar ainda maior.
Numa outra reportagem, do Jornal Hojef, em 27/06,/2012, consta que um em
cada doze brasileiros nao estava conseguindo pagar suas contas em dia. No
que diz respeito a financiamento de veiculos, a mesma matéria diz que eram
6% de inadimplentes, o maior percentual dos tultimos 12 anos, desde que o
Banco Central comecou a registrar tais dados. Sao breves retratos de como,
financeiramente, nossa populacao pode nao estar muito bem educada. Des-
preparo este que leva individuos antes fora dessas estatisticas a integra-las,
assim como mantém outros constantemente entre os devedores.

Apesar das constantes dicas de profissionais em financas que matérias
como essas costumam trazer, o cidadao comum desconhece o funcionamento
de tais produtos financeiros. De fato, boa parte da populacao, assim como
de nossos alunos em sala de aula, tem pouco conhecimento da matematica
béasica que permeia as financas, como porcentagem. Além disso, nao é habito
de muitos brasileiros vigiar suas contas, seus gastos e atentar para as diver-
sas modadidades financeiras em busca daquela mais vantajosa e, com isso,

Shttp:/ /economia.estadao.com.br/noticias/economia%20brasil,-brasileiros-
endividados-sao-609-milhoes-,125138,0.htm [25]

Shttp://gl.globo.com /jornal-hoje/noticia/2012/06 /percentual-de-brasileiros-
inadimplentes-e-o-maior-em-tres-anos.html [12]
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nao é raro observarmos comportamentos do tipo “se a parcela cabe no meu
orcamento, entao tudo certo”.

Nao é intencao deste trabalho condenar tais produtos, elevadas taxas de
juros, etc. Queremos, aqui, chamar atencao para o fato de a formacao de
nossos alunos estar tao carente de conhecimento em financas. Como tratare-
mos mais adiante, os temas que vém a auxiliar o cidadao comum no seu dia a
dia financeiro sao, em sua maioria, triviais. Entao por que, em plena segunda
década do século XXI estamos tao atrasados em educacao financeira?

2.3.3 LDB, PCN’s e a Matematica Financeira

Na Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB - Lei 9394 de
1996) e nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) encontramos infor-
magoes muito dteis e pertinentes a este trabalho. Além de serem documentos
legais que, obviamente, devem ser seguidos, respeitados, também nos trazem
boas questoes a serem refletidas, como comparagoes com leis mais antigas
que se tornaram incondizentes com a realidade.

Em seu artigo 35, a LDB coloca dentre as finalidades do Ensino Médio:

- a preparagao bésica para o trabalho e a cidadania do educando, para
continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade
a novas condicoes de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

- o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a for-
macao ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento
critico.

A Matematica esta envolvida na busca de tais finalidades de diversas ma-
neiras. Ela é necessaria na construcao dos saberes que prepararao para o
trabalho, o exercicio da cidadania, a capacidade de adaptacao a novas condi-
¢oes. Também é crucial para o aprimoramento do qual trata a lei e em tais
questoes de autonomia e criticidade. Especificamente, a Matematica Finan-
ceira é indispensavel para que o individuo exerca sua cidadania no que diz
respeito, até mesmo, a se proteger de eventuais “armadilhas” do mercado,
comuns exatamente devido ao fato de grande parte dos consumidores nao
terem conhecimentos minimos a respeito, fato que se relaciona diretamente
com a questao do desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento
critico. Ou seja, a realizacao de um trabalho sélido em Matemética Finan-
ceira no ensino médio nao é s6 uma questao de necessidades e principios, mas
uma indicacao legal que deve ser cumprida.

Ja nos PCN’s encontramos indicacoes nas quais podemos perceber um
cunho mais didatico. Logo no primeiro paragrafo do texto relativo aos co-
nhecimentos de Matematica, é exposta a importancia de a Educacao se voltar
para o desenvolvimento das capacidades de tomar decisoes e fazer inferéncias.
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E, de fato, o caso da Educacdo Financeira. Num mundo majoritariamente
capitalista, ap6és muitas centenas de anos de atividades monetarias é natural
que haja um enorme leque de opc¢oes a um individuo que venha a utilizar,
por necessidade ou nao, um produto financeiro. Assim, a questao de tomadas
de decisoes passa obrigatériamente por ter conhecimento, mesmo que bésico,
em financas. E defendemos neste trabalho que entenda-se por conhecimento
em financas nao apenas saber calcular porcentagens ou deslocar valores no
tempo mas, necessariamente, saber como funcionam, dentre tais produtos,
ao menos aqueles que estao acessiveis a maioria dos cidadaos de médio ou
baixo poder aquisitivo, ou seja, os mais usados.

Como tais documentos explicitam, o ensino médio, como etapa final da
educacao bésica, deve viabilizar a compreensao de fundamentos cientificos,
o conhecimento sélido dos elementos dessa linguagem que é a Matemética.
Mas, tao importante quanto isto, ou mais, é a preparacao do cidadao co-
mum, pois é 6bvio que todos que passarem pela escola de alguma forma irao
viver em sociedade, trabalhar, consumir e ser vitimas dos acontecimentos so-
ciais, financeiros, politicos que ocorrerem, enquanto apenas uma parte, que
se espera cada vez maior, seguird a estudar.



Capitulo 3

ABORDAGENS CRONOLOGICAS NO
ENSINO DE MATEMATICA
FINANCEIRA

Um fator crucial para os eventos financeiros ¢ o tempo. Financiamentos,
aplicacoes, todo tipo de operacao financeira estd, de alguma forma, atre-
lado ao passar do tempo. Sendo assim, se buscamos tornar o aprendizado
de Matematica mais natural, nao seria cabivel, ao menos num momento ini-
cial, abordar este tema de forma cronoldgica, isto é, na ordem com que seus
eventos ocorrem? Aqui, queremos mostrar uma abordagem que valorize os
acontecimentos através do tempo, na ordem que eles ocorrem, e esperamos
que isto faca com que o aluno va além de simplesmente calcular quantias
e prazos, mas tenha um melhor entendimento sobre o funcionamento dos
mecanismos financeiros e, assim, seja mais capaz de ter sucesso mediante
situacoes inéditas a ele.

Notemos que tal abordagem tem cunho construtivista (veja [23], por
exemplo). Ao introduzirmos Matemética Financeira segundo o que é, aqui,
proposto, espera-se que o aluno se torne nao sé capaz de concluir, por si s6, as
formulas que cercam esse tema como, até mesmo, ser independente das mes-
mas, o que seria ainda melhor. Ele mesmo tem condigoes de construir todo
o conhecimento em questao. Tal abordagem ¢é mais natural por que explicita
exatamente o que acontece em determinada operacao, periodo a periodo, e
em cada “etapa” da mesma. De forma pratica e direta, tal trabalho prega
que a Mateméatica Financeira seja introduzida como simples aplicacao de
Porcentagens, Progressoes Aritméticas e, no caso de nosso foco, Progressoes
Geométricas.

Cabe aqui deixar claro que nao é interesse deste trabalho que se substi-
tuam outras abordagens, como a do eixo das setas (vide [18] ou [26]), e sim

32
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adoté-la como abordagem introdutoéria visando uma melhor familiarizagao
e, consequéntemente, independéncia por parte do aluno. Outras abordagens
sao sempre bem vindas posteriormente.

3.1 A ABORDAGEM VISUAL

Ainda nao ha muitos trabalhos realizados no Brasil em torno da Educa-
¢ao Financeira, o que pode ser um indicio da necessidade de atencao a esta
area tao presente na vida das pessoas. Entre os existentes, destaco aqui o
“UMA ABORDAGEM VISUAL PARA O ENSINO DE MATEMATICA FI-
NANCEIRA NO ENSINO MEDIO” [26], de Rosa C. Novellino de Novaes,
realizado em 2009 para obtencao do seu grau de Mestre.

Uma das dificuldades por ela apurada em sua pesquisa é a dificuldade
dos alunos em tratar quantias em diferentes épocas. Isso é, inclusive, um
motivador para o presente trabalho visto que defendemos uma familiarizagao
com tais mecanismos num primeiro momento, antes de célculos mais avan-
cados. Acreditamos que, assim, muitos dos alunos nao cometerao mais este
tipo de erros. Nao usamos a mesma abordagem visual que ela propoe, mas
exploramos esquemas para que o aluno veja de forma clara a evolucao de
cada investimento ou pagamento. Outras partes de seu trabalho sao muito
pertinentes ao que estamos defendendo aqui e serao expostas e comentadas
a seguir.

3.1.1 A sequéncia didatica proposta e a analise de livros
didaticos

Para que se possa trabalhar esta que, a nivel médio, é a parte final do
conhecimento em financas, é necessario ja estar minimamente familiarizado
com certos temas. NOVAES explicita como uma sequéncia didatica para tal:
i) porcentagem, ii) juros simples, iii) fator de aumento e fator de desconto, iv)
juros compostos, v) o valor do dinheiro no tempo. O foco de nosso trabalho
esté relacionado a este dltimo item e, de acordo com o que defendemos aqui,
o0 terceiro item virda como consequéncia das conclusoes do quinto. Também hé
problema em abordar juros simples posteriormente, na forma de observacoes,
visto o menos frequente, mas nao menos importante, uso deste no mercado
financeiro. Um exemplo desta abordagem posterior de juros simples é en-
contrada no Capitulo 2 de [18]. Assim sendo, de acordo com as abordagens
aqui propostas, entendemos como pré-requisitos do item v), dentre os acima
expostos, apenas i) e iv). Além disso, é essencial o conhecimento de progres-
sOes geométricas, o que geralmente se encaixa antes de abordar iv). Assim,
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podemos concluir ser natural a abordagem de tal tema no 1* ano de ensino
meédio, como ja fazem dois dos autores que citaremos mais adiante.

Ela também nos lembra que varios fatores como a falta de tempo, por
exemplo, fazem com que os livros didaticos tenham forte influéncia no traba-
lho dos professores em sala de aula e também diz acreditar que eles acabam
determinando as escolhas dos contetidos de maneira mais incisiva que os do-
cumentos oficiais. Sendo tao presente o livro didatico no planejamento e
orientacao do professor, é cabivel introduzir uma analise sobre o que é e
como se aborda matemética financeira nesses materiais. No caso do nosso
trabalho, a questao da equivaléncia de capitais, verificar quais livros chegam
a tal ponto e como o fazem.

A anélise feita por ela, toma os seguintes titulos:

- DANTE, L. R. Matematica, vol. 1, 1* ed. Sao Paulo: Atica, 2004.

- PAIVA, M. Matematica, vol. tnico, 1* ed. Sao Paulo: Moderna, 2005.

- SMOLE, K.S.; DINIZ, M.D.. Matematica ensino médio, vol. 3, 5% ed.
Sao Paulo: Saraiva, 2005.

Em seu relato, ela mostra, dentre outras coisas, que apenas o primeiro
destes adentra pela matemaética financeira até equivaléncia de capitais. Ana-
lisando o mesmo, percebemos que, mesmo que sem se aprofundar, tal tema
¢ bem abordado via metodologia usual, ou seja, usando o eixo das setas.

Além destes, escolhemos, para complementar tal analise, quatro cole¢des
de 3 volumes, cada, a nivel médio enviados por editoras para nossa apreciacao
na Escola Preparatoria de Cadetes do Ar (EPCAr), em Barbacena.

Alguns autores ainda divergem quanto ao momento de abordar a Mate-
matica Financeira no ensino médio. A maioria ji o faz em seguida as progres-
soes, 0 que costuma ocorrer, atualmente, no 1° ano. Mas ap6s analisar tais
colecoes, vimos que os investimenos e, principalmente, financiamentos, que
sao tao comuns em nossas vidas, ainda nao sao suficientemente abordados
nos livros didaticos. E, assim como mostra a pesquisa de NOVAES, também
vimos que mesmo nos livros onde o tema ¢ abordado, isto é feito, geralmente,
em final de capitulo, mais como curiosidade.

Os livros que analisamos para tal trabalho foram:

(1) IEZZI, G.(et al.) Matematica: ciéncia e aplicagoes. Volumes 1, 2 e
3.-5.ed.-Sao Paulo: Atual, 2010.

(2) DANTE, L. R. Matemética: contexto e aplicagbes. Volumes 1, 2 e
3.-1.ed.-Sao Paulo:Atica, 2010.

(3) SMOLE, K. C. S.; DINIZ, M.I.S.V. Matematica: ensino médio. Vo-
lumes 1, 2 e 3. -6.ed.-Sao Paulo: Saraiva, 2010.
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(4) SOUZA, J. R. Novo olhar matematica. Volumes 1, 2 e 3.-1.ed.-Sao
Paulo, 2010.

(5) SILVA, C. X. da; BARRETO FILHO, Benigno. Matemética aula por
aula. Volumes 1, 2 e 3.-Sao Paulo: F'TD, 2009.

(6) GIOVANNTI, J. R.; BONJORNO, J. R. Matemética: uma nova abor-
dagem. Volumes 1, 2 e 3-2.ed.-Sao Paulo: F'TD, 2012.

(7) PAIVA, Manoel. Matematica. Volumes 1, 2 e 3.-1.ed.-Sao Paulo:
Moderna, 2009.

No Volume 1 da cole¢ao (1) encontramos um capitulo, logo apos as pro-
gressoes, dedicado apenas & Mateméatica Comercial e Financeira. Em duas
curtas secoes ha explanagoes muito bem feitas sobre pagamentos parcelados,
mas sao apenas dois exercicios relativos a isso.

Ja no Volume 1 da colecao (2) temos, também, todo um capitulo para
tal, seguinte as progressoes. O autor aborda a questao atentando para a
necessidade de se analisar a melhor opgao de compra, aborda a equivaléncia
de capitais, usando o eixo das setas ja inicialmente, e apresenta oito exercicios
sobre o tema. Foi o mais completo dentre os livros analisados.

A colecao (4), em seu Volume 2, tem um capitulo para Matematica Finan-
ceira, apesar das progressoes estarem no volume 1, que aborda amortizagoes
de forma breve, apenas dando féormulas.

As demais nao abordam questoes relativas a pagamentos parcelados ou
sequéncias de depositos.

Apesar de todos esses livros apresentarem o avanco de ter questoes his-
toricas ou cotidianas espalhadas por seus capitulos, eles acabam que sendo
apenas enfeite em sala de aula, visto que a Matemética ainda carrega, junto
de seu titulo de ciéncia exata, o “carma” de ter se consolidado como uma
resolvedora de problemas algoritmizaveis que dispencam reflexoes, criticas e
qualquer tipo de humanizacao. Os autores precisam estar sempre atentos
para melhorar cada vez mais, assim como todos nés, mas ji sao muito mais
atraentes e didaticos que h& anos atras. O acontecimento dessas constantes
mudancas requer, acima de tudo, nossa atitude.

3.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS: UM PRE-REQUISITO
BASICO

Na verdade, mais do que ter tais progressoes como pré-requisito para
o aprendizado de Matemética Financeira, podemos ver boa parte desta 1l-
tima como um campo de aplicacao direta dos conhecimentos em Progressoes
Geométricas.
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Progressoes Aritméticas e Geométricas ja fazem parte dos conhecimentos
matemaéticos desde povos muito antigos como os babilonios e egipcios, ou seja,
séculos antes de Cristo. E pertinente citar, aqui, uma ja conhecida historia,
contida em [18], por exemplo, sobre um grande génio da Matematica: Johann
Friederich Carl Gauss (1777-1855).

Aos sete anos de idade, durante uma aula seu professor pediu que os
alunos obtivessem a soma dos nimeros (inteiros) de 1 a 100. Em poucos
minutos Gauss apresentou o resultado correto. Aparentemente, ele se baseou
no fato de que a soma dos nimeros equidistantes dos extremos (1 e 100, neste
caso) é sempre constante como mostra a Figura 3.1.

1+2+3+4+5+ ... +96+97+98+99+100

I—) 10] €=

W
=
N

N 4
=
Y

Figura 3.1: Uma possivel “visao” de Gauss

E, de fato, sendo (ay, ..., @14, - Qn—fy -vy G, ...) UMA Progressao aritme-
tica de razao r, obviamente vendo que o termo a;,; estd a mesma “distancia”
de a; que a,_j esta de a,, temos que

a; + a, = ay + (ay + (n — 1)r)
=2a;+(n—1)r
=2a1+nr—r
=2a;+ kr+nr—Fkr—r
=(ay +kr)+ (a1 + (n—k—1)r)

= Q14+, + Qp—k

e, assim, a ideia de Gauss pode ser generalizada pois, pelo visto acima, a soma
dos n primeiros termos de uma progressao aritmética pode ser reduzida a n /2
vezes o valor de a; + a,.
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Percebamos que, mesmo sem saber sobre a existéncia de conhecimentos
antigos sobre progressoes, uma percepcao puramente intuitiva concedeu a
Gauss condicoes de resolver o problema proposto. Se, antes disso, ele tivesse
tido contato com os conhecimentos ja existentes, nao teria a oportunidade
de perceber este fato por si s6. Muitas vezes o professor de Matemaica acaba
por fazer isso com seu aluno: apresenta um raciocinio ja pronto, estruturado.
Ou faz pior: apresenta métodos, algoritmos prontos, tirando do aluno a
oportunidade de percebé-los, de descobri-los. Mas quanto mais descobertas
pudermos deixar para o aluno, mais s6lido serd seu aprendizado.

E indispensavel, ao estudante de Matematica Financeira, reconhecer uma
Progressao Geométrica e saber calcular a soma dos seus termos, tanto com
uma quantidade finita ou infinita (caso exista). Cabe aqui, a exemplo de
MORGADO (et. al.) em [24], definirmos Progressoes Geométricas como
sequéncias que variam com taxa de crescimento constante, sendo tal taxa de
crescimento a razao entre o aumento de uma grandeza e seu valor anterior a
tal crescimento.

Podemos iniciar a questao da soma com casos bem intuitivos e cotidianos.
Mas para simplificar esta explicacao, nestes primeiros exemplos, usaremos
casos bem diretos apenas para explorar a questao intuitiva.

Exemplo 1. Determinar a soma dos 10 primeiros termos da sequéncia

(@) = (1,3,9,27, ...).

E cabivel propor aos alunos que observem tal soma escrita como Sy =
1+34+94 27+ ... 4+ 39 e perguntar a eles se conseguem fazer algum tipo
de manipulacao em tal igualdade que nos seja favoravel na busca pelo valor
de S1p. Como, geralmente, eles vém as Progressoes Aritméticas logo antes
das Geométricas, devido a ja terem efetuado algum tipo de manipulagao em
equacgoes semelhantes, nao é raro que algum aluno indique o que esperamos,
ou seja, que se multiplique tal equacao por 3 (a razao da progressao). E,
quando isso ocorre, os alunos explicam corretamente o motivo para tal: fazer
com que, a excecao do primeiro termo, todos os outros aparegcam novamente,
viabilizando uma eliminacao. Quando isso nao acontece, podemos levantar
questoes que permitam induzir este raciocinio.

Escrevendo S1g = 14+3+9+27+...439 e também, esta mesma multiplicada
por 3, ou seja, 3570 =1 x3+3x3+9%x3+27x3+ ...+ 39 x 3, podemos
subtrair, membro a membro, essas equacoes donde, eliminando os termos
iguais, obtemos 3510 — S1p = 39 x 3 — 1 e, dai, 2579 = 59048 e, por fim,
SlO = 29524

Exemplo 2. Determinar o valor de 1/8+1/2+ 2+ 8 + ... + 512.
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Tendo visto a resolucao do exemplo anterior, os alunos, mesmo aqueles
que nao haviam visualizado antes, ji conseguem proceder sem problemas
com esta ideia. Obviamente é necessario perceber que, de fato, as parcelas
formam uma Progressao Geométrica, o que podemos ver pelo fato de 512 =
29 = 273 x 212 = (1/8) x 45, ja tendo visto que os quatro primeiro termos
estao em uma Progressao Geométrica de razao 4.

Sendo S = 1/8 +1/2 + 2+ ... + 512, temos que 45 = 1/2 +2 + 8 +
... + 512 + 2048. Subtraindo membro a membro obtemos 35 = 2048 — 1/8
e, portanto, S = 5461/8 = 682,625. Notemos que, neste caso, sequer foi
preciso calcular a quantidade de termos da soma, apesar disso ser evidente
em 512 = (1/8) x 45,

Nesse momento, se o professor achar a turma matematicamente madura o
suficiente, ja é até cabivel introduzir um exemplo de Matemética Financeira,
mesmo sem anuncia-lo como tal. Ele pode ser deixado em aberto, como um
desafio, para que os alunos tenham a oportunidade de refletir sobre o assunto
durante um tempo e tentar aplicar o raciocinio recém visto num problema
cotidiano, como vemos a seguir.

Exemplo 3. Se eu fizer dez aplicacoes mensais de R$1000,00 cada, por dez
meses consecutivos e sempre no inicio de cada més, num fundo que rende
1% ao més, quanto terei acumulado um més apds o iltimo depdsito?

Um exemplo como este pode ser tratado apenas com o entendimento de
que aumentar em 1% ¢é equivalente a multiplicar por 1,01 e com o conheci-
mento de Progressoes Geomeétricas, analisando o que acontece com a quantia
neste fundo més a més:

No inicio do primeiro més deposito os R$1000,00. Passado um més, essa
quantia tera sido acrescida de 1%, ou seja, se tornara 1000(1,01) reais. Além
disso, serd acrescido o ela o valor do segundo deposito e, assim, comegamos o
segundo més com 1000(1,01)+1000 reais. Passado mais um més esta quantia
serd, também, acrescida em 1%, ou seja, serda multiplicada por 1,01 e virara
(1000(1,01) 4+ 1000)1,01 = 1000(1,01)? 4+ 1000(1,01). J&a podemos perceber
que, como a cada més haverd um acréscimo de 1% ao montante do inicio do
meés anterior mais um depoésito de 1000, ao final do décimo meés o primeiro
deposito de 1000 reais tera sido multiplicado por 1,01 dez vezes, o segundo 9
vezes, o terceiro 8 vezes e, assim, sucessivamente. Com isso, concluimos que
o valor procurado sera dado por

1000(1,01)* 4 1000(1, 01)? 4 ... 4- 1000(1, 01)* 4+ 1000(1, 01)

=1000(1,01" +1,01° + ... + 1,01 4 1,01)
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Assim, se fizermos S = (1,01)'% + (1,01)? 4+ ... 4+ (1,01)? + 1,01, entdo
teremos 1,015 = (1,01)" + (1,01)! + (1,01)° + ... + (1,01)® + (1, 01)2. Sub-
traindo membro a membro, obtemos 0,015 = (1,01)* — 1,01 e, dai, tem-se
S ~ 10, 56683 e 0o montante procurado é R$10566,83.

Tendo passado de forma intuitiva por estes exemplos, ja faz sentido ge-
neralizar a soma de termos de uma Progressao Geométrica. Na verdade, ja
fazia sentido fazé-lo logo apo6s o exemplo 2 e isto é o que passamos a fazer
agora. Seja

S=a+aqg+ag*+..+aqd" > +ag" ", (3.1)

com g # £+1. Dai, multiplicando ambos os membros, obtemos
¢S =aq+aq®* +ag® + ... +a¢" ' + aq”. (3.2)

Subtraindo, membro a membro, (3.1) e (3.2), tem-se (¢ — 1)S = a¢™ — a e,

portanto
q"—1

(¢—1)

Para mais sobre sequéncias de nimeros reais, veja o Apéndice 2.

S=ua

3.3 INTRODUZINDO EVENTOS FINANCEIROS NA
ORDEM NATURAL DE SEUS ACONTECIMEN-
TOS

Em acordo com o relato de NOVAES, em [26], uma grande dificuldade
que os alunos encontram em problemas de Matemética Financeira é tratar
quantias através do tempo. Erros como igualar quantias em tempos distintos,
ao lidar com fluxos de caixa e afins, sao muito comuns. E isso se d4 quando
o aluno nao entende bem, nao s6 o que deve ser feito, mas também o sentido
do que se propoe. Neste caso, o estudante nao tem pleno conhecimento
dos mecanismos de investimentos e, principalmente, dos de cobrancas. E é
neste sentido que defendemos que, antes de tratar de capitais equivalentes
em diferentes momentos, abordemos a evoluc¢ao, periodo a periodo (dia a
dia, més a més, ano a ano, etc), de investimentos, pagamentos de dividas,
compras, etc. Com este entendimento consolidado, o “transporte” de quantias
através do tempo se dara de forma natural, fazendo sentido para o aluno.

Notemos que se adotarmos tais abordagens cronolégicas, isto é, se vamos
abordar tais problemas no sentido natural do correr do tempo, estaremos
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fazendo nada mais que obter capitais equivalentes apenas em momentos fu-
turos, mas sem usar este termo com os alunos, até para que eles tenham
a oportunidade de perceber sozinhos fatos como as conhecidas formulas de
equivaléncia de capitais:

Para obter o valor futuro, basta multiplicar o atual por (1 + )",

Para obter o valor atual, basta dividir o futuro por (1 4+ 1)™.

Apesar de serem formulas de simples compreensao, é sempre mais provei-
toso que um aluno conclua algo ao invés de simplesmente receber e aceitar
uma informagao. Tais atividades podem ser efetuadas em de trés a cinco au-
las de 45 minutos cada, sendo de 30 a 45 minutos para os investimentos, 60
a 90 minutos para pagamentos de dividas, 30 minutos para os sistema SAC e
francés e o restante para exercicios. Caso o professor disponha de mais uma
aula, é interessante abordar a capitalizacao continua.

3.3.1 Investimentos

Dois sao os casos basicos em investimentos que trataremos aqui. Pri-
meiro, considerar um tnico depoésito C que ficara rendendo, por n periodos,
de acordo com uma taxa de juro conhecida. Neste caso temos que, a cada
periodo, o valor depositado sofrerd um acréscimo de j%, ou seja, serd multi-
plicado por (14 j/100) e, assim, ap6s n periodos o montante M acumulado
serd dado por M = C(1 + j/100)". Como este caso é trivial, dedicaremos
mais atencao ao seguinte.

Consideremos que, mensalmente, um investidor aplicard uma quantia c
num fundo que rende uma taxa mensal ¢ (= j/100). Por simplicidade, consi-
deremos tais aplicacoes sempre no inicio de cada més. Nosso objetivo é saber
quanto ele terd acumulado em tal fundo depois de n meses. Repare que ao
invés de ja comecgar com exemplos que trazem todos os pagamentos para a
época zero, como o que é proposto nos livros didaticos pesquisados, iniciamos
com uma questao que é mais natural a um investidor. Observemos o exemplo
a seguir, onde usamos uma abordagem cronologica, ou seja, explicitando o
que acontece com esta aplicacao a cada més.

Exemplo 4. Se vocé depositar R$500,00, todo inicio de més, numa poupanca
que pague 0,5% ao més, quanto terd acumulado ao final de dez meses (ou
seja, um més apds o ultimo depdsito)?

Tratemos da evolucao do investimento como ele ocorre més a més, de
modo anélogo ao 3. Ao final de um més o primeiro depésito tera rendido
0,5%, ou seja, tera se tornado 500(1,005) reais. Neste momento h& um novo
deposito de R$500,00 e o montante acumulado passa a ser 5004-500(1,005)
reais. Mais um més se passa e, com isso, mais uma multiplicacao por 1,005,
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que faz o montante passar a ser de 500(1,005) + 500(1, 005)? e, com o novo
deposito de 500, passa a 500 + 500(1, 005) + 500(1,005)2. E assim sucessiva-
mente até que tenhamos

500(1,005) + 500(1,005)* + ... + 500(1, 005)'° = 500(1,005 + ... + 1,005").

Com o que vimos anteriormente sobre Progressoes (Geométricas, isto dé
500(1,005)(1,005° — 1) /0,005 ~ 5139, 58 reais. Isto é mais facilmente apre-
sentavel por um esquema, montado més a més, como na Figura 3.2, onde
explicitamos, em cada expressao, o que é o rendimento do més anterior e o
valor depositado naquele més.

/ 500 MONTANTE APOS REATUSTE

*1més DEPOSITO DO MES |
SO0l MONTANTE APOS REATUSTE

1 mé DEPOSITO DO MES

$00(1,008)2+ 500(1,005) + 500
MONTANTE APOS REAJUSTE
DEPOSITO DO MES

10 meses(

-

500(1,005)9 + 500(1,005)8 +...+300(1,003) + 500
+1 més

500(1,008)!0-+ 50001005 +....+ 500(1,005)% + 500(1,005)

MONTANTE APOS O ULTIMO REAJUSTE

Figura 3.2: Esquema a ser montado periodo a periodo

Uma sugestao é que o texto descrito acima seja uma explicagao verbal em
sala de aula e o esquema seja montado (no quadro, em projetor, etc), etapa
a etapa, conforme a explicacgao.

O proximo exemplo trata de um investimento visando uma renda futura
e usaremos a mesma abordagem do anterior.

Exemplo 5. Supondo juros de 0,5% ao més, quanto vocé deve investir men-

salmente, durante 30 anos, para obter, ao fim desse prazo, uma renda mensal
de R$1000,007
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Primeiramente, como R$1000 & 0,5% de R$200000, entao devemos encon-
trar o valor que aplicado mensalmente a 0,5% nos dé R$200000 em 30 anos,
ou seja, 360 meses. Seja P tal valor. O esquema da figura 3.3 nos mostra a
evolucao deste investimento de modo andlogo ao anterior.

, P
+1 més
P(L005) + P
+1 més
P1LO0S) + P(1,005) + P
+1 més
360 meses¢ p(]!005]3 + }3(1,005]2 +P(1003) + P

\ \—)P(I,OOS)%O £ P05 + .+ P(L00S)* + P(1,005)

Figura 3.3: Esquema a ser montado periodo a periodo

Dele, devemos ter
P(1,005)%° 4 P(1,005)*° + ... + P(1,005)

(1,005)360 — 1

= 200000
0,005 ’

= P(1,005)

que implica
200000(0, 005)

~ 1,005[(1, 005)360 — 1]
Apesar desta abordagem aparentar ser mais trabalhosa, ja apo6s alguns

exemplos o proprio aluno vai percebendo as possibilidades de generalizacao,
enquanto entende como sao estes mecanismos de investimentos e cobrancas.

P ~ 198, 11.
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3.3.2 Pagamentos de dividas

Aqui abordamos o que, muito provavelmente, ¢ o maior problema de mui-
tos dos individuos que consomem. Como ja citamos antes (segdo 2.3), sdo
muitos os brasileiros endividados e, dentre estes, muitos os que nao conse-
guem honrar suas dividas. Conhecer os mecanismos relativos aos produtos
financeiros disponiveis ¢ fundamental para evitar ser enganado, para ade-
rir sempre & melhor opc¢ao acessivel e, é claro, ser capaz de pagar o que se
compra. No exemplo a seguir expomos uma abordagem cronolégica para um
problema sobre o pagamento de uma divida.

Exemplo 6. Pedro comprard uma moto que vale R$3000,00 e pagard em
cinco parcelas mensais 1guais, sendo a Primeira paga um mes apos a compra.
Considerando uma taza de juros de 1% ao més, determinar o valor da parcela.

Seja p o valor de tal parcela. Ao final do primeiro més a divida passara
de 3000 para 3000(1,01). Neste momento sera paga a primeira parcela e
a divida caira para 3000(1,01) — p. Passado mais um més, tal divida sera
multiplicada por 1,01 e passaré a ser 3000(1,01)? — p(1,01), bem quando se
pagard mais uma parcela, reduzindo a divida para 3000(1,01)* —p(1,01) —p.
Ao final do quinto més, a divida tera chegado a

3000(1,01)° — p(1,01)* — p(1,01)* — p(1,01)* — p(1,01)
e paga-se a ultima parcela, acabando com a divida e a igualando a zero:
3000(1,01)® — p(1,01)* — p(1,01)* — p(1,01)* — p(1,01) —p = 0.
Dai, vem 3000(1,01)> = p(1,01° + ... + 1,01*) = p(1,01* — 1)/0,01 =

4,060401p donde p ~ 775,84, o que também é mais facilmente apresenta-
vel pela montagem de um esquema como na Figura 3.4.
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3000
+1 més
3000(1,01) -
+1 més
3000017 - p(L01) -5
+1 més
3000101 - p(101) - p(1,01) -5
+1 més
3000(1.00)* - p(101)° - p(LOVA —p(101) -
+1 més

)
b_

30000101 - p(L01)* - p(1.01)° - p(1.02)* - p(101) -

Figura 3.4: Esquema a ser montado periodo a periodo

Nela temos, em cada linha, a parcela paga naquele més (altimo termo) e
a divida do més anterior reajustada. Vemos que, além de calcular o valor da
parcela, o estudante percebe como ocorre a evolucao da sua divida, tornando
tal pratica mais clara e justificada. E pertinente, ainda, aproveitar a situacao
para fazer o que chamamos de “prova real”, usual no ensino fundamental, que
é usar o valor obtido pra mostrar que, de fato, tal divida tera se esgotado
apos o ultimo pagamento. Isso serd feito quando falarmos de tabela Price e
SAC, na secao 3.3.3.

O exemplo a seguir expoe uma situagao muito corrente no mercado, que
pode acabar disfarcando a presenca dos juros.

Exemplo 7. Ao comprar uma geladeira de valor R$900,00, um cliente tem as
sequintes opgoes: Em trés parcelas mensais sem juros (ou seja, de R$300,00
cada), sendo a primeira paga no ato da compra, ou & vista com 10% de
desconto. Determine a taxa mensal de juros embutida no prego anunciado.

Se o preco a vista ¢, na verdade, R$810,00, entdao é 6bvio que héa ju-
ros embutidos no antincio. Se um cliente compra parcelado, ele sai da
loja devendo os R$810,00 menos o valor pago no ato (R$300,00), ou seja,
uma divida de R$510,00. Sendo i tal taxa, passado um més sua divida
sera de 510(1 4 i), quando serd paga mais uma parcela de R$300 redu-
zindo a divida a 510(1 + ¢) — 300. Um més apos, a divida passara para
510(1 +1)? — 300(1 + i) quando sera paga a tltima parcela e, entdo, a divida
passard a 510(1 4 7)? — 300(1 + 4) — 300. Como nesse momento se encerra
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a divida, tal expressdo deve valer zero e, dai, substituindo (1 + i) por z,
tem-se 51022 — 3002 — 300 = 0, que equivale a 5122 — 30z — 30 = 0. Como
(14 14) = = tem que ser positivo, ndo convém a solu¢do negativa para tal
equacao e ficamos com x ~ 1,116. Assim, i ~ 0,116 = 11,6%. Um esquema
semelhante aos anteriores também pode ser usado, como sugerimos a seguir.

310
+lmés

510(1+)-300
+1 més )

S10(14) - 300(14) - 300

Figura 3.5: Esquema a ser montado periodo a periodo

Observemos que no caso de prazos maiores a equacao polinomial teria
grau maior que 2. Com isso precisariamos de mais conhecimentos relativos
a polindémios, o que o aluno s6 costuma adquirir ao final do ensino médio e
que estao além dos objetivos deste trabalho. Porém, neste mesmo sentido
podemos abordar um tipo interessante de problema que pode, com os conhe-
cimentos do aluno ja neste momento do Ensino Médio, ser trabalhado com
uma quantidade qualquer de pagamentos, como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 8. Um produto é anunciado a R$125,00. Tal valor pode ser pago
em cinco parcelas iguais postecipadas (no valor de R$25,00 cada) ou & vista
com 20% de desconto. Se uma pessoa tem acesso a um investimento que
rende 8% ao més, qual € a op¢do mais vantajosa para efetuar tal compra?

Podemos pensar que tal pessoa tenha disponivel a quantia para paga-
mento & vista, mas vai pagar parcelado para investir o que sobra, més a més.
Se, deste modo, sobrar dinheiro ao final dos pagamentos, entao é melhor pa-
gar parcelado. Se faltar, obviamente o valor para pagamento & vista sequer
sustentara o parcelamento e se nem sobrar nem faltar, ¢ indiferente o modo
de pagamento escolhido. Analisemos, entdo, a evolucdo do que sobra, més a
meés, ao escolher o parcelamento, a exemplo do que ja fizemos antes, obser-
vando que os 20% de desconto sobre R$125,00 nos levam a R$100,00 para o
pagamento a vista.
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100
+1 més
100(1,08) - 25
+1 més
100(1,08)2 - 25(1,08) - 25
+1 mes
100(1,08)3 - 25(1,08)2 - 25(1,08) - 25
+1 més
100(1,08)* - 25(1,08)3 ~ 25(1,08)2 - 25(1,08) - 25
+1 més

100(1,08)° - 25(1,08)* - 25(1,08)° - 25(1,08)* - 25(1,08) - 25
Figura 3.6: Esquema a ser montado periodo a periodo

Assim, o valor que resta apds o ultimo pagamento é dado por
100(1,08)° — 25[(1,08)* + (1,08)* + (1, 08)* + (1,08)" + (1,08)"]

(1,08)° — 1
0,08

Ou seja, ao usar a opcao de parcelamento, além de os R$100,00 serem sufi-
cientes para honrar todos os pagamentos, ainda geram uma pequena sobra
(R$0,27) ao final, mostrando que o parcelamento é ligeiramente mais vanta-
Joso, neste caso.

O termo amortizagao ¢ muito comum no mercado. Amortizar significa
abater, descontar parte de uma divida ou, até mesmo, toda ela. Cada amor-
tizacao é um pagamento e, como vemos a seguir, podemos tratar problemas
que envolvem esses abatimentos com a abordagem cronoldgica aqui sugerida.

= 100(1,08)° — 25 ~ 0,27.

Exemplo 9. Pedro tomou um empréstimo de R$100,00 a juros mensais 10%.
Quitou-o em trés meses, pagando a cada més os juros devidos e amortizando
30% da divida ao final do primeiro més e 30% e 40% nos dois meses sequintes.
Determinar o valor de cada parcela paga.

Tais amortizagoes sao de R$30,00, R$30,00 e R$40,00 respectivamente, ou
seja, ele pagard, a cada més, estes valores e os juros acumulados ao longo do
meés anterior. Assim, ao final do primeiro més sua divida sera de R$110,00, ele
pagara os R$10,00 de juros mais os R$30,00 da amortizagao e sua divida caira
para R$70,00. Passado outro més, esses R$70,00 serao atualizados a R$77,00
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e ele pagara os R$7,00 de juros e os R$30,00 da amortizagao, reduzindo a
divida para R$40,00. Por fim, estes R$40,00 passarao a R$44,00, ele pagara
0s R$4,00 de juros e os R$40,00 da amortizacao e, com isso, acabara com
sua divida. Resumindo, as parcelas serao de R$40,00, R$37,00 e R$44,00,
respectivamente. Esquematizando tudo isso, més a més, obtemos a Figura
3.7.

100 JUROS  AMORT.

+1 més / /

110 (10 +:

+1 més M

-(7+

+1 més M

Figura 3.7: Esquema a ser montado periodo a periodo

Observe que dentro de cada par de parénteses temos o valor de uma
prestacao, isto €, a soma entre os juros a serem pagos e a amortizacao.

3.3.3 Tabela Price e SAC

Sao os modelos mais comuns no mercado, usados para financiamentos.
O Sistema francés, também chamado Tabela Price (Richard Price foi um
economista inglés) se caracteriza por prestagoes constantes e o Sistema de
Amortizagao Constante(SAC) ja expoe no nome sua principal caracteristica.
Sao muito cabiveis a nivel médio por serem frequéntes no mercado, como
citamos acima, e por decorrerem diretamente dos casos recém vistos. Fazem
parte de uma matemaética cotidiana que esta esquecida nos livros didaticos
e, principalmente, em sala de aula.

Nos dois exemplos a seguir tratamos os problemas de SAC e Tabela Price
de modo cronoldgico, como estamos propondo ao longo deste trabalho, vi-
sando uma abordagem em sala de aula.

Exemplo 10. Uma divida de R$100,00 € paga, com juros de 15% ao meés,
em & parcelas mensais postecipadas. Determinar cada prestacao e fazer uma
plandlha de amortizacao pelo SAC.

Se vamos considerar uma amortizacao constante, entao a cada més seré
abatido 1/5 da divida, ou seja, R$20,00. Além deste valor também irao
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compor a parcela os juros do més. Assim sendo, apdés um meés a divida seré
de R$100,00, mais R$15,00 de juros. Com isso, serao pagos 20 + 15 = 35 na
primeira prestacao, restanto 115 — 35 = 80 de divida. Passado mais um més
esses R$80,00 terdo gerado R$12,00 de juros e, assim, a prestacio seguinte
serd de 20 4+ 12 = 32 e, apds paga-la, a divida cai de 92 para 92 — 32 = 60.
Seguindo este procedimento, a proxima parcela serd de R$29,00, a seguinte
serd de R$26,00 e a ultima, de R$23,00. Obviamente, a compreensao deste
procedimento fica mais facil com auxilio de um esquema, como ja vimos,
ou se formos construindo, més a més, uma planilha como a seguinte, onde
Divida (pré) é o valor devido imediatamente antes do pagamento da parcela
e Divida (pos) é o valor devido imediatamente apés tal pagamento.

Més Divida (pré) | Juros | Amortizagao | Parcela | Divida (pos)
0 (compra) 100 - - - -
1 115 15 20 35 80
2 92 12 20 32 60
3 69 9 20 29 40
4 46 6 20 26 20
5 23 3 20 23 0

Exemplo 11. Refazer o exemplo anterior pelo sistema francés (Tabela Price).

Neste caso, devemos considerar que a prestacao seja constante e, con-
sequentemente, a amortizacao nao serd. Além disso, precisamos saber, ini-
cialmente, o valor da prestacao para poder montar a planilha e para isso
usaremos 0 mesmo raciocinio ja visto anteriormente. Sendo p o valor de tal
parcela, temos que, de acordo com o que ja vimos, o valor final da divida

sera

100(1,15)° — p(1,15)* — p(1,15)* — p(1,15)* = p(1,15) — p.
Mas como este deve ser igual a zero, temos
100(1,15)°

~100(1,15)5(0, 15)

P B (LB + (LIBP (L1 -1 (Lipp—1 28
Com o valor da parcela em maos, podemos montar, més a més, a planilha
abaixo.
Més | Divida (pré) | Juro | Parcela | Amortizagao | Divida (pos)

0 100 - - - -

1 115 15 | 29,83 14,83 85.17

2 97,95 12,78 | 29,83 17,05 68,12

3 78,34 10,22 | 29,83 19,61 48,51

4 55,77 7,26 | 29,83 22,57 25,94

5 29,83 3.89 | 29,83 25,94 0
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Os graficos na figura a seguir ilustram as duas situacoes.

Exemplo de Sistema Francés de Amortizacio Exemplo de Sistema de Amortizacdo Constante
- Tabela Price

30

Ml B H B
B0 5 02

20 — —

Més Juros Més

B Amortizagdo

Figura 3.8: Graficos dos exemplos anteriores

Notemos que, neste caso, o valor total pago usando o SAC é menor do
que o total pago com o sistema francés. E supondo que eu disponha, a cada
més, dos valores necessarios para se pagar esta divida pelo SAC, se eu escolho
o sistema francés terei uma “sobra” em cada um dos dois primeiros meses,
mas que nao serao sufucientes para compensar a “falta” nos trés pagamentos
seguintes. Ou seja, a nao ser que eu consiga investir o que me sobra nestas
duas primeiras parcelas em um fundo que renda o necessario para cobrir o que
me faltar nos proximos pagamentos, a melhor op¢ao para este pagamento é a
amortizacao constante. Mas, sendo assim, qual sera a taxa que proporciona
um rendimento capaz de fazer com que esta “sobra” dos primeiros meses
compense a “falta” dos ultimos?

Verifica-se que esta taxa é, exatamente, a de 15% ao més (faca-o!) e tam-
bém dizemos que estes dois esquemas de pagamentos sao equivalentes, pois se
supomos que o dinheiro é reajustado em 15% ao més, tanto um saldo devedor
quanto um investimento, tanto faz escolher um modelo ou o outro. Este tipo
de verificacao é bem trabalhosa de acordo com a abordagem aqui proposta
e, para tal, sugerimos que o leitor faga uso do modelo mais tradicional (vide
[18]). Afinal, como ja dissemos, a proposta é que a abordagem indicada neste
trabalho seja introdutoria e, assim, para problemas de pagamentos a prazos
mais longos as formulas de equivaléncia de capitais serao bem tteis.

No sentido de generalizar estes procedimentos, consideremos uma divida
D a ser paga, com juros de ¢ a0 més, em n parcelas mensais postecipadas.
Se desejamos modelar tal situagao pelo SAC, entao cada amortizacao sera
de D/n e, procedendo de modo anélogo ao Exemplo 10, obtemos a tabela a
seguir.
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Més | Divida (pré) | Juro | Amortizacao Parcela Divida (pos)
0 D - - - -
1 D(1 + i) Di D/n D(i++) =
2 | D(1+9)=1 [ Di=1 D/n D (i~ + 1) D2
3 | D(1+i)%=2 | Di™2 D/n D (i"2+ 1) D™=
n | D(1+4)~ | Di- D/n D=L 0

Fica explicito, entao, que os valores dos juros, das parcelas e da divida
sempre diminuem conforme progressoes aritméticas, no caso do SAC.

Mas se desejamos fazer tal modelagem pelo sistema francés, procedemos
como no Exemplo 11 e, inicialmente, obtemos o valor da parcela, vendo que
ao final de todos os pagamentos o valor da divida é dado por

D1+ —p(l+)" ' —pl+i)"2—...—p
=D(1+4)" —p[(L+4)"" + ..+ (1+4)"
Hla+im-1)

7

=D(1l+)"—
que, obviamente, deve ser igual a zero. Assim, encontramos

(1+i)"

— Di——"°)
P=H -1

e, dai, podemos montar a tabela, més a més, obtendo

Meés Divida (pré) Juro Parcela Amortizagao Divida (pos)
0 D - - - -
- - T 1 [ ()
: D(<1 +>Z) @D < fh @D Dlu(wz";il G D( (I}i)?il;
()" (14 ()" —(1+i ()" Y T+ —(1+i
(40" —(1+45 ()" (143 ()" (144 1+)" — (144
3 D(1 +14) [(EDE Di w1 Didry= | Plampr=s | P oo
DR Y e WG S :
n Dz(lﬂﬁ DZQW Dz(H_i)Zn_l D1(1+2)n—1 0

donde percebemos, por exemplo, que os valores das amortizagoes crescem
em Progressao Geométrica.
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3.4 POSSIBILIDADE DE CONTINUACAO: DO DIS-
CRETO PARA O CONTINUO

Ao longo das secOes anteriores tratamos da evolucdo de investimentos
e dividas com o passar do tempo, mas sempre considerando tal tempo de
forma discreta, ou seja, limitando as partigoes ou aglutinacdes do mesmo a
ntmeros inteiros. Assim, consideramos que entre dois momentos consecutivos
no tempo o valor de um bem, de uma divida ou de um investimento se
mantém constante.

Apesar desse modelo ser bem comum e satisfatorio a nivel médio, pois
atende & maior parte dos produtos financeiros disponiveis a populacgao, é
cabivel questionar sobre a possibilidade de uma evolucao continua, ou seja,
de modo que o capital seja atualizado a cada instante sem que haja este
periodo estacionéario seguido por um “salto”. De fato, ao longo da secao
2.1.1, aumentamos algumas vezes o niimero de capitalizacoes ao longo de um
mesmo periodo, do qual conheciamos a taxa de juros. Uma pergunta natural
que la surgiu foi “o que acontecerd se eu aumentar sem limites a quantidade
de capitalizacbes em cada periodo?”. Aqui veremos duas reflexdes sobre tal
questao.

Primeiramente, suponhamos que haja uma funcao C(t) que modele o que
foi descrito acima. Consideremos uma quantia Cy, aplicada a uma taxa de
juros (suposta constante). Seja C(t) o capital gerado a partir de Cy apds
decorrido um tempo t. Notemos que a diferenca C'(t + h) — C(t) é o lucro
obtido com o investimento da quantia C(¢) por um prazo h. Dai, se tal
taxa é constante, tal lucro deve ser proporcional & quantia C'(t) e temos que
C(t+h)—C(t) = kC(t), donde k = [C(t + h) — C(t)]/C(t) evidentemente
depende do prazo h, mas nao depende do tempo t.

Chamamos uma funcao f de funcao exponencial se sua lei puder ser
expressa por f(x) =b*, com b > 0e b # 1. JA4 uma funcao g que possa ser
expressa por g(x) = a - b® é dita fungao de tipo exponencial (com a # 0).
Afirmamos que uma fungao da forma C'(t) = Cyb!, com b real, positivo e tal
que b # 1 atende as necessidades expostas acima. Com efeito, assim sendo
tem-se

C(t+h)—C(t)  Cobt —Cobt o

C(t) N Cob? B ’
que, de fato, independe de t. Isso mostra que as funcoes do tipo exponencial
sao uma possibilidade para tal modelagem. Além disso, tem-se que funcoes
do tipo C'(t) = Cyb' sdo as unicas tais que C(t + h)/C(t) ndo depende de
t. Isto é, toda modelagem para tal problema tem que resultar numa fungao
exponencial ou do tipo exponencial. Tratamos disso mais cuidadosamente
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no Apéndice 3.

Vejamos uma outra reflexao sobre isto. Tem-se que o mais comum entre
matemaéticos e outros estudiosos que necessitem de uma modelagem expo-
nencial ¢ o uso do e como base, ou seja, de fungoes do tipo C(t) = Coe™.
Com efeito, na secao 2.1.1 concluimos que o montante, obtido apds n anos,
da aplicacao de um principal Cjy a uma taxa anual ¢ de juros, capitalizada m
vezes ao longo do ano, é dado por

M:%O+i).
m

Como i e m sdo niimeros reais (mais precisamente, m é natural) ndo nulos,
podemos escrever m = th para algum h em R. Assim, tem-se

i mn 1 ihn 1 K]
M:OO 1+— :CO 1+— :CO 1+—
m h h

E ja vimos que
1\
i (147) =

o que trataremos mais a fundo no Apéndice 2. Assim, se fizermos este ntimero
de periodos de capitalizagdo (m) aumentar sem limites, entdo h também o

fara (pois h = m/i e i é fixo) e teremos
B n
1
li 1+ —
pim (14 7)

"
1 —

A fim de ilustrar tais ideias, analisemos, entdo, duas situacoes:

(1) aplicar um principal de R$1000,00 num fundo que rende 20% ao ano
com capitalizacao anual;

(2) aplicar um principal de R$1000,00 num fundo que rende 20% ao ano
com capitalizacao continua.

M = lim CO = CO = Coein.
h—o0

Chamemos de h(t) o montante acumulado em ¢ anos na situacao (1).
Temos que, para cada t € R, , podemos obter k inteiro tal que £ <t < k+1
e, assim, fagamos h(t) = 1000(1,2)*. Observemos que na situacio (1) a
taxa ¢ dada ao ano e com capitalizacao anual, ou seja, a taxa anunciada
¢, de fato, a efetiva. Ja na situacdo (2) a taxa ¢ anunciada ao ano mas a
capitalizacao é continua, isto é, nos foi dada uma taxa nominal. E, de fato, se
quiséssemos uma taxa efetiva de 20% ao ano, bastaria considerar uma funcio
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g(t) = 1000(1,2)", como veremos mais adiante. Neste caso, observamos que,
com m capitalizagoes ao ano, o montante de (2) em ¢ anos seria

92 mt
M:1000(1+0’—> :

m

Mas se desejamos uma capitalizacao continua, que podemos entender como
capitalizar a todo momento, devemos fazer este nimero m tender ao infinito.
Assim, em ¢ anos teremos

m—00 m

0.2 mt 0,2ht
£(t) = lim 1000 (1 + —) — 1000 lim (1 + —)
h—o00 h

h 0,2t
: 1 0,2t
=1000 | im (14 — = 1000e™".
h—o0 h
montante ¢
(em milhares de reais) g
' h
0.5
tempo (t)
0 em anos
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 5 65

Figura 3.9: Capitalizacoes continua e discreta

Os graficos de tais fungoes sdo dados na figura 3.9, onde g(¢) = 1000(1, 2)*.
Notemos que estes graficos indicam que a capitalizagao continua faz real-
mente o montante crescer mais rapido. E esta taxa anunciada de 20% (no-
minal) na situagao (2), resulta numa taxa efetiva de

f(t+1)— f(t)  1000e%%*02 — 1000e%*

02 _
Ft) 100002t
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que é maior que 20% (aproximadamente 0,22).

Podemos, por exemplo, analisar quanto tempo leva para que tal capital
dobre em cada caso.

Se fizermos 1000(1,2)" = 2000, temos que t = log; ,2 ~ 3,8. Dai, como
entre dois valores inteiros de ¢ tal funcao se mantém constante, ela s6 dobraré
ao final do quarto ano, como, de fato, aparenta no grafico. Na verdade, ele
acabara passando um pouco do dobro, visto que 1000(1,2)* = 2076, 3.

Mas se fizermos 1000e®* = 2000, obtemos ¢t = In2/0,2 =~ 3,47, que ¢
menor até mesmo que os 3,8 achados inicialmente para a situacao anterior.
Ou seja, enquanto no caso discreto seriam 4 anos até que o capital dobrasse,
no caso continuo isso ocorreria em menos de 3 anos e meio.

Uma questao muito natural que surge ¢ “e se quisermos um capital atuali-
zado continuamente, porém com uma taxa efetiva de 20% ao ano?”. Notemos
que a funcao g, dada anteriormente, atende a isso. Com efeito, temos que

g(t+1)—g(t)  1000(1,2)"*' —1000(1,2)"
q(t) B 1000(1, 2)! B

0,2,

ou ainda,

g(t +h) —g(t) _ 1000(1,2)"" — 1000(1,2)"

=1,2"—1.
g(t) 1000(1, 2)t ’

E notemos que g também pode ser obtida se buscarmos uma fung¢ao do tipo
g(t) = 1000e* tal que g(1) = 1000(1,2). Isso implica em e* = 1,2, ou seja,
a =1In1,2. Mas, substituindo «, tem-se

g(t) = 1000e% = 100012t = 1000(1, 2)*.

Uma outra pergunta que pode surgir é a seguinte: “sejam duas funcoes
mi(t) = a-e* e mo(t) = b(1 4 4)" que nos fornecem os montantes de duas
aplicacoes, em t anos. Supondo que ambas sejam iguais em t = 0, ou seja,
tenham uma mesma aplicacao inicial, que relacao deve existir entre as taxas ¢
e a para que apos 1 ano, por exemplo, tais montantes também sejam iguais?”

Obviamente temos que a = b por elas serem iguais em ¢t = 0. Mas se
devemos ter my(1) = my(1), entdo a - e* = b(1 +1i) e, como a e b sdo iguais
e diferentes de zero, temos e = (1 + i), uma relacdo entre i e o que ainda
pode ser reescrita como ¢ = e* — 1 ou av = In(1 + 7).

Mas isto pode ser pensado de forma mais geral. Dados um ponto de
“partida” (0, Cp) e um de “chegada” (¢, C}), que relagao hé entre duas fungoes
ft)=a-e*eg(t) =b(1+1)" que os contenham? Ora, temos que a = b = Cj
e, assim, C; = f(t) = g(t) implica em e = (1+4)" e, ainda, em o = In(1+74)
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e 1 =e“—1. Temos ai duas relacoes entre a taxa efetiva ¢ e sua taxa nominal
a relativa a uma capitalizacao infinitesimal, a exemplo do que ja tinhamos
feito ao final da secao 2.1.1. E uma simples substituicao, por exemplo

f(t) = Coe® = CoemHIIE — 0 (1 4 0)t = ¢(t),

nos mostra que, na verdade, f e g representam uma mesma funcao.
Pensando de modo mais amplo ainda, dados dois pontos (t1,41) e (t2,y2),

com (t; — t2)(y1 — y2)11y2 # 0, entdo hé uma, e apenas uma, funcdo de tipo

exponencial que os contém. De fato, a fungao f(z) = a-b*, com

1
_ tq1—t
a = tlyl Y2 - eb:(z_;)l 2
(Ll) t1—t3 ,(Ll) t1—t3
Y2 Y2

é do tipo exponencial e contém tais pontos (verifique!). E sendo f(t) = a;-b} e
g(t) = ay- b, duas fungdes do tipo exponencial que contém tais pontos, temos
que aj - b = ay - by e a; - b = ay - b, Mas como 0 ¢ {ay,as}, podemos
dividir, membro a membro, uma por outra, obter b' "> = bi!~** e, portanto,
by, = by. Dai, substituindo este resultado, por exemplo, em a; - b}' = ay - by,
tem-se a; = ag, e tais fungoes sao idénticas.



Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

Uma grande oportunidade de aprendizado é o debate saudavel de ideias
sobre diferentes pontos de vista e métodos utilizados em sala de aula, e sobre
os conhecimentos em si. Esperamos que nosso trabalho gere este tipo de
reacao, nao s6 visando reflexao sobre o mesmo mas também podendo ter
como desdobramento outros trabalhos que venham a nos aprimorar como
profissionais do ensino e, mais ainda, como pensadores. E estranho ver uma
ciéncia de origens e conceitos que surgem de formas tao naturais ser tao
repudiada por tantos. E é possivel que isto seja um reflexo de métodos
usados em muitas das salas de aula, nao s6 no Brasil, mas em muitos outros
lugares.

Vale a pena chamar a atencao para a questao da valorizagao conhecimento
por parte do professor. Até que ponto nao é um problema este profissional
menosprezar certos temas tidos como nao necessarios a nivel de ensino ba-
sico? Existe mesmo tal ponto? Vimos ao longo dessa dissertacao que alguns
conceitos de Célculo e Anélise aparecem naturalmente na construcao dos co-
nhecimentos relativos & Mateméatica Financeira. Assim, nao parece cabivel
que o professor despreze tais assuntos acreditando nao ser necessario entendé-
los, visto que o aluno de ensino médio nao precisa saber Céalculo e Anélise
para entender de Financas. Na verdade, muitos dos conceitos dessas discipli-
nas sao pertinentes ao cidadao comum e, além disso, o aluno sequer precisa
saber que esta passando por estes campos da Matematica. Destacamos aqui,
novamente, a importancia dos conhecimentos colocados nos trés primeiros
apéndices e, com isso, nossa forte recomendacao pela leitura deles.

Ao longo do Capitulo 2 passamos por certos temas que cercam o ensino
de Matematica. Conhecer as obras dos autores aqui citados é de extrema
relevancia para quem leciona tal disciplina e precisa lidar constantemente
com questoes como “pra que serve isso?”, “de onde isso veio?”. Muitas vezes
esquecemos que tais perguntas, por parte do aluno e também do professor,

o6
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podem mostrar uma tentativa de realmente entender algum sentido para os
conceitos, algo totalmente justificavel.

Quando falamos em Matemética Financeira notamos uma forte curiosi-
dade por conta dos estudantes, principalmente entre alunos jovens. Isto é
natural pois esse tema é pertinente a uma das maiores vontades humanas:
a de consumir. E, entdo, uma excelente oportunidade para cativar o aluno.
Como ja dissemos aqui, a Matemética ainda aparenta carecer de naturali-
dade ao ser tratada na escola e fazer o maximo possivel para liga-la ao dia a
dia das pessoas ¢ algo que deve ser buscado sempre.

Tais reflexdes devem levar a acao para que ocorram mudancas. Se todos os
nossos pensamentos morrerem em nossas cabegas e em trabalhos académicos,
nao veremos avancos no aprendizado de nossos estudantes; eles continuarao,
em grande parte, ou sucumbindo ou simplesmente “engolindo” o que lhes é
imposto. O professor precisa persuadir o aluno ao invés de impor fatos a
eles. Mas esse poder de persuasao depende do educador acreditar de fato no
que prega. Se eu simplesmente aceitar que as coisas sao como eu aprendi e
ensino, ao invés de me convencer de tal, meu discurso se torna fragil e dificil
de defender. Independente de ser num pais que valorize ou nao a educacao,
exercemos uma, profissao de fé naquilo que se prega, mas tal fé nao pode ser
cega.



APENDICE 1: SEQUENCIAS DE
NUMEROS REAIS

Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao a : N — R, que associa
a cada nimero natural n um nimero real a,, chamado o n-ésimo termo da
sequéncia. Cabe lembrar que, no ensino basico as sequéncias sao definidas
sem a necessidade de dominio em N, mas em um subconjunto {1,2,3...,n} de
N, ou seja, sao consideradas algumas sequéncias finitas. Apesar disto fugir
da definicao correta, nao é um problema para o aprendizado do aluno.

Escreve-se (a1, ag, ..., ay, ...) ou (a,)nen, ou simplesmente (a,), para indi-
car a sequéncia cujo n-ésimo termo é (ay,).

Uma sequéncia (a,) diz-se limitada superiormente quando existe ¢ € R
tal que a, < ¢ para todo n € N. Analogamente, uma sequéncia (a,) diz-
se limitada inferiormente quando existe ¢ € R tal que a, > c¢ para todo
n € N. Uma sequéncia limitada inferiormente e limitada superiormente é
dita, simplesmente, limitada e, nesse caso, podemos dizer que existe k > 0
tal que |a,| < k.

De diferentes formas o conceito de limite pode ser apresentado ainda no
ensino médio. Ao vermos a soma da série geométrica infinita, por exemplo,
passamos por esse importantissimo conceito que, aqui, definiremos.

Diz-se que o numero real a é limite de uma sequéncia (x,) quando, para
todo niimero real € > 0, arbitrario, pode-se obter ny € N tal que todos os
termos x, com indice n > ng cumprem a condigao |z, — a| < e. Escreve-se
entao a = lim z,,.

Ou seja, para valores muito grandes de n, os termos x, tornam-se e se
mantém tao proximos de a quanto se queira. Para ser mais preciso, se esti-
pulamos uma margem de erro € > 0, existe um indice ny € N tal que todos
os termos z,, da sequéncia, posteriores a x,,, ou seja, com indice n > ny, sao
valores aproximados de a com erro menor do que €.

Um fato interessante ¢ o de podermos dizer que a = limz, significa
que qualquer intervalo aberto de centro a contém todos os termos xz, da
sequéncia, exceto um numero finito deles: aqueles n termos tais que seus
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indices sao menores ou iguais a ng, onde de z,, em diante, todos os termo
pertencem a tal intervalo.

Uma sequéncia que possui limite diz-se convergente enquanto uma que
nao possui diz-se divergente. Veremos a seguir que, quando existe, o limite
¢é Unico.

Teorema 2. Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites distintos.

Demonstracao. Seja a = limx, e seja b # a. Tomemos € > 0 tal que os
intervalos abertos I = (a —¢,a+¢) e J = (b —¢,b+ ¢) sejam disjuntos,
ou seja, tenham intersecao vazia. Como a = limz,, existe ng € N tal que
n > ng implica z,, € I. Assim, para todo n > ng, temos que z,, ¢ J. Logo b
nao é limite de (z,). O

Dizemos que uma sequéncia é mondtona quando, para todo n € N, tem-se
Tpi1 > T, ou, para todo n € N, tem-se z,,1 < x,. Se dado um conjunto
X ={x1,...,x,, ...} existe ¢ € R tal que x,, < ¢ para todo n € N, dizemos que
tal ¢ € uma cota superior de X. De forma anédloga definimos cota inferior.
Chamamos de supremo de um conjunto X a menor das suas cotas superiores
e de Mmfimo de um conjunto X a maior de suas cotas inferiores. Escrevemos,
respectivamente, supX e infX para representa-las.

O teorema a seguir nos d4 uma condi¢ao que é suficiente para que uma
sequéncia convirja e seu resultado serd usado no Apéndice 2.

Teorema 3. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstragao. Seja (z,) mondtona limitada. Sem perda de generalidade,
digamos que ela seja ndo decrescente. Escrevamos X = {z1,...,z,,...} e
a = supX. Dado um nimero £ > 0, o nimero a — € nao é cota superior de
X. Logo, existe ng € N tal que a — ¢ < z,, < a. Assim, n > ng implica
a—€<Tp, <Tp<a-+eedailimz, =a. O

Semelhantemente, se (x,) é ndo crescente e limitada, entdo limz, é o
infimo do conjunto dos valores x,,.
Para mais sobre sequéncias de nimeros reais, vide [16].



APENDICE 2: A FORMALIZACAO DO
(&

Inicialmente, precisamos expor o teorema binomial para usi-lo em tal
formalizacao. Sendo n € N, para obter o desenvolvimento de (a + b)", o
Binoémio de Newton!, vamos multiplicar seus n fatores, ou seja, efetuar

(a+b)-(a+Db)-...-(a+0).

Notemos que, ao aplicar sucessivamente a propriedade distributiva da
multiplicagao, vamos obter termos do tipo a? - " P, com p < n. Para saber
quantas vezes um termo desses aparecera no desenvolvimento, basta ver de
quantas formas é possivel escolher p destes fatores para deles tomar o a, o
que implica que nos outros tomaremos o b. E isto quer dizer que o niimero
de vezes que tal termo aparecera no desenvolvimento? é

(o) =

E, com isso, concluimos que

n

|
=3

“ pl(n—p)’
n! 0 1m0 n! 1 1 n! _
S L R N LSS ST E L LS 1
0ln—o)" IO LR T T

Agora observemos a sequéncia

S, =1 L L ! L =1,2,3

Tsaac Newton (1642-1727) foi um matematico e fisico ingleés.
2vide [18]
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Como a cada termo é acrescido um valor positivo em relacao ao anterior,
ou seja, ela aumenta, temos S, < 5,41 para todo n; isto é, a sequéncia S,
¢ monotona crescente. Percebamos, também, que a partir de n = 3 temos
nl=1-2-3-...-n>1-2-2-...-2=2""1¢, assim,

Su<liltirty 4 1
n 2 22 on—1

1

n 1
=1+ 2 =142(1—-=)<1+2=3
1-1 on

pois 1 — 1/2™ é menor do que 1. Dai, temos que S,, < 3, ou seja, a sequéncia
S, é limitada superiormente por 3. Como ja vimos no Apéndice 1, toda
sequéncia mono6tona crescente e limitada converge, ou seja, tende para um
limite quando n — oo. Com isso, S, converge para um limite S que, pelo
que acabamos de mostrar, encontra-se entre 2 e 3, visto que S,, > Sy = 2.

Agora mostraremos uma sequéncia que converge para o mesmo limite de
Syp. Consideremos a sequéncia T,, = (14 1/n)". Pelo teorema binomial,

1 nn-1 1 nn—1)(n-2)...1 1
Tty L D=2 1 1
n 2! n? n! nn

1 1 1 2 n—1 1
141+ (1—=) =4+ +(1==)(1=2) . (1= Sy
n 2! n n n n!

Como em cada uma das parcelas dessa soma, a excessao das duas primeiras,
aparece um produto —ou fator, no caso da terceira parcela— menor que 1,
temos T, < S, (T,, < S, a partir de n = 2). Portanto, o conjunto dos valores
da sequéncia T, também tem uma cota superior e, como 7, é mono6tona
crescente pelo mesmo motivo que S,, converge para um limite 7" & medida
que n — oo. Por fim, como veremos a seguir, tem-se T' = S.

Como S,, > T,, para todo n, temos que S > T. Vamos demonstrar que,
ao mesmo tempo, S < T. Tomemos um m € N tal que m < n. Chamemos
de Wnn) a soma formada com os m + 1 primeiros termos de T}, isto ¢é,

1\ 1 1 2 m—1 1

Como m < n, cada um dos parénteses tem um valor positivo e esta ultima
soma ¢ menor do que 7;,. Notemos que se deixamos n aumentar sem limite
enquanto mantemos m fixo, entao W, ) tendera para S,,, pois cada expres-
sao nos parénteses tenderd a 1, enquanto 7, tendera para T'. Ou seja, temos
que, qualquer que seja este m, S,, < T e, consequentemente, S < T. Assim,
concluimos que S =T, como queriamos demonstrar.
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Este limite 7', de T,,, acima, é o que chamamos de e, que também pode
ser expresso pelo limite de S,,, como vimos. Vamos usar isto, e a reducao a
um absurdo, para provar que e é irracional. Suponhamos que e seja racional,
ou seja, que tenhamos e = p/q, com p e ¢ inteiros. Como ji vimos que
2 < e < 3, e nao pode ser inteiro e, assim, o denominador g deve ser ao
menos 2. Multiplicando ambos os lados da equagao

1 1 1 1
€=1+—+—+—+...+E+...

20 3!
porgl=1-2-3-...-¢q, obtemos no lado esquerdo
e-q!zg-1~2'3-...'q:p~1~2-3~...-(q—1),

enquanto no lado direito temos

g g q q! q!
4+ = 4+ = 4+ = + + = + 4+ = 4+
¢ 20 3 g T nl T

1
q+1+(q+1)<q+2)

O lado esquerdo e a expressao nos colchetes do lado direito sao nitidamente
inteiros. Mas os termos remanescentes nao o sao pois cada fracao tem nume-
rador 1 e denominador maior que trés. Quanto a sua soma, visto que ¢ > 2,
temos

=[¢'+¢"+34-...-q+4-5...-.q+..+(g—1D)g+q+1]+

1 1 1 11 1
+ - +.. <+ —+ + ...
g+1 (¢g+1)(g+2) (¢g+1)(q+2)(qg+3) =334 3-4-5
[ S SRS SR SRS S S /3 1
3 3.3 3-3-3 77 3 3 3 7 1-1/3 2

onde usamos o fato de a série geométrica infinita a + ar + ar? + ... ser igual
a a/(1—r), sempre que |r]<1. Como a soma em questao ¢ positiva e menor
que 1/2, claramente nao representa um inteiro. Dai, a equacao acima tratada
implica em um ntmero inteiro ser igual a um nimero nao inteiro, o que é
um absurdo. Com isso, e nao pode ser a razao entre dois inteiros, como
queriamos demonstrar.

Para mais sobre o nimero e, recomendamos fortemente [22].



APENDICE 3: A FUNCAO
EXPONENCIAL E A CAPITALIZACAO
CONTINUA

Na secao 3.4 vimos que as fungoes de tipo C(t) = Cyb' sdo capazes de
modelar problemas de capitalizacao continua, como os propostos. Vamos,
agora, caracterizar a funcao exponencial e, em seguida, a funcao de tipo
exponencial. Notemos que as fun¢oes que buscavamos em tal secao deveriam
ser crescentes ou decrescentes pois, sendo a taxa de juros constante, o capital
ou s6 aumentaria ou s6 diminuiria a cada atualizacao. Comecaremos esta
parte do trabalho enunciando o principio de inducdao, que ja foi usado na
secao 2.1.1 e serd usado mais adiante: “Seja P uma propriedade vélida para
o namero 1. Se o fato de P ser vélida para um nimero natural n implicar
em P ser vilida também para n + 1, entao P vale para todos os nimeros
naturais”. A seguir, demonstraremos um lema necessario a caracterizacao
das func¢oes desejadas.

Lema 1. Fizado o nimero real positivo a # 1, em qualquer intervalo de R™
existe alguma poténcia a”, com r € Q.

Demonstracao. Dados 0 < a < 3, devemos achar r € Q tal que a” € [, ],
ou seja, a < a” < . Sem perda de generalidade, suponhamos a e o maiores
que 1, pois os demais casos sao tratados de modo anélogo. Como as potén-
cias de expoente natural de niimeros maiores que 1 crescem ilimitadamente,
podemos obter M e n naturais tais que

a<ﬁ<aMel<a<(l+%T?)n.

Ao extrairmos a raiz n-ésima, dos termos nesta tltima, e, em seguida, subtrair
1 e multiplicar por a, obtemos, respectivamente

1<a1/”<1+i},"‘e0<aM(a1/"—1)<ﬁ—oz.
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Dai,

m m—+1 m
—<M=0<a""(@/"-1)<B-as0<ar —an <fB—a.
n
Assim, as poténcias
CLO _ 1,a1/n’a2/n ,CLM

g oo

sao extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor que
8 — a, comprimento do intervalo [, 3]. Como [a, 3] C [1,a], a0 menos um
desses extremos, digamos /™, esta contido no intervalo [, B]. O]

Teorema 4. (Caracterizacao da fungio exponencial) Seja f: R — RT uma
fungao mondtona injetiva (ou seja, crescente ou decrescente). As sequintes
afirmacoes sao equivalntes:

(1) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;

(2) f(x) = a® para todo x € R onde a = f(1);

(3) f(x+vy) = f(z)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracao. Precisamos mostrar que (1)=-(2)=(3)=-(1). Inicialmente,
observemos que a hipotese (1) acarreta que, para todo nimero racional r =
m/n (considerando m € Z e n € N) tem-se f(rx) = f(x)". De fato, sendo
nr = m, (1) nos permite escrever

flrz)" = f(nra) = f(mz) = f(2)"™,

o que implica em f(rx) = f(z)™/™ = f(x)".

Assim, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a"
para todo r € Q. Agora suponhamos, sem perda de generalidade, que f seja
crescente (caso seja decrescente o raciocinio é analogo). Logo 1 = f(0) <
f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista x € R tal que f(z) # a”.
Digamos, também sem perda de generalidade, que seja f(z) < a® (o caso
contrario é tratado de forma analoga). Entao, como f(z) e a® sao nimeros
reais, pelo Lema anterior, existe um ntimero racional r tal que f(z) < a” <
a®, ou seja, f(x) < f(r) < a®. Como f é crescente, f(x) < f(r) implica
x < r. Ora, mas também temos que a" < a”, donde vem r < x, que é
uma contradi¢do. Com isso, ndo podemos ter = real tal que f(z) # a” e
concluimos que (1)=(2).

Admitindo que f(z) = a” para todo z € R, temos que, dados x,y € R

fla+y) =t =a® 0 = f(2)- f(y)

mostrando que (2)=-(3).
Por fim, mostremos que (3) implica que f(nz) = f(z)" para todon € Ne
todo x € R, o que faremos por indugao sobre n. Se n = 1, temos f(1-z) = z'.
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Sendo n = k, consideremos que vale f(kz) = f(z)* e provaremos que vale o
mesmo para n = k + 1. Com efeito, tem-se

fllk+1)a] = f(ka + ) = f(ka) - f(2) = f(2)" - f(2) = f(a)""

onde usamos a hipotese de indugao. Para ver que isto também vale se n € Z,
observemos que temos, para todo x real,

j0-1(543) - 13) 1) -1 5) >

ou seja, a funcdo f s6 admite valores positivos e, assim, f(0) = f(0+0) =
f(0) - f(0) = f£(0)% implica f(0) = 1. Dai, podemos escrever f(0) = f[z +
(—x)] = f(x) - f(—x), donde vem

fo) 1 o
fl—z)="~=——= f(x)".
0w @ T
Finalmente, sendo p negativo, escrevamos p = —n. Assim,

flpr) = f(=nz) = fln(=2)] = f(=2)" = [f(2) )" = f(2) " = f(2)",
que conclui a demonstracgao de que (3)=(1) e a demonstracao do teorema. [J

Se uma fung¢ao g : R — R é de tipo exponencial, ou seja, se g(z) = b - a”
para todo x real, com a e b contantes positivas, entao para quaisquer z,h € R
0s quocientes

g(z+h)—g(z) _ ah —1le g(z+h) — ah
g(x)

g(z)
dependem apenas de h, mas nao de x. Mostraremos agora que vale a reci-
proca.

Teorema 5. (Caracterizacao da funcao de tipo exponencial) Seja g - R —
R* uma fun¢ao mondtona injetiva tal que, para x,h € R quaisquer, o acrés-
cimo relativo [g(x + h) — g(x)]/g(x) dependa apenas de h, mas nao de x.
Entao, se b= g(0) ea = g(1)/9(0), tem-se g(x) = b-a® para todo x real.

Demonstra¢ao. Nitidamente, a hipotese feita equivale a supor que i(h) =
g(z + h)/g(x) independe de x. Como g(z + h)/g(z) = [g(x + h)/b]/[g(x)/b],
onde pomos b = ¢g(0) # 0, podemos escrever f(z) = g(z)/b. Desse modo,
f também é mondétona injetiva, com f(z + h)/f(z) independente de x e,
ainda, com f(0) = 1. Observemos que vale a relagao i(h) = f(x + h)/f(z),
que equivale a i(h) - f(z) = f(x + h), e que pondo z = 0 nesta, obtemos
i(h) = f(h) para todo h € R. Dai, vemos que a fun¢do monotona injetiva f
cumpre f(x+h) = f(x)- f(h), ouseja, f(x+y) = f(z)- f(y) para quaisquer
z,y € R. Segue do teorema anterior que f(x) = f(1)* = [g(1)/g(0)]* = a”,
logo g(z) =b- f(x) =b-a”, como queriamos demonstrar. O
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Apesar de ja temos tratado da capitalizagao continua na secao 3.4, vale a
pena aborda-la novamente sob um novo ponto de vista. Seja C(t) o capital
no instante ¢, resultante da aplicacao, a juros acumulados continuamente, de
um capital inicial Cy = C'(0). Seja, também, i a taxa nominal de juros por
periodo (suposta constante). A variagao desse capital, em um tempo h (em
periodos), ¢ dada por C(t + h) — C(t) e a sua variacao média por periodo é
[C(t+ h)—C(t)]/h. Assim, se desejamos calcular a taxa média de juros por

periodo, fazemos
C(t+h)—C(t)
h

C(t)
Mas, se estamos considerando uma taxa constante de juros, o que chamamos
de taxa média pode ser visto, simplesmente, como taxa. Retomando o que
vimos nas segoes 2.1.1 e 3.4, se desejamos uma capitalizacao continua, pre-
cisamos fazer com que o “tamanho” de cada um desses h periodos tenda a
zero. Assim, a soma de qualquer quantidade desses periodos sera uma soma
de parcelas que tendem a zero e, com isso, tendera a zero também. Ou seja,
teremos h tendendo a zero e, dai, pelo fato de 7 ser constante, pode ser dada
mesmo em um periodo infinitesimal, isto é

7 =

C(t+h)—C(t)

=W
— lim 1 'C(t+h)—C’(t)
h—0 C(t) h
1 lim C(t+h)—C(t)
C(t) =0 h
_ 1 /
cw’ (t)

Notemos que i = % -C'(t) ¢ uma equacao diferencial. Podemos integrar
os dois membros de modo a descobrir uma fungao C(t) que a satisfaga. Como
consequéncia do teorema da regra da cadeia, sabemos que a derivada de
InC(t), com C(t) > 0, é % - C'(t). Dai, concluimos que InC(t) = it + k,
onde k é uma constante de integracao tal que, fazendo ¢t = 0, vem k = In C'(0).
Com isso, InC(t)—InC(0) = In C(t)/C(0) = it. Tomando os dois lados como
expoentes de uma mesma base, por exemplo e, que mais convém aqui, tem-se

&G = et que impli CU _ ¢it o finalmente, C(t) = C(0) - et
e = €", que implica em ZG = € e, finalmente, (t) = C(0) - e.

Para mais sobre fungao exponencial e capitalizacao continua recomenda-
mos [17] e [13].



APENDICE 4: QUESTOES PARA
REFLEXAO SOBRE A DOCENCIA EM
MATEMATICA E POSSIBILIDADES DE
PESQUISAS FUTURAS

Como ja citamos na introducao desta dissertacao, alguns questionamentos
que julgamos interessantes a reflexao por parte do professor de Matemética,
mas nao se relacionam diretamente com a parte central deste trabalho, foram
deixadas para este apéndice. Mas ja dissemos que é intencao nossa que tal
leitura seja o mais simples e, também, rapida possivel, para que possa atingir
um maior ntimero de leitores e, com isso, buscamos expor tais questoes de
forma breve e direta, deixando desdobramentos mais profundos a cargo das
reflexoes do leitor e de trabalhos futuros.

Colocando-se no lugar do aluno

Todo professor um dia ja foi aluno. Além, é claro, de todo o estudo e ex-
periéncia, é uma certa dose de tempo, esse tempo que permeia a parte central
deste trabalho, que separa a fase discente da docente para os que escolhem
tal carreira. E importantissimo ao profissional do ensino ter atencdo a isso
para buscar o melhor equilibrio entre “rigor e justica”, tentando, até mesmo,
manter-se ligado aos questionamentos e atitudes que tinha quando aluno, de
modo a entender o que cada aluno passa em seu periodo escolar. Pensando
em Ensinos Fundamental e Médio, nos deparamos com desde criancas de
apenas 6 anos, nos primeiros anos escolares, até jovens de 18 anos ou até
mais, no caso de modalidades como EJA, sem contar outras peculiaridades
além de idade. Uma boa educagao/instru¢ado depende de rigor, de cobranga,
mas é impressindivel o cuidado para que nao ocorram excessos, que nao se
deixe de ser justo com o aluno, até para que possamos almejar que a escola
seja um ambiente, de fato, democratico.
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O que é Matematica e quem pode “ser um matematico”?

“Tem coragem para fazer uso da tua propria razao!”
Immanuel Kant

Tais perguntas sao frequentemente efetuadas e deixadas sem resposta,
ou respondidas de formas vagas, evasivas: uma fuga de algo que deve ser
buscado, nao ignorado. Mas neste trecho nao expomos respostas para tais,
mas ainda assim levantamos estes questionamentos por acreditarmos serem
interessantes ao professor de Matematica e, até mesmo, para a inducao de
trabalhos futuros.

Em relagdo a primeira dessas questoes, D’AMBROSIO, em [10], comenta
0 assunto:

Ja se disse que “matematica é aquilo que os matemé-
ticos fazem, e matematicos sao aqueles que fazem mate-
mética”. A Historia da Matemaética tem se apoiado nessa
pseudo definigdo redundante.(...) No grego arcaico, a raiz
mdthema significa algo como aprender, estudar, explicar,
conhecer. A palavra matemética, obviamente ligada a essa
raiz, é usada na Antiguidade e na Idade Média, em senti-
dos muito variados. Como a entendemos hoje, ela apareceu
na Europa pelo século XIV, e sua adogdo é ampla a partir
do século XVI. E comum dizer, e o conceituado Diciondrio
Houaiss adota essa generalidade vaga, que matematica é
a “ciéncia que estuda objetos abstratos (numeros, figuras,
funcgoes) e as relagoes existentes entre eles, procedendo por
método dedutivo”. Certo. Mas isso nao é tudo. Prefiro exa-
minar o fazer matemético como uma atividade humana
mais geral (grifo nosso).

E, de fato, enxergar a Matemaética escolar de forma mais humanistica,
aproximando-a da Historia e nao desconectando da lingua materna (vide se-
¢ao 2.2.1), caracteriza um 6timo caminho na dire¢ao de dar algum sentido aos
temas abordados, o que, ao menos, reduz a comum impressao entre seus estu-
dantes de estar esta ciéncia num grau de abstracao além de suas capacidades.
Além disso, este ponto de vista permite quebrar o existente conformismo com
o0 que ja se sabe, tanto por parte do aluno quanto do professor, agucando curi-
osidade e senso critico e, ainda, aprimorando a capacidade de argumentacao,
fundamental para o método dedutivo antes citado. Mas cabe lembrar que,
adimitindo que nao haja tempo suficiente para que se aborde tudo que, apa-
rentemente, propomos aqui, o professor tem a autonomia para julgar qual
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serd a ‘razao” cabivel entre motivacao e desenvolvimento do contetido em
suas aulas.

Em relacao a segunda questao, ainda na mesma obra D’Ambrosio conti-
nua:

No mundo académico, principalmente a partir do sé-
culo XVII, ha uma forma de “profissionalizacao” de ma-
teméaticos. A producdo desses matematicos profissionais
deve ser reconhecida por obedecer a critérios de rigor, de
formalismo, e mesmo de métodos. Assim, fica muito bem
estabelecido quem sao os matematicos, e qual a producao
desses profissionais. (...) Mas h4 muita matematica que foi
feita por individuos considerados “nao-matematicos”,; e essa
situacdo continua. As idéias mateméaticas sdo muito im-
portantes e centrais no conhecimento humano para serem
restritas a um grupo de profissionais reconhecidos como
“matematicos”.

De fato, como o proprio D’ Ambroésio cita, sujeitos tidos como “nao mate-
maticos” ja nos trouxeram importantes contribuicoes. Apesar de, pelo fato
de D’Ambroésio ser um estudioso de etnomatematica, esta citacao ser pro-
vavelmente sobre individuos de sociedades tidas como mais primitivas, cabe
destacar aqui o Conde de Buffon que, segundo MACHADO, em [21], viveu no
século XVIII, foi destacado naturalista francés e terd mais comentarios adi-
ante; e a “rivalidade” entre Descartes(1596-1650) e Fermat(1601-1665), visto
que este ultimo, de acordo com BOYER [3], “nao era de modo algum um
matemético profissinal”, mas superou Descartes em suas empreitadas no que
se entende por Geometria Analitica. Em seu livro Historia da Matemdtica
ele conta:

Fermat estudou direito em Toulouse, onde serviu no
parlamento local, primeiro como advogado, mais tarde como
conselheiro. Isso significava que era um homem ocupado
(...). E uma pena que Fernat ndo tenha publicado quase
nada em vida, pois sua exposicao era muito mais sisteméa-
tica e didatica que a de Descartes.

Mais do que simplesmente alguém que, de alguma forma, “superou” o
filosofo e matematico Descartes, um homem que aparentemente praticava a
matematica por puro prazer em seu tempo livre foi um dos maiores nomes
na histéria dessa ciéncia por suas diversas contribuicoes a Geometria Ana-
litica, Aritmética e, até mesmo, alguns métodos que muito se aproximaram
do Calculo de Newton e Leibniz. H4 relatos, inclusive, de reconhecimento,
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por parte de Newton, de influéncias das ideias de Fermat em seu trabalho. E
cabe também a pergunta: nao teriam a vivéncia juridica e os conhecimentos
mais humanisticos influenciado no sucesso de seu trabalho e, principalmente,
na citada didatica? Obviamente este tipo de questao é bem subjetiva e
pode, até mesmo, ser tida como um tanto forcada, mas a intencao aqui é
chamar atencao para o fato de termos em Fermat um sujeito que tratava
constantemente com argumentacoes e dissertacoes fora da Matematica, em
seu trabalho juridico, o que pode té-lo proporcionado, talvez, um maior su-
cesso que seu “oponente”, apesar deste ultimo também ser fortemente dotado
de conhecimento humanistico.

Cronologia em Matematica

Podemos eleger a curiosidade humana como razao de tudo que conhe-
cemos, hoje, como ciéncia. E essa inata vontade de saber, de descobrir, a
maior motivadora pela busca do conhecimento. A Matemética vem, neste
aspecto, como uma das formas mais primitivas de se representar eventos na-
turais, cotidianos. Mas o intelecto humano foi, ao longo da histéria, além
de simplesmente observar e representar fatos naturais e se tornou, também,
capaz de prever, de se antecipar aos mesmos, de se soltar do concreto, de
abstrair. Assim, a capacidade humana foi expandindo cada vez mais seus
limites. Mas observemos que o real precedeu o abstrato, o que é perfeita-
mente natural e, como educadores, precisamos ter cuidado para nao tentar
forcar esta abstracao antes de termos bem fundamentada uma concepcao do
real, do “direto”. Queremos, aqui, chamar atencao para a necessidade de se
analisar cautelosamente a questao de ordenar os temas a serem abordados
de forma a nao introduzir conceitos de formas artificiais, ou seja, afastadas
de suas origens e de reais significados, os quais achamos sempre ao analisar
a histoéria que cerca cada tema.

A plena compreensao de conceitos ja estudados pelo aluno, mesmo que em
tempos remotos, é necessaria nessa construcao, que deve ser gradativa. Para
estar em acordo com a melhor velocidade dessa gradacao o professor precisa
ser muito atento aos seus alunos. Além disso, pode acabar sendo insensato,
e até mesmo covarde, cobrar o entendimento do topico “A”, que depende do
entendimento do topico “B”, se aluno nao sabe nada sobre “B”. Sao penosas
certas “idas e vindas”, que dependem de um acompanhamento muitas vezes
individual, mas sao necessarias se h& a vontade, de aluno e professor, de
seguir tal construcao. Obviamente, trabalhar aspectos como este depende de
um aparato escolar que vai além do professor e do aluno, mas ao enrijecer as
grades escolares nesse sentido, a escola perde a oportunidade de chamar de
volta ao conhecimento alguém que ja esteja precocemente conforado com a
sua perda.
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A importancia de uma postura auto critica do docente

Muitos de nos, profissionais da educacao, a época na qual escolhemos
seguir este rumo, ouvimos conselhos contrarios a tal escolha e até mesmo
brados bem enfaticos e cheios de certeza quanto ao insucesso que viria com
tal opgao. E, de fato, ser professor no Brasil (assim como em tantos outros
paises) é sinonimo de algumas dificuldades. Mas nao ha profissao facil de
exercer quando a vontade é de nao ser simplesmente mais um profissional da
area mas, de alguma forma, ser um que faca diferenca.

E se falamos de magistério, esbarramos em dois pontos cruciais: o co-
nhecimento e a didatica. E comum que professores sejam “rotulados” por
seus alunos (ou, até mesmo, por outros professores) de acordo com o quanto
sabem e quao bem sabem transmitir o que sabem. H& aqueles que nao
sao considerados dos melhores por serem sabios, mas pouco didaticos, ou
0 oposto: levam muito jeito para transmitir mas pecam pelo conhecimento
raso. Obviamente nao ha como mensurar tais caracteristicas em busca de
alguma classificacao do profissional, mas nao deveria o mesmo estar sempre
atento em relacao a estes dois pontos tao importantes? Sera possivel ensinar
bem, discutir com certa profundidade e despertar interesse e senso critico
do estudante com muito traquejo, apesar de um conhecimento médio? Um
conhecimento profundo de certa area, despreocupado com a questao do dié-
logo, da discussao de ideias, da valorizacao do conhecimento prévio do aluno
é o suficiente para liderar uma sala de aula? Pois tais questionamentos de-
vem estar sempre presentes entre as inquietagoes do professor para que ele
nao deixe nem de buscar aprofundar seus conhecimentos e nem de rever seus
métodos e sua didatica em sala de aula.

Existe Matematica inaplicavel?

Num mundo globalizado e tao cientifica e tecnologicamente amadurecido,
é dificil enxergar até onde foram os avangos, as descobertas. Mas nao saber
exatamente o que ja ¢ conhecido, o que ainda se busca e o que esta, digamos,
num meio termo, pode servir de estimulo & uma mente curiosa. O intelecto,
quando muito jovem, nao se prende ao comodismo de nao procurar algo
que, por outro, ja se encontrou: ele o busca novamente e goza o prazer da
descoberta. E nao ha frustracao quando o estudante descobre que sua recente
empreitada de sucesso ja fora percorrida anteriormente. Ainda assim ele vé
em sua vitéria um incentivo para outras investidas e, numa dessas, quem sabe
uma inédita? Manter esta mentalidade ao longo da vida escolar do aluno até
poderia substituir a pergunta que é titulo deste item (e, as vezes, alguns
substituem), mas nao o faremos aqui, apesar de ja ser suficientemente valida
esta simples disposicao do ser humano quanto a possibilidade de descobertas.
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Dentre os fascinios que pairam sobre a cabeca de um matematico estao os
problemas em aberto, ou seja, aqueles que foram propostos ou conjecturados
em algum momento, mas nao houve quem encontrasse solucao. Mas ape-
sar da Matemética surgir de necessidades naturais humanas, tais problemas
podem aparecer como puramente matematicos, sem aplicacoes aparentes no
cotidiano. Porém, em certos momentos esta impressao nao se sustentou com
o passar do tempo e, aquilo que parecia ser “Matemética pela Matemética”
se mostrou ser matematica aplicavel a vida.

Um formidavel exemplo disto é o problema da agulha de Buffon, relatado
por MACHADO em [21].

Uma agulha de comprimento a ¢ mantida horizontal-
mente a certa altura de uma folha de papel, também ho-
rizontal, onde se encontram riscadas retas paralelas, es-
pacadas por uma distancia d(d ndao é menor do que a).
Abandonando-se a agulha ao acaso, de certa altura, ao
cair sobre o papel, é possivel que ela corte alguma das
retas riscadas ou que se situe completamente entre duas
delas. Qual a probabilidade de que ela corte alguma das
retas?

Tal probabilidade é dada por 727?1 e, aparentemente, este problema nao tem
nenhuma utilidade pratica. E, de fato, seus desdobramentos permaneceram
por cerca de duzentos anos apenas na Matematica, até que, com uso de tra-
balhos do matematico alemao J. Radom(1887-1956), tais feitos culminaram
no prémio Nobel de Medicina, em 1979, por um fisico e um engenheiro que
aplicaram todo o conhecimento advindo desse problema na concepc¢ao de mé-
quinas de tomografia comercializdveis: um grande avanco para a Medicina
e, também, a Biologia Molecular e & Radioastronomia. Assim, certamente
podemos dizer que existe Matematica inaplicada, mas inaplicavel, s6 o tempo
ird dizer, ou nao.

E cabivel, aqui, citar um projeto que vem acontecendo e tem nobres in-
tencoes relacionadas aos professores de Matematica. O Projeto Klein visa,
entre outras coisas, “produzir recursos para prover continuamente aos profes-
sores de Matemdtica, a estrutura, a profundidade, a conexao, a vitalidade,
a aplicabilidade, a beleza e os valores da disciplina, de modo que sejam eles
capazes de tanto satisfazer seu préprio gosto pela drea como de transmitir a
maravilha da disciplina a seus estudantes”®. Como ja dissemos nas Consi-
deracoes Finais, ¢ importante que a sala de aula se mantenha conectada ao
meio académico, tendo o professor como a mediacao entre estas. Ha muito

3http://klein.sbm.org.br/
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material interessante, resultados de pesquisas e afins, que sao muito enrique-
cedores quando chegam aos profissionais do ensino. Quanto mais proximos
estiverem, de fato, os professores e as ciéncias, mais conhecimento ganharao

os alunos.
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