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Resumo

Nesta tese, sao incluidos dois trabalhos distintos. Primeiro, estudamos a anomalia con-
forme em um espago-tempo curvo com torcao antissimétrica. Além disso, analisamos tam-
bém os efeitos das flutuagoes quanticas de um campo eletromagnético sobre o movimento
de uma particula de carga nula e momento de dipolo diferente de zero que interage com o
campo na presenca de uma fronteira perfeitamente condutora em regime de temperatura
finita. Primeiramente, revisamos algumas propriedades da gravitacdo semiclassica num
espago-tempo curvo com torgao, onde apresentamos como ocorre a interagdo da torcao
com campos de matéria. Fizemos entdao o estudo da acao efetiva na presenca da torcao,
onde usamos dois diferentes operadores conjugados para o caso de campos fermidnicos,
sendo possivel recuperar resultados apresentados na literatura e ainda generaliza-los, ob-
tendo um novo tipo de ambiguidade que relacionamos com um novo exemplo de anomalia
multiplicativa. Calculamos ainda a ac¢do induzida pela anomalia em sua forma covari-
ante, obtendo termos local e nao-local, onde o termo local possui a ambiguidade devido
a anomalia multiplicativa, e foi possivel reescrever o termo nao-local com o uso de dois
campos auxiliares para obter também sua forma local. A seguir, realizamos a quantizacao
do campo eletromagnético na presenca de uma fronteira plana idealmente refletora num
cenario de temperatura finita. Finalmente, sobre o comportamento do dipolo, vimos que
sua interacao com as flutuagoes do campo eletromagnético produziu dispersoes quénticas
dos momentos linear e angular, cujas magnitudes dependem da temperatura, distancia até
a placa e ainda das caracteristicas do momento de dipolo. Analisamos ainda e energia ciné-
tica adquirida pelo dipolo, estudando suas diferentes contribuicoes separadamente, onde
mostramos que, quando a particula experimenta apenas o banho térmico ou a fronteira

condutora, sua energia residual é positiva.

Palavras-chaves: tor¢ao, anomalia conforme, anomalia multiplicativa, dipolo, tempera-

tura finita, fronteira perfeitamente condutora.



Abstract

In this thesis, two different works are included. First, we study the conformal anomaly in
a curved space-time with antisymmetric torsion. Furthermore, we also analyzed the ef-
fects of quantum fluctuations of an electromagnetic field on the motion of a particle with
zero charge but nonzero dipole moment that interacts with the field in the presence of a
perfectly conducting boundary in finite temperature regime. First, we review some prop-
erties of semiclassical gravitation in a curved space-time with torsion, where we present
how torsion interacts with matter fields. We then studied the effective action in the pres-
ence of torsion, where we used two different conjugate operators for the fermionic case,
making it possible to recover results presented in the literature and still generalize them,
obtaining a new type of ambiguity that we relate with a new example of multiplicative
anomaly. We also calculated the anomaly-induced action in its covariant form, obtaining
local and non-local terms, where the local term has the ambiguity due to the multiplica-
tive anomaly, and it was possible to rewrite the non-local term using two auxiliary fields
to obtain also its local form. Next, we perform the quantization of the electromagnetic
field in the presence of an ideally reflecting flat boundary in a finite temperature scenario.
And finally, on the behavior of the dipole, we saw that its interaction with the fluctua-
tions of the electromagnetic field produced quantum dispersions of the linear and angular
momenta, whose magnitudes depend on the temperature, distance to the wall and also
on the characteristics of the dipole moment. We also analyze the kinetic energy acquired
by the dipole, studying its different contributions separately, where we show that, when
the particle experiences only the thermal bath or the conducting boundary, its residual

energy is positive.

Key-words: torsion, conformal anomaly, multiplicative anomaly, dipole, finite tempera-

ture, perfectly conducting boundary.
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1 Introducao

Teoria de campos com condi¢oes externas é uma parte importante da fisica nas
ultimas décadas. Estas condigdes podem incluir campos externos, como eletromagnético,
gravitacional, entre outros, fronteiras ou efeitos de ambiente, como quando o sistema

quantico esta em equilibrio com um reservatorio térmico.

Em 1974 foi usada a regularizacdo dimensional para estudar as correcoes de 1-loop
no propagador do graviton devido & contribuigdo do féton [1, 2, 3]. Apesar do fato da
regularizacao dimensional ser bastante usada para tratar campos de calibre, por satisfa-
zer as identidades de Ward [4], o seu uso na gravitagdo semicldssica fez com que certas
simetrias, como a conforme e a axial, da Lagrangiana original nao fossem satisfeitas na
teoria de perturbacdo. Para contornar tais quebras de simetria foi sugerida a introducao
de contratermos n-dimensionais, ao invés de 4-dimensionais. Essa quebra da simetria con-
forme ¢ também conhecida em outras dreas da fisica, como em supersimetria [5] ou em

teoria das cordas [6, 7.

Um dos resultados mais importantes da teoria quantica em espago-tempo curvo foi
o célculo dos coeficientes numéricos na anomalia conforme [2]. No trabalho em questéo,
foram analisados campos quantizados de matéria na presenca de um campo gravitacional
externo, usando a regularizacao dimensional para obter a ordem de 1-loop da teoria de

perturbacdo. Foi mostrado que, sendo’,

C? = RyasR™* — 2R, R" + ;R2,
o quadrado do tensor de Weyl e,

Ey = Ras R — AR, R" + R?,

o termo topoldgico de Gauss-Bonnet, os coeficientes numéricos de

(1) = — (wC? + bEys + cOR), (1.1)
sao dados por,
w ) 3N, + 18N} + 36N,
=— | —N,—11N; — 62N, |, 1.2
360 (412 / (1.2)
¢ 2N, + 12N; — 36N,

onde Ny é o numero de escalares da teoria, Ny o nimero de férmions e IV, o de vetores.

1 Aqui estamos trabalhando com a assinatura (+, —,—,—) e com o tensor de Rienmann R" | 5 =

Do, 5 — OgT¥, + T TV, o —T* T7, .
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Outro resultado importante foi o calculo da acao efetiva do vacuo induzida pela
anomalia conforme foi apresentado em 1984 [8, 9]. Para obtencao da agao efetiva T' é

necessario usar a relacao,

2 or
9w
vV —4 g 59;”/

e realizando a integragdo da anomalia foi mostrado que, para produzir a anomalia dada

(T",) = — (1.3)

na Eq. (1.1), a acdo induzida deve ser,

r :Z’/m/yc? ()G (@) (Ba - §DR>y

+2/x/y <E4—§DR>xG(x,y) <E4—§DR)y— 303_6%/331%2 (x), (14

onde usamos a notacdo compacta / = /d4:m/—g (x), e a fungao de Green G (z,y) é o
inverso do operador [10, 11, 12] Ay = 0*+ 2R*V ,V, — (2/3) RO+ (1/3) (V*R) V,, ou
Sejav (\/ _gA‘l)x G (1:72/) =4 (SL’,y)

J& em 1985 foi calculada a anomalia do traco do tensor momento-energia para os

campos escalar e espinorial num espago-tempo com tor¢ao [13, 14, 15]. Nesse trabalho foi

obtido que a maneira como a ac¢ao efetiva depende da métrica e da tor¢ao é dada por,
r=v / dn [/{:1 (Ina)”™ + ky (Ina)* + ks (Ina)” + kT (Ina)” + ksT* In a} :

onde a métrica é g, = a1, ’ = da/dn, V o volume tridimensional, S, = (T () ,0,0,0) =
eaﬁ“”Taﬂu é o pseudotrago da tor¢ao Tpoa,, € ki (i = 1,2,3,4,5) sdo coeficientes relacionados
com os coeficientes do tensor momento-energia. Além disso, das equagoes de movimento
para a acao, foi possivel determinar a solugao para a(n) e T (t), cujas expressoes corres-

ponderam a um modelo de universo inflacionario.

Ainda sobre o estudo no espago-tempo com tor¢ao, em 2000 foram estudados al-
guns aspectos da simetria conforme no sistema métrica-escalar-tor¢ao [16]. Nesse trabalho,
concluiu-se que a torcao pode agir como um campo de compensacao, de forma que esta
teoria se torna conformalmente equivalente a Relatividade Geral no nivel classico. Adici-
onalmente, como nesse caso o traco 7T}, da torcao se transforma, a identidade de Noether
correspondente a simetria conforme é modificada. A anomalia estara relacionada ao valor

médio de uma nova quantidade, (%) # 0, onde,

(Ssvac 52 8 5Svac

—/—a% =2 y 22
g gu 5gw/ 51 MéTu

=0,

Os termos &; 2 sao parametros nao-minimos da interagao do campo escalar com a torgao.

Um exemplo de aplicacao fisica para a anomalia conforme ¢ o estudo da efeito

Hawking [17]. Foi mostrado que, para o caso em duas dimensoes, a lei de conservacao
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para o tensor momento-energia na métrica de Schwarzschild implica que a intensidade
da radiagdo Hawking pode ser determinada pelo traco do tensor momento-energia, de
modo que, tanto o efeito Hawking quanto a anomalia conforme podem ser deduzidos um
do outro. Ainda nessa linha, com o uso da ac¢do induzida pela anomalia, foi calculado
o traco de (7,,) nos estados de Boulware, Unruh and Hartle-Hawking para um campo
escalar sem massa propagando no espaco-tempo de Schwarzschild [18, 19]. Outra aplicagao
interessante da acao induzida é o estudo do modelo inflacionario [20, 21], onde foi obtida

a solucao inflacionaria com base na versao covariante e local da agao induzida.

Sobre a anomalia multiplicativa, em 1998 foi estudada sua associagdo com o uso
da regularizagao ¢ [22]. No trabalho em questao foram estudados operadores de segunda
ordem em uma variedade D-dimensional sem fronteira, onde mostraram que a anomalia
multiplicativa,

ap (A,B) =Indet (AB) — Indet A — Indet B,

¢ diferente de zero quando tomamos D > 2, com D par. Entretanto, ja em 1999 foi
argumentado que tal anomalia ¢ gerada pelo uso da regularizacao (, nao apresentando
um resultado fisico [23, 24]. Isso foi demonstrado ao usar outros tipos de regularizagao,

como a regulariza¢ao dimensional ou o cutoff, e a anomalia nao ocorre.

Mais recentemente, em 2010, foi publicado o primeiro exemplo de anomalia multi-
plicativa que nao se reduz a uma ambiguidade da renormalizacao [25]. Nesse trabalho foi
estudada a QED no espago-tempo curvo, obtendo os fatores de forma de 1-loop. O célculo
foi realizado usando a técnica do heat kernel com dois operadores conjugados distintos,
encontrando uma nova ambiguidade nos resultados. As partes divergentes obtidas para
ambos os operadores foram exatamente as mesmas, entretanto, as partes finitas apresen-
taram diferencas em suas contribui¢cbes nao-locais, as quais nao podem ser eliminadas
modificando as condi¢bes de renormalizacdo, uma vez que elas nao modificam a parte

nao-local da acao efetiva.

1.1 Teoria quantica de campos na presenca de fronteiras

Agora, relacionado com o segundo trabalho desenvolvido nesta tese, em 1998 foi
estudada a densidade de energia de um campo escalar na presenca de uma fronteira. E
conhecido que o valor médio da densidade de energia de um campo escalar na presenca
de uma fronteira é uma quantidade divergente quando avaliado na posicao da fronteira.
Entretanto, foi mostrado que ao introduzir uma distribuicao Gaussiana na posi¢do ¢ da

particula, o resultado da densidade de energia se torna finito, mesmo quando avaliado na
posicao da placa, e é dado por (0| p|0) = —1/ (487T2A2), onde A = /(0] ¢?|0) [26].

J& o caso de uma carga elétrica proxima a uma fronteira plana perfeitamente re-

fletora foi estudado em 2004 [27]. Neste caso foram encontradas divergéncias quando foi
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considerada a carga na mesma posicao da placa ou quando sua distancia z até a placa
obedece a relagao t = 2z, onde t é o tempo de interagdo da carga com a fronteira. A
primeira divergéncia esta relacionada com a condi¢ao de fronteira sobre o campo eletro-
magnético, e a segunda foi causada pelo fato de ter considerado o sistema idealizado, onde
a interacao entre a carga e o campo modificado pela presenca da fronteira se da de forma
repentina, ou seja, a carga que antes interagia com o campo no vacuo de Minkowski passa
a interagir com o campo no estado de vacuo modificado pela fronteira de forma abrupta.
Ainda em 2004, foi estudado o sistema com duas placas paralelas [28], onde foi mostrado
que o movimento Browniano na direcao transversal as placas foi reforcado em comparacgao
com o resultado de apenas uma placa. Em ambos os casos, com uma e duas placas, foram
encontrados valores negativos nas dispersoes da velocidade e da posi¢ao da particula. Para
justificar tal resultado aparentemente pouco intuitivo, foi argumentado que para determi-
nar as dispersoes na velocidade e posicao foi usado o propagador renormalizado do campo,
ou seja, desconsiderando a contribuicao do vacuo de Minkowski, que é divergente. Assim,
uma dispersao negativa deve ser entendida como uma reducao no valor da incerteza com

relacdo ao que seria obtido sem a presenca da fronteira.

Ainda referente ao caso eletromagnético, em 2006 foi estudado o sistema em regime
de temperatura finita, constituido de uma particula de massa m e carga e a uma distancia
z de uma uma placa perfeitamente refletora e a uma temperatura 7'. Foi mostrado que

as dispersoes da velocidade da particula, para § =1/ (kgT) >t e > z, sdo dadas por

[29]
(aa2y ~ - {t In KQZ i tﬂ - r } Bt
T w2m?2 | 6423 2z —t 822 (12 — 422) 945m?2 (6’
e? t 2z + 12 64e2mt 1222
T2m?2 3223 nl(2z—t> ] 945m2 36

De fato, quando é feito 8 — oo, este resultado retoma os resultados para o movimento

<sz> ~

Browniano no vacuo na presenca da placa.

Em 2008 foi estudado o caso eletromagnético, porém considerando que a placa é
constituida de um dielétrico, ndo sendo mais um condutor idealizado [30]. Em compa-
racado com o caso da fronteira perfeitamente condutora, as dispersoes da particula teste
proxima ao dielétrico sdo maiores e tendem ao resultado da fronteira idealizada muito
lentamente quando a suscetibilidade aumenta. Outra diferenca entre os resultados é que
as dispersoes da velocidade nas diregoes paralelas a placa nao sao negativas e também nao
se anulam quando t > z. Portanto, a negatividade das dispersoes nessas dire¢oes, no caso
de condutores perfeitos, pode ser interpretada como um resultado de nossa idealizacao e

que nao ocorre para materiais reais.

Ainda em 2008 foi introduzido o processo de transicao, considerando que a inte-

racao entre a particula e o campo modificado pela presenca da placa ocorre de forma
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suave [31]. Foram consideradas as fungoes de transigao dadas pela Lorentziana f, (t) =
(1/7) 72/ (t* 4+ 72), onde T é o intervalo de interacdo, e também pelo plato Lorentziano
caracterizado pelos parametros 7 e u, definido por
1, [t] < 71/2
Fru(t) = p
(1t /e = 1/2)" + 2’

Neste caso, a interagao da particula com o campo modificado pela presenca da placa é

[t > /2.

iniciada e terminada em intervalos distintos.

Ja em 2016, foi considerada uma nova funcao de transicao, um tipo de generalizacao
da fung¢ao Lorentziana [32]. Dessa forma, foi possivel eliminar as divergéncias encontradas
ao considerar a interacao iniciando de forma instantanea. Além disso, foi sugerido um
experimento para medir os efeitos das flutuagoes quanticas do vacuo. Se a particula teste
de massa m e carga ¢ for emitida paralelamente a placa, a uma distdncia z da mesma, a
predicao para a dispersao da posicao dessa particula em uma tela de condensacao disposta

a uma distancia d do ponto de emissao da particula é dada por

o2 =04(5) () () (s

onde m, ¢ a massa do elétron e ¢. a carga do elétron.

Em 2009 foram considerados os efeitos das flutuagoes quanticas do campo ele-
tromagnético num universo em expansao [33]. Foi mostrado que as particulas adquirem
um movimento Browniano e que o valor médio do quadrado de suas velocidades depen-
dem do fator de escala do universo. Foram tratados varios tipos de acoplamentos entre o
campo eletromagnético e as particulas, como uma carga carregada, um dipolo magnético,
e uma carga polarizada. Finalmente, foram discutidas as possiveis aplicacoes deste efeito

do movimento Browniano para cenérios cosmologicos.

O caso da particula carregada interagindo com o campo eletromagnético na pre-
senca de uma fronteira perfeitamente condutora num banho térmico e com o uso da
transigao suave foi estudado em 2019 [34]. A utilizagdo de uma transigao controldvel per-
mitiu concluir que os efeitos térmicos, mesmo perto da parede, podem ser tao importantes
ou até mais fortes do que os efeitos de vacuo. Além disso, em certos arranjos pode ocorrer
uma espécie de efeito de resfriamento sobre o movimento da particula, ou seja, a energia

cinética da particula é diminuida.

Ja o caso de uma particula interagindo com o campo escalar em 3+1 dimensoes
com o uso da func¢do de transigao foi estudado em 2018 [35]. Os resultados mostraram
que o comportamento das dispersoes sao similares ao caso de uma carga interagindo com
o campo eletromagnético. O efeito residual relatado no caso eletromagnético também
apareceu no modelo do campo escalar. Entretanto, tal efeito é altamente dependente da

transicao adotada.
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Em 2019 foram considerados os efeitos das flutuagées de vacuo de um campo
escalar na presenca de uma fronteira plana perfeitamente refletora sobre o movimento
de uma particula teste quando o campo de fundo possui massa e o espaco tem D + 1
dimensoes [36]. Foi ainda usada a transigdo suave entre os estados do campo, trazendo

uma regularizacao das dispersoes da velocidade da particula teste.

O caso de uma particula teste interagindo com o campo escalar massivo em D +
1 dimensoes quando o sistema estda a uma temperatura finita e na presenca de uma
fronteira perfeitamente refletora foi analisado em 2021 [37]. Foi mostrado que quando
a particula estd no banho térmico ela ganha uma quantidade de energia por meio de
dispersoes positivas em sua velocidade, cuja magnitude depende da temperatura e também
da massa do campo. Entretanto, quando incluida a fronteira refletora, as dispersoes podem
ser positivas ou negativas, mostrando que o efeito de subvacuo acontece mesmo em um

ambiente de temperatura finita.

Nesta tese realizamos dois estudos distintos, o primeiro foi a calculo da anomalia
conforme e da acao efetiva na presencga de torgao [38], onde tratamos a interagao de
campos de matéria com a torcao. Obtivemos a parte divergente da acao efetiva no nivel
de 1-loop com o uso do método de Schwinger-DeWitt. Ao tratar a interacao do campo
fermionico foram considerados dois operadores conjugados diferentes, de tal forma que
foi constatada a presenga de uma nova anomalia no termo de superficie da agao efetiva,
sendo mais um exemplo de anomalia multiplicativa. Foi ainda estudado o limite UV da
acao e calculada a integracao da anomalia, obtendo a ac¢do induzida. O segundo foi o
estudo da interacao de um dipolo de carga nula, ou seja, uma particula neutra porém
com distribuicao de carga tal que o momento dipolar é diferente de zero, com um campo
eletromagnético na presenca de uma fronteira perfeitamente condutora e em regime de
temperatura finita [39]. Foram calculadas as dispersoes das velocidades linear e angular
do dipolo. O efeito residual encontrado no caso de uma carga elétrica foi constatado
também no nosso problema. Calculamos ainda a energia cinética adquirida pelo dipolo,
comparando os termos segundo sua origem, se sao devido a presenca da placa ou ao fato
de tratarmos o sistema em temperatura finita, e se é originada pelo movimento linear ou

rotacional do dipolo.

Os conceitos sobre a anomalia num campo gravitacional com tor¢ao estao apresen-
tados no Capitulo 2, onde apresentamos brevemente algumas caracteristicas da tor¢ao na
Secao 2.1, introduzimos os modelos de interagao entre os campos de matéria com a torgao
na Se¢ao 2.2. Na Secao 2.3 descrevemos o método de Schwinger-DeWitt, e na Secao 2.4
realizamos um exemplo da integracdo da anomalia. O cédlculo da acdo efetiva na presenca
de torcao esta apresentado no Capitulo 3, assim como a obtenc¢do da ac¢do induzida na
forma covariante. No Capitulo 4 realizamos o calculo das correlagdes do campo eletro-

magnético na presenca da fronteira perfeitamente refletora e em regime de temperatura
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finita. O movimento do dipolo interagindo com o campo eletromagnético é discutido no

Capitulo 5. E por fim, no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes desse trabalho.



20

2 Anomalia e Acao Efetiva com Torcao

Nesse capitulo, estudaremos alguns conceitos importantes que usaremos no Capi-
tulo 3. Primeiramente vamos apresentar brevemente algumas propriedades da torgao, e
entdao vamos estudar como ocorre a interacao de campos de matéria com a tor¢do. Apds
isso, vamos introduzir o método de Schwinger-DeWitt, usado para obtencao da parte di-
vergente da acao efetiva na aproximacao de 1-loop, e entao aplicaremos o método para o
caso do campo escalar. Por fim, realizaremos a integracao da anomalia, obtendo a agao

induzida correspondente.

2.1 Torcao

Primeiramente, faremos uma revisao de algumas propriedades da torcao. Nosso
intuito aqui é apenas fazer uma breve apresentacao. Para mais detalhes veja o Capitulo
2 da Ref. [40]. Como é bastante conhecido, a derivada parcial de um vetor no dmbito da
Relatividade Geral nao se transforma como um tensor. Por isso, para definir a derivada

covariante de um vetor ¢ necessario introduzir a conexao afim I'“y_,
VpA® = 0gA% + 1% A7. (2.1)

Entretanto, a definicao de I'*5, é ambigua, pois podemos somar a ela qualquer

tensor % de tal modo que a Eq. (2.1) continua se transformando como tensor,

FO‘/B’Y — Faﬂ,y + Caﬂ,.y. (22)

Todavia, podemos restringir a estrutura da conexao afim impondo certas condigoes,

sendo elas:

o Simetria: I, =T 4;

o Metricidade: V,g,, = 0.

Assumindo tais condigdes, obtemos uma tinica solugdo para I'*g.,

o 1
[, = { 5 } = §9m (989xny + Ovgrs — Orgpy) - (2.3)

A Eq. (2.3) é conhecida por simbolo de Christoffel, é um caso muito importante da conexao
afim e depende apenas da métrica. A Eq. (2.3) pode ser usada como um referencial para
todas as outras conexoes, uma vez que elas podem ser obtidas da Eq. (2.3) adicionando

um tensor, como na Eq. (2.2).
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Nesta tese, iremos considerar uma escolha particular de C% de tal modo que a

conexao afim I'*5. nao possua a propriedade de simetria,

Faﬂ,y - Fa,yﬁ - aﬁ’y # 0 (24)

Entretanto, ainda manteremos a condi¢do de metricidade @ag,w = 0. O tensor T, ¢

chamado de torgao.

Usando a condigao de metricidade é possivel relacionar a conexao afim e a torcao

de uma forma tnica,

[, =T%, + K%,

onde,
Kaﬁv = ; ( aﬂv _TBQW - vaﬁ) :
Por fim, podemos ainda definir novos campos para escrever a tor¢ao como,
1 1
Topp = 3 (Ts9op — Tpgas) — éeaﬂwsy + Qapus (2.5)
onde T =T, € o vetor trago, S = ea[”“”Taﬁu é um vetor axial, sendo o pseudotrago da

torgao, e ¢%g, satisfaz as condigoes g%, =0 e P q e, = 0.

2.2 Interacdo da torcao com campos de matéria

Para construir as agoes de interacdo de campos de matéria com a torcao, vamos
impor os principios de localidade e de covariancia. Além disso, vamos requerer que as
simetrias da teoria no espago-tempo plano sejam mantidas quando tratada no espago-
tempo curvo com torcao. Por fim, vamos proibir novos parametros com dimensao de

inverso de massa.

Para o campo escalar temos que a agao no espago-tempo plano é,
1 1
So= [ dta | S 0,00,6 =V (9)| = [d'a |~ 60,0,0 -V (9)].

Entretanto, se construirmos a a¢ao no espago-tempo curvo fazendo as substitui¢oes das
derivadas parciais 0, por derivadas covariantes V,, da métrica plana 7,, por g,., e do
elemento de volume d*z por d*z,/—g, obteremos uma ambiguidade na nova acdo, uma
vez que,

9"V, NV, = 0¢ + T"0,¢.

Para curar tal ambiguidade, vamos introduzir termos de interacao nao-minima na

forma,

Sp = / d*zv/—g (;ngmvygb + ;mzab? + ;&Pm?) : (2.6)
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onde as Unicas estruturas nao-minimas possiveis sao,
Pl = R, P2 = VOCTOC, P3 = TaTa, P4 = SQSO‘, P5 == qaﬂ,}/qaﬁ’y’ (27)

e & (i=1,2,3,4,5) sdo parametros nao-minimos.

Ja para o campo de Dirac, o processo minimo nos fornece,

i = e = . —

Stz = 5 [ C'oy/=g (07" Vot = Valy™s = 2imiby). (28)
onde v* = efy*, com ~* sendo a matriz v no espaco plano, e e# a tetrada definida pelas
relacoes,

et ey = Nap, € e’ =g, ez “€ya = Y, ez cett = nab. (2.9)

Construindo a derivada covariante do campo de Dirac V1 de forma similar a

derivada covariante de um tensor, obtemos que,

@,uw 8;## + 3z ~ab0abwa (2'10)
onde,
i
Oap = 5 (3% = W)
e a conexao espinorial serd,
1
Wyab = Wyap + 4K (e Cha — eg‘eaa) , (2.11)

com a conexao espinorial no espago-tempo sem torcao sendo dada por,
1
4

1
Wyab = ~ (€0 0u€5 — €aaOyey) + ZFO‘/\M (ebaeg — eaaeb)‘) ) (2.12)

Substituindo a Eq. (2.10) na Eq. (2.8) e realizando a integragao por partes obtemos,
S1/2,min = /d4x\/ g < Wy — =Ty, — 2m> P
_z/d4:v\/ g1 < Vo — 77 S8, — im) W, (2.13)

onde foi usada a representacao padrao das matrizes de Dirac, com 7% = —i7?y14%y3 e

5\2 _
(v’)" =1
Agora, para a interacao nao-minima, analisando a covariancia, localidade e dimen-

sao das constantes de acoplamento, podemos construir apenas dois termos nao-minimos,

Sl/Q,naofmin = Z‘/(:1437\/ —g’lﬁ (’yava + anj - Zm) wa (214)

com,
Q1 =iv"°S,, Q2 =iv"T,, (2.15)

e dois parametros nao-minimos 7; e 7;.
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2.3 Método de Schwinger-DeWitt

Temos que a acao efetiva pode ser escrita como a soma da acao classica e a expansao

em loops, que pode ser associada com h,

=S4T, =Y T, (2.16)
ni

E ainda, a contribuicao de 1-loop no espago-tempo curvo é dada por,
o = i%Trlan, (2.17)

onde H é a forma bilinear da acao cldssica, e os sinais + e - correspondem aos campos
bosonicos e fermidnicos, respectivamente. O chapéu indica operadores atuando nos campos

quanticos do nosso interesse, como escalares, vetores, tensores, espinores.

Nessa secao, faremos uma breve explicagdo do método de Schwinger-DeWitt, téc-
nica usada para obter a parte divergente da correcao de 1-loop da acado efetiva (2.17).
Para mais detalhes, veja Secao 13.4 da Ref. [41]. Para aplicar tal técnica, suponhamos

que o operador H possa ser escrito na forma,
H=10+ 2"V, +1I, (2.18)

onde o operador H depende da métrica e outros campos externos através dos operadores
h* e II.

Entao, vamos escrever o operador H na representacao de Schwinger,

;Trlnf[: —;Tr/ooo (E(A](x,:c';s), (2.19)
onde,
Ul(za'ss) = U (za;s)Q(x,a), (2.20)
com,
Q(z,2) = fj (is)" G (2,2") (2.21)
n=0

é uma expansao em série de poténcia com coeficientes a,, (z,2’), e o fator multiplicativo é

definido por,

~ , L 7
UO (ZL‘,I’ ) S) - (47TS)W

DY2 (z,2") exp [—ist + 2L0' (m,x')] : (2.22)
s

Nessa expressao, w é um parametro da regulariza¢do dimensional, o (z,z’) é a funcao

mundo e D2 (z,2’) o determinante de Van VleckMorette,

0o
det <_ 8x“(9x”> ’

D2 (z.a') = (2.23)
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Agora, usamos que o operador U (x,2'; s) satisfaz a equagao de Schrodinger,

Z,@U (x,2'; s)

e = —H,U (z,2';5). (2.24)

Apo6s uma longa sequéncia de manipulacoes algébricas, obtendo iniimeras relagoes
envolvendo a fungao mundo o (x,z'), e usando que a Eq. (2.24) deve ser satisfeita para o

operador dado na Eq. (2.18), é possivel obter que [42],

ao| =to (z,2) =1, (2.25)
o1 P
&1 :&1 ($,$) =P=1II+ ER — Vuh“ - huhu, (226)
ts| =dy (1,7) = 1 (R R}, +0OR)+ lpo 1l (oP) + L (2.27)
2 2 ) 180 nvaB v 6 1 % .
onde,
Sy = Ry + (Vb = Vb)) + (b, — huhy) (2.28)
com,

[V,.,V,] Go = Ruio.

Para entender a importéncia desse resultado, retornemos a Eq. (2.19). Primeiro,
note que o limite superior na integracao sobre o tempo préprio s corresponde ao regime
infravermelho. O termo de massa na representagao (2.22) torna esse limite convergente.
J4& o limite inferior corresponde ao regime UV, e usando a regularizacao via cut-off nesse
limite é possivel mostrar que o coeficiente ag estéd relacionado com a divergéncia quartica,
a; com divergéncia quadratica e as com divergéncia logaritmica. Entretanto, apenas a
divergéncia logaritmica é universal, ou seja, nao depende do método de renormalizacgao.
Finalmente, podemos concluir que para obter a parte divergente da contribuicao de 1-loop

na acao efetiva, precisamos tomar,

-1 Iun—4
F((h) =—— /d"x —gstras (z,7)
€
n—4 1
_ K n 1 2 2 L 5o
= /d x\/—gstr [18 (Rwaﬁ—RW—l—DR)+§P
1, a1y
+3 (aP)+ HSW} , (2.29)

2 , A S . R
onde € = (47)" (n — 4) é o parametro da regularizacao dimensional, e g um parametro
dimensional cuja origem vem do uso da regularizagao dimensional. A operacao str consiste
em tomar o traco do operador em que atua, e multiplicar por —1 no caso de campos

fermionicos.

Para ilustrar o uso da Eq. (2.29), vamos calcular a divergéncia para a interagao do
campo escalar com a tor¢ao. O operador H,. ser4 dado por,

N 1628,
He =5 ¢2° =0-m’—§P, (2.30)
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onde Sy estda dado na Eq. (2.6). Comparando as Eq. (2.18) e (2.30) é facil ver que,

A

M=-m?>—&P, h*=0. (2.31)

Portanto, os elementos da técnica de Schwinger-DeWitt serao dados por,

AU | 1
P:H+6R: gR—m2—§iPi, (2.32)
S =Ry = 0. (2.33)

Finalmente, a Eq. (2.29) para esse caso serd,

O /dnxr[m( 2ot — B+ OR) + 3P 4 (1)(515)] (2.34)

2.4 Integracao da anomalia

Nessa secao vamos ilustrar o método de obtencao da acgao induzida I';,4 pela ano-

malia. Nosso objetivo é determinar a solucao de,

2 (5Fin 1 _ 5Fin

v =€ s 2.35
vV =g : 5g;w vV —g 50 ( )

g;:.u —Guv 70'_>0

onde 0 = o (x) é o fator conforme. Por simplicidade, usaremos a notagao
Juv—Guw,0—0
Como exemplo, vamos realizar os calculos para a anomalia

2 2%
(1) = — (wC? + bE, + cOR) = —wC® — b (E _ 351%) - 30;:

1 OR, (2.36)
onde a mudanca foi feita para se obter uma forma simples para o termo com Ej.

Vamos usar as seguintes relagoes (para mais detalhes veja o capitulo 3 da Ref. [43]),
V—gC?% = \/=3C?, (2.37)

2 — 2_ - ~
V=7 <E4 - 353) /= <E4 ~ SOR+ 4A40> , (2.38)

onde A, é um operador de quarta ordem conformalmente invariante quando atua num

escalar invariante conforme [10],

Ay=0°+2R"V,V, — SRD +3 (v R)VH, (2.39)

que tem a caracteristica de ser um operador Hermitiano,
/ d*zy/=gpAix = / d'v/=gxAsp.
Vamos introduzir também a fun¢do de Green para esse operador,

(V=944) G(ay)=d(xy). (2.40)
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Desse modo, temos que G (x,y) nao depende de o.
Dessa forma, temos que, usando as Eqs. (2.37) e (2.38),

505(3:) { [tz (v=4¢?) @ (w.2) {\/—_g (E4 - :QSDR)L}
N

= oy 1 2 (V707,60 [T (B o 40
)

o L 'z (VI0Y), 6w (<)
=45, gy | A'wv=aC ] =4[ a5 )

= 4y/—gC>. (2.41)

Entao, ¢ facil ver que o termo na acao induzida que é responsavel por gerar T, =
—w(C? ¢ dado por,

I, = %/d”‘xd‘ly (\/—_ng)m G (z,y) {\/—_g (E4 — §DR>} . (2.42)

Y

Note que o processo feito para obter esse termo da agao induzida pode ser repro-
duzido para qualquer quantidade Y (g) que seja invariante conforme, como quando formos

calcular a acao induzida para a anomalia de campos de matéria interagindo com a torc¢ao.

2
Similarmente, podemos encontrar o termo que produz T, = —b <E4 — 3DR>,

T, — Z/d4xd4y [\/—_g (E - ;mRﬂ G (xy)

xT

N <E4 - sz)] . (2.43)

Y
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De fato,
e~ §T, b e o) ) { 2

- =—= d*yd*z [\/—g (E - DR)}
/—g (x) 00 (x) 8/—q(z)90 (x) / ‘T3 y

<G (y,2) [\/—_g <E4 - ng)L} ‘
b et 5( { [ atyaz [\/—g (E4 - —DR 4 4A4o—>}

)

N N )
x G (y,2) {\/—_gj <E4 — ;ﬁR) ]
+ [ayats [v=g (= SOR)| G o) (4v=7ho).

+ /d4yd4z (4\/—_§A4U)y G (y.2) [\/—_g <E4 B ;iéﬂ
+/d4yd4z 4\/__§A4o) G (y,2) (4\/__9A40)z}‘
b e~1o(@) { /d4 [\/_g< ?))DR)] o

z

Finalmente, mantidos os termos em primeira ordem em o,

e—4o(z) e—do(@) —
— 505@) [t =~ et [ - o)
_ 6_40(( S /d4y\/_ ~12(BR) o] | =12(0R).

Logo, para produzir o ultimo termo da Eq. (2.36), precisamos introduzir a acao local,

r - _30+2b

/ diz/—gR2. (2.44)
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Finalmente, somando os termos (2.42), (2.43) e (2.44), obtemos,

=500+ [ 0" o6te) (.- 3or)

8// <E4 - DR)mG(fc,y) <E4 - ?,)DR)y — 30;;%/361%2 (z),  (2.45)

onde o termo S, (¢) é um funcional arbitrario que é invariante conforme que tem o papel

de uma constante de integracao na Eq. (2.35).
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3 Acao Efetiva na Presenca de Torcao

Nesse trabalho [38], estamos interessados em estudar a interagdo de campos de
matéria interagindo com a torcdo. Primeiramente, na secao 3.1 usamos o método de
Schwinger-DeWitt para obter as divergéncias de 1-loop para um determinado operador
conjugado, recuperando os resultados ja conhecidos na literatura [40]. J& na secdo 3.2
refizemos o calculo da divergéncia porém usando um novo operador conjugado, sendo
independente da torcao, e ao comparar os resultados podemos notar que os coeficientes
dos termos dados por derivadas totais nao coincidiram, obtendo assim um novo exemplo
de anomalia multiplicativa. E por fim, na se¢ao 3.3 usamos a anomalia para obter a solucao

para a ac¢ao induzida.

Antes de prosseguir, estaremos estudando apenas a contribuicao de S, na agao

efetiva, por isso, reescreveremos a contribui¢do do campo escalar, dada na Eq. (2.34),

como,
_ ) 1 1 Lps 1
o / o= { 2 _ B, +—(OR)+ =P oP)|, (3.1
div,se 120 360 4+180< )+2 6( ) (3.1)
onde,

p= (é—gl)R—gSQ—m?

3.1 Primeiro operador conjugado

Nosso objetivo aqui é calcular as divergéncias de 1-loop para a teoria de interagao
de um campo de Dirac com a tor¢ao. Desse modo precisamos avaliar i Tr In A onde, da
Eq. (2.14),

H= VIV, — iv"y° S, + im. (3.2)

Aqui, por simplicidade estamos tomando 7, = 1 e 175 = 0. A interagdo do campo de
Dirac com o trago 7}, da torcao ¢ similar a interagao com o campo vetorial, por isso nao

trataremos esse caso neste trabalho.

Para efetuar este cdlculo, temos que multiplicar a Eq. (3.2) por um operador
conjugado, de tal modo que o produto esteja na forma de um operador minimo dado
na Eq. (2.18), para que assim possamos aplicar o método de Schwinger-DeWitt. Para

escolher tal operador conjugado exigiremos que a simetria quiral,
b= e’ = Y S, = S, + 8,0, (3.3)

onde o« = a(x) é um parametro escalar da transformagcao, seja respeitada no caso de

massa nula. Portanto, o operador conjugado deve conter a estrutura v (V, —iv°S,) ou
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entao devera ser independente da tor¢ao. Aqui trataremos ambos os casos e entao iremos

comparar os resultados.

Com base na argumentacao acima, vamos tomar primeiramente o operador conju-

gado da forma,

H, = VWV, — iy S, — im. (3.4)

Como a mudanca de sinal da massa nao altera o resultado, temos que Tr InH =

Trin I:[l, logo, temos a relagao,

—iTrln A = —% Trln (lfffffl) : (3.5)

Dessa forma,
HH, = (y"V, = iy"y°S, + im) (v'V, — iv"7°S, — im)
="'V, V, — i7"y ° V.S, — imy*V, — iv"y°y SV — 79°11° S8,
- mv“'y5SM —imy*V, — mv“vE’SM + m?
1
=0 — ZR — iy (V,S,) — iv°y"v*S,V, + i7"y SV,

+9*4"S,S, +m?

?

1
=0+ m? — ER —iv? (V5" 2757“7”5“1,
+iy° (Y = ") SuV, + 52
=0 + 2h$V, + 11, (3.6)

onde usamos que, da Eq. (12.68) da Ref. [41],

1
YY"V, V, =0 — s

1
VY SuSy =5 (V" +9"") Sy = g 8uS, = S,
1 1
Yy (VuSy) =3 (Y9 +4"") (VuSy) + 3 (Y = 4"") (V,.Sy)
1 1
=(Vu5") + i'YM'YV (VS = VuS,) = (V,5%) + §7M7VSW’

onde definimos,
S =V,S8, —V,S,.

Os operadores h® e II da Eq. (3.6) sao dados por,
7o 3 5 A A A
Wi = 5775 (Y =), (3.7)

~ 1 )
I =m? = SR+ 5 = i7" (V,8") - %757“7”5“”. (3.8)
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Agora, vamos precisar das derivadas do operador h“,

Viha, =;75 (Vo5*) (i = 1) (3.9)
V,hY —;75 (VuSy) (V™" = 9*) = —;757“7”@,,, (3.10)
Vohiy — Vb, :;75 (V5*) (= 7)) — ;75 (Vi) (o =), (3.11)
e do produto,
hihy, = — ivf’SA (W = 1) Y ST (v = Yue)

1 T
= — ZSAS (DY Vu — VY Yr — VoAV Y+ Yo VAYuVr)

= — iSAST (29077 Y0 = WMV Y = 295 W0V + IV Vi = W VNV Y
+2G,: M Vr — VAV V)

—_ iSAST (=37% 77 % + 290797 %0 = 200 Ve + 2909 Y
— VNNV Vi 29570

- 4115 AST (493 W = 20 W F 2008 = 4NNV V)

= — 5,5 + ;SHSA%% — ;SHSA%% + %7,

= — 25,55, + 5,5, + S5 an — SuS M + S

= - SMSA%/'Y)\ + SVSA’Y“’)/)\ + SQVUV}L - S/.LSV7 (3'12)
hy,hl =352, (3.13)
i\LluiLlu - EluiLlu =-S5 (’Y;ﬂ/u - '71/7;1) — 25 (S;/yu - SV’YM) A (3.14)

Portanto, o operador Py obtido considerando H; dado pela Eq. (3.4), é dado por,

P =Tl + R~V

1
6
=m? — 1123 —28% —iy° (V,.S"). (3.15)

' . .
=m’ — i S —iy® (V,S*) — %757“7”5W +-R+ %757“7”%, — 352

E para o operador Sy .,

St = VoVl + (Vohiy = Vb, ) + (b — huuhiy)
1

= *RMMT’Y)\’VT — 57 (VYo — VW) — 25% (Suvw = Suv) 1
4

+ ;75 [(V25%) (o = 1) = (ViSY) (1 = 3|

:Al,;w + Bl,,uy + Cl,,uzl + Dl,,ul/a (316)



Capitulo 3. Acgao Efetiva na Presenga de Torgdo 32

1
onde usamos que [V,,V,] = ZRWAT’Y/\’VT (veja Eq. (12.65) da Ref. [41]). E também fizemos
as identificagoes,
1 AT
Al,p,l/ - - ZRHVAT/Y AR

Bl,,w/ = - 82 (’7//711 - ’YV’YM) )
Cl,uu = - QS)\ (Su/yl/ - SV’VM) oy

D1 2375 [(V25*) (o = 3m) = (VuS™) (e = 3] -

Como mostrado na Eq. (2.29), precisaremos tomar os tragos das nossas expressoes.

Primeiramente,

étr (oh) L { Lor—2 (08%) —iv? (DVMSM)}

6 | 12
——i(DR)tri—l(DSQ)tri—i(DV SH) tr AP
T 3 " 7
1 4
—Lor-t(es), (317)

onde usamos que try® = 0 e tr 1 = 4. E para o termo ]512,

1 . 1 1 , 1 1
R P =5t m* + mR2 +45% = (V,.85")" — 6m2R — 4m25? + §RS2

1 2
=2m* + 712R2 + 88 —2(V,S")? — gm2R — 8m?S5? + gRSQ. (3.18)

1 ~
Vamos obter os resultados para calcular Tz tr Si s Para isso,

1 2 . 1 1 AT puvaS
E tr (ALMV) —E tr <16R;w)\7"y Y R 7a7ﬁ)
1 1
- 0z AT aff a7 A8 o . — 2
_192R/LV)\TR a54 (g g g 9" +g"g ) - 48 ( zRuuaﬁ)
1 2
- ﬂRuuaw (3.19)

bt (Biw) :112 tr |S* (= 1) 27

12
1 1
=55"tr (207" = 1y = 16) = £5" tr (=24)
= — 1654, (3.20)
1 1 T v
Tk (CP0) =13 [85*S™ (S = Su) IWS™7 ]

2
=5 5257 tr (S™3my 3 — 5" S )
4 8 ,
=— gSQS’\ST tr (vayr) — gSASTS“S (97 9vr — Guv9rr + GurGov)
_ g5t (3.21)
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5

L (01,) = o { - T [(9.5) 00— (925 (v 0]

x 29° (VST) (" — v*7-) }

S 214 tr [(VVSA> (VZST) (=277 — 4y — 4g7x — 27/\77)}

1 var
ot [(V"S) (V7ST) (19T = W Ve

— YNV Y+ VoV Yr)]
1 A v oT
== (V,S*) (V¥S7) (—32g5, — 16g,,)

1
+ ﬁ (V#S)\) (vVST) [8 (gu/\gur - g,uug)\f) -8 (g)\fg,ul/ - gﬂ/g)\,u)]

4 2
-3 (VMSV)Q + 3 (VMS“)2 ) (3.22)
4 1 1 T v
tr (A BLY) = tr ({ Ruuaon 17282977
1 2 AT pv A TV Av T 2 2
:ES R4 (g g =99+ 9"y ) = _§S R, (3.23)
1 w11 Nt re v
étr (Al,uuol ) :gtr (4RMV>\T’Y 8 4SpS v >
1 4
= RuneS,5"4 (979" — g9 + 9g) = SR S"S", (3.24)
1 o1 1 N
g (A DY) =z tr [—4RMTVW i (V") (4" — v“vp)}
?: v T T
=~ 51 R (VS,) tr (P77 =P
=— iRMT (V”S,) (4ie™" — i)
1
=3 Ry (V75 ki
1 v T 1 T, v
=3 (R” jre Spe™™) + 556" (VR )
1 1
=3V (R? e So™") + 35067 (VaRur = VrRin)
1 v AT 1 v
==Y (C7rr S ) = —5 VB, (3.25)
onde,
B = RY .S, = C" .Sy (3.26)

Entretanto, é facil ver que B” = 0. Para verificar, tomemos por exemplo v = 0 e
p =1na Eq. (3.26),
Roumﬁ)‘ﬂu = 2R, ¢®10 4 9RO, (0312 4 9RO, 0213
=2 (_R0023 + R 5 — Rosoz) =2 (R0023 + Ry + R0302) =0,
onde usamos a férmula de permutagao (veja Eq. (14.55) da Ref. [44]),

Roaﬁ;w + Rauﬁu + RO&MVﬁ =0.
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1 .
Agora continuando com os calculos dos termos de T2 tr Si s

1 N v
gl (B1,C1") =5t [52 (VYo — VoY) 457 Sy M

2 v v
:55250\5“ tr (47/147)\ — 29#’/7 Y+ Y VY 7)\>

=165, (3.27)
L e (B D) =L tr [ 52 — v (V2Sy) (v — eyt
gt (B Di") =¢ tr (Vuye = W) 177 (V7S3) (Vo =y
/l: 14
=55 (V) tr (Y1 mn?® = Py 1 — Prnmy”
0 ) = 0, (3.28)

onde usamos que tr (y*y#7") = 0. E,

1 1 o
5 10 (Crw DY) = tr [=25™ (53 = Sum) min® (V757) (17" = 79,

i v
=— gSA (VVSP) tr (S“v%vaw — S YAV
_Su’757,u'7/\'707u + Su75'7u7>ﬁlt’yp>
Z, :

= — £ (V57) §*5"die,n + % (V¥S°) S*Stdieypny

=0, (3.29)

onde usamos que, da Eq. (A.14), tr (V5 7a787u7) = 4i€apu € S*SPery, = 0.

Finalmente,
1 s 1 , 1 , 1 , 1 ,
E tr (Slal/«l’) —ﬁ tr (Alvl“/) —+ E tr (Bl,uV) + E tr (Cl,,u,u) + E tr (DLNV)
1 1 1
i (A BE) 4 St (A CF) + <t (A DEY)

1 N v, L v
+ = tr (B C1) + 6 tr (B DY) + 6 tr (Cruw DY)

6
1 4 2
== B = 85"+ 5 (Va8 + 5 (7,57

2 4
— 552R + gRWS“S”. (3.30)
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Portanto,
tr [(15 (DPI) + ;PQ + 51 S =2m?* — Zl))mQR —8m?2S?% — 214leaﬁ + 712R2
118\Z|R+ 3 (V.S — (V“SIL)
+ ngS”SV - ;l (0s?)
—2m* — ;mQR — 8m?S? — RWQB + = 1 po
- 1185R+ 3wa - ;lvy (va#Su — S"V,5)
- ;1 (08%), (3.31)

onde usamos que

S2,=2(V,S, — V,,5,) V'S" = 2(V,8,)? — 2V, (S,.V"S") + 25"V, V ,S"
=2(V, s'f) + 281V, V,S" 4+ 25" [V,,V,] S — 2V, (S, V*S")
=2(V, ) 2(V,S")? 42V, (5"V,5") — 2V, (S"V,S") — 2S"S*R”
[ — (V,.S") + RWSﬂSV} +2V, (S"V,S" — $"V,S").

Ay

Como estamos lidando com férmions, o trago funcional tem sinal oposto, portanto,

1 1
Fdlvl x\/—gtr [18()( vaf R2B+DR)+2P2+6DP1
+o5 SW
T/ —g [2m4—1m2R—8m25 7 —R? R2
3 360" A8 g5
i 2_7 2 _% v b QH v _é 2}
SR =5 R+SSW 2 Vo (S7V,5" = 5"V,57) 3(55)
1 11
_24_72_22_727E
T/ [m 3mR 8m=S 200 +360 4
—imR+ 22 _2g (sv,sn - gh S”)—4(ms2)] (3.32)
30 3w 37 a a 3 ' '

O resultado anterior corresponde a divergéncia da acao efetiva considerando o
operador conjugado dado na Eq. (3.4). Esse resultado estd de acordo com o encontrado

na literatura [40].

3.2 Segundo operador conjugado

Agora, tomaremos a outra forma possivel para o operador conjugado, sendo inde-
pendente da torcgao,
H, =~"V, —im. (3.33)
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Neste caso, se usarmos a Eq. (3.5) para os termos independentes da torgao, obte-
riamos uma expressao idéntica a Eq. (3.32). Porém, aqui vamos analisar apenas os termos
que dependem de S, e como H, nao contribui para esses termos, precisamos modificar a
relacao,

—iTrln H = —i Trln (]:I]flg) . (3.34)

Portanto, com o objetivo de obter apenas os termos que dependem da torcao,

temos,
HH, = (fy“VM —iv"y°S, + im) (v'V, —im)
1
=0 — 1R — imy*V, — iy S, YV, — myta S, + imAy Y, + m?
1
=0+ m? — ZR — iv"y°4"S,V, — my*4°S,
=0+ 2h§V,, + 11y, 3.35
2
onde,
Ta i el i o
hy == 57" S, = 57" "9, (3.36)
A 1
I, =m? — Y my°y* 5. (3.37)
Dessa forma, tomando o produto ﬁyﬁu,
T 7 1 5.\ 5.7 1 A 1 2
havhoy = =27V WYY Se = =585 I + 75N (3.38)
Fazendo v = pu = «a e usando que v*y, = 4,
ra7 1 A« 1 2 « 1 2
h3haa = =557 7" + 75777 = 557 (3.39)
E por ultimo,
- - Lo L o
hoyhay — hoyha, = —55 Y (Svvu — Suw) — ZS (Vv — YY) - (3.40)
E agora tomando a derivada,
p i 5 A
Vioho, = 37 (V.,S)), (3.41)
obtemos,

N 7
Vaoh§ 25757)‘7‘“ (VaSy)

Z v v Z v v
=175 (V9" 4+ ") (V. S,) + 175 (Vv =) (V. S,)

_ Y5 N
=57 (Va8%) = 2777 Sy (3.42)
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Portanto,
® 2 1 PN T’
1 7 1 1
2 5. A5 A RPN T 7 Q2
=m 12R+m7 v Sy 57 (V,\S )+ e Sy 25 ) (3.43)
Para o operador ggw,
g2,;w - [vwvu] + (VVBQH - vulsﬁu) + (]3/21/?12“ - il2,ui7/21/)
1 .0 1
== 1By + 5777 0 (VoSh) = 2 (ViS)] = 550 (S = Suw)
1
- ZSZ (fVu’YV - ’YVFYM)
:AQ,;W + BZ,/U/ + C2,;w + D2,,ul/; (344)
onde fizemos as seguintes identificacoes,
1 AT
AQ,;W :Al,,m/ = _4R,u1/)\77 7,
7
B24w 25757)\ [’Yu (V,,S,\) - T (V#SA)] )
1
CQ,;w = - 58)\7)\ (Sz/)/,u - Su’)/u) )
L o
D2,;w = - ZS (’yuﬁ)/l/ - PYV’YM) :
Agora, tomando os tragos necessarios,
1 5\ 1 1 1 Nl 1 1 9
1 ., 1 1 . 1 9
5 tr P2 =5 tr [m4 + mRZ + m*yP 5478, S, — 1 (V,.5")
L o5 v 5 Loy 15 202 , 1 2]
—— g "SuwS +-5"—-m"R—m*S*+ —RS
16’77’777’7u/\+4 6m m +12
1 1 1 1
o, 4 2 2 2 @2 2 2
1 1
+ 55*4 + GRSQ’ (3.46)

onde ja usamos que tr (y#4”S,,) = 4¢"*S,,, = 0 e tr (v*v"+") = 0.
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E para os tragos dos termos de Si o

L 1 1

o tr(B3,,) = utr{ 1777 0 (Vu8h) = 7 (VS 297779 (V”Sr)}
—— o <v S3) (V¥ ) tr (v*9"97)

L (9,50 (V.8 (Pyyy )

(Vi) (V°5) = £ (T8, + ¢ (V8"

24
=2 (VuS,)" +

=~ (V,S,)* + 2V, (5#V,S") — fS“V VSt o (V”S“)Q

»—xcn »—cm»— —

=~ (V,S,)* + S (V,.S")? — Z5"V,V,S" — 65# V,,V,] 5"

1
6
gvy (S"V,5)

— + @\i—‘CSb »—oo\»— +

1 1 1
== (V,S,) + S (V,.5")? — ;5" Va8 + S S R SA

Apv

1 1 1 1
+ SV ($MV,8Y) = (VL (SUV,8") + ¢ (V,.5")* + SV,

1 1 1 ,
= (V,.S,)° + 3 (V5" — 6RWS“S

1
— Vo (87V,8" — 54V,.8"),

L 1
5 (Cw) = 12“"{ SAST (S — S 2%5”7“}

ZQSAST tr (S21377:7" = S S V3 Ye )

1 1 71 )
T (D3,,) == tr {165 (Y = W) 29"y } = -5

1 v Ts v
5 11 (Ao BY") =< tr {_4Ruu>\77>\7 Y (V Sp)]
/l: v T 1 v T
== 5y (V75 tr (PP = & B (V7S,) €777
1
=-V'B, =0,
6
0% 1 1 AT P QU 1 w QU
tr (AQ,;,LVCQ ) =—1tr <4R,uu>\7'/y Y p’y S Y ) = gR,ul/S S )

, 1 1 , 1
tr (AQ,,uVDg ): tr <4R,ul,>\7—’7>\’}/ §SQ’YM’7 > = —6R52,
i
tr{ =577 D (V) = 5 (V5] 879,57}
i
= 13 (VuSy) 8,5" tr ("7 ")

i
— 75 (V183) 5,8, tr (v°7*"7"7")

D= D= =
D= D=

tr (BQtuCSV) =

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
(3.51)

(3.52)

(3.53)
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6
1 N 1 v
6 tr (02,MVD§L ) :6 tr [QS)\VA (Sﬂ/u - SM'VV) 5527#7 }

1 b1 (i 1,
gt (BouwD5") =~ tr {—275VA Ve (VuSx) =7 (VuSh)] §S2V“V } =0, (3.54)

1 v 1 12
ZQSQSAS tr (v ) — QS%‘AS“ tr (YY)
=5* (3.55)

Finalmente, fazendo um processo parecido ao realizado na Eq. (3.30),

_ 2 T rLQy
3 (ViS") = G RuS"S" = S

- évy (S*V S — SV ,8%) — S* + ;RWS“S”

1 sy 1 )
Etr (SZ,;UJ> —6 (V,uSV) +

1

— —RS%* 4+ s*
6

1

3
1 12 14

+ évy (S"V,S" — SV ,S"). (3.56)

1 1 1 1
= (V.S + 2 (V5" + GRwS"S” — 58" = RS?

Como nosso objetivo é estudar a anomalia multiplicativa ao utilizar H, indepen-
dente da torcao, na Eq. (3.56) coletamos apenas os termos com dependéncia em S, para
podermos comparar com a Eq. (3.32), j4 que os termos que nao dependem da torgao

naturalmente serao iguais.

Prosseguindo com os calculos obtemos, considerando apenas os termos com de-

pendéncia da torcao,

1 5 Lag 1 1 2 2c2 1 2 Lo
r [6 (o) + 553 + 1252,#,,] = — 5 (05%) —4m?S? — 2 (V,8)" + 1S,
laa lpe 1 2,1 2
+ 2S + 6RS + 6(VuSV) + 3(VHS )
1 1 1
- pQr Q4 2
+ G RuwS"S" — 55" — RS
1
+ 5V (8"V,8" — §7V,.5")
_ 1 2 2Q2 1 2
=5 (08%) —4m*s* + 35},
1
— 3V (8°V,8" — 5"V,8"), (3.57)

1
onde usamos que (V,S,)* — (V,S*)* + R, S"S" = §Sz2w -V, (5"V,S" - SV ,S5Y).

Finalmente, obtendo apenas os termos que dependem da torcao, e multiplicando

por 2 para compensar a diferenga entre as Egs. (3.5) e (3.34), e ainda tomando o sinal
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oposto, uma vez que estamos lidando com férmions,

Fdlv 2 —

1
T/~ 2tr( P2—|—6DP2+ 52#,/)

2, 2
=g [ Sm?S? + 282, — 2V, (SV,8" — $V,S")

—z (582)] . (3.58)

E fcil ver que, ao comparar o resultado com a Eq. (3.32), os termos que nao
sao de superficie coincidem. Entretanto, os termos que sao derivadas totais possuem co-
eficientes diferentes. Este resultado apresenta um novo tipo de anomalia multiplicativa,
sendo diferente dos exemplos ja conhecidos [25, 45], que sdo referentes a parte nao-local
da acao efetiva. No nosso caso, a diferenca entre os coeficientes nao pode ser compensada
mudando a condicao de renormalizagao para as integrais de superficie, pois esta mudanca

gera apenas diferencas finitas.

A ag@o de uma teoria renormalizavel deve incluir todos os termos que podem surgir
dos contratermos. Desse modo, apds termos obtido as partes divergentes da acao efetiva
para o campo escalar, dado na Eq. (3.1), e para o campo de Dirac, dado nas Egs. (3.32)

e (3.58), temos que a estrutura da agao classica deve ser [40],

Stors = — /d417\/—g {—alS4 - ZSﬁV + 01V (S7VaS? = 7V, 5%) + bQDSQ} . (3.59)

onde a; 2 > 0 e by 2 sao parametros arbitrarios. Usando a simetria conforme, as estruturas

dos coeficientes a; o representam C-termos, ou seja,

S4 :gul/gaﬁsusysasﬂ _ 6—40§MV§046§M§V§ 5'6 — 6—405147
Si” :guagyﬁsﬂVSa/B = 6_40§uagyﬁ‘§ﬂw§a5 =e 4033V7

onde usamos que,

Spr = VuSy = V,8, = V.8, — V,,8, — 017, S, + 67,5, = 5,,,.

E os termos superficiais de b; 2 nao afetam as equagoes de movimento e s@o parametros

artificiais que nao podem ser medidos.

Para avaliar as corregoes de lagos da agdo de vacuo (3.59), vamos analisar as
divergéncias logaritmicas de 1-loop dos C-termos. Temos que a divergéncia logaritmica
serd dada por (veja Eq. (13.208) da Ref. [41]),

1 ay .
s ™[ ()
2

Desse modo, da Eq. (3.1) temos que cada campo escalar contribui um o coeficiente 55 no

termo de S*. Ou seja, sendo N, o ntimero de particulas escalares do sistema, o coeficiente
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da correcao de 1-loop na acao efetiva para o termo S* sera,

1 ifgz:@
2(r2) 22 2

onde,
1 Y,
= . 3.60
ﬁl 9 (47’(’)2 ;5572 ( )

Analogamente para o campo de Dirac, retornando o coeficiente 7 por meio de .S,, —

2
1Sy, temos que nas Eqgs. (3.32) e (3.58) os termos S, aparecem com o coeficiente —=7?.

Desse modo, repetindo o processo anterior, sendo Ny o nimero de campos fermionicos,

1 p 2) B
2(4w)2;< 3h) =8
onde,
8 X,
= — : 3.61

Finalmente, os termos dependentes da tor¢ao na correcao de 1-loop da teoria é,
(Il O
Tlons = /d4x\/ {52 lal L0 ( > S* + SW [ag 2 <2> SW} . (3.62)
p? H

2
Os coeficientes &5, e n, sao pardmetros nao-minimos para diferentes espécies de

campos escalares e fermionicos. O sinal da funcao beta (3, indica a liberdade assintética
no parametro a;. Ja o sinal de (35 é positivo, que é tipico para campos vetoriais Abelianos.
Vale ressaltar que esses sinais correspondem apenas as contribui¢oes férmion e escalar,

enquanto a contribui¢ao do préprio campo S, nao foi levada em consideragao.

3.3 Acao Induzida

Nessa secao estamos interessados em estudar a agao induzida pela anomalia. Como
a nossa teoria é baseada no S, que ¢ invariante conforme, o calculo da anomalia nao tera
novidades com relacdo ao caso apresentado na Secao 2.4, caso contrario precisariamos
alterar a nossa anomalia, como foi feito na Ref. [16] com o uso do trago 7),. Desse modo,

nosso objetivo é determinar I';,q que é solucao de,

2 0lna 1,0l
= (&

/=97 80w V=3 S0

onde, com base nas estruturas obtidas para a acao efetiva, temos que a anomalia sera

(T%,) = : (3.63)

dada por,
1
(") = — [wC'2 +bEy+ cOR — $15* — 1525@

+11V (S°VaS? — 57V,5%) + 7,087, (3.64)
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onde as fungoes beta w, b e ¢ ndo dependem da tor¢ao e sao dadas por,

w X 3N, + 18N, + 36N,
——— | =N, —11N; — 62N, |, 3.65
360 (47)° d (3.65)

c 2N, + 12N, — 36N,

onde N,, Ny e N, sao os nimeros de campos escalares, fermionico e vetoriais, respectiva-

mente.

Ja as fungoes [ o estao dadas nas Eq. (3.60) e (3.61). Finalmente, as fungoes 71 o
sdo ambiguas, como vimos nas divergéncias (3.32) e (3.58). Para esses dois cendrios as

fungoes valem,

(1) 4 o 2 (2) 2 al 2
- _ § ' 7 S E , 3.66
M1 3 (4) 2 2 Nk 71 3(47r)2 k:177k ( )
7( = 2 an 2 255 k> (3.67)

1 X
752— Qan W2Z£5,k. (3.68)

6 (4m)" i

O processo que realizaremos ¢é exatamente igual ao descrito na Segdo 2.4. Para

iniciar, vamos agrupar todos os C-termos,
1
Y =Y (9,9) = wC? — 5,5 — 15253;. (3.69)

Desse modo, podemos repetir o processo realizado na obtencao da Eq. (2.42). Além disso,
o resultado (2.43) também se mantém inalterado, portanto ji estamos aptos a obter a

parte nao-local da acao induzida pela anomalia,

b 2 2
Find,néo—local —g / / <E4 - BDR)x G (l‘,y) <E4 — BDR)y
4//Y (E4 - DR)y, (3.70)

onde novamente usamos a notagao / = / d*zy/=g.
xT

Para o termo com OR também temos exatamente a mesma solugao apresentada

na Sec¢ao 2.4, ou seja,
3¢+ 20

Q.= / diz /g R?. (3.71)

Para produzir 052 é facil ver que, tomando apenas os termos lineares em o,

1
—e
v—4

=— \/1__56_405(1_ /d4y\/—_§ (R - 6|i\0) 52

=605 (3.72)

4o O
4 $/d4y /—4RS’
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Para obter os tltimos termos vamos usar que, aplicando a transformacao conforme,
M, =T%, +d,,
onde, usando a notacao o, = ?NJ =0,0e0t = 7"V ,o,
(5F>‘W = (52‘0,, + (520# — §Wa§)‘.
Logo,
V,5, = V,8, — 6T%8) = V5, — 5,5, — 0,5, + G0 5r,
VSt = ¢ (V,8,) = 2 (V,,5 + 205,)
Assim, tomando apenas os termos até primeira ordem em o,

V=9 (VS = V=G |(VS") +4(V,51) 05, .

Portanto,

1
V=g

640650 /d4x\/—_9 (VuS*)? | =4V, (5"V,5"). (3.73)

E ainda,

\/__9 (VMSV)2 :\/__ggﬂagyﬁ (V,MSV) (vasﬁ)
—V7[(9.5,) - 2(95) 0,5, - 2 (95") 005, + 2 (V,5) 0287

Desse modo

1
V=3

6—4050 / dizy/ =g (V,5,)% | =2V, (S*V,S" — §,V"SH — §"V,5")

=2V, (S"V,S* — §"V,5") — OS2, (3.74)

1
onde usamos que V, (S, V"S*) = §D82.

Nesse momento, podemos obter a acao induzida pelo restante da anomalia. Para

isso, vamos escrever,

L=a (V.S +ay(V,S,)° + azRS>.

Portanto,

1 )
_ﬁe—“% /d4a:\/—g£’ = (41 +202) V, (S"V,.5") = 205V, (S*V,,S")

+ (—ag + 6a3) OS> (3.75)
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Finalmente, comparando os coeficientes das Eqgs. (3.64) e (3.75) obtemos que,
1 M — 2%

a; =0, Qg = 5717 a3 = T 19 (3-76)
ou seja, usando ainda a Eq. (3.71), a parte local da acao induzida é,
3c+2b -2
Find,local = - C+ /R2 / |: V S ) 12 i RS2 (377)

Os termos locais dependentes da torgao (3.77) violam tanto a simetria conforme

quanto a simetria quiral (3.3). Essas quebras de simetria ndo ocorrem na parte nao-local

(3.70).

A solucao covariante geral para a acao induzida pela anomalia é dada pela soma
da parte nao-local (3.70) com a local (3.77),

I‘ind - Sc (Q,S) + Find,neio—local + Find,locah (378)

onde o termo S, (g,5) é um funcional arbitrdrio que é invariante conforme que tem o
papel de uma constante de integracao na Eq. (3.63). Juntamente com as fungoes v, » que
sao ambiguas devido a anomalia multiplicativa, esse termo também é desconhecido na
expressao (3.78). Além disso, vale ressaltar que ainda temos mais um tipo de ambiguidade.

1 1
Na Eq. (3.77) podemos fazer a mudanca R* — gRiy ou R? —» - R? uma vez que,

3 uvaps
1 —40 5 2
./—ge 60-/J3Rlﬂj

produzindo o mesmo termo na anomalia que R?.

= 40R, (3.79)

Finalmente, podemos reescrever a parte nao-local da a¢ao induzida na forma simé-
trica e obter a acao induzida na sua local e covariante com o uso de dois campos auxiliares
¢ e x (veja Eq. (79) da Ref. [46]),

—-b 2 Y
Y (5, 2on )

1 1
I‘in —c\Y, 1—‘in oca / —pA — —xA
a4 =5¢(9,5) + Tind local + xlzsﬁ 19— 5X ax + 5 3 2

1
v el 3.80
2" 1 (3.80)
onde Y (g,5) é dado na Eq. (3.69).
Por fim, as equagdes para os campos auxiliares serdo,

1 dlng v—=b 2 Y
_A <E _ 4R ):0, 3.81
=5 op 4P+ 473 + 2 (3.81)

1 o0y,

- _Tnd SLA—) (3.82)

Ou seja, a versao covariante local é dinamicamente equivalente a versao covariante nao-

local.

A Eq. (3.82) nos fornece um resultado bastante importante, pois possibilita o uso
da acdo induzida para estudar problemas fisicos, como por exemplo, um campo propa-

gando interagindo com a torgao.
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4 Correlacoes do Campo Eletromagnético na
Presenca de uma Fronteira Perfeitamente

Refletora

No Capitulo 5, estudaremos o movimento de uma particula de carga neutra, porém
com momento de dipolo diferente de zero, interagindo com o campo eletromagnético
na presenca de uma fronteira num banho térmico. Para realizar tal estudo, precisamos

primeiramente obter as correlagoes do campo eletromagnético nestas condigoes.

Aqui reproduziremos os resultados apresentados na Ref. [47], onde foi calculado o
propagador do campo eletromagnético na presenca de uma fronteira perfeitamente refle-
tora no regime de temperatura finita. Inicialmente, calcularemos o propagador no vacuo
de Minkowski, para entao obter o resultado no vacuo modificado pela presenca da fron-
teira perfeitamente refletora usando o método das imagens. E entao, introduziremos o
banho térmico para obter o propagador do campo eletromagnético num regime de tempe-
ratura finita. Para estar em conformidade com a referéncia usada, apenas nesse capitulo

usaremos a métrica com assinatura (—1,1,1,1).

Inicialmente, vamos partir das equagoes para o campo eletromagnético no vacuo,
O"FM + O'F"" + 0"F" =0, (4.1)

0" = 0. (4.2)

Agora, o comutador dos campos elétrico e magnético é dado por (veja Eq. (1.1.42)

da Ref. [48)]),
|Ej (x,t) By (x',t)] = —i0,0 (x — x'),

onde 7, k e [ formam uma permutacao ciclica de 1, 2 e 3. Dessa forma, escrevendo em
termos do tensor F*, teremos,

i [P (x,t) P (x 1)) = (60— aMom) 6 (x — X)), (4.3)

com k, | e m sendo iguais a 1, 2 ou 3. Como o comutador a tempos iguais do campo
depende da derivada da funcao ¢, o produto com ordenamento temporal nao é covariante
sob transformagoes de Lorentz [49]. Iremos obter o produto com ordenamento temporal

T* de forma covariante como,
ZT* (Fuu (ma) F/\n (l'/a)) —iT (F,uzz (xa) F)\n (xla)) 4 (nymnun)\ o nux\nunﬁ
+nAnkn” — n”“n“n’\) §(x® — '), (4.4)
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onde n® = (1,0,0,0). Aqui, T" consiste no produto com ordenamento temporal usual, ja 7

¢é a operacgao em sua forma covariante.
Desse modo, as equagoes do campo se tornam,
9%iT* (Fuu (xa) F)\/-c (x/a)) + i T* (Fl/a (xa) F)\n (I/a))
+ VT (F7 (%) F™ (1)) = 0, (4.5)
0T (F™ () ¥ (2/*)) = (0" = 120") 6 (2 — 2*). (4.6)

Vamos escrever o valor esperado no estado de vacuo do produto com ordenamento
temporal como,

DA (% — ') = (T (F™ (x) F™ (). (4.7)

Temos que a Eq. (4.5) é satisfeita se escrevermos DY (z — z') como,

D,jru;/\n (2 — ac'o‘) — d’“’?)‘”D+ (x* — 3;’04) , (4.8)
onde,
A = gy — 9V 4 970t — 9RO (4.9)

De fato, se substituirmos na Eq. (4.5), obtemos,
87 DR (2% — o) 4 §H DY (2 — 2) 4+ 9V DTN (% — 2'®)
— {(aaaunw@ . ao’aun;u{ + apaunan . 8uaanum + ayaanun o ayaunan) a’)\
o (aaaunVA . aaaunu)\ + auauna)\ o 8“8077”\ + auaanu)\ . auaung)\) a/;g} D+ (l‘a . :L,/a)

=0.

Da Eq. (4.6), usando que 9D (2% — 2'®) = —9*D_ (z® — 2/%),

OuDI N (1% — 2*) = (=1 0,0"0* + 0 0,0"0") Dy (2 — 2'*)
("0 = n0%) 6 (a2 — ). (4.10)

Portanto,
—0,0"'D (2% — 2') = § (z® — 2'?). (4.11)

Finalmente, a solu¢ao da Eq. (4.11), para frequéncia positiva, é,

dk 1 . ) 7 oo pm 2w ] . .
D o :./ = ikex—ik|t] _ 7/ / / _— _ik|x|cos@ —zk|t\k2 in 6dkdod
4 (%) =i 2n) T 2P o Jo Jo T e sin ©

¢ 5 / k S11 (k |X‘)€—zk(|t|—ze)dk — ! = (412)
(2m)*2 Jo k|| A2 [22 412 + 22 — (t — ie)’]

onde € — 0T para garantir a convergéncia da integracao e lembrando que nesse capitulo

estamos usando a métrica n*¥ = diag (—1,1,1,1).
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Assim, ja podemos obter o propagador para o vacuo de Minkowski usando as
Eqgs. (4.7) e (4.8),
(T (B (x,t) By (X 1))y = A" D, (2% — &) = (0°9° — 0'0") D (2 — 2'*)
=(0'0" = 0°0") D (x* — 2*)
i |(At—ie)” = (Az)” + (Ay)” + (Az)?]

== 5 5 5 573 (4.13)
(At =€)’ — (M)’ + (Ay) + (A2)°]

onde Aa = a — a’' e obtemos solucoes andlogas para E, e E,.

Agora podemos considerar o caso de uma placa infinita perfeitamente condutora
colocada em z = 0. Temos que as componentes tangenciais do campo elétrico e a compo-

nente normal do campo magnético devem se anular no condutor, ou seja,
FO' = F%2 = p12 = 0, (4.14)
na placa.

A funcao de Green W " (2% 2/*) para esse caso é obtida adicionando uma funcio
imagem a solugao do espago de Minkowski. Essa fungdo imagem é a funcao de Green do

espaco livre para uma imagem colocada na coordenada refletida

o _ (xxoszl’xa’ _ x'3> ‘ (4.15)
Assim, definimos,
ﬁ,uy — dlag (_1’171’ _ ]_)7 (416)
e entao,
Wﬁy;)\n (l’a,l'/a) — dw/;)\ml)+ (.ZEQ - .T/a) _ CZMV;AK/D+ (xa _ i,/a) ’ (417)
onde,
dpu;)\n _ aua’)\ﬁlm . @V@')\ﬁlm + anlfﬁﬁlM — a“alnﬁ”)‘, (418)

O primeiro termo da Eq. (4.17) é devido ao vdcuo de Minkowski, que calculamos na
Eq. (4.13), j& o segundo, introduzimos devido a fungdo imagem. Os propagadores devido
a esse segundo termo sao dados por,
(T (B, (x0) B, (0)), = = (000751 + 90" D, (o — %)
=(0°0° = 0'0") Dy (a* — &)
i (At —ie)” = (Az)* + (Ay)* + (2 + 2')?] @.19)
(@i — (a2 = (AyP =+ 2]
(T (E. (x,t) Ex (X)), = — (8°0°7% + 0°0°1™) Dy (x =%/t — )
=(0°0° = 0°") D, (x — %t — t')
(At —ie)* + (Az)® + (Ay)* — (2 + 2')°

_ : : 2 5. (420)
™ (At — i)’ — (Az)’ = (Ay)* = (2 + 2)]




Capitulo 4. Correlagées do Campo Eletromagnético na Presenga de uma Fronteira Perfeitamente
Refletora 48

Portanto, como ja visto, na Eq. (4.13) apresentamos o propagador devido ao vacuo
de Minkowski. Sua contribuicdo na dispersao nao sera apresentada, uma vez usado o
processo de renormalizac¢do. J4 nas Eqgs. (4.19) e (4.20), temos os propagadores devido
ao vacuo modificado pela presenca da fronteira. O indice v serd usado para indicar a

contribuicao da fronteira.

4.1 Correlacdes num banho térmico

Agora, vamos calcular o propagador do campo eletromagnético sujeito ao banho
térmico. Para introduzir a temperatura vamos reproduzir os passos realizados também na
Secao 2.7 da Ref. [50]. As fungoes de Green introduzidas anteriormente foram calculadas
tomando o valor médio dos operadores em um determinado estado puro, sendo este o
estado de vacuo. Essas fungoes de Green descreveram o sistema na temperatura zero.
Entretanto um sistema que estd numa temperatura finita ndo é descrito por um estado

puro, mas por uma distribui¢ao estatistica de tais estados.

Trataremos um sistema em equilibrio térmico a uma temperatura 7' cuja descri-
cao sera dada pelo ensemble candnico dos estados. Assim, temos que a média de uma

quantidade arbitraria X tomada nesse ensemble candnico sera,
-1
(X)p = (Tre™™)  Tr (7 X)), (4.21)

onde 3 é o inverso da temperatura, 3 = T~!, com kg = 1, e H é a Hamiltoniana do

sistema, que descreve a equagdo de movimento do operador X (t),

X (t) = ™' X (0) et (4.22)
E ainda,
Tre” 'BH) 1Tr[ PHA (1 t')}
Tre— ﬁH) 1 Tr [ H it A () —theth'B (0) e—th']

1

=
®

) 04 0) 03 0)
,ﬁH) Tr [e ﬁHA( _ )B(O)}
= (A(t =) B(0))y
logo, (A (t) B (t')) depende apenas da diferenga ¢ —t'. E temos ainda a simetria,
(A@6)B (') = (Tre?) " Tr[e A (1) B(t)]
(T ) e ) )
(e P T 9 ) 6904 0 -0
(Tre=)
(

(A(t) B () =

=
®

Tr :e_ﬂHB (t) At + 26)}
=(B{)At+1iB)). (4.23)
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Vamos escrever as transformadas de Fourier para as correlagbes como,

% dw

AWM BE)r= [ T @), (4.24)
(B AW = [~ g @), (4.25)
(A0 By = [ Soe(w)ee) (4.26)
Porém, da Eq. (4.23) temos que,
g (@) = g (),
o que implica que
() = 9% () g0 (@) =~ @) (1 - ) = g* @) = £ 5D )

E agora, aplicando esses resultados para o campo eletromagnético, e sendo o comu-

tador uma quantidade numérica, ou seja, seu valor médio nao depende do estado tomado,

temos,

DM (a% — ') = (i [ (), F2* (@')]), = "D (2% = 2*) (4.28)
onde,

D) =i [ (;:) )
:i/(dk) e [ w5 (k- w) e — 5 (k+w)e ]
—5x Jaoli [ e Btk — o) s e

ortanto,
’ c(w):i/(d:) ;k X5 (o — ) — 6 (k + w)] (4.29)

E finalmente, para t > t/,
DZI{V;)\K _ <ZT* (F,uu (.Ia) F)\Ii (l,la)))T — dw/;)\HDT (xa o x/a) ’ (430)
com,

1 .
D (a%) = [ dug™) (@) e
1k-x

27r/dw{ / = 21k;1 66 Bw [5(k_w)_5(k+w)]}em

dk 1 ka e—zkt eik:t
1—e k6 1—ehf)
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Reproduzindo o mesmo processo para t < t’ obtemos

1 dk 1 ] efikt 6ikt
—_ (=) — zkvx .
= 7T/dwg (w)e ™ = / (1_@k6 1_6_%).
Portanto, podemos escrever ambos os resultados como,
dk 1 . e—ikzt eikt
D) =i [ 3 L sy .
T (2%) =i (271')32]{36 l (><1_e—kb’ 1_€k6>
okt ikt
—0 (—t) (1 o 1ok | (4.31)

Mas,
1 e kP
1 —e kB =1 1 — e kB’
1 e~ kB e kB
l—ef  eh—1  1—ehs

Portanto, reescrevendo a Eq. (4.31),

a dk 1
Dy (x )_l/(27r) 357

e € —ikle| ikt e M
—0(=1) (‘e T—cm ¢ ¢ 1_€-kaﬂ
o Ak e / dk e®x M —ikt | ikt
Z/(27r)32k‘6 ) G 2k T (e )
D, (+%) + Dy (&), (132

kox —iklt| | ikt e M e €
—€ [@ (t) (6 +e m +e ]_—e_kﬁ>

onde o termo D, (z%) estd definido na Eq. (4.12) e sua contribui¢ao no propagador esté
dada nas Eqs. (4.13), (4.19) e (4.20). J4 o termo Dgs (z®) aparece pelo fato de estarmos
trabalhando com o sistema em equilibrio térmico, tratando o problema no regime de
temperatura finita, podendo ser reescrito como,

oy [ dk ekx P ikt | ikt
Dg (@ >:Z/ (2m)® 2k 1 —e Pk (e e )

dk ik-x 00 dk tk'x 00 .
_ / 36% Zefnﬁk zkt+z/( 7T)ge% Ze—nﬁkezkt

n=1

Z/ dk € ka 7nﬁk fzkt_i_,l dk ek 7n,6’k ikt
dk e "k pilloxctht) | e—i(k.x+kt)]
dk ek ikt > 1 1
=2 Re k(t4n8) — 9; Re > — 5 (4.33)

S AT X2 — (¢ + inf)
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Portanto, para obter o propagador total do sistema, considerando a presenca da

placa perfeitamente refletora e o banho térmico, temos,

W{gu;)\n (Qfa,iﬁla) :dul/;)\fiDT (il?a - l./Oé) _ JMVV\“DT (IO‘ — :i'/a)
@D, (2 — a') = D, (2 — )

+ A" Dy (2 — ') — AN Dy (2 — F). (4.34)

O primeiro termo da Eq. (4.34) é devido ao vacuo de Minkowski, cujo resultado
estd apresentado na Eq. (4.13), e o segundo é devido a presenga da placa perfeitamente
condutora, cujas contribuigdes sao dadas pelas Egs. (4.19) e (4.20). Agora, o terceiro termo
tem sua origem puramente térmica, ele aparece ao considerarmos o sistema no regime de
temperatura finita. E o dltimo é uma contribuicao mista, surgindo ao considerar ambos,

o banho térmico e a presenca da fronteira.

Agora, note que podemos obter Dg (z*) partindo do D, (%), bastando tomar o
dobro de sua parte real, introduzindo a mudanca t — t 4+ inf e realizando a soma em n.
Desse modo é facil ver que, reproduzindo o processo realizado para obter o propagador

dado na Eq. (4.13), vamos obter, para a contribuigdo puramente térmica,

9 = [(At+inB)’ — (Az)* + (Ay)? + (Az)?
(B (xt) Bz (X)) = 15 Re 3 [ [(A)t " (n ﬁ)l - <(Ax>)2}3 (&] - (43)
E analogamente para (E, (x,t) B, (x't') ; ¢ (E. (x,t) E. (V') .
Finalmente, calculando o tltimo termo da Eq. (4.34), obtemos,
(B, (e B () = — 732 < [(Atﬂnﬁ)? — (Az)® 4+ (Ay)* + (2 + z')QL’ (@.36)
=1 [(At 4 inp)? — (Ax)? = (Ay)* = (2 + 2)]
(. () B (). _2 s (At inB)’ + (Azx)® + (Ay)* — (2 + 2)° s

T (A i) - (An) — (Ay) (= + )]

onde usamos o indice m para indicar que estamos tratando da contribui¢ao mista, que
aparece apenas quando consideramos o sistema na presenca da fronteira e também em
temperatura finita. Ou seja, o propagador total para o campo elétrico no nosso sistema ¢é

dado por,

(E; (x,0) B; (X 1)) = (B; (x,£) By (x' ), + (B; (x,0) Ei (X,t')),
(B (x,0) By (X)) 5 + (B (x,0) B (X)) (4.38)

Aqui calculamos apenas os termos tomando componentes iguais do campo elétrico,
ou seja, (E, (x,t) E, (X',t)), (B, (x,t) E, (X',t')) e (E, (x,t) E, (x',t')), porém, apesar de
serem diferentes de zero, os termos mistos, como (£, (x,t) E, (x',t')), ndo irao contribuir

nos resultados do préximo capitulo, uma vez que, para i # j, (E; (x,t) E; (x,t')) = 0.
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5 Movimento de um Dipolo no Vacuo Modi-

ficado

Nesse capitulo vamos estudar o movimento de uma particula com momento de
dipolo diferente de zero interagindo com um campo elétrico na presenca de uma fronteira
perfeitamente refletora no regime de temperatura finita. Desse modo, seja uma particula
neutra de massa m e momento de dipolo p, situada a uma distancia z de uma placa
condutora, sujeita a interagdo com um campo elétrico E (x,t), num sistema a temperatura
T. Por simplicidade, vamos desconsiderar a estrutura do dipolo que iremos estudar. Assim,
a forga que atua sobre o dipolo é dada por F = V (p - E (x,t)) e o torque sofrido por ele

é T = p x E (x,t). Portanto, o movimento da particula é descrito por

— =V (p-E 5.1
dL
— = E 2

onde L é o momento angular da particula definido com respeito ao seu centro de massa.

Antes de continuar, vamos assumir que as variagoes na posicao da particula e
também na orientacdo do dipolo causadas pela interacdo com o campo eletromagnético
podem ser negligenciadas. Essa afirmacao delimita a aplicabilidade do nosso modelo, que
serd analisada quando formos estudar as estimativas do nosso modelo na Sec. 5.2. Assim,
da Eq. (5.1) temos que a velocidade da particula serd dada por

S p, [T
ur) =32 | a0 (). (5.3)
onde o momento de dipolo p; foi retirado da integracao temporal ao assumir que p nao
depende do tempo. E além disso, a Eq. (5.3) descreve um modelo onde a particula comega
a interagir com o sistema subitamente no instante ¢ = Os e entdo o seu efeito é calculado

no instante 7.

Ja sobre a equac¢do do momento angular, temos que, em geral, o momento angular
se relaciona com a velocidade angular por meio de L; = I;;w;, onde [;; sao as componentes
do tensor de inércia [51]. Tomemos a fronteira no plano z = 0 e o dipolo a uma distancia
z do plano, como ilustrado na Fig. 1. Para a escolha de coordenadas mostrada na figura

temos que X' =¥, 5 =P Xy = —sinfX +coshz, 2’ = p = cos#x +sinbz e p = p/p.

Vamos assumir que o dipolo possui simetria cilindrica, com eixo de simetria pa-
ralelo ao p. Dessa forma, I;;, escrito na base {ﬁ/,y',i'}, terd uma forma diagonal I;; =
diag (IL,IL,]”), e a Eq. (5.2) se reduz as equagoes de Euler (veja Eq. (36.4) da Ref.[51])

dwx/

]LW + (]” — ]L) Wywy = —pEy =p(E,sinf — E, cosb), (5.4)
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dwy/
]LW + (IL — ]II) Wypwy = pEy = pE,, (5.5)
dwzz
I~ =0 (5.6)
onde foi usado que £,y = E,, By = E,cost — E;sinf e E,, = E, cosf + E,sin6.
Z
Z ______
X

Figura 1 — Ilustracao da escolha do sistema de coordenadas, sendo p = p,X + p.z =
p(Xcosf + zsinf). O vetor ¥y estd entrando no plano da pagina.

A simetria do dipolo ao longo do eixo p resulta que w, é constante, ou seja, nao
causa rotacao ao longo de seu eixo de simetria, e tomaremos w, = 0, portanto. Dessa

forma, as Eqs (5.4) e (5.5) produzem, fazendo I = I,

wy (T) = ZT) /OT dt (E,sinf — E, cosf), (5.7)

wy (1) = ZI’/OT dtE,. (5.8)

As Egs. (5.3), (5.7) e (5.8) nos fornecem as velocidades lineares e angulares da
particula. Nessas expressoes, assumimos que o efeito do campo E é iniciado e finalizado
subitamente em ¢ = 0s e t = 7, respectivamente. Tal hipdtese causou divergéncias na
dispersao da velocidade para o caso de um monopolo elétrico [27, 29]. Entretanto essas
divergéncias foram curadas ao introduzir o processo de transi¢ao [32, 34], que consistiu
em assumir que a interacao da particula com o campo modificado foi iniciada e finalizada
de forma suave, trazendo mais realismo ao sistema, uma vez que considera que o processo

de medicao nao se da de forma instantanea.

Na préxima secao, estudaremos as dispersoes das velocidades linear e angular
da particula. Para isso, tomaremos o campo E quantizado num estado que descreve as
flutuacoes eletromagnéticas em equilibrio térmico préximo a uma fronteira perfeitamente
refletora em z = 0. Dessa maneira as velocidades v; e w; se tornam operadores por meio

das Eqgs. (5.3), (5.7) e (5.8), que determinam suas dependéncias com o campo E.
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5.1 Calculo da dispersao da velocidade da particula

Nessa secao, calcularemos as dispersoes das componentes da velocidade da parti-
cula. Primeiramente temos que a forca e torque médios sofridos pela particula sdo nulos,
uma vez que (F;) = 0, ou seja, temos que (v;) = 0 e (w;) = 0. Portanto, as dispersoes
serdo dadas por ((Av)%) = (12) — (1) = (v2) e ((Awy)?) = (W?) — (w)? = (w?). Logo,

tomando o valor médio do quadrado das Eqs. (5.4), (5.7) e (5.8), obtemos

((Avi)2>: lim / / 2.0, E; (x¢)) dtdt, (5.9)

m2 x/—x
(Awy)? 12 / / B, (x,t')) sin® 6 + (E. (x.0) E. (x.t')) cos* 6] dtdt’, (5.10)

(Awy)?) =25 / / E, (x,t")) dtdt’, (5.11)

onde os termos cruzados do tipo (E, (x,t) E, (x/,t)) nao contribuem uma vez que se

anulam quando tomamos x’ — X.

Note que nas Egs. (5.9), (5.10) e (5.11) o efeito do campo elétrico E sobre a
particula é iniciado subitamente no instante ¢ = Os e finalizado também subitamente no
instante ¢ = 7. Entdo, para trazer mais realismo ao sistema, vamos introduzir a funcao
de transicao F; (t) de tal forma que faga com que esse efeito aconteca de maneira suave
[52]. Com a inclusdo da fungao de transigdo na equagao de movimento (5.3), a Eq. (5.9)
se torna

((Avi)2>TS: lim / / Fo o (8) Frr () 00, (B (x,0) B; (X)) dtdt!,  (5.12)

m2 x/—x

e analogamente para w;.

A funcao de transicao F7, ; que usaremos serd dada por

1 t —1
Fr.(t) =~ [arctan () + arctan (T )] ’ (5.13)
™ Ts

Ts

onde o parametro 7 controla como o efeito do campo E ¢ iniciado e finalizado. Na Fig. 2,

apresentamos o perfil do comportamento de Fy, ; () para diferentes valores de 7,/7.

Por fim, analisaremos separadamente cada termo da dispersao, a contribuigao tér-

mica, contribuicao devido ao vacuo modificado, e a contribui¢ao mista,

(D)), = (A0 5, + (A0, + (Do), (5.14)

onde no termo {(Av;)?) 5., calcularemos a contribuigdo térmica, no (Av)?), ,. & contri-

buicdo do vécuo modificado pela fronteira, e no ((Av;)?) _ a contribuicdo mista.

m,Ts
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1.0 —— -

;F j\ ----- /T =1

f T

08 I : Io/ '\ .: ----- - Ts/T — 0 1 7

/ ‘\

; W LTS 7s/7 = 0.01
0.6+ ; A\ |
e ; \ 7,/7 = 0.001
LL:Z) 0 4 L ’I ‘I 1

' ! \
/ [ — \
'J.‘—‘ ‘5.'.4‘
02 ~ ,:f ! :‘ ‘\“~~~~~ _
: ll ‘\q ~~~~~-~
: " \h\. ==
0.0 S <=, _ |
—0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t/T

Figura 2 — Componente da funcdo de transicao F, . (t) dada pela Eq. (5.13).

5.1.1 Contribuicdo térmica
5.1.1.1 Dispersoes da velocidade linear

Para calcular a contribuic¢ao térmica na dispersao da velocidade linear da particula,

vamos introduzir o propagador térmico (4.13) na Eq. (5.12)

o 0 > 8
lim ——— (B, (x,t) B, (x,t')); = —Re Y : 1
Ko oz’ Ox (Be (x,t) B (x )>B Re T (t—t+ inﬁ)ﬁ (5.15)
0 0 > 16
lim ———— (E. B, (X)) = — 1
S by (B (x,t) B, (X)) Renz::l Y TR (5.16)

Dessa forma, vamos precisar resolver apenas a integral a seguir. Para a > 0, a > 0,
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n>0,beRefeR, temos que

dtdt’

/ /00 arctan (at + b) arctan (at’ + 3)
(t —t' + in)°

o | ra td dt
:/ arctan (ozt’—l—ﬁ)/ l/o Hu2—|—arctan (b)] —dt’

(ut + b) (t—t' +in)
00 , a o0 t /
= /_OO arctan (at’ + 5)/0 {/_Oo {1 it b)2] T ’in)6dt} dudt
00 a —1 b 4
= [m arctan (at, + 5) /0 {_ [b + it/,l_—: ()17‘-_?: un)](i } dud?
o0 , a’m
= /_Ooarctan(at + ) {_5[_2. Fhta(t — m)]f)}dt
a57T oo a t'du 1 ’
L sy 0 S

0o t/
dt’ 3 d
5 Jo {/—"O 1+ (ut + 8)°| [~i+ b+ a(t —in)]’ t} !
Cl57T a[ 7TU3 (1—26) ]
; ; 5| du
0 |(a+u+ibu—iaf + aun)

CL57T 7TO(4 7T26L4Oé4

= — = — . 5.17
5 4a(a+ a+iba —iaf + aan) 20 (@ + a + iba — iaf + aan) (5.17)

Assim, atribuindo os devidos valores para a, b, « e § na Eq. (5.17),

/ / o t/ mﬁ() ) atar
= / / [arctan <7's> /— arctan (t )]
X [arctan <T3> — arctan (t ; 7—)] 7 1_ zn6)6dtdt/

1 872 (nf + 27,)° 1 1
= —{_ + 5 — I0- 5.18
10 { {(nﬁ +27)° + 7'2}4 [(nﬁ +27,)° + 72} (nB + 27;) } (>1%)
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Finalmente, temos que
<(Avx)2>,3;s / / Frr () Fr 7 ()
x lim 0,0, (Ej (x,t) E; (x',;t')) 5 dtdt’
x/—x

8 p§+2p2+2pz
— ( Yy eZ/ / TS,T 7'5,7'< )dtdt

m2m? (t —t' —inp)°

A rl) &

- =1

5m2m?

72 (nf + 27'5)
{(nﬁ + 27’8)2 + 7'2}4
.\ 1 1

[(nﬁ +21,)° + 7'2}2 (nB +27.)"

a2l r2R) o g (14 Tt
N 5m2m? 1234 G

+45®) (1 + QTB_ZT> — 29 (1 + 2;)1

2 2 2 .
ps + 2p; + 2p2 27, 27, +
:( y ) [Qw@ (1 + 22 ) —y® (1 + 7 ”)

15m2m?2 34 B B
0 (1 i ”)] , (5.19)
B
onde a funcao poligama ¢é dada por,
(n) ! 1) !
' (x) = e InT (z) = Z n+1 (5.20)

A Eq. (5.19) nos fornece as dispersoes das componentes da velocidade linear da
particula. Note que as componentes perpendiculares ao eixo do dipolo possuem dispersoes
dadas pelo dobro da componente paralela. Usaremos a notacio ((Av,/)?) 5., Dara indicar
a componente paralela ao eixo do dipolo, e ((Av,)?) 5., Para indicar as componentes

perpendiculares, como ilustrado na Fig. 1, ou seja,

9 B p2 3) 27T, 3 27T, + T
<(AUZ/) >B,TS —157T2m254 l2¢ (1 + /8 ) l/J 1+ 6

B 2T, — T
WY <1 + 75 )1 . (5.21)

Na Fig. 3, temos o comportamento da dispersao ((szf)2> 5., bara diferentes va-

lores de 7,/f. Observamos que nao existem divergéncias na dispersao mesmo quando
consideramos a transicao subita, diferentemente do que ocorre quando estudamos a con-
tribuicao da fronteira. E note ainda que quando T' — 0, ou seja, f — o0, a dispersao se

anula, como deveria ser.
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T T T T T

0.14 1

T

0.12

0.10

0.08

0.06

0.04

(m*B" %) {(Bv)*) 5

0.02

0.00

Figura 3 — Comportamento de ((Av./)?) 5., Dara diferentes valores de 7,/3.

O limite para a transicao stubita é dada por,

<(sz/) >/3 = lim <(sz) > B,Ts

Ts—0
2

__ P 41w ® (1Y e ir
~ S l27r 150 (1 6) 150 (HBH

:225732]9:”234 {714 + 4?_64 — 157 l? + cosh (27;)] csch? (g) } . (5.22)

E ainda a dispersao da velocidade da particula possui um valor assintético dado

port,

2p> o,
7—11—>I£10 <(AUZ’)2>,B,TS - 1572m264w(3 ( ; ) : (5'23)

5.1.1.2 Dispersoes da velocidade angular

Agora vamos calcular a contribuicao térmica nas dispersoes da velocidade angular
da particula. Para isso, vamos introduzir a funcao de transicao nas Egs. (5.10) e (5.11).

Dessa forma, obtemos,

(B, = (B, = e > [ 7 Terll s Daar (524

t—t’—i—mﬁ)

onde usamos que, da Eq. (4.35),

/ — - 2
(Bi (x,t) B (x,t)) 5 = Re; w2 (t —t' +infB)*

(5.25)
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Agora, paraa > 0,a>0,7>0,b e Re [ €R,

[e’) /
/ / arctan (at —|— b) arctan (at’ + mdtdt'
—t +an)*
= / arctan (at’ + f3) /OO ’ td—u2 + arctan (b) L%dt’
— |Jo 1—|—(ut—|—b) (t—t' +in)

= / arctan (at' + ) [ ! —dt § dudt’
1~|— Ut—i-b)}( —t' +1in)

b)
—/ arctan ( at+5 —i+b)
b+ut’—z (1 + un)]*

_/ arctan (at’ +6){ [—z+b+a( _m)]g}dt'

_ adm [ t'du 1
=5/
3

} dudt’

| et )

a’T > t
halied dt’ » d
3 Jo {/w 1+ (ut' + B)?] =i+ b+ a (' — i) t} ’
_ a37T « l_ U (1 —Zﬁ) 3] du

0 (@ + u + ibu — iaf + aun)

0,377' 7'('0z2 7T2G,2O./2

_ Tt - e . (5.26)
3 2a(a+ a+iba —iaf +aan)”  6(a+ a+iba —iaf + aan)

Dessa forma, obtemos

/ / t - t’ n mﬁ()t/)d tdt" = = / / [arctan (72> — arctan <t ;Tﬂ

t t—7 1 ,
X |arctan [ — | — arctan ——dtdt
Ts Ts (t —t' 4+ inps)

72 [7’2 +3(ns+ 27'5)2]

T 3(nB+2m)’ [72 4 (np + 2r2)?]" 20
Portanto, a Eq. (5.24) se torna,
(B, = jf; o 72[r? + 3 (nB + 27.)’| .
3(nB +2m)* [r2 + (nB + 22)*]
_?mf;?ﬁ? [21#‘” (1 + 2;) — (1 + QTS; iT)
_p® (1 n 2756_ ”)1 , (5.28)

Assim como no caso da velocidade linear, a contribuicdo térmica nao apresenta
divergéncias, como podemos ver na Fig. 4. E como o esperado, quando  — oo, as

dispersoes se anulam.
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T

0.04

T

(128/p%) ((Awa))s..

T

0.02

0.00 |-

Figura 4 — Comportamento de ((Aw,)?) 5., Dara diferentes valores de 7,/

E agora, o limite para a transicao subita ¢ dada por,

2 3 2
(D)) = lim (Do), = 5 17’2 7 [1 - Wi ~ + Besch? @Tﬂ . (5.29)

Ts—0

Por fim, temos o comportamento assintotico,

: 2 2p? (1) 275
Im ((Awa)™) 5, = m¢ L+ 5 (5.30)
e para a transicao subita,
2
. p

5.1.2 Contribuicdo da fronteira
5.1.2.1 Dispersoes da velocidade linear

Agora iremos calcular as contribuigoes nas dispersdes devido a presenca da fron-

teira. Para isso temos, da Eq. (5.12),

(A, = mg Jim 910, / / Frr (8) Fror () (B (x,0) B (X 1), dtdt, (5.32)
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onde reescrevemos os propagadores (4.19) e (4.20) na forma,

1 [(A—ie)’ — (Az)" + (Ay)* + (2 +2)’]

(At —ic)® = (Ax)* — (Ay)* — (= + 2]
1 [(At—ie) + (Ax)® + (Ay)* + (2 + 2)7]
T (A —ie)® — (Ax) — (Ay)* — (= + 2]

<E96 (th) EUD (X/7t/>>v = -

+ 32 r N2 2Am2 2 213’ (5.33)
(At —ide)” — (Az)" — (Ay)” — (2 +2/)7]
<Ez (X,t) Ez (X/,tl>> i {(At - i6)2 + (Al')Z + (Ayl — (Z + Z/)2 ]3
m? (At —ie) — (Am) —(Ay)* = (2 + )7
L (At —ie) + (Az)* + (Ay)* + (2 + 2')7]
™ (At —ic)? — < )? — (Ay)P — (2 4+ 2)7]
2 (Z; Z) 2 5. (530)
™ (At —ie)’ — (Az)” — (Ay)* = (= + /)]
Assim, sendo n = \/Ax2 + A2 + (2 + 2)7,
/- / Frpr (1) oo () (B2 (%) B, (X)), didt
= L h ) + B0 (rir) (5.35)
/ / Fo- () F, - (t N (E. (x,t) E. (X/’t/)>v dtdt’
= ST () - 2(:)1 (rra), (5.30

onde Iy (7,75,m) e I3 (7,75,n) estao definidos nas Egs. (B.4) e (B.5), respectivamente.

Por simplicidade e para facilitar a andlise dos resultados, vamos escrever as dis-

. 2 2
persGes em termos dos (6v;), . e (6v;), . | como

2

(Av)Y),, = [((m)VT Jeos? 0+ (0v;)% | sin® 0], (5.37)

ou seja, o termo ((51}1) | estao relacionados com o p,, que é paralelo a placa, e o termo

V,Ts,|

(&’i)v -1 estd relacionado ao p., que é perpendicular a placa. Dessa maneira, tomando
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as derivadas e limites, temos que,

(60 oy = Y [ [ B (1) B () (B () B (50),
0 9 [_IQ (7,7) +2Ax213 (ms,m}

2

—11

xi—x 01’ O T 2
1 lim 0?n Ol N @@8212 B 415 (1,75,22)
B dx'dx Oy 02’ dx On?

7T2X~>X 7'('2

1 . 812 4]3 (7’,7'5,22>
=557 Jim ( 8n> B R (5.38)
2 0 0 [L(rmn)  2(+2)" I3 (1,mm)
<6Um)V,TS,L <5Uy>v s, L )}1~>x 8787‘7; 2 B T2
= 5 lim ( aﬁ) +—5 Jim ( 871) (5.39)
. a 8 [2 (7_77—8777) 2A$2[3 (7—77_5777)
(5vy>v Tssll 3}—>x 8y ay [ T2 + 2
L (P00 L
72 x o dy'dy dn Oy’ Oy On?
1 01,
=5 Jim ( 677) (5.40)
0 0 Li(rmm) 282°I(1,757m)
(6UZ)V Tl X}Lnx By az l 2 + 2
Ly (P 0% oo,
w2 x'=x \ 02/0z On 0z’ 0z On?
1 0?1
= lim <8n;> : (5.41)
2 T 0 0 [2 (7-77—5777) 2 (Z + Z/)2 [3 (7-77—5777)
(&UZ)V’TS’J— _)!}Lnx 0z 82 2 B 2
1 . %1, 4 16z . 013
kit (an> Tl T o (an>
822 . 62[3
- o7 dm (an> - (542)

Os comportamentos de <5U@)v7 e (51}1) ., estdo ilustrados nas Figs. 5, 6, 7, 8
e 9. Note que, diferentemente do caso térmico, quando consideramos a interagao subita,
as dispersoes apresentam divergéncias em 7 = 2z. Tais divergéncias sao bem conhecidas
do caso do monopolo [27], que foram regularizadas com o uso do método de transi¢ao
suave [32], relacionando as divergéncias com a simplificagdo do problema. J& no caso
do dipolo, vemos que a fun¢ao de transicao foi suficiente para regularizar as divergéncias
encontradas. Entretanto, ela trouxe um novo comportamento nao esperado nas dispersoes
em torno de 7 = 2z. Como podemos notar na Fig. 5, por exemplo, apesar do resultado ser

finito, temos um comportamento oscilatorio na dispersao, o que nao reproduz um efeito
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esperado na natureza. Um comportamento esperado seria parecido com o obtido para o
termo (52@)2@7 |, ilustrado na Fig. 3, onde a curva com a funcao de transicao se ajusta
melhor ao caso da transicao subita, como foi obtido inclusive no caso de uma particula
interagindo com o campo escalar [35, 53]|. Por esse motivo, nas proximas segbes iremos

realizar as andalises apenas com a transicao sibita.

0-3 T T T T T T T
Iy
¥ Stibito
|
0.2+ Pl e /2 =003
|
('
_ : :‘| ----- - 75/2=0.1
af 01) H 1
s ¥
vN 1]
0.0 hrt
|:|
1
W
—0.1F Il |
]
I I L I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Figura 5 — Comportamento de (6%)3’%H para diferentes valores de 7,/ z.

As dispersoes para a transicao subita sado dadas por,

9 .. s 1 287222 =574/ 97 |7/2+2
(0ve)y, :Tlslino (0 )y = 327224 (72/22 — 4)° B ZEIH /2 —2||’ (5.43)
1 72 /22 317, |T/2+2
Ova)y . = - 21 5.44
(U)V’L 87r2z4< 72/22—4+4z . T/z—=2|)’ (5.44)
1 [2072/22 —37/2* 3 2
(6v,)%, = T/ 3T/ 3T T2 (5.45)
vil 327224 (72/22 — 4) 4z |1/z2-2
1 112 2/.2 2 4 /.4 6 /.6 9
(00.)? = T2/2% — 3274 /2 3—i- 37°/z —|—§zln T/z+ ’ (5.46)
Vil 82 (4 —72/22) 4z |1/2—2
1 [167%/22 =374/ 37 |7/2+2
dvs)y . = o1 , 5.AT
( v )v,J_ {7224 [ (7_2/22 _4)2 5 n T/z 5 ( )

e seus comportamentos estao ilustrados na Fig. 10.
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Figura 6 — Comportamento de (6v,)> ,... bara diferentes valores de 7,/z. Esse é o mesmo

2

comportamento para (6vy), |

E agora, para o comportamento quando 7 — oo temos,

1 [8 +3072/2% 4+ 1874/ 2% A 2/22 -1
lim (6v,)> | = 307 /= + 27—5 /7 9% arccos n/z =1 ,  (5.48)
vl Vsl T G424 i (7_82/22 + 1) P 7_52/22 +1
1 [4+672/22 T T2/2% -1
; 2 — s _ 9. iz 7
lim (6v2)5 1 S 162 | (22 + 1) 3  aIccos 27| (5.49)
1 [1072/22+ 678/ T T2 — 22
. 2 o s s _ 2.3 S
TIL\IEO (5%)\1773,” T 647224 (12/22 + 1)2 3 ,, arceos 24227 (5.50)
lim (0.)2 = 1 [2(772/2% + 87 /2% + 375/ 25)
s Z)v,Ts|| 1671'224 I (7—52/22 + 1)3
2 2
—3% arccos (::2 n ;)] : (5.51)
1 3 10 2/.2 6 4/.4 ; 2 2
lim (0v.)? | = 107 /2 + 278 /7 37 arccos [ == ). (5.52)
T—00 ViTss &2z (12/22+1) z T2 4 22

Note que, quando estamos no limite 7, — 0, todos os termos sao nulos, exceto,

1

: 2

Y (0va) = o7 (5.53)
: 2 1

lim (dva)y,, = A2 A (5.54)
. 3

lim (5UZ)\2;7J_ = m (555)

T—00
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Figura 7 — Comportamento de (51@)3%” para diferentes valores de 7,/z.
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11k -
T —— Stbito
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Figura 8 — Comportamento de (5%)377&“ para diferentes valores de 7/z.

5.1.2.2 Dispersoes da velocidade angular

Agora iremos calcular o efeito da presenca da fronteira na dispersao da velocidade

angular da particula. Para isso, tomando as Egs. (5.10) e (5.11) com o devido propagador
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Figura 9 — Comportamento de ((502)3’7& | para diferentes valores de 7,/z.
e incluindo a funcao de transicdo Fr, - (t),
2
p oo oo .
(D)), =5 L - [ o (0 Py (1) [(B, () B (x.2), sin6
+(E. (xt) E. (x,t))), cos® 6] dtdt, (5.56)
2 1 poo
(Awy)?, z% / / Fpr () Frpr () (B, (x,1) B, (x.t), dtdt. (5.57)
s 0 J—o
Mas temos que, das Egs. (4.19) e (4.20),
1 (At —ie)® + 422
<EZ <X7t> E, (th/>>v = <Ey (X7t) Ey (X7t/>>v ) . \2 37
& {(At —i€)” — 422}
, 1 1
<EZ <X7t> K, (th >>v ) .2 2
& [(At —1€)” — 4z2}
Portanto, escrevendo as Egs. (5.56) e (5.57) como,
2
p .
<(wa,)2)vﬁs =T [((5@0)3%” cos? 0 + ((Scu)z’mL sin’ 6’} : (5.58)
2 P 2
((Awy)7), ., =75 Ow)y o1 (5.59)

12
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Figura 10 - Comportamentos das dispersoes para o caso da transigao subita.

onde, usando as Eqgs. (B.3) e (B.4),
v 7'5,|| _/ / F‘rs,‘r TS T ( ) <Ez (X,t) Ez (X,t/)>v dedt’

// Fo-( 75,74(22)] dtdr’

1
—11 (T, 75,22') (5.60)

L= / | P (0 Fror () (B () s (x0), il

T T RCET e
(At —ie)* — 42?]

1
=— ﬁIQ (1,76,22) . (5.61)

Os comportamentos de (5w)VT e (5w) .. estao ilustrados nas Figs. 11 e 12,
respectivamente. Note que, assim como no caso da velocidade linear, as dispersoes da ve-
locidade angular também apresentaram divergéncias em 7 = 2z, e tais divergéncias foram
completamente curadas com o uso da funcao de transicao. Entretanto, diferentemente do
caso anterior, o comportamento das dispersdes com o uso da transicao suave reproduz
algo esperado, as dispersoes nao apresentaram um comportamento oscilatério em torno

de 7 = 2z.
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0 1 2 3 4 5 6
T/z
Figura 11 — Comportamento de (5“))3,78,” para diferentes valores de 7,/z.
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Figura 12 — Comportamento de (dw)? +... bara diferentes valores de 7,/z.

As dispersoes para a transicao subita sao dadas por

2 . 2 . T T/Z —+ 2
(&’d)v,H :leglo (5&1)\”5,“ T 167223 = /)2 —2| (5.62)
1 72 /22 T T/z+2
ow)? | = — —1 . 5.63
(dw) 1 Q72,2 < T2/22 4 + o0 Tjs—2 (5.63)
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Figura 13 — Comportamentos das dispersoes para o caso da transi¢gao subita.

E para o comportamento quando 7 — oo,

_ 1 Ts T2/2% -1
Th—>I£10 (50))v sl m [2 — ; arccos (7‘3/22—|—1>‘| s (564)
) 1 272/22 T T2/2% -1
Jim (0w)yr,1 =1g5 [73/22 1 s </+1 : (5.65)
onde ¢ facil ver que,
. 2 1
Tlggo (&U)V, I = 42,2 (5.66)
lim (5w) =0. (5.67)

T—00

5.1.3 Contribuicao mista
5.1.3.1 Dispersoes da velocidade linear

Finalmente, vamos estudar a contribuicao mista nas dispersoes, obtendo o tultimo
termo da Eq. (5.14). Vamos reproduzir o processo efetuado anteriormente, ou seja, da
Eq. (5.12),

((Avi)2>mﬁs: LA 8., / / Fr () B (1)

mzx%x

X (Ej (x,t) E; (x',t)),, dtdt’, (5.68)
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onde reescrevemos os propagadores (4.36) e (4.37) na forma,

(B, (x,t) By (x' ). i’: (At +inB)* — (Az)* + (Ay)* + (2 + 2) _]3

(At inf)? — (An) — (Ay) — (= + )"
Re Z {(At +inB)? + (Ax)? + (Ay)® + (2 + z’)z_}g
(At +inB)” = (Aa)? = (Ay)* = (= + 2]
iRy Ar . (5.69)
T ot _(At +inpB)* — (Az)® — (Ay)®* — (2 + Z’)Z_

2 & (At+inf)’ + (Ax)* 4 (Ay) — (2 + 2)°

TS (A ) - (M) — (g~ (o4 2]

B f: (At +imd)* + (Aa) + (M) + 2+ )
=1 (At +inp)” — (Ax)? = (Ay)® = (2 + 2)7]

4 > (z 4 2)°

TS (At inp)? — (Ax)® — (Ay)? — (= + )]

. (5.70)

Portanto, sendo n = \/AxQ + A2 + (2 + 2/)%, temos

/ / Fr - () Fryr (1) (Br (%) By (X1)),, dtd?’

= s (rmanf) + e (5.71)

/ / Fo . (t)Fr . (t )(EZ (x.t) B, (x',t')). dtd?
4(z+z)

fl5 (7.75,m.8) — Is (T,75,0.8) (5.72)

onde I5 (1,75,n,8) e Is (1,75,n,5) estao definidos nas Eqs. (B.8) e (B.9), respectivamente.
E novamente escrevendo as dispersoes em termos dos (5vl)m ol € (5v2)m ol
2
p .
<(Avi)2>m,75 = [(5%)17“7” cos® 0 + ((51)1-)11%L sin? 9} : (5.73)

Dessa maneira, tomando as derivadas e limites,

(5U$)m sTs, || X‘%x al‘ ax / / FTg T Tg T ( ) <Ex (X,t) Ex (X/7t/>>m dtdt/
2
— 1 im ig [ 2[5 (T7TS7777ﬁ) + 4A.T [6 (7'77'37%5)]

x'—x 0z Ox 2 2
_ 2 lim ( 0?n Ol N (977(9778215) 8l (1,75,22,)
dx'0x Oy | 02’ Ox On? 2
1 lim <8I5> 815 (7,75,22,5)
on w2

7T2ZX—>X

71'2 x'—x

, (5.74)
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2 I O 8 8 215 (7',7'5,7%6) 4 (Z + ZI)2 ]6 (7_77—577775)
(&Uw)m Tyl T (5vy)m,7's,l_ - xl/lglx ox' Ox 2 T2
=~ 5 lim ( an> +— lim ( 877) (5.75)
. 8 a 2[5 (7_778777)5) 4Ax I6 (7_77_8’7776)
(6vy) 1. I xl,linx By’ By [_ 2 + 2
2y, (D 0h mond,
M2 xox \0y'dy On - Oy Oy On?
1 ol
_@xh_m ( 8;) (5.76)
. a a 215 (7,7'377],6) 4A'r2‘[6 (T,Tsﬂﬁﬁ)
(5/02)m7' o= xhinxgg l_ 2 T 2
2y, (O 0k mond,
w2 x5x \ 020z On 0z 0z On?
2 01
2 . a a 2‘[5 (7'773777;5) 4 (Z + Z,)Q I6 (T7TS7U7§)
(&}Z)mﬁs# :xlflglx 02! 0z 2 B 72

2
O e I Ry e
x'—x 7T2 87]

7'('2 87] 7]'2 x/—x
162 82]6
— li ) )
- Hx((?n ) (5.78)
0.005 | .
0.000
-
/;se —0.005 - .
-
o
® —(0.010 - .
—0.015 F J
0 1 2 3 4 5) 6

Figura 14 — Comportamento de (5%);797” para diferentes valores de 75/z com /z = 0.1.
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Figura 15 — Comportamento de (51}1)311% | para diferentes valores de 7,/z com /2 = 0.1.

. 2
Esse é o mesmo comportamento para (5%)111,75, I

Os comportamentos das dispersoes estao ilustrados nas Figs. 14, 15, 16, 17 e 18 com
fB/z = 1. Note que as curvas nao apresentam divergéncias, mesmo quando considerada
a transi¢ao subita, assim como no caso do monopolo [34]. Na Fig. 19 estao ilustradas as
curvas da transi¢do subita para §/z = 1. Ainda, assim como na contribui¢ao térmica,

quando tomamos 5 — 0o, as dispersoes se anulam, como deveria ser.

5.1.3.2 Dispersoes da velocidade angular

Finalmente, vamos calcular a contribui¢ao mista na dispersao da velocidade angu-

lar da particula. Desse modo, as Eqs. (5.10) e (5.11) se tornam,

(Awp)) :ij L] P () P (8) [(Bu () B (), 50020

+(E. (xt) Bz (x,t')),, cos? 0] dtdt’, (5.79)

(Awy)?), :Z;z | Frr 0 P (0) By () B, (x.0),, it (5.80)

Mas temos que, das Egs. (4.36) e (4.37),

<Ex (X7t) Eﬂc (X7t,)>m = <Ey (X7t) E”y (X7t,)>m - _32 Re i (At + Zn5)2 + 4z 37
™ a3 {(At +inf)” — 422}

/ 2 S !
(B: (ot) B: (x8)) =75 Re (At +ing)? — 422]

R
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Figura 16 — Comportamento de ((5vy)fn .., Para diferentes valores de 7,/z com 3/z = 0.1.
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Subito =~ ====-- 75/z = 0.03
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B r\
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—0.004 é =0.1 .
z
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T/z
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Figura 17 — Comportamento de (6v,)> | para diferentes valores de 7,/z com /z = 0.1.

Escrevendo as dispersoes como nos casos anteriores, ou seja, as Egs. (5.79) e (5.80)
como,
2
p .
(Aw)D) s = ™ (Bw)2 . cos” 0 + (dw)a . | sin®6)], (5.81)
2 p? 2
<(Awy/) >m7TS = ﬁ (5W)m77_57j_ . (582)
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Figura 18 — Comportamento de (dv,). _ | para diferentes valores de 7,/z com 3/z = 0.1
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Figura 19 — Comportamentos das dispersoes para o caso da transi¢ao stubita com /z = 1
Portanto, das Egs. (

(B.7) e (B.8),
GO / | Pt TT<><EZ<x,t>EZ<

x,t)), dtdt’
— Re Z / / o (1)

sdtdt’
At + mﬁ 422]

2
:ﬁj4 (7-77-872275) ;

(5.83)
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Figura 21 — Comportamento de (dw)>, ,... bara diferentes valores de 7,/z com (/2 = 0.1.

ors = | / Pror (t) Fror () (B, (x.) B, (x,8),, dbdt

__ 2, (At +inpB)® + 422
-t Z/ / frr 0 0 (At +inB)* — 422]

Sdtdt’

=— Pl} (1,75,22,03) . (5.84)
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Figura 22 — Comportamentos de (5w>r2n,H ¢ (&u)fmL com (3/z = 1.

2

Os comportamentos de (dw);, . e

(5(’0);77'5,1_ estao ilustrados nas Figs. 20 e 21,
respectivamente. Assim como no caso da velocidade linear, as dispersoes da velocidade
angular sao regulares em 7 = 2z. Na Fig. 22 estao ilustrados os comportamentos para a

transicao subita.

5.2 Energia da particula e estimativas

Nessa secao, vamos aplicar as dispersoes calculadas anteriormente para estudar a

energia cinética média adquirida pela particula,
(K) = o (V) + 5 (w?), (5.85)

que é a soma da energia linear mais a energia rotacional obtida com respeito ao centro
de massa da particula. Assim como no calculo das dispersoes, vamos separar a energia na

sua contribui¢ao térmica, contribuicao do vacuo modificado, e contribuicdo mista,
(5.86)

E além disso, como discutido na dispersao devido ao vacuo modificado, o uso da funcao de
transicao apresentou um comportamento nao esperado. Por esse motivo, aqui analisaremos
apenas a energia da particula considerando a transicao sibita, ou seja, sempre estaremos

tratando o regime com 7, — 0.
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7

Portanto, primeiramente para a contribuicao térmica na energia teremos, das

Egs. (5.22) e (5.29),
1
(KM:%(@33+@@¢+@3@+§(W@5+@@M+@@M)
)
om0+ (2,
e () (3)
P’ 3
+9Iﬁ2 [1 - +30$Ch2<5>]
2 2 2 2 4~?
B0+ e 0] = e+ Fem]. 6
onde definimos 72 = 4[2 e
fo(r) =1+ fjﬁi —15 [2 + cosh (227—” csch? (g) ; (5.88)
2
gs (1) =1 — Wﬁ +3®h?<5>. (5.89)

No caso de um dipolo de comprimento a, o seu momento de inércia é dado por
I = ma?*/4, logo v = B3/a.

Como lim fg (1) = lim gg (1) = 1, o pardmetro v na Eq. (5.87) indica o quanto
da energia total da particula é proveniente da energia rotacional. Assim, se v > 1, a
energia linear serd desprezivel com relagdo a energia rotacional. Na Fig. 23 estd ilustrado

o comportamento da energia do dipolo, onde v = 1 foi tomado apenas para analisar as

diferentes contribuicoes. E ainda é facil ver que,
2 (2 ga2
- P (T I
mpB4 \ 45 9

Além disso, observamos que a contribuicao linear atinge um valor transiente maior

lim (K)

T—00 g

(5.90)

que o seu valor assintotico. Isso significa que ao colocar o dipolo no banho térmico, ele ad-
quire mais energia que manterd em seu regime estacionario. Parte da energia inicialmente
transferida para o movimento linear do dipolo eventualmente retornara para o campo de

radiagdo ou sera convertida em energia rotacional.

Para termos algumas estimativas sobre as magnitudes das contribuicoes na energia

total do dipolo, vamos expressar v como,

1 Inm 1K
::wam( ).
v al a < T )

Portanto, a configuracdo com v > 1 é bastante realista, se consideramos um banho

(5.91)

térmico com temperatura em torno de 300K teremos v ~ 102 para dipolos tipicos, o que
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Figura 23 — Valor médio da energia cinética do dipolo devido a contribui¢ao térmica com
v =1

confirma que a energia rotacional absorvida pela particula é muito maior que a energia

linear.

E agora, para a contribuicao devido ao vacuo modificado,

_m 2 2 2 [ 2 2
<K>V _E (<U$>V + <’Uy>v + <UZ>V) + 5 (<w£’>v + <wy/>v)
2
=gy [ OV o0+ 21 (0v)2  sin ]
mz ’ ’
P4
2mzt a?

{22 (&U)i»\\ cos® 0 + 2° (5&))37L (1 + sin? 9)} (5.92)

2 2 2 2 2 2 2 .
onde (0v), | = (6va)y | + (Ovy)y + (dv2)y) e (6v)y | = 2(dva)y ; + (6v2), ;- Na Fig. 24
ilustramos o comportamento da energia da particula considerando o dipolo paralelo a
placa (0 = 0) e também perpendicular (6 = 7/2), e as curvas com z/a = 0 ilustram o

comportamento apenas da parte linear da energia.

E ainda, a energia possui um valor residual dado por,

2 2

. p 8z
7_11_}1’1;10 <K>V = m 4 — 3COS (20) + 71'2(1,2

cos® 0| . (5.93)

Podemos notar que, assim como no caso do monopolo elétrico e da particula esca-
lar, aqui também ocorre o efeito de subvacuo, onde quantidades classicamente positivas
adquirem valores negativos quando tratado o sistema quantico apds a renormalizagao.

Assim como nos casos ja conhecidos na literatura, podemos justificar esse resultado como
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Figura 24 — Valor médio da energia (K) considerando o dipolo paralelo a placa (§ = 0)
e também perpendicular (6 = 7/2).

sendo uma supressao do valor classico, ou seja, ao se introduzir as flutuacoes quénticas e
considerando a interagao classica do dipolo com a fronteira, teremos um valor menor para

a energia do dipolo.

02 CT T T T T T T
0.1F J
_E
< 00
NQ o~
RNERY
g
—0.1+ J
—0.2 J
0 1 2 3 4 ) 6
T/z

Figura 25 — Valor médio da energia (K)  considerando o dipolo paralelo & placa (6 = 0)
para diferentes valores de (/2.
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Figura 26 — Valor médio da energia (K)  considerando o dipolo perpendicular a placa
(0 = 7/2) para diferentes valores de [3/z.

E por fim, vamos calcular a contribuicao mista na energia da particula,

() = ((02), + (02), + (02),) + 5 (w2, + (w2),)

[2252 (5V)‘2&H cos® § + %32 ((5V)‘2,,L sin? 9}

T omz? 32
p2 422
2mz232 a?

[52 (5"“])\2/,\\ cos® 6 + 3? ((Sw)?]’l (1 + sin® 9)} . (5.94)

Nas Figs. 25 e 26 ilustrados a contribuicao mista na energia do dipolo quando
este esta paralelo e perpendicular a placa, respectivamente. Ja na Fig. 27 decompomos a

energia do dipolo em sua parte linear e rotacional, com o dipolo paralelo a placa.

E finalmente, somando as Egs. (5.87), (5.92) e (5.94) obtemos a energia total adqui-
rida pelo dipolo, considerando sua contribui¢ao térmica, do vacuo modificado e também
a mista,

(5.95)

Valores tipicos de z/ podem ser especificados retornando as unidades dimensio-

nais,

T = 4.37 x 10° (’Z) (i) : (5.96)

1m
logo z/f é da ordem de 1 para z ~ Ilmm e T' ~ 10K. Na Fig. 28 apresentamos os com-
portamentos dessa energia total considerando o dipolo paralelo e também perpendicular

a placa, para f/z=1e~y=1.
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Figura 27 — Contribuicao na energia da particula devido o movimento linear e rotacional

do dipolo.
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Figura 28 — Energia total do dipolo, considerando sua contribui¢do térmica, do vacuo
modificado e mista.

Assim como obtido para a contribuicao da presenca da fronteira, as Figs. 25 e 26
mostram que valores negativos na energia cinética do dipolo podem ser obtidos conside-
rando apenas a contribuicao mista, e na Fig. 28 podemos ver que quando o dipolo esta

paralelo a placa, mesmo considerando a energia cinética total do dipolo, ainda obtemos
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valores negativos. Tal efeito também ocorre no caso de uma carga elétrica [34], e é interpre-
tado como um efeito de subvacuo, onde as flutuacées quanticas do campo elétrico sobre
a particula causam a diminuicao de uma quantidade positiva, que seria a contribuicao

classica para a sua energia cinética.

Por fim, para obter algumas estimativas e possiveis consequéncias dos nossos resul-
tados, consideremos o caso do banho térmico puro, na auséncia da placa. Vamos assumir
que a particula tem massa my = 1.2 x 1072%g e momento de dipolo p, = 10.27D, onde
D denota a unidade debye (1D & 3.36 x 1073°Cm). Esses sdo aproximadamente os da-
dos para uma molécula tipica, como o KCIl. Temos que o sistema atinge o seu regime

assintotico apds um intervalo que depende da temperatura, dado por,

1K
Te=10"1" <T> s. (5.97)

Apoés esse intervalo a particula adquire incertezas Av e Aw em suas velocidades linear e
angular, respectivamente, podendo ser obtidas das Egs. (5.22) e (5.29) somando a contri-

buicao de todas as componentes e depois tomando a raiz quadrada,

T
Av =72 %1071 <£0> (”;f) (1K> — (5.98)

no= 7510 (2) (%) (1) (22 wast (599

o que atinge o valor da ordem de 10°rad s~! na temperatura ambiente.

Uma forma de se medir a influéncia das flutuagdes quanticas do vacuo sobre o
comportamento da particula poderia ser através de um arranjo tal que uma molécula
com um dado momento de dipolo é enviada através de uma regiao contendo o banho
térmico/fronteira. Como as dispersoes quanticas da velocidade nao sao iguais em todas as
diregoes, o dipolo apresentara uma dispersao anisotropica. Neste experimento, o desvio em
relacao a direcao classica do movimento pode ser detectado e comparado com a incerteza
na velocidade adquirida durante sua interacao com as flutuagdes quanticas. Apesar do
fato de que este procedimento requer uma particula em movimento, as expressoes aqui
derivadas para as dispersoes permanecem validas enquanto o movimento classico for nao
relativistico. Este raciocinio foi usado como uma possivel forma de detectar flutuagoes de

vacuo modificadas em um sistema similar [32].

Concluimos esta secao com uma discussao sobre o limite de validade de nossos
resultados. Lembramos que ao derivar as Egs. (5.3), (5.7) e (5.8), assumimos que tanto a
posicao da particula quanto seu momento de dipolo permanecem independentes do tempo
ao longo da evolucao do sistema. No entanto, na Eq. (5.99), por exemplo, mostramos que
para parametros dentro da faixa experimental em 1 segundo esperamos que o momento

dipolar sofra muitas rotagoes, violando assim a suposicao do modelo de p estacionario.
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Em particular, nossos resultados nao podem ser extrapolados para estudar condigoes de
equilibrio (termodindmico) em contraste com a andlise classica de movimento browni-
ano. Portanto, nossos resultados sdo confiaveis para um determinado tempo de medicao
7 dependendo dos parametros do sistema. De nossas estimativas para um banho térmico
puro, obtivemos, por exemplo, que o tempo transitério do sistema é dado pela Eq. (5.97),
a partir do qual podemos estimar o angulo de rotagdo usando a velocidade angular como
AwT, ~ 10~ %rad, sendo um deslocamento angular pequeno, que justifica tratar p como
constante nas Eqgs. (5.3), (5.7) e (5.8). Finalmente, também assumimos que o centro de
massa da particula permanece aproximadamente em repouso durante a evolucao do sis-
tema. Em [32] foi mostrado que enquanto a particula sofre um movimento nao relativistico,
que em nosso modelo corresponde a pequenas dispersoes de velocidade, assumir um centro

de massa estacionario equivale a determinar a contribuicao principal para as dispersoes.
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Conclusoes

Nesta tese foram obtidos os seguintes resultados originais:

Calculamos as divergéncias e formulamos a versao covariante da acao induzida pela
anomalia em um espaco-tempo curvo com tor¢ao. A principal novidade foi a ob-
tencao de um novo exemplo de anomalia multiplicativa na divergéncia de 1-loop da
nossa teoria, dada pela diferenca dos termos nos coeficientes de derivadas totais das
Egs. (3.32) e (3.58). Essa ambiguidade ndo pode ser removida pela mudanga da

condicao de renormalizacao.

Obtivemos pela primeira vez a forma covariante da acao induzida, separando em
sua parte local (3.77) e nao-local (3.70), que ainda foi possivel representar na sua
forma local com o uso de campos escalares auxiliares (3.80). Todos os termos da
parte local (3.77) sdo ambiguos, ji que, como implica¢ao da anomalia multiplicativa,

os coeficientes 7, » também sdo ambiguos, como apontado nas Egs. (3.66), (3.67) e

(3.68). Além disso, podemos ainda fazer a mudanca R* — ngw ou R?* — gRimﬁ,

como apontado na Eq. (3.79).

Estudamos o movimento de um dipolo préximo a uma fronteira condutora em re-
gime de temperatura finita, e calculamos as dispersoes em suas velocidades linear
e angular. Na contribuicdo do vacuo modificado, devido unicamente a presenca da
fronteira, divergéncias foram encontradas nas dispersoes, como ilustrado nas Figs. 10
e 13. Porém o uso da funcio de transicao, estabelecendo uma transi¢do suave en-
tre o vacuo de Minkowski e o vacuo modificado, foi suficiente para regularizar tais
resultados divergentes em torno de 7 = 2z. Entretanto, como foi possivel notar,
apesar do resultado finito, o uso da fungao de transicdo trouxe um comportamento
oscilatério nas dispersoes, o que nao reproduz um efeito esperado, é esperado um
ajuste suave entre as curvas com a fungao de transicao e o caso subito, como foi ob-
tido para o caso de uma carga carregada [34] e também para uma particula escalar
[36, 37]. Ao usar uma generalizacao da Lorentziana [32] como fungao de transicdo, o
comportamento oscilatorio de repetiu, logo, para eliminar tais divergéncias deve ser
necessario o uso de outro método de regularizagao, como por exemplo, considerar

que a fronteira é constituida por um dielétrico.

Verificamos que sobre a energia cinética do dipolo, tanto para a contribuicao da
fronteira quanto para a contribuicao mista foram obtidos valores negativos, como
mostram as Figs. 24, 25 e 26. E ainda, mesmo quando consideramos a energia total

do dipolo, quando o dipolo esta paralelo a placa ainda obtivemos valores negativos,
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como mostra a Fig. 28. Tal efeito é conhecido na literatura, inclusive para o caso de
uma particula carregada [34], e é interpretado como um efeito de subvacuo, onde
as flutuacgoes quanticas do campo elétrico sobre a particula causam a diminuicao
de uma quantidade positiva, ou seja, ao incluir o movimento classico da particula
interagindo com a placa, o dipolo ira descrever um determinado movimento, adqui-
rindo, assim, uma quantidade de energia cinética, que teria uma parte suprimida
pelas flutuagoes quanticas do campo. Para o caso onde o dipolo interage apenas com
o banho de fétons ou com a fronteira separadamente, calculamos ainda sua energia

residual, dadas nas Eq. (5.90) e (5.93), sendo quantidades sempre positivas.

o Um possivel observavel para este sistema consiste no movimento de uma particula
teste atravessando uma regiao contendo a fronteira num regime de temperatura
finita. Dada a anisotropia das dispersoes da velocidade dessa particula, o desvio
em relacao ao movimento classico pode ser detectado e comparado com a incerteza
na velocidade adquirida durante a interagdo com as flutuagdes quanticas. Outro
observavel que pode ser medido é uma eventual radiacao emitida pelo dipolo por
sua rotacao. Considerando o dipolo colocado em repouso numa cavidade com tem-
peratura T, é esperado que, quando o sistema atingir o seu regime estacionario,
a incerteza em sua frequéncia de rotacao serd Aw. Portanto, é esperado que uma

radiagao possa ser emitida com um intervalo de frequéncia 0 < w < Aw.

o Analisamos ainda o regime de validade do nosso sistema, onde mostramos que, ape-
sar do dipolo adquirir uma incerteza muito grande na dispersao de sua velocidade
angular, como apontado na Eq. (5.99), o dngulo de rotacao do dipolo até atingir o
efeito residual é muito baixo, da ordem de AwTr, ~ 10~ "rad, o que justifica tratar
p como constante nas Egs. (5.3), (5.7) e (5.8). E ainda assumimos que o centro
de massa da particula permanece aproximadamente em repouso durante a evolu-
¢ao do sistema, o que é justificavel enquanto a particula sofre um movimento nao

relativistico.

Podemos apontar alguns estudos que podem ser realizados posteriormente. Sobre
o estudo da acao efetiva e anomalia, é possivel incluir a interacao dos campos de matéria
com o trago T}, da torcao, o que iria modificar a expressao da anomalia, uma vez que
esse traco nao é um invariante conforme. Outro trabalho posterior é o uso da solucao
covariante e local da acao induzida para analisar a propaga¢ao de campos de matéria

interagindo com a torcao.

E com relacdo ao movimento do dipolo proximo a fronteira, podemos introduzir a
interacao classica entre a particula e a placa, ocasionando uma contribuicao classica na
aceleracao da particula. Assim, para tratar um modelo mais realista, deveremos considerar

também possiveis efeitos de radiacao. Uma possibilidade é estudar o sistema onde a placa
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nao é perfeitamente refletora, e sim um dielétrico, fazendo com que os modos do campo
sejam alterados [30, 54]. Para tornar o problema mais geral, podemos estudar ainda o caso
relativistico, alterando as equag¢oes de movimento da particula. Como foi verificado, o uso
da fungao de transicao (5.13) curou as divergéncias encontradas, porém nao reproduziu
um comportamento esperado, para curar as divergéncias podemos ainda adicionar uma
flutuacao da fronteira/dipolo, tratando a particula como uma entidade quéntica, ou ainda
considerar que a placa é constituida de um dielétrico. E por fim, podemos também tratar

o problema no espago-tempo curvo [33].
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APENDICE A - Algebra das Matrizes de

Dirac

Aqui iremos explorar algumas propriedades algébricas das matrizes de Dirac ~*.
Para mais detalhes veja §22 da Ref. [55]. As propriedades algébricas dessas matrizes sao

determinadas pela relacao de comutacao
T+ = 20" (A1)
A primeira propriedade que obtemos é

v 1 v v 1 v v v
WYV = GV = 5 (9" + 90 ) = 50w (VT ) = gy =4 (A2)

Portanto,

VY = (29" = A1) = 290 — Ay = =297,
YWPVA =0 26" = 1) = 297 = v (20 — V)
=297 = 2 + 4y =2 (v M) = 49V,
YAV AN =1 (207 — HP) = 2P = (29" — YY) A (A3)
=297 = 2"V + v (20 — ) 7 '
=277 — 29" + 29790 — Ay P
=29° (20" — v'7*) — 49" = =297,
VY AP A =2 (vav*v”vp + W’WWW") :
No nosso estudo foi também necessario calcular o trago do produto de matrizes de

Dirac,
tr (1 yH2 ). (A4)

Para escrever a Eq. (A.4), podemos usar apenas a métrica g"”, uma vez que sua
estrutura deve ser independente do referencial. Entretanto é possivel construir somente
tensores de rank par com o uso da métrica. Desse modo, o traco do produto de qualquer

numero impar de fatores ~ é nulo,
br (/12 - yfnt) = 0, (A.5)

em especial,

try" = 0. (A.6)



APENDICE A. Algebra das Matrizes de Dirac 88

Agora, usando que o traco da identidade é 4, ou seja, tr1 = 4, da Eq. (A.1)
obtemos,
tr (v#9") = 49" (A.7)

Para o produto de 4 matrizes de Dirac temos que,
VAN =209 — AP = 20N AP — 29K GNP 4 AP
=2gM" P — 29 GNP + 29490 g — N,
portanto, somando v*yy?y* de ambos os lados, tomando o traco, e usando a Eq. (A.7),

tr (v9"7*7") =4 (g™ — g**g"" + 99" (4.8)

Para obter mais alguns resultados importantes, vamos definir a matriz v° como

sendo,
Y ==’y (A.9)
Desse modo temos,
P+t =0, (A.10)
() =1, (A.11)

E ainda,
try°® = tr (707075) = tr (—707570) =tr (—707075) = tr (—75> =try’ =0, (A.12)
onde primeiramente comutamos 7° com o segundo 7° e depois usamos a propriedade

ciclica do traco.

Além disso, tomando pu # a # v,

tr (1°747") =tr (1a1*7*7"7") = tr (-77°7*7 ") = tr (=7"%7"7"7")

=tr (—7"7"7"),

logo tr (y5y#+") = 0.

E o produto de 4° por um ntimero impar de fatores v* também tem traco nulo,

b1 (P2 ) = g (gt gt ) = g (APt gt

onde no primeiro passo comutamos 7° com todas as 2n+ 1 matrizes, e no segundo usamos

a propriedade ciclica do trago. Desse modo,

tr (757“17’“‘2 .- ~fy“2“+1> =0. (A.13)

Finalmente, para obter tr (757“7”70‘75> temos que, pela regra de anti-comutacao,
a troca de qualquer um dos indices deve implicar na troca do sinal. Logo, o resultado deve
ser proporcional a e#**?. Para obter a constante de proporcionalidade, basta escolher uma

combinagao de indices, como por exemplo, (uraf) = (3210), entdo,

tr (757%7//70475) — 4jetvel (A.14)
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APENDICE B - Detalhes no Célculo das

Dispersoes

Aqui, vamos detalhar alguns resultados que foram usados na obtenc¢ao das disper-

soes. Primeiramente temos que

d 1 1 1 s 1 1
T () =— 2/2 IR VTR R 2
dt T |1+ 82/12 14 (t—1)° )72 T+ TE (t—T7) + T2

s

:% l(t + m)l(t —ir)  (t—7+ m)l(t T iTs)] |

Dessa forma vamos calcular a seguinte expressao, com € > 0 e a € R,

// t—t’—ze+<cz))dtdt_/ thT”t// thTT()(_;)Cclit(t—t’—lievLa)g

1 d
== dt/FT T t/ / dt 7F‘r T t
3 P ) [t i )

A 00 e’} 1
:L/ At'F,, , (t’)/ dt _ 3
T J- o (t—t —ie+a)

X[ 1 B 1 ]
(t+iry) (t—irs) (t—71+ir,) (t —7 —iry) |

A integracao em t pode ser efetuada usando residuos. Escolhendo a curva C~, de
modo que o Unico polo serd em t = —i7, na primeira integracdo e em t = 7 — iT, na
segunda,

) . 1
/ / t_t/_ZGM) ) dtdt’ _37r/ dt'F,, , (') (—2mi) [(—m—t'—z‘em)‘"’(—%u)

1
- (1 — 2T, — t' —ie +a)® (—21'7'3)1
1 fo 1
—— 2 [ aE. ) ——
3 /- (t' + it + ie — a)
1
(t' — 7 + i1y + ic — a)°

1
/thm d —
de’ (t' +i1s + i€ — a)

1
_(t/—T+iTs+i€—a)21

B 175/00 , 1 1
67 /- (t' + ity +ie —a)® (' =T + it +ic —a)

. [ 1 - 1 ]
(t +ire) (' —irs) (=7 +im) (=7 —i7s) |

|
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N

Figura 29 — Ilustracao das curvas C* e C~.

Agora, realizando a integracao em ¢’ tomando a curva C* e ja fazendo as devidas

simplificagbes, obtemos [34],

(1) 1 1 1
/- / ptdt =2 |
t—t’—ze+a) 6 | (1 —2its —ie+a)” (74 2its +ie —a)
2
— 2] . (B.1)

(@ — 2iTs — i€)

Agora vamos usar que, para Im (a) # 0,

o 241 1 a—+2 2
——du = + — —1In(1 B.2
/1 2 (u+a)2 u l+a |fL2 (1—|—CL) 23 Il( +a)‘|7 ( )
e escrevendo,
1 3 [ 1 1
=3[0 L)
{(t—t’—ze) —772} 1 [w(t =t —ie)+n]"  [u(t—t —ie) —n
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obtemos,

/ / ;5,2 . _(t;} _dtdt’

= Z/ du u - 1 / /oo dtdt/F’T’s,’T (t) FTsﬂ— (t/)
1 —o0 J —00
1

g {[U(t—t’ii6)+n]4+[ (t—t’—%f)—n]4}

-3 " (“—1)/ [ F @)

e
(t —t' —ie+n/u)t  (t—t' —ie—n/u)’

1 oo u? -1 1 1 2
= f/ du 1 ; , 7+ ‘ : 27 o : 2
8 J1 u (1 —2ity —ie+n/u)” (7 + 217, +ie —n/u)” (207, +ie —n/u)
1 L 1 2
(1 — 2it, —ie —n/u)® (74 2t +ie+n/u)’ (2T, +ie+n/u)’

1 pee <u2—1>{ 1
:7/ du 2 . 2 . NP
8 J1 u (1 — 2i715 —i€)” [u+n/ (T — 2iT, — i€)]
1 2

+ —
(7 + 2ity +i€) [u — n/ (T + 20ty + i€)]® (27, +i€)” [u — n/ (207, + i€)]?
1 1

_l’_
(1 — 2ir, —i€)’ [u —n/ (1 — 2ity —i€)]> (7 + 20ty + i€)” [u +n/ (7 + 2ir, + i€)]’

+

+

_ 2 }
(2iTs + ie)2 [u+mn/ (2iTs + ie)]2 ’

o0 t—t —ie) +n?
e analogamente para / / ( ie) +n
oo dmeo |t~ —ie)? — 1p?]

Finalmente, atribuindo os devidos valores de a na Eq. (B.2) e tomando o limite

SFr o (t) Fr o (1) dtdt.

e — 07, temos

I (1,7,m) 61_1>I51+/ / 2]QFTM (t) F,, . (t") dtdt/
n
— 4 47, 2
—% In ( 77)2+ . + Targ 1—{—7—7_2 : (B.3)
4n (T+n) + 472 T (275 — in)
(At —
IQ T 7—877] = hm / / ZE + T] 3FTS,T (t> FTsﬂ' (t/> dtdt/
e—0Tt

72 (1% — n* 4+ 1272)
n)? + 47’3] [(T +0)° + 4732} 7

_772}

L (rrm) +
=— 3 T,Ts,

2" 1 2 (472 4+ n?) [(T —
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(t) Foo, (¢)) dtdt’

[3 (7-77—8777 lim / /
0T At — ze —-n

B t—ze) +n? 1
// 2 ' _772}3 [(At—ie)z—nﬂQ

—ie)?

FT T
2]3 ER

X Fy . (t )FTS’T( ") dedt

:i (L5 (7,75,m) — 11 (7,75,m)]

2n?
1 3
:27772 {—2]1 (7',7'5777)

(72— £ 1277) , B.5
2(472 +112) (v — ) + 472 |(r + )" + 472 } e

As Egs. (B.3), (B.4) e (B.5) serdo usadas para obter as dispersoes para o caso
da contribuicdo da fronteira, mas para a contribuicdo mista teremos que fazer algumas
alteragoes. Primeiramente, a Eq. (B.1) foi obtida considerando € > 0. J4 para o caso
misto temos (¢t —t' +inf + a)4 no denominador, e essa mudanca faz com que tomemos o
contorno C* na integracao em t e o contorno C~ em t’, o que fard com que o resultado

seja o complexo conjugado do resultado anterior, ou seja,

/ / =) quar _1[ !
At+mﬂ+a) 6 | (1 + 2i7, +inf + a)’

1 p
T 2in —inf—aP  (a+2im+ mﬁ)Q] - (B

Agora, usando que,
> 1 Xe’
— W (1=
z_: aimﬁ) 52¢ ( :FB>7
com ™ (z) sendo a fungao poligama j& apresentada na Eq. (5.20), temos,

Z / / o () sdedt’

At + mﬁ) }

us —1 1 1
8/ ( ); l(T—i-ZiTS+z’nﬁ—|—77/u)2 i (7—22'7'5—inﬁ—n/u)2
1 1

+ +
(2275 + mﬁ +n/u)’ (1 +2ir, +inf —n/u)’ (1 —2ir, —inB +n/u)’

2
B (2iTs + inf — n/u)Q]

1 u? —1 2T, —iT N 21, + i1 in
- d ONE] s _ ONE] s _
g [ () 0 (17 ) e (1
o i o i : o 1 :

_2,(/)(1) <1+ T _??7)4_1/)(1) <1+ T ZT+ZLZ>+¢(1) (1_{_7—’_27-_}_/“7)

8 uf3
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Agora para simplificar vamos usar que,

O (qtif) —ReS" S Re Y _Npe. L
Rey™ (a +if) Re,;](k:+oz+iﬁ)2 ,Z%)Re(k—l—a%—iﬂf ’;)Re<k+a_i5)2
Z——Red}(l)(a—iﬁ).

(k+a—ip)’

Desse modo, tomando a parte real e fazendo a mudanca de variavel x = 1/u,

I (rrom ) Rez// t) Fr - (1)

At + znﬁ) }

B u? —1 (1) 21, —iT  Im
_—WRe/ du( - )lw1<1+ 5 —uﬁ>

(1) 27y + T m) 1) < % B m)]
+ <1+ E ud 21) 3 e

2—4162Re/01dx<1—x2) [¢(1)<1+2786_”—igx>
+p) <1+2Ts;iT—gx>—2¢(l) <1+2;5—Z7x>1
L - 21, A\ - 21 +iTin
WRe[f(HB, 5) ]—"<1+ s B)
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