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RESUMO

Na presente tese estudamos modelos cosmoldgicos classicos nao-comutativos do ponto
de vista da teoria gravitacional de Horava-Lifshitz e também da Relatividade Geral.
Ambos os modelos foram estudados com a métrica Friedmann-Robertson-Walker, cujas
segoes espaciais podem ter curvatura constante positiva (kK = 1), negativa (k = —1)
ou zero (k = 0). O conteido material é descrito por diferentes fluidos perfeitos. A
dindmica dos modelos nao-comutativos é descrita no formalismo Hamiltoniano, com o
auxilio da formulagdo ADM e do formalismo variacional de Schutz. O espago de fase
dos modelos é dado pelas varidveis a(t), T(t), P,(t) e Pr(t), em que a(t) é o fator
de escala do Universo, T'(t) é a coordenada associada ao fluido e P,(t), Pr(t) seus
respectivos momentos canonicamente conjugados. A introducdo da nado-comutatividade é
feita através do formalismo de Faddeev-Jackiw. Esse formalismo introduziu de maneira
natural transformacoes de coordenadas que nos levaram a variaveis comutativas, mais um
parametro nao-comutativo ov. Combinando as equacoes de Hamilton, obtidas a partir da
Hamiltoniana escrita em termos das variaveis comutativas, mais o parametro «, chegamos
a uma equacao diferencial de primeira ordem e uma equacgao diferencial de segunda
ordem para o fator de escala a(t). Tais equagoes descrevem a dindmica dos modelos nao-
comutativos e dependem de varios parametros. Obtivemos solugbes numéricas para essas
equacoes. Com as solugoes encontradas, estudamos as novas propriedades introduzidas
pela nao-comutatividade, com o objetivo de obter resultados que auxiliem na explicacao
da atual expansdo acelerada do Universo. Além dos parametros comuns, as solu¢oes
nao-comutativas apresentaram um parametro adicional «, em comparacao com as solugoes
comutativas correspondentes. Tal parametro influencia de maneira significativa o tipo de
comportamento de cada solucao. Para determinados valores dos parametros envolvidos
algumas solugoes podem ser consideradas como possiveis candidatas a explicacao da atual
expansao do Universo. Finalmente, estimamos o valor do pardmetro nao-comutativo «

nos diferentes casos considerados.

Palavras-chave: Nao-comutatividade. Modelos cosmoldgicos. Aceleragao do Universo.



ABSTRACT

In the present thesis we study classical noncommutative cosmological models from the
point of view of Horava-Lifshitz gravitational theory and also of General Relativity. Both
models were studied with the Friedmann-Robertson-Walker metric, whose spatial sections
can have positive (k = 1), negative (k = —1), or zero (k = 0) constant curvature. The
material content is described by different perfect fluids. The dynamics of noncommutative
models is described in Hamiltonian formalism, with the aid of the ADM formulation
and Schutz’s variational formalism. The phase space of the models is given by the
variables a(t), T'(t), P,(t) and Pr(t), where a(t) is the scale factor of the universe, T'(t)
is the coordinate associated with the fluid, and P,(t), Pr(t) their respective canonically
conjugated moments. The introduction of noncommutativity is done through the Faddeev-
Jackiw formalism. This formalism naturally introduced coordinate transformations that
led us to commutative variables, plus a non-commutative parameter . Combining the
Hamilton equations, obtained from the Hamiltonian written in terms of commutative
variables, plus the a parameter, we arrive at a first-order differential equation and a
second-order differential equation for the scale factor a(t). Such equations describe the
dynamics of noncommutative models and depend on several parameters. We obtained
numerical solutions for these equations. With the solutions found, we study the new
properties introduced by noncommutativity, in order to obtain results that help explain
the current accelerated expansion of the universe. In addition to the common parameters,
non-commutative solutions have an additional o parameter compared to the corresponding
commutative solutions. Such parameter significantly influences the type of behavior of
each solution. For certain parameter values involved some solutions can be considered as
possible candidates for the explanation of the current expansion of the universe. Finally, we

estimate the value of the non-commutative parameter « in the different cases considered.

Key-words: Cosmological model. Noncommutativity. Acceleration of the Universe.
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Notacoes e Convencgoes:

No decorrer do presente texto sera convencionado:

A derivada temporal de uma fungio g(t) serd representada por §(t).

Dois indices repetidos, sendo um subscrito e o outro sobrescrito, denotam soma.
Indices gregos variam de 0 a 3.

Indices latinos variam de 1 a 3.

O indice 0 representa no geral a coordenada temporal.

A métrica possui assinatura (—, +,+, +).

O determinante da métrica é denotado por g.

A derivada parcial de um tensor 7' em relacdo a coordenada z” é denotada por:

oT
98 = 0T =Tpg

A derivada covariante de um tensor 7’ em relacdo a coordenada z° é denotada por:

VT =T,

As constantes ¢ e G sao iguais a 1.
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1 CONSIDERACOES INICIAIS

1.1 INTRODUCAO

A presente tese apresenta como objetivo principal uma possivel explicagao para
a atual expansao acelerada do Universo através da introducao e do estudo da Nao-
Comutatividade (NC). Esta NC sera introduzida através de modelos cosmolégicos base-
ados na teoria da gravitacio de Horava-Lifshitz (HL) e em Relatividade Geral (RG). E
importante destacar que no presente trabalho foi aplicado pela primeira vez o método de

introducao da NC considerado aqui, na teoria gravitacional de HL.

No primeiro momento da presente tese, serd considerada que a interacao gravi-
tacional é descrita, mesmo que em baixas energias, pela teoria gravitacional de HL. Ja
no segundo momento, serd considerada que a interagao gravitacional é descrita pela RG.
Através da introducao da NC, sera buscada uma explicacdo em que nao serd usada algum
tipo de contetdo material que represente energia escura. A explicagao aqui serda dada a
partir de deformagoes na algebra dos parénteses de Poisson, entre as variaveis do espago de
fase, que descrevem o Universo. Para isso, sera utilizado o formalismo de Faddeev-Jackiw
(FJ ou formalismo simplético). Todos os resultados obtidos na presente tese deram origem

aos artigos [1] e [2].

No presente capitulo sao apresentados um breve historico sobre a atual expansao
acelerada do Universo e a origem da NC. Além disso, sao citados alguns trabalhos onde a
NC é aplicada em diversas areas da fisica. Em seguida, sdo apresentadas as motivacoes
para a introducao da NC. Para finalizar o presente capitulo é apresentado um pequeno

resumo sobre a estrutura e as ideias dos capitulos seguintes.

1.2 UM BREVE HISTORICO

Em 1998, ocorreu uma grande descoberta em Cosmologia. Em uma série de
observacoes de supernovas distantes duas equipes de astronomos descobriram que nosso
Universo estd passando por uma fase de expansao acelerada [3, 4]. Se considerarmos que
nosso Universo é tudo o que existe, essa descoberta significa que algum tipo desconhecido
de substancia, com propriedades muito incomuns deve existir em nosso Universo. Em
vez de ser gravitacionalmente atrativa, como todas as outras substancias conhecidas, essa
substancia deve ser repulsiva. Além disso, deve ser o tipo dominante de matéria presente
no nosso Universo. Baseado na escala da aceleragao observada em nosso Universo, a
estimativa é que cerca de 70% do conteido total de matéria de nosso Universo é feito dessa
substancia desconhecida [5]. Desde entdao, muitos pesquisadores formularam propostas
diferentes para essa substancia desconhecida, também conhecida na literatura como energia

escura. Entre eles, podemos citar alguns exemplos: Uma constante cosmologica positiva,
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fluido fantasma, gas de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado, quintesséncia, quintom,

k-esséncia [6].

H&4 muitos anos, a ideia de NC, a qual vem ganhando espago atualmente, foi
introduzida e logo adormecida. A ideia de NC teve inicio no decorrer da construgao da
mecanica quantica com Heisenberg ao estudar auto-energia do elétron [7]. Inicialmente a
proposta era de considerar nao nula a incerteza entre as coordenadas espaciais afim de
remover singularidades presentes na teoria [8]. Algum tempo depois, W. Pauli comunicou
essas ideias a Oppenheimer e esse se tornou um fato fundamental para a primeira publicacao
sobre NC entre as coordenadas do espago-tempo [9]. O primeiro artigo sobre tal assunto
foi publicado por Hartland S. Snyder (orientando de Oppenheimer) em 1947 [10]. Nele
foi proposto uma NC entre as varidveis do espacgo-tempo com a finalidade de eliminar
divergéncias tedricas em teoria quantica de campos. A ideia de Snyder foi a base para
uma posterior publicagdo de Yang [11]. Nela, Yang usou a NC em escalas pequenas
de comprimento objetivando remover divergéncias em eletrodindmica quantica. Com o
desenvolvimento e o sucesso dos processos de renormalizacao [12], essas teorias NC foram

esquecidas e ficaram adormecidas durante anos.

1.3 MOTIVACAO

Atualmente, sabe-se que um dos maiores desafios da fisica tedrica é a tentativa de
unificacao das teorias que governam o mundo microscépico (regido pela mecénica quantica)
e o mundo macroscépico (descrito pela RG) [13]. Através da teoria das cordas, que é a
grande candidata a unificar essas teorias, foram obtidos resultados em que a NC surge de
maneira natural. Tais resultados vem fazendo com que os estudos de teorias NC’s ganhe
grandes propor¢oes atualmente, além disso, indicam que essas teorias NC’s podem assumir

papéis importantes no auxilio da construc¢ao desta unificacao [14].

O cenério atual das pesquisas relacionadas a teorias NC’s é composto por varias
obras de diversas areas da fisica além da Cosmologia podendo ser citadas [15, 16, 17, 18,
19, 20, 21, 22]. A NC também passou a ser aplicada em alguns sistemas fisicos como por
exemplo o oscilador harmonico quéntico, o efeito hall quantico, fisica de buracos negros
[23], entre outros. O presente trabalho foi fundamentado e desenvolvido com o auxilio de
algumas dessas obras. Através delas foram construidas as presentes teorias NC’s. Como ja
mencionado, é importante destacar que a principal motivacao, na presente tese, para a

aplicacao da NC em Cosmologia refere-se a atual expansao acelerada do Universo.

Acredita-se que o Universo em sua fase inicial pode ter apresentado propriedades
muito diferentes das de hoje. Desta forma, uma maneira de introduzir a NC, e que sera
considerada na presente tese, seria a hipdtese de que nesta fase inicial as coordenadas
do espaco de fase que descrevem o Universo, satisfariam uma algebra nao-comutativa

dos parénteses de Poisson. Assim, serd suposto o fato de que algum vestigio desta NC
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pode estar sendo mantido na fase atual do Universo, através de uma quantidade que sera
introduzida e denominada pardmetro nao-comutativo (pardmetro NC). Tal pardmetro
carregara toda a informagcao sobre a NC presente nos modelos cosmologicos. Com a
teoria nao-comutativa descrita em termos do pardmetro NC, serdo comparadas as novas
propriedades dos modelos cosmologicos NC’s, com as propriedades dos modelos comutativos.
Além disso, sera estimado o valor do parametro NC. Para finalizar, serao verificados e
discutidos como os resultados obtidos pela NC podem auxiliar na explicagdo da atual

expansao acelerada do Universo.

1.4 ESTRUTURA DOS CAPITULOS

No segundo capitulo, sera apresentada uma breve revisao sobre a teoria da Cosmo-
logia Relativistica destacando seus resultados mais importantes para o desenvolvimento da
presente tese. Além disso, serao destacados alguns topicos fundamentais dos formalismos
necessarios para o desenvolvimento dos modelos NC’s. Sao eles: O formalismo ADM, o

formalismo variacional de Schutz e o formalismo de Faddeev-Jackiw.

No terceiro capitulo, serda apresentada e desenvolvida a teoria para os modelos

cosmologicos comutativos no contexto da gravitacao de HL.

No quarto capitulo, serd desenvolvida a teoria para os modelos cosmolégicos de HL

NC’s utilizando os formalismos desenvolvido no Capitulo 2.

No quinto capitulo, sdo apresentados os resultados obtidos referentes aos modelos
cosmologicos de HL NC’s. Nestes resultados, sera introduzido a noc¢ao do fluido perfeito
nao-comutativo (fluido perfeito NC), comparada a teoria NC com a teoria comutativa e
feita uma estimativa para o parametro NC, utilizando dados observacionais recentes. A
discussao de tais resultados serao baseadas na possivel explicacao da expansao atual do

Universo.

No sexto capitulo, é desenvolvida a teoria para os modelos de RG NC’s e apresen-
tados os resultados obtidos. Nestes resultados, serd comparada a teoria NC com a teoria
comutativa e feita uma estimativa para o parametro NC, utilizando dados observacionais
recentes. A discussao de tais resultados serdao baseadas na possivel explicacdo da expansao

atual do Universo.

Para finalizar, no ultimo capitulo da presente tese, serao destacados os principais

resultados obtidos.
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2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

2.1 INTRODUCAO

Este capitulo é a base tedrica para o desenvolvimento da presente tese. Nele serda
apresentada uma breve revisao sobre a Cosmologia. Também serao apresentados alguns
resultados importantes introduzidos pelos formalismo ADM, fluido perfeito, formalismo de
Schutz e formalismo de FJ que serao utilizados nos capitulos seguintes para a construgao

dos modelos cosmoldgicos NC’s.

2.2 COSMOLOGIA RELATIVISTICA

O avango da Cosmologia moderna na busca de informacoes sobre a descricao
do Universo se deu apés o desenvolvimento da RG e seu reconhecimento por parte da

comunidade cientifica.

Atualmente a Cosmologia se encontra fundamentada sobre dois principios basicos.
O primeiro, denominado principio cosmolégico, propoe que o Universo em grande escala
apresenta o mesmo aspecto em todos os pontos. Isso quer dizer que suas propriedades
nao sao diferentes em nenhum ponto. Logo, o Universo deve ser homogéneo (a geometria
do Universo é a mesma em qualquer ponto) e isotrépico (a geometria do Universo é
invariante sob rotagoes ou seja, possui simetria esférica ao redor de qualquer um de seus
pontos) [24]. O segundo principio refere-se na maneira de representar o substrato no qual
ocorrem os fendmenos fisicos. O principio de Weyl propoe um Universo equivalente a um
fluido perfeito, sob boa aproximacao, com o seguinte tensor momento-energia na forma
contravariante [24],
T™ = (p+p) UAU” + pg”, (2.1)

em que U" é a quadri-velocidade do fluido perfeito, p sua densidade e p sua pressao. A
homogeneidade e isotropia impostas pelo principio cosmoldgico implicam que a pressao p
e a densidade p devem possuir apenas dependéncia temporal. Estas dependéncias serao

omitidas por questoes de simplicidade.

2.2.1 O Universo de Friedmann-Robertson-Walker

Uma consequéncia importante imposta pela homogeneidade e isotropia do principio
cosmoldgico leva a espagos-tempos com métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).
Nestes modelos as secoes espaciais tridimensionais tem curvatura constante representadas

pelo pardmetro k. A constante de curvatura k& pode assumir os valores 0, +1, —1.

O elemento de linha das secoes espaciais tridimensionais dos modelos de FRW

pode ser obtido com a ajuda da seguinte equagdo para o tensor de Riemann, na presente
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situacao,
Rabcd =k (gacgbd - gadgbc) ) (22)

e o seguinte ansatz para a métrica das secoes espaciais tridimensionais do?,
do® = M dr? 4 r? (d92 + sen26d¢) : (2.3)

Neste intervalo invariante, 6 e ¢ sao angulos esféricos, r é o raio da esfera e A\(r) é uma
funcao radial a determinar. E importante destacar que usa-se a exponencial em (2.3)

apenas para manter a funcio eM”) positiva.

Utilizando as equagoes (2.2) e (2.3) determina-se a funcdo A(r) e entdo (2.3) assume

a seguinte forma,

B dr?
1 — k2

do?

+ 7 <d92 + sen29d¢) . (2.4)

A consequéncia do principio cosmolégico de que todos os pontos do espago devem
se contrair ou expandir igualmente é introduzida através do fator de escala a(t). O fator
de escala é uma funcao com dependéncia temporal. Assim, basta multiplicar o intervalo

invariante (2.4).
Finalmente, obtém-se o seguinte intervalo invariante quadridimensional,

dr?

ds* = —dt* + [a(t)?] {1_W

+1? (do? + sen2€d¢)} . (2.5)

Este é o denominado elemento de linha de FRW. A partir daqui, todos os cdlculos realizados

na presente secao serao baseados em (2.5).

2.2.2 Os espacos de FRW e sua geometria

Nesta subsecao, serao exploradas as geometrias dos espagos referentes a cada valor
de curvatura k considerando um valor constante para o tempo (t = tj), dessa forma, serd

considerado que a(tg) = ag. Considerando apenas a parte espacial de (2.5) obtém-se,
40® — [ag { —T 4 2 (a6 + sen®6d 2.6
o° = [ao) T2t ( + sen (b) : (2.6)

2221 Casok =1

O elemento de linha espacial (2.6) fica:

do? = [ag)” {

r 2 2 2
2 + 7 <d9 + sen 9d¢>} . (2.7)

E importante destacar a singularidade » — 1. A eliminacdo de tal singularidade ¢ feita

apoés a seguinte mudanca de variavel,

r = seny. (2.8)
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Com a nova varidvel y a parte espacial do elemento de linha (2.7) fica:
do? = [a]? (dx2 + sen®x |d6? + senQngbQD . (2.9)

Para entender a geometria deste espaco é conveniente introduzi-lo em um novo espaco

euclidiano quadridimensional descrito pela equagao,
do® = dw® + da* + dy® + d2°. (2.10)

Tal introducao é feita de acordo com as seguintes transformagoes de coordenadas,

w = apCos Yy, (2.11)
T = agsinxsinfcos @, (2.12)
Yy = apsinysinfsin ¢, (2.13)
z = apsinx cosf. (2.14)

Por meio destas transformacoes de coordenadas obtém-se a seguinte equagao [24],
w? +2° +y* + 2% =ap. (2.15)

Esta equacao descreve uma superficie esférica tridimensional com raio aq e intervalos de
coordenadas 0 < x <7, 0< 60 <7me0<¢ <27 Conclui-se entao que o Universo com a

curvatura k = 1 é descrito por uma superficie esférica. Tal Universo é denominado fechado
[24].

2222 Casok =10
O elemento (2.6) fica:
do? = [ag]” {dr? + 1 (d0? + sen®0dg) } (2.16)

Ao inserir as seguintes transformagoes de coordenadas,

x = agprsenfcoso, (2.17)
y = agrsenfsene, (2.18)
z = agrcost, (2.19)
obtém-se a seguinte equacao,
do? = da® + dy* + dz*. (2.20)

Esta equacao descreve o espago euclidiano tridimensional em coordenadas cartesianas.
Entdo, a geometria representada pelo elemento de linha (2.16) é plana. Conclui-se entao
que o Universo com curvatura k = 0 é descrito por uma superficie plana. Tal Universo é

denominado aberto [24].
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2223 Casok = -1

O elemento de linha (2.6) fica:

do? = [ao]? {

2

+ r? (d92 + sen2€d¢>} : (2.21)
Introduzindo uma nova variavel x na forma,
r = senhy, (2.22)
obtém-se a seguinte equacao,
do? = [ag)? (dx2 + senh?y |d6? + senQGdngD . (2.23)
Diferente do caso k = 1, a alternativa para entender a geometria deste espago é
introduzi-lo em um espaco plano de Minkowski quadridimensional descrito pela seguinte

equacao,
do? = —dw® + da® + dy* + dz*. (2.24)

Esta introducao é feita de acordo com as seguintes transformagcoes de coordenadas,

w = agcoshy, (2.25)
r = apsenhyxsenfcoso, (2.26)
y = agsenhysenfseng, (2.27)
z = agpsenhycosf. (2.28)
Por meio destas transformacgoes de coordenadas, obtém-se como equagao [24],
w? —2? —y? — 22 =ad, (2.29)

que descreve uma superficie hiperbélica com os intervalos de coordenadas 0 < y < oo,
0<0< 7 0<¢<2m. Conclui-se entao que o Universo com curvatura k = —1 ¢é descrito

por uma superficie hiperbdlica. Tal Universo é denominado aberto [24].

Destaca-se neste momento que na presente tese serao considerados apenas os

espacos com as topologias mais simples referentes a cada valor de k.

2.3 TOPICOS DA FORMULACAO ADM

A formulacao ADM foi desenvolvida para a quantizacido canonica da RG. Neste
formalismo a teoria da gravitacao considerada ! fica descrita no formalismo Hamiltoniano.
A ideia fundamental deste formalismo é separar o espago do tempo. Desta forma, o espago-

tempo é tratado como foliacoes de hipersuperficies espaciais tridimensionais parametrizadas

I No caso da presente tese as teorias de gravitacio consideradas sdao a gravitacio de HL e

também a RG
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por um parametro ¢. Este pardmetro é associado ao tempo coordenado [25]. Para cada valor
constante de t, obtém-se uma hipersuperficie espacial tridimensional que é descrita pela
métrica h;;. Esta métrica é identificada como varidvel fundamental da teoria da gravitacao
considerada 2. Logo, a evolugao dinmica de h;; resulta na métrica quadridimensional
Guv- A decomposicao do espaco-tempo em foliacoes ¢ denominada decomposigao 3+1. Por
questoes didaticas, o formalismo ADM sera introduzido considerando a RG como teoria

da gravitacao.

O formalismo ADM escreve o intervalo invariante da seguinte maneira [26],
ds* = — (N? = N;N") dt* + 2N;da’dt + hijda’da’ . (2.30)

sendo N a funcao lapso, N; a fungao shift e h;; a métrica das hipersuperficies espaciais

tridimensionais.

A acdo de Einstein-Hilbert ¢é reescrita em termos das novas quantidades h;;, N, N;

da seguinte maneira [26],
1 g
Sei = 7o / dwdtN? (KK — K+ @R~ 24] + 5, (2.31)
T

Nesta acao, A é a constante cosmologica, N a funcao lapso, h o determinante da métrica
tridimensional, R o escalar de Ricci nas hipersuperficies espaciais tridimensionais,
S, a agao referente a matéria K;; a curvatura extrinseca das hipersuperficies espaciais

tridimensionais e K2 é o traco ao quadrado deste 1ltimo tensor.

A curvatura extrinseca denotada por K;; ¢ uma quantidade introduzida pelo forma-
lismo ADM e mede a variacdo de um vetor normal a hipersuperficie quando transladado

de um ponto a outro. Esta quantidade é definida da seguinte forma [26],

1 ahw
o= |- op N 2.32
sendo D; a derivada covariante com dire¢ao j na hipersuperficie.

Nota-se em (2.31), que o elemento quadridimensional d*z\/—g é reescrito neste

formalismo na forma d3zdtNhz.

Através da agao (2.31) obtém-se a seguinte densidade de Lagrangiana relacionada

a0 campo gravitacional,

Ly = Nh2 [K;K"7 — K* + ©)R — 24 (2.33)

Considerando (2.33) e A = 0, determina-se a forma Hamiltoniana da teoria a

partir do calculo dos momentos canonicamente conjugados as variaveis da teoria. Estes

2 Na verdade as varidveis fundamentais da teoria sdo as classes de equivaléncia dos h;; frente

aos difeomorfismo nas hipersuperficies tridimensionais espaciais.
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momentos sao definidos na seguinte forma geral [27],

_a’cg_

Hab — - —
8hab

Vh[h"K - K. (2.34)

Através de (2.33) demonstra-se que os momentos canonicamente conjugados aos
parametros N e N; sao nulos, ou seja,
oL oL
== Py, =2 =
ON ON;

Isto quer dizer que os parametros N e N; nao sao variaveis da teoria. Em outras palavras

Py 0. (2.35)

isto indica que esta teoria contém vinculos. Na linguagem das teorias vinculadas N e N;

sao multiplicadores de Lagrange. Consequentemente podem assumir valores arbitrarios.

Com o auxilio das informagoes acima, o setor geométrico da agao (2.31) é escrita

na seguinte forma Hamiltoniana [26],
1 4 [7idi i
Spy = 167/d © [Why; — NH, — NHj| (2.36)

sendo H, a superhamiltoniana e H; o supermomento. Estas quantidades assumem as

seguintes formas explicitas [26],
1 ;
H, - [Qh‘z (hahji + hahgy, — hijhkl)} TR — ® Ry/R
= GupII7IF — ® RV, (2.37)
H) = —2D;II. (2.38)

Em (2.37), o termo Gj;i; ¢ denominada métrica do superespago.

Imediatamente através da acao (2.36), obtém-se a seguinte densidade de Hamilto-
niana,
H = NH,+ N;H,. (2.39)

As equagbes da RG podem ser obtidas variando a agdo (2.36) em relacao a h;j,
1%, N e N; e podem ser encontradas em [27]. Particularmente variando a agao (2.36) em
relagao a IV e N; obtém-se respectivamente os vinculos da superhamiltoniana H, = 0 e do

supermomento H, =0 da teoria.

O vinculo H; = 0 equivale a componente Gy das equagoes de Einstein para o

vacuo. Ja o vinculo H; = 0 equivale a componente Gy;.

Em Cosmologia, ao considerar o modelo homogéneo e isotrépico, o tinico vinculo
existente é o da superhamiltoniana (pois N; = 0). Como ja mencionado este vinculo

equivale a equacao de Friedmann.

O setor de matéria é introduzido considerando um campo de matéria denotado por
4. Logo, o momento canonicamente conjugado I1§ é obtido da seguinte maneira,
oL,

md = —=m
T 9pA

(2.40)
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Entdo, a equagdo (2.36) é reescrita com os termos adicionais referentes a matéria da

seguinte maneira [26],
1 . .
Spi = 14— / d'x [y + b — NHipar — NiHjyyy] - (2.41)

Finalmente, obtém-se a seguinte densidade de Hamiltoniana,

H = NHippar + NiH} - (2.42)

Em que agora,
Htotzzl — Hg + Hm7 (243)
Hlyy = H,+H),. (2.44)

Nestas equagoes, H,, e H' sdo, respectivamente, a superhamiltoniana e o supermomento

do setor de matéria.

2.4 O FLUIDO PERFEITO

Ja foi mencionado no presente capitulo que o principio de Weyl impoe que a metéria
do Universo deve ser descrita como um fluido perfeito. Dessa forma, na presente secao,
serao estudadas algumas propriedades desse fluido, incluindo algumas propriedades termo-
dindmicas. Estas propriedades serdo utilizadas na obtencao da densidade de Hamiltoniana
referente ao setor de matéria via formalismo de Schutz. Para isso, sera considerado um
fluido perfeito composto por barions, pois, sabe-se que barions podem sofrer transmutagao,
assim a massa de uma amostra desse fluido nao sera conservada. Em contrapartida, o
numero de barions ird permanecer constante, pois estamos considerando uma época do
Universo em que a energia é tao alta que hd um equilibrio entre processos de formacao e
aniquilacao desses barions. Se isso nao for verdade, estaremos em uma época do Universo
em que as energias nao serao altas o suficientes para que acontega esses processos. Entao,
sera considerada que uma amostra de fluido contendo Z barios apresente a seguinte energia

interna [28],
U=M-—mZ (2.45)

sendo M a massa total, mZ a massa de repouso e m a massa do hidrogénio no estado
fundamental.
Dividindo a equagao (2.45) por mZ obtém-se,
— M mZ - M
U+1l=— = —(U+1)=— 2.46
MY v (1) =5 (2.46)
sendo U = U /mZ a energia interna especifica. A equagao acima pode ser reescrita na

seguinte forma,
p=po(U+1), (2.47)
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sendo pg = mZ/V a densidade de massa de repouso e p = M/V a densidade de barions.

Em seguida, escreve-se a primeira lei da Termodinamica da seguinte forma,

_ 1
dq = dU + pd <p> — TdS. (2.48)
0

Nesta equagao g é a energia por unidade de massa de repouso, p é a pressao, 1" é a
temperatura a que estao sujeitas os componentes do fluido perfeito, ou seja, a temperatura

do Universo e S é a entropia. Todas essas grandezas referem-se a amostra de fluido [29].

Se a entalpia é definida na forma,

=Pt _g 142 (2.49)
Po Po

em que p + p é a massa inercial por unidade de volume, fica conveniente reescrever (2.48),

apés a diferenciacao de (2.49), da seguinte maneira,

dp = podp — poT'dS. (2.50)

Dessa forma, obtém-se py e U como funcdes da entalpia p e da entropia S para
que a equagao de estado do fluido seja expressa na forma p = p(u,S). Isto é possivel

utilizando a seguinte equagao de estado para um fluido perfeito,

P = wp. (2.51)

Nesta esquacao, w é uma constante que caracteriza o tipo de fluido considerado. Introdu-

zindo (2.51) em (2.48), e com o auxilio de (2.47), obtém-se a seguinte equagao,
(14 0) [d[in (1+0) - winp|| = Tds. (2.52)
Esta equacao leva aos seguintes resultados,

T = (1+0), (2.53)
S = In (1 + U) — winpy. (2.54)

Com essas informacoes, obtém-se pg, p e p através de (2.54), (2.52), (2.49) e (2.47).

Logo:
oo = (cﬁrl)j’e—f, (2.55)
p = <wi1)i+165’ (2.56)
p = w(wil)iﬂe_j (2.57)

Finalizando a presente secao sera apenas mencionado que as leis de conservacao para o
numero total de barions Z e para o tensor momento-energia 7" do fluido perfeito podem

ser encontradas em [28].
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2.5 O FORMALISMO DE SCHUTZ NA REPRESENTACAO DE POTENCIAIS VE-
LOCIDADE

O formalismo de Schutz é utilizado para a obtencao da densidade de Hamiltoniana
referente ao setor de matéria. O ponto de partida deste formalismo é escrever a quadrive-
locidade de um fluido relativistico através de 6 potenciais escalares termodinamicos da

seguinte forma [30],
1
Uz/ = ; (6,1/ + gﬁ,u + 65,11) ) (258)

sendo S a entropia especifica e p a entalpia. Os potenciais ¢ e 3 estao ligados a rotagao e
assumem valores nulos para sistemas homogéneos, como nos modelos cosmoldgicos consi-
derados no presente trabalho. Finalmente os potenciais € e ©® nao possuem interpretacoes

fisicas claras [31].

Utilizando a condicao de normalizacao da quadri-velocidade U”U, = —1, obtém-se

a seguinte equacao para o potencial p,
12 =—g" (e +C(By+O8S,) (€, + (B, +085,). (2.59)

Através desta equacao percebe-se que o potencial i fica dado em termos dos potenciais

independentes ¢, ¢, 8, O, S e da métrica g°”

Através da seguinte agao, que envolve o setor geométrico mais o setor de matéria,

S = / d*zv/=g (R + 16mp), (2.60)

obtém-se a seguinte densidade de Lagrangiana [30],
L=+/—g(R+167p). (2.61)

Variando a acdo (2.60) em termos da métrica g"” sdo obtidas as equagoes de

Einstein, contendo como matéria um fluido perfeito. Ou seja,

J d(v/— V-
S:/d4x 0W=9R) |y 0V=9p) | _ (2.62)
ogh ogh ogh
com [28],
d(v/—gR) 1
R
0 (v/—gp op Op
(g/gw) _ pg,w,/_Jr 5oV (2.64)
O termo ;sp é obtido da primeira lei da Termodindmica (2.50) com o auxilio de (2.49). J&
o termo f’jy ¢ obtido de (2.59). Logo:

o _rtp on_ ~LU.U,. (2.65)

op I ogh
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Com os resultados obtidos (2.63)-(2.65), a variacdo da agao (2.62) resulta na seguinte

equacao de Einstein contendo como matéria um fluido perfeito,

1
R — iguuR = 87 [pguw + (0 + p) U U] = 87T . (2.66)

Finalmente, menciona-se que a variacao da agao (2.62) em relagdo aos potenciais
independentes (e, ¢, 5, ©, S) resultam nas equagdes de movimento para os mesmos. Este

processo ¢ feito em [29].

2.6  FORMULACAO HAMILTONIANA DO UNIVERSO FRW COM FLUIDO PER-
FEITO

Nesta secao é importante destacar a importancia da descricao das teorias, con-
sideradas na presente tese, no formalismo Hamiltoniano. Para isso, serao aplicados os

resultados obtidos nas se¢oes anteriores.

O intervalo invariante descrito em (2.5) é reescrito, de acordo com o formalismo
ADM, na forma de (2.30). Logo:

d 2
ds* = —N?dt? + a® | ——— + r?df* + r*sin? 0dp? | . 2.67
1 — kr2

A forma de (2.67) é uma versao particular de (2.30) devido & homogeneidade e isotropia dos
modelos aqui considerados. Estas propriedades no espago-tempo fazem com que as fungoes
a, N e os potenciais termodinamicos nao nulos u, €, ©,S tenham apenas dependéncia

temporal, que por questoes de simplicidade e conveniéncia estao sendo omitidos.

Utilizando a métrica (2.67) no setor gravitacional da agao (2.31) obtém-se,
3 6aa
&/cﬁd 200 GRaN | (2.68)

que leva a seguinte densidade de lagrangiana:

6aa>

N

L, = ——— +6kaN. (2.69)

De maneira andloga, o setor de matéria da acao (2.60) é reescrita, de acordo com o

formalismo ADM, na seguinte forma,
Sy = 167r/dtd3xNh%p,
— g/ﬁNﬁp (2.70)

Nesta acao, o termo & é uma constante numérica resultante da integracao referente a parte
espacial de (2.70).
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Utilizando (2.59), em que ¢ = 8 = 0, e considerando que o sistema de coordenada
adotado é comével (sendo U, = (IV,0,0,0)), obtém-se,

1 é+0S8
p=|=g"o+0S5,)" = v (2.71)
Assim a acdo (2.70) com o auxilio das equagoes (2.51), (2.56) e (2.71), assume a seguinte
forma,
14l
L, (e1e8)
szg/dt NT@dwr L e 5. (2.72)
149
(w+ 1)

que leva a seguinte densidade de Lagrangeana:

N 1+2
1 E+0S) “
L= Nwagw()lle_i. (2.73)
(w+1)=7

2.6.1 Calculo dos momentos canonicamente conjugados

A presente se¢do é dedicada aos calculos dos momentos canonicamente conjugados

nao nulos as variaveis dindmicas utilizando as densidades de Lagrangianas (2.69) e (2.73).

Como os modelos considerados na presente tese sao homogéneos e isotropicos, sao
dotados de alta simetria. Entao, os calculos dos momentos canonicamente conjugados
realizados aqui sdo equivalentes aos descritos pelas equagoes (2.34) e (2.40). Logo:

oL, 12aa

Po = 20 =N 9.74
‘ da N (2.74)
‘ Oé , .

oL,
Ps = —& =0k 2.76
5 03 (2.76)

Conclui-se que, para a matéria, o inico momento independente é P.. Com os momentos
canonicamente conjugados (2.74)-(2.76) e as densidades de Lagrangeanas (2.69) e (2.73)

obtém-se a densidade de Hamiltoniana para o modelo. De acordo com (2.42),
H=> ¢P—L=NH, (2.77)

sendo ¢; as coordenadas generalizadas a, O, € e P; seus respectivos momentos canonicamente

conjugados. Substituindo estas grandezas ja calculadas (2.74), (2.75) e (2.76) obtém-se,

2

P
H=—-Ng-+ NP“tq™3%e% — N6ka. (2.78)
a

Ao introduzir as transformagdes candnicas [28],

T = —PgeSp ), (2.79)
Pr = Pele”, (2.80)
_ Ps
€ = e—(w+ 1)?, (2.81)
pe = PE7 ( )
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a densidade de Hamiltoniana (2.78) fica dada por,

H=NH= NP“2+NPT N6k (2.83)
T T T T e “ '

Com a densidade de Hamiltoniana acima e impondo a condi¢ao de vinculo, segundo o

formalismo ADM, obtém-se a seguinte equagao de Friedmann,

NH = -NEL e NPT NGra o (2.84)
N 24a a3w “a=v ’

Como ja mencionado, a equagao de Friedmann equivale ao vinculo da superhamiltoniana.

Finalmente, o espago de fase da teoria Hamiltoniana obtida é descrito pelas variaveis
a e T junto a seus respectivos momentos canonicamente conjugados P, e Pr. Todas as

variaveis apresentam dependéncia temporal.

Conclui-se entao que através do formalismo de Schutz, sdo introduzidas as variaveis

relacionadas ao fluido T" e Py.

2.7 O FORMALISMO DE FADDEEV-JACKIW

O formalismo de Faddeev e Jackiw (ou formalismo simplético) [32] ¢ uma maneira
alternativa de obter os parénteses de Poisson generalizados da teoria considerada, os quais
sao conhecidos como parénteses de Dirac [33]. Os quais sdo necessérios para realizagdo do
processo de quantizagao generalizada consistente com sistemas que apresentam vinculos.

O método simplético trabalha com lagrangianas de primeira ordem.

Considera-se um sistema dinamico descrito pela seguinte Lagrangeana de primeira

ordem,
L=a;¢/ — H(EY), (2.85)

onde H(£F) é a Hamiltoniana do sistema e &/ sdo as varidveis simpléticas.

Utilizando a Lagrangeana (2.85) obtém-se da equagao de Euler-Lagrange,

oL d (OL\ da; dai\ :  OH(E) . OH(EY)
(6) -0~ (Ge-de)e-"a - ne="

og  dt

o¢ o

. (2.86)

Se os coeficientes a;(£¥) fazem f;; ser ndo-singular sua inversa serd dada por ¥ e as

velocidades assumem a seguinte forma,

o e OH(ER)

j — fi > 2.87

&= I (287)
Por outro lado, esta equacao também pode ser obtida através dos parénteses de Poisson

na formulagao Hamiltoniana, ou seja,

OH(&")

¢ ={e 1} ={g.¢) =52 (2.88)
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Comparando (2.87) e (2.88) obtém-se os seguintes parénteses de Poisson da teoria,
fi={g.¢}. (2.89)

Se a matriz f;; fosse singular, o sistema apresentaria vinculos ou teria simetria de
calibre. Entao f;; nao poderia ser identificado como tensor simplético, pois, como ele faz o
papel da métrica do espaco simplético, deveria possuir inversa. Portanto, a principio, nao

serd possivel determinar os parénteses de Poisson da teoria [13].

Na presenca de vinculos, o formalismo simplético introduz os vinculos deformando
a estrutura geométrica da teoria considerada. Ou seja, os vinculos sao utilizados até se
obter a matriz simplética nao-singular. Entao, obtém-se sua inversa f¥ = {7, £}, cujas
entradas sdo dadas pelos parénteses de Poisson generalizados. Serd apresentada uma

aplicagao detalhada desse formalismo no estudo dos modelos cosmologicos de HL NC.

Agora, sera considerado que exista uma quantidade ndo-nula dada por C'(&¥), que

possua os parénteses de Poisson com as varidveis simpléticas ¢!, nulos, ou seja,

: ;0C(€") ;0C(€")
i k __ i ij _
{¢,cEhH} =t e = e =0 (2.90)
Assim, se existe C'(£F) entdo f¥ é ndo-singular, e possui os seguintes modos zeros dados
aC(g")
por, <5

. e 0 . . 0
Considerando que a matriz simplética fi(j) seja singular, com os modos-zeros wl( )

para (I < 2N), tem-se

Fi© = 0. (2.91)

mTm

Multiplicando a equagao (2.86), pelo lado esquedo, por wl(o), considerando que a parte

cinética do Hamiltoniano s6 depende das velocidades, ou seja, ndo depende das £* e usando
a equagao acima obtém-se,

Faw V€l = w® OH(E) = W OV(Er)
i 0{’

=0, (2.92)

onde V(&%) denota energia potencial.

Geralmente, essa equagao representa os vinculos do sistema [13]. Estes vinculos
sdo introduzidos na Lagrangiana através de multiplicadores de Lagrange ®. E importante
mencionar que a introducao dos multiplicadores de Lagrange )\1(0) estendem o espaco de

configuracao. Agora, introduzindo os vinculos na parte cinética da lagrangiana, obtém-se

90
o¢

LW = G9+M )é—W@W- (2.93)

. . ~ L s 0
3 E como ja mencionado causam uma deformacao da matriz simplética fi(j)
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Donde sao identificados diretamente os novos vetores,

00"
BN, SO 291)
o&!
Aqui QZ(O) sao os vinculos decorrentes de (2.92). Dessa forma, as novas componentes do

tensor simplético sao dados por,

D = a6l - 8;al", (2.95)
= 8 — 90 = —9,aD, (2.96)
il = 0al) — 9nal” =0, (2.97)

onde denota 0; = (%.

Caso det f( # 0, os vinculos da teoria sao eliminados e encontra-se a matriz
simplética adequada, que funcionara como a métrica do espago. Da inversa da matriz
simplética f¥, os parénteses de Poisson sdo obtidos e entdo o objetivo final do formalismo

simplético é completado.

Por outro lado, se o tensor f) ainda for singular, é necessério encontrar seus
modo zeros, que geralmente irdo fornecer novos vinculos. Estes vinculos sao introduzidos
na Lagrangeana de primeira iteracdo LM, através de multiplicadores de Lagrange. Isto
provocara uma deformacao do espaco que ira possibilitar a obtencao de um novo tensor

simplético.

Novamente, se det f?) # 0 o processo é encerrado, pois, o objetivo foi concluido.
Caso contrario, o processo acima realizado, é repetido até se obter um tensor simplético

nao-singular.

Quando os modo-zeros de uma matriz singular fornecem o mesmo vinculo nas
proximas interacoes, esta teoria apresenta simetria de calibre. Nesse caso, as condigoes de

calibre devem ser fixadas e o tensor simplético é determinado.
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3 0S MODELOS COSMOLOGICOS DE HORAVA-LIFSHITZ

3.1 INTRODUCAO

No presente capitulo sera introduzida a gravitacao de HL, e através da acao dessa

teoria, serao calculadas as equacoes de movimento dos modelos cosmologicos comutativos.

3.2 A TEORIA GRAVITACIONAL DE HL

A descricao para gravidade de Horava-Lifshitz 4D foi inspirada em sistemas de
matéria condensada de estruturas dindmicas criticas [34]. Esta descrigdo apresenta uma
invariancia espacial explicita de covariancia geral e de reparametrizacao 3D, que sera
introduzida adiante. No entanto, obtém-se uma covariancia geral 4D em um limite de
grande distancia do infra-vermelho [1]. Além disso, esta descrigdo também pode ser

descrita em uma linguagem andloga ao formalismo canénico da RG (formalismo ADM).

Quando aplicada a Cosmologia, a NC produziu resultados muito importantes
[15, 16, 17]. Até agora, estes resultados foram restritos a modelos cosmol6gicos baseados
na RG. Em situagoes extremas de intensa interacao gravitacional, para condi¢oes muito
gerais, os espagos-tempos descritos pela RG apresentam singularidades. Nestas situacoes,
a RG nao pode descrever corretamente a interagao gravitacional [1]. Uma proposta
para eliminar essas singularidades foi a tentativa de quantizacdo da RG. Infelizmente,
foi mostrado que RG néao é uma teoria renormalizdvel, por métodos perturbativos [35].
Apéds essa descoberta, muitas teorias geométricas de gravitacao, diferentes da RG e
renormalizaveis, por métodos perturbativos, foram introduzidas. Infelizmente, teorias

deste tipo produzem fantasmas massivos em seu espectro fisico e ndo sdo teorias unitarias

[36).

Um exemplo interessante de teoria geométrica da gravidade é a de HL [34]. Como
ja mencionado, esta teoria apresenta assimetria entre espaco e tempo, que se manifesta
através de uma escala anisotrépica entre espaco e tempo. Isto quer dizer que a simetria de
Lorentz é violada, pelo menos em altas energias, onde ocorre assimetria entre espaco e

tempo. Em baixas energias, a teoria HL recai na RG, recuperando a simetria de Lorentz.

A escala anisotropica entre espacgo e tempo na gravitacao de HL é dada por,
t— bt e I —0bz (3.1)

onde b é um parametro de escala e z é o expoente dinamico critico.

Segundo Hofava [34], uma teoria da gravidade usando essas ideias é renormalizével,
em 3 + 1 dimensoes, com z = 3. Além disso, para z — 1, a simetria entre tempo e
espacgo € recuperada. Nesse limite a teoria descreve a interagao gravitacional de forma

covariante, em particular, este é o valor do expoente z da RG. Devido a assimetria entre
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espaco e tempo presente em sua teoria geométrica da gravidade, Horava decidiu utilizar o
formalismo ADM, que como ja visto no Capitulo 2, separa o espago do tempo [37]. Em seu
trabalho original, Hotava considerou a fun¢ao lapso N com apenas dependéncia temporal
[34]. Esta consideracdo ficou conhecida como versdo projetavel *. E importante mencionar

que na presente tese sera considerada a versao projetavel da gravitacao de HL.

A acao gravitacional da teoria HL foi proposta de tal forma que o setor cinético
foi construido separadamente do setor potencial. O setor cinético foi motivado pela RG,
introduzindo o pardmetro livre A, ausente na RG. No limite em que A — 1, recupera-se o
setor cinético da RG. O setor potencial deve depender apenas da métrica espacial e suas
derivadas espaciais. Como uma teoria geométrica da gravidade, o setor potencial da teoria
de HL deve ser escrito em termos de combinacoes de contracoes escalares do tensor de

Riemann e suas derivadas espaciais.

Em seu artigo original [34], Hofava considerou uma simplificacdo para reduzir o
numero de possiveis termos contribuindo para o componente potencial de sua teoria. Esta
simplificagao é chamada de condicao de balanco detalhado. Na presente tese, nao sera
considerada a condicao de balanco detalhado. A teoria HL foi aplicada a cosmologia e
produziu modelos muito interessantes [16, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48].

3.3 ACAO DA TEORIA DE HL

Como ja mencionado, a acao total da teoria de HL é definida em termos da
formulacao ADM. Esta acao, para a versao projetavel e sem a condicao de balanco

detalhado para o potencial é definida da seguinte maneira [43],

M2 1] '
Sy = TP /M d%dt]\/\/ﬁ {Kinu K2 goMp2 —gR— Mp—z (g2R2 + ggRin”)
— M, (B + gsRRURY + gRRYRY, + g;RVR + g5V Ry V' R
+ M2 /a dPavVIK. (32)
M

Nela, M, é a massa de Plank, h;; ¢ a métrica das hipersuperficies espaciais tridimensionais,
K;; K% — AK? é a parte cinética da acdo, K;; é a curvatura extrinseca, R é o escalar
de curvatura, R;; é o tensor de Ricci e os termos g; com (j = 0,1,2,3,4,5,6,7,8) sdo
constantes de acoplamento. Essas tltimas juntas com a constante A sdo fatores de correcao

da teoria de HL em relagao a teoria da RG. O tltimo termo ¢ um termo de superficie [43].

Na presente tese, serd utilizada a métrica de FRW dada por (2.67). E importante
mencionar que todas as quantidades presentes apresentam apenas dependéncia temporal.

Por questoes de simplicidade, estas dependéncias serdao omitidas. Com a métrica (2.67)

I Embora muitos trabalhos tem sido escrito sobre a teoria HL usando esta condicdo, alguns

autores consideram, em seus trabalhos, a versao nao projetavel. Em outras palavras, eles
consideraram que a fun¢ao lapso N apresenta dependéncia temporal e espacial [38, 39].
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sao calculados os termos presentes no apéndice A. Dessa forma, obtém-se a seguinte acao

total da teoria de HL, sem o termo de superficie [43].

1 k?
= N — 2Ad®
Sur, n/dt [ 3(3)\ ) <6ka aMg (392 + 93)
24k3
3M4 (994 + 395 + 96)>‘| - (3.3)
Em que,
n = 38(3A-1), (3.4)
M2
b= 5N (3.5)
r?senf)
o = / Po s, 3.6
’ V1= Fkr? (3.6)
3M2Vy (3N — 1
| = SVl ), (3.7)
2
2
ge = N1 (3.8)
2A
= —— 3.9
T FEA o1y (3.9)
g = 6V (392+93), (3.10)
gs = 18Vy (3A —1) (994 + 395 + gs) - (3.11)

Aqui,  é uma constante numérica resultante da integracao referente a parte espacial da
acao. Os termos g., ga, g € gs sS40 as novas constantes de acoplamento. A constante de
acoplamento ¢, assume apenas valores positivos e as demais, ga, g, € g5, podem assumir

valores positivos ou negativos.

A equagao (3.7) implica que,

2

Vo= =
° T 33BN —1) M2

(3.12)

Substituindo as quantidades (3.4)-(3.11) e utilizando a condi¢ao (3.12) na agao (3.3)

obtém-se,
i%a . KR
Sur = 7 / dtN [_NQ +gcka = gra® — g, — gsa31 . (3.13)

Desta acao, obtém-se a seguinte densidade de Lagrangiana referente ao setor geométrico
da teoria de HL,
24

ﬁHL:N[ N2

k2 k3
+ gcka gAa'3 - gr; - 95(13] . (314)

Através dela, calcula-se o seguinte momento canonicamente conjugado a variavel a,

8£HL . 8 [ d2a‘| . 2aa

p — _ 9 _ 2o 1
“ da da (3.15)
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Com a densidade de Lagrangeana (3.14) e o momento canonicamente conjugado

(3.15) calcula-se a seguinte densidade de Hamiltoniana dos modelos referente ao setor

geométrico,
P2 2 k3
HHL = N —ﬁ —gcka+gAa3+gr;+gs$ . (316)

Como ja mencionado no Capitulo 2, o setor de matéria, representado pelo fluido

perfeito, é obtido pelo formalismo de Schutz, que apresentou o seguinte resultado,

Pr
Finalmente ao somar (3.16) e (3.17), obtém-se a densidade de Hamiltoniana total

do modelo, ou seja,

P2 BB P
H=N _ﬁ_gcka"i_gAa:g_‘_grE +gs$+a% ' (318>

3.4 EQUACAO DE FRIEDMANN

De acordo com o formalismo ADM, com a densidade de Hamiltoniana (3.18) e
com o momento canonicamente conjugado (3.15), é imposta a condi¢io de vinculo 2, para

encontrar a equacao de Friedmann do presente modelo. Ou seja,

P? k? k3 P
H=N ——“—gcka+gAa3+gT—+gs—3+TT 0,
4a a a a3w
) 2 3
a 2 k k PT
ﬁ’f—gck_gAa _gr?_gsg_a&u—i-l = 0. (319)

Com ela pode-se escrever uma equacgao analoga a da conservagdo da energia.
Consequentemente, é possivel determinar o potencial dos modelos cosmologicos comutativos
de HL. Isto quer dizer que, o potencial da teoria assume a seguinte forma,

KB Pr
V(@) = gek = 9a0” = 6,5 — g3 = 27 (3.20)

3.5 EQUACOES DE MOVIMENTO

Com a densidade de Hamiltoniana (3.18) sao calculadas as seguintes equagoes de

movimento de Hamilton,

. OHOa _ P,

a = aPa% = —N%, (321>
. OH 0P,
Fo = =90 op,

2 A condicio de vinculo segundo o formalismo ADM é dada por H = 0.
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p? K2R Pr

= N ] + gck — 3gaa® + g, — " +39:— " + 3w ey B (3.22)
: OH O N
o or _ N 3.23
8PT oT CL3°"’ ( )
: OH OPr
Pr = ——=0 = Pr="C. 3.24
g aT dPy g (3:24)

A combinacao das equagdes de movimento (3.21)-(3.24) resulta em uma equagao
diferencial de segunda ordem no fator de escala a. Esta equacao é obtida substituindo
(3.15), (3.21), (3.22) e (3.24) na derivada temporal de (3.21). Como resultado obtém-se,

Na a®  N? k? K

G——+—=— g.k — 3gaa® +gr +3954+3w

3.25
N 2a 2a ( )

3w+1

Na presente tese serd considerado o gauge N = 1, dessa forma, as equacoes de

movimento (3.19) e (3.25) se reduzem respectivamente nas seguintes equagoes,

B Py

-2 2 _

a”+ gk — gra” — gr? - gsg et 0, (3.26)
La? 1 k2 k3 C
a+ %0 = o4 9.k — 3gaa® + 9r s > +39s— p” + Sw ) (3.27)

E interessante mencionar que, para os casos em que a curvatura é nula (k = 0), os

modelos cosmolégicos de HL recaem nos modelos cosmologicos descritos pela RG.
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4 0OS MODELOS COSMOLOGICOS DE HL NAO-COMUTATIVOS

4.1 INTRODUCAO

No presente capitulo serao descritos os modelos nao-comutativos, para uma versao
particular de NC, acoplados a fluidos perfeitos em que a nao-comutatividade é introduzida
de maneira geométrica através do formalismo de FJ. Em seguida, serdo obtidas as equagoes

de movimento para os modelos cosmologicos de HL. NC.

4.2 APLICACAO DO FORMALISMO DE FJ

A versao NC dos modelos cosmolégicos de HL sera obtida através da aplicacao
do formalismo de FJ introduzido no Capitulo 2. Este formalismo, conforme sera visto,
introduz naturalmente, de maneira geométrica, transformagoes de coordenadas que levam as
variaveis comutativas, mais um parametro ndo-comutativo .. Este parametro, denominado

parametro NC, carrega todas as informagdes sobre a NC presentes nos modelos cosmologicos
de HL.

Como ponto de partida, seguindo o formalismo de FJ, sera utilizada a seguinte
densidade de Hamiltoniana (3.18) [17],

P? . s P
H=N —ﬁ—gcak—l—gj\a:i—l—ﬁ%%—k%—l—l . (4.1)

Partindo da densidade de Hamiltoniana acima, e iniciando a aplicacao do forma-
lismo, obtém-se a seguinte densidade de Lagrangeana de interagao zero do sistema,

£(O) = Paa+PTT_V(O)(a7Pa7T7PT>‘ (42)

Nela V© (a, P,, T, Pr) é o potencial simplético dado por,

(0) Pc? 3 297" Js PT
VW®(a,P,,T,Pr) = NQ =N |——* — geak + gra’ + k"= + k= + —| . (4.3)
4a a ad  av

Neste caso, as variaveis simpléticas do sistema sao dadas por,
¢® = (a,P, T, Pr,N). (4.4)

Identifica-se de (4.2) a correspondéncia dos seguintes momentos 1-forma de interagao zero,

(=]

A0) P,



Através da seguinte definigao (2.86), introduzida no Capitulo 2,

o o¢ 0
obtém-se os seguinte elementos de matriz,
f 0A, B 0A.
e da da
0Ap, 0A, B
faPa (9@ - 8Pa =0 1= 1,
0Ar  0A,
faT da - oT - 07
0Ap, 0A,
faPT 8@ 6PT N 07
fPaa _faPa = 1a
0Ap, O0Ap,
Jrur, 0P, oP, 0
0Ar  0Ap,
Jrr or, ~or
0Ap, 0Ap,
Jrrr or,  opy
fTa _faT - 07
Irp, —fp.r =0,
f 0AT B 0Ar
TT or  or
f 0Ap, B % 01— 1
TPr oT aPT - - ’
fPTa _faPT — 07
fprp, —fr.pr =0,
frrr —frp, = 1,
0Ap, O0Ap,
Trvpr or T =0,
0An  0A,
Jan da  ON 0
0An  0Ap,
fr or, ~ oN
0An  0Ar
fTN 8T - 8N - 07
0An  0Ap,
frrn P, N =0,
f 0AN B 0AN
A ON  ON

46

(4.10)
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Logo, com as entradas (4.11)-(4.31), a matriz simplética de interagao zero assume a forma,

(0 -1 0 0 0]
1 0 0 0 0
f9 =10 0 0 -1 0 (4.32)
00 1 0 0
(0 0 0 0 0]

Esta matriz é singular (ndo possui inversa). Seguindo o formalismo de FJ, é necessario
encontrar o modo-zero da matriz (4.32). O modo-zero é um vetor v que quando multiplicado

a matriz (4.32) leva ao vetor nulo [17]. Ou seja,

(0 -1 0 0] [a] 0
1 0 0 0 b 0
fO=10 0 0 -1 0 cl=1]0], (4.33)
0 0 1 0 d 0
(0 0 0 0] [e] 0
com,
a = 0, (4.34)
b = 0, (4.35)
d = 0, (4.36)
c = 0, (4.37)
e =V, (4.38)

Por questoes de conveniéncia sera escolhido e = 1. Entao, o modo zero da matriz simplética

de interagao zero (4.32) fica dado por,
/9 = 0 0 0 0 1). (4.39)

Contraindo o modo zero (4.39) com o gradiente do potencial simplético (4.3), obtém-se
um vinculo,
> © (NG

OV _ WD) _g_y 4.40
>y oE =gy = 2=0 (4.40)

i=1

Seguindo o formalismo, tal vinculo é introduzido na parte cinética da densidade de

Lagrangiana de primeira ordem, através do multiplicador de Lagrange 7 [17]. Assim,
LY = Pa+PrT+ Qi — VW (a,P,, T, Pr). (4.41)

Agora, VW (a, P, T, Py) =V (a, P,,T, Pr) = NQ, 7 é um multiplicador de Lagrange

1 ~ e Lo .
e fz( ) = (a, P,, T, Pr, N, T) sdo as novas variaveis simpléticas do sistema. Os momentos
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candnicos 1-forma de primeira interagdo, relacionados a densidade de Lagrangeana (4.41),

sdo identificados como,

AD = p (4.42)
AG) = o, (4.43)
AY = pp, (4.44)
A = o, (4.45)
AW = o, (4.46)
AY = Q. (4.47)

Com essas informagoes e utilizando (4.10), obtém-se os seguintes elementos de matriz,

DA, 0A, 00

fod = da Ot da’ (4.48)
T (1.49)
T o
- aa
M= - dn_ 2, (4.52)
o = 88‘? — aa/f = 0. (4.53)

Utilizando os resultados obtidos (4.11)-(4.31) e (4.48)-(4.53) obtém-se a seguinte matriz

simplética de primeira interagao,

o -1 0 0 o0 %
o0
1 0 0 0 0 2
0 0 0 -1 0 0
1) _
f(_o 0o 1 0 o0 22 (4:54)
OPr
0 0O 0 0 0 0
o0 o0 o0
—%a —opr, O —ap, 0 0

Esta matriz é singular e apresenta as seguintes equagoes a determinar o modo zero,

o -1 0 0 o0 & a 0
10 0 0 0 & b 0
0O 0 0 -1 0 0 0

£ = o “l = , (4.55)
o 0 1 0 0 Z d 0
0o 0 0 0 0 0 e 0

o0 [)9) o0
% ~or, O —op, OO0 [ [ F] [O]
o0 o0
~b+f— = 0=>b=f— 4.56
+ 3, F 50 (4.56)



a+f8Pa = 0=>a=—faipaa (4.57)
d = 0, (4.58)
o0 o0
C+fﬁ = OiC—_fﬁa (459)
e =V, (4.60)
I L) (461)

da 8Pa GPT
Substituindo (4.56), (4.57) e (4.59) em (4.61) obtém-se,

o000 00 90
0P, 00 laaor, — 0TIV 462

f

Novamente, por questoes de conveniéncia é escolhido e =1 e f = 1. Logo, obtém-se o

seguinte modo zero de primeira interagao,

1/(1):< o on o,y 1). (4.63)

9P, Oa P

Repetindo o processo, ja realizado, contraindo o modo zero de primeira interacao (4.63)

com o gradiente do potencial (4.3) obtém-se,

1oV o0 o0 00 90

6
_ oy o Q=0 1,64
;% ¢ op, 00 "N oaop, TV (4.64)

Conclui-se que 0 modo zero de primeira interagao (4.63) fornece o mesmo vinculo ja obtido
em (4.40). Como ja mencionado no capitulo 2, esta situagao ocorre quando o sistema
apresenta simetria de calibre. Neste caso, para prosseguir o formalismo, o calibre deve ser
fixado e introduzido na densidade de Lagrangeana de interagao zero (4.2) [17]. Como o

calibre considerado é N = 1, sua fixacao sera introduzida na forma,
¥ = N-—1, (4.65)

o que implica em N = 1. Novamente, usa-se um multiplicador de Lagrange n para a

introdugao do calibre (4.65). Logo,

L9 = Pa+PrT+%7—V9(a, P, T, Pr). (4.66)
Na densidade de Lagrangeana acima V' (a, P,, T, Pr) = NQ e fi(o) = (a, P,, T, Pr,N,n)
sao as novas variaveis simpléticas do sistema.

Os momentos candnicos 1-forma de interacao zero, relacionados a densidade de

Lagrangeana (4.66), sao identificados como,
A9 — p. (4.67)
AY ~ o (4.68)
A9 — p,. (4.69)



AR = o, (4.70)

AY = o, (4.71)

A = (4.72)
0

AP = S=N-1. (4.73)

Com essas informagoes e utilizando (4.10) obtém-se os seguintes elementos de matriz,

04, 0Aa

R (4.74)
[ gﬁz _ 3184:1 —0, (4.75)
1o = 3821:, _ 3;; 0 (4.76)
. gﬁ; _ ag,? — 0, (4.77)
1o = gj‘\; _ 8;? 1 (4.78)
- e Ok, am
[ = a;; _ a;; _0, (4.80)
A = = (451

Utilizando os resultados obtidos (4.11)-(4.31) e (4.74)-(4.81), obtém-se a seguinte matriz

simplética de interagao zero,

(0 =10 0 0 0
1 0 0 0 0 O
0O 0 0 -1 0 O
0 — 4.82
/ 0O 01 0 0 O ( )
0 0 0 0 0 1
I 0 0 0 0 —-10 |
Agora, esta matriz é nao singular e apresenta a seguinte inversa,
01 0 00 0|
-1 0 0 OO0 O
o171 _ 0O 0 0 10 O 483
7] 0 0 -100 0 (4.83)
0 0 0 00 -1
I 0O 0 0 01 O |

No presente momento, de maneira geométrica, serd introduzida a NC. Para

introduzi-la, serd suposto as seguintes relagoes entre os parénteses de Poisson, entre
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as variaveis NC'’s,

{a,T} = o, (4.84)
{FPo. Pr} = « (4.85)
{a,Pr} = 7, (4.86)
{T.P.} = x (4.87)
{a, P} = {T,Pr}=1, (4.88)

sendo o, a, 7 e x os parametros NC’s. Os parénteses de Poisson devem ser satisfeitos
em primeira ordem nos parametros NC’s, por isso, tais pardmetros devem ser pequenos.

Substituindo as propostas (4.84)-(4.88) na inversa da matriz simplética (4.83) obtém-se,

0 1 o v 0 O
-1 0 —x a 0 0
70 = _Z _Xa _01 (1) g 8 (4.89)
0O 0 0 00 -1
00 0 01 0 |

A matriz simplética é encontrada a partir da inversa de (4.89). Este processo foi realizado

no apéndice B. Finalmente, obtém-se a seguinte matriz simplética,

0 1 —a —x 0 0]
1 0 v -0 0 0
o 11“ i v _01 (1) 8 8 , (4.90)
0 0 0 T
| 0 0 —-I' 0

em que, I' = (o — 1)+ xy e (ao — 1) + xv # 0.

Retornando & densidade de Lagrangiana de interagao zero (4.66), definida pelas
variaveis simpléticas SZ(O) = (a, P, T, Pr,N,n) e momentos 1-forma de interagao zero nao
nulos A® = p,, AY = Py, Al = N — 1, obtém-se, utilizando (4.10) associada a matriz

simplética (4.90) os seguintes elementos de matriz,

aglja B gﬁz _ 0+; _ 11“ (4.91)
88/(1;1 B c’gf;& _o0— % _ _%7 (4.92)
agl;T B g;l; 0 _% _ _%7 (4.93)
854]€T B %é]; _0 _% _ _% (4.94)
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0Ar  0Ap, N 7
oP, 0T =0 < F) o (4.95)
0Ap,  0Ar _ 1
or 0Py 0 < r) o (4.96)
0A, 0Ay
N o - 1. (4.97)

No presente momento, com as informacoes obtidas e sabendo quem sao as variaveis

simpléticas do sistema, serd proposta a seguinte densidade de Lagrangeana geral,

ENZ

Aga+ Ap, Py + ArT + Ap. Pr+ Ay + AxN — NQ.

(4.98)

Para que o modelo ainda permaneca de segunda ordem nas velocidades, os momentos

1-forma mais gerais possiveis, relacionados a densidade de Lagrangeana (4.98), devem ser

dados por !,

A, (P, T, Pr
Apa ((l T PT
A (CL Pa,PT

)

)

)
Ap, (a, Pa,T) =

)

)

= bFP,+cI'+dPr, (4.99)

= ea+ fT'+ gPr, (4.100)

— ha+iP, + jPr, (4.101)

ka + 1P, +mT, (4.102)

Ax(n) = nn, (4.103)
A, (N) = oN +p. (4.104)

Nas equagoes acima, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, 7, k, [, m, n, o e p sdo os coeficientes a serem

determinadas.

As equagoes (4.91)-(4.97)

Ou seja,

OAp,  0A,
da  OP,
OAr  0A,
da 0T

OAp, A,
da  OPp

OAp, OAp,

oP,  OPr

OAr  OAp,
oP,  OT

O0Ap, OAp
or Py
0A, 0Ay
ON  On

sao resolvidas apds as substitui¢oes de (4.99)-(4.104).

= e—b:;:e:?ﬂ b:I{7 (4.105)
= h—c=—Z=h=7, CZQFO‘, (4.106)
— ked=Xsk=X a2 (4.107)
_ l_g:_%;»zz%, g:2r", (4.108)
_ Z—f:g:z:?, f:%, (4.109)
_ m_jzlﬁ;»m—i, j:lf, (4.110)
= o-n=1=0=2 n=1 (4.111)

1

P,?) etc.

Devem ser escolhidos dessa forma para nao originar termos de segunda ordem do tipo
PP, =1/2(
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Substituindo os resultados encontrados (4.105)-(4.111) em (4.99)-(4.104) obtém-se,

1

A, = T (P, +2aT + 2xPr), (4.112)
1

Ap, = = (2a+9T+20Pp), (4.113)
1

Ar = T (wa + 2vP, + Pr), (4.114)
1

Ap, = T (xa+oP,+2T), (4.115)

Ay = (4.116)

A, = 2N +p. (4.117)

A densidade de Lagrangeana (4.98) para os modelos cosmoldgicos de HL NC'’s, apés as
substituicoes de (4.112)-(4.117), fica,

. 1 1 :
L = & (Put20T +2Pr)a+ 5 (2a+9T +20Pr) Py
1 . ;
+ f(oza+2’YPa+PT)T+f(Xa"‘UPa"‘QT)PT
+ nN+ (2N +p)n— NQ. (4.118)

E importante perceber que a densidade de Lagrangeana acima apresenta alguns termos
envolvendo derivadas temporais das velocidades @ e T'. Para eliminar essa inconsisténcia,
que significa termos acelera¢oes na Lagrangeana, basta considerar apenas os seguintes

termos de primeira ordem,

Ap, =

a

(2a +~T), (4.119)

Ap, = =(xa+2T). (4.120)

= A==

Assim, a densidade de Lagrangeana (4.118) é reduzida a,

< 1 1
L = f(Pa—l—QaT—i-QXpT)a—i-f(2a—|—’yT)Pa

1 .1 .
+ f(aa+27Pa+PT)T+f(Xa+2T)PT

+ N+ (2N +p)n — NQ. (4.121)

Os termos restantes de segunda ordem nas velocidades sao eliminados apods integracoes
por partes. Realizando este processo, considerando p = —1 e reorganizando os termos, a

densidade de Lagrangeana (4.121) fica,

" 1 1 .
L = f(—Pa+2aT+XPT)d+f(04a—|—’yPa—PT)T—I—(N—1)7’)—NQ
= P,a+ PrT+Yn— NQ. (4.122)

Como sera destacado em seguida, é importante mencionar que o formalismo de FJ intro-

duziu de maneira natural varidveis nao-comutativas em termos das variaveis comutativas
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mais os parametros NC’s. Isto quer dizer que, transformagoes de coordenadas, surgiram
de maneira natural a partir da densidade de Lagrangeana (4.122). Estas transformacoes

sao dadas por,

i = a, (4.123)
T = T, (4.124)
~ 1

P, = T (=P, +2aT + xPr), (4.125)
~ 1

Pr = T (cva +~P, — Pr), (4.126)

sendo a, T', P, e Pr as coordenadas comutativas.

No presente momento é importante verificar a validade, em primeira ordem dos
pardmetros NC’s, dos Parénteses de Poisson, considerando as NC’s introduzidas (4.84)-

(4.88). Esta validade ¢ verificada no apéndice B.

De acordo com a transformacao (4.123) e (4.124), conclui-se que ¢ = 0. Somando
equacao (4.126) com a equagao (4.125) multiplicada por 7 explicar melhor e considerando

apenas os termos em primeira ordem dos parametros NC’s obtém-se,
Py = Pr+~P,+ aa. (4.127)
De maneira analoga, fazendo (4.125) + A\(4.126) obtém-se,
P, = P,+xPr+2aT. (4.128)
Substituindo (4.127) e (4.128) em (4.1) obtém-se finalmente a densidade de Hamil-

toniana da teoria NC, escrita em termos das coordenadas comutativas mais os pardmetros
NC’s, no calibre N =1,

~ 1 ~ ~ 2 r S
H = —— (Po+xPr+20T) — kgea+ gra® + Ry s
4a a a3
1 - .
+ s (PT + P, + aa) . (4.129)

Utilizando a densidade de Hamiltoniana NC (4.129), obtém-se as seguintes equagoes

de Hamilton para os modelos NC’s, em primeira ordem dos parametros NC'’s,

a = %gzz—;(ﬁﬁxﬁTJFMT)Jrazw, (4.130)
p, — —‘Zzg% = —422 (ﬁf + 2xP,Pr + 4a[5aT) + kg — 3gaa® + kZ% + 3k3%

+ a(iiil) <I5T + 715@) + (Bw—1) %, (4.131)

o ggg;: aiw - X;; (4.132)

Essas sao as equagoes de Hamilton para o caso mais geral possivel.
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4.3 NAO-COMUTATIVIDADE DO TIPO ¢ =y =x =0

Na presente secao, por questoes de simplicidade, serd escolhida um tipo particular

de NC em que os paréntese de Poisson (4.84)-(4.88), entre as varidveis NC’s, se reduzem a,

{a, T} = 0, (4.134)
{Pu, Pr} = «a, (4.135)
{a,Pr} = 0, (4.136)
(TP} = o0, (4.137)
{a,P} = {T,Pr}=1. (4.138)

Isso quer dizer que 0 =y =y = 0. A NC tratada a partir daqui é a mesma considerada
m [17], nos modelos cosmolégicos de RG NC’s. Substituindo as escolhas das NC'’s
(4.134)-(4.138) nas equagoes de Hamilton (4.130)-(4.133) obtém-se, em primeira ordem no

parametro NC,

OHoa 1 -

P = ———=—— (P, +2aT), 4.139
“ = 9B, 0a 3 (Pat2aT) (4.139)
5 OH aﬁa 1 297" 393

P, = ~ 54 9. 42(13 +4aPT)+/<:gc—3gAa + k22 + 3k
3w
ey = _Pr+ (3w — 1) - (4.140)

: OH OT 1

g OHOT 1 4.141
GPT 8T CL3w’ ( )

: OHOPr  aP,

p. - _OHOPr ol 4.142

r 8T 8PT a ( )

Fazendo 2c(4.139) + (4.142) e eliminando os termos de ordem superiores,
200+ Pr = 0
[ @ai+rPr)a = ¢
2a+Pr = C
Pr = C —2aa. (4.143)
Isolando P, em (4.139) obtém-se,
P, = —2aa—2aT. (4.144)

Substituindo (4.140), (4.141), (4.143), (4.144) na derivada temporal de (4.139),
e eliminando os termos de ordem superiores no parametro NC, encontra-se a seguinte
equacao de segunda ordem no tempo para o fator de escala,

a? 1
a+ — = kg.— 3 k
a—i—2a 2{9 ga-l—

3 gs 3wC a

9
) et =l 3w+1]}(4.145)

+3k
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Ao substituir as quantidades (4.143), (4.144) na densidade de Hamiltoniana (4.129),
impondo a condicao de vinculo, e considerando apenas os termos de primeira ordem no

parametro NC, obtém-se a seguinte equacao de Friedmann,

T S C
29 _ 39 + = =, (4.146)

YY) 9
H = 4"+ kge—gaa” —Fk o2 G gl T g3

onde identifica-se o seguinte potencial dos modelos cosmoldgicos NC’s,

V(a) = kge — gna® = K25 — k¥ S (4.147)

Estas sao as equagoes de movimento para o fator de escala dos modelos cosmologicos
NC’s na teoria gravitacional de HL. A partir do presente momento, sera utilizado o potencial
(4.147) para estudar as solugoes dos modelos cosmolégicos comutativos e NC’s referentes a
gravitacao de HL, no préximo capitulo. O caso comutativo é recuperado fazendo @ =0 e
C' = Pr em (4.147). Por questoes de simplicidade, sera omitido o sobrescrito em (4.147),

ou seja, serd denotado que V(a) = V(a).

Os resultados referentes a introdugao da NC (4.135)-(4.138) e as solugoes das
equacoes de movimento (4.145)-(4.146), para os modelos cosmolégicos de HL, NC’s, serao

exploradas no capitulo seguinte.
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5 RESULTADOS OBTIDOS DOS MODELOS COSMOLOGICOS DE HL
NC’s

5.1 INTRODUCAO

No presente capitulo sera obtida a lei da conservacao de energia dos modelos
cosmologicos NC’s em que o termo NC das equacgoes de movimentos serd interpretado
como um fluido perfeito NC. Além disso, serdo obtidas as equacoes de estado e da
conservacao de energia para tal fluido NC. Também serao obtidas as solucoes das equagoes
de movimento para diferentes tipos de fluidos perfeitos. Algumas destas solugoes serao
utilizadas na tentativa de explicar a atual expansao acelerada do Universo. Estas solugoes
serao apresentadas por meio de comparacoes entre as solugdes nao-comutativas e suas
correspondentes comutativas. Em seguida sera obtida uma estimativa para o parametro

NC, baseada nos dados observacionais atuais.

5.2 O FLUIDO PERFEITO NC

E importante mencionar que através das equacoes de movimento (4.145)-(4.146),
para os modelos comutativos (a = 0), é possivel obter uma equagao de conservagao de
energia. Para este caso, esta equacao é obtida no apéndice B. De maneira analoga, sera
obtida e analisada uma equagao de conservacao de energia para os modelos cosmologicos

NC’s. Esta equacao resultara no que serda denominado fluido NC.
Através da equacao de Friedmann (C.1), que é equivalente a (4.146), sera conside-
rada como densidade de energia do fluido NC a seguinte quantidade,

«

9 o= ——— (5.1)

w2’

Substituindo (5.1) na equagao da conservagao da energia (C.7) obtém-se,

a (O‘ (3w —1) + 3]5> - 0. (5.2)

a a3w+2

Como a # 0 e a # 0 em, quaisquer instante de tempo,

5= 0= ;(30.1 _ ) (—a3f+2) | (5.3)

Nesta equacao, p é a pressao do fluido NC. Ou seja, o fluido NC apresenta uma equagao
de estado p = 49, sendo ¥ uma constante do tipo ¥ = J(w). Isso quer dizer que o fluido
NC depende do fluido perfeito com equagao de estado p = wp. A verificagdo do presente

resultado é realizada substituindo (5.3) em (C.9). Ou seja,

@ da
3W+p)  a
dv da

3(0+ % (Bw—1)v) a
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dv _ da
J(2+3w) a
dd da
o b
3 (2 + 3w) "
InY = —(2+43w)lna+ B. (5.4)

Na solucao acima B é uma constante de integracao. Através de algumas manipulacoes a

solugao (5.4) se transforma em,

Ind+ (24 3w)lna = B
In (ﬁa?’w“) = B
va* T = b (5.5)

No instante inicial em que t = 0 sdo considerados ¥(t = 0) = Jy e a(t = 0) = ay, logo,
Yoap™? = P, (5.6)

Substituindo a constante de integracao (5.6) em (5.5) obtém-se,

19(130.)4-2 — ﬂoagw+2
3w+2
9 = iy (ao) . (5.7)
a

Mas, de acordo com (5.1), é preciso considerar o sinal negativo da densidade de energia .

Assim,

9 = —d, (a> | (5.8)

Como pode-se perceber o presente resultado esté de acordo com (5.1) onde ¥y pode assumir
valores positivos ou negativos, ao apenas valores positivos e o = Jgas“ ™. Isso quer dizer
que a constante o apresenta uma relagdo com a densidade de energia ¥ do fluido NC.

Como ja mencionado tal relagao ¢ do tipo (5.1).

5.2.1 O fluido perfeito NC e o setor de matéria

A presente secao refere-se ao estudo do fluido NC, através de (5.3), na presenga de
seis fluidos perfeitos diferentes. Sao eles: matéria rigida, radiagao, poeira, cordas cosmicas,
paredes de dominio e constante cosmologica. Estes fluidos apresentam respectivamente os
seguintes valores para a constante w: (1,1/3,0,—1/3,—-2/3,—1). Serao considerados os

mesmos fluidos ao estudar as solugdes dos modelos cosmoldgicos, no capitulo seguinte.

5.2.1.1 Matéria Rigida: w =1

Para o modelo NC com o setor de matéria descrito por matéria rigida em que w = 1
o fluido NC apresentara a seguinte pressao,

Pur = ;(3 —1) (_a3+2) _ ; (—Cﬁ) | (5.9)
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5.2.1.2  Radiag¢io: w = 1/3

Para o modelo NC com o setor de matéria descrito por radiacdo em que w = 1/3 o

fluido NC apresentara a seguinte pressao,

—_

pr = —(1—1) (-O‘> = 0. (5.10)

3 a’
5.2.1.3 Poeira: w =20

Para o modelo NC com o setor de matéria descrito por poeira em que w = 0 o

fluido NC apresentard a seguinte pressao,

pr = ;(O —1) (—a) = —:1)) <—a> . (5.11)

a2
5.2.1.4  Cordas Césmicas: w = —1/3

Para o modelo NC com o setor de matéria descrito por cordas cdésmicas em que

w = —1/3 o fluido NC apresentara a seguinte pressao,

o - jemn() A o

5.2.1.5 Paredes de Dominio: w = —2/3

Para o modelo NC com o setor de matéria descrito por paredes de dominio em que

w = —2/3 o fluido NC apresentara a seguinte pressao,

pPpp =

(—2-1) <_a_(;‘+2> — _(~a). (5.13)

Wl =

5.2.1.6  Constante Cosmolégica: w = —1

Para o modelo NC com o setor de matéria descrito por constante cosmolégica em

que w = —1 o fluido NC apresentara a seguinte pressao,
Ba = ;(—3 —1) <—a_‘3‘+2> - —g (—aa). (5.14)
Como pode-se perceber, quando o > 0 o fluido NC apresenta pressao negativa
(p < 0) apenas para matéria rigida (w = 1), sendo pressdao nula (p = 0) para radiagao
(w=1/3) e positiva (p > 0) para os restantes (w < 1/3). Isso quer dizer que o fluido NC
com pressao negativa tera maior influéncia nos estagios iniciais do Universo. Por outro
lado, quando o < 0 o fluido NC com matéria rigida (w = 1) é o nico que apresenta
pressao positiva (p > 0), sendo pressao nula (p = 0) para radiacao (w = 1/3) e negativa
(p < 0) para os restantes (w < 1/3). Isso quer dizer que o fluido NC com pressdo negativa

tera maior influéncia nos estdagios mais atuais do Universo.
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E fundamental mencionar que a introducio da NC (4.134)-(4.138) foi feita de
maneira geométrica, consequentemente resultou em um termo geométrico adicional en-
volvendo o pardmetro NC, definido por «, nas equagoes de movimento (4.145)-(4.146).
Este termo, pode ser interpretado como um fluido perfeito NC. Dessa forma, apesar do
termo adicional ser de origem geométrica, pode ser relacionado com o setor de matéria

dos modelos cosmolégicos NC’s.

5.3 SOLUCOES DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

A andlise dos resultados foi realizada de maneira numérica e detalhada através de
comparagoes entre os potenciais dos modelos NC’s e seus correspondentes comutativos.
Além disso, também foram comparados as possiveis solucoes das equacoes de movimento
correspondentes aos respectivos potenciais de ambas as teorias. O estudo é baseado no
potencial (4.147) e nas equacdes de movimento (4.145)-(4.146), no gauge N = 1. E
importante destacar que as equagoes para o modelo comutativo sao obtidas fazendo a = 0

eC’:PT.

Como ja mencionado a equagao de Friedmann (4.146) é resolvida de maneira
numérica, porém, em alguns casos ela nao fornecerd a solugao devido a necessidade
de mais uma condicao inicial. Nos casos ressaltados acima a equacao que requer duas
condigoOes iniciais, e que sera utilizada, é a equagdo da aceleracao do fator de escala
(4.145).  As condigoes iniciais a(t = 0) para a equac¢do de Friedmann (4.146) serdo
obtidas através do comportamento qualitativo do potencial (4.147). J& para a equagdo da
aceleracao do fator de escala (4.145) as condigoes iniciais a(t = 0) e a(t = 0) serdo obtidas
através do comportamento qualitativo do potencial (4.147) e da equagdo de Friedmann
(4.146) respectivamente. E importante destacar que na anlise qualitativa realizada foram
considerados apenas os pontos criticos e raizes dos potenciais com valores positivos. Dessa
forma, os fatores de escala sempre terao condicao inicial a(t = 0) > 0 e sofrerao inicialmente

uma expansao dada por a(t = 0) > 0.

Serao destacados apenas os casos em que o espago-tempo é caracterizado pelas
secOes espaciais com curvaturas nao nula, pois, o caso de curvatura nula reduz os presentes

modelos nos descritos pela RG em [17].

Primeiramente é importante destacar duas caracteristicas dos modelos cosmologicos
de HL estudados no presente trabalho. Através do potencial (4.147) percebe-se que quando
0 espago-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com curvatura positiva (k= 1) e
sendo o parametro gy positivo (gs > 0), ali>r(r)1+ V (w,a,a) = —oo independente do fluido
perfeito considerado no presente texto. Isso quer dizer que os Universos obtidos por esses
modelos apresentam fatores de escala com singularidades iniciais do tipo Big Bang. Tal
caracteristica também estd presente nos modelos cujo espaco-tempo é caracterizado pelas

segOes espaciais com curvatura negativa (k = —1) e pardmetro g5 negativo (gs < 0). Outra
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caracteristica importante a ser mencionada é que nos casos onde ha a combinacao k=1 e

gs < 0 e também k= —1e g, > 0, lim+ V (w, a, a) = oo independente do fluido perfeito
a—0

considerado no presente texto. Isso quer dizer que os fatores de escalas dos Universos

obtidos por esses modelos nao apresentam singularidades iniciais do tipo Big Bang.

E importante mencionar que independente do tipo de matéria considerado no
presente texto o potencial (4.147) poderd nao apresentar raiz, apresentar apenas uma,
duas ou no maximo trés raizes reais e positivas. Além disso pode nao apresentar ponto

critico, apresentar apenas um ou no maximo dois pontos criticos reais e positivos.

Uma das questoes mais importantes que fundamenta o presente trabalho e que
merece destaque é a possivel influéncia da NC no comportamento qualitativo dos fatores
de escala impedindo que esses evoluam no tempo para singularidades do tipo Big Crunch.
Ou seja, a NC pode evitar que o Universo, dadas suas condigoes iniciais, entre em colapso.
Também existe a possibilidade da NC influenciar na existéncia de Universos quando
esses nao sao previstos pela teoria comutativa. Essas mudancas nos comportamentos
qualitativos dos fatores de escala resultam do fato da NC reduzir ou aumentar o niimero
de raizes (pontos de retorno) do potencial (4.147). Como os resultados de interesse sao
principalmente motivados pela expansao acelerada do Universo, serao destacados os casos
em que ambas as teorias, comutativa e NC, apresentam Universos em que os fatores de
escala expandem infinitamente a partir das condig¢oes iniciais. Dentre estes casos, sera
visto que em diversas situacoes, a teoria NC apresenta um fator de escala com taxa de
expansao mais rapida quando comparado ao obtido pela teoria comutativa. Essa situacao
junto as mencionadas anteriormente ocorrerao nos casos em que o parametro NC atua
diminuindo o valor do potencial (4.147), ou seja, o < 0. Além disso, outra motivagao para

que a < 0 refere-se ao fluido NC. Neste caso, a densidade de energia (5.1) serd positiva.

A partir dos argumentos utilizados serao considerados e apresentados no presente
texto os modelos cosmologicos acoplados a seis diferentes fluidos perfeitos com equacao
de estado p = wp. Sao eles: matéria rigida, radiacao, poeira, cordas césmicas, paredes
de dominio e constante cosmologica. Estes fluidos apresentam respectivamente os seguin-
tes valores para a constante w: (1,1/3,0,—1/3,—-2/3,—1). Além disso, também serdo

apresentados apenas os resultados referentes ao valor negativo do pardmetro NC («a < 0).

5.3.1 Matéria Rigida: w =1
5.3.1.1 Curvatura positiva k =1

Para os modelos cujo espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura positiva (k = 1) e cujo setor de fluido perfeito é caracterizado por matéria rigida

o potencial (4.147) assume a forma,

Vur(k=1w=1,a) = g. — gra” — = — — + —. (5.15)
a
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Neste caso o setor do fluido perfeito acopla com a constante g;. Logo, 2 = g, + C.
A equagao de Friedmann (4.146) fica,

.2 s g 9 o
a—i—gc—g,\a—?—g—l—E—O, (5.16)
e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),
-2
a 1 Jr Q Q@
i+ — 4+ — |ge — 3gaa® + = +3— —2—| = 0. 5.17
a+2a+2ag gAa+a2+ a* a3 (5.17)
Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros g, e €2.

5.3.1.1.1 Caso gy >0
a)g->0,Q>0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, > 0
e {1 > 0 foram obtidos resultados em que os potenciais de ambas as teorias divergem
para —oo quando a — 01, apresentam um crescimento até um ponto de maximo seguido
de um decrescimento com uma divergéncia para —oo quando a — +oo. O ponto de
maximo do potencial comutativo é dado por a. e o valor do potencial nesse ponto é
positivo (V.(ac.1) > 0). Além disso, o potencial comutativo apresenta duas raizes dadas
POr Qer1 € o tal que ago > aeq . O ponto de maximo do potencial NC é dado por a,,.
e o valor do potencial nesse ponto é negativo (Vyc(ane) < 0). Além disso, o potencial
NC nao apresenta nenhuma raiz. Os comportamentos dos potenciais descritos acima sao
representados pela Figura 1. O fato do potencial comutativo possuir duas raizes implica que
os Universos obtidos pela teoria comutativa apresentarao fatores de escala com dois tipos
de comportamentos distintos que dependerao das condigoes iniciais utilizadas. Ja o fato do
potencial NC nao apresentar nenhuma raiz implica que os Universos obtidos pela teoria NC
apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento independente das
condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equacdo de movimento (5.17) com as condigoes
iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |0, az1[ ¢ com a.(0) e ay,.(0) determinados
pela equagao de Friedmann (5.16) a teoria comutativa deu origem a Universos em que os
fatores de escala expandem inicialmente a partir da singularidade do Big Bang até um
tamanho maximo dado por a1, em seguida, sofrem contracao até uma singularidade do
tipo Big Crunch em um tempo t finito. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os
fatores de escala expandem infinitamente em um tempo infinito a partir da singularidade
do Big Bang. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos

pela Figura 1 junto as condigoes iniciais mencionadas sdo representados pela Figura 2. Ao
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utilizar a equagao de movimento (5.16) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0)
contidas na regiao |a.-2, 00| ambas as teorias deram origem a Universos em que os fatores
de escala expandem infinitamente em um tempo infinito a partir da condi¢ao inicial
a(t = 0). Neste caso, o fator de escala da teoria NC apresenta uma taxa de expansao
mais rapida quando comparado ao da teoria comutativa. Os comportamentos descritos
acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 1 junto as condicoes iniciais

mencionadas sao representados pela Figura 3.

b) g <0,Q2>0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, < 0
e 2 > 0 foram obtidos resultados em que os potenciais e os correspondentes fatores de
escala de ambas as teorias apresentaram os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos

anteriormente. Tais comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,

gr >0
g-<0eQ>0
Figuras 1, 2 e 3.

Tabela 1 — Resultados obtidos pelos modelos com matéria rigida, curvatura positiva &k = 1,
ga > 0 e combinagoes de sinais entre os parametros g, < 0, £ > 0.
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¢)gr->0Q<0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, > 0
e () < 0 foram obtidos resultados em que os potenciais de ambas as teorias divergem para
+00 quando a — 0T, apresentam um decrescimento até um ponto de minimo, seguido
de um crescimento até um ponto de maximo, e novamente um decrescimento com uma
divergéncia para —oo quando a — 400 . Os pontos de minimo e méximo do potencial
comutativo sao dados por a.; e a.o respectivamente sendo positivos os valores do potencial
nesses pontos (V.(aq1) > 0 e V.(ax) > 0) e respeitando a relagdo V.(ae) > Vi(ae). Além
disso, tal potencial apresenta apenas uma raiz dada por a..,. Os pontos de minimo e
maximo do potencial NC sao dados por a,. € a,e respectivamente sendo os valores do
potencial nesses pontos negativo (V,e(ane1) < 0) e positivo (Vie(ane) > 0). Além disso, tal
potencial apresenta trés raizes dadas por pner1, Gnera € Uners, tal que apers > Anero > Aner -
Os comportamentos dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 4. O fato
do potencial comutativo possuir apenas uma raiz implica que os Universos obtidos pela
teoria comutativa apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento
que dependeréd das condic¢oes iniciais utilizadas. Ja o fato do potencial NC possuir trés
raizes implica que os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com
dois comportamentos distintos que dependerao das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar
a equacao de movimento (5.17) com as condigdes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na
regiao |aner1, Anera| € com @.(0) e a,.(0) determinados pela equagao de Friedmann (5.16) a
teoria comutativa nao deu origem a nenhum tipo de Universo. Ja a teoria NC deu origem a
Universos em que os fatores de escala apresentam comportamento oscilatorio entre maximos
e minimos. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos
pela Figura 4 junto as condigoes inicias mencionadas sao representados pela Figura 5. Ao
utilizar a equac¢do de movimento (5.16) com as condi¢oes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0)
contidas na regido |a.1,+oo[ ambas as teorias deram origem a Universos em que o0s
fatores de escala apresentam o mesmo tipo de comportamento qualitativo descrito pela
Figura 3. Tais comportamentos sao representados pela Figura 6. Ainda no mesmo caso
em que hé a combinacao de sinais entre os parametros g, > 0 e {2 < 0 foram obtidos
resultados em que os valores do potencial comutativo nos pontos de minimo e maximo
sdo negativo (V.(aq1) < 0) e positivo (Vo(ae) > 0) respectivamente. Além disso, tal
potencial apresenta trés raizes dadas por ae1, Geo € A3, tal que agg > Ao > . Ja
os valores do potencial NC nos pontos de minimo e méaximo sao negativos (Ve(anpe1) <0
e Vi(ane2) < 0) respeitando a relacdo Vi(ane) > Vi(ape). Além disso, tal potencial
apresenta apenas uma raiz dada por a,..1. Os comportamentos dos potenciais descritos
acima sao representados pela Figura 7. O fato do potencial comutativo possuir trés raizes

implica que os Universos obtidos pela teoria comutativa apresentarao fatores de escala

1 Nesses casos os Universos obtidos nido apresentam singularidades do Big Banyg.



65

com dois comportamentos distintos que dependerao das condigoes iniciais utilizadas. Ja
o fato do potencial NC possuir apenas uma raiz implica que os Universos obtidos pela
teoria NC apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que
dependera das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.17)
com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |ac1, ae2| € com a.(0) e
ne(0) determinados pela equacao de Friedmann (5.16) a teoria comutativa deu origem a
Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo
descrito pela Figura 5. J& a teoria NC deu origem a Universos em que os fatores de escala
expandem infinitamente em um tempo infinito a partir da condicao inicial a(t = 0). Os
comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 7
junto as condigOes inciais mencionadas sao representados pela Figura 8. Ao utilizar a
equacao de movimento (5.16) com as condi¢oes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas
na regiao |a.-3, +0o| ambas as teorias deram origem a Universos em que os fatores de
escala apresentam os mesmos comportamentos qualitativos descrito pela Figura 3. Tais

comportamentos sao representadas pelas Figuras 9.

d) g, <0,Q2<0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros
gr < 0 e Q < 0 foram obtidos resultados em que os potenciais de ambas as teorias
divergem para +oo quando a — 0% e para —oo quando a — oo 2. O potencial comutativo
apresenta apenas um decrescimento e uma raiz dada por a1, enquanto, o potencial
NC apresenta o mesmo comportamento qualitativo descrito no caso NC pela Figura
4. Os comportamentos descritos acima sao representados pela Figura 10. O fato do
potencial comutativo possuir apenas uma raiz implica que os Universos obtidos pela
teoria comutativo apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento
que dependeréd das condic¢oes iniciais utilizadas. Ja o fato do potencial NC possuir trés
raizes implica que os Universos obtidos pela teoria NC apresentardo fatores de escala com
dois tipos de comportamentos distintos que dependerao das condicoes iniciais utilizadas.
Ao utilizar a equacao de movimento (5.17) com as condigbes iniciais a.(0) = a,.(0) =
a(0) contidas na regido |aper1, ner2| € com a.(0) e a,.(0) determinados pela equagao de
Friedmann (5.16) a teoria comutativa nao deu origem a nenhum tipo de Universo. Ja
a teoria NC deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo
comportamento qualitativo representado pela Figura 5. Os comportamentos descritos
acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 10 junto as condicoes iniciais
mencionadas sao representados pela Figura 11. Ao utilizar a equagao de movimento
(5.16) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regido |a.1, +oo[ ambas

as teorias deram origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo

2 Nesses casos os Universos obtidos ndo apresentam singularidades do Big Banyg.
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comportamento qualitativo descrito pela Figura 3. Tais comportamentos sao representados

pela Figura 12.

5.3.1.1.2 Caso gy <0
a) gr>0e<0

Para os modelos em que o espago-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais
com curvatura positiva (k = 1), constantes de acoplamento gy < 0 e sendo o pardmetro
NC negativo (aw < 0), os unicos casos que apresentaram diferengas qualitativas nos
potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foram as combinagoes de sinais
entre os pardmetros g, > 0 e < 0 e também g, < 0 e 2 < 0. Nesses casos foram
obtidos resultados em que os potenciais de ambas as teorias divergem para +oo quando
a — 07, apresentam um decrescimento até um ponto de minimo seguido de um crescimento

3. O ponto de minimo do potencial

com uma divergéncia para +oo quando a — +0o0
comutativo é dado por a.; sendo positivo o valor do potencial nesse ponto (V.(a.1) > 0).
Além disso, tal potencial ndo apresenta raiz. O ponto de minimo do potencial NC é
dado por a,. sendo negativo o valor do potencial nesse ponto (V,.(ane1) < 0). Além
disso, tal potencial apresenta duas raizes dadas por a,e-1 € Gner2, tal que apero > denrr. Os
comportamentos dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 13. O fato
do potencial comutativo nao possuir raiz implica que nenhum tipo de Universo pode ser
obtido pela teoria comutativa. Ja o fato do potencial NC possuir duas raizes implica que
os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de
comportamento que dependera das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equacao de
movimento (5.17) com as condi¢oes iniciais a,.(0) = a(0) contidas na regiao |aner1, Aner2| €
com an.(0) determinada pela equacao de Friedmann (5.16) a teoria comutativa nao deu
origem a nenhum tipo de Universo. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os
fatores de escala apresentam o mesmo tipo de comportamento qualitativo descrito pela

Figura 5. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos

pela Figura 13 junto as condigoes iniciais mencionadas sao representados pela Figura 14.

5.3.1.2  Curvatura negativa k = —1

Para os modelos cujo espaco-tempo é caracterizado pelas secoes espaciais com

curvatura negativa (k = —1) o potencial (4.147) assume a forma,
B B B s g Q  «
Vur(k=—-1,w=1a) = —g. — gra _?_E—FE‘ (5.18)

Nesse caso, como ja mencionado o setor do fluido perfeito acopla com a constante g,. Mas,

agora () = —g, + C.

3 Nesses casos os Universos obtidos nio apresentam singularidades do Big Bang.
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A equagao de Friedmann (4.146) fica,

) s g 4 o
a—gc—gAa—g—g-l-?—O, (5.19)
e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),
-2
a 1 gr Q a
i+ — 4+ — |—g.—3gpa® + 2= +3— +-2—| =0. 5.20
a+2a+2a g gAa+a2+ a4+ a3 (5.20)
Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros g, e 2.

5.3.1.2.1 Caso gy >0

Para os modelos em que o espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, positiva (gy > 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (o < 0), o tnico caso que apresentou diferengas qualitativas nos
potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais entre
os parametros g, < 0 e {2 > 0. Nesse caso, foram obtidos resultados que apresentam os
mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao

apresentados na tabela seguinte,

grn >0
9>0eQ2>0] ¢.<0eQ>0 [g,>0e2<0|9,<0e2<0
Nada. Figuras 1, 2 e 3. Nada. Nada.
Tabela 2 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy > 0 e fluido

perfeito de matéria rigida.

5.3.1.2.2 Caso gy <0

Para os modelos em que o espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, negativa (g < 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tnico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais
entre os parametros g, > 0 e €2 > 0. Nos casos em que ha as combinac¢oes de sinais
gr>0e Q2 <0etambém g. < 0 e 2 < 0 foram obtidos resultados que apresentam os
mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao

apresentados na tabela seguinte,
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gr <0
g->0eQ>0] ¢g,>0eQ2<0 | g.<0e2<0
Nada. Figuras 13 e 14. | Figuras 13 e 14.
Tabela 3 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy < 0 e fluido

perfeito de matéria rigida.

a) gr <0,Q2>0

Para os modelos que apresentam a combinac¢ao de sinais entre os parametros
gr < 0 e ©Q > 0 foram obtidos resultados em que ambos os potenciais divergem para
—oo quando a — 01, apresentam um crescimento até um ponto de méaximo, seguido
de um decrescimento até um ponto de minimo, e novamente um crescimento com uma
divergéncia para +o0o quando a — +00. Os pontos de maximo e minimo do potencial
comutativo sao dados por a.; e a.o respectivamente sendo positivos os valores do potencial
nesses pontos (V.(aq1) > 0 e V.(ax) > 0) e respeitando a relagdo V.(aq) > Vi(ae). Além
disso, tal potencial apresenta apenas uma raiz dada por a..;. Os pontos de maximo e
minimo do potencial NC sao dados por a,.1 € a2, respectivamente, e sendo os valores do
potencial nesses pontos positivo (Vy,.(ane1) > 0) e negativo (Vie(ane) < 0). Além disso, tal
potencial apresenta trés raizes dadas por dpner1, Gnera € Uners, tal que apers > Anero > Aner -
Os comportamentos dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 15. O
fato do potencial comutativo possuir apenas uma raiz implica que os Universos obtidos pela
teoria comutativa apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento
que dependera das condigoes iniciais utilizadas. Ja o fato do potencial NC possuir trés
raizes implica que os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com
dois comportamentos distintos que dependerao das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar
a equacao de movimento (5.20) com as condigdes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na
1egiao |aner2, Aners[ € com a.(0) e ane(0) determinados pela equagao de Friedmann (5.19) a
teoria comutativa nao deu origem a nenhum tipo de Universo. J& a teoria NC deu origem
a Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo
descrito pela Figura 5. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais
descritos pela Figura 15 junto as condigoes inicias mencionadas sao representados pela
Figura 16. Ainda no mesmo caso em que hé a combinacao de sinais entre os parametros
gr < 0 e Q > 0 foram obtidos resultados em que os valores do potencial comutativo
nos pontos de maximo e minimo sao positivo (V,(as) > 0) e negativo (V.(az) < 0)
respectivamente. Além disso, tal potencial apresenta trés raizes dadas por ae.1, Gero € Ger3,
tal que aerg3 > Qo > G- Ja os valores do potencial NC nos pontos de maximo e minimo
sao negativos (Vie(ane1) < 0 e Vie(ane) < 0) respeitando a relacao Vie(aner) > Vie(anes)-
Além disso, tal potencial apresenta apenas uma raiz dada por a,..1. Os comportamentos
dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 17. O fato do potencial

comutativo possuir trés raizes implica que os Universos obtidos pela teoria comutativa
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apresentarao fatores de escala com dois comportamentos distintos que dependerao das
condicoes iniciais utilizadas. Ja o fato do potencial NC possuir apenas uma raiz implica
que os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com apenas um
tipo de comportamento que dependera das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a
equacao de movimento (5.20) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas
na regiao |aee, aers| € com a.(0) e an.(0) determinados pela equacao de Friedmann (5.19)
a teoria comutativa deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o
mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 5. J& a teoria NC deu origem a
Universos em que os fatores de escala expandem inicialmente a partir da singularidade do
Big Bang até um tamanho maximo dado por a,..1, em seguida, sofrem contracao até uma
singularidade do tipo Big Crunch em um tempo t finito. Os comportamentos descritos
acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 17 junto as condigoes inciais

mencionadas sao representados pela Figura 18.

POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
0.2 10
o
0.1 8
7,
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 1 L. 2 61
a(1)
a(t) s
-0.11
4
V(a) -02 3
2,
-0.31 11
0 1 2 3 4
-0.4- 1
[—a=-05—o0a=0| |[— a=-05—oa=0]
Figura 1 — Potenciais das duas teorias. Figura 2 — Fatores de escala correspondentes a

Figura 1 e condig¢bes iniciais conti-
das na regido 10, acr1].

k Je ga | 9r Q Q a(O) a’c(o) (ch(O)
113,11 |1|2]-0,5|0,11]141,7635708 | 143,5162360

Tabela 4 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 1 e 2.
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FATORES DE ESCALA
40
30
a(1)
20
10
0 1 2 3 4
t
—oc0s—aco]

Figura 3 — Fatores de escala correspondentes a
Figura 1 e condicbes iniciais conti-
das na regido |acr2, +00[.

e lgn g | Q| a | a(0)
1311 1]2]-05]151

Tabela 5 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 1 e 3.

POTENCIAIS FATOR DE ESCALA

4

0.681

0.67
3 .

0.661

V(a) 21 0.65

0.641

a(1)

1 0.634

0.62-

0 Vo 2 3 4 0.611

a(1)

0.60-
_1 B

0.59

0 1 2 3 4
-2 ‘
r—ay
Figura 4 — Potenciais das duas teorias. Figura 5 — Fator de escala correspondente a Fi-

gura 4 e condigdes iniciais contidas
na regiao |aner1, Anera|.



k ge | A | Gr Q Q a<0) anc<0)
11614 |—-1|-0,5]0,59]|0,1447493282

Tabela 6 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 4 e 5.

FATORES DE ESCALA

0 0.5 1 15 2
t

[—a=-05 0=0|

Figura 6 — Fatores de escala correspondentes a
Figura 4 e condig¢bes iniciais conti-
das na regiao Jacr1, +00l.

ge | 9r | gr | N2 a | a(0)
161 |4|-1]-0,5]2,30

Tabela 7 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 4 e 6.
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POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
21 51
44
N
0
3 a(1)
2,
- 1 B
n
-2
0 ; ‘ ‘ ; ‘
0 1 2 3 4 5
-3 t
ey p—— [ p——

Figura 7 — Potenciais das duas teorias. Figura 8 — Fatores de escala correspondentes a
Figura 7 e condicbes iniciais conti-
das na regiao |acr1, Geral.

e | gr|9r| Q| a |a(0) c(0) ine(0)

113,814 |~-1]-0,5|0,61]0,3154568623 | 1,517346560

Tabela 8 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 7 e 8.
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FATORES DE ESCALA

0 0.5 1 1.5 2
t

|—oc:-0.5 — oc:0|

Figura 9 — Fatores de escala correspondentes a
Figura 7 e condicbes iniciais conti-
das na regido |acrs, +00[.

El g |ga|gr| Q o a(0)
1(381 |4 |-1]—-05]148

Tabela 9 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 7 e 9.

POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
0.41 11
0.3 1.0+
V(a) 0.2 091
0.8
0.1
a(t)
0.7
0 ‘ :
1 2 3
a(t) 0.6
-0.11
0.5
0.2
0.4 , ‘ ; ; ‘
0 2 4 6 8 10
-0.31 t
—rw—ay
Figura 10 — Potenciais das duas teorias. Figura 11 — Fator de escala correspondente a

Figura 10 e condigoes iniciais con-
tidas na regido |aner1, Gnero| -



e ga gr Q « CL(O) anc(O)
110,3]0,1|-0,1]-0,2]—-0,510,48 | 0,2062345000

Tabela 10 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 10 e 11.

FATORES DE ESCALA
6,
5,
t
atr) |
N
]
0 i 2 3 4 5
t
[—o=-05 0=0|

Figura 12 — Fatores de escala correspondentes
a Figura 10 e condigbes iniciais
contidas na regido Jacr1, +00|.

ge | 9 | gr Q a | a(0)
110,3[0,1|-0,1]-0,2|—0,5]1,86

Tabela 11 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 10 e 12.



POTENCIAIS

w

[

V(a) M
M

a(t)

2

|—oc:-0.5 —]

=0]

Figura 13 — Potenciais das duas teorias.

1.054

1.00

0.95+

0.90

0.851

FATOR DE ESCALA

0.80
0

1 2 3 4 5 6
t

Figura 14 — Fator de escala correspondente a

Figura 13 e condigoes iniciais con-
tidas na regido |aner1, Gnero| -

k| ge

gA

r

Q

«

a(0)

111

—1

3,0

—2

-0,5

0,82

0, 1268195923

Tabela 12 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 13 e 14.

POTENCIAIS

|—0L:-0.5 —]

—0]

Figura 15 — Potenciais das duas teorias.

1.54

1.4+

FATOR DE ESCALA

Figura 16 — Fator de escala correspondente a

Figura 15 e condigoes iniciais con-
tidas na regiao |ancr2, Gners|.
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k e ga gr Q « a<0) anc<0)
—-1]1465|—-1|—-6|1|-0,5]1,32|0,1041801560

Tabela 13 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 15 e 16.

POTENCIAIS FATORES DE ESCALA

V(a)

|—oc:-0.5—oc:0| |_0L:-0.5 oc:0|

Figura 17 — Potenciais das duas teorias. Figura 18 — Fatores de escala correspondentes
a Figura 17 e condigbes iniciais
contidas na regiao |acra, Gers-

k 1ge.|ga| g |92 a |a(0) ac(0) (ne(0)
1|8 [—1]—=6]|1]—0,5]0,76 | 0,1788708305 | 1,082131789

Tabela 14 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 17 e 18.

5.3.2 Radiagado: w=1/3
5.3.2.1  Curvatura positiva k = 1

Para os modelos cujo espacgo-tempo ¢é caracterizado pelas secoes espaciais com
curvatura positiva (k = 1) e cujo setor de fluido perfeito é caracterizado por radiacdo o

potencial (4.147) assume a forma,
Ve (k=1w=1/3,a) = g. — gra®> — — — = + —. (5.21)
a

Nesse caso o setor do fluido perfeito acopla com a constante g,.. Logo, 1 = g, + C.
A equagao de Friedmann (4.146) fica,

Q g e}
.9 2 s
W+ go—grdd—— — L 4= =0, 5.22
A a2 at a ( )
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e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),

C'LQ

. 1 s E
i+ oot oo ge — 3gaa +$+3¥ =0. (5.23)

Um fato curioso a ser destacado é a auséncia do parametro NC na equagao da
aceleragao para o fator de escala (5.23). Nesse caso, tal equagao é equivalente ao do modelo
comutativo correspondente. Dessa forma, a diferenca entre as teorias comutativa e NC
sao obtidas através da equacao de Friedmann (5.22) que fornecera diferentes condicoes

iniciais para a equagao (5.23) das diferentes teorias.

Outro fator importante a ser destacado é que nas teorias comutativas (o = 0) as
equagoes para os modelos com matéria rigida (5.15)-(5.17) apresentam a mesma estrutura
das equagdes para os modelos com radi¢ao (5.21)-(5.23). A diferenca estd apenas nas

seguintes renomeagoes das variaveis,

Matéria Rigida | Radiagao
gr Q
Q 9s

Tabela 15 — Varidveis correspondentes entre as equacodes para os modelos com matéria rigida e
radiacao.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros {2 e gs.

5.3.2.1.1 Caso gy >0

Para os modelos cujo espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura positiva (k = 1), constante de acoplamento g, positiva (g > 0) e parAmetro
NC negativo (o < 0) foram encontrados os mesmos resultados qualitativos ja obtidos

anteriormente. Tais resultados sao apresentados na tabela seguinte,

gr >0
N>0egs>0 | 2<0egs>0 N>0eg:,<0 N<0egs<0
Figuras 1, 2 e 3. | Figuras 1, 2 e 3 | Figuras 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9. | Figuras 10, 11 e 12,.

Tabela 16 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva & = 1, gy > 0 e fluido
perfeito de radiagao.

5.3.2.1.2 Caso gy <0

Para os modelos cujo espaco-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com

curvatura positiva (k = 1), constante de acoplamento g, negativa (gy < 0) e pardmetro NC
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negativo (a < 0) os tnicos casos que apresentaram diferencas qualitativas nos potenciais
e nos fatores de escala entre as duas teorias foram as combinagoes de sinais entre os
parametros 2 > 0 e g; < 0 e também Q < 0 e g; < 0. Nesses casos, foram encontrados os
mesmos resultados qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais resultados sao apresentados

na tabela seguinte,

gr <0
N>0eg;,>0|02<0egs>0] 2>0e9,<0 | <0egs<O0
Nada. Nada. Figuras 13 e 14. | Figuras 13 e 14.

Tabela 17 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva £k = 1, gy < 0 e fluido
perfeito de radiagao.

5.3.2.2  Curvatura negativa k = —1

Para os modelos cujo espaco-tempo é caracterizado pelas secoes espaciais com

curvatura negativa (k = —1) o potencial (4.147) assume a forma,
Ve(k=—-1,w=1/3,a) = —g. — a2—8—|—&+g (5.24)
R - ) - ) = —9c ga a2 al a : :

Nesse caso, como ja mencionado o setor do fluido perfeito acopla com a constante g,.. Ou
seja, =g, + C.

A equagao de Friedmann (4.146) fica,

Q g «
2 S _
—gc—g/\a—?‘f'g‘kg—o, (525)

a2

e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),

»)
a+§a+21a —gc—3gAa2—|—32—3zZ = 0. (5.26)
Como ja mencionado, novamente, destaca-se a auséncia do parametro NC na
equacao da aceleragao para o fator de escala (5.26). Nesse caso tal equagao também
¢ equivalente ao do modelo comutativo correspondente. Logo, como ja mencionado
anteriormente, a diferenca entre as teorias comutativas e NC’s sao obtidas através da
equagao de Friedmann (5.25) que fornecerd diferentes condigdes iniciais para a equagao
(5.26) das diferentes teorias.

Destaca-se também, mais uma vez que, nas teorias comutativas (o = 0) as equagoes
para os modelos com matéria rigida (5.18)-(5.20) apresentam a mesma estrutura das
equagoes para os modelos com radigao (5.24)-(5.26). A diferenca esta apenas nas seguintes

renomeacoes das variaveis,
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Matéria Rigida | Radiagao
Ir Q
Q —Js

Tabela 18 — Variaveis correspondentes entre as equagdes para os modelos com Matéria Rigida e
Radiagao nos casos com curvatura negativa.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros {2 e g;.

5.3.2.2.1 Caso gy >0

Para os modelos em que o espago-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, positiva (gx > 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tinico caso que apresentou diferencas qualitativas nos
potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais entre
os parametros {2 < 0 e gs < 0. Nesse caso, foram obtidos resultados que apresentam os
mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao

apresentados na tabela seguinte,

gr >0
N>0eg;>0]02<0egs>0|N2>0eg;,<0| <0egs<0
Nada. Nada. Nada. Figuras 1, 2 e 3.
Tabela 19 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy > 0 e fluido

perfeito de radiacao.

5.3.2.2.2 Caso gy <0

Para os modelos em que o espago-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, negativa (ga < 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tnico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinacao de sinais entre
os parametros €2 > 0 e g, < 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que apresentam
os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos

sao apresentados na tabela seguinte,
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gr <0
N>0eg;,>0 | Q<0egs>0 | 2>0eg,<0 N<0egs <0
Figuras 13 e 14. | Figuras 13 e 14. Nada. Figuras 15, 16, 17, 18.
Tabela 20 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy < 0 e fluido

perfeito de radiacao.

5.3.3 Poeira: w =10
5.3.3.1  Curvatura positiva k =1

Para os modelos cujo espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura positiva (k = 1) e cujo setor de fluido perfeito é caracterizado por poeira o

potencial (4.147) assume a forma,

g g5 C
Ve(k=1lw=0,a)=Q—gua®— 2 -2 = 5.27
d )= gt - G C (5.27)
Nesse caso o setor do fluido NC acopla com a constante g.. Ou seja, 2 = g. + «.

A equagao de Friedmann (4.146) fica,

I S C
24 Q—gat-T %=y, (5.28)

a> a* a
e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),
/| o Gr . 0s
a+%+% 2 — 3gpa +§—l—3g = 0. (5.29)
E importante perceber a auséncia do termo contendo o fluido perfeito na equacio
da aceleragao do fator de escala (5.29). Dessa forma, o fluido perfeito contribuird através

das condigoes iniciais obtidas pela equagao de Friedmann (5.28).

Um fato curioso a ser destacado é que as equacoes para os modelos NC’s com
radiacao (5.21)-(5.23) apresentam a mesma estrutura das equagoes para os modelos com

poeira (5.27)-(5.29). A diferenga estd apenas nas seguintes renomeagoes das variaveis,

Radiacao | Poeira
9e Q
Q 9r
Q@ —C

Tabela 21 — Variaveis correspondentes entre as equagoes para os modelos com radiagao e poeira.

E importante destacar que no caso de radiagao o parametro g. pode assumir apenas
valores positivos enquanto o seu correspondente nos modelos com poeira (§2) positivos ou

negativos. Também ¢é importante destacar que no caso de radiagdo o parametro NC («)
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pode assumir valores positivos ou negativos * enquanto o seu correspondente nos modelos

com poeira (C') apenas positivo.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros g, e gs.

5.3.3.1.1 Caso gy >0

Para os modelos em que o espacgo-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais
com curvatura positiva (k = 1), constante de acoplamento g, positiva (g > 0) e sendo o
parametro NC negativo (o < 0) foram encontrados os mesmos resultados qualitativos ja

obtidos anteriormente. Tais resultados sdo apresentados na tabela seguinte,

gr >0

g->0egs>0 | g.<0egs>0 g->0egs, <0 g-<0egs <0

Figuras 1, 2 e 3. | Figuras 1, 2 e 3 | Figuras 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9. | Figuras 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9.

Tabela 22 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva & = 1, gy > 0 e fluido
perfeito de poeira.

5.3.3.1.2 Caso gy <0

Para os modelos em que o espaco-tempo é caracterizado pelas secoes espaciais com
curvatura positiva (k = 1), constante de acoplamento g, negativa (ga < 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tnico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais
entre os parametros g, > 0 e g; > 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que
apresentaram os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais

comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,

gr <0
g->0egs >0 g-<0egs >0 g->0eg;, <0 | g-<0egs <0
Nada. Figuras 15, 16, 17 e 18 | Figuras 13 e 14. | Figuras 13 e 14.

Tabela 23 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva k& = 1, gy < 0 e fluido
perfeito de poeira.

4 Mas, no presente trabalho estdo sendo considerados apenas os valores negativos de tal

parametro.
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5.3.3.2  Curvatura negativa k = —1

Para os modelos cujo espaco-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com

curvatura negativa (k = —1) o potencial (4.147) assume a forma,

T S C
Vp(k:—1,w:0,a):Q—gAa2—g—+g———. (5.30)

a2  a* o«
Nesse caso, como ja mencionado o setor do fluido NC acopla com a constante g.. Mas,

agora () = —g. + a.
A equacao de Friedmann (4.146) fica,

C
-2 Q _ 2 _ g'f' gis - = 0 5.31
a® + R , (5.31)

e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),

('ZQ

) 1 gr _ 29s
—+— |Q—3ga’ + = —3=| =0. 5.32
a+2a+2a gad +a2 at (5:32)

Destaca-se novamente que as equagdes para os modelos NC’s com radiagao (5.24)-

(5.26) apresentam a mesma estrutura das equagoes para os modelos com poeira (5.30)-(5.32).

A diferenca estd apenas nas seguintes renomeagoes das variaveis,

Radiacao | Poeira
—Jc Q
Q gr
Q —C

Tabela 24 — Variaveis correspondentes entre as equagbes para os modelos com radiacdo e poeira.

Novamente destaca-se que no caso de radiagdo o parametro g. pode assumir apenas
valores positivos enquanto o seu correspondente nos modelos com poeira (£2) positivos e
negativos. Também é importante destacar que no caso de radiagdo o pardmetro NC («)
pode assumir valores positivos e negativos ® enquanto o seu correspondente nos modelos

com poeira (C') apenas positivo.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinagao entre os sinais dos parametros g, e gs.

5.3.3.2.1 Caso gy >0

Para os modelos em que o espago-tempo é caracterizado pelas secoes espaciais

com curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, positiva (ga > 0) e

> Mas, no presente trabalho estdo sendo considerados apenas os valores negativos de tal

parametro.
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sendo o parametro NC negativo (o < 0), o unico caso em que as teorias comutativa
e NC apresentaram diferencas qualitativas foi para a combinacdo de sinais entre os
parametros g, < 0 e g5 < 0. Nesse caso, foram obtidos resultados que apresentam os
mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao

apresentados na tabela seguinte,

gr >0
g->0egs>0]9.<0egs>0]9.->0egs<0] 9. <0egs<O0
Nada. Nada. Nada. Figuras 1, 2 e 3.
Tabela 25 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy > 0 e fluido

perfeito de poeira.

5.3.3.2.2 Caso gy <0

Para os modelos em que o espago-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, negativa (ga < 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tnico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais
entre os parametros g, > 0 e g, < 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que
apresentaram os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais

comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,

g < 0
g->0egs>0 | g.<0egs>0 | g.>0egs <0 g-<0egs <0
Figuras 13 e 14. | Figuras 13 e 14. Nada. Figuras 15, 16, 17 e 18.
Tabela 26 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy < 0 e fluido

perfeito de poeira.

5.3.4 Cordas Césmicas: w = —1/3
5.3.4.1 Curvatura positiva k =1

Para os modelos em que o espago-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura positiva (k = 1) e cujo o setor de fluido perfeito é caracterizado por cordas

cosmicas o potencial (4.147) assume a forma,
Voo (k=10 =—-1/3,a) = Q — gra®> — 2 — = + aa. (5.33)
a

Nesse caso o setor do fluido perfeito acopla com a constante g.. Ou seja, 2 = g. — C.
A equagao de Friedmann (4.146) fica,

) 2 9 Gs _
a®+Q — gpa —g—¥+aa—0, (5.34)
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e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),

a2

: 1 gr | o9s
i+ — 4+ — |Q—3gpa® + = + 3% + 2aa| = 0. 5.3
a+2a+2a gaa —|—a2+a4+ aa (5.35)

Um fato curioso a ser destacado é que nas teorias comutativas (o = 0) as equagoes
para os modelos com matéria rigida (5.15)-(5.17) e também com radiacao (5.21)-(5.23)
apresentam a mesma estrutura das equagdes para os modelos com cordas césmicas (5.33)-

(5.35). A diferenga estd apenas nas seguintes renomeagoes das varidveis,

Matéria Rigida | Radiagao | Cordas Césmicas
9e 9e Q
9r Q 9r
Q 9s 9s

Tabela 27 — Variaveis correspondentes entre as equagdes para os modelos com matéria rigida,
radiacdo e cordas césmicas.

E importante destacar que nos casos de matéria rigida e radiagdo o parametro g.
pode assumir apenas valores positivos enquanto o seu correspondente, nos modelos com

cordas cosmicas (£2), positivos ou negativos.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinagao entre os sinais dos parametros g, e gs.

5.3.4.1.1 Caso gy >0

Para os modelos em que o espago-tempo ¢é caracterizado pelas secoes espaciais
com curvatura positiva (k = 1), constante de acoplamento g, positiva (ga > 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tnico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais
entre os parametros g, < 0 e g < 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que
apresentaram os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais

comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,

gr >0
g->0egs>01] g <0egs>0 gr>0egs <0 gr<0egs <O
Figuras 1, 2 e 3 | Figuras 1, 2 e 3 | Figuras 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9, Nada.

Tabela 28 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva k& = 1, gy > 0 e fluido
perfeito de cordas césmicas.
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5.3.4.1.2 Caso gy <0

Para os modelos que apresentam as combinagoes de sinais entre os parametros
gr > 0e gs <0etambém gr < 0 e g; < 0 foram obtidos resultados em que os potenciais e
os correspondentes fatores de escala de ambas as teorias apresentaram os mesmos resultados
qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao apresentados na tabela

seguinte,

gr <0
g->0eg, <0 | g.<0egs <O
Figuras 13 e 14 | Figuras 13 e 14.

Tabela 29 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva £k = 1, gy < 0 e fluido
perfeito de cordas césmicas.

a) g >0egs>0

Para os modelos que apresentam as combinacoes de sinais entre os parametros
gr > 0 e gs > 0 foram obtidos resultados em que ambos os potenciais divergem para -co
quando a — 01 e para + oo quando a — oo. O potencial comutativo apresenta apenas
um crescimento e uma raiz dada por a., .O potencial NC apresenta um crescimento até
um ponto de méximo, seguido de um decrescimento até um ponto de minimo, e novamente
um crescimento. Os pontos de maximo e minimo do potencial NC sao dados por a,. €
ane2 Tespectivamente, sendo positivo (Vie(ane1) > 0) e negativo (V,e(ane) < 0) os valores
do potencial nesses pontos, respectivamente. Além disso tal potencial apresenta trés raizes
dadas por Guer1, Anera € Apers, tal que apers > Apers > Aper1. Os comportamentos descritos
acima sao representados pelas Figura 19. O fato do potencial comutativo possuir apenas
uma raiz implica que os Universos obtidos pela teoria comutativa apresentarao fatores
de escala com apenas um tipo de comportamento que dependera das condicoes iniciais
utilizadas. Ja o fato do potencial NC possuir trés raizes implica que os Universos obtidos
pela teoria NC apresentarao dois tipos de comportamentos distintos que dependerao das
condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equac¢ao de movimento (5.35) com as condigoes
iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |anera, Aners| € com a,.(0) determinada
pela equacao de Friedmann (5.34) a teoria comutativa ndo deu origem a nenhum tipo de
Universo, ja a teoria NC deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o
mesmo tipo de comportamento qualitativo descrito pela Figura 5. Os comportamentos
descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 19 junto as condigdes

iniciais mencionadas sao representados pela Figura 20.
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b) g- <0egs>0

Para os modelos que apresentam as combinagoes de sinais entre os parametros
gr < 0 e gs > 0 foram obtidos alguns resultados em que os potenciais e os correspondentes
fatores de escala de ambas as teorias apresentam os mesmos resultados qualitativos ja

obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao apresentados na tabela seguinte.

gr <0
g-<0egs >0
Figuras 19 e 20.

Tabela 30 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva k = 1, gy < 0 e combinagdes
de sinais entre os paradmetros g, < 0, gs > 0.

Além dos resultados obtidos acima, para a mesma combinagao de sinais entre
os parametros g, < 0 e g5 > 0 também foram obtidos resultados em que os potenciais
de ambas as teorias apresentam um ponto de maximo e um de minimo. Os pontos de
maximo e minimo da teoria comutativa sao dados por a.; e a. respectivamente sendo o
valor do potencial nesses pontos positivo e negativo respectivamente (V(ac1) > 0,V (ae <
0)). Além disso, tal potencial apresenta trés raizes dadas por a1, aue € a3, tal que
Qer3 > Qera > Gerp. Os pontos de maximo e minimo da teoria NC sao dados por a,. e
ane2 respectivamente, sendo o valor do potencial nesses pontos negativos (V(ane1) < 0
e V(ane) < 0) e respeitando a relacdo V(ane) > V(ane). Além disso, tal potencial
apresenta apenas uma raiz dada por a,.;. Os comportamentos descritos acima sao
representados pela Figura 21. O fato do potencial comutativo possuir trés raizes implica
que os Universos obtidos pela teoria comutativa apresentarao fatores de escala com dois
tipos de comportamento distintos que dependerao das condigoes iniciais utilizadas. Ja
o fato do potencial NC possuir apenas uma raiz implica que os Universos obtidos pela
teoria NC apresentarao apenas um tipo de comportamento que dependera das condigoes
iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.35) com as condi¢oes iniciais
ac(0) = a,:(0) = a(0) contidas na regiao |aca, 3| € com a,.(0) determinada pela equagao
de Friedmann (5.34) a teoria comutativa deu origem a Universos em que os fatores de escala
apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 5. Ja a teoria NC
deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento
qualitativo descrito pelo caso NC representado na Figura 18. Os comportamentos descritos
acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 21 junto as condic¢oes iniciais

mencionadas sao representados pela Figura 22.
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5.3.4.2  Curvatura negativa k = —1

Para os modelos cujo espaco-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com

curvatura negativa (k = —1) o potencial (4.147) assume a forma,
Voo (k= —1,w=—1/3,a) = Q0 — gaa® — L + & 4 qq. (5.36)
a?  a

Nesse caso, como ja mencionado o setor do fluido perfeito acopla com a constante g.. Mas,

agora ) = —g. — C.
A equagao de Friedmann (4.146) fica,

P+ Q—gd® =L+ L aa—, (5.37)
a’?  a
e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),
G 2, 9r o Us
a+?a+% Q — 3gpa +¥—3?+2aa =0. (5.38)

Destaca-se novamente o fato de que nas teorias comutativas (a = 0) as equagoes
para os modelos com matéria rigida (5.18)-(5.20) e também com radiagdo com radiagao
(5.24)-(5.26) apresentam a mesma estrutura das equagdes para os modelos com cordas

cosmicas (5.36)-(5.38). A diferenca estd apenas nas seguintes renomeagoes das variaveis,

Matéria Rigida | Radiacao | Cordas Cosmicas
9e Ye Q
9r Q gr
Q —9Ys —Js

Tabela 31 — Variaveis correspondentes entre as equagoes para os modelos com matéria rigida,
radiagdo e cordas césmicas.

Novamente é importante destacar que nos casos de matéria rigida e cordas cosmicas
o pardmetro g. pode assumir apenas valores positivos enquanto o seu correspondente nos

modelos com radiacao (£2) positivos e negativos.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do parametro g, e também com a

combinagao entre os sinais dos parametros g, e gs.

5.3.4.2.1 Caso gy >0

Para os modelos em que o espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), constante de acoplamento g, positiva (gx > 0) e sendo o
pardmetro NC negativo (a < 0), o tnico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais
entre os pardmetros g, < 0 e gs > 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que
apresentaram os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais

comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,
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gr >0
g->0egs >0 g-<0egi>0] g.>0eg,<0 | g-<0egs <0
Figuras 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Nada. Figuras 1, 2 e 3. | Figuras 1, 2 e 3.
Tabela 32 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy > 0 e fluido

perfeito de cordas cdsmicas.

5.3.4.2.2 Caso gy <0

Para os modelos em que o espago-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (kK = —1), constante de acoplamento g, negativa (gx < 0) e sendo o
pardametro NC negativo (a < 0), o inico caso que nao apresentou diferengas qualitativas
nos potenciais e nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais
entre os parametros g, > 0 e g; < 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que
apresentaram os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais

comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,

gr <0
g->0egs, >0 | g <0egs>0 | g.>0egs, <0 g-<0egs <0
Figuras 13 e 14. | Figuras 13 e 14. Nada. Figuras 15, 16, 17 e 18.
Tabela 33 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, gy < 0 e fluido
perfeito de cordas cdsmicas.
POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
1 3.0
2.81
V(a) 0.5
2.6+
a(1) 2.4
0 /\\_/ ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 5 6
a(t) 2.2
-0.5 2.0
1.8
0 10 20 30 4b 50 60 70
1 t
[—o0=-05—a=0| —0=-05
Figura 19 — Potenciais das duas teorias. Figura 20 — Fator de escala correspondente a

Figura 19 e condigoes iniciais con-
tidas na regiao |ancr2, Gners|.



Q

gAa

gr

s

«

a(0)

1

0,6

—0,1

0,1

0,01

-0,5

1,73

0,01545310648

Tabela 34 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 19 e 20.

89
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POTENCIAIS FATORES DE ESCALA

a(t) 3
2,
V(a) -1
1
0 10 20 30
-2- t
|—oc:-0.5—oc:0| |—0c:-0.5 oc:0|
Figura 21 — Potenciais das duas teorias. Figura 22 — Fatores de escala correspondentes

a Figura 21 e condigbes iniciais
contidas na regiao |acra, Gers-

k Q Ja g | gs « a(0) a.(0) (ne(0)
1] =0,65 | 0,1 | —1 | 0,4 | —0,5 | 1,19 | 0, 04114221311 | 0, 7724588544

Tabela 35 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 21 e 22.

5.3.5 Paredes de Dominio: w = —2/3

Independente da curvatura, para os modelos cujo setor de fluido perfeito é caracte-

rizado por paredes de dominio o potencial (4.147) assume a forma,
Vo (k,w = —2/3,a) = kg, — Qa® — KL — k3% _ 04 (5.39)
PD 9 - ) - gC 0,2 a4 . .

Nesse caso o setor do fluido NC acopla com a constante gy. Logo, 2 = g — a.
A equagao de Friedmann (4.146) fica,

2+ kg — Qa® — 2T 138 _ca =0, (5.40)

a? a*
e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),

a+d—2+i kge — 3Qa% + K22 + 36395 — 90a| = 0 (5.41)
20 2a | ¢ a? at . '
Um fato curioso a ser destacado é que as equacoes para os modelos NC’s com
cordas cosmicas (5.33)-(5.38) apresentam a mesma estrutura das equagoes para os modelos
com paredes de dominio (5.39)-(5.41). A diferenca estd apenas nas seguintes renomeagoes

das variaveis,
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Cordas Codsmicas | Paredes de Dominio
Q kg.
ga Q
o -C

Tabela 36 — Varidveis correspondentes entre as equagoes para os modelos com cordas cosmicas e
paredes de dominio.

E importante destacar que no caso de cordas césmicas o pardmetro € pode assumir
valores positivos e negativos enquanto o seu correspondente, nos modelos com paredes
de dominio, (g.) positivos. Também é importante destacar que no caso de cordas cés-
micas o parAmetro NC (a) pode assumir valores positivos e negativos ¢ enquanto o seu

correspondente nos modelos com paredes de dominio (C') apenas positivo.

Nos presentes modelos nao foram obtidos nenhum resultado de interesse, pois
nesses, a teoria comutativa sempre apresentou valores menores para os potenciais quando
comparados ao valores obtidos pelos potenciais da teoria NC. Em respeito a expansao
acelerada do Universo isso quer dizer que os resultados obtidos pela teoria comutativa
apresentam taxas de expansao mais rapidas do que as obtidas pela teoria NC o que nao é

interessante na presente tese.

5.3.6 Constante Cosmolégica: w = —1
5.3.6.1 Curvatura positiva k =1

Para os modelos em que o espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura positiva (k = 1) e cujo o setor de fluido perfeito é caracterizado por constante

cosmoldgica o potencial (4.147) assume a forma,

VA(k‘:1,w:—1,a):gc—Qa2—%—%+aa3. (5.42)

Nesse caso o setor do fluido perfeito acopla com a constante g,. Ou seja, 2 = gy + C.

A equagao de Friedmann (4.146) fica,

a2+gc—Qa2—g—;—g—i+aa3:O, (5.43)
a’> a
e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),
) 1 ;
i+ o+ — |go— 3002+ 2
a

—+ o %+ 3% 4 4a®| =0, (5.44)

Um fato curioso a ser destacado é que as equagoes para os modelos comutativos
(v = 0) com matéria rigida (5.15)-(5.17), radiacdo (5.21)-(5.23) e cordas césmicas (5.33)-
(5.35), apresentam a mesma estrutura das equagoes para os modelos com constante

cosmologica (5.42)-(5.44). A diferenga esta apenas nas seguintes renomeagoes das varidveis,
6

Mas, no presente trabalho estdo sendo considerados apenas os valores negativos de tal
parametro.
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Matéria Rigida | Radiagao | Cordas Cosmicas | Constante Cosmolégica
9e 9e Q 9e
Q 9s 9s 9s
ga ga ga Q

Tabela 37 — Variaveis correspondentes entre as equagoes para os modelos com matéria rigida,
radiacdo, cordas cOsmicas e constante cosmolégica.

E importante destacar que no caso de cordas césmicas o parametro {2 pode assumir
valores positivos e negativos enquanto os seus correspondentes nos modelos com radiagao,

cordas cosmicas e constante cosmolégica (g.) positivos.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do pardmetro €2 e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros g, e gs.

5.3.6.1.1 Caso €2 >0

Para os modelos em que o espago-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais
com curvatura positiva (k = 1), pardmetro € positivo (€2 > 0) e sendo o pardmetro NC
negativo (a < 0), o inico caso que nao apresentou diferencas qualitativas nos potenciais e
nos fatores de escala entre as duas teorias foi a combinagao de sinais entre os parametros
gr < 0 e gs < 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que apresentaram os mesmos
comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais resultados sao apresentados

na tabela seguinte,

Q>0
g->0eg; >0 | g-<0egs >0 g->0egs, <0 g-<0egs <0
Figuras 1, 2 e 3. | Figuras 1, 2 e 3. | Figuras 4, 5,6, 7, 8, ¢ 9. Nada.

Tabela 38 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva &k = 1, 2 > 0 e fluido
perfeito de constante cosmolégica.

5.3.6.1.2 Caso 2 <0
a) g->0egs >0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, > 0
e gs > 0 foram obtidos resultados em que o potencial da teoria comutativa diverge para
—o0 quando a — 07, apresenta um crescimento com uma divergéncia para +oo quando
a — 0o e apenas uma raiz dada por a..;. J4 o potencial da teoria NC diverge para —oo
quando a — 07, apresenta um crescimento até um ponto de maximo seguido de um

decrescimento para —oo quando a — co. O ponto de maximo do potencial NC é dado por
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ane1 € o valor do potencial nesse ponto é positivo (Vye(ane1) > 0). Além disso, o potencial
NC apresenta duas raizes dadas por a,.1 € Gper2, tal que apero > Gperr. Os comportamentos
dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 23. O fato do potencial
comutativo possuir apenas uma raiz implica que os Universos obtidos pela teoria comutativa
apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que dependera das
condigOes iniciais utilizadas. Ja o fato do potencial NC apresentar duas raizes implica
que os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com dois tipos de
comportamentos distintos que dependerao das condigOes iniciais utilizadas. Ao utilizar
a equacao de movimento (5.44) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas
na regiao |apee, +00[ e com a.(0) e a,.(0) determinados pela equagdo de Friedmann
(5.43) a teoria comutativa ndo deu origem a nenhum tipo de Universo. Ja a teoria
NC deu origem a Universos em que os fatores de escala expandem infinitamente em
um tempo infinito a partir da condicao inicial a(t = 0). Os comportamentos descritos
acima, correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 23 junto as condigoes iniciais
mencionadas sao representados pela Figura 24. Ainda para as mesmas combinacoes de
sinais entre os parametros, foram obtidos resultados em que o valor do potencial NC no
ponto de maximo é negativo (Vic(ane) < 0). Além disso, tal potencial ndo apresenta
nenhuma raiz. Os potenciais descritos acima sdo representados pela Figura 25. O fato do
potencial NC nao apresentar nenhuma raiz implica que os Universos obtidos pela teoria NC
apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que independera das
condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equacao de movimento (5.44) com as condigoes
iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |0, as1[ € com a.(0) e a,.(0) determinados
pela equacao de Friedmann (5.43) a teoria comutativa deu origem a Universos em que
os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela caso
comutativo representado pela Figura 2. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os
fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 24.
Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura

25 junto as condigoes iniciais mencionadas sao representados pela Figura 26.

b) g- <0egs>0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, < 0
e gs > 0 foram encontrados os mesmos resultados qualitativos ja obtidos anteriormente.

Tais comportamentos sao apresentados na tabela seguinte,

Q<0
g <0egs >0
Figuras 23, 24, 25 e 26.

Tabela 39 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura positiva k = 1, £ < 0 e combinagoes
de sinais entre os parametros g, < 0, gs > 0.
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c)gr>0egs <0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, > 0
e gs < 0 foram obtidos resultados em que o potencial comutativo diverge para +oo quando
a — 07, apresentam um decrescimento até um ponto de minimo seguido de um crescimento
com uma divergéncia para +o0o quando a — oo 7. J4 o potencial NC diverge para oo
quando a — 0T, apresentam um decrescimento até um ponto de minimo seguido de um
crescimento até um ponto de maximo e novamente um decrescimento com uma divergéncia
para —oo quando a — oo 8. O ponto de minimo do potencial comutativo é dado por a.
sendo positivo o valor do potencial nesse ponto (V.(a.) > 0). Além disso, tal potencial
nao apresenta nenhuma raiz. Os pontos de minimo e maximo do potencial NC sao dados
pOT ane1 € anee respectivamente sendo os valores do potencial nesses pontos positivos
(Vie(aner) > 0 e Vie(ane2) > 0) e mantendo a relagao Vi,.(ane1) < Vie(ane2). Além disso, tal
potencial apresenta apenas uma raiz dada por a,..;. Os comportamentos dos potenciais
descritos acima sao representados pela Figura 27. O fato do potencial comutativo nao
possuir raiz implica que nenhum tipo de Universo pode ser obtido pela teoria comutativa.
Ja o fato do potencial NC possuir uma raiz implica que os Universos obtidos pela teoria
NC apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que dependera
das condigbes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.44) com as
condigoes iniciais a.(0) = anc(0) = a(0) contidas na regiao |a,e1, +00[ € com @.(0) e dn.(0)
determinados pela equagao de Friedmann (5.43) a teoria comutativa ndo deu origem a
nenhum tipo de Universo. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os fatores de
escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo representado pela Figura 24. Os
comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 27
junto as condic¢bes inicias mencionadas sdo representados pela Figura 28. Ainda para
a mesma combinacao de sinais entre os parametros foram obtidos resultados em que os
valores do potencial NC nos pontos de minimo e maximo sao negativo (V,.(ane1) < 0)
e positivo (Vie(ane2) > 0) respectivamente. Além disso, tal potencial apresenta trés
raizes dadas por Guer1, Uner2 € Gners, tal que Gpers > Gpera > Gper1. Os comportamentos
dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 29. O fato do potencial
comutativo nao possuir raiz implica que nenhum tipo de Universo pode ser obtido pela
teoria comutativa. Ja o fato do potencial NC possuir trés raizes implica que os Universos
obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com dois comportamentos distintos
que dependerao das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equacao de movimento
(5.44) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |aner1, Gnera| € com
a.(0) e ane(0) determinados pela equagao de Friedmann (5.43) a teoria comutativa nao
deu origem a nenhum tipo de Universo. J4 a teoria NC deu origem a Universos em que

os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo representado pela

Nesses casos os Universos obtidos nao apresentam singularidades do Big Bang.

8 Nesses casos os Universos obtidos ndo apresentam singularidades do Big Bang.
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Figura 5. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos
pela Figura 29 junto as condic¢des inicias mencionadas sao representados pela Figura 30.
Ao utilizar a equagao de movimento (5.43) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0)
contidas na regido |a.s, +00[ a teoria comutativa ndo deu origem a nenhum tipo de
Universo. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o
mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 24. Os comportamentos descritos
acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 29 junto as condic¢oes iniciais
mencionadas sao representadas pela Figura 31. Também foram obtidos resultados em
que o valor do potencial comutativo no ponto de minimo ¢é negativo (V.(a.) < 0). Além
disso, tal potencial apresenta duas raizes dadas por a..1 € a2, tal que aeo > aep. Os
comportamentos dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 32. O fato
do potencial comutativo possuir duas raizes implica que os Universos obtidos pela teoria
comutativa apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que
dependera das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.44)
com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |a,er3, +00[ € com
a.(0) € ane(0) determinados pela equagao de Friedmann (5.43) a teoria comutativa nao
deu origem a nenhum tipo de Universo. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que
os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo representado pela
Figura 24. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos
pela Figura 32 junto as condigoes inicias mencionadas sao representados pela Figura 33.
Finalmente foram obtido resultados em que os pontos de minimo e maximo do potencial
NC sao negativos mantendo a relagao (Vye(ane1) < Vipe(ane2)). Além disso, tal potencial
apresenta apenas uma raiz dada por a,..;. Os comportamentos dos potenciais descritos
acima sao representados pela Figura 34. O fato do potencial NC possuir apenas uma raiz
implica que os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao fatores de escala com apenas
um tipo de comportamento que dependerd das condigOes iniciais utilizadas. Ao utilizar
a equagao de movimento (5.44) com as condigbes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas
na regiao |ae1, aeo| € com a.(0) e a,.(0) determinados pela equacao de Friedmann (5.43)
a teoria comutativa deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentaram o
mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 5. J4 a teoria NC deu origem a
Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo
representado pela Figura 34. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos
potenciais descritos pela Figura 34 junto as condigoes inicias mencionadas sao representados

pela Figura 35.

d)g-<0egs<0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros g, < 0
e gs < 0 foram obtidos resultados em que as teorias comutativas e NC apresentaram os

mesmo resultados qualitativos descritos pelas Figuras 27 e 28.
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5.3.6.2  Curvatura negativa k = —1

Para os modelos cujo espaco-tempo ¢é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1) o potencial (4.147) assume a forma,
gs
Valk=-1l,w=—-1,a)=— QQ—?—F——i—aa (5.45)

Nesse caso o setor do fluido perfeito acopla com a constante g. Logo, Q2 = gy + C.

A equagao de Friedmann (4.146) fica,
ag—gc—Qaz—&—i-&—i-aa =0, (5.46)

e a equagao da aceleragao do fator de escala (4.145),
-2
a

1
b =g —30a® + £ — 3% 4+ 403| = 0. 4
ol R 3a+ 3 S+ 0 (5.47)

Destaca-se novamente o fato de que as equagoes para os modelos comutativos
com matéria rigida (5.18)-(5.20), radiagdo (5.24)-(5.26) e cordas césmicas (5.36)-(5.38),
apresentam a mesma estrutura das equacoes para os modelos com constante cosmolégica

(5.45)-(5.47). A diferenca esta apenas nas seguintes renomeagcoes das variaveis,

Matéria Rigida | Radiagdo | Cordas Césmicas | Constante Cosmoldgica
9e 9e Q 9e
Q -Js -Js -Js
ga ga ga Q

Tabela 40 — Varidveis correspondentes entre as equacdes para os modelos com matéria rigida,
radiacdo, cordas cosmicas e constante cosmoldgica.

Novamente é importante destacar que no caso de cordas césmicas o parametro €2
pode assumir valores positivos e negativos enquanto os seus correspondentes nos modelos

com radiagdo, cordas cosmicas e constante cosmoldgica (g.) positivos.

Por questoes didaticas e de conveniéncia os resultados obtidos, apresentados em
seguida, foram agrupados de acordo com o sinal do pardmetro 2 e também com a

combinacao entre os sinais dos parametros g, e gs.

5.3.6.2.1 Caso €2 >0

Para os modelos em que o espaco-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais com
curvatura negativa (k = —1), pardmetro 2 positivo (€2 > 0) e sendo o parametro NC
negativo (o < 0), o tnico caso que apresentou diferengas qualitativas nos potenciais e nos
fatores de escala entre as duas teorias foi a combinacao de sinais entre os parametros g, < 0 e
gs < 0. Nesse caso foram obtidos resultados que apresentaram os mesmos comportamentos
qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos sao apresentados na tabela

seguinte,
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Q>0
g->0eg;>0]9-<0egs>0|g.>0eg;,<0] g-<0egs <0
Nada. Nada. Nada. Figuras 1, 2 e 3.
Tabela 41 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, Q > 0 e fluido

perfeito de constante cosmolégica.

5.3.6.2.2 Caso 2 <0

Para os modelos em que o espacgo-tempo é caracterizado pelas se¢oes espaciais
com curvatura negativa (k = —1), parametro 2 negativo (2 < 0) e sendo o pardmetro
NC negativo (o < 0), o tinico caso em que as teorias comutativa e NC apresentaram
novos comportamentos de diferencas qualitativas foi para a combinagao de sinais entre os
parametros g, < 0 e gs < 0. Nos outros casos foram obtidos resultados que apresentaram
os mesmos comportamentos qualitativos ja obtidos anteriormente. Tais comportamentos

sao apresentados na tabela seguinte,

Q<0
g->0egs>0|g.<0egs>0 g->0egs <0
Figuras 27-35. | Figuras 27-35. | Figuras 23, 24, 25 e 26.

Tabela 42 — Resultados obtidos pelos modelos com curvatura negativa k = —1, Q < 0 e fluido
perfeito de constante cosmolégica.

a)g-<0eg, <0

Para os modelos que apresentam a combinacao de sinais entre os parametros
gr < 0 e g, < 0 foram obtidos resultados em que o potencial comutativo diverge para
—oo quando a — 0T, apresenta um crescimento até um ponto de maximo seguido de
um decrescimento até um ponto de minimo e novamente um crescimento com uma
divergéncia para 4+oco quando a — 400. Ja o potencia NC diverge para —oo quando
a — 07, apresenta um crescimento até um ponto de maximo seguido de um decrescimento
com uma divergéncia para —oo quando a — +o0o. Os pontos de maximo e minimo
do potencial comutativo sao dados por a. e a. respectivamente sendo positivos os
valores do potencial nesses pontos (V.(ac.1) > 0 e V.(ax2) > 0) e respeitando a relagao
Ve(aer) > Vi(ae). Além disso, tal potencial apresenta apenas uma raiz dada por ag..
O ponto de maximo do potencial NC é dados por a,. sendo o valor do potencial nesse
ponto positivo (Vye(ana) > 0). Além disso, tal potencial apresenta duas raizes dadas por
Gnerl € Qpera, tal qUe Apers > Aper1. Os comportamentos dos potenciais descritos acima sao
representados pela Figura 34. O fato do potencial comutativo possuir apenas uma raiz
implica que os Universos obtidos pela teoria comutativa apresentarao fatores de escala

com apenas um tipo de comportamento que dependera das condigoes iniciais utilizadas.
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Ja o fato do potencial NC possuir duas raizes implica que os Universos obtidos pela
teoria NC apresentarao fatores de escala com dois tipos de comportamentos distintos que
dependerao das condigbes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.47)
com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |a,2, +00[ e com a.(0)
e anc(0) determinados pela equacao de Friedmann (5.46) a teoria comutativa nao deu
origem a nenhum tipo de Universo. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os
fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 24.
Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura
34 junto as condigbes inicias mencionadas sdao representados pela Figura 35. Ainda no
mesmo caso em que ha a combinacao de sinais entre os parametros ¢, < 0 e g, < 0 foram
obtidos resultados em que os valores do potencial comutativo nos pontos de maximo e
minimo sao positivo (V.(ac1) > 0) e negativo (V.(ac2) < 0) respectivamente. Além disso,
tal potencial apresenta trés raizes dadas por aer1, Gero € Aerg, tal que a3 > Aero > Aerp. OS
comportamentos dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 36. O fato
do potencial comutativo possuir trés raizes implica que os Universos obtidos pela teoria
comutativa apresentarao fatores de escala com dois tipos de comportamentos distintos
que dependerao das condig¢oes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equacdo de movimento
(5.47) com as condigoes iniciais a.(0) = a,.(0) = a(0) contidas na regiao |aer2, aqr3] € com
a.(0) € ane(0) determinados pela equacgao de Friedmann (5.46) a teoria comutativa deu
origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento
qualitativo descrito pela Figura 5. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os
fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 24.
Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura
36 junto as condi¢oOes inciais mencionadas sao representados pela Figura 37. Também
foram obtidos resultados em que o valor do potencial NC no ponto de maximo é negativo
(Vie(ane) < 0). Além disso, tal potencial ndo apresenta nenhuma raiz. Os comportamentos
dos potenciais descritos acima sao representados pela Figura 38. O fato do potencial
NC nao possuir raizes implica que os Universos obtidos pela teoria NC apresentarao
fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que independera das condigoes
iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.47) com as condigoes iniciais
a.(0) = anc(0) = a(0) contidas na regiao |0, a.1[ € com a.(0) e a,.(0) determinados pela
equacao de Friedmann (5.46) a teoria comutativa deu origem a Universos em que os fatores
de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pelo caso comutativo
representado pela Figura 2. Ja a teoria NC deu origem a Universos em que os fatores
de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela Figura 24. Os
comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos pela Figura 38
junto as condigoes inciais mencionadas sao representados pela Figura 39. Ao utilizar a
equacdo de movimento (5.47) com as condigoes iniciais a.(0) = an,.(0) = a(0) contidas na

regido |age, o3[ € com a.(0) e ane(0) determinados pela equagao de Friedmann (5.46) a
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teoria comutativa deu origem a Universos em que os fatores de escala apresentam o mesmo
comportamento qualitativo descrito pela Figura 5. J& a teoria NC deu origem a Universos
em que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela
Figura 24. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos

pela Figura 38 junto as condigoes inciais mencionadas sao representados pela Figura 40.

Finalmente foram obtidos resultados em que os valores do potencial comutativo
nos pontos de maximo e minimo sao negativos (V.(a.1) < 0 e Ve(az) < 0) e respeitando
a relacao V.(aq) > Vi(ae). Além disso, tal potencial apresenta apenas uma raiz dada
por a.1. Ja o potencial NC apresentou o mesmo comportamento qualitativo descrito
pelo caso NC apresentado pela Figura 38. Os comportamentos dos potenciais descritos
acima sao representados pela Figura 41. O fato do potencial comutativo possuir apenas
uma raiz implica que os Universos obtidos pela teoria comutativa apresentarao fatores
de escala com apenas um tipo de comportamento que dependera das condicoes iniciais
utilizadas. Ja o fato do potencial NC nao possuir raizes implica que os Universos obtidos
pela teoria NC apresentarao fatores de escala com apenas um tipo de comportamento que
dependera das condigoes iniciais utilizadas. Ao utilizar a equagao de movimento (5.47)
com as condigoes iniciais a.(0) = an(0) = a(0) contidas na regido |0, a.2[ e com a.(0) e
ane(0) determinados pela equagao de Friedmann (5.46) a teoria comutativa nao deu origem
a Universos em que os fatores de escala apresentaram o mesmo tipo de comportamento
da teoria comutativa descrita pela Figura 2. Ja a teoria NC deu origem a Universos em
que os fatores de escala apresentam o mesmo comportamento qualitativo descrito pela
Figura 24. Os comportamentos descritos acima correspondentes aos potenciais descritos

pela Figura 41 junto as condigoes inicias mencionadas sao representados pela Figura 42.

POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
N
14
o 12
V(a)
10
o
a(1)
o
0 ; ; ‘
1 2 3 6
a(1)
-1 44
0 05 i 15 2
-2 t
[—a=-05—0a=0| —0=-05
Figura 23 — Potenciais das duas teorias. Figura 24 — Fator de escala correspondente a

Figura 23 e condigoes iniciais con-
tidas na regiao Jancre, +00[.
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g | Q| g | gs « a(0) (ne(0)
11|11 2]—=05]229]0,1543072131

Tabela 43 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 23 e 24.

POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
2 1
10-
N
V(a) 1
(@) o]
7]
a(f) 6
0 :
1 3 ]
(1)
n
1 3,
)
0 1 2 3 4
-2 t
[— o0=-05—a=0| —0=-05
Figura 25 — Potenciais das duas teorias. Figura 26 — Fator de escala correspondente a

Figura 25 e condigbes iniciais con-
tidas na regido |aer1, 00| .

El g | Q|9 | gs o} a(0) ne(0)
1101 —-1]11|2/|-=0,5]1,22|0,9456133346

Tabela 44 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 25 e 26.
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POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
5
30
4,
251
N
20
a(1)
2,
151
11 10
0 T T l 54
1 2 3
a(t) : ‘ : ‘
0 0.5 1 15 2
-1- ’
[—a=-05—0a=0| — a=-05
Figura 27 — Potenciais das duas teorias. Figura 28 — Fator de escala correspondente a

Figura 27 e condigoes iniciais con-
tidas na regido Janer1, +00] -

Elge| Q |9 | 9s a | a(0) ane(0)
12 =1]1]=0,2]-0,5]257]0,1709230470

Tabela 45 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 27 e 28.
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POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
1.5
0.68
1 0.661
Via) 0.64-
0.5
a() 0.62
0 : : ‘ 0.60-
Voo 2 3
a(t) 0.58 1
-0.51
0.561
0 i 2 3 4 5
-1 ¢
s
Figura 29 — Potenciais das duas teorias. Figura 30 — Fator de escala correspondente a
Figura 29 e condigoes iniciais con-
tidas na regido |aner1, Gnero| -
9e Q| gr 9s a a(0) Gnc(0)
110,99 —-1]11]-0,2|—-0,5]0,55]|0,02880218742
Tabela 46 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 29 e 30.
FATOR DE ESCALA
141
121
101
a(t)
8,
6,
4,

Figura 31 — Fator de escala correspondente a
Figura 29 e condicoes iniciais con-
tidas na regiao ]ancrs, +00[.
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El g | Q| g Js o a(0) (ne(0)
1109 —-1|11]-0,2|-0,512,28]|0,1128799318

Tabela 47 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 31.

POTENCIAIS FATOR DE ESCALA

/\ »
0 81

-0.51
4,
0 05 1 15 2
-1 ‘
[—a=-05—0a=0| —0=-05
Figura 32 — Potenciais das duas teorias. Figura 33 — Fator de escala correspondente a

Figura 32 e condigoes iniciais con-
tidas na regido Janers, +00] -

Je Q| g Js a a(O) anC(O)
1101 —-1]1|-0,2|-0,51]1,92]| 0,09536333153

Tabela 48 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 32 e 33.
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POTENCIAIS FATOR DE ESCALA
101
o] 14
6 12
V(a)
4l
10
2 a(t)
g
0 ‘
1 2 3
] a(t) 6
4 4
,6,
0 0.5 1 15 2
-8- ’
[—a=-05—0a=0| — a=-05
Figura 34 — Potenciais das duas teorias. Figura 35 — Fator de escala correspondente a

Figura 34 e condigoes iniciais con-
tidas na regiao Janer2, 00|

E g Q| g | gs « a(0) (ne(0)
—1/1|—-1|—-6|—-1|-0,5|213]0,1448870905

Tabela 49 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 34 e 35.
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POTENCIAIS FATORES DE ESCALA

0 ‘ ‘ |
\21_)/2/ ’ ;
13
a(t) o]
-2 8
6,
V(a) -4
4l
_6, 27
0 2 4 6 8 10
-8- t
[y p—— [y p———

Figura 36 — Potenciais das duas teorias. Figura 37 — Fatores de escala correspondentes
a Figura 36 e condigbes iniciais
contidas na regiao |acra, Gers-

Elge| Q| g | gs a | a(0) a.(0) (e (0)

-1/6|-1]-6|—-1|-0,5] 1,1 |0,7171720640 | 1,086202453

Tabela 50 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 36 e 37.

POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
I 3
2.5
V(a) 05
2,
/\ a(t) | <]
0 : ‘ =
i 2 3
a(1)
1,
0.5
051
0 05 1 15 2
-1 ‘
[—a=-05—0a=0| [— a=-05—0=0]
Figura 38 — Potenciais das duas teorias. Figura 39 — Fatores de escala correspondentes

a Figura 38 e condigbes iniciais
contidas na regiao |0, acp1].



Elge| Q| g | gs a

a(0)

. (0)

-1/5|-1|-6]-2|-0,5

0,1

139, 3017947

139, 3017965

Tabela 51 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 38 e 39.

FATORES DE ESCALA
10
o
a(t) 6
4
2,
0 2 4 6 8 10
t
[—o=-05 0=0|

Figura 40 — Fatores de escala correspondentes
a Figura 38 e condigbes iniciais
contidas na regido |acr2, ers|.

Elg| Qg | g6 | «

a(0)

ac(0)

-1/5|-1|-6]-2|-0,5

1,1

0, 4442400533

0, 9288967784

Tabela 52 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 38 e 40.

106



107

POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
.
4,
0 ‘
1 2 3 3
a(1)
a(1)
1 21
V(a)
1 m
_2,
0 2 4 6 8 10
-3 ¢
|—oc:-0.5—oc:0| |—0c:-0.5 (x:0|
Figura 41 — Potenciais das duas teorias. Figura 42 — Fatores de escala correspondentes

a Figura 41 e condigbes iniciais
contidas na regiao |0, acp1].

k ge | Q| g- | gs o a(0) a.(0) ne(0)
-1(53|-1|—-6|-2|-0,5] 0,1 | 139,3028715 | 139, 3028733

Tabela 53 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes as Figuras 41 e 42.

5.4 ESTIMATIVA DO PARAMETRO NC

Através da equacao de Friedmann dos modelos cosmolégicos NC’s (4.146) é possivel
obter numericamente um valor numérico para o parametro NC. Este processo sera realizado

fixando os outros parametros envolvidos de acordo com os dados observacionais atuais.

Inicialmente, serao consideradas as constantes G e ¢ no sistema de unidades MKS,
uma vez que se quer obter o tempo em sua unidade habitual. Em seguida, fixa-se k = 0, que
é o valor mais aceito para o pardmetro de curvatura, atualmente. Fixa-se também A = 0.
O pardmetro referente & energia do fluido perfeito C' pode ser escrito como C' = QyHZ =
87Gpo/3, sendo Qg = po/p. 0 pardmetro de massa da energia escura, p. = 3H?/(87G) a
densidade critica, py a densidade de matéria atual do Universo, Hy a constante atual de
Hubble e G a constante gravitacional. Aqui Qg = 0.3 ¢ Hy = 72kms~ ' Mpc~1.

Introduzindo os valores destes pardmetros na equac¢ao de Friedmann NC (4.146),
separando as variaveis, introduzindo um novo parametro NC 1) = 3« e considerando que,
nos tempos atuais, o Universo é dominado por um fluido perfeito de poeira sem pressao

(w=0), obtém-se,

1 1 4,32 x 107
/ da = / dt. (5.48)
0 /(1,538)10-36q1 — ¥ 0
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Na equacao acima, foi fixado o valor atual do fator de escala ay = 1 e a presente idade
do Universo ty = 4,32 x 10'7s (~ 13,7 x 10° anos). Numericamente foi encontrado que
1~ —0,45 x 1079572, Logo, foi obtido que o valor numérico de v é da mesma ordem de
grandeza do valor atualmente estimado da constante cosmoldgica gy, na teoria HL. Da
literatura, este valor é aproximadamente, gao ~ 2,28 x 10735572, A presente estimativa j4

foi realizada em [17] para modelos cosmoldgicos NC’s em RG.

5.5 CONCLUSAO

E importante destacar que no presente trabalho foi aplicado pela primeira vez o

formalismo de FJ na teoria gravitacional de HL.

No presente trabalho, a introducao da NC, foi feita de maneira geométrica. Isto
resultou em um termo geométrico adicional nas equagoes de movimento. Através de uma
lei de conservacao de energia foi obtida uma equacao de estado para este termo. Isto
possibilitou a interpretacao deste termo como sendo um fluido perfeito NC. Conclui-se
entao que apesar do termo adicional ser de origem geométrica, foi relacionado com o setor

de matéria dos modelos cosmolégicos de HL NC’s.

Depois de resolver as equacoes dinamicas para diferentes modelos cosmoldgicos
NC’s, conclui-se que a introdugao da NC na teoria cosmolégica de HL, acoplados a fluidos
perfeitos com equacao de estado p = wp, altera de forma significativa a dinamica dos
modelos cosmologicos de HL NC’s em relagao aos seus correspondentes comutativos. Nos
modelos cosmolégicos de HL NC’s, além de tornar a densidade de energia do fluido NC
posivita, valores negativos do pardmetro NC (a < 0), apresentaram o efeito de tornar
a expansao do Universo mais facil do que no modelo comutativo correspondente. Nos
casos em que, no modelo comutativo, o Universo esta se expandindo, a presenca de um
a negativo, no modelo NC correspondente, aumentou taxa de expansao. Como exemplo,
estes resultados foram apresentados pelas Figuras 3, 6, 9 e 12. Por outro lado, nos casos
em que, no modelo comutativo, o Universo esta se contraindo para uma singularidade
do tipo Big Crunch, ou ficam oscilando entre méaximos e minimos, a presenca de um «
negativo, no modelo NC correspondente, forcou o Universo a se expandir. Como exemplo,
estes resultados foram apresentados pelas Figuras 2, 8, 37, 39, 40 e 42. Nos casos em
que, no modelo comutativo, nao deu origem a nenhum tipo de Universo, a presenca de
um « negativo, no modelo NC correspondente, deu origem a Universos que oscilam entre
maximos e minimos ou Universos que expandem de maneira infinita em um tempo infinito,
a partir das condigoes iniciais. Como exemplo, estes resultados foram apresentados pelas
Figuras 5, 11, 14, 16, 20, 24, 26, 28, 30, 31, 33 e 35.

Uma vez que busca-se descrever a atual expansao acelerada do nosso Universo,
pode-se mencionar que, devido a NC introduzida aqui, foram obtidas solu¢oes para o fator

de escala compativeis com a expansao. Como exemplo, estas solugoes foram apresentadas
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pelas Figuras 3, 6, 9, 12, 24, 26, 28, 31, 33 e 35. Além disso, a introducao da NC resultou na
presenga de um parametro adicional livre « (especialmente no caso de um « negativo) nao
presente no modelos comutativos correspondentes. Pode-se usar essa liberdade adicional

para ajustar melhor os dados observacionais.
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6 OS MODELOS COSMOLOGICOS NAO-COMUTATIVOS EM RG

6.1 INTRODUCAO

No presente capitulo serd considerada que a interagao gravitacional é descrita pela
RG. Os modelos cosmologicos de RG NC’s serao descritos, para uma versao particular de
NC, acoplados a fluidos perfeitos fantasmas. A NC serd introduzida através de deformagoes
na algebra dos parénteses de Poisson, entre as variaveis do espago de fase, que descrevem
o Universo. Para isso sera utilizado o formalismo de FJ. Esta NC, e sua introdugao, serao
dadas da mesma forma descrita nos capitulos anteriores. Em seguida, serao resolvidas as

equagoes de movimento para os modelos cosmolégicos de RG NC'’s.

6.2 OS MODELOS COSMOLOGICOS DE RG NC’s

Serao considerados no presente capitulo modelos cosmologicos homogéneos e iso-
trépicos de RG NC’s acoplados a fluidos perfeitos fantasmas (w < —1) e uma constante
cosmoldgica (A). Nesse modelos, o espago-tempo é caracterizado pelas segoes espaciais com
curvatura nula (k = 0), positiva (k = 1) e negativa (k = —1). E importante mencionar que

estes modelos ja foram estudados na literatura com outros tipos de fluidos perfeitos [17].

Como nos modelos anteriores, a atengao sera restrita apenas a solugdes expansivas
que podem representar a atual expansao do Universo. No presente caso, estas solucoes

geram singularidades do tipo Big Rip.

Com essas informagoes, os modelos cosmoldgicos comutativos sao dados pela métrica

de FRW (2.67), tensor momento energia (2.1) e equagao de estado do fluido perfeito (2.51).

Assim como nos modelos cosmoldgicos dos capitulos anteriores, os setores geométricos

e de matéria sdo escritos em suas formas Hamiltonianas através do formalismo ADM e

do formalismo variacional de Schutz respectivamente introduzidos no capitulo 2. Entao,

pode-se escrever a seguinte densidade de Hamiltoniana para os modelos cosmoldgicos
comutativos [17],

Py(t)?

T 12a(t)

— 3ka(t) + Aa(t)® + Pr(t)a(t) . (6.1)

Na equacao acima a(t) é o fator de escala, T'(t) é a coordenada relacionada ao fluido, P,(t) e
Pr(t) sao os momentos canonicamente conjugados as variaveis a(t) e T'(t) respectivamente,
k é a curvatura das secOes espaciais, A é a constante cosmoldgica e w é a constante do
fluido perfeito. Por questoes de simplicidade sera omitida a dependéncia temporal das

variaveis.

A partir da densidade de Hamiltoniana (6.1), afim de obter uma Hamiltoniana
NC, é aplicado o formalismo de FJ e os parénteses de Poisson (4.134)-(4.138) entre as

variaveis canonicas NC’s dadas por a, P,,T e Pr. Os pardmetros o e «, sao parametros
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NC’s. Como ja mencionado, nos modelos cosmoldgicos NC’s anteriores, estes parametros

devem ser pequenos restringindo o tratamento em primeira ordem dos mesmos.

Assim como nos modelos anteriores, o formalismo induziu as seguintes transforma-
coes entre as variaveis NC’s e as novas varidveis comutativas (P,, Pr) mais os parametros
NC’s,

P P, —aT ~ Pr

n=———  Pr= .
1—ao r 1—ao

(6.2)

Este novo conjunto de variaveis comutativas satisfaz os parénteses de Poisson (4.134)-(4.138)
em primeira ordem dos parametros NC’s. Baseados nos mesmos argumentos discutidos no
Capitulo 5, através das transformacoes de coordenadas (4.123)-(4.124), concluiu-se que
o = 0. Assim, encontra-se a seguinte densidade de Hamiltoniana NC escrita em termos de
variaveis comutativas mais o parametro NC,

H = —(PC”I;ZW — 3ka+ Ad® + Pra™, (6.3)

onde foi usado a =a, T =T ¢ 0 = 0. Fazendo o = 0 obtém-se o modelo comutativo.

Através da Hamiltoniana (6.3), foram encontradas as equacoes de Hamilton. Com-
binando as equacoes de Hamilton foram obtidas duas equagoes dindmicas para o fator de
escala a(t) e uma equagdo para a conservagao de energia. Impondo a condigao de vinculo,

foi obtido a seguinte equacgao de Friedmann NC,

A C «Q
.92 2
a+k— —ga — YR -+ 35 =0. (6.4)

Na equagao acima, C' é uma constante de integracao positiva relacionada a energia do

fluido. Fazendo a@ = 0 e C' = Pr obtém-se as equagdes para os modelos comutativos
correspondentes. Com os modelos cosmolédgicos de RG NC’s construidos seré resolvida a

equagao de Friedmann (6.4) para encontrar a dindmica do fator de escala a(t).

6.3 METODOLOGIA

A analise dos resultados foi realizada de maneira numérica e detalhada através
de comparacoes entre os potenciais dos modelos cosmoldgicos de RG NC'’s e seus corres-
pondentes comutativos. Além disso, também foram comparados as possiveis solucoes das
equagoes de movimento correspondentes aos respectivos potenciais de ambas as teorias.
De acordo com a equagao de Friedmann NC (6.4), o estudo das solugoes serd baseado no

seguinte potencial,

A C a
Via)=k— 3¢~ 350m + g (6.5)
e nas seguintes equagoes de movimento,
A C
a4+ k——a®— v 2, (6.6)

3 3a3w+l 3a3w
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A C wC wa

a— ga + Gado+2 + 2g3+2  9gBwtl 0. (6.7)

Novamente, destaca-se que as equagoes para os modelos comutativos sao obtidas
fazendo o = 0 e C = Pr.

Assim como nos modelos cosmologicos dos capitulos anteriores, a equacao de
Friedmann (6.6) é resolvida de maneira numérica, porém, em alguns casos ela nao fornecera
a solucao devido a necessidade de mais uma condicao inicial. Nos casos ressaltados acima
a equagao que requer duas condigoes iniciais e que sera utilizada é a equacao da aceleragao
do fator de escala (6.7). As condicoes iniciais a(t = 0) para a equacao de Friedmann (6.6)
serao obtidas através do comportamento qualitativo do potencial (6.5). J& para a equacao
da aceleracao do fator de escala (6.7) as condigoes iniciais a(t = 0) e a(t = 0) serao obtidas
através do comportamento qualitativo do potencial (6.5) e da equagao de Friedmann
(6.6) respectivamente. E importante destacar que na andlise qualitativa realizada foram
considerados apenas os pontos criticos e raizes dos potenciais com valores reais e positivos.
Dessa forma, os fatores de escala sempre terdo condicao inicial a(t = 0) > 0 e sofrerdo

inicialmente uma expansao dada por a(t = 0) > 0.

Como ja mencionado anteriormente, serao estudados os modelos cosmolégicos
contendo como matéria fluidos fantasmas (w < —1) em que o espago-tempo é caracterizado

pelas diferentes curvaturas das segoes espaciais.

6.4 RESULTADOS OBTIDOS

Primeiramente ¢ importante destacar duas caracteristicas dos modelos cosmologicos
estudados no presente trabalho. Através do potencial (6.5) percebe-se que quando a(t) —
0, lim+ V (a) = k. Outra caracteristica importante a ser mencionada é que quando

a—

a(t) — oo, ah_}rgo V (a) = sinal(a)oo, ou seja, depende do sinal do pardmetro NC.

E importante mencionar que no presente texto o potencial (6.5) poderd nao
apresentar raiz ou apresentar no maximo uma raiz real e positiva. Além disso pode nao

apresentar ponto critico ou apresentar no maximo um ponto critico real e positivo.

Uma das questoes mais importantes que fundamenta o presente trabalho e que
merece destaque ¢ a possivel influéncia da NC no comportamento qualitativo dos fatores
de escala. Como os resultados de interesse sao principalmente motivados pela expansao
acelerada do Universo, serao destacados os casos em que ambas as teorias, comutativa e
NC, apresentam Universos em que os fatores de escala expandem infinitamente em um
tempo finito para uma singularidade do tipo Big Rip, a partir das condigoes iniciais. Dentre
estes casos, sera visto que em todas situagoes, a teoria NC apresenta um fator de escala
com taxa de expansao mais rapida quando comparado ao obtido pela teoria comutativa.

Consequentemente o tempo para que a teoria NC chegue na singularidade do Big Rip é
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menor quando comparado ao da teoria comutativa. A partir dos argumentos utilizados
acima serao considerados e apresentados no presente texto os modelos cosmolégicos de
RG NC’s acoplados a fluidos perfeitos fantasmas com equagao de estado p = wp, em que
w < —1.

6.4.1 Fluidos Fantasmas

O estudo numérico e detalhado do comportamento das solucoes para os fatores de
escala foi obtido da variacao dos parametros presentes k, A, P,., C, w e a. E importante
mencionar que, para valores positivos do pardmetro NC (a > 0), os potenciais (6.5)
apresentam comportamentos do tipo representados pela Figura 43. Estes casos nao serao
apresentados na presente tese, pois, os fatores de escala dos Universos NC’s expandem
até um tamanho maximo, seguido de uma contragao. Logo, estes fatores de escala nao
apresentam expansao para a singularidade do Big Rip. Considerando as informacoes acima,

foram encontrados os seguintes resultados.

POTENCIAIS
15000

10000 1

5000

-5000 1

-10000 A

-15000-

|—oa=-05—a-0]

Figura 43 — Potenciais das duas teorias.

k| A |P

1 Ol w a
0| —-1/10 10| —-1,5]0,5

Tabela 54 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 43.
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6.4.1.1 Curvatura nula k =0

No espago-tempo caracterizado pelas se¢oes espaciais com curvatura nula (k = 0),
a dindmica do Universo é obtida da equagao (6.6) junto as condigoes iniciais determinadas

pelo potencial (6.5).

Como ja mencionado o caso comutativo é obtido fazendo C'= P, e a = 0.

6.4.1.1.1 Caso A=0

No espago-tempo caracterizado pelas segoes espaciais com curvatura nula (k = 0)
e na auséncia da constante cosmolégica (A = 0) a equacao de Friedmann (6.6) para os

modelos comutativos é dada por,

. Pr

Essa é uma equacao diferencial separavel que pode ser diretamente integrada obtendo

(3 3) 2 3 Sw43 3w2+3

W + T CLO 2

=< t—t 20— . 6.9
2 3 { ot \/PT<3w+3)}] (6.9)

Com o fator de escala acima, considerando ty = 0, a(ty) = ap e como w < —1 o tempo

como solucao,

a(t) =

para o fator de escala atingir a singularidade do Big Rip fica dado por,

2 3 [ suis
. A e 6.10
3w+ 3\ Pr (ao ) (6.10)

E importante mencionar que o presente caso é o tnico que forneceu alguns resultados
analiticos, como os encontrados acima. Por questoes de conveniéncia, o tempo (6.10) serd
denominado como sendo o tempo analitico para os fatores de escala (6.9) dos Universos
comutativos atingirem o Big Rip. Para os casos NC’s nao foi possivel obter resultados

deste tipo.

Para valores negativos do parametro NC os potenciais e os fatores de escala de
ambas as teorias apresentam o mesmo comportamento qualitativo. Os potenciais nao
apresentam nenhuma raiz e sao decrescentes com uma taxa de decrescimento mais rapida
para a teoria NC. Os fatores de escala descrevem o Universo com inicio na singularidade
do Big Bang no tempo inicial ¢ = 0. Os Universos expandem de maneira infinita em um
tempo finito até uma singularidade do tipo Big Rip. O tempo para o Universo da teoria
NC chegar em tal singularidade é menor do que o Universo obtido pela teoria comutativa.
A diferenca entre tais tempos decorre da presenca do parametro NC. Os comportamentos

descritos acima sao representados pelas Figuras 44 e 45, sendo ¢ o tempo analitico da teoria
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comutativa dado por (6.10) e 7 o tempo numérico para os fatores de escala atingirem a

singularidade do Big Rip.
a) Variacao de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solucoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢ao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 46 e 47.
b) Variacao de w

A medida que o valor do pardmetro w diminui, ambas as solugoes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢ao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 48 e 49.
¢) Variagao de «

A medida que o valor do parametro « diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 50.
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POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
0 ‘ 1400 1
2
1200 -
0.2
1000 |
-0.41 o) 8007
V(a) 600
-0.61
4001
08 2001 J J
0 05 i 15 2 25
-1 ¢
[y p——— [y y———

Figura 44 — Potenciais das duas teorias. Figura 45 — Fatores de escala correspondentes
a Figura 44 e condigbes iniciais
contidas na regido ]0, +oo]

kAP, |C| w a | a(0) t T Ty

ojo0o| 1 |1|-1,5-0,5| 1 |[2,309401077 | 2,3094011 | 1, 3888308

Tabela 55 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 44 e 45.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA

2500 A 700
600

2000
500

1500 1
a(t) a(t) 400
1000 300
200

500
J 100

0 1 2 3 J J

‘ 0 05 i 15 2
—— Pt=1,t=2.309401077, T =2.3094011 !
Pt=10, t=0.7302967433, t = 0.73029677 —— C=1,7=1.3888308 C=10,7t=0.64149677
— Pt=20,t=0.5163977796, t = 0.51639780 — C =20, 1=0.47549506
Figura 46 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 47 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de C' e con-
P, e condigbes iniciais contidas dicoes iniciais contidas na regiao
na regido |0, +o00|. 10, +o0].
k|AN|P.| w |a(0) t T
00| 1 |-1,5 1 2,309401077 | 2,3094011
001 10]-1,5 1 0,7302967433 | 0,73029677
001 20]-1,5 1 0,5163977796 | 0,51639780

Tabela 56 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 46.

ElA| C| w a | a(0) Tye

00 1]-1,5]-0,5 1 1,3888308
0101]10]-1,51-0,5 1 ]0,64149677
0101]20]-1,51-0,5 1 | 0,47549506

Tabela 57 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 47.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
8001 701
700+ 60
600+
50 1
500+
< <40
S 400 5
300 301
200- 204
100+
10
0 i 2 3 J ‘ : ‘ ‘
1 0 05 1 15 2
—— w=-1.5,t=2.309401077, T = 2.3094011 !
w =-3,t=0.5773502693, t = 0.57735006 —— w=-1.5,7=1.3888308 w=-3,1=0.44151929
—— w=-9,t=0.1443375673, 1 = 0.14433743 — w=-9,1=0.11614746
Figura 48 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 49 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de w e con-
w e condigoes iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regiao |0, +oo]. 10, +o0].
k|AN|P.| w |a(0) t T
00| 1 |-1,5 1 2,309401077 | 2,3094011
0[(0] 1 -3 1 0,5773502693 | 0,57735006
0(0] 1 -9 1 0,1443375673 | 0,14433743

Tabela 58 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 48.

EIAC| w a | a(0) Tye

0(0|1]-1,5]-05 1 1,3888308
0(o0f1}] -3 [-05 1 10,44151929
0(o0of{1} -9 [-05 1 10,11614746

Tabela 59 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 49.
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0 0.5 1 15 2

—— o=-0.5, 7= 1.3888308
—— o=-0.1, 7= 1.8894179

o=-0.3,1=1.5717091

Figura 50 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
dig¢Oes iniciais contidas na regiao
10, 400l

ElA|C| w a | a(0) Ty

0/0(11]-1,5|-0,1 1 1,8894179
0/0(11]-15(-03| 1 1,5717091
0/0(1]-1,5]-0,5 1 1,3888308

Tabela 60 — Valores dos pardmetros utilizados correspondentes a Figura 50.
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6.4.1.1.2 Caso A #0

a) Caso A >0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais e os fatores de escala de
ambas as teorias apresentam os mesmos comportamentos qualitativos descritos pelas
Figuras 44 e 45.

a.i) Variacdo de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solugoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugado comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 51 e 52.
a.ii) Variagao de A

A medida que o valor do parametro A aumenta, ambas as solugdes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 53 e 5H4.
a.iii) Variacao de w

A medida que o valor do parametro w diminui, ambas as solu¢des expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 55 e 56.
a.iv) Variagdo de «

A medida que o valor do pardametro o diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 57.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
1400
500

1200

4001
1000

. 8004 300

600
200

400

100+

L)) | )

0 1 2 3 0 05 i 1’5 2
t t
—— Pt=1,1=2.0354451 Pt=10,7t=0.71864234 — C=1,1=1.2607389 C=10,t=0.63116732
—— Pt=20,7t=0.51218852 —— C=20,71=0.47154391
Figura 51 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 52 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de C' e con-
P, e condigbes iniciais contidas dicoes iniciais contidas na regiao
na regido |0, +o00|. 10, +o0].
E|A| P, | w |a(0) T
0]1 1 ]-1,5 1 2,0354451
O|1]10]-1,5 1 0,71864234
0]11]20]-1,5 1 0,51218852

Tabela 61 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 51.

ElA| C| w a | a(0) Tye

O/1]1]-1,5]-0,5 1 1,2607389
0|1]10]-1,51-0,5 1 10,63116732
0111]20]-1,51-0,5 1 ]0,47154391

Tabela 62 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 52.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
100000 2000 1
80000
1500
= 60000 =
N S 10001
40000+
500
20000
0 ‘ ‘ —4 ‘ : ‘ ‘
0 02 0.4 0.6 038 1 0 0.1 02 03
t t
— A=1,1=0.80037745 A=3,1=0.77254026 — A=1,1=0.30566846 —— A=3,1=0.30156308
— A=5,1=0.74907348 — A=5,1=0.29772867
Figura 53 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 54 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de A e con-
A e condices iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regido ]0, +ocol. 10, +o0].
E|A| P, | w |a(0) T
0|11 ]-1,5 4 1 0,80037745
03] 1 |-1,5 4 | 0,77254026
05| 1 |-1,5 4 1 0,74907348

Tabela 63 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 53.

EIAC| w a | a(0) Tye

O/1111]-1,5]-0,5| 4 |0,30566846
0(3|1]-15|-05| 4 | 0,30156308
O/5|11]-15]-05| 4 |0,29772867

Tabela 64 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 54.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA

1200 1 500

1000 4001

800

600

200
4001

200 ] J 100+

0 1 2 3 0 05 i 1’5 2
t t
—— w=-1.5,1=2.0354451 w=-3,7=0.50886100 — w=-1.5,t=1.2607389 w = -3, 1=0.40284607
— w=-9,71=0.12721520 — w=-9, 1=0.10604286
Figura 55 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 56 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de w e con-
w e condigoes iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regiao |0, +oo]. 10, +o0].
E|A| P, | w |a(0) T
0]1 1 ]-1,5 1 2,0354451
0|11 1 -3 1 0,50886100
01 1 -9 1 0,12721520

Tabela 65 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 55.

EIAC| w a | a(0) Tye

O(1{1]-1,5]-05 1 1,2607389
o(1{1} -3 [-05 1 10,40284607
oO(1{1} -9 [-05 1 | 0,10604286

Tabela 66 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 56.
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FATORES DE ESCALA

500+

400

100

)

0 1 2 3
t

—— o=-0.5,t=1.2607389
—— o=-0.1,7=1.6670818

o=-0.3, 1= 1.4085275

Figura 57 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
dig¢Oes iniciais contidas na regiao
10, 400l

ElA|C| w a | a(0) Ty

0/1(1/]-15|-0,1 1 1,6670818
01| 1[-15]-03| 1 |1,4085275
0/1(1]-15]-0,5 1 1,2607389

Tabela 67 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 57.
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b) Caso A <0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais de ambas as teorias apre-
sentam o mesmo comportamento qualitativo. Os potenciais apresentam um crescimento
até um ponto de maximo seguido de um decrescimento. O potencial da teoria comutativa
apresenta uma raiz, dada por a..;. O potencial da teoria NC também apresenta uma raiz,
dada por a,.1. Os fatores de escala de ambas as teorias descrevem o Universo com inicio
na singularidade do Big Bang, no tempo inicial ¢ = 0. Os Universos expandem de maneira
infinita em um tempo finito, a partir da condic¢ao inicial a1, até uma singularidade do
tipo Big Rip. Os comportamentos mencionados acima sao representados pelas Figuras 58
e 59.

b.i) Variacao de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solucoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugado comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢ao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 60 e 61.
b.ii) Variacao de A

A medida que o valor do pardmetro A aumenta, ambas as solu¢oes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 62 e 63.
b.iii) Variagao de w

A medida que o valor do pardmetro w diminui, ambas as solugoes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢ao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 64 e 65.
b.iv) Variagao de o

A medida que o valor do parametro « diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 66.
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POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
0 A ‘ ‘ 500
0.5 1 15 2
(1)
400
-0.21
3001
-0.41 S
=
V(ia
@ 2001
-0.6 1
100
0.8 J
0 i 2 3 4 5
-1- ‘
[y p—— [y p———
Figura 58 — Potenciais das duas teorias. Figura 59 — Fatores de escala para as duas te-

orias correspondentes a Figura 58
e condigbes iniciais contidas na re-
gido |acr1, +00l.

E|A|P.|C| w a | a(0) T Tye

Oj-1(11|-1,5|-0,5| 2 |1,4705631 | 0,69153077

Tabela 68 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 58 e 59.
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60000 1
500001
40000
§ 30000
20000
10000 1

0 ~+ T T — l

0 0.5 1 1.5 2

t

—— Pt=1,1=1.4705631
—— Pt=20, t = 0.30796390

Pt=10,t=0.43683741

Figura 60 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
P, e condigbes iniciais contidas

na regiao |acr1, +00l[.
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FATORES DE ESCALA
700

600

500

0 02 0.4 0.6 08 1

—— C=1,1=0.69153077
—— C=20,1=0.27052283

C=10,1=10.35733205

Figura 61 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de C' e con-
dicoes iniciais contidas na regiao

]acrla +OO[
kE|A|P.| w |a(0) T
O|-1( 1 |-15 2 1,4705631
0|-1]10-1,5 2 0,43683741
0-11201-15 2 1 0,30796390

Tabela 69 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 60.

ElA|C| w a | a(0) Tyve

O(-1]1(-15(-0,5] 2 |0,69153077
0 -1]10|-15-05] 2 |0,35733205
0|-1120(-1,5]-0,5| 2 |0,27052283

Tabela 70 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 61.



FATORES DE ESCALA
14000-
12000-
10000

= 8000

N
60001
4000
2000 /J J

0 0.2 04 0.6 08 1
t
—— A=-1,1=0.83454166 A=-3,1=0.87874411

—— A=-5,1=0.94163939

Figura 62 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
A e condices iniciais contidas na
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FATORES DE ESCALA
3500
3000
2500
~ 2000 1
T
1500
1000
500
___Z
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t
—— A=-1,t=0.31008527 —— A=-3,1=0.31486389

—— A=-5,1=0.32006833

Figura 63 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de A e con-
dicoes iniciais contidas na regiao

regiao Jacr1, +00[. lacr1, +o0l.
kE|A|P.| w |a(0) T
O(-1] 1 1]-1,5 4 0,83454166
0}-3| 1 |-1,5 4 0,87874411
O|-5] 1 |-1,5 4 0,94163939

Tabela 71 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 62.

ElA|C| w a | a(0) Tyve

O(-1|1/-1,5]-05] 4 |0,31008527
03| 1 -15]-05| 4 |0,31486389
0/-5|1-15]-0,5| 4 |0,32006833

Tabela 72 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 63.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA

35001 1201

30001 100

2500
80 1
< 20007 <

60
1500

40
1000

204

500
J S

0 1 2 3 0 0.5 1 15 2

t t
—— w=-1.5,1=2.7647630 w =-3,1=0.49077798 —— w=-1.5, 1= 14343505 w =-3,71=0.34929301
— w =-9, 1=0.046806426 — w=-9,1=0.036782999
Figura 64 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 65 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de w e con-
w e condigoes iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regiao Jacr1, +00[. laer1, 4-o00l.
k|AN|P.| w |a(0) T
O(-1 1 |-1,5] 1,1 2,7647630
0l-1] L | -3 | 1,1 | 0,49077798
0|-1]1 -9 1,1 | 0,046806426

Tabela 73 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 64.

ElA|C| w a | a(0) Tyve
O(-1}1/-15-0,5] 1,1 1,4343505
0-1| 1] -3 |05 1,1 | 0,34929301
O(-1)1| -9 |-05] 1,1 |0,036782999

Tabela 74 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 65.
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FATORES DE ESCALA
500+

4004

100

e

0 1 2 3
t

—— o=-0.5, 1= 1.4343505
—— o=-0.1,1=2.1617013

o=-0.3,1=1.6859071

Figura 66 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
dig¢Oes iniciais contidas na regiao
]acrla +OO[

ElA|C| w a | a(0) Tyve

0| -1|1]-15]-01] 1,1 | 21617013
0 -1] 1 |-1,5]-03] 1,1 |1,6859071
0O|-111]-151{-0,0| 1,1 | 1,4343505

Tabela 75 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 66.



131

6.4.1.2 Curvatura positiva k =1

No espaco-tempo caracterizado pelas se¢des espaciais com curvatura positiva
(k = 1), a dindmica do Universo é obtida da equagao (6.6) junto as condigoes iniciais

determinadas pelo potencial (6.5).

Como ja mencionado o caso comutativo pode ser obtido fazendo C'= P, e a = 0.

6.4.1.21 Caso A=0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais de ambas as teorias apresen-
tam o mesmo comportamento qualitativo. Os potenciais apresentam um decrescimento a
partir do valor da constante k = 1. O potencial da teoria comutativa apresentam uma
raiz, dada por a..1. O potencial da teoria NC também apresenta uma raiz, dada por a,e1.
Os fatores de escala de ambas as teorias descrevem o Universo com inicio na singularidade
do Big Bang, no tempo inicial ¢ = 0. Os Universos expandem de maneira infinita em um
tempo finito, a partir da condicao inicial a1, até uma singularidade do tipo Big Rip. Os

comportamentos mencionados acima sao representados pelas Figuras 67 e 68.
a) Variacao de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solugoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 69 e 70.
b) Variacao de w

A medida que o valor do pardmetro w diminui, ambas as solugoes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 71 e 72.
¢) Variagao de o

A medida que o valor do pardmetro « diminui, as solucoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 73.
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POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
11 900
N w00
0 ‘ ‘ ‘
0.5 1 . 7001
a(1)
600 |
-1
5001
Kl
2] 4001
Via) 300
_3,
200 |
s 100
0 1 2 3
-5 ¢
[y p——— [y y———
Figura 67 — Potenciais das duas teorias. Figura 68 — Fatores de escala para as duas te-
orias correspondentes a Figura 67
e condigbes iniciais contidas na re-
gido |acr1, +00l.
kE|AN|P.|C| w a | a(0) T Tve

T c
1101 (1|-1,5]-0,5| 1,5 | 1,8740039 | 0,96097541

Tabela 76 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 67 e 68.



133

FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
4001
40001
300-
30001
s S 2001
2000
1000 1007 J)
0 05 1 1’5 2 0 02 04 0.6 08 1
t t
— Pt=1, t=1.8740039 Pt=10,t=0.54236212 — C=1,1t=0.96097541 C=10,t=0.45867961
— Pt =20, t=0.38223059 — C=20,1=0.34326107
Figura 69 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 70 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de C' e con-
P, e condigbes iniciais contidas dicoes iniciais contidas na regiao
na regiao |acr1, +00l[. lacr1, +o0l.
E|A| P, | w |a(0) T
1701 [-1,5] 1,5 | 1,8740039
110]10|-1,5| 1,5 | 0,54236212
110]20 |-1,5| 1,5 | 0,38223059

Tabela 77 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 69.

ElA| C| w a | a(0) Tye

1701 (-1,5]-0,5| 1,5 | 0,96097541
1[0 [10]-15]-05 1,5 | 0,45867961
1101(20(-1,51]-0,5| 1,5 | 0,34326107

Tabela 78 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 70.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
400
4000
300
3000 1
1 200
2000 |
100
1000 J)
‘ ‘ J) ‘ 0 02 04 0.6 038 1
0 0.5 1 15 2 t
! —— w=-1.5,7=0.96097541
— w=-1.5,71=1.8740039 w=-3,1=0.17394643 —— w=-3,1=0.12045501
— w=-9,t=0.0011124725 — w=-9, 1=0.00082551014
Figura 71 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 72 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de w e con-
w e condigoes iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regiao Jacr1, +00[. lacr1, +o0l.
E|A| P, | w |a(0) T
1170 1 |-1,5] 1,5 1,8740039
1[0 1] -3 15| 017394643
110 1 -9 1,5 1 0,0011124725

Tabela 79 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 71.

w a | a(0) Ty

C
11-1,51-0,5] 1,5 0,96097541
1
1

-3 1-0,51 1,5 0,12045501
-9 [-0,5] 1,5 | 0,00082551014

= = =]
olo|o| >

Tabela 80 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 72.
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700
600
500
400
3
300
200+
1004
T T 1
0 0.5 1 1.5
t
—— o=-0.5,1=0.96097541 — a=-0.3, 7= 1.1256931

—— a=-0.1, 1= 1.4378437

Figura 73 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
dig¢Oes iniciais contidas na regiao

]acrla +OO[

Tabela 81 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 73.

w

«

a(0)

T

k[A]C -

110 1]-15]-01] 1,5 | 1,4378437
110 1]-15]-03] 1,5 | 1,1256931
110 1]-15]-05] 1,5 | 096097541
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6.4.1.2.2 Caso A #0

a) Caso A >0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais e os fatores de escala de
ambas as teorias apresentam os mesmos comportamentos qualitativo descritos pelas Figuras
67 e 68.

a.i) Variacdo de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solugoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugado comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 74 e 75.
a.ii) Variagao de A

A medida que o valor do parametro A aumenta, ambas as solugdes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 76 e 77.
a.iii) Variacao de w

A medida que o valor do parametro w diminui, ambas as solu¢des expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 78 e 79.
a.iv) Variagdo de «

A medida que o valor do pardametro o diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados na Figura 80.
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10000

8000

6000
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2000 7

J

0 0.5

1
t

15

— Pt=1,1=1.6627151
— Pt =20, T=0.38048633

Pt=10,t=0.53738088

Figura 74 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
P, e condigbes iniciais contidas

na regiao |acr1, +00l[.
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FATORES DE ESCALA

2501
2001
— 1501

1004

0 0.5 1 15 2

—— C=1,1=0.90227603
—— C=20,71=0.34167258

C =10, t1=0.45450890

Figura 75 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de C' e con-
dicoes iniciais contidas na regiao
]acrla +OO[

E|A| P, | w |a(0) T

T 1] 1 |-15] 1,5 | 1,6627151
1110 |-15] 1,5 | 053738088
111]20-1,5| 1,5 | 0,38048633

Tabela 82 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 74.

ElA| C| w a | a(0) Tye

1711 (-1,5]-0,5| 1,5 | 0,90227603
T[1[10]-15]-05 1,5 | 0,45450890
1711120 (-1,561]-0,5| 1,5 | 0,34167258

Tabela 83 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 75.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
1.6 x 10+ 8001
1.4 % 105 7001
1.2 10°1 600
1.x 108 3001
I g x 10 S 400
6.% 10> 300+
4.x 101 200
2.x 10°1 100 J
0 T T T f 1 T T T T 1
0 02 0.4 0.6 038 1 0 0.1 02 03 0.4 05
t t
— A=1,1=0.80187070 A=3,1=0.77372657 — A=1,t=0.30591836 —— A=3,1t=0.30179310
—— A=5,1=0.75004911 — A=5,1=0.29794151
Figura 76 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 77 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de A e con-
A e condices iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regiao Jacr1, +00[. lacr1, +o0l.
E|A| P, | w |a(0) T
1111 ]-1,5 4 0,80187070
113 1 ]-1,5 4 0,77372657
115 1 -1, 4 0,75004911

Tabela 84 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 76.

EIAC| w a | a(0) Tye

1111 -15(-0,5| 4 |0,30591836
1131 -1,56]-0,5| 4 |0,30179310
1151 -15[-00] 4 |0,29794151

Tabela 85 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 77.
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Figura 78 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
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FATORES DE ESCALA

_J

0.5 1 15 2
t
— w=-1.5,1t=0.90227603
—— w=-3,1=0.11941734
— w=-9,1=0.00082550546

Figura 79 — Fatores de escala da teoria NC

para diferentes valores de w e con-
dicoes iniciais contidas na regiao

]acrla +OO[
E|A| P, | w |a(0) T
T 1] 1 [-15] 1,5 | 16627151
T[1] 1] 3|15 | 017129933
11111 -9 1,5 ] 0,0011124615

Tabela 86 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 78.

E|AC| w a | a(0) Tye
1111 /-1,5]-0,5] 1,5 0,90227603
111 -3 |-0,5] 1,5 0,11941734
1111 -9 [-0,5] 1,5 | 0,00082550546

Tabela 87 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 79.
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400

300

%200*

1004

)

0 1 2

3

—— o=-0.5,7t=0.90227603
—— a=-0.1, 7=1.2923358

a=-0.3,1=1.0396596

Figura 80 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
dig¢Oes iniciais contidas na regiao

]acrla +OO[

ElA|C| w a | a(0) Ty

111 -15|-0,1] 1,5 | 1,2923358
T[T 1 |-15[-03] 1,5 | 1,0396596
17111 -15(-0,5| 1,5 | 0,90227603

Tabela 88 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 80.
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b) Caso A <0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais de ambas as teorias apresen-
tam o mesmo comportamento qualitativo. Os potenciais apresentam um crescimento, a
partir do valor da constante k = 1, até um ponto de maximo seguido de um decrescimento.
O potencial da teoria comutativa apresenta uma raiz, dada por a..1. O potencial da teoria
NC também apresenta uma raiz, dada por a,..1. Os fatores de escala de ambas as teorias
descrevem o Universo com inicio na singularidade do Big Bang, no tempo inicial £ = 0. Os
Universos expandem de maneira infinita em um tempo finito, a partir da condigao inicial
aq1, até uma singularidade do tipo Big Rip. Os comportamentos mencionados acima sao

representados pelas Figuras 81 e 82.
b.i) Variacao de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solucoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugado comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢ao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 83 e 84.
b.ii) Variacao de A

A medida que o valor do pardmetro A aumenta, ambas as solu¢oes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 85 e 86.
b.iii) Variagao de w

A medida que o valor do pardmetro w diminui, ambas as solugoes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢ao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 87 e 88.
b.iv) Variagao de o

A medida que o valor do parametro « diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 89.
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Figura 81 — Potenciais das duas teorias.
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FATORES DE ESCALA
18000+
16000+
14000+
12000+
~ 10000
5
80001
60001
4000
2000
J
0 02 04 0.6 038 1
t
e ——

Figura 82 — Fatores de escala para as duas te-
orias correspondentes a Figura 81
e condigbes iniciais contidas na re-
gido |acr1, +00l.

AP |C| w a | a(0) T, Tye
1151 ]1|-1,5|-0,5] 4 |0,94644114 | 0,32040206

Tabela 89 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 81 e 82.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
6000 1
5000 400
4000 300
<3000 5
200
2000 1
100
1000
e, J _
0 0.5 1 15 2 0 0.2 0.4 0.6 08 1
t t
—— Pt=1,7t=1.5333822 Pt=10, t=0.43790680 —— C=1,1t=0.70409768 C=10,7t=0.35821900
— Pt=20, t=0.30833232 — C=20,1=0.27085766
Figura 83 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 84 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de C' e con-
P, e condigbes iniciais contidas dicoes iniciais contidas na regiao
na regiao |acr1, +00l[. lacr1, +o0l.
kE|A|P.| w |a(0) T
T[-1] 1 [-15] 2 | 1,5333822
1]-11]10|-1,5 2 0,43790680
1]1-1120|-1,5 2 0,30833232

Tabela 90 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 83.

NC
1 1-1,51-0,5 0,70409768
-1{10|-1,51]-0,5 0,35821900

11-1120]-1,5|-0,5

0,27085766

el Bl
I
—

AC| w a | a(0) T
2
2
2

Tabela 91 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 84.
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14000
12000
~ 10000
3
8000
6000-
4000 |
20001
0 0.2 04 0.6 08 1

— A=-1,7=0.83651902
—— A=-5,1=0.94644114

A=-3,7=0.88158718

Figura 85 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
A e condices iniciais contidas na
regiao Jacr1, +00[.
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FATORES DE ESCALA
1800 1
1600 |
1400 |
1200 |
1000
s
800 1
6001
4001
200
0 0.1 02 03 0.4 0.5
t
— A=-1,t=0.31035841 —— A=-3,t=0.31516455

—— A=-5,1=0.32040206

Figura 86 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de A e con-
dicoes iniciais contidas na regiao

]acrla +OO[
kE|A|P.| w |a(0) T
1(-1}11]-15] 4 |0,83651902
17311 ]-15 4 |0,88158718
1[5 1 |-15] 4 |0,94644114

Tabela 92 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 85.

ElA|C| w a | a(0) Tyve

17-1111-15]-0,5| 4 |0,31035841
11-3]11-1,5]-05| 4 |0,31516455
11-5111-15]-05| 4 |0,32040206

Tabela 93 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 86.
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t
—— w=-1.5,1=1.5333822
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— w=-9,1=0.000035238633

Figura 87 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
w e condigoes iniciais contidas na

regiao Jacr1, +00[.
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FATORES DE ESCALA

0 02 0.4 0.6 08 1

t

—— w=-1.5,1=0.70409768
— w=-3,1=0.046686259
— w=-9,1=0.000024388740

Figura 88 — Fatores de escala da teoria NC

para diferentes valores de w e con-
dicoes iniciais contidas na regiao
]acrla +OO[

E|A|P, a(0) T
1(-1(17]-15| 2 1,5333822
1]-111 -3 2 0,072475744
11-1] 1 -9 2 1 0,000035238633

Tabela 94 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 87.

ElA|C| w a | a0 Tye
17-1]11]-1,5]-0,5| 2 0,70409768
1(-1} 1} -3 |-05]| 2 0,046686259
1(-111]-9 |-0,5] 2 |0,000024388740

Tabela 95 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 88.



FATORES DE ESCALA

0 02 0.4 0.6 038 1 12
t

— a=-0.5,7t=0.70409768

— a=-0.3,1=0.83913306

— a=-0.1,7=1.1129603

Figura 89 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
dig¢Oes iniciais contidas na regiao
]acrla +OO[

E|A|C| w a | a(0) Tyve

T[-1] 1 [-15-0,1] 2 | 1,1129603
T[T 1 |-15]-03] 2 |083913306
1(-1}11]-1,5(-0,5| 2 |0,70409768

Tabela 96 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 89.
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6.4.1.3 Curvatura negativa k = —1

No espago-tempo caracterizado pelas segoes espaciais com curvatura negativa
(k = —1), a dinAmica do Universo é obtida da equagao (6.6) junto as condigdes iniciais

determinadas pelo potencial (6.5).

Como ja mencionado o caso comutativo pode ser obtido fazendo C'= P, e a = 0.

6.4.1.3.1 Caso A=0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais de ambas as teorias apresen-
tam o mesmo comportamento qualitativo. Os potenciais apresentam um decrescimento a
partir da valor da constante £k = —1. Os potenciais nao apresentam nenhuma raiz. Os
fatores de escala de ambas as teorias apresentam o mesmo comportamento qualitativo
descritos pela Figura 45. Os comportamentos mencionados acima sdo representados pelas
Figuras 90 e 91.

a) Variacdo de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solucoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 92 e 93.
b) Variagao de w

A medida que o valor do pardmetro w diminui, ambas as solu¢des expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 94 e 95.
¢) Variacao de «

A medida que o valor do pardmetro « diminui, as solu¢oes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 96.



148

POTENCIAIS FATORES DE ESCALA
1 18001
1600 1
0 ; ; ; ‘
0.5 1 1.5 2 1400
a(1)
1 1200 {
= 1000 |
s
2] 800
4
(@ 600 |
_3,
4001
4 200
_J
0 0.5 1 1.5 2
-5 t
[y p—— [y p———
Figura 90 — Potenciais das duas teorias. Figura 91 — Fatores de escala para as duas te-

orias correspondentes a Figura 67
e condigbes iniciais contidas na re-
gido 0, +o0l.

k|A|P.|C| w a | a(0) T T

NC

T c
-1/0}1|1]-1,5|-0,5| 1,5 |1,6180693 | 0,87663300

Tabela 97 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 90 e 91.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
400
6000 1
5000 300
4000
5 = 200
3000 200
2000 1
1004

1000 | J
2 04 06 0

0 o 8 1 12 14 16 0 02 0.4 0.6 08 1
t t

—— Pt=1,1=1.6180693 Pt=10, t=0.53545260 —— C=1,1=0.87663300 C =10, t=0.45266765
— Pt=20, t=0.37978999 — C =20, t=0.34098874
Figura 92 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 93 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de C' e con-
P, e condigbes iniciais contidas dicoes iniciais contidas na regiao
na regido |0, +o00|. 10, +o0].
E|A|P.| w |a(0) T
-110( 1 |-15| 1,5 | 1,6180693
ST 010 -1,5] 1,5 | 0,53545260
-1101]20 |-1,5] 1,5 | 0,37978999

Tabela 98 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 92.

E Al C| w a | a(0) Tye

-1(0] 1 [-1,5]-0,5] 1,5 | 0,87663300
-110(10]-1,5|-0,5| 1,5 | 0,45266765
-1101]20|-1,5(-0,5| 1,5 | 0,34098874

Tabela 99 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 93.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
6000 250
5000 1 200
4000 -
= = 1504
= S
S
30001
100
2000 {
50
1000
- 0 02 04 06 038 1
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1
! —— w=-1.5, 7= 0.87663300
—— w=-1.5,7=1.6180693 w =-3,1=0.16846604 —— w=-3,1=0.11822974
— w=-9,t=0.0011124447 — w=-9, 1=0.00082549832
Figura 94 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 95 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de w e con-
w e condigoes iniciais contidas na dicoes iniciais contidas na regiao
regido ]0, +ocol. 10, +o0].
E|A|P.| w |a(0) T
-0 1 |-1,5| 1,5 1,6180693
1[0 1| -3 1,5 | 0,16846604
-110 1 -9 1,5 | 0,0011124447

Tabela 100 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 94.

E|AC| w a | a(0) Ty
-110(1]-1,5]-0,5] 1,5 0,87663300
-110(1] -3 |-0,5] 1,5 0,11822974
-1(0] 1] -9 [-0,5] 1,5 | 0,00082549832

Tabela 101 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 95.
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4001

300

T 200

1004

0 0.2 0.4

0.6

t

0.8

1

12

—— o=-0.5, 7= 0.87663300
—— a=-0.1, 1= 1.2502397

a=-0.3,7=1.0070166

Figura 96 — Fatores de escala da teoria NC

para diferentes valores de « e con-

dig¢Oes iniciais contidas na regiao

10, 400l

Tabela 102 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 96.

k

W

«

a(0)

T

ATC -
ST 0 1 [-15]-0,1] 1,5 | 1,2502397
1[0 1]-15]-03] 1,5 | 1,0070166
1[0 1]-15]-05] 1,5 | 0,87663300
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6.4.1.3.2 Caso A #0

a) Caso A >0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais e os fatores de escala de
ambas as teorias apresentam os mesmos comportamentos qualitativos descritos pelas
Figuras 90 e 91.

a.i) Variacdo de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solugoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugado comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 97 e 98.
a.ii) Variagao de A

A medida que o valor do parametro A aumenta, ambas as solugdes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solucao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 99 e 100.
a.iii) Variacao de w

A medida que o valor do parametro w diminui, ambas as solu¢des expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solugao NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 101 e 102.
a.iv) Variagdo de «

A medida que o valor do pardametro o diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 103.



FATORES DE ESCALA

12000

10000

8000

6000

4000

2000

J

_J

0 0.5

1
t

15

2

— Pt=1,1=1.5218360
—— Pt=20,7t=0.37811747

Pt=10,t=0.53086779

Figura 97 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
P, e condigbes iniciais contidas
na regido |0, +o00|.
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FATORES DE ESCALA

500

4001

100+

_

0 02 0.4

0.6 08 1

—— C=1,1=0.84079169
— C =20, 1=0.33946454

C=10,1=10.44881741

Figura 98 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de C' e con-
dicoes iniciais contidas na regiao

10, 4-00].

E|A|P.| w |a(0) T

-1 1)1 |-15] 1,5 | 1,5218360
T 110 [-15] 1,5 | 053086779
112015 1,5 | 0,37811747

Tabela 103 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 97.

E|A|C| w a | a(0) Ty

-1{1)11(-15]-0,5| 1,5 | 0,84079169
1110 [-1,5]-05 | 1,5 | 0,44881741
-1 1]120(-1,5(-0,5| 1,56 | 0,33946454

Tabela 104 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 98.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
20000
10000
15000 8000
- ~ 6000+
< 10000 Bl
4000
50001
J 20001
0 02 04 0.6 08 1 0 0.1 02 03 0.4 05
t t
— A=1,1=0.79890961 A=3,1=0.77137052 —— A=1,1=0.30542013 —— A =3,1t=0.30133440
—— A=5,1=0.74810938 — A=5,1=0.29751700
Figura 99 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 100 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de A e con-
A e condices iniciais contidas na digoes iniciais contidas na regiao
regido ]0, +ocol. 10, +o0].
E|A|P.| w |a(0) T
111 | -1,50 4 ] 0,79890961
1131 [-15| 4 |0,77137052
-1y 5 1 |-1,5] 4 |0,74810938

Tabela 105 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 99.

E|A|C| w a | a(0) Ty

-1 1)1 (-1,5]1-05] 4 |0,30542013
10311 (1-151-05| 4 |0,30133440
151 (-1,5]-05] 4 |0,29751700

Tabela 106 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 100.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
500
12000
400
10000+
8000 3007
S 3
=
6000 200
4000
100
2000 J
‘ ‘ J ‘ 0 02 04 0.6 038 1
0 0.5 1 15 2 t
! —— w=-1.5,7=0.84079169
—— w=-1.5,7=1.5218360 w=-3,1=0.16625351 —— w=-3,1=0.11729548
— w=-9,t=0.0011124337 — w=-9, 1=0.00082549365
Figura 101 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 102 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de w e
w e condigbes iniciais contidas na condigbes iniciais contidas na re-
regido 10, +o0l. gido 10, +o0.
kE|A|P.| w |a(0) T
111 151 1,6 1,5218360
T 11| -3 15 016625351
111 -9 1,5 | 0,0011124337

Tabela 107 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 101.

E|A|C| w a | a(0) Ty
1171 -151-0,5] 1,6 0,84079169
-1y 1)1 ) -3 -0 1,6 0,11729548
111 -9 [-05] 1,5 | 0,00082549365

Tabela 108 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 102.
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100+ ’ ‘

0 05 1
t

—— a=-0.5,7t=0.84079169
— o=-0.3,7=0.95899253
—— o=-0.1,7=1.1787727

Figura 103 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
digoes iniciais contidas na regiao

10, 4-o00].

EJAIC| w a | a(0) Ty

T 11 <15 -0,1] 1,5 | 1,1787727
1115 (-03] 1,5 | 095899253
-171(1(-15-05{ 1,5 | 0,84079169

Tabela 109 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 103.
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b) Caso A <0

Para valores negativos do parametro NC os potenciais de ambas as teorias apresen-
tam os mesmos comportamentos qualitativos. Os potenciais apresentam um crescimento,
a partir do valor da constante k = —1, até um ponto de maximo seguido de um decres-
cimento. Os potenciais nao apresentam nenhuma raiz. Os fatores de escala de ambas
as teorias apresentam o mesmo comportamento qualitativo descritos pela Figura 91. Os

comportamentos mencionados acima sao representados pelas Figuras 104 e 105.
b.i) Variacao de P, e C

A medida que o valor do parametro P, e C' aumentam, ambas as solucoes expandem
mais rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip.
A solugao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solu¢do NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 106 e 107.
b.ii) Variacdo de A

A medida que o valor do pardmetro A aumenta, ambas as solu¢oes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solugdo NC. Tais comportamentos sao representados nas Figuras 108 e 109.
b.iii) Variagdo de w

A medida que o valor do pardmetro w diminui, ambas as solugoes expandem mais
rapidamente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. A
solucao comutativa continua a expandir com uma taxa de expansao mais lenta quando

comparada a solugdo NC. Tais comportamentos sdo representados nas Figuras 110 e 111.
b.iv) Variagao de «

A medida que o valor do pardmetro « diminui, as solugoes expandem mais rapi-
damente e apresentam um tempo menor para chegar a singularidade do Big Rip. Tais

comportamentos sao representados nas Figuras 112.
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|—oc:-0.5 — oc:0|

Figura 104 — Potenciais das duas teorias.
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2500
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1000
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_J
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0 05

1
t

|—oc:-0.5 — oc:0|

Figura 105 — Fatores de escala para as duas
teorias correspondentes a Figura
104 e condigbes iniciais contidas
na regido 0, +o00l.

k A | P, w « a(0) T, Tye
—1]-3]| 1 —-1,5| —0,5 4 0,87598654 | 0,31456547

Tabela 110 — Valores dos parametros utilizados correspondentes as Figuras 104 e 105.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
1600
2500 |
1400 1
2000 | 1200
1000
1500 _
) < 800
1000 600+
400
500
2001 J
_J
0 0.5 1 15 2 0 02 0.4 0.6 038 1
t t
—— Pt=1,1=1.4261466 Pt=10,t=0.43579192 —— C=1,71=0.68055118 —— C=10,1=0.35646319
— Pt=20, t=0.30759955 —— C=20,71=0.27019153
Figura 106 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 107 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de C e
P, e condigbes iniciais contidas condigbes iniciais contidas na re-
na regido 0, +o00l. gido 0, 4o0l.
kE|A|P.| w |a(0) T
-1]-1] 1 (-1,5 2 1,4261466
1110 [-1,5] 2 |0,43579102
-1)-1120 -1, 2 1 0,30759955

Tabela 111 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 106.

E|A|C| w a | a(0) Tyve

-1y-10 1 1-151-0,5] 2 |0,68055118
T [-1[10]-15 05| 2 |0,35646319
-1]-1120)-1,51-0,0] 2 |0,27019153

Tabela 112 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 107.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
30000 ]
2001
200001 5o,
= =
1001
10000-
50-
0 0.2 04 0.6 08 1 0 0.1 02 03 04 0.5
t t
— A=-1,71=0.83260731 A=-3,1=0.87598654 — A=-1,t=0.30981399 —— A =-3,1t=0.31456547
— A=-5,t=0.93707133 —— A=-5,1=0.31973733

Figura 108 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
A e condigobes iniciais contidas na

Figura 109 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de A e con-
digoes iniciais contidas na regiao

regiao |0, +oo|. 10, +o0[.
kE|A|P.| w |a(0) T
-1(-1] 1 ]-15| 4 |]0,83260731
-1(-3] 1 |-1,5] 4 |0,87598654
-11-5] 1 |-15| 4 |0,93707133

Tabela 113 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 108.

E|AC| w a | a(0) Tye

-1(-1]111(-15]-0,5| 4 |0,30981399
-1-3 11 ]-1,51-05] 4 |0,31456547
-1{-5]11(-15]-0,5| 4 |0,31973733

Tabela 114 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 109.
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—— w=-1.5,1=1.7542438
—— w=-9,7=0.0011124557
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Figura 110 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de
w e condigbes iniciais contidas na
regiao |0, +oo|.
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0 02 0.4 0.6 08 1
t

— w=-1.5,1=0.92142780

— w=-3,1=0.11920490

— w=-9,71=0.00082550299

Figura 111 — Fatores de escala da teoria NC

para diferentes valores de w e
condigbes iniciais contidas na re-

gido 0, 4o0l.
k| A|P.| w |a(0) T
-1(-1( 1 |-15| 1,5 1,7542438
-1-1( 1 -3 1,5 0,17084404
-1-1( 1 -9 1,5 | 0,0011124557

Tabela 115 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 110.

E|A|C| w a | a(0) Tye

-1 -1 11]-151]-0,5| 1,5 0,92142780
-1-1, 1] -3 |-0,5| 1,5 0,11920490
-1 -1 1] -9 |-0,5] 1,5 | 0,00082550299

Tabela 116 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 111.
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0 05 1
t

—— o=-0.5,7=0.68055118
— o=-0.3, 7= 0.80270420
— o=-0.1, = 1.0449866

Figura 112 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de « e con-
digoes iniciais contidas na regiao

10, 4-o00].

E1A|C| w a | a(0) Tye

T 1] 1 ]-15[-0,1] 2 | 1,0449866
A1 11503 2 |0,80270420
-1{-1]11(-15]-0,5| 2 |0,68055118

Tabela 117 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 112.
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6.4.1.4 Diferentes curvaturas

Os modelos de ambas as teorias apresentaram, em ordem, uma taxa de expansao
mais rapida para o caso das seg¢oes espaciais com curvatura negativa (k = —1), nula (k = 0)
e positiva (k = 1) respectivamente. Tais comportamentos sdo representados pelas Figuras
113, 114, 115, 116, 117 e 118,

FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
1600 |
400
1400 |
1200 |
300 1
1000 {
3 800 §2007
6001
4001 100
200 JJ
0 1 2 3 0 02 04 0.6 08 1
t t
—— k=0, t=1.7038483 k=1,t=1.8740039 ——k=0,1=091127834 k=1,1=0.96097541
——k=-1,7t=1.6180693 —— k=-1,7=0.87663300
Figura 113 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 114 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de k.
k.
EJA|P.| w |a(0) T
1700 1 |-1,5] 1,5 | 1,6180693
110} 1 |-1,5] 1,5 | 1,8740039
O[O0 1 |-1,5| 1,5 | 1,7038483

Tabela 118 — Valores dos pardametros utilizados correspondentes a Figura 113.

EJAC| w a | a(0) Ty

-170(1}(-1,5/-05| 1,5 | 0,87663300
01 |-15[-05] 1,5 | 091127834

110]11]-1,5[-0,5] 1,5 | 0,96097541

Tabela 119 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 114.
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FATORES DE ESCALA FATORES DE ESCALA
500
6000 -
5000 - 400
4000 300
= 3000 N
200
20001
1001
1000
0 1 2 3 0 0.5 1 1’5 2
t t
— k=0,1=2.0354451 k=1,t=1.6627151 ——k=0,1t=0.86737420 k=1,1t=0.90227603
—— k=-1,7=1.5218360 —— k=-1,7=0.84079169
Figura 115 — Fatores de escala da teoria comu- Figura 116 — Fatores de escala da teoria NC
tativa para diferentes valores de para diferentes valores de k.
k.
E|A|P.| w |a(0) T
111 |-1,5( 1,5 | 1,5218360
1 1 1-1,51] 1,5 | 2,0354451
1)1 1 [-1,5] 1,5 | 1,6627151

Tabela 120 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 115.

EJAC| w a | a(0) Ty

-171(1}(-1,5-05| 1,5 | 0,84079169
1111]-1,5]-0,5] 1,5 | 0,86737420

1]1]1]-1,56]-0,5| 1,5 | 0,90227603

Tabela 121 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 116.
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Figura 117 — Fatores de escala da teoria comu-
tativa para diferentes valores de

k.
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0 02 0.4 0.6 08 1

—k=0,7t=0.69153077
—— k=-1,1=0.68055118

k=1, 1=0.70409768

Figura 118 — Fatores de escala da teoria NC
para diferentes valores de k.

E|A|P.| w |a(0) T

A1 1 |[-15] 2 | 1,4261466
0 -1| 1 |-15| 2 | 1,4705631
1-1] 1 [-1,5| 2 1,5333822

Tabela 122 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 117.

ElA|C| w a | a(0) Tye

-1{-1]11]-15]-0,5| 2 |0,68055118
1115 1-05] 2 |0,69153077

1]-1(1-15(-05] 2 |0,70409768

Tabela 123 — Valores dos parametros utilizados correspondentes a Figura 118.
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6.4.1.5 Estimativa do parametro NC'

Através da equagao de Friedmann dos modelos cosmoldgicos NC’s (6.4) é possivel
obter numericamente um valor para o parametro NC. Este processo serd realizado fixando

os outros parametros envolvidos de acordo com os dados observacionais atuais.

Inicialmente, serdao consideradas as constantes GG e ¢ no sistema de unidades MKS,
uma vez que se quer obter o tempo em sua unidade habitual. Em seguida, fixa-se k = 0,
que é o valor mais aceito para o parametro de curvatura, atualmente. Fixa-se também
A = 0. Sera considerado que a tnica fonte de energia escura é o fluido perfeito fantasma.
Fixa-se o parametro do fluido perfeito w = —1,01, de acordo com as observagoes, sendo
aqui Qg = 0,7 e Hy = 72kms ' Mpc~'. O parametro C' pode ser escrito como C' = Q4. H2
onde €24, é o parametro de massa da energia escura e Hy é a constante atual de Hubble
[16].

Introduzindo os valores dos parametros mencionados acima na equacao de Fried-

mann NC (6.4) e separando as varidveis obtém-se,

' da 1 4,32x107
/ 3 dt. (6.11)
h \/((4, 614 x 10736)q202 — 30q303) 3/,

Na equacao acima fixa-se o valor atual do fator de escala ag = 1 e a presente idade do
Universo to = 4,32 x 10'7s (~ 13,7 x 10 anos). O tempo ¢, significa a idade do Universo,
no inicio da expansao acelerada, e a;, da o valor do fator de escala correspondente, naquele
tempo. Os valores de ay, e t;, sdo obtidos supondo que o Universo é dominado inicialmente

por um fluido de poeira.

A equagao (6.11) foi resolvida para nove conjuntos diferentes de valores de ay, ¢,
encontrando nove valores diferentes para «. Depois disso, para cada valor de « obtido, foi
resolvida a equagao de Friedmann NC (6.4), usando os mesmos valores dos parametros
e usando, como condigdes iniciais, os valores apropriados de ay, e t; [16]. Com isso foi
calculado o tempo (tgg) para o universo atingir a singularidade do Big Rip. Os dados

obtidos sao apresentados na Tabela 124.
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ap, | th(Ganos) a tgr(Ganos)
0,9 | 12,0224 —1,280207183 x 10~3° 29,9959
0,8 | 10,5167 —1,479734788 x 1073° 29,6796
0,7 8,9511 —1, 764159846 x 10~3° 29,1685
0,6 7,3488 —2,190432606 x 10~3° 28,4103
0,5 5, 7470 —2,870500485 x 1073° 27,3511
0,4 4,1973 —4,0483989954 x 10~% 25,9431
0,3 2,7629 —6, 34762679 x 1073 24,1457
0,2 1,5148 —11,839727650 x 10~% 21,9076
0,1 0,5370 —3,229384375 x 10734 19,0753

Tabela 124 — Tabela com as estimativas para o e o tempo do Universo.

Com os dados obtidos, observa-se que na medida em que « diminui ¢, diminui.
Esse resultado concorda com a ideia inicial apresentada no capitulo 1 de que a nao-
comutatividade deveria ter sido mais importante no inicio do Universo. Outro resultado é
que para valores menores de «, tgr diminui, ou seja, o fator de escala se expande mais

rapidamente.

6.5 CONCLUSAO

Depois de resolver as equacoes dinamicas para diferentes modelos cosmoldgicos
de RG NC’s, conclui-se que a introdugdo da NC na teoria cosmolégica da RG, acoplados
a fluidos perfeitos fantasmas com equagao de estado p = wp e w < —1, altera de forma
significativa a dindmica dos modelos cosmologicos NC’s em relagao aos seus correspondentes

comutativos.

Nos casos apresentados, em que no modelo comutativo, o Universo esta se expan-
dindo, a presenca de um « negativo, no modelo NC correspondente, aumentou taxa de
expansao. Consequentemente, o tempo para que o Universo atinja a singularidade do Big
Rip foi diminuido.

Uma vez que busca-se descrever a atual expansao acelerada do nosso Universo,
pode-se mencionar que, devido a NC introduzida aqui, foram obtidas solugdes para o
fator de escala compativeis com a expansao. Além disso, a introdugdo da NC resultou na
presenga de um parametro adicional livre a (considerando o < 0) nao presente no modelos
comutativos correspondentes. Pode-se usar essa liberdade adicional para ajustar melhor a

teoria aos dados observacionais.
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7 CONCLUSAO

Como ja mencionado, no presente trabalho foi aplicado pela primeira vez o forma-

lismo de FJ na teoria gravitacional de HL.

Nos modelos cosmolégicos considerados na presente tese, a introdugao da NC, foi
feita de maneira geométrica. Isto resultou em um termo geométrico adicional nas equagoes
de movimento. Através de uma lei de conservagao de energia foi obtida uma equagao de
estado para este termo. Isto possibilitou a interpretacao deste termo como sendo um fluido
perfeito NC. Entao, apesar deste termo adicional ser de origem geométrica, foi relacionado

com o setor de matéria dos modelos cosmoldgicos.

Depois de resolver as equagoes dindmicas para diferentes modelos cosmolégicos,
acoplados a fluidos perfeitos com equagao de estado p = wp, concluiu-se que a introducao
da NC nas duas teorias gravitacionais consideradas, altera-se de forma significativa a

dindmica dos modelos cosmoldgicos NC’s em relagao aos seus correspondentes comutativos.

Nos modelos cosmolégicos de HL NC’s, além de tornar a densidade de energia do
fluido NC positiva, valores negativos do parametro NC (« < 0), apresentaram o efeito de
tornar a expansao do Universo mais facil do que no modelo comutativo correspondente. Isto
quer dizer que, nos casos em que, no modelo comutativo, o Universo esta se expandindo, a
presenca de um « negativo, no modelo NC correspondente, aumentou taxa de expansao.
Como exemplo, estes resultados foram apresentados pelas Figuras 3, 6, 9 e 12. Nos casos
em que, no modelo comutativo, ndo deu origem a nenhum tipo de Universo, a presenca
de um « negativo, nos modelos de HL. NC’s correspondente, deu origem a Universos que
expandem de maneira infinita em um tempo infinito, a partir das condigoes iniciais. Como

exemplo, estes resultados foram apresentados pelas Figuras 24, 26, 28, 30, 31, 33 e 35.

Nos modelos cosmolédgicos de RG NC’s, em que no modelo comutativo, o Universo
estéd se expandindo, a presenca de um « negativo, no modelo NC correspondente, aumentou
a taxa de expansao. Consequentemente, o tempo para que o Universo atinja a singularidade

do Big Rip diminuiu.

Uma vez que busca-se descrever a atual expansao acelerada do Universo, pode-se
mencionar que, devido a NC introduzida aqui, foram obtidas solugoes para o fator de
escala compativeis com a expansao, como as destacadas acima. Além disso, a introducao
da NC resultou na presenga de um parametro adicional livre v (especialmente no caso de
um « negativo) nao presente no modelos comutativos correspondentes. Pode-se usar essa

liberdade adicional para ajustar melhor a teoria aos dados observacionais.
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APENDICE A - COMPLEMENTOS DO CAPITULO 3

A.1 ELEMENTOS DA ACAO

E utilizada no presente modelo a seguinte métrica de FRW,
2

1—kr?

ds® = =N (t)*dt* + a (1)* [ +r2d0? + rPsen0dp? | (A1)

onde 7, 0 e v sdo coordenadas esféricas, a(t) o fator de escala do Universo e N(¢) a fungao
lapso obtidas a partir do formalismo ADM. Por questoes de conveniéncia e simplicidade,

serd omitida a dependéncia temporal da fungao lapso e das outras quantidades.

No formalismo ADM a forma matricial da métrica acima fica,

[ _N? 0
(03 = 9 A.2
9as 0 hy ] (A-2)
E=C 0
hij = 0 a(t)2r2 0 ) (Ag)
0 0 a (t)" r’sen®d
M 1—Fkr?
hﬂ] = O a(t)12r2 0 s (A4)
1
L 0 0 a(t)?r2sen26
a(t)®risen20  a(t)® r2send
\/_ e ( ) \l 1_ 1{37’2 m ( )

A.1.1 Parte cinética

Esta secao é dedicada aos calculos dos elementos referentes a parte cinética da agao

(3.2). Para isso serd usada a seguinte definigdo de curvatura extrinseca,

1 Ohi;
Kij=— |——=24+2D;N;| . A6
2N l o oY ] (A.6)
Para o caso particular da métrica (2.67) a curvatura extrinseca se reduz a ':
1 8}%]
= — | — . AT
72N [ ot ] (A7)
Logo, calcula-se os seguintes termos,
1 [ oh aa
K, = |- = = TNT /1 Lo\ A8
2N | Ot ] N (1 — kr?) (A.8)
1 [ 8h99 dCLT2
Koy — _ - A.
YT ON | ot ] N (A.9)
1 [ Oh aar’sen?0
Ko, = — |2 =—""— A10
o 2N ot ] N (A.10)

L' A métrica FRW néo apresenta funcio shift (N; = 0).
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Os indices de (A.8)-(A.10) sao levantados através da seguinte contra¢do com a
métrica hi/,

K9 =plipmiK,, .

Dessa forma, obtém-se os resultados,

7 (1 — kr?
K™ = hlrhmTKlm _ hrrhrrKrr — _a(]\[aiir)’ (All)
K% — pOpmoR,  — poopoo g, — _$7 (A.12)
pp lppmep — HPPRPP —— a _
K PR Ky, = RP¥hPY Ky, Nadr2sen?0" (A.13)
Com os resultados (A.8)-(A.13) obtém-se,
i T 3&2
KK = K.,K"+ KoK + K, , K¢ = Nz (A.14)
Novamente, apds uma contragao com a métrica h;; obtém-se,
~ 34
K = hyK9 =h K™ + heK? + h, K¢ = —Ni. (A.15)
a
Consequentemente,
94>
K* = NG (A.16)

Substituindo os resultados (A.5), (A.14) e (A.16) na parte cinética da acao (3.2)

obtém-se que,

M? r2adsend [ 3a? 962
= —2 | da3dtN -2 . Al
Sein 2 /M * V1 — kr2 \ N2qg? NZ2q2 (A-17)

A.1.2 Parte potencial

Esta secao é dedicada aos calculos dos elementos referentes a parte potencial da

acao (3.2) 2. Para isso serao utilizadas as seguintes defini¢des,

ijkl = Fijl,k - Fijk,l + Fimkpmjz - Fimlrmjkv ( )
Ry = h"Ruy, (A.19)
Rijri = himR™p, ( )
R — WR, (A.21)
Iy = ;h“ (huje + hukj — hugi) (A.22)
Riji = —Rji = —Rijue = Rjur = Ryij, (A.23)
(A.24)

Rijui + Ruji + Riw; = 0.

2 Exceto o termo de superficie.
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Utilizando as defini¢oes acima obtém-se,

R = h9R; =h"Ry + h%Reg + h#*R,,, (A.25)
R, = "Ry = 1" Ryprr + 1% Roggy + h¥% Rrir, (A.26)
Ryvwr = heR',,,, (A-27)
(A.28)

RTrrr = Frrr,r -1 + Frmrrmrr - Frmrrmm‘? =0.

T

Esse resultado implica diretamente em,

Ry — 0. (A.29)
Rosor = heR%,,, (A.30)
Rer@r - Ferr,@ - Fer@,r + Pemﬁrmrr - Femrrmre
= Ferr,@ - Fer@m =+ FGTGF Trr + Fe@OF err + Fewerwrr
- Ferrrrre o FGBTFQTQ - F0¢TF¢TG7 (A31)
1. . 1
r‘. = §h]9 (R + Bjry — Py j) = §h99 (Rorr + horr — horg) =T° =0, (A.32)
1. . 1 1
Fere = Feer = §h]0 (hjr,G + hj@,r - h@r,j) = §h90 (hGT,G + h@@,r - h@r,@) = ;7 (A33)
1. . 1 kr
T . Tpir ) o N T . _ M 34
I rr 2h (h]r,r + hgr,r hrr,j) 2h (hrr,r + hrr,r hrr,r) 1 — 2’ (A 3 )
1 . 1
re, = Ehjg (hjoo + hjop — heoj) = §h99 (hoo,o + hoo.o — heop) =0, (A.35)
1. . 1
Dl = Tlp =50 (hjgo + hiop = hog) = 50" (hopo + hooe = hog) = 0(A.36)
1 . 1
r«., = Ehw (Rjrr + Bjry — By j) = Ehw’ (hry + hgry — hyry) =0, (A.37)
1. . 1
'y, = I'ly. = §hjr (hjro + hjor — horj) = Eh” (hrro + hrgr — horr) =0, (A.38)
1. . 1
re, = r’, = oL " (hjor + Njrgp — hrgj) = §h90 (howr + horp — i) = 0(A.39)
1. . 1
re, = %, = ihw (hjro + hjor — horj) = §hw’ (hero + hpor — hor,) = 0(A.40)

Agora, ao substituir os simbolos de Kristoffel (A.32)-(A.40) em (A.31) obtém-se,

k
0
= —. A4l
R rér 1 — k2 ( )
Finalmente substituindo (A.41) em (A.30) obtém-se que,
a’*r’k
A .42
ROT@T 1— kr2 ( )
De maneira andloga sao calculados,
Rorgr = hypoRY,,, (A.43)

RY, = Fcprr,cp -I¥ + Fq}maprmrr‘ - Fcpmrrmrcp

rer re,r
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- prrr,go - F@rcp,r + F@rcpr rr + F¢0¢F rr + Fwwwrwrr
- Fcprrrr’rgo - Fv@rrercp - FW@TFWT@7 (A44)
1. . 1
Fww = Iwcpr = §hm (hjr,cp + Rjor — hsar,j) = ihw (hw,so + Moo — hsorvsz’) - éAAE))

Ao substituir (A.32), (A.34), (A.37), (A.40) e (A.45) em (A.44) encontra-se que,
k

® = —. A4
R ror 1 — k2 ( 6)
Substituindo (A.46) em (A.43),
ka*r?sen’d
Rgonpr = 1— fr2 (A47)

Finalmente, ao substituir (A.29), (A.42) e (A.47) em (A.26) obtém-se,

2k
R, = . A48
1—kr? ( )
Da mesma maneira sdo calculados,
Rgg = h" Ry
= h"R,g9 + heeRgggg -+ hw¢R¢9¢9. (A49)
Pela antissimetria (A.23) obtém-se que,
Rogep = 0 (A.50)
ka?r?
Ryorg Roro 12 (A.51)
Logo, resta calcular apenas o termo,
Rap@go@ = hapnpRipgipgy (A52)
R0 = Thg =T, 0+ 15,0 —T% T,
= T, T + 1%, + Fwecpreee + 1%,
- FWTGFT&;) - F@GOFG&p - Fgoaper 500907 (A53>
1. . 1
1. . 1
Pweso - §hw (hjo.e + hjpo — hyo) = §h¥w (heo.p + hopo — hyo) = cotgl, (A.55)
1. . 1
Dy = 5h7" (hjoo + hjos — hoog) = S (oo + heoo — hags) = —7 (1= kri),56)
1. . 1
FWW - §hw (hjsovso + hj%so - hw,j) = §hw (hsa%so + hww - hcpso,@ =0. (A-57)

Ao substituir (A.35), (A.36), (A.40) e (A.54)-(A.57) em (A.53) obtém-se,

RSDG@G - er. (A58)
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Substituindo (A.58) em (A.52),
R0 = ka*rsen?d. (A.59)
Finalmente, substituindo (A.50), (A.51) e (A.59) em (A.49) obtém-se,
Rog = 2kr’. (A.60)
Agora s6 resta o tltimo termo,

Ry = hklesolw

= W Ryprp + WP Roppp + h¥° Ry (A.61)
Novamente pela antissimetria,
ka*r?sen?
chprso = chrapr = 1 kr2 (A62)
Rogo, = Ryopo = ka’r*sen?d (A.63)
Roopp = 0. (A.64)

Substituindo (A.62)-(A.64) em (A.61) obtém-se,
R,, = 2kr’sen’d. (A.65)

As equagoes (A.48), (A.60) e (A.65) sao generalizadas de acordo com a métrica, logo,
2k

Finalizando esta tarefa ardua, basta substituir (A.48), (A.60) e (A.65) em (A.25)

para obter o seguinte escalar de Ricci,

6k
Esse resultado implica em,
36k?
2163
R = & (A.69)

Os indices de (A.66) sao levantados através da seguinte contra¢do com a métrica
h¥

2k 2k

RY = WMPYRy = ?h’“ihljhkl = gh”. (A.70)

Com (A.66) e (A.70) obtém-se,

2k .2k 4k* . 4k 12k?
RYR;; = ?hjﬁhij = Fh]hij = (h R + B hop + hwhw) = ?{A.ﬂ)
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Calcula-se também,

; ; |2k 2k 2k,
RY = KRy =h" [azhkjl = gh’“ ey = 5. (A.72)
Logo,
i pi 2k 2k ;.5 4k* . 12k?
Finalmente, com (A.67) e (A.73) obtém-se,
PR 6k | [ 12k> 72k3
g, =[] [12] _7 "
O outro elemento seguinte também é calculado,
o 8k3 .. S8k3 . . 8k . 24k3
i k i k i i

Ao observar (A.66) percebe-se que ele depende apenas da métrica e de escalares. Como a

derivada covariante da métrica é nula, entao,
Ry V'RI* = 0. (A.76)

O 1ultimo termo a ser calculado é o que envolve o laplaciano. Sabe-se que o laplaciano de

uma fungd genérica f é dado por,
1 0 L Of
V2 Iy hh”i. .
/ Vh Oz [\/— 8:6’1
Para o caso de interesse em que f = R obtém-se,

ViR _ V1—Fkr? {0 [a’r’send (1—kr?\ OR
B or |1 — kr? or

a’r?sent a?
V1 —kr? g a*r?senf ( 1 > aiz
00 |1 — kr2 \a?r2/) 00

a3r2sen

V1—kr? K a’r?send ( 1 ) OR (A7T)
adr2sent | 0p |1 — kr? \a?r?sen?0) Op || '
Como o escalar de Ricci (A.67) independe das coordenadas r, 6 e ¢, entao,
V2R = 0. (A.78)

Esse resultado implica em,
RV?R = 0. (A.79)
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A.1.3 Acgao completa

De acordo [43] sdo considerados goM = 2A, g1 = —1. Além disso, substituindo os
elementos calculados (A.14), (A.16), (A.67), (A.68), (A.69), (A.71), (A.74), (A.75), (A.76)
e (A.79), na acao total de Horava-Lifshitz (3.2) obtém-se,

2 12k?
Sup = B/ﬁNFGfﬁMi;+GM—2mﬁ—Mf{ a(&”+%%

24K°
- M* { (9944—3954—96)}]

1 s 122
_ 77/dw\f 3T 6ka — 2A0° — —-7 (392 + g5)
p
241

2ART , A.

Sy O30 00 ) (A50)
Em que,
M? r2senf)
= dx Nyt A.81
b / 1— k:rQ ( )
n = 35 3A——1) (A.82)
0
V _ d3 T sen ’ A83
’ VIR s
3M2V, (3A — 1

1 = p O; )7 (A84)
_ 2 (A.85)

Je = N1 '

2

-8 A .86
T3 —1) (4.86)
g = 6V (392 +g3), (A.87)

gs = 18VZ(3A—1) (994 + 395 + ge) - (A.88)



APENDICE B - COMPLEMENTOS DO CAPIiTULO 4

B.1 A MATRIZ SIMPLETICA

Partindo da matriz (4.89), calcula-se a seguinte inversa,

0 1 o vo0 0] [A BCD
-1 0 —x a 0 0 G H I J
—oc x 0 1 0 0 M N O P
-y —a —1 0 0 0 S UV X
0O 0 0 00 —1 A B C D
0 0 0 01 0| |G HIJ

E F |
K L
Q R
Yy w|
E F
L M

S O O O = O
o O O = O O
o O = O O O

T 1
o O O O O =

Esta operacao resulta nos seguintes sistemas de equagoes a determinar.

Para a primeira coluna obtém-se,

G+oM+~S
—A—xM + afS
—0cA+xG+ S
—yA —aG - M

Q1

N

De (B.2) obtém-se,

—A—xM+aS =
A =

Subtituindo (B.7) em (B.4) obtém-se,

—FyA—-aG-M = 0
—y(—xM +aS)—aG-M = 0
M —~vaS —aG — M = 0.

Somando (B.8) com « (B.1) obtém-se,

I
o o o o o ~

—xM + aS.

XM —vaS —aG — M + aG + ocaM + ayS =
YXM — M + ocaM =
M (oo —1+7x) =

M =

o = O O O O

_ o O O O O
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(B.7)

(B.8)

(B.9)



Substituindo (B.7) e (B.9) em (B.3) obtém-se,

—0A+xG+S = 0
—0(—xM +aS)+xG+S = 0
oxM —oaS+xG+S = 0.

Fazendo (B.10) - A\(B.1) obtém-se,

oxM —oaS+ xG+ S —xG —xoM —xyS = —x
—ocaS+S—xyS = —x
Slca—=1+x7) = x
X
g —
(ao = 1)+ x7v

Substituindo (B.9) e (B.11) em (B.7) obtém-se,

= —xM+aS

- [(0@—?)+7X‘| T [(aa—?)%—xv]
= 0.

Finalmente substituindo (B.11) e (B.12) em (B.3) obtém-se,

xG+S =0
X
G+ = 0
X (o — 1) + xv
—1
G = )
(a0 —1) + xv

Para a segunda coluna obtém-se,

—B—-—xN+aoU =1
H+oN+~U = 0
—oB+xH+U = 0
—yB—aH -N = 0
—H = 0
B = 0.
De (B.15) obtém-se,
H+oN+~yU = 0
H = —oN—~U.
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(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.20)
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Substituindo (B.20) em (B.16) obtém-se,

—oB+xH+U = 0
—oB+x(—oN —qU)+U = 0
—0B—xoN —xyU+U = 0 (B.21)
Fazendo —o(B.14) + (B.21) obtém-se,
oB+oxN —ocaU —ocB —xoN —xyU+U = —o
—oalU —xyyU+U = —o
U(-ao—xy+1) = —0o
o
U = . B.22
(a0 —1) +x7v (822)
Substituindo (B.20) e (B.22) em (B.17) obtém-se,
—YB —a(—oN —qU)—-N = 0
—yB+aocN +ayU - N = 0. (B.23)
Fazendo (B.23) - v(B.14) obtém-se,
—vB+aocN +oayU - N +~vB +xyN —ayU = —vy
aocN — N+ xyyN = —~
N(ao=1+xy) = —v
i
N = . B.24
(ac —1) + xv (B:24)
Substituindo (B.22) e (B.24) em (B.20) obtém-se,
H = —oN—~U
0% o
= —0 —_ —_
(o — 1)+ xv 7 (o — 1) 4+ xv
H = 0. (B.25)
Finalmente substituindo (B.24) e (B.25) em (B.16) obtém-se,
—oB+xH+U = 0
—oB+U = 0
—oB = -U
1
B = . B.26
(aoc — 1)+ xv (B:26)

Para a terceira coluna obtém-se,

—oC+xI+V = 1 (B.27)



De (B.28) obtém-se,

De (B.29) obtém-se,

I+00+7V =
—C—-—xO+aV =
—C' —al -0 =

] =

C:

o o o o o

I = —00—~V.

—C—xO+aV = 0
—C = xO—-aV

C = —xO+aV.

Substituindo (B.33) e (B.34) em (B.30) obtém-se,

-7 (—xO0+aV)—a(-c0 —4V) -0 =
x70 — va0 4+ acO + ayO — 0O =

x70 +acO — 0 =
O(xy+aoc—1) =
0O =

Substituindo (B.33) e (B.34) em (B.27) obtém-se,

—oC+xI+V =

—0(—xO+aV)+x (=00 =V)+V

oxO —oaV—xoO —xyV +V
—oaV —xyV+V =
V(-oa—xy+1) =

Substituindo (B.35) e (B.36) em (B.33) obtém-se,

Substituindo (B.35) e (B.36) em (B.34) obtém-se,

V pr—
I = —00 -~V
-
I = )
(1 —ao)—xvy
¢ = —xO+aV

«

O:

(I —a0) —xv

o o o o o

—_ = = e

(I —ao) —xv

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)



Para a quarta coluna obtém-se,

—D —-aJ-P =

J+oP+9X =
—D—xP+aX =
—oD+xJ+X =

Sy
I

o o o o o =

-]l
I

De (B.40) obtém-se,

J+oP+4X = 0
J = —oP —~X.

De (B.41) obtém-se,

—D—-xP+aX = 0
—D = xP—-aX
D = —xP+aX.

Substituindo (B.45) e (B.46) em (B.42) obtém-se,

—oD+xJ+X = 0
—o(—xP+aX)+x(-oP—7X)+X = 0
oxP—ocaX —xoP —x7yX+X = 0
—oaX —xyy X+X = 0
X(—oao—xy+1) =0
X = 0.
Substituindo (B.45) e (B.46) em (B.39) obtém-se,
4D —-aJ—-P =1
—v(—xP+aX)—a(-cP—-7X)—P =1
P +acP—-P = 1
P(-14+yx+ao) =1
P= (aa—1)+x7'
Substituindo (B.47) e (B.48) em (B.46) obtém-se,
D = —xP+aX

—X
(a0 = 1) +x7
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(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)



Substituindo (B.47) e (B.48) em (B.45) obtém-se,
= —oP —~vX

—0

(a0 — 1)+ xy

Para a quinta coluna obtém-se,
.
K+oQ+7Y =
—F—xQ+aY =
—ob+xK+Y =
—vE —aK —-Q =

o o o o o =

De (B.52) obtém-se,
K+oQ+vY = 0

De (B.53) obtém-se,

De (B.54) obtém-se,
—oE+xK+Y = 0

De (B.55) obtém-se,

—Q = YE+aK

Q = —E—-aK.

Substituindo (B.57) e (B.58) em

—~

B.59) obtém-se,
= oF —xK

<N N

= oaY + 7Y
Y —caY —x7Y = 0
Y(—oa—xy+1) =0
Yy = 0.

= 0(—xQ+aY)—x(—0Q —7Y)
= —oxQ+oaY +xoQ +x7Y
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(B.57)

(B.58)

(B.59)

(B.60)

(B.61)
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Substituindo (B.57) e (B.58) em (B.60) obtém-se,

Q = —E—-aK
Q = —y(—xQ+aY)—a(—0Q —~Y)
Q = WwQ+acQ

Q—7xQ—ac) = 0
Q(—yx—ac+1) = 0
Q = 0. (B.62)

Substituindo (B.61) e (B.62) em (B.57) obtém-se,

K = —0Q —~Y
K = 0. (B.63)

Substituindo (B.61) e (B.62) em (B.58) obtém-se,
E = —xQ+aY

E = 0. (B.64)

Finalmente para a sexta coluna obtém-se,

F =1 (B.65)
L+oR++W = 0 (B.66)
—F—xR+aW = 0 (B.67)
—oF+xL+W = 0 (B.68)
—vF —alL—-R = 0 (B.69)
~-M = 0. (B.70)
De (B.66) obtém-se,
L+ocR+~yW = 0
L = —oR—AW. (B.71)
De (B.67) obtém-se,
—F—xR+aW = 0
—F = +xR—aW
F = —xR+all. (B.72)

De (B.68) obtém-se,

—oF+xL+W = 0
W = oF —xL. (B.73)
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De (B.69) obtém-se,
—vF —alL—-R = 0
—-R = +vF+al
R = —~F—alL. (B.74)
Substituindo (B.71) e (B.72) em (B.73) obtém-se,

W = oF —xL

W = o(—xR+aW)—x(—cR—~W)
W = —oxR+ocaW + xoR+ xyW

W = ocaW + xyyW

W —ocaW —xyyW = 0
W(-oa—xy+1) = 0
W = 0. (B.75)
Substituindo (B.71), (B.72) e (B.75) em (B.74) obtém-se,
R = —F —-alL
R = —y(—xR+aW)—a(—oR—~W)
R = yxR+oaR
R—~yxR—o0caR = 0
R(—yx—oca+1) = 0
R = 0. (B.76)
Substituindo (B.75) e (B.76) em (B.72) obtém-se,
F = —xR+aW
F = 0. (B.77)
Substituindo (B.75) e (B.76) em (B.71) obtém-se,
L = —ocR—yYW
L = o (B.78)

Calculadas todas essas informagoes obtém-se a seguinte matriz simplética,

A B CDE F| (0 1 —a —x 0 0]
G HI J K L 1 0 v —¢ 0 0
0 _ M NOPQR R| _1|a -y 0 1 0 0 (B79)
S UV XY W T | 10 0 0
A B C D E F 0 0O 0 T
G H I J L M| 0 0 —-I' 0

Na matriz acima I' = (ao — 1) + xy e (o — 1) + xv # 0.



B.2 0OS PARENTESES DE POISSON
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Considerando os seguintes parénteses de Poisson (4.84)-(4.88) e as transformacoes

de variaveis (4.123)-(4.126), verifica-se, que em primeira ordem nos parametros NC’s,

{@T}zz{mT}za

Isso implica obrigatoriamente em o = 0, logo I' = xyvy — 1.

(1.2

+ o+

{a, 1£ (=P, +2aT + XPT)}
— {a, =P} + {a,2aT} + {a, xPr}]
[—1 4 2a0 + x7]

T+ ao]

+OZO'
Pv

1
a, T (va + P, — PT)}

{a,aa} +{a, 7P} —{a, Pr}]

[0+~ —=1]

M| — M| =M =

— =

SOHI A=

1
T
{T,—P,} +{T,2aT} + {T, xPr}]

T

—

p41+mf+xa@

[—x +0+x]

SHI—H =

1

—

T, T (va + P, — PT)}
[T, aa} +{T,vPa} —{T, Pr}]

[—ao +vx —1]

s T | s |

[v — 2a0]

20
1 - =2
T

r

1
fﬂ%JLa@+{f&mRJ+{4%—Rﬁ+{%T@@
{QOJT, ’YPa} + {QOCT, _PT} + {XPT7 aa} + {XPT7 ’Ypa}

{XPTa _PT}]

1 1
{ (=P, 4+ 2aT + xPr), T (va +~P, — PT)}

(B.80)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

(B.84)
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1
= ﬁ[oz—O—f-oz—204204-2@7)(—204—)(047—)(70(—0}
2a%0
L 1 1
{ as a} = {F(_Pa+2aT+XPT)7F(_Pa+2aT+XPT)}
1
= 13 {—P,,—P,} +{—P.,2aT} + {—P,, xPr}
+ {2aT,—P,} + {2aT,2aT} + {207, xPr} + {xPr,—P.}
+ {XPTa 2aT} + {XPT7 XPT}]
1
= ﬁ[0+2ax—ozx—2ax+0+2ax+ax—2ax+0]
= 0,
<~ 1 1
{PT,PT} = {F(OK(Z—F’}/PQ—PT),F(OZCL"‘")/PQ—PT)}
1
= {aa,aa} + {aa,yP,} — {aa, Pr} + {yP,, aa}
+ {’}/Paafypa}_{ﬂ)/PmPT}_{PTaaa}_{PTaﬁ)/Pa}
+ {PT7 PT}]
1
= ﬁ[0—1—047—047—047—1—0—a7+a7+a7+0]
= 0. (B.86)

Esse resultados indicam que em primeira ordem a teoria funciona como boa aproximacao.
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APENDICE C - COMPLEMENTOS DO CAPITULO 5

C.1 CONSERVACAO DE ENERGIA NOS MODELOS COSMOLOGICOS COMUTA-
TIVOS DE HL

Inicialmente foram obtidas as seguintes equagoes de movimento (4.145)-(4.146),

reescritas respectivamente nas formas,

o o s () =0 @D
Z+;2 55 |kge — 3gaa +k2 +3k3—+3 o +(1—3w)£‘w] 0. (C.2)
Realizando a derivada temporal de (C.1) obtém-se,
— (30 +38) i+ (3w +2) a3a+3 - ZadaQC;Qadd 2kt + 4k2 L 16k zj
= 23 (CZI; - CZI; - k% + QkQ% + 3k3zg>
- 22 (Z - ZZ - k% + 2k2% + 31{:322) . (C.3)

Ap6s a substituigao de (C.2) a equagao acima se transforma em,

—(Bw+3) —— o il

- a a’ 1 2 29r 395
(3OJ + 2) pE +3a = 2a ({ 27(12 — 2@2 |:kfgc 3gAa + k + 3k

C a a2 e Zgr

a2
+ 3k39§)
a
a 3a? 1 g g 3 1 59 g
a[2a2 2 q? a2+2gA 2 a4+
3 30s 395 C o
— *k’ a6 + 3k°= — 3w 0,3 w3 (1 - 3&)) q3w+2
a 3a 3 gc 3 3,99  3,39s
a[Za? HI A L S Sl
3 C (1 —3w) a
- §wa3w+3 o 9 a3w+2
. 02
- “[—3( +k;—— g — L 3l
a a a
@ o
— BWW (1 — 3Cd) Q3W+2>:| . (04)

Finalmente substituindo (C.1) em (C.4) obtém-se,

C a . a C o C
—Bw+3) 53 gt a+ (3w +2) gt T {_3 {a3w+3 + (_ a3w+2)} — dw 3w+3



- (1-3w) q3w+2
c . ar C C
— (3w +3) a3w+4a - _35 <a3w+3 - wa3w+3) :

Como a equacao de estado para o fluido perfeito é do tipo p = wp com,

C

P = 3w+3’

logo,

. a
p = —3-(p+p).
a
A equacdo acima pode ser multiplicada por a® e reescrita na forma,

pa’ = —3aa® (p+p)

pa’ + 3aa’p + 3aa’p = 0

:;5 (pa3) +pjt <a3) = 0.
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(C.7)

(C.8)

Essa é a lei da conservacao de energia. Ou seja, a energia total do modelo cosmoldgico de

HL permanece conservada mesmo apos a introdugao da NC.

C.2 O FLUIDO PERFEITO COM EQUACAO DE ESTADO p = wp

Na presente sec¢ao serd obtida a solugao de (C.7) considerando um fluido perfeito

com equacao de estado p = wp.

Com a simples manipulacao de (C.7) obtém-se a seguinte equacao diferencial

separavel,
) a
po= =3 (p+p)
dp 3 da
a“ - T a (p+p) a
dp _ _da
3(p+p) a
Ao considerar p = wp obtém-se,
dp B _@
3(p+twp)  a
dp _ _da
Bpll+w])) o«
d d
R )
p a
Inp = —3[1+w]lna+ A.

(C.10)
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Na solugao acima A é uma constante de integracao. Através de algumas manipulacoes a

solugao (C.10) se transforma em,

Inp+3[1+w]lna = A

Inp + Ina>3++) A

In (pa3(l+“’)) A
pal®t3) = A (C.11)

No instante inicial em que t = 0 sdo considerados p(t = 0) = pg e a(t = 0) = ay, logo,
poal ™) = A (C.12)

Substituindo a constante de integracao (C.12) em (C.11) obtém-se,

P qB3+3w) o a(()3+3w)
343w
Qo
pP = Po (a) . (C.13)
Como pode-se perceber o presente resultado estd de acordo com (C.6) sendo py e ag
constantes positivas e C' = poad™*. Isso quer dizer que a constante C' apresenta uma

relagdo com a densidade de energia p do fluido perfeito. Como ja mencionado tal relagio é
do tipo (C.6).



