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RESUMO

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre a Integral de Melnikov para duas classes de
sistemas de equacoes diferenciais ordinarias. A primeira delas é um sistema Hamiltoniano
associado a uma perturbacdo uniparamétrica. A segunda classe é um sistema geral,
associada a uma perturbacio bidimensional. O trabalho termina com um estudo sobre a
existéncia e unicidade de solucoes do tipo de onda viajante para um modelo matemético
de combustao em um meio poroso.

Palavra-chave: Integral de Melnikov, Perturbacao, Ondas Viajantes, Combustao.



ABSTRACT

This work presents a study about the Melnikov’s Integral for two classes of ordinary
differential equations. In the first one, we study the Melnikov’s Integral for a Hamiltonian
system associated with one-parameter perturbation. The second class, we study the
Melnikov’s Integral for any system associated with a two-dimensional perturbation. The
work finishes with a study on the existence and uniqueness of traveling wave solutions of

the mathematical model describing combustion in porous medium.

Key-words: Melnikov’s Integral, Perturbation, Traveling Wave, Combustion in Porous
Medium.
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1 INTRODUCAO.

Um Sistema Dindmico é um processo cuja evolugao é dada por uma lei matematica
que pode ser uma fun¢ao ou uma equacao diferencial. O objetivo, ao estudar um sistema
dindmico, é procurar, compreender e prever a evolu¢ao desse sistema. Assim, se temos
um sistema dindmico definido em um conjunto X e escolhemos um ponto x € X, um dos
objetivos da teoria de sistemas dinamicos consiste em saber se a orbita desse ponto, ou
seja, o conjunto dado pelos pontos que descrevem a evolugao de x através do sistema, tem
algum limite, ou, se nao tem, ao menos descrever os pontos dos quais a o6rbita se aproxima

infinitas vezes no futuro.

Na primeira parte deste trabalho estudamos duas perturbagoes de sistemas di-
namicos que possuem um ponto de equilibrio com variedades estavel e instavel que se
intersectam. Nos dois casos o comportamento dinamico possui propriedades que levam a
nocao de "caos". Por exemplo, se as variedades estavel e instavel de um ponto de equilibrio
se intersectam transversalmente é possivel mostrar, usando a teoria de Poincaré, Birkhoff
e Smale, a existéncia de infinitas érbitas periddicas de periodo arbitrariamente grande.
A idéia de separatrizes que se intersectam transversalmente apareceu pela primeira vez
no famoso artigo de Poincaré sobre o problema dos trés corpos de 1890. Em 1963 e 1964

Melnikov [9] e Arnold [1] desenvolveram uma teoria para mostrar que o péndulo
0 + sinf = ¢ cos(at)

nao ¢ integravel, no sentido de que nao ha integrais analiticas. Para isto, perturba-se o
sistema criando uma érbita homoclinica perto de uma singularidade nao hiperboélica. Com

isto geram-se infinitas orbitas periédicas de periodo arbitrariamente grande.

A Integral de Melnikov, como poderemos ver ao longo deste trabalho, foi desenvol-
vida para estabelecer a existéncia ou nao existéncia de 6rbitas homoclinicas transversais
em sistemas dinamicos ao fazermos uma pequena perturbacao ao adicionarmos um termo

nao autoénomo ao sistema original.

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre a Integral de Melnikov para duas
classes de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias. A primeira delas é um sistema
Hamiltoniano associado a uma perturbacao a um parametro. A segunda classe é um

sistema geral, associado a uma perturbacgao bidimensional.
Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 é apresentado os resultados basicos e uma breve revisao da teoria de
equacoes diferenciais ordinarias, ferramentas que iremos utilizar ao longo do trabalho. O
Capitulo 3 trata do estudo da teoria de bifurcagdes e, em particular, sobre a bifurcacao de
tipo sela-no, ferramenta utilizada para o estudo da bifurcacao de tipo sela-né com lago

separatriz. Neste capitulo também estudaremos a Integral de Melnikov para um sistema
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Hamiltoniano que admite uma orbita homoclinica associada a um ponto de equilibrio
hiperbdlico. Terminando esse Capitulo trataremos sobre o estudo da Integral de Melnikov
para um sistema em geral que admite uma 6rbita homoclinica associada a uma sela-noé.
No Capitulo 4 apresentamos uma aplicacao da Integral de Melnikov para o estudo de um
modelo matematico em combustdo no meio poroso. Vamos utilizar o modelo matematico
2] e, fazendo mudanga de varidveis, transformamos o modelo em um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias, o qual passa a ser objeto de estudo. Construindo o retrato de
fase desse sistema de E.D.O.s e usando a Integral de Melnikov, provamos a existéncia e
unicidade de uma orbita do sistema de E.D.O/s, correpondendo a existéncia e unicidade
de uma onda viajante do modelo. Vamos utilizar a teoria de perturbagoes para provar

a existéncia e a Integral de Melnikov para provar a unicidade da orbita do sistema de
E.D.O’s.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo se apresentam as ferramentas que vamos utilizar ao longo desta
dissertacao, tais como uma breve revisao dos resultados béasicos e da teoria basica de

equagoes difrerenciais ordinarias.
2.1 RESULTADOS BASICOS

Definicao 2.1 Dado X C R", uma aplicagao f : X — R" diz-se Lipschitziana quando
existe L > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer x,y € X, tem-se

[f(z) = fy)l < Llz—yl.

Teorema 2.1 De Weierstrass.
Seja K C R™ compacto. Se f : K — R" ¢ uma funcao real continua, entdo existem
xo,x1 € K tais que f(xo) < f(z) < f(x1) para todo x € K.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [7](pp. 45-46).

Lema 2.1 A Desigualdade de Gronwall.

Sewv,u ec<0 em|0,t] com c diferencidvel em |0,t| tal que

v(t) < c(t)—i—/otu(s)v(s)ds.

Entao
v(t) < c(O)exp[/Otu(s)ds] + /Ot c'(s)exp[/: u(T)dT} ds.

A demonstracao deste lema pode ser vista em [4](pp. 37).

Teorema 2.2 Da Aplicacdo Implicita.

Seja f : U — R", definida no aberto U C R™™" diferencidvel no ponto a € U, com
f(a) =c. Se R™*t" = R™ @& R" é uma decomposi¢io em soma direta tal que a = (a1, az)
e a derivada Osf(a) : R — R"™ € um isomorfismo, entdo existem abertos V,Z (onde
ap €V CR"aeZ CU) com a sequinte propriedade: para cada x € V' hd um dnico
£(z) € R™ tal que (z,&(x)) € Z e f(x,€&(x)) =c.

A aplicacao £ 'V — R™ assim definida é diferencidvel no ponto aq e a sua derivada nesse

ponto é

E(ar) = ~[0af(@)] o [0uf(0)].
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A demonstracao deste teorema pode ser vista em [7](pp. 295-296).

Teorema 2.3 Férmula de Taylor.
Seja f : U — R™ de classe C*> no aberto U C R". Fizando a € U, para todo v =

(o, , ) € R™ tal que a+ v € U, escrevamos

n n 2
fla+v)— fla) = ng.aﬁ—; > 828{6]-'%% +7r(v)

i=1 Ui ij=1

as derivadas sendo calculadas no ponto a. Entdo lim,_ % = 0.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [7](pp. 261-262).

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Definicao 2.2 Sejam J C R e U C R"™ subconjuntos abertos nao vazios e F' : JxU — R™
uma aplicagao de classe C",r > 1. Uma equagdo diferencial ordindria é uma equagdo

da sequinte forma
F(t,x(t), (t),..., 2% V), 2% (1)) = 0, (2.1)

comt € J ex(t),i(t),..., 2% (), 2 (t) € U. Sendo o ponto a representacio da diferen-

citagao de x com respeito a t.

Definigao 2.3 A ordem da equacio diferencial ordindria (2.1) é a maior ordem da

derivada que encontra-se na equacao diferencial ordindria.

Agora vamos definir a solucao de (2.1).

Definicao 2.4 Dizemos que uma funcao v : Jy C J — U de classe C" comr > 1 €

solugdo da equagao diferencial ordindria (2.1) se satisfaz as sequintes condigées.

(i) Jo € um subconjunto aberto nao vazio de J
(i) (t,v(t),5(t),...,v* D (#),y*®(t)) € J x U para todo t € Jy

(iii) F(t,y(t),5(t),...,v*V(),y®(t)) = 0 para todo t € J,

Para fins deste trabalho, vamos estudar equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Isto é, equacoes na forma:

_ g _
==

T

f(t,z(t), =R (2.2)
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Aqui, x = z(t) € R" é uma fungdo vetorial de uma variavel independente (usualmente o
tempo t) e f:J x U — R™ é uma aplicacao de classe C",1 < r < oo definida sobre um

subconjunto aberto nao vazio J x U C R x R".

Definicao 2.5 Seja J x U C R x R"™ subconjunto aberto. Um campo vetorial de classe
C',1<r<ooemU €uma aplicacio f : J x U — R"™ de classe C". Ao campo vetorial f

associamos a equacao diferencial

T = f(t,x).

Observacgao:
Fisicamente, podemos interpretar o campo vetorial como uma condicao que fixa a velocidade
& = f(t,z(t)) de uma particula na posi¢do = no instante ¢ e geometricamente, podemos

pensar que existe um vetor f(t,z) na posi¢do = no instante t. Veja a Figura 1.

Figura 1 — O campo vetorial f.

J R"
o

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

Definicao 2.6 A aplicagio @ = f(x) = (f1(x), f2(x)) com z € R? é um campo Hamilto-
niano se existe
H:R* — R
(u,0) — H(u,v)

de classe C? verificando

—(u, v). (2.3)

Definigao 2.7 Uma fungao ~(t) : Jo C J — R", sendo J um intervalo aberto ndo vazio

de R e é de classe C' nesse intervalo, é uma solugio de (2.2) se satisfaz

V() = f{t,~(1)).
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Isto é, v(t) é uma solugao do sistema (2.2) se, e somente se a trajetéria da particula é

tangente ao campo vetorial em cada um de seus pontos.

Definicao 2.8 Dizemos que o campo vetorial f gera um fluxo ¢, : J x U — R"™, onde
¢y = ¢(t,x) € uma aplicagio de classe C",1 < r < oo definida para todo (t,xz) em J x U e
satisfaz (2.2) no sentido que

d
5 (0t 2))li=r = f(o(7, 2)). (2.4)

para todo (t,z) € J x U. Neste dominio de definicio ¢, satisfaz as sequintes propriedades:

(i) o = ¢(0,2) = x.
(”) ¢t+8 = ¢<t + 8,33’) = ¢(t> (¢(S,l’)) = ¢t o ¢57 v t, ERS J.

Definig¢ao 2.9 Seja xy um ponto no retrato de fase para (2.1). Pela orbita através de xq,
denotado por O(xy), queremos dizer o conjunto de pontos no retrato de fase que encontra-se
numa trajectoria que passa através de xo. Mais precisamente, para xo € U C R", entdo a

orbita através xg € dada pelo sequinte conjunto

O(xzg) = {xeR":x=0¢(t,z) V teR}

Observacao:
Uma diferenca entre a solugao e a érbita de uma equacao diferencial ordinaria é que a

solucao explicita a velocidade com que se caminha na orbita.

Sistemas da forma (2.2), na qual o campo vetorial ndo contém o tempo na forma
explicita, ou seja, sistemas de equagoes diferenciais ordinarias na forma & = f(z) sao

chamados sistemas autonomos.

Definicao 2.10 Dizemos que x € U é um ponto de equilibrio do campo vetorial f

quando f(x) = 0. Um ponto que ndo é de equilibrio é chamado ponto regular do f.

Definicao 2.11 Seja x € U um ponto de equilibrio do campo vetorial f. Entdo T € um
ponto de equilibrio estdvel se para toda vizinhanca V de x contida em U existe uma
vizinhanga Vi de T contida em U tal que toda solugao v(t) com v(0) € Vi estd definida e
pertence a V' para todo t > 0.

Definicao 2.12 Seja x € U um ponto de equilibrio do campo vetorial f. Entdo x é um
ponto de equilibrio instdvel se existe uma vizinhanga V' de T contida em U tal que para
toda vizinhanga Vi de T contida em U, existe pelo menos, uma solugio y(t) com v(0) € V;

e que nao se mantém completamente em V' para algum t > 0.
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Problemas em que procura-se a trajetéria de uma particula seguindo um campo vetorial

dado e que em algum instante inicial esta localizado em uma posicao particular, serao

chamados Problemas de Valor Inicial (P.V.I).

Teorema 2.4 (De exristéncia e unicidade)
Considere o sequinte (P.V.I)

T = f(t,x)
(L’(to) = 29

definido para (t,x), (to, o) € J x U, onde f é de classe C* em U. Tem-se
(i) para cada ponto (ty,x¢) € J x U eziste uma solug¢ao x = (t) do sistema (2.5) tal
que: ~(to) = 0.

(7i) se duas solugoes x = ~y(t) e y = (t) do sistema (2.5) sao iguais para um valor t = t,
isto é y(tg) = ¥(ty), entdo elas continuam iguais para todos os valores de t em que

ambas estao definidas; para todo |t — to| pequeno.

A demonstragao deste teorema pode ser vista em [10] pp. 19-24.
2.3 SISTEMAS LINEARES

Definicao 2.13 Seja A uma matriz n X n com entradas constantes reais ou complexas.

Entao, os valores préprios de A sio A € R ou C tais que

tém solugoes ndo triviais. Além disso, as solugoes correspondentes u sao os vetores

proprios de A associados a A.

Definicao 2.14 Seja A uma matriz n X n com entradas constantes reais ou complexas.

Entao, o espectro de A, denotado por o(A) é dado pelo sequinte conjunto

og(A)={rAeC: A,x, — A ndo tem inversa}.

Seja A uma matriz n X n com entradas constantes reais ou complexas, entdo vamos

considerar o seguinte problema de valor inicial

t=Ax, xr € R"
(2.6)

x(to) = T

o seguinte resultado vai garantir a existéncia e unicidade da solugdo para o P.V.I. (2.6).
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Teorema 2.5 (Fundamental para Sistemas Lineares) Seja A uma matriz n x n
com entradas constantes reais ou complexas. Entao firado o € R", o problema de valor

inicial (2.6) tem uma unica solugiao da forma:
z(xo,t) = ey, (2.7)

onde et é uma matriz n x n obtida pela exponencial de A como a série uniformemente

convergente sobre um conjunto compacto para [t| <ty com to > 0. Ou seja,
tA t2 2 " n
e :[Inxn+tA+§A +”'+EA + -] (2.8)

A demonstragao deste teorema pode ser vista em [11](pp. 17-18).
Uma solugao geral para o sistema (2.6) pode ser obtido pela superposic¢ao linear de n

solugdes linearmente independentes {z'(t),--- ,z"(t)}:
o(t) = 32’ (1),
j=1

onde as n constantes ¢; sao determinadas pelas condigoes iniciais.

Se a matriz A n x n tem n vetores préprios linearmente indepedentes v/ com
7 = 1,--- . n, entdao podemos tomar como base para o espaco de solucoes as fungoes

vetoriais
x(t) = eNityd

onde A; é o valor préprio associado com v7. Para valores préprios complexos sem multipli-

cidade, ), isto é, \; = a; £ B3;, tendo vetores proprios v + iv!, podemos tomar

2) = %' (vEcospt — v senBt)

T = et (vBcospt + v senft)

como o par associado de solugoes reais linearmente independentes.

Fluxos e Subespacos Invariantes

Dado qualquer ponto zy € R", ¢(xg,t) = e'zy é o ponto no qual a solucdo do
sistema (2.6) no ponto xg encontra-se apés o tempo t. Portanto o operador e : R* — R®
contém a informagao global sobre o conjunto de todas as solugdes de (2.6) ja que (2.8) se
verifica em todos os pontos de R".

Temos que a aplicacao
¢o:JxR" — R”
(t,x) — o(t,x) =tz

define um fluxo em R", pois satisfaz
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i) ¢(0,20) = ™y = 79, V0 € R™

ii) ¢t +s,10) = ey = et ey = e (P(s,20)) = O(L, P(s,0)), V t,s € J.

e este fluxo é gerado por um campo vetorial Az definido em R".
O fluxo e : R® — R descreve todas as solucdes do sistema (2.6). Neste conjunto
certas solugoes tem um papel muito importante; aqueles que se encontram nos subespagos

lineares gerado pelo vetores proprios.

Definicao 2.15 Um subespaco E C R™ ¢é dito subespago invariante com respeito ao
fluzo e : R® — R™ se e™*E C E para todo t € R.

Estes subespacos sdo invariantes sob e, em particular, se v/ é um vetor préprio real de A
e, portanto de €', entdo a solucdo baseada no ponto ¢;v? € R™ permanecem no span{v’}

para todo tempo; de fato

z(cv? t) = cvlett,
Similarmente, os espacos bidimensionais gerados por Re{v’}, Im{v’}, quando v? é um
vetor proprio complexo, é invariante sob e*4.

Dividimos os espacos préprios gerados pelos vetores proprios em trés classes:

O subespaco estavel, E* = span{v',--- 0™}

O subespaco instével, E* = span{u’,--- ,u™}

O subespaco central, B¢ = span{w',--- ,w"}
onde v!, .- v™ sdo os n, vetores proprios associados aos valores préprios com a parte
real negativa, u!,--- ,u™ sdao os n, vetores proprios estao associados aos valores préprios

1

com a parte real positiva e w*,--- ,w™ sao os n. vetores proprios associados aos valores

proprios que tem a parte real igual a zero. Além disso, temos que ng + n, + n. = n.

Teorema 2.6 (Decomposi¢cdo Primdria) Seja A uma matriz real n x n diagonalizdvel

em C. Entdo
R"=FE*@ E" @ E° (2.9)

onde E°, E" e E° sdo os espagos estdvel, instdvel e central de (2.6), respectivamente. Além

disso E*, E* e E° sdo invariantes com respeito ao fluro et de (2.6) respectivamente.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [11](pp. 55).
Este teorema diz que qualquer solugdao que comeca em E°, E* ou E° em um tempo t = 0

permanece em E°, E" ou E°, respectivamente, para todo t € R.
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Observagao:

As solugoes que se encontram em FE* sao caracterizadas pelo decaimento exponencial
(seja mondtona ou oscilatéria), os que se encontram em E" estao caracterizados pelo
crescimiento exponencial e as solugoes que se encontram em FE° nao tem a caracteristica
como em E° ou E". Veja a Figura 2.

Agora vamos considerar o sistema linear

Figura 2 — Os subespagos E*, E% e E°.

EC
\
~
o=
/

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

E’LL

ES

/\ /\\\/\

Tz = Ax,

onde A é uma matriz 2 X 2 com entradas constantes reais, de modo que podemos obter
importante informagao qualitativa sobre as solugoes a partir dos valores proprios de A.

Vamos considerar os casos mais importantes.

a) A tem valores proprios reais de sinais opostos. Neste caso dizemos que o origem é

um ponto de sela.

b) Todos os valores préprios de A tem a parte real negativa. Entao dizemos que o

origem ¢ um ponto de né.

¢) Todos os valores proprios de A tem a parte real positiva. Entao dizemos que o

origem é um ponto de foco.

d) Os valores proprios de A sdao imaginarios puros. Neste caso dizemos que o origem é

um ponto de centro.

O seguinte teorema vai caracterizar os pontos de equilibrio mais importantes.
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Teorema 2.7 Seja
T = Ax

um sistema linear, onde A € uma matriz de ordem 2 X 2 com entradas constantes de modo
que o = det(A) #0 e f =tr(A).

i) Se a < 0. Entao o sistema linear acima tem na origem um ponto de sela

ii) Se a >0 e 32 — 4a > 0. Entdo o sistema linear acima tem na origem um ponto de
no. Além disso, se B < 0, dizemos que a origem € um no estdvel e se > 0, dizemos

que a origem € um no instdvel.

iii) Se a > 0,8% —4a < 0 e B # 0. Entdo o sistema linear acima tem na origem um
ponto de foco. Além disso, se 5 < 0, dizemos que a origem é um foco estavel e se

B >0, dizemos que a origem é um foco instdvel.

i) a>0 e =0. Entio o sistema linear acima tem na origem um ponto de centro.

Veja a Figura 3.
A demonstracdo deste teorema pode ser vista em [11](pp. 25-26).

Figura 3 — Pontos de equilibrio para o sistema linear & = Ax.

J kJ

(4) (m') (8<0) <w) (ﬁ>0)
i) To
L1 1 T
(iii) (8<0 ) (i) (8>0)

(w)a>0 =0

Fonte: Li¢oes de Equagoes Diferenciais Ordindrias.
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2.4 SISTEMAS NAO LINEARES

Na secdo acima vimos que para aplicacdes suaves de classe C! segundo o teorema

de existéncia e unicidade a solugdo do problema de valor inicial

&= f(z); z€R",

(2.10)
z(0) = xg

estd definida, pelo menos, em uma vizinhanga t € | — ¢, ¢[ de t = 0. Isto é, o fluxo local
¢ - R" — R™ é definido por ¢y(xg) = x(t, zo). De forma andloga no caso linear mas pode
nao ter a formula geral e*4.

Agora, suponhamos que temos um ponto de equilibrio z € R". Vamos estudar o comporta-
mento das solu¢des numa vizinhanga V do ponto = fazendo uma linearizacao do sistema

(2.10) em z. Isto é, estudando o sistema linear

{=Df(z)§ £€R” (2.11)

onde Df = [% fi] é a matriz Jacobiana das primeiras derivadas parciais da fungao
J

f = (fl(l’l,l’g,"' ,l’n),fg(l'l,,l’g,"' 7:571)7"' 7fn(x17$27"' 7:571)) CT = j+§7 |€| < L

Como (2.11) é um sistema linear da forma (2.6), o mapa do fluxo linearizado D¢ (%)

resultante de (2.11) em um ponto Z é obtido de (2.11) através da integragao
Doy (Z)€ = etDI@)E

Agora, mediante dois resultados fundamentais em sistemas dindmicos podemos estudar o
comportamento das solugoes do sistema (2.10) numa vizinhanga ¥V do ponto de equilibrio
z, baseado no comportamento das solugoes do sistema linearizado (2.11). No entanto

precisamos de algumas defini¢oes prévias.

Definicao 2.16 Sejam fi e fo dois campos vetoriais definidos nos abertos de R™, Uy e
Us, respectivamente. Diz-se que f; é topologicamente equivalente a f> quando existe
um homeomorfismo h : Uy — U, que leva as orbitas de fi1 nas orbitas de fy preservando

a orientacao.

Definicao 2.17 Sejam ¢1 : Vi — R" e ¢9 : Vo —> R" dois fluros gerados pelos
campos vetoriais f1 : Uy — R"™ e fo : Uy —> R"™ respectivamente. Diz-se que f; €
topologicamente conjugado a fy quando existe um homeomorfismo h : Uy — U, de
modo que h(¢p1(t,x)) = ¢o(t, h(x)) para todo (t,z) € V.

Definicao 2.18 Dizemos que T é um ponto de equilibrio hiperbdlico para um campo
vetorial f : U — R" de classe C",1 < r < 0o se Df(x) ndo tem valores proprios com a

parte real zero.
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Teorema 2.8 (Hartman-Grobman) Sejam f: U — R™ um campo vetorial de classe
C',1<r<ooexelU um ponto de equilibrio hiperbolico de f. Entao f e Df(Z) sao
topologicamente conjugados. Mais precisamente, existe uma vizinhanca V de x em U e

uma vizinhanca W de 0 em R™ e um homeomorfismo h : V. — W tal que

ho f=Df(z)oh.

O esbogo da demonstragao deste teorema pode ser vista em [11](pp. 121-123).
Este teorema diz que numa vizinhanca de um ponto de equilibrio hiperbélico de um
sistema nao linear & = f(z) existe um homeomorfismo h que leva as dérbitas do sistema

nao linear (2.10) nas 6rbitas do sistema linear (2.11). Veja a Figura 4.

Figura 4 — Teorema(Hartman-Grobman)

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields

Definicao 2.19 Seja U C R™ uma vizinhanga do ponto de equilibrio x. A variedade
estdvel local e variedade instdvel local de x, denotados por W (z) e Wi.(Z), sdo

respectivamente:

We(2) = {xeU:dx) — T,t —> 00, ¢(x) €U V t >0} (2.12)
We(z) = {zeU:¢n) — T,t — —00, ¢(z) €U V t<0}  (2.13)

No entanto, apesar de W} _.(z) e W}.(Z) serem chamados variedades sdo definidos como
conjuntos sem nenhuma estrutura de variedade. Mas o teorema a seguir garante que tais

conjuntos sao, de fato variedades.

Teorema 2.9 (Da variedade estdvel e instdvel para um ponto de equilibrio)

Suponhamos que & = f(x) tem um ponto de equilibrio hiperbdlico T. Entdo eziste uma
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ns—uvariedade estdvel local Wi .(Z) tangente ao espago préprio E° no ponto T e uma
ny—variedade instavel local W}'.(Z) tangente ao espago proprio E* no ponto x. W (z) e

W .(Z) sao da mesma classe de diferenciabilidade da fungdio f.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [11](pp. 107-108).
Observacao:
As variedades W (), W}k.(z) sdo o grafico de uma fungao de dominio em E*, E* e imagem

em Y E° respectivamente. Veja a Figura 5.

Figura 5 — As variedades estavel e instavel locais W} () e W% .(Z) de um ponto de equilibrio
hiperbdlico z.

E’LL

Wie(T)

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

As variedades invariantes locais W, e W}, tem variedades globais andlogas W*(Z)
e W*(x) obtidos deixando pontos em W}’  percorrendo o fluxo para tras no tempo e os
loc

pontos em W} . percorrendo o fluxo para o frente no tempo, isto é:

Definicao 2.20 Seja U C R™ uma vizinhanga do ponto de equilibrio x. Entdo a varie-
dade estdvel global e variedade instdvel global de & denotados por W*(z) e W*(z)

sao respectivamente:

we(r) = L<J0 G (Wi (7)) (2.14)
WH(z) = L>J0 Gt (Wie(7)) (2.15)

A existéncia e unicidade das solugoes do sistema nao linear (2.10) garante que W*(z)
e W#(zy) com Ty # Zo ndo podem se intersectar. De maneira andloga W*(z;) e W*(Z3)
com Ty # T ndo podem se intersectar. Além disso, W#(Z;) ndo pode se autointersectar,
similarmente W*(z;) ndo podem se autointersectar. No entanto as intersegoes das varie-

dades estavel e instavel de pontos de equilibrio distintos ou do mesmo ponto de equilibrio
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podem ocorrer e de fato sdo uma fonte de uma maior parte do comportamento complexo

que se encontram em sistemas dinamicos.

Definicao 2.21 Dizemos que x € R™ € um ponto de equlibrio nao hiperbdlico para um
campo vetorial f: U — R"™ de classe C",1 <r < oo se Df(Z) tem algum valor préprio

com a parte real igual a zero.

Agora vamos enunciar um teorema importante para os pontos de equilibrio ndo hiperbdlicos.

Teorema 2.10 (Da variedade central para um ponto de equilibrio ndo hiper-
bélico).
Suponhamos que & = f(x) tem um ponto de equilibrio nao hiperbdlico T. Entao existe

uma n.—variedade central local W () tangente ao espago proprio E€ no ponto .

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [3](pp. 319-321).

Observacao:
As varidades estével e instavel de um ponto de equilibrio existem e sdo tnicas, a variedade
central de um ponto de equilibrio existe mas pode nao ser tinica. Além disso a variedade

central do ponto de equilibrio ¢ localmente o grafico de uma funcio de classe C*.

A aplicacao de Primeiro Retorno de Poincaré.

Seja v uma oOrbita periddica de algum fluxo ¢, € R" gerado pelo campo vetorial
nao linear f(z). Tomamos uma segao transversal local ¥ C R™, de dimensao n — 1. A
hipersuperficie ¥ nao é necessariamente planar, mas deve ser escolhido de modo que o
fluxo é transversal sempre a ¥. Isto é conseguido se f(x).n(x) # 0 para todo = € ¥, onde
n(z) é a unidade normal 4 ¥ em x. Denotamos por p o tinico ponto onde 7 intersecta
¥ e U C ¥ uma vizinhanga de p. (Se v tem vérias interse¢oes com 3, entao encolhemos
Y até que ~ intersecte a ¥ uma vez s6). Entao a aplicacao de primeiro retorno de

Poincaré P : U — ¥ é definido para um ponto g € U por:

P(q) = ¢-(q),

onde 7 = 7(q) é o tempo para que a érbita ¢,(q) baseada em ¢, volta a intersectar

novamente a secao . Ver a Figura 6.

Defini¢ao 2.22 Dizemos que f = O(g) quando x — o sempre que exista uma constante

C > 0 tal que
|f(2)] < Clg(z)].
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Figura 6 — A Aplicacdo de Poincaré e a sec¢ao transversal local 3.

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

para x suficientemente perto de xy.

Por outro lado dizemos que f = o(g) quando x — x sempre que

|f(@)]

= 0.
=0 [g(x))]
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3 BIFURCACOES DE TIPO SELA-NO E A INTEGRAL DE MELNIKOV.

O termo bifurcagao foi originalmente usado por Henri Poincaré (1854 — 1912)
para descrever a divisao das solugoes de equilibrio em uma familia de equagoes diferenciais

da forma
i=fuz); vER", peRF (3.1)

que depende de um parametro k—dimensional . Entao as solugoes de equlibrio do sistema
(3.1) estao dados pela equagao f,(z) = 0. Conforme p varia, o Teorema da Aplicacao
Implicita implica que estes equilibrios sao descritos por fungoes suaves de p longe dos
pontos no quais o Jacobiano de & = f,(z) com respeito a = tem valor préoprio com parte

real zero.

Definig¢ao 3.1 Seja (xo, po) um ponto de equilibrio de uma familia de equagées diferenciais
da forma (3.1), onde D, f,(xo, po) tem um valor proprio 0. Entao, dizemos que (x, o) €

um ponto de bifurcagdo e que g € valor de bifurcacgdo.

3.1 BIFURCACAO DE TIPO SELA-NO

Vamos caracterizar mediante o teorema a seguir quando um sistema de equagoes

diferenciais ordinarias tem uma bifurcagao de tipo sela-no.

Teorema 3.1 Seja & = f,(x) um sistema de equagdes diferenciais em R™ dependendo so
de um parametro p € R. Quando p = po, assumimos que existe um equilibrio p para o

qual as sequintes hipoteses sao satisfeitas

SN1) Zero é um valor proprio simples de D, f,,(p) com vetores proprios v e w pela direita e
esquerda, respectivamente. Dy f,,(p) tem k valores préprios com a parte real negativa

e (n — k — 1) wvalores proprios com a parte real positiva (contando multiplicidades.)

SN2) w52 (p, o) # 0.

SN3) w.Dfy(p) (0, 0) # 0.

Entao:

1) Eziste uma curva de equilibrios em R™ X R passando através de (p, po), tangente ao

hiperplano R™ x {po}

2) Dependendo dos sinais das expresoes (SN2) e (SN3), nao existem equilibrios perto
de (p, po) quando p < po(p > po) e existem dois equilibrios perto de (p, o) para
cada valor do parametro > po(p < o).
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Os equilibrios para & = f,(z) perto de (p, jo) sao hiperbolicos e tem variedade estdaveis de

dimensao k e k + 1, respectivamente.

Demonstragao:
Seja & = f,(x) um sistema de equacoes diferenciais em R"™ dependendo s6 de um parametro

1 € R, de modo que para p = pg, existe um ponto de equilibrio, p, isto é:

fuo(p) =0, (3.2)

e que satisfaz (SN1),(SN2) e (SN3). Queremos utilizar o Teorema da Aplicagao Implicita.

De fato definimos a seguinte aplicacao:

F:UcCRtt — R»
(z,p) V— F(z,pn) = fu(x),

onde U é um subconjunto aberto de R"*1, tal que:

E(p, pto) = fuo(p) = 0. (3:3)
Escrevendo D, f,,(p) = %(p, fo) na forma canonica de Jordan, temos:
0O 0 --- 00
0O J --- 00
Dxfuo (p) = . . . . .
0O 0 -~ 0 Jy

ﬂ?

onde cada J; com 1 <7 < n ¢ um bloco de Jordan associado a um valor préprio com a
parte real nao nula, por (SN1). Seja 8 = {vy,vs, -+ ,v,} base de R” na qual a matriz

D, f,,(p) é uma matriz de Jordan. Como

DF(p, pro) = ( 22 (p. o) %2(p. o) )5

temos que
0O 0 -+ 0 o
0 J; --- 0 as
DF(p, po) = S
0 0 - J, a, s,

onde a; = w.%i:(p, o) # 0, por (SN2). Fazemos a identificagdo de R x R" = R"*! da
seguinte forma:

Seja (z, 1) € R, temos que

(I,/L) - <I1w+x2v2+"'+xnvn7ﬂ)
= (I’l,(l'g,"' 7xn7,u)) GRXan
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entdo, temos que F': R x R* — R"™ é tal que

0 - 0 a

J o 0 a
DyF(p, po) = o

0 --- J, a,

nxn,

logo Do F'(p, 119) € um isomorfismo linear. Pelo Teorema de Aplica¢do Implicita, existem

abertos V de p; em R e W de (p2, -+, pn, pto) em R™ tais que

i) VxWcU.

ii) (p, o) = (p1s (P2, -+, Pny o)) € R x R™.

iii) para cada t € V, existe um tnico £(¢) € R™ tal que (¢,£(t)) € U e F(t,£(t)) = 0.

Temos, ainda, que ¢ é de classe C" com r > 1 e
E(t) = —[DoF(t,6(1)] o DiF(tE(1), V€ V.
Em particular
Em) = —[DoF(LEM)] 0 DIF(LE(), VieV.

Como D1F<(p17 (p2»' o 7pn7N0>)) = DlF(pJ MO) € DIF(p7 N’O)h = (07 e 70> para todo
h € V. Entao 5 (p1) = 0. Mas a curva formada pelos pontos de equilibrio é dada por

o:V — Rl
t — o(t) = (&)

logo &(t) = (1,£(t)) e, entdo, &(p1) = (1,0,---,0) = Aw. Entdo &(p;) é tangente ao plano

= Ho-
Portanto, a curva formada pelos pontos de equilibrio é tangente ao hiperplano R™ x {o}.

Finalmente como

E(t) = —[DoF(1.(1)] o [DIF(1, () +2D%F(£,€(1)).£() + DIF(1,E(0).(E(1)%]-

Entao

E(t) = —[DoF(.6(1)] 0 DEF(L.£(1)).

Mas D%F(p’ MO) = DgF(pa /'LO)(U7 U)‘
Logo seja () a ultima coordenada de o(t), entdo p; é um ponto critico pois 5(p1) = 0.

Agora suponhamos que f3 (p1) = 0, entdo teriamos que

£(p1) = (ag, a3, -+, 0 2,0).
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Entao
—[D2F(p )] oz, an0,0) = DAE(p, ao)(v,v),
logo
DIF(p, po)(v,v) = (0, Jiaz, ++ , Jutin-z),
entdao w.D2F(p, uo)(v,v) = 0, sendo uma contradigao. [

Definig¢ao 3.2 Uma familia de equagoes diferenciais ordindrias da forma & = f,(z), com
x € R" e p € R que tem um ponto de equilibrio (o, po) tal que satisfaz as condigaoes
(SN1),(SN2) e (SN3) do teorema anterior. Dizemos que © = f,(x) tem uma bifurcagdo
de tipo sela-né no ponto (xo, o).

Bifurcacao de Sela-né para uma familia de equag¢oes unidimensionais.

Seja & = f,(z), com z € R, p € R, uma familia de equacoes diferenciais a um

parametro tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas

1) (zo, ft0) é ponto de equilibrio ndo hiperbdlico, isto é, D, f,.(zo, f10) = 0.
2) #r ful®o, o) # 0.
3) %M(No) = 0.

4) %M(Mo) # 0.

Entao dizemos que a familia de equacoes diferenciais # = f,,(x) tem bifurcagao do tipo

sela-né em (zo, o).

Exemplo

Consideramos o seguinte campo vetorial

b= f(p,r)=p—2% xR e pck (3.4)
Entao, of of
£(0,0) =0, FH0,0)=0 ¢ Z5(0,0) =170, (3.5)

O conjunto de todos os pontos de equilibrio do sistema (3.4) é dado pela curva
2
p=ux (3.6)

representado pela parabola no plano y — x como mostra a Figura 7. Nesta figura as

linhas verticais representam o fluxo gerado pelo campo vetorial (3.4) ao longo da direcao x.
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Figura 7 — Bifurcacdo de Tipo Sela-No.

r| |

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

Isto é, para p < 0, (3.4) ndo tem pontos de equilibrio e o campo vetorial é decrescente em
x. Para p > 0, o campo vetorial (3.4) tem dois pontos de equilibrio z = /1 e z = —/J1.

Como

gi(,u,x) = —2z. (3.7)

avaliando o ponto de equilibrio x = /i na igualdade acima, obtemos

v = 2y

Entao os equilibrios para /i positivo sao estdveis (representada pelo ramo continuo da

parabola u = x2), e de forma similar avaliando o ponto de equilibrio z = —,/z na igualdade
(3.7) temos
of
x
Entao os equilibrios para x = —,/u sdo instaveis (representada pelo ramo pontilhada da

pardbola u = z?).

Agora como 37{(0, 0) =1 # 0 entdo pelo Teorema da Aplicagdo Implicita, existe uma tnica
funcao p = p(x) com wu(0) = 0 definida para z suficientemente pequeno de modo que
f(@, p(z)) = 0.

Logo, temos que:

o twule)) =0 = S ) + S ot 2 (58)

avaliando em ponto (0,0) a igualdade acima, obtemos

dp(0)

=0.
dx
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Ou seja, a curva de pontos de equilibrio é tangente a linha =0 em x = 0.

Em forma similar diferenciando a igualdade (3.8) com respeito a x, obtemos

@) =0 = S Geuta)) + 25 (e (o) ) +
0*f d 2
gt n) (@) +
of d*u

+ %(%M(%))ﬁ-
Logo avaliando a igualdade acima no ponto (0,0), obtemos

d*u(0)

dz?

£ 0.

Observacgao:
Para este tipo de bifurcacao temos que em um lado do valor de bifurcacao (1 < 0) o
sistema & = f,(x) ndo possui pontos de equilibrio e no outro lado (1 > 0) o sistema possui

dois pontos de equilibrio hiperbdlicos.

3.2 A INTEGRAL DE MELNIKOV PARA UMA SELA-NO HIPERBOLICA.

Nesta secao queremos estudar a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré para

sistemas da seguinte forma:
i = f(z) +eg(z,t), z€R* teR, (3.9)

onde:

i) f é um campo vetorial Hamiltoniano de classe C",r > 2.

ii) g é uma aplicagdo periddica de periodo T de classe C",r > 2 e eg(x,t) é uma

e-perturbagao onde € > 0.

As aplicagoes f e g s@o limitadas em conjuntos limitados.

Definig¢ao 3.3 Seja py um ponto hiperbdlico do sistema (3.9) para € = 0. Um ponto
p € R?, tal que p € W (po) N W?*(py) € dito ponto homoclinico. Se W"(py) N W*(po)

tem intersecdao transversal, entdo o ponto é chamado de ponto homoclinico transversal.

Definigao 3.4 Sep € W"(po) N W*(py) com p # po, entiao qualquer solugiao na orbita de
p do sistema (3.9) para € = 0. Aproxima-se para po, quando t — +o0o. A drbita de p é

chamada 6rbita homoclinica.
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Vamos desenvolver um método que permita provar a existéncia ou nao existéncia de pontos
homoclinicos transversais da aplicagao de primeiro retorno de Poincaré para uma orbita

periddica. Entao, para nosso estudo vamos supor as seguintes hipdteses:

Ap) Para e = 0, em (3.9) possui uma 6rbita homoclinica ¢°(¢) para o ponto de equilibrio

hiperbdlico de sela py.

Ag) TO = {°(t) \ t € R} U {po} e tal que o int(T"°) estd preenchida de uma familia
continua {g®}aej—1,0f de 6rbitas periddicas.

A3) he = H(q*(t)) é constante para todo t e ¢*(t + T,) = ¢*(t). Entao T, é uma fungao

dTly

Se > 0 no int(I'Y), onde H é a fun¢do Hamiltoniana do campo

diferenciavel de h, e

f

Veja a Figura 8.

Figura 8 — Espago de fase associado para as hipdteses (A1), (Az2) e (A43).

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

Observacao:

De Ay) e A3) temos que T, — oo monotonicamente quando a — 0.
Agora fazendo 0 =t mod(T) com t € R, entdo o sistema (3.9) transforma-se em um

sistema autonomo equivalente da seguinte forma:
&= f(x) + eg(x,0)

0=1 (r,0) e R* x S'; com S'=R mod(T)



36

Considere a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré

Plo. ¥ — Yo
p — PPl(p)

para o sistema de equagoes diferenciais ordinérias (3.9) onde o conjunto
v ={(z,) | t=to€[0,T]} CR*x S

é uma secao transversal global no tempo ¢y para o fluxo auténomo.
De (A;) temos que P{° tem um ponto hiperbélico de sela py. (Ay) implica que ' =
W*(po) NW*¥(py) esta preenchida de pontos homoclinicos ndo transversais para Pi°. Note

que 0 aqui implica que € = 0 no sistema (3.9).

Lema 3.1 Sob as hipdteses (A1), (As2) e (As) acima, para 0 < € << 1, (3.9) tem uma
Unica drbita hiperbolica periddica 2 (t) = po + O(€). Analogamente a aplicagio de Poincaré

Pl tem um tnico ponto de sela hiperbdlica p = py + O(e).

Demonstracgao:

Queremos utilizar o Teorema da Aplicacao Implicita. De fato, se define

F:UC0,1[xSt —s xto
(Gap) — F(Evp):p_,]):o(p>7

onde U é um subconjunto aberto de ]0, 1[xX%.
Note que G(z,0,¢) = (f(x) + eg(x,0),1) é diferencidvel, pois estamos assumindo que f e
g sdo de classe C?. Entao, a aplicagio de primeiro retorno de Poincaré P ¢é diferencidvel,

logo F' ¢ diferenciavel.

Observe que F(0,po) = po — Pe’(po) =po —po =0 e

DF(e,p) = ( Z(p—Pl(p)) Id—DP (p) ).

Avaliando em (0, py) :

DF(0,p0) = ( %= P2(D)) liem=00) 1d— DPY(po) )-

Como DP (py) é hiperbdlica, temos que 1 ¢ o(DP{(py)). Portanto Id — DP(py) é
invertivel.

Agora Dy F(0,pg) : Xt — %' representado por Id — DPE (py) é um isomorfismo linear, e
de acordo com o Teorema da Aplicacdo Implicita, existem )V, Z abertos (onde € € V,py €

Z C U) com a seguinte propriedade:
Para cada t € V ha um tinico £(t) € X% tal que (¢,£(t)) € Z e F(t,£(t)) = po— P (po) = 0.

§(t) = P(E(t) = 0 = &(t) = P ((1))-

Logo para cada t existe uma tnica 6rbita periddica hiperbdlica v°(¢) perto de py e portanto,

existe um unico ponto de sela hiperbélico P = py + O(e). |
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Lema 3.2 As variedades estdvel e instdavel locais Wi (ve) e Wi.(ve) da orbita perturbada
Ye estao C"—perto das variedades estdvel e instavel locais da orbita periodica nao-perturbada
po X St Além disso, as drbitas q*(t,to) e q“(t,ty) estao contidas em We(v.) e W*(v.)

respectivamente, podem ser expressas por:

E(tto) = "t —to) +eq(t, to) + O(?); t € [to, 00| (3.10)

q“(t,to) = ¢t —to) +eqt(t,to) + O(€%); t €] — oo,tgl. (3.11)

Demonstracao:
Pelo Teorema 2.9 temos que, as variedades locais do sistema perturbado existem.
Agora fixamos uma v— vizinhanga com, 0 < € << v << 1, U, de py de modo que:
para € > 0 suficientemente pequeno, temos que W _.(7.) e Wj.(7.) sdo e—perto de W,.(po)
e W} .(po) respectivamente. Veja a Figura 9.

Agora para todo t € [0,7T]. Seja ¢*(t) € W2 (pe) e ¢°(t) € W?3(py), temos que:

Figura 9 — W} (ve) e Wik (ve) sdo e—pertos de W} (po) € W}k (po).

Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.
t
¢ = ¢+ [ S (3.12)

) = @O+ [ 1@+ [ glax).ndr (3.13)

Note que: ¢*(0) = ¢°(0) + O(¢). Logo subtraindo (3.13) e (3.12), obtemos

t

@) — ) = 40— ¢ 0) + [ 0) — @ Nldr+e [ gl ), rdr, (3.14)
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aplicando a desigualdade triangular na igualdade (3.14) temos que:

| @2(t) —*() | =

@0) =) + [ 1) = F@ 0)ldr ¢ [ gla2(r),ryar
4200 |+]/ (@20)) = Fa rdr| + e [

| 9(az(r),r)dr
< g0 =) |+ [ 117@0) - f@0)] | dr+

+€/|gqe r) | dr.

IN

Agora, para facilitar as contas, usaremos as seguintes notagoes: £(t) = ¢2(t) — ¢°(¢), L é a
constante de Lipschitz de f e C o valor méaximo de ¢, na desigualdade acima. Entao a

desigualdade acima transforma-se em:

Iﬂw\§|ampw4ﬂammwmm.

Utilizando o Lema de Gronwall [4] para c(t) =| £(0) | + eCt e u(r) = L, logo obtemos

€t) | gxgmneﬂ+/lc&Wﬂm

_ oy O
= [£(0) e L( 1)
= [l |+ et~ = 0(0).
Finalmente,
| qo(t —to) —qi(t —to) | = | a5t —to) —po+p5 —pi+p;—q(t—t)|.

Utilizando a desigualdade triangular temos que:

| qo(t —to) —qi(t —to) | < |qo(t—to) —pp |+ | po—pi |+ | pi— it —to) |,
—_——— —_—— |y —
0(e) 0(e) 0(e)

logo, como cada parcela no lado direito da desigualdade é de O(e). Temos que:
| g5t —to) =g (t —to) [ = O(e)

para t € |tg, o0l

De forma similar, obtemos que
| a5 (t —to) —q/(t —to) | = O(e)

para t € | — oo, tp).

Este lema implica que a solugao encontrada na variedade estavel é uniformemente apro-
ximada, isto ¢é, para t > t, fazemos a substituicdo da igualdade (3.10) no sistema (3.9)
obtendo

q-O (ta Z50) + EQT <t7 tO) = f(qg (ta tO)) + Eg(qs (t7 t0)7 t)' (315)
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Utilizando a Formula de Taylor com resto infinitesimal de primeira ordem para f no

ponto ¢°(t, ), obtemos que:

F(@ (@t t0) = f(q’(tto)) +eDf(q°(t, 1)) (£, to) (3.16)

g(@(t.to),t) = g(°(t,t0), 1) + €Dg(q’ (., o)) g5 (¢, o) (3.17)

Agora substituindo as igualdades (3.16) e (3.17) na igualdade (3.15) obtemos que:

§°(t,to) +edi(t,to) = [f(q°(t,t0)) +eDf(q°(t,t0))ai(t, o) + e(g(q’(t,t0), t) +
+ EDg(qO(t’tO))QT(t>t0))'

Como ¢°(t,to) = f(q°(t,t0)) e Dg(q°(t,tp)) = 0, obtemos a seguinte igualdade

i (t,te) = Df(¢°(t —t0))q;(t,to) + g(q°(t —to), t). (3.18)

De maneira similar para t < t; obtemos que:

qi'(t.to) = Df(q"(t —to))ai(t to) + g(q’(t — o), 1). (3.19)

Observacgao:

Estes lemas garantem a existéncia de um ponto hiperbdélico perto de py e a pro-
ximidade entre as variedades invariantes dos sistemas perturbado e nao perturbado sob

influéncia de pequenas perturbagoes.

Definigao 3.5 Considere a se¢io X% e o ponto ¢°(0) € 2. Sabemos que f(¢°(0)) é um
vetor tangente a érbita homoclinica em P° em ¢°(0). Vamos considerar, entio, a reta

normal a f(q°(0)) em ¢°(0), e, cuja diregio é dada por

FH(@*(0)) = (= f2(¢°(0)), f1(a°(0))) "

Como as variedades invariantes W"(p®) e W*(plo) estio C"—perto de T°, essas variedades
cruzam a reta L. Sejam q"(to) = q*(to, to) € ¢5(to) = ¢5(to, to) 0s pontos em WH(pl)N L e
Ws(plo) N L cuja distancia a p®® é minima, respectivamente. Definimos a separagio das

variedades W*(p') e W*(p') na se¢ao 3 em ¢°(0) por
d(to) = g/ (to) — ¢ (to).

Veja a Figura 10.



Figura 10 — Separagdo das variedades W*(plo) e W#(plo).
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Fonte: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields.

Como
d(to) = q“(to) — a2 (to) € f+(¢°(0)),
entao F((0)) A (gf(to) — gi(to))
| £(¢°(0)) |

é a projecao de ¢¥(tg) — ¢ (to) sobre f+(g°(0)). Pelo Lema 3.2, temos que:
d(to) = e(q!(to) — ¢Z(to)) + O(e*) € fH(¢°(0)).

Logo temos que:

f(@°0) Nd(to) B 6f(qD(O)) A (g (to) — ¢; (o)) 2
7y - ) = 7oy o)
Portanto,
~ f(@%(0) A (gt (to) — 45 (to)) 2
W) = ooy O

(3.20)

Aqui o produto a A b, estd definido por: a A b = ayby — asb; com a,b € R* e f(q°(0)) A

(q“(to) — ¢i(to)) é a projegao de ¢¥(tg) — q;(to) sobre f1(¢°(0)). Finalmente definimos a

funcao de Melnikov, por:

+oo

Mto) = [~ (6t = t0)) A ga(t — to), t)dt,

—0o0

onde, ¢°(t) ¢ a 6rbita homoclinica do sistema nao perturbado. Para maiores informagoes

ver [5], e se f = (fi, f2) e g = (g1, 62) temos

INg=(fi.)N(91.92) = [i-g2— fo- 0
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podemos medir, entdao, a distancia entre as variedades estavel e instavel do sistema
perturbado. Dessa maneira, quando a func¢ao de Melnikov se anula, temos uma intersecao

das variedades estavel e instéavel.

Teorema 3.2 Se a funcao de Melnikov tem um zero simples em to, isto €, M(ty) =0 e
%—J\f(to) # 0, entdo, para todo € > 0 suficientemente pequeno, W*(p.) e W*(p.) se cruzam

transversalmente. Se a fungio de Melnikov nao possui zeros, entio W™ (p.) N W*(p.) = 0.

Demonstracgao:

Vamos considerar a funcao distancia dependente do tempo:

At to) = flq(t—t0)) A (g (t,to) — ¢ (t —to))
= f(°(t—t0)) Aai(t, to) — f(°(t —to)) A g5 (L, to)
— AL t) — At Ey). (3.21)

Logo substituindo a igualdade (3.21) na igualdade (3.20), temos que:

A(to, tg) 9
d O
= gy TN
Agora derivando A*(t,1y) com respeito a t, temos:
i) = LU~ 1) A1)

= jt[f(qo(t —to))] A G (t,to) + f(°(t — to)) A jt[q;(t, to)]

= jt[f(q (t— to))]jq (t —to) A (t to) + F(q(t —to)) A jt[qf(t’to)]
= DF((t — ) (t — to) A @ (£, o) + F(q°(t — to)) A (£ 2o).

Usando (3.18) e o fato que ¢°(t — to) = f(q°(t — ty)), temos que:

A(t,tg) = DF(q(t — o)) f(q°(t —to)) A gi(t,to) + F(G°(t —to)) A di(t, to)
= Df(°(t — o)) f(q"(t — t0)) A g5 (t, to) +
+(g°(t —t0)) A (DF (" (t — to))gi (L. to) + g(g°(t — to). 1))
= Df(q(t —t0)) f(¢°(t — to)) A g} (L, t0) +
+f(g°(t —t0)) A DF(q°(t = t0))ai (t, to) +
+1(q"(t —t0)) A g(q"(t —to), ).

Da igualdade Av Aw + v A Aw = tr(A)v A w e a definicao de A*(t,ty), obtemos

N(tt)) = tr(DF(g°(t —t0))) A° (t,t0) + f(a’(t —t0)) A g(a’(t —to), ).

Logo como f é um campo Hamiltoniano, entdao D f(q°(t — o)) = 0. Assim

At to) = f(@°(t—t0)) Ag(g’(t —to), 1),
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Integrando de ty até oo, temos

o)

A*(00,tg) — A%(to, to) = F(@(t —t0)) A g(g"(t —to), t)dt.

to

No entanto
A(oote) = Jim f(e'(t ~ 1) A it to).

Como ¢5(t,to) é limitado pelo Lema 3.2 entao:

AS(OO, to) =0.
Portanto
_ A (fote) = /t°° FI(E = to)) A g(g°(t — to), t)dt. (3.22)

Agora derivando AY(t,ty) com respeito t, temos:

d d

7t —[A"(tt)] = %[f(qo(t —t0)) A gy (t, to)]

d

= U~ 1)) A (1 10) + (6" — o)) A a1 1)

= iU@ﬁ—mmd Ot —to) A qU(t, to) + f(q°(t — to)) A Z[@%”
= Df(¢°(t —t0))°(t —to) A g (t,t0) + f(g"(t — to)) A Gy (¢, to)-

Usando (3.19) e o fato que ¢°(t — to) = f(q°(t — ty)), temos que:

A'(tte) = Df(q°(t =) f("(t — to)) A gl (t,to) + F(°(t — to)) A Gi(t, to)

) iG
)F(G°(t = to)) A gy (t, to) +

) A (DAt = to))at (£, t0) + 9(a°( — 1), 1))
)F(q°(t —to)) A gi(t, to) +

) ADf(q"(t = to))ai (¢, to)

)

Da igualdade Av Aw + v A Aw = tr(A)v A w e a definicao de A¥(t, o), obtemos
At to) = tr(Df(q°(t —t0))) A (t,to) + f(q°(t — t0)) A g(q°(t — to), 1)

Logo como f é um campo Hamiltoniano, entdao D f(q°(t — ty)) = 0. Assim

A'(tto) = (gt —10) Aglg’(t —to).t).

Integrando de —oo até ty, temos

At t0) = A (=00,te) = [ @~ t0) A gla(t — to) ).
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No entanto

Au(_oo’ tO) = tEI_noof(qO(t - tO)) N qqlL(t’ tO)’

e como ¢} (t, o) € limitado pelo Lema 3.2 entao:

Au<—OO, to) =0.

Portanto
Atoste) = [5G0~ 10) A gla(t — t0) )t (3.23)

Agora, somando (3.22) e (3.23) obtemos

M(ty) = A"(to, to) + A%(to,to) = /to F(@°(t = t0)) A g(q°(t — to), t)dt +

— 00
[e.e]

+ F(@°(t —t0)) A g(q°(t — to), t)dt

to

- /OO (f(a"(t —t0)) A g(a’(t —to),t)dt.  (3.24)

—0o0

Finalmente

d(to) = M(to) H+0(62). (3.25)

THeo)
Fixando € > 0, logo da hip6tese M(ty) = 0 e 2Z(tg) # 0 entdo o sinal de M (ty) oscila
numa vizinhanca |ty — 7,to + 7[, que implica que o sinal de d(ty) também oscila numa
vizinhanga. Entao existe um ¢ € |to — 7,ty + 7] tal que d(c) = 0, logo ¢ = ¢’.

Portanto
W (pe) N W*(pe) # 0. (3.26)

Agora suponhamos que a interse¢do nao é transversal, entdo ¢“(r) = ¢°(r) para todo

r € Je—4d,¢c+ 6] com d > 0, entao d(r) = 0 para todo r € ]c —J,c+ §] que implica que

M (r) = 0 numa vizinhanga, pois M ¢é independente de € e 0(22) = Hfé‘;)(&)))\\'

Mas 24 (ty) # 0, logo podemos assumir que 2(r) # 0 para todo r € Jc —6,¢ + §[C
lto — 7, to + 7|, sendo uma contradigao. |
Observagao:

Na se¢ao acima estudamos a integral de Melnikov para uma sela-n6 hiperbdlica em
um campo Hamiltoniano.
Agora, suponhamos que o sistema definido em (3.9) verifica (A;), (As) e (A3), mas f ndo
¢ um campo Hamiltoniano [5].
Entao, temos que a integral de Melnikov esta dada pela seguinte igualdade:

oo " g r— T
Mtg) = [ RIS g0y 1)) A gl (e~ 1) )t

— 00
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3.3 A INTEGRAL DE MELNIKOV PARA UMA SELA-NO NAO HIPERBOLICA.

Nesta secao vamos estudar a integral de Melnikov para campos vetoriais em R?
que admitem um equilibrio do tipo sela-n6 com um lago separatriz.

Mais precisamente, vamos considerar o campo
i = f(z), v €R? (3.27)

com p € R? ponto de equilibrio de tipo sela-né e I' laco separatriz, conforme a Figura 11,

e vamos considerar um sistema a dois pardmetros associado a (3.27), da seguinte forma
&= flz,mn, 1), r€R” e, R, (3.28)

Vamos supor também as seguintes condicoes:

(i) p é um ponto de equilibrio, isto é, f(p) = 0.

(ii) Df(p) tem os valores proprios 0 e —A com A > 0. Seja @ o valor préprio associado a
0 com a primeira coordenada positiva(@ é valor préoprio a direita de 0.) Seja também,

w é valor proprio de 0 a esquerda de 0.
(iii) @.D?f(p)(d, @) > 0.
(iv) £ = f(z) tem um lago separatriz I em p.
(v) f(z,11,1%) é de classe C¥*! com k > 5.

(vi) @.D,, f(p,0,0) > 0.

Das hipdteses (i)-(iii) temos que & = f(z) tem um ponto de equilibrio de tipo sela-né em
p € R% Isto é, Df(p) tem um valor proprio negativo e outro igual a zero. Além disso,
estas hipoteses dizem que @ é tangente a I' no ponto p.

Seja ¥ um vetor proprio associado ao valor proprio —A\, escolhido de modo que v é também
tangente a I' no ponto p. Veja a Figura 12.

As hipdéteses (iii) e (vi) implicam que a perturbagdo na dire¢ao positiva v; elimina o
equilibrio, enquanto que a perturbacao na dire¢do negativa vy divide o equilibrio em dois.
Ver a Figura 13. Entao existe uma fungio de classe C*, a (1), tal que a(0) = 0, de modo
que & = f(x, 11, 15) tém um equilibrio de tipo sela-né perto de p se somente se v; = a(15).
Para maiores detalhes ver [14].

Seja f(x, u1, o) = f(x,v1, 1), onde (u, p2) e (11, v7) estao relacionados pela seguinte:
p = v —a(ve), piz = s,
Entao

&= [, g, pa) (3.29)



Figura 11 — Equilibrio de tipo sela-n6 com laco separatriz I'.

P T

—_

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.

Figura 12 — Sistema (3.27) associado as hipdteses (i)-(vi).

<
Sy

P T

p—

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.
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Figura 13 — Sistema (3.28) para os valores de v; com vy = 0.

vy =0
Al/1<0 -

A v >0

Y

Fonte: Elaboracao prépria.

é de classe C*, e tem um ponto de equlibrio de tipo sela-né perto de p se somente se p; = 0.
Definimos como p(j2) o equilibrio de tipo sela-né perto de p de & = f(z,0, o), de modo
que p(u2) é de classe C*. Se py < 0, entdo existe uma sela e um né estével para (3.29)
perto de p; se g > 0, ndo existe equilibrio para (3.29) perto de p.

Assim como definimos no capitulo acima, para a, be R2, seja @ A b= aby — asb;. Se q(t)

é a solugao de © = f(x,0,0) com ¢(0) € I, consideramos a seguinte expressao:

I= CZZ(O) A tlli_rgof(Q(h),O, 0)6xp[ - /Ot1 divf(q(s%(),())ds} +
+ /:: exp[ _ /Ot divf(q(s),0, O)ds}f(q(t), 0,0) A gﬁi(q<t)’ 0,0)dt. (3.30)

Observacao:
I é a integral de Melnikov para a orbita I'. Ela mede o afastamento entre as variedades

central e estavel do ponto de equilibrio p, conforme o teorema abaixo:

Teorema 3.3 O limite em (3.30) eziste e é um multiplo negativo de U. A integral impropria
em (3.80) é convergente. Se I # 0, entdo existe uma curva C*¥2, puy = ¥ (up) = —B2u3 +
o(u2), com B # 0, tal que para py e o pequenos, (3.29) tem um laco separatriz perto de T
se e somente se g = P(pug) e I - (WAV) - puy > 0.



47

Demonstragao:

O equilibrio (p,0,0) do sistema:

T = f(xnubM?)
=0 (3.31)
/‘1’2 = 07

admite um subespago central de dimensao 3, denotado por E¢(p,0,0). Logo, pelo Teorema

da Variedade Central [5], existe uma 3—variedade central local de classe C* de (p,0,0)

We(0,0,0) = {(21,22, 1, p12) € R* 1 29 = @1, pur, p2) },

o qual é tangente ao subespago central E(p,0,0) no ponto (p,0,0). Logo W (p,0,0)
intersecta com cada plano R? x (1, p2), para puy, flo Muito pequenos, em uma curva, isto
é, Wt.(p,0,0) NR? x (0,0) e contém uma porgao de I' x (0,0) que é tangente ao vetor
(i,0,0) no ponto (p,0,0). Veja a Figura 14.

Seja W¢(p,0,0) a variedade central que contém a W _(p,0,0). Isto é, a unido de todas as

Figura 14 — A variedade central do ponto p.

A

(g, p2)

Fonte: Elaboracao prépria.

curvas integrais do sistema (3.31) que intersectam WS _.(p,0,0). W (p,0,0) encontra-se
com cada plano R? x {(j1, j12)} em uma curva, a qual denotamos por N gy, o) X { (111, p12) }-
Isto é, N(p, p12) é uma curva em R?. Seja L um segmento de reta em R?, perpendicular a
I em ¢(0). Entao para p, 1o muito pequenos, N (u1, i2) se intersecta transversalmente

com L perto de ¢(0). Portanto, para f, 2 muito pequenos existe uma fungao

x:R* — R?

(/L17/~L2) — X(MlaMQ)a
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de modo que: x(0,0) = ¢(0) e x(p1, 2) € N (1, p2) N L. Como o campo vetorial de classe
C* gera um fluxo de classe C*, entdo existe uma familia de solucdes de classe C* do sistema

(3.29)

q° (g1, pig, ), com fuy, fiy pequenos.

tal que q°(p1, p2,0) = x(p1, po). Entao ¢¢(0,0,t) = ¢q(t) e cada curva estd contida em
N (1, po). Para g < 0, ¢°(p1, p2,t) é um ramo da variedade instével da sela do sistema
(3.29) perto de p. Similarmente, ¢°(0, u2,t) é um ramo da separatriz instavel da sela-n6 de
& = f(x,0, uz) perto de p. Veja a Figura 15.

Vamos agora definir uma p—dependente mudanca de coordenadas em R?, para que nossos

Figura 15 — Sistemas perturbados pertos do sistema (3.29).

1 A k
ﬂl‘ :ulvﬂ%

& N2>
0T /— L C] 0/~L2,

M17/’L27 q ’/J/Q’

ot //W / o

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.

\

\

calculos sejam possiveis [3]. De acordo com o Teorema da Variedade Central [5], ha uma

mudanca de coordenadas de classe C*.
y:UCR* — VCRY
(T1, 9, pis pr2) > y(x1, 22, pi1, p2) = (Y1, Yo, pa, H2),

definida para (z, pu1, o) em uma vizinhanga aberta U de (p,0,0) em uma vizinhanca ) de

(0,0,0,0) da seguinte forma

y1 = (21, 2, 1, H2)
Y2 = Ta — Q(1, fi1, fi2)
M1 =

M2 = K2,
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em forma vetorial

y(%ﬁbl,ﬁbz) = (y1<x’ﬂl7ﬂ2)uy2(xaﬂla,u2))7 (3'32>

de modo que:

(a) y(p,0,0) = (0,0,0,0),
(b) WE(p,0,0) NR? x {(p1, p2)} é transformada na linha yo = 0, a qual é invariante

(c) As linhas y; = constante, sao aplicadas umas nas outras pelo fluxo.

Em outras palavras, nas novas coordenadas temos um sistema de equagoes diferenciais de

classe C* da seguinte forma

v = a(ylmula,uQ)

Yo = y2b(ylay27 M1, ,uz) (3 33)

fip =0

ﬂQZO.

Como p(us), definido acima, é de classe C*, podemos assumir que p(u2) é transformado em
(0,0) para todo po. Em outras palavras, a(0,0, ) = 0. Uma vez que a variedade estavel

do # = f(x,0,0) em p é necessariamente transformada na linha y; = 0, temos:

e (,0,0)  2=(p,0,0)  F=(p,0,0)  F=(p,0,0)

D$y<p7 07 0) =
Fa(p,0,0)  P(p,0,0)  F(p,0,0)  §2(p,0,0)
22(p.0,0)  F2(p,0,0)  32(p,0,0)  F2(p,0,0) ),
Entao
—52(p,0,0) 1= 22(p,0,0) —5%(p,0,0) —5=(p,0,0)
D,y(p,0,0) =
0 0 1 0
0 0 0 1
4x4.

Logo, como se pode verificar que

D,y(p,0,0)(w,0,0) = (1,0,0,0) e D,y(p,0,0)(v,0,0) = (0,1,0,0), (3.34)



20

temos que a matriz D,y(p,0,0) é da seguinte forma

L0 8u1(pa00) 8%"2(]9,0,0)

0 1 —22(p,0,0) —22(p,0,0)
D:L‘y(p7070):

00 1 0

00 0 1

4x4.

Note que 8%(]7’070)’ 95 (1,0,0), — 1(p,O,O) e —g—li(p,(),()) podem assumir qualquer

valor em R, logo temos que o novo sistema verifica (i)-(iii) e (vi). Isto é,

(i) y(p,0,0) = (0,0,0,0). Isto &, (p,0,0) é um ponto de equilibrio y
(ii) Dy(p,0,0) tem valores préprios 0 e —\ com A > 0.

(iii) WD%*y(p,0,0)(d, @) > 0.
Agora usando o Teorema Formula de Taylor com resto infinitesimal temos que

da
mehm)=Mwﬁwﬁ+u4aE@me%+&m4m®]

Fazemos h(yl, 1, fho) = 8#1 L (410, p2) + R1(0, 11, 0), com h(0,0,0) > 0 pois da hipdtese (vi)

temos que 3 (yl,() p2) > 0. Logo

da
a(y1,0,p2) = a(0,0, p2) +y15—(0,0, o) +

Iy
,0%a da
+ g (0.0, ) + 2[5 50,0, 12) + Ra(0,0, )]

como a(0,0, 12) =0, e 2% (0,0, p2) = 0, logo pondo em evidéncia y2, obtemos que

2 3

0“a d°a
a(y1,0, 12) = 43 [ayl (0,0, u2) + yl(ﬁy:{, (0,0, p2) + R2(0,0, Mz))}

finalmente fazendo que n(sz) = 25(0.0, pa) e n(1a)g(un, 1a) = [24(0,0, )+ Raf0,0, 1)
pois da hipétese (iii), temos que

00) = 550.0.0) > 0

Isto é, n(0) > 0 numa vizinhanca de (0,0,0,0).

Portanto

a(y, i1, p2) = n(p2)yi(1+ y1g(yr, p2)) + pah(yr, pi, po).-
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Por outro lado, temos que

ob
b(y17y27 M1, :u2) = b(y17 07”17”2) + yQain(yh 07:“17”2) + ng()(O? Y2, 07 0)

Reescrevendo de outra forma a igualdade acima obtemos que

0b
b(ylng,,ul,,UQ) = b(yhomul),uZ) + y27(y170>,u17,u2) [1 + Y2 b
Y2 872(3/1,0,#1,/12

R0<OJ Y2, 07 0) ]
)
pois da hipétese (ii) temos que 86—;2(3;1, 0, i1, o) < 0. Agora fazendo

ab R0<O7y27070)
—— (1,0, pa, p2) € k(yr, Yo, pu, pro) =
0y %(yh 0, ft1, pa)

A(yla M1, NQ) =
sendo a funcao k bem definida. Por outro lado,

ob
b(yb Oa M, M?) = b(07 07 07 O) + yl@(oa Oa 07 0) + leZ(yb 07 M, MZ)
1

Mas b(0,0,0,0) = 0. Pela hipétese (ii) temos que %(0, 0,0,0) = 0.

Portanto,
b(y1, Y2, fi1, f2) = —A(y1, p1, p2) Y2 (1 + yok(y1, Yo, pa, p2))
com
ob
—(0,0,0,0) = —=X(0,0,0) =—A\.
20.0.0.0) = ~A0.0.0

Finalmente com as igualdades o sistema (3.33) transforma-se no sistema seguinte

v = n(p2)yi (1 + y1g(y, o)) + pah(ya, pia, pro)

(3.35)
y‘2 = —)\(3/17 1, ,LLQ)yQ(l + y2k(y17 Y2, M1, :u2>)

com 1 > 0,h(0,0,0) > 0,A(0,0,0) = A

Lema 3.3 Eriste uma aplicacio de classe Ck=2, p(8, uy), definido para (8, us) perto (0,0),
com valores em R?, tal que p(0,0) = p, e p(6, po) é:

(1) uma sela-né de & = f(x,0, pus) se § =0,
(2) uma sela de & = f(x,—6% pug) se d >0

(3) um né estdvel de & = f(x,—0%, pa) se § < 0.

Além disso, a aplicagio (8, us) — (p(0, 2), 62, p2) € um difeomorfismo de classe C*~2
de uma vizinhanca de (0,0) em R? sobre uma vizinhanga de (p,0,0) em o conjunto de
equilibrios de (3.31) perto (0,0,0).



52

Demonstragao:

O equilibrio do sistema

v =n(p2)yi (1 + 19y, o)) + pab(ya, g, pio)
Yo = —Ay1, p1, p2)y2 (1 4 y2k(yr, Yo, i, pt2))

(3.36)
pr =0
po =0
perto de (0,0,0,0) é determinado fazendo o sistema (3.36) igual a zero. Isto é,
N(p2)yi (L + y19(yr, 1)) + mh(yn, o, p2) = 0
=AY, i, p2)y2 (1 + y2k(yr, y2, pa, p2)) = 0
da primeira igualdade obtemos que
ph(y, s pr2) = =n(p2)yi (1 + y19(yr, p12))
logo h(yu, pu1, pt2) # 0 para todo yi, ju1, 12 € R, entao
2
— 1
1y = )y + 119, 12) (3.37)

h(yh M1, Mz)

e da segunda igualdade temos que

Ay, i, p2) = 0 ow yo = 0 ou (1 + yak(y1, y2, ta, pt2)) =0

mas A(y1, 1, o) # 0 numa vizinhanca de (0,0,0) e 1 + yak(y1, Yo, pi1, p2) # 0, pois yz é
muito pequeno e k(y1, Yz, 41, fi2) teria que ser muito grande, sendo isto impossivel numa
vizinhanga de (0,0,0,0), entdao y, = 0. Portanto, o conjunto de equilibrios do sistema

(3.36) é da forma seguinte:

S = {(W1,0, 1, p2) = pr1 = pa(yn, p2) }

onde
_ 2 1_'_ ’
i1 (1. 1g) =~ Y19(1, 12)
h(ylalulnu2)
e verifica a condicao
111(0, p2) = 0. (3.38)

Por outro lado temos que

o [2n(pe)yn (1 + yag(yn, o)) — n(pe)yi(g(yr, o)
) = (h{yr . 1)) !

yla%gl(yl» p2) Ay, i, o)
(h(y1, pu1, p2))?
(k)Y (1 + 119(y1, 12)) 22 (y1, 1, p12)
(h(y1, pu1, p2))? '

Om
oy




93

Logo avaliando no ponto (0, 2), na igualdade acima, obtemos

g’;(o, pz) = 0.
Finalmente,
0 0 0w 9 (=2n(p2)yr (1 + y19(y1, o
Iyt 1, 12) = oyt [81/1 (o1e)] = 8%[( <(h)(y1(, m,uz))(z !
B n(12)yi (91, p2) + yl%’l(yh p12))) by, pa s )
(h(yl,M17M2))2
L )yt g, 12)) gy (Y1 1, M2>}
(h(yl,/vbh/iz))Q 7
logo
o [=20(2) (1 + 919 (1. 12)) — 20(p2)y19 (Y1, 12) + 9155 (Y1, pr2)
Iyt B1.p2) = ( (h(y1, b, p2))*

—2n(p2)y1(9(y1, p2) + ylg—;(yl,m)) —n(ua)y? (2871(%7”2) .
(h(y1, i p12))*

24 (1, 1)) (h(y1, 11, 1)

(h(yr, pia, pr2))*
L 200y (U4 gy i2)) — nlua)yi 9y, mz)

(h(yr, pa, p2))*
15 (g1, 1) 5 (s s 112))
(h(yr, i, pr2))*
L 20()yi (1 + gy, ) + 0(u2)yi(9(yn, m2)
(h(y1, g, po))?

yl%ygl(be?))gTZ(ylyMlaMQ)

(R(y1, g1, p2))*

(e 1+ 1190 ) b o ) ) (o )P

(h(y1, pa, p2))*
2([27I(M2)?/1(1 + y19(y1, ) + n(p2)yi(9(y1, pa)
(h(y1, pa, p2))*
ylayl(yl,ﬂz)] (Y1, 111, pa)
(h(y1, g, p2))*
0(2)y2 (1 + y19(y1, 12))) (2 (a1, p, 2)) ) ey, g, p12)) (22 (i, i i)
(h(y1, pa, p2))* '

+

Avaliando no ponto (0, p2) tem-se

O 2n(pe
5 (0, p2) = - 2nl)
i h(0, pur, p12)
Como h(0, u1, p2) > 0 em uma vizinhanga de (0,0, 0,0),
azlh

_9m _
MI(OMUQ) - 33/1 (O7ﬂ2) =0 e ay% (OMMZ) <0, (339)
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portanto

= —%(A + By, A= 1(p2) 7B:77(M2)9(y1aﬂ2)
111 yi (A(p2) + 1By, p2)) W1 i1 12) Wi 1)

onde A(pus) > 0 e A(uz) + 11 B(y1, p2) é de classe C*~2. Para iy, seja u; = —462. entdo

§ = y1(A(p2) + 11 By, MQ))l/g-
Agora utilizando o Teorema da Aplicacao Implicita, podemos resolver para y; perto de
1 =0, 0=0, pe=0.0Obtendo
Ip

y1 = p(d, p2) com p(0, pz) =0, %(Ovﬁbz) > 0. (3.40)

Logo, linearizando o sistema (3.36), temos que

Sy s p12) (Y1, Yo, i, o)

DF(y1,2) =
Sy s p12) (Y1, Yo, i, o)
2x2,
onde
oa P 9k
Tm(yl’ pa, p2) = n(p2)yr |2 + 3y19(yr, p2) + Z/fﬁygl(yh Mz)} + /hafyl(yl, 1y f12),
oa
@(yl,ﬂhlm) =0,
ob O\
afyl(yl,yz,m,ug) - —a—yl(yl,m,ﬂz)yz [+ yok(yr, o, i, j12)|
ok
B A(yl,M1,u2)y§a—(y1,y2,u1,u2)
Y1
e
0b 5k
@(yl’ Yo, fi1, o) = —My1, pi, fi2) [1 + 2y2k (Y1, Yo, p1, pi2) + y%@(yl’ Yo, 1, MQ)]

Entao para p; e po muito pequenos e avaliando o sistema linearizado no ponto de equilibrio
p(0, 2, 0), obtemos que
DF(]/)\(67 Ha, O)) -

9
N(p2)y1 (2 + 3y19(y1, 1) + Y3 5% (g1, 12)] + 1 e (91, 1, o) 0

0 —A(y1, p1,s p2)
2x2.
De n > 0 e (3.40) temos que o equilibrio (p(d, p2),0) de (3.35) com pu; = —42 é sela-n6 se

0 = 0, uma sela se 0 > 0, e um nd estavel se o < 0. [ |
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Seja
= x(y, th, th2)

a mudanga de coordenadas inverso de (3.32). Se define

P8, p2) = 2((B(6, 2), 0), 0%, pr2). (3.41)

Entao p(d, ug) satisfaz as hipéteses do lema.

Note que
dp
0,0
¢ um multiplo positivo de . para ver isso, temos de
dp op
D 42
“20,0) = Dy((0,0),0,0)(55(0,0),0). (342

Como g—g(O, 0) > 0, logo 8p(0 0) é um multiplo positivo de 4.
Para cada vetor w = (wy, wy) € R?, seja w(—wy, wy).

Definimos d°(p1, f12) e d*(«, pe) pelas seguintes igualdades

¢ _ dc(ul,uz) n
s _ ds(a PJ2> 1

Entao d° ¢ de classe C¥~2 e d® é de classe C*~2. Os ntimeros d°(uy, pi2) e d*(cv, p12) determinam

sobre a linha L as curvas ¢“(uq, po,t) € ¢°(a, pio, t) comega respectivamente. Temos

d(py, p2) = f1(q(0),0,0).[q°(pu1, p2, 0) — q(0)]
= f(q(0),0,0) A [g°(p1, p2,0) — q(0)].

Similarmente

ds<a7 MQ) = fL(Q(OL 07 O)'[qs(a7 M2, 0) - Q(())]
= f(4(0),0,0) A [g*(a, p2,0) — q(0)].

Existe um lago separatriz de @ = f(x, —62, u2) baseado em p(6, j12) se somente se § < 0 e
d(6. 1) < d°(0% o) = (0, p2) = 0 (3.43)

Logo d(d, j12) é de classe C* pois, d° é de classe C* e d* é de classe C*~2 respectivamente e
em particular d¢ e de classe C¥~2.
Vamos mostar que 24(0,0) é um multiplo negativo de @A @ e 24(0,0) = I.

De fato, temos as seguintes equagdes variacionais para q¢(—d2, us,t) e q*(8, ua, 1) :

d 0q° B oq° af
& s —(0,0,t) = Dxf(q(t),(),())alu 3#2( q(t),0,0),

d 0q¢° B aq*
dtad(OOt) = Dxf(()oo)a(s

(0,0,¢) +

0,0,1),
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jtSZQ(o 0,1) = Dmf(q(t),0,0)gz (0,0 t)+§£( (),0,0).
Como em [5], nés definimos
AL = [a(0.0.08 5L0.0.0.
B0 = Flal0),0.0 8 Eg0,0.0),
AL = (60,000 A 5E(0.0.0),

Para d°(—a?, pz) e d*(a, p12), temos as seguintes igualdades

adc 8dc 8d,u1 B 8dc .
8d s od* s
Usando as equacoes para ¢° e ¢°, nés calculamos de forma similar como em [5] temos
d .. o d oq°
G0 = U007 7 (0.0.0)
_d aq° d 8q
Substituindo a igualdade
d 0q° B oq° of
G004 = Dof(a).0.0 5 0.0.0)+ 5 (q(1).0.0
na igualdade acima, obtemos
d .. o d aq°
%Apz(t) - = %f(Q(tLOaO) A 3#2 (0?07t>
aq° of
+ f(a(t),0,0) A [Dxf(q(t),O,O)aM (0,0,%) + 8u2< q(t),0,0)]
_d aq°
- %f(Q(t)aOaO) N 67/@(070715) +
aq°
+ £a(1),0,0) A Def(a(®), 0,0) 50 (0,0.1)
of
+ fla(®),0, O)AaTLQ( q(t),0,0)
= divf(q(t),0,0)-F(q(t),0,0) A 5 (0,0,) +
M2
of
+7a).0.0)A 3 (al(0).0.0)
0
= divf(q(t),0,0).A7,(t) + f(q(t),0 )/\01{2( (),0,0)dt  (3.44)

De maneira analoga afirmamos que:

SN = divf(alt),0,0).55(0)
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De fato:

d d aq°

250 = —[F(a(),0,0) A 5<(0,0,0)

- cif(q(’f)v(l) %5 (0,0,8) + f(qlt <>,0,0>A$%‘§<o,o,@

= divf(q(t),0,0).A%). (3.45)

Finalmente afirmamos que:

d S o . 8(]5
aia) = divf(q(t),0,0).85,(1) + [(a(t),0,0) A 5 -(0,0,1).
De fato:
d s B d aqs
a2 = G (a®),0.0) A 5 ~(0,0,1)]
8 s d aqs

d
= Ef(q(t),o,o) A o (0,0,t) + f(q(t),0,0) A %872(0’0’”'

Fazendo a substituicao da igualdade

0.0, = Daf(al,0.05% 0,00+ 7 (q(0).0,0
na igualdade acima, obtemos
G0 = 510,007 50,0
+ Fal®).0.0) A Dfal0,0.0) 5 0.0, + 27 (q(2),0.0)
— 0,008 0.0+
+ Fla(0):0.0) A D fa(0.0.0) 57 0.0.1)
oq°
+ f(q(t),0,0) A o (0,0,1)
— dief(a(t).0,0-85,(0) + Fa.0.0) A 5LO00. (36
Resolvendo a igualdade (3.44), isto é:
d .. . of
AL = diofa(0).0,0)55, (1) + £(a(1).0.0) A 72 (4().0,0)

e mudando o termo divf(q(t),0,0).Af,(t) para o lado esquerdo da igualdade acima,

obtemos que

9 ne (1) — divf(q(t), 0,045, (1)) = f(a(t).0,0)n 2L

dt H2 8M2 (Q<t)7070)
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Multiplicando pelo fator integrante exp(— [; divf(q(s),0,0)ds) na igualdade acima, obte-

mos:
d —ft divf(q(s),0,0)ds A c _ —ft divf(q(s),0,0)ds
—dt[e AL (s)] = e
of
0,0 t),0,0).
f(a(t),0,0) A 8#2( q(t),0,0)

Logo integrando de t; até 0, isto é:

0d v S A C 0 — " div s s
/ 2 (e Jo divf(a)0,0)d A (s)] = / o~ Jo divf(a().0.0)d
t1 dt

t1

o)

F(a(#),0,0) A afut),o,o)
H2
obtemos

Asz(O) = Afu(tl)e*ftl div f(q(t),0,0)dt

0 ot af

[ divf(a(s),0,0)ds
+ /tl € f(q(t),0,0) A 8u2( q(t),0,0). (3.47)

Agora resolvendo a igualdade (3.45):

ZeAS() = divf(q(t),0,0).A5(t).
De fato temos:
thé( t) — divf(q(t),0,0).A5(t) = 0

Multiplicando pelo fator integrante exp(— [3 divf(q(s),0,0)ds) na igualdade acima, obte-

mos que:
t . d
e #5000 L Ns) i (g(4).0.0).03(6)] =0, (3.49

Obtem-se

d t o
*[67 fo dwf(q(s),O,O)dsA(ss(t)] = 0.

dt

Integrando de ¢; até 0, temos

e — [ divf(g(s),0,0)d
v S R SAS _ 0
/t1 dt[ 5(s)] ;
obtendo
CA30) = —A3(ty)e o' Avsla 00t

De maneira andloga, resolvendo a igualdade (3.46):

d dq°

g Die(t) = divf(q(),0,0).45 (1) + f(a(1),0,0) A 5 ~(0,0.1) (3.49)
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da seguinte forma:

5.0~ divfa(0,0.01.85,(0) = fla(8),0.0) A 5T

s

0,0,1),

multiplicando pelo fator integrante exp(— [y divf(q(s),0,0)ds) na igualdade acima, temos

d t .
e f dwf(q(s)OOds[ AS () dwf(q(t),(),O)AZz(t)] _ e—fo divf(q(s),0,0)ds

dt 1
qs
t),0,0) A 0,0,
(0).0.0) 7 570,0.0)
obtendo
d —ft divf(q(s),0,0)ds A s . —ft divf(q(s),0,0)ds aqs
%[6 A#Q(S)] = € [f(Q(t)7070) (O 0 t)]

8,&2
Integrando de t; até 0, isto é:

/to jt[ = Jy divf(a(),0,0) dSAS (5)] = /O 6_fotdi“f(Q(S)’O’O)ds[f(q(t),0,()) oq¢° 9% 0.0,1)]

t1 8/12
obtemos que
s s 0 —ftdivf( (s),0,0)ds
~A%(0) = —Am(tl)/tle o v (a(5).0.0)ds 4
B[ divf(a(s),0,0)ds Jq°
[ e a0 p(g(1),0,0) A S (0,0,1).

Opta

Agora queremos avaliar quando t; — oo. Usando a definicdo de Aj, podemos escrever

0 — [ diw s s
—A3(0) = 6?5 (0,0,11) A F(g(t:),0,0)e o' divFa(:).00)d (3.50)
Lema 3.4 Se verificam os sequintes limites:
(a) lim o 95(0,0,t) = 22(0,0),
(b) limy_,. 24 s ~(0,0,t) = p2 (0,0).
Demonstragao:
Usando as coordenadas
y(@, pa, p2) = (i@, pa, p2), ya(x, pa, pia)) (3.51)

e definindo

(6, pa,t) = y(q°(6, o, t), —0%, o)
= (ﬁ<57ﬂ2>7y2<57ﬂ27t)) (352)
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onde p(0, p2) esta definida em (3.40) e yo(d, 1o, t) esté definida em (3.52).
Como ¢°(6, pa,t) — p(6, 12) quando t — oo, para cada (d, u2) perto de (0,0), ¢*(, po,t) €
y2(0, pa, t) sdo definidos para um ¢ suficientemente grande.
Segue de (3.34) que yo(J, pio,t) > 0 para um ¢ suficientemente grande, e de (3.35) temos
que ys(0, ua, t) satisfaz a equagao diferencial
dz
dt
onde A\(0,0) = . Aqui \ e 2G sdo de classe CF=3.

Para provar o lema, vamos estudar o comportamento assintético das solugoes de equacao

= =6, 12)2(1 + 2G(2, 6, 1)) (3.53)

diferencial (3.53), quando t — oco. Seja
21+ 2G(2, 6, m)]™ = 271+ H(2,6, 12) (3.54)
entdo H é de classe C*~* e fixando zy, > 0. Definimos

J(2,6,110) = /ZH(3,5,u2)ds, (3.55)

20

como H é de classe C*~* entdo J é de classe C*~*. Agora, substituindo a igualdade (3.54)

na igualdade (3.53), obtemos
(27 4+ H(2,6,pu0)]dz = —\(0, ) dt.
Integrando a equacao diferencial, obtem-se
[Inz 4+ J(z,0, )] = —A(0, u2)t + A(J, pa).
Aplicando a exponencial dos dios lados da igualdade acima, obtemos
zeap(J(z,0,2)) = B(0, p2)exp(—A(6, u2)t).

Aqui B(6, u2) é determinado pelo valor de ys(0, p2, t) em algum ¢t = t5. Uma vez que B é

de classe CF* e B > 0 temos

aaz[zexp(J(Z, 0, M2))](0, 5, MQ) £ 0.

Logo aplicando o Teorema da Aplicagao Implicita, podemos resolver a equacao para z

quando z, v estao perto de 0. Isto é,
zexp(J(z,0, 1u2)) = v. (3.56)
Obtendo z = K (v, 6, 12), onde K é de classe C*¥~*, com
K(0,6, 1) = 0, (3.57)
fazendo z = yo e v = B(J, po)exp(—A(9, p2)t) tem-se:

Y2 = K(B(9, p2)exp(—=A(0, pi2)t), pia, t). (3.58)



61

Das igualdades (3.58) e (3.57) temos que

Yo . 0K ov
tllglo BE (6 H2, ) = tllglo{@v( (5 /LQ)GI])( )\(57/112) ) H2; ) 65
0K 0
G (BO p)ean(=AG p)t) i ).
8K 8;@
Como % = 1, 3{9‘32 0e %% = —B(8, u2) A6, po)exp(—A(0, p2)t) a igualdade acima
transforma-se em:
. oK
= }E?o[_ B(6, u2) A(8, pa)exp(—A(6, Mz)t)E(B(& pi2)exp(—A(d, p2)t), pa2, t)
0K
oy, (B0 )eap(=A0, p2)t), iz, 1))
Avaliando quando ¢t — oo na igualdade acima, obtemos
0Ys oK
tll}/& 85 (5 M27 ) = a 1(3(0 /'1’27 ))

Utilizando a igualdade (3.57) obtemos

lim y>
t—o00 85

De maneira analoga mostra-se que

((5, 2, t) =0.

hmg (0, pro, t) = 0.

t—o0 ,u

Portanto

Oya Jy2

Logo, substituindo as duas igualdades de (3.60) na igualdade (3.52), obtemos

~S

lim il —(9, po, 1)

Jim - 6,112),0) (3.61)

(85(

.oy _ D
tlggloam(&u%t) = (%(5#2)’0)-

Agora usando a igualdade (3.57), obtemos que
oq°
)
onde x(y, py, u2) é dado por (3.41). Portanto,

oq¢° s og°
“L0.0,0) = Da(@(0,0,1),0,0 5

(5 :u27> = aa(s ( (5 M2, )7_52>:u2)

(0,0,1) (3.62)
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De (3.61) e (3.42) temos que

S

Jim %5 (0,0,t) = D x((0,0),0,0)(gi(0,0),O))
Jp

= 55(0.0). (3.63)

Similarmente, a segunda igualdade do lema segue-se da igualdade (3.62) e a igualdade
(3.41)

;5 (0,0) = Dyx((O,O),O,O)(aAQ (0,0),0) +§2((0 0),0,0). (3.64)

Agora vamos usar os calculos que provamos no lema acima para estudar os outros termos
da igualdade(3.50).
Da igualdade (3.51) temos que

G0, p2,t) = Day(q*(8, pa, t), —6°, 112)G* (3, pra, ). (3.65)
Seja § = iz = 0 em (3.65). Como ¢*(0,0,1) = q(t) = £(q(£),0,0) tem-se
fq(1),0,0) = [Duy(q(t),0,0)]7'¢°(0,0,1).
De (3.52), (3.57) e (3.58) temos que
q(t) = p+ Olexp(=Xt)) e ¢(t) = (0,—Cexp(—At) + O(=At))) (3.66)
onde C' > 0. Portanto, fazendo ¢ = ¢, temos que
f(q(t1),0,0) = {[Day(p, 0,0)] " + O(exp(=At))}.(0, =Ceap(=At) + o(=At))). (3.67)
Assim de (3.66) obtemos que
divf(q(t),0,0) = —A+ O(exp(—AD)).
Portanto
eapl- | " divfq(s),0,0ds| = eap(Mty).cxp — / " Olexp(—2s))ds.  (3.68)

Logo de (3.66) e (3.68) resulta que

lim f(q(t1),0,0)exp[— /0t1 divf(q(s),0,0)ds]

t1—00

— [Day(p.0,0)] " (0, ~Ceap( /0 T O(~As))ds), (3.69)

onde a integral converge. Entdo (3.50), Lema 3.4 e (3.69) implicam que

CA30) = g(s(o 0) A lim_f(g(t1),0,0)expl— /0“ divf(q(s),0,0)ds],  (3.70)
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onde o limite existe.

Notemos que de (3.34), segue que —Aj(0) é um multiplo negativo de ¢. Entao (3.42)
implica que (3.50) é um miltiplo negativo de @ A @. Por (3.43) e (3.44), 24(0,0) é também
um multiplo negativo de u A v.

Agora afirmamos que

B t
~L,(0) = 5 (0.0) A lim f(a(02),0,0)cap~ [ divf(a(s). 0.0)ds
of

+ [T el [ " div f(g(s),0,0)ds| f(q(£), 0,0) A F(a(s).0.00d. (371

Utilizando o modelo da igualdade (3.69) e usando o Lema 3.4 vamos mostrar primeiro
que o primeira parcela da igualdade (3.71) aproxima-se a primeira parcela da igualde
acima, quando t; — 00, onde o limite existe. Entao, como _Afm(O) é finito, a segunda
parcela de igualdade (3.50), a integral aproxima-se a limite quando t; — oo.

Finalmente vamos mostrar o seguinte:

Lema 3.5 Se verifica o sequinte:

limy, o 52(0,0,¢) =0

Demonstracao:

Mais uma vez vamos usar as coordenadas da igualdade (3.33). Definimos

qc(lu’%t) = y(qc<0>:u27t)707ﬂ2> = (yl(ﬂ%t)ao)'

Como ¢°(0, ua,t) — p(0, p2) quando ¢t — oo, para cada s perto de 0, temos que ¢°(uz,t),
e portanto yi (uz, t) estd definido para ¢ suficientemente negativo. Desta defini¢ao, y; (pe, t)

satisfaz a seguinte equagao diferencial

dz
P (p2)2*(1+ 2G(z, pa)), (3.72)
onde 7 e zG sdo de classe CF.
Seja
2214 2G(z,m2) " = 272+ A(pe)z ™t + H(z, o) (3.73)

onde A é de classe C*=3 e H é de classe C*~*. Agora fixando um z5 > 0. Seja

J(z, p2) = /z H(s, po)ds. (3.74)

20

Desta forma J é de classe C*~4. Entdo, resolvindo (3.72) usando o método de separagio

de variaveis e (3.73) fornece

2 A(pe)lnz — 2J (2, p12) = 1)t + B(p)
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onde B(usz) é determinado pelo valor de y;(p9,t) em algum t = ty. Logo B é de classe

C*=%. Ordenando adequadamente a igualdade acima, temos que

2[1 = A(po)zlnz — 2J (2, p2)] ™" = —[n(ua)t + Blua)] ™" (3.75)

Fazendo O(z, uig) = z[1 — A(us)zlnz — 2J (2, po)]*. Temos que O(z, y) é uma funcio de
classe C! definida para (z, j12) perto de (0,0) em S = {(z, uu2) : z > 0}; de modo que

00
O(z,p2) =0 e %(O,Mg) = 1.

Agora pelo Teorema da Aplicagdo Implicita, podemos resolver a equagdo O(z, ) = v

para z quando z e v sao perto de 0, com v > 0. Obtendo
Z = v+ R(U7 :U’Q)v

onde R(v, j12) é uma funcao de classe C', com R(0, u2) = 0 e R é o(v). Fazendo z = y; e

v = —[n(u2)t + B(uz)]™!, para um ¢ suficientemente pequeno e negativo, obtemos
yi = —[(p2)t + Bluo)] ™ + R(=[n(p2)t + Blua)] ™", p2).
Segue
oy
1 — t) = 0
t—}r—noo 8#2 (M?) )
Portanto
. q°
1 t) = 0. 3.76
t—}r—noo aﬂ2 (/"L27 ) ( )
[ |

para avaliar (3.47), usamos a definicao de A7 (0) e escrevemos (3.47) como

@ C . 0 iv
AS(0) = flg(ts),0,0) ASL(0,0, ;)¢ o It 00

Oz
+ : ¢~ Jo divF(@£)00ds £4(4) 0. 0) A g/i(q(t), 0,0)dt. (3.77)
De fato,
Jlim f(q(1),0,0) =0 (3.78)
Além disso
divf(q(t),0,0) = —X+O(n(0)t +c(0)]™) (3.79)

quando t — —oo.
Pelo Lema 3.5, (3.76) e (3.77) temos que

8 ‘ - 0 v S S
lim f(q(t1),0,0) A 8q (0,0,t)e ftld F(a().0.0)ds _ 0.

t1——o00 2
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Portanto, a segunda parcela da integral (3.76) aproxima-se ao limite quando t; — —o0.
Logo, temos que

0 — (! v s s 8
AL0) = [ e R0 f<q<t>,o,0>Aa£<q<t>,o,0>dt. (3.80)

Finalmente temos que

ad ad° od

I =—(0,0)=-—(0,0) —
8#2( ) 8#2( ) Opa

dp : — [y divf(a(s),0,0)ds
TM(O) A Jim f(g(t1),0,0)e™ % t

—+oc0o t .
[Tl s000 g 6).0,0) 1 2 (a(0).0, 0. 381
- 2

(0,0) = AL, (0) = A5,(0) =

Agora, se I # 0, entdao o conjunto S = {(, ua) : d(8, p2) = 0} é uma curva de classe C*~2

baseada no ponto (0,0), da seguinte forma

1
0 =DBus+9(u2) e B=—-7——. (3.82)
5:(0,0)

Passando a raiz quadrada em ambos lados da primeira igualdade de (3.82) obtemos que
p = =B+ o(u3)

aplicamos a condi¢do ¢ > 0 na primeira igualdade de (3.82) de onde obtemos que uy = 0

ou B e 5 tém o mesmo sinal, mas B tem o sinal de I.(u A v). [

Queremos dar uma condi¢ao analitica para determinar se a familia (3.28) é tranversal
a X em (v1,1n) = (0,0).
Se a condigao de transversalidade é satisfeita, entdo existe uma mudanca suave e nao

singular de coordenadas no espaco de parametros:
(v1,v9) < (u1, po) e (0,0) <— (0,0).
De modo que:

&= fwvn (e ) vapin, p2) < Fl, pun,s o) (3.83)

tem um diagrama de bifurcagdo em uma vizinhanga de (1, p2) = (0,0). A curva C encontra-
se em R = {(p1, p2) : p1 < 0,00 > 0}. Além disso, C tem uma tangencia quadratica com
0 eixo e no ponto (0,0)

O retrato de fase de (3.83) em uma vizinhanca de I' que é positivamente invariante para

cada campo vetorial (3.83) é a seguinte. Veja a Figura 16.

(1) 1 =0, g = 0; uma sela-né e um lago separatriz.

(2) p1 > 0; nao é equilibrio, uma tnica érbita fechada estavel perto de I'.
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(3) p1 =0, e < 0; uma sela-no.
(4) p1 <0, (pq, o) encontra-se abaixo de C; uma sela e um né
(5) p1 < 0, (p1, p2); encontra-se em C; uma sela e um né,a sela tem um lago separatriz.

(6) p1 < 0, (u1, p2); encontra-se acima de C; uma sela e um né, esta é uma tnica 6rbita

estavel fechada perto de I'.

(7) p1 =0, pe > 0; uma sela-n6 e uma tUnica 6rbita estavel fechada perto de T'.

Figura 16 — Configuracao dos campos vetoriais numa vizinhanca de I'.

B

Y

H1

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.

dependendo dos valores de 1 e 9, temos os seguintes sistemas perturbados de campo
vetorial f. Ver as Figuras 17, 18 e 19.

Teorema 3.4 A familia & = f(x,v1,1s) € transversal a ¥ em (v1,v5) = (0,0) se e somente

se I #0.

Demonstragao:

Seja D C R? um subconjunto compacto nio vazio e definimos
E={f:D— R*: f écampo vetorial de classe CH k> 5}

munido da topologia C¥+1.

Seja ¥ C E, tal que para cada f € ¥’ satisfaz as seguintes

(1) Existe um unico p € int(D) verificando (i)-(iii) de (3.28).
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Figura 17 — Campos vetoriais (6) e (7).

Q) |[D

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.

Figura 18 — Campos vetoriais (5) e (2).

Sl

(5) (2)

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.
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Figura 19 — Campos vetoriais (4) e (3).

(4) (3)
Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.

(2) Outra singularidade distinta de p é hiperbdlica.

De acordo com [14], temos que ¥’ é uma subvariedade de classe C* e codimensio 1 de E.

Seja
> ={feX : f verifica (iv) de (3.28) e I' C int(D)}.

Para todo € > 0, como ¥’ é uma subvariedade de E, existe g € ¥ tal que ||f — glx+1 < €.
Seja V), uma vizinhanga de p, V, € D.

Entao o conjunto ' = D — V), é um conjunto compacto, logo pelo Teorema de Wei-
erstrass, f atende minimo em F. Como p € D ¢é a tunica singularidade de f, temos

que
0<M < ||f(z)];Vz € F
Se tomamos € < M, temos que

£ (@) = g(@)[| < If = gllen <e

Mas

llg@) = If@I| < llglx) - f@)] <e.

Entao

lg@) = llf @I = =[lf(z) = g(2)]
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Logo

lg(@)Il = Ilf (@)l > —e.

Finalmente, temos
lg(x)]] > M —€>0.

Portanto g nao possui singularidades em F. Logo pela hidtese g s6 tem singularidades em
V,. Isto é, existe uma tnica sela-né p, € V, tal que g(p,) = 0.

Portanto, se g estd perto de f, entdo p, estd perto de p; p, é uma C* funcio de g € Y
[14]. As variedades estével e central de p, também dependem de g. Isto é, as intersecoes
com L sdo C* funcdes de g. Portanto a fungao d(0, yi2) definida no Teorema 4.1 extende
a uma C* funcio d(g) definida para g € ¥’ perto de f: d(g) é a medida da separacio dos
pontos de intersecao das variedades estavel e central com a linha L.

Logo temos que d(g) = 0 se e somente se g € ¥. Agora, seja V uma vizinhanga de f,
entdo para um e pequeno podemos encontrar uma perturbacio de f em ¥ de tipo (3) ou

(7) € {(p1, p2) : 1 = 0} C R, de modo que f + eh € ¥ tal que

d

%‘ﬁod(f +€h) # 0

logo a funcao %|6:0d(f + €h) é sobrejetiva, isto é, 0 é um valor regular de d.
Portanto, d~(0) = VN Y, entdao ¥ é uma subvariedade de classe C* e codimensio 1 de %'
Vamos mostrar que f(x, 1, f2) é tranversal a ¥ no ponto (u1, o) = (0,0) se e somente se
I # 0. Como f(z,0,1s) € X' para todo suficientemente pequeno /iy, entio a%(x, 0,0) é
tangente a ¥'. E como

af of af

877/1(1;7070) = Tm(x7070)_ﬁ87m(x7070> com 67&0

temos que of x,0,0) é transversal a ¥ pela hipétese (vi), e 2L (z,0,0) é tangente a X',
3111 8#2

entao aa—fl(x, 0,0) é transversal a .. Veja a Figura 20.

Logo, como 867512(0, 0) = I, entéao aa—}j;(x, 0,0) é transversal a ¥ se e somente se [ #0. W
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Figura 20 — %(w, 0,0) é transversal a ¥ .

Fonte: The Saddle-Node Separatrix-loop Bifurcation.

Trabalhos Futuros.
Nesta secao queremos indicar que podemos estudar a integral de Melnikov orbitas

heteroclinicas [13].

Definigao 3.6 Se a variedade estdvel W*(py) e a variedade instdvel W*"(py) de dois pontos
de equilibrio, com pi # po, interceptam-se, dizemos que a orbita resultante é uma orbita

heteroclinica, sendo p, e ps chamados pontos heteroclinicos.

Vamos estudar sistemas de equagoes diferenciais ordinarias da seguinte forma
© = H(x,0) (3.84)

onde z € R?, § € R e H ¢ C*. Sejam p(#) e q(0) familias de classe C" de equilibrios.

supondo as seguintes condigoes:

(1) q(0) é uma sela hiperbdlica V 6, com variedade estavel W*(q(0)),

(2) p(#) é semi hiperbdlica com valores proprios 0 e A > 0, de modo que para cada 6
p(f) tem uma tnica variedade instavel W (p(f)) tangente ao vetor proprio associado

ao valor proprio A.

(3) Existe a solugao y(t) de & = H(x,0) contida em W*(p(0)) N W*(q(0)).

Seja L um segmento de reta em R? baseado em v(0) tal que é transversal em H(v(0),0).
Seja U uma vizinhanca de 0 € R+,
Seja ' : U x R — R?, com i = 1,2 que satisfaz
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(i) v'(0,t) ¢é solugao de & = H(x,0), com v C W*(p(0)) e v*(0,t) é solugao de
i = H(z,0), com v* C W*(q(6)).
(i) 7(0,8) =(?).
(iii) 7%(6,0) € L.
Veja a Figura 21. Entao 4! é C" e 72 é C™.

Figura 21 — (a) Orbita Heteroclinica , (b)Afastamento de W*(p(#)) e W*(q(8)).

Fonte: Simultaneous Equilibrium and Heteroclinic Bifurcation of Planar Vector Fields via the
Melnikov Integral.

Definimos Sep : 4/ — R por

Sep(0) = H(7(0),0) A (v'(8,0)) — 7*(6,0))

Note que: Sep() = 0 se e somente se v(6,0) = v%(6,0).

Agora de acordo com [5] temos que:

~ OSep

OH
R =

55, O = Jim [K(E)H((t,0) A§§j<0>+ | KOHG.0) A 55 (2(6),0)dr

onde K(t) = ea:p{ — fy divH (y(s), O)ds] e K(t)) = e’\tlexp<ft? 19(6’\t)dt).
Observacao:
R é a integral de Melnikov para a érbita I'. Ela mede o afastamento entre a variedade

estavel de ¢(f) e a variedade instavel de p(0).



72
4 UMA APLICACAO NA COMBUSTAO EM UM MEIO POROSO.

A maior parte dos recursos de petréleo em todo o mundo sdo Oleos viscosos e
pesados, eles sao dificeis e caros de produzir e refinar. Ainda assim, a importancia do
6leo de alta viscosidade estda aumentando. A primeira razao é que, dada a situagao atual,
muitos reservatorios de 6leo com alta viscosidade podem agora ser explorados de forma
lucrativa. A segunda razao, é que esses recursos sao abundantes. Isto é, os recursos totais
de 6leo do mundo é de aproximadamente de 9 a 13 x 10'? trilhdes de barris ou de 1,4 a

2.1 trilhoes de m3. O éleo convencional representa apenas cerca de 30 % desse total.

Entao temos que essa alta viscosidade do combustivel sélido gera muitas dificuldades

para a producao.

Neste sentido para reduzir a alta viscosidade do combustivel sélido presente no
reservatorio, vamos utilizar o Método Nao Convencional Térmico (combustdo in situ), em

outras palavras recuperacao melhorada de 6leo(Enhanced Oil Recovery (E.O.R.)).

A combustao in situ é um método que consiste em injetar ar ou oxigénio para
induzir ignicdo no reservatorio com a presenca de combustivel solido e permitir um regime
de combustdo. A medida que a frente de combustio avanca através do reservatério, gera-se
calor suficiente e gas de combustao para reduzir a viscosidade do dleo que esté a frente do

mesmo, e, assim, para empurra-lo aos pogos produtores [6].

4.1 MODELO MATEMATICO

Nesta se¢ao, vamos estudar o modelo mateméatico (2], que descreve o processo da

reagao provocada pela combustao in-situ em uma camada do reservatoério.

010 4+ a0,0 = 0,0+ pYd (4.1)
Op = —pY® (4.2)
Y +ad,Y = —pY® (4.3)

—1\0), 0> 0.
o) = | PN, s (4.4)
0, se 0 <0.

Existem trés variaveis dependentes adimensionais:

1) § é a temperatura.
2) p ¢ a concentragdo de combustivel sélido.

3) Y é a concentragao de oxigénio.
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Estamos assumindo que oxigénio (componente do gas) e o calor estdo se movendo com
velocidade a > 0. Uma reacao exotérmica envolvendo o oxigénio e o combustivel sélido
pode ocorrer somente quando a temperatura estiver acima da temperatura limiar, que
assumimos ser 6 = 0. Devido a essa convencao, a temperatura pode ser negativa.

A taxa de reagdo é dada em (4.4) por ®(6). A equagao (4.1) representa o transporte e
difusdo de temperatura e a geragao de energia termal pela reacao.

A equagao (4.2) representa o consumo de combustivel sélido.

A equagao (4.3) representa o transporte de oxigénio e o consumo de oxigénio na reagao.
Estamos interessados em solucoes com p > 0 e Y > 0 em todos os lugares.

Consideramos (4.1) e (4.2) em —oo0 < z < oo, t < 0, com condigoes constantes de fronteira.

(0, p,Y)(—00) = (6%, p", Y"), (8,p,Y)(00) = (67, p", YT). (4.5)

Assumimos que a reagao nao ocorre nas condi¢oes de fronteira. Ha trés razdes para as

quais a reacao pode desaparecer:

(1) O controle de temperatura (TC). A reagao cessa devido a baixa temperatura.
Isto é, 6 < 0;

(2) O controle de combustivel (FC). A reacao cessa devido a falta de combustivel.

Isto é, p = 0;

(3) O controle de oxigénio (OC). A reacao cessa devido a falta de oxigénio. Isto é,
Y =0.

Naturalmente, dois ou todos os trés destas condig¢oes podem ocorrer simultaneamente.

Limitamo-nos a condigoes de contorno genérico:

(L) Exatamente uma das seguintes condigoes acontece: 8 < 0, ou p¥ =0, ou Y = 0.

As outras duas sdo nimeros positivos.

(R) Exatamente uma das seguintes condigdes acontece: 8% < 0, ou pf* =0, ou Y2 = 0.

As outras duas sao niimeros positivos.

Uma "onda de combustao" significa uma onda viajante nao trivial continua com a velocidade
¢ >0, c# a,istoé, uma solucao do sistema (4.1)-(4.3) com velocidade ¢. Nao consideramos
ondas com velocidade ¢ < 0, uma vez que temos em mente a injecdo de ar em uma
extremidade de um meio poroso.

Denotamos por (07, p~,Y ™) (0", p*, Y) uma onda de combustao de velocidade ¢ que
conecta o estado esquerdo (0, p~,Y ™) com o estado direito (67, pT, Y ™). Nestes estados

sao chamados estados finais da onda, onde os termos de reacao desaparecem.
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Estados no quais e em que os termos de reacao desaparecem podem ser classificados
como TC, FC,OC, TCNFC, TCNOC,FCNOC,ouTCNFCNOC. O tipo do estado
indica exatamente quais condigbes sao satisfeitas naquele estado; por exemplo, um estado
do tipo TCNFC tem 8 <0, p=0eY > 0. Umna onda de velocidade ¢ de um estado de
tipo F'C'N OC para um do tipo T'C, por exemplo, seria indicado por FC' N OC “Lre.
Estados diferentes de T'C, F'C, e OC. nao pode ser o primeiro ou o tltimo estado de uma

onda por causa de suposigoes (L) e (R).

Os teoremas a seguir descrevem as ondas de combustao:

Teorema 4.1 (Ondas de Combustio Rdpida) Fizando a > 0. Seja (0%, p7,Y) um
estado de tipo TC, ou seja, 67 < 0,p" > 0,Y" > 0. Suponha que 67 +Y* > 0. Entdo,
existe um estado (6=, p~,Y ™) e uma velocidade ¢y > 0 tal que hd uma onda de combustio
O ,p7,Y") 2>(9+,er,¥'+) que se aproxima de seu estado de direito exponencialmente.
Temos 6~ >0, e p~ ou Y™ ou ambos iguais a 0. Mais precisamente, para um ponto (67, p™)

fizado, existe um tunico Y* com 0T +Y* > 0 tal que

1) Se 0 + YT <Y* entdo existe uma onda de combustio do tipo OC 2>TC;
2) Se Yt =Y* entio existe uma onda de combustio do tipo FC' N OC Z>TC’;

3) Se Yt >Y* entao existe uma onda de combustio do tipo FC “Sre.

Em todos os casos 0t + YT =0~ +Y ™ ecy = %.

Nao existem ondas de combustao comc>a e 0T +Y T <0.

O teorema acima garante que se o estado direito possui pouco oxigénio (67 +Y* < 0) entdo
a reacao nao ocorre. Se o estado direito possui uma quantidade moderada de oxigénio,
entao existe uma onda de combustao na qual todo o oxigénio é usado na reacao, e se ele
possui bastante oxigénio, entao existe uma onda de combustao na qual todo o combustivel

¢é usado na reacao.
Teorema 4.2 (Ondas de Combustido Lenta)

(1) Ezistem ondas viajantes de tipo FC <30C ¢ FCNTC <30C. Fizando a > 0. Seja
(07,0,Y7) com 6~ >0 eY ™ >0. Entao para cada pt > 0, existe um unico 0% e ¢,
com 0 < ¢ < a, tal que existe uma onda viajante de velocidade ¢, de (0~,0,Y ™) até
(0%, pT,0). Isto é

V-
= Wa.

Estas ondas viajantes aproxima-se do estado direito exponencialmente, e do estado

0t =60 +Y", ¢,

esquerdo exponencialmente se somente se 0= > 0. Isto é se somente se o estado

esquerdo ¢ de tipo FC.



(2)

(3)
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Existe uma onda viajante de tipo TC <3OC. Fizando a > 0. Sejam 6~ < 0,Y~ com
0~ +Y ™ >0, ep" >0. Entao existem p~ > 0,07 >0, e ¢, com 0 < ¢, < a, tal que
existe uma onda viajante de velocidade cs de (0=, p~,Y ™) até (67, p*,0).
Portanto 0t =0~ +Y ™, ec, e p~ estan relacionadas pela sequinte

aY ™~
Y= —p +pt

cs =
Estas ondas viajantes aproxima-se para ambos estados exponencialmente.

Nao exitem outros tipos de ondas viajantes para 0 < ¢ < a. Em particular, ndo existe

onda viajante lenta com 6= + Y~ < 0.

O teorema acima garante em (1) que para o estado esquerdo do tipo F'C' e para o estado

esquerdo (0,0,Y ) com Y~ > 0, existe uma familia a um parametro de estados direitos do

tipo OC' com os quais o estado esquerdo pode ser conectado por uma onda de combustao

lenta.

Em (2) o teorema garante que para haver uma onda de combustao lenta de velocidade
cs de (6=, p~,Y ) do tipo T'C para (67, p*,0) do tipo OC' a terna ordenada (0, p~,Y ")

pode ser escolhido arbitrariamente e, portanto, pode-se encontrar uma terna ordenada

correspondente (p~, 6%, ¢,). H& nove tipos de problemas de valor de contorno, dependendo se

os estados de esquerda e direita sdo temperatura controlada (7'C'), combustivel controlada
(F'C'), ou oxigénio controlado (OC).

(1)

Combustivel controlado no estado direito. Uma onda de combustao movendo para a
direita nao pode ocorrer porque nao ha combustivel a direita e nenhum mecanismo
para trazer combustivel para a direita. A combustao pode ocorrer por um tempo em
certas regides (por exemplo, regides onde o combustivel, oxigénio e alta temperatura

estao inicialmente presente), mas, eventualmente, para.

Oxigénio controlado no estado direito. Uma onda de combustao movendose para o
estado direito nao pode ocorrer. Além disso, a temperatura controlada e o combustivel
controlado nos estados esquerdos permitem uma onda de combustao lenta (latente).
Quando ha um certo estado direito com o oxigénio controlado, entao a combustao
deve, eventualmente, terminar, a menos que o oxigénio ¢ constantemente trazida para
a direita; isso s6 pode acontecer quando o estado esquerdo tem uma concentracao

positiva de oxigénio.

Temperatura controlada no estado direito. Uma onda de combustao movendose
para o estado direito nao pode ocorrer. Além disso, ha um rico conjunto de outras

possibilidades.

a) O estado direito é "pré-misturada ", pois o oxigénio e combustivel estao presentes.

Se a combustao comega em qualquer lugar na regiao pré-misturada (pois, por
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exemplo, uma temperatura alta é inicialmente presente 14), entdo o processo
de combustao produz-se uma onda de alta temperatura, evoluindo para o

pré-misturada.

b) Um estado esquerdo com temperatura controlada permite uma tunica onda de
combustao. O oxigénio que chega da esquerda leva para uma onda de combustao
lenta precedido por uma regiao que nao tem oxigénio: o oxigénio que chega
da esquerda na totalidade, é queimado na reacdo, e o oxigénio inicialmente
presente na direita é arrastado antes de que a chama pode alcanc¢a-lo. Assim,

temos latente apesar de um certo estado pré-misturado.

c) Finalmente, os estados esquerdos com temperatura controlada e oxigénio con-
trolado permitem uma onda de combustao lenta e uma onda de combustao
rapida.

Estudo do Modelo Matematico.

Vamos reescrever o sistema (4.1)-(4.3) da seguinte forma equivalente

00+ adel = 0,00 + pY O(0) (4.6)
OO0+ p) + a0 = 0.0 (4.7)
(Y —p)+ad,Y = 0 (4.8)

onde a equacao (4.7) é obtida pela substituicao da soma das igualdes (4.1) e (4.2) e a
igualdade (4.8) ¢ a diferenca das igualdades (4.3) e (4.2).
Em (4.6)-(4.8), fazemos a substitui¢do da coordenada espacial x por & que se estd movendo

com velocidade ¢ : £ = x — ct, obtemos as seguintes igualdades

010 = —cO0 + 0,0 Oip = —clep + Dhp, OY = —cdeY +9,Y
0,00 = Oech),

Logo substituindo as igualdades acima no sistema (4.6)-(4.8) obtemos
—0859 + 81‘,9 + a85¢9 = 8&0 + pY<I>(9),
—0859 + 8t9 — Cag,O + &p + a856 = 8550,
—Cagy + 8tY + Cagp - (9tp + aagY = 0.

Finalmente pondo em evidéncia os termos 0,0, 0;(0 + p) e 0,(Y — p) respectivamente no

sistema acima, obtemos
0 = (c—a)0c0+ Ol + pY O(0) (4.9)

8t(9 + p) = (C — a)age + 8559 + cé?gp (410)
Y —p) = (c—a)dY —cOep (4.11)
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As solugoes estacionarias de (4.9)-(4.11) sao as solugoes de tipo onda viajante de (4.1)-(4.3)
com a velocidade ¢. As solugoes estacionarias de (4.9)-(4.11) satisfazem o sistema de

E.D.Os.

0 = (c—a)d + O + pY ©(6) (4.12)
0 = (c—a)0b + O + cOep (4.13)
0 = (c—a)deY —coep (4.14)

Em (4.12) fazemos que v; = 00 e integrando (4.12)-(4.14) com respeito a £ obtendo o

seguinte sistema:

= u (4.15)
i1 = (a—c)vy — pYP(0) (4.16)
w, = (c—a)d+v+cp (4.17)
wy = (c—a)Y —cp (4.18)

onde w; e wy sdo constantes de integracdo, Assumimos que a # c¢. Entdao podemos resolver
para Y usando (4.18), obtendo

y — P2 (4.19)
c—a
Para v; resolvemos usando (4.17), obtendo
0=v, = (a—c)f—cp+uw. (4.20)

Finalmente derivando a equagao (4.17) com respeito a &, tem-se
0 = (c—a)d+v;+ cp,
Agora, substituindo o valor de 9, dado pela equagao (4.16) e a igualdade (4.15), obtemos
cp = Ypo(0)

logo substituindo o valor de Y dada pela igualdade (4.19) e dividindo por ¢, na igualdade

acima, obtendo o seguinte sistema:
0= (a—c)d—cp+u
p=LEEp2(0)

onde (wy,wsy) é um vetor de pardmetros.

(4.21)

Os pontos de equilibrio para o sistema (4.21) sdo dados pelas seguintes igualdades:

(c—a)d—cp+w = 0 (4.22)
PEW2 56) = 0 (4.23)

clc—a)
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Entéo, os pontos de equilibrio do sistema (4.21) sdo:

((c —a)f — cp+wi, () = (0,0) (4.24)
(c—a)f—cp+w,p) = (0,0) (4.25)
(c=a)f—cpturp) = (0,-2) (4.26)

Todos os equilibrios se encontram na linha H definida pela seguinte igualdade
H:(a—c)f—cp+w = 0.

Note que a linha H tem inclinacao positiva, se 0 < ¢ < a e inclinacao negativa se ¢ > a.

Em termos das varidveis (0,vy,p,Y), com vy = 6, H corresponde a v; = 0. A
porcao de H em 6 < 0 é T'C; a parcela em 6 > 0 é a unido disjunta de F'C(p = 0 somente),
OC(Y = apenas 0), e FCNOC(p =Y =0). Ver a Figuras 22 e 23.

Da igualdade (4.19), o sistema (4.21) tem as seguintes linhas invariantes.

p=0 e p:—% (4.27)
c

A parte fisicamente relevante do retrato de fase do sistema (4.21), denotado por P, tem
p>0eY >0
De (4.19) temos que

1). 0<c<a, Y >0seesomente se p < —%2,

2). ¢>a, Y >0 se e somente se p > —%2.

No primeiro caso, P ¢é ndo vazio se wy < 0, logo P = {(6,p) : 0 > p > —*2}. No segundo
caso P = {(0,p) : p > max(0,—*2)}. Note que ambos conjuntos sao invariantes.

O conjunto de equilibrios do sistema (4.21) é a unido de quatro subconjuntos

FC = {(0,p):0>0,p=0,cp+wy >0¢€ (a—c)f —cp+w =0},

OC = {(0,p):0>0,p>0,cp+ws=0¢e (a—c)f —cp+w =0},
FCnoC = {0,p):0>0,p=0,cp+wy=0¢e (a—c)d —cp+w; =0},

TC* = {(0,p):0<0,e(a—c)d—cp+w; =0} (4.28)

A linearizacao do sistema (4.21) no ponto (6, p) tem a matriz:

DF(9,p) = “ae - (4.29)
cptwa CI)((Q) 2cp+w2q><9) -

c(c—a) c(c—a)



Figura 22 — Distribucao dos equilibrios do sistema (4.21), para 0<a<c.

A

p
TC
. 0C p=—
.
= 0
. Fc P
®-

0 —

H: (a—¢c)0—cp+wi =0

Fonte: Elaboracdo prépria.

Figura 23 — Distribugao dos equilibrios do sistema (4.21), para 0<c<a

A H:(a—c)f—cp +wi=0

p :
~oc p=—%
.'..
p=20
. >
04 FC
TC 0

Fonte: Elaboracao prépria.
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Agora vamos caracterizar os pontos de equilibrio do sistema (4.21), mediante a

seguinte proposicao:
Proposicao 4.1 Para todo equilibrio (6, p) do sistema (4.21), se satisfazem as sequintes:

1) Se (0,p) € TC*, entao um valor préprio é a — ¢ o qual estd associado ao vetor

proprio (1,0) e o outro valor préprio € 0.

2) Se (0,p) € FC ou FC N OC, entao um valor proprio é a — ¢ o qual estd associado
ao vetor proprio (1,0). Este vetor aponta ao longo da linha invariante p = 0. O
outro valor proprio € positivo em F'C e 0 em FC NOC. Seu vetor préprio associado

é transversal a linha invariente p = 0.

3) Se (0,p) € OC é uma sela, um valor préprio é a — ¢ associado ao vetor proprio
(1,0). Este vetor préprio estd na linha invariante p = —*2 correspondente a Y = 0.

O outro vetor proprio é transversal na linha invariante.
Demonstracao:

(1) Seja (0,p) € TC*. Entao, avaliando o ponto de equilibrio no sistema linearizado

a—Cc —cC
pre. - )
0 0 2x2

logo os valores proprios do sistema linearizado sao:

(4.29) temos que

A=a—c e A=0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = a — ¢ e o vetor préprio

U = (1, 22) estd associado ao valor préprio 0.
(&

(2) Seja (0, p) € FC ou FC N OC. Entao, avaliando o ponto de equilibrio no sistema

linearizado (4.29) temos que

DF(QO)—(G_C - )
0 C(;Ufa)cb(e) 2x2.

No conjunto F'C' temos que Y > 0 logo
wy = (c—a)Y —cp=(c—a)Y. (4.30)

Portanto wy tem 0o mesmo sinal de ¢ — a.

Logo os valores préprios do sistema linearizado acima sao:

A=a—c e A=0.
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O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = a — ¢ e o vetor préprio
7 = (1, %2°) esta associado ao valor préprio 0.
no conjunto F'C' N OC temos que Y = 0, logo tem-se que wy = 0. Entao avaliando

(0,p) € FC N OC na matriz da linearizagao do sistema (4.29), obtemos

DF(6,0) = ( @ e )
0 0 2X2.

Logo os valores préprios do sistema linearizado acima sao:
A=a—ce A=0

o vetor proprio 4 = (1,0) esta associado ao valor proprio A = a — ¢ e o vetor proprio

U = (1, 22) estd associado ao valor préprio 0.
(&

(3) Seja (0,p) € OC. Entao, avaliando o ponto de equilibrio no sistema linearizado

a—c —c
oron=("30 7o)
0 C(a*C)(I)(Q) 2%2.

Como p > 0 e cp+ wy = 0, entdo wy < 0, logo os valores proprios sdo:

(4.29), temos que

Wa

o(0),

A=a—c e A:m

de acordo com o Teorema 2.7 (i), temos que o ponto de equilibrio no conjunto OC' é

um ponto de sela. O vetor préprio @ = (1, 0) estd associado ao valor préprio A = a—c,

, . . . _ we Lo a—c wo P ()
estd ao longo da linha invariante p = —*2 e o vetor préprio @ = (1, *¢ — m}
estd associado ao valor proprio —22-®(f). sendo transversal & linha p = —%2.

c(a—c) c
|
Como as linhas invariantes p = 0 e p = —*2, Cada uma, contém somente um ponto

Cc

de equilibrio respectivamente. Assim elas ndao contém ondas viajantes com limites finitos

na suas extremidades.

Portanto, a partir da Proposicao 4.1 da acima conclui-se que para encontrar
solugoes para o sistema (4.21) que se aproximam aos estados finais exponencialmente, vamos

estudar os seguintes casos.

(1) 0 < a < ¢ estado esquerdo em F'C ou OC, estado direito em T'C*.

(2) 0 < ¢ < a; estado esquerdo em FC' ou TC*, estado direito em OC.

Dizemos que (1) é uma onda viajante rapida e que (2) é uma onda viajante lenta.

Nas proximas segoes estudamos istos casos.
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4.2 ONDAS VIAJANTES RAPIDAS (0<a<c).

Nesta se¢do vamos provar o Teorema 4.1. Suponhamos que o estado direito de
uma onda viajante para (4.1)-(4.3) é (67, p",Y ™) com 87 < 0. Supondo (R) e note que
estamos interessados estudar somente o caso em que p™ > 0e YT > 0. Isto é, o estado
direito pertence a T'C. Isto se deve por razoes fisicas, que se o combustivel estd em falta
no lado direito, ela ndo pode ser transportado para 14; se o oxigénio estd faltando a direita,
ele ndo pode ser transportado para la rapido o suficiente para suportar uma velocidade de

onda de combustao maior do que a.
O estado direito (07, p™, YT) corresponde a:
0,v,p,Y) = (07,0,p7,Y") e
0, p,wy,we) = (0%, p", (c—a)0" +cpt, (c—a)YT —cpt).
Logo temos que:
(wy,wz) = ((¢ —a)dt +cp™, (c—a)Y T —cp™). (4.31)
Agora substituindo (4.31) no sistema (4.21), obtemos
0=(a—c)—6%)—clp—p")

| . (4.32)
o= ((p*p ) 4 Y?)P‘W)'

c—a
A linha invariante Y = 0 corresponde a

Wa L, Cc—a

p:——:p—
C C

Y.

Como ¢ > a, esta linha se encontra abaixo da linha p = p*. Esta linha se encontra

acima(abaixo) de p = 0 se p* > @Y*(respectivamente. pt < =2y +) As linhas p = 0

C

e Y =0 coincidem se pt = =Y+ st é ¢ =

- %. O sistema (4.32) tem um vetor de

parametros (a,c, 0%, p*, Y1), Fixando (a,07, p*) com a > 0,607 <0 e p™ > 0, definimos:

aY ™t

s _ + .t + _
Reglao C = {(Y ,C) p < YT<o0 e ¢c= m} (433)
Regiio 1 = {(Y*t,¢):pt <V v’ 4.34
egido = {(Y",0):p" < < oo e c>Y+7_p+}. (4.34)
. " i aY ™"
Regido 2 = {(Y",0): YT >0, ¢>a, e c< m} (4.35)
Veja a Figura 24.
Na Regidao C aslinhas p = 0eY = 0 coincidem, logo fazendo a substituicao de ¢ = Y‘i}:ﬁ

no sistema (4.32) obtemos que

) _ﬁ _ _L 4+
6 - (a Y+_p+>(9 9+> Y+_p+(p p )
. p—pt y+

po= (g ) p200).

Yo 4 yE_,7



Figura 24 — Diagrama das regiao C, Regido 1 e Regiao 2.

A o ay "
C (Y+— P+)
. 1
2
a ..... ————
b+ Y >

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam

Logo
: alYtT —pt)—aY™ n aY ™" n
0= T X9—9>—?¢j;ﬂﬂ—ﬂ)
' p—pt y+
p = (ay+,a(y+,p+) + T )p(I)(@),
Y+_p+ Y+—p+
Portanto,
: —ap™ N aY ™t N
0 = Gﬁi;;ﬂ9—9>—?¢j;ﬂﬂ—ﬂ>
: (p—p") YT —p") YFIYT —p)
P = ( ap* T Ay + )p(I)(H)
Entao,
- —ap*t n aY ™t n
b= (G 7)== gz = ")
: (p=p") YT —p") YHYT —p")
p= = ) P2()
Finalmente,
: a
0 = <Y+_p+)<ﬂ+(9+ —0)+Y " (p" - P))
. Y+ =p")p—p*
p = ; ( - +1)p(0).
: a
0 = (YJF—N)('OJF(QJF —0)+ Y (p" P))
. V+ _ ot
p = M(p —p")p*®(0)

apt

83
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Agora multiplicando o termo ap™ (Y™ — p*) > 0 ao sistema (4.32) tem-se

apt (YT —pH)i = a®p* (T (07 = 0)+ Y (ps — )
ap™(Y" = pP)p = (YT —p")?p’®(0),

e fazendo uma mudanca de escala, isto ¢, se 7 = ap™ (Y — p)t, entdo & = apT (YT —pT),

. do dr

0= drdr G2P+<P+(9+ —0)+Y " (p" - P))
) dp dt

P=arar — (YF = p")?p*@(6).

Portanto
0 =a’p" (p" (07 = 0)+YH(p" —p))

(4.36)
p=Y"—p")2p*e(0).

Note que quando p > 0 temos que p =0 para § < 0 e p > 0 para € > 0, logo as érbitas,
nessa regiao, sao horizontais.

Para p > 0, temos que 6 muda de positivo para negativo quando a linha
H:pt(0T —=0)+Y " (p" —p) =0,

é cruzada a partir da esquerda para a direita.

Os equilibrios do sistema (4.36), sao (6, p) tais que verificam as seguintes igualdades:

a?p (pH(0T = 0) + YT (" —p)) =0
(Y —p")?p*®(0) = 0.

Destas igualdades obtemos que
0,p) = (07,pT) com 67 <0 e (0,p)= (0T +YT,0) (4.37)

sao os equilibrios do sistema (4.36). Fazendo a linearizagao no ponto (6, p), obtemos:

L a2( )2 2oty
DF@O,p)=| . " i’g >2. o (4.38)
(V* = gt 2R20(0) 207 — p2p0(6) ), |
Avaliando o sistema (4.38) no ponto (6, p™) tem-se
—a2(pt\2 2 +y+
DF(0*, p%) = ( “ é” )F e f(’) ) (4.39)
2x2

Logo os valores préprios associados ao (4.39) sao:
A=—a*(pT)P<0 e X=0.

Entdo o vetor préprio @@ = (1,0) estd associado ao valor préprio —a?(p*)? e o vetor préprio

— + / . V4 .
U = (1, —&%). estd associado ao valor préprio 0.
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Existe a variedade estével unidimensional W*(0", p*) de modo que é tangente a @ no
ponto (6%, pT) e também existe uma variedade central unidimensional W¢(6%, p) o qual
é tangente a ' no ponto (67, p*) [5].

De forma andloga avaliando o ponto (67 4+ Y™ 0) em (4.39), obtem-se

—a?(pt)2 —g2pTY+
DF(T +Y™T,0) = ( ¢ é’) )F e f; ) (4.40)
2X2

Entéo os valores préprios associados a (4.40) sao:
A=—a*(pT)P<0 e A=0.

Para os valor proprio —a?(p™)? estd associado o vetor préprio @ = (1,0) e para o valor
préprio 0 esta associado o vetor proprio v = (1, —}p,—i).

Entdo, existe uma variedade estdvel umdimensional W*(6* +Y ™, 0) e existe uma variedade
central unidimensional W¢(#™ 4+ Y™ 0) os quais sdo tangentes aos vetores préprios @ e U
no ponto (6% + Y, 0), respectivamente [5].

Se T + YT < 0, ndo existe onda viajante com estado direito no ponto (61, p™) que ligue
os pontos (01 + YT, 0) e (8%, p"), pois terfamos uma contradigio com o Teorema de
Existéncia e Unicidade para E.D.O's.

Se 0t +Y* > 0, o equilibrio (A7 +Y™,0) é de tipo FCNOC pois p=Y = 0. Para p > 0
existe uma variedade central We(6+ + Y™ 0), a qual é tangente a ¢ no ponto (6 +Y™*,0).
Isto é, W¢(0T +Y ', 0) encontra-se acima ou abaixo da linha H, sendo a dltima impossivel,
pois o fluxo atravessa a linha H de esquerda a direita. Portanto as solu¢des em p > 0

deixam a linha H por cima e é tangente a ¥ no ponto (67 + Y™, 0). Veja a Figura 25.

Proposicao 4.2 Sejaa >0 e 0t <0.

(1) Suponhamos que p™ > —67. Entao existe um dnico Y*, pt < Y* < oo tal
que, para o sistema (4.36) a variedade estdvel de (0%, p%) contém um ramo da
variedade central de (7 +Y™*,0). Para pt <Y+ <Y* a W01, p") encontra-se
acima da WO +Y*0); para Y* <Y T < o0, a W50, p™) encontra-se abaizo da
We@t +Y*,0).

(2) Suponhamos que p* < —OT. Entdo existe um unico Y*, —0T < Y* < oo tal
que, para o sistema (4.36) a variedade estdvel de (07, p%) contém um ramo da
variedade central de (6 +Y™*,0). Para —07 <Y <Y* a W5(0",p") encontra-se
acima da WO +Y*0); para Y* <Y ™' < o0, a W50, p™) encontra-se abaizo da
We@t +Y*,0).

Demonstracao:

Em ambos casos da proposicao vamos considerar somente que Y+ > —6%, pois para quando
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Figura 25 — Retrato de fase associado ao sistema (4.36).

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

YT < —6* terfamos que, nessa regiao, as orbitas sao horizontais, tornando impossivel a
conexao.

No caso (1) vamos considerar o valor limite Y = p* no sistema (4.36):

0 =a*(p*)*((0" — 0) + (p* — p))

(4.41)
p=0.
Logo o sistema (4.41) tem os seguintes pontos de equilibrio
(0,p) = (07,p") e (0,p) = (07 +p",0).
Fazendo a linearizacao de (4.41) no ponto (6, p) tem-se:
—a2(0t)?  —a2ptY
DF(9, p) = ( a(pr)" —ap ) (4.42)
0 0
2x2
Substituindo (6, p) = (0™, p*) em (4.42), obtemos
—a?(pt)? —a2pTY+
DR+ = [ "W e (4.43)
0 0
2x2
Entdo (4.43) tem os seguintes valores proprios A = —a?(p™)? < 0e A = 0.
Para o valor préprio A = —a?(p™)? < 0 estd associado ao vetor préprio @ = (1,0) e para o
valor préprio A = 0 esté associado ao vetor préprio v = (1, —%).
Agora, substituindo (6, p) = (07 + p*,0) em (4.42) obtemos
—a2(0T)?  —a2ptY
DF(6" + p*,0) = ( ()" —a f; ) (4.44)
2x2
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Entdo o sistema linearizado (4.44) tem os seguintes valores préprios: A = —a?(p*)?2 <0 e
A=0.
O valor préprio A = —a?(p™)? < 0 estd associado ao vetor proprio @ = (1,0) e para o valor

proprio A = 0 estd associado ao vetor préprio v = (1, —%).

Como p = 0, entéo a linha H : (07 —60) + (p™ — p) = 0 é uma linha de equilibrios atratores.
A variedade estavel desses pontos sdo linhas horizontais. Em particular a W*(6%, p*) é a
linha p = p*,ea W0t +p™,0) éalinha H : (07 —0)+(pT—p) =0, 07 < 6. Nesta regiao
nao é possivel a existéncia de uma onda viajante que ligue o ponto (6% + p*,0) ao ponto

(07, pT). Veja a Figura 26. Note que para Y™ >> pT e como o fluxo varia continuamente

Figura 26 — Retrato de fase associado ao sistema (4.41).

pA p:p+

Dy

ot o @ 6 v

Fonte: Elaboracao proépria.

tem-se que W*(0*, p™) encontra-se acima de W¢(6+ + Y, 0). Veja a Figura 27.
Para o caso (2) vamos considerar o valor limite Y = —0* em (4.41) Obtemos:
0= a2(pt)2(— 0+ ot
(0")*(=p p) (4.45)
p=(0"+p")p*®(0).

O sistema (4.45) tem os seguintes pontos de equilibrio:

(6.p) = (67, p7) e (6,p) = (0,0).

Fazendo a linearizagao de (4.45) no ponto (6, p), obtemos:

- a(p*)? a2(p* )20t
e = ( 6+ 0 PPb(0) 20" + ") p(0) ) )

)
Substituindo (6, p) = (07, p*) em (4.46), obtemos

P8+ o) = ( —aQépﬂS a2<p;>29+ ) (447
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Figura 27 — Retrato de fase associado ao sistema (4.36).

0 A H:pt(0" = 0)+Y (pt—p)=0

Y>> pf

WeOr +Y™*,0)

Fonte: Elaboracao prépria.

Entdo (4.47) tem os seguintes valores proprios: A = —a?(p*)? e A = 0. E esses valores
7 . ~ . ’ . — — + .
préprios estao associados aos vetores préprios @ = (1,0) e v = (1, —45), respectivamente.

Em forma andloga substituindo (6, p) = (0,0) em (4.46) obtemos:

—a2(0t) a2(pt)20+
DFO,0)= [ ~CW) @) (4.48)
0 0
2X2
Entdo do sistema linearizado (4.48) obtemos os seguintes valores proprios: A = —a?(p™)?

e A = 0. E estes valores proprios estao associados aos vetores proprios @ = (1,0) e
U= (1, —z—i), respectivamente.

Nesta regiao nao existe onda viajante com estado direito no ponto (07, p™) e que ligue os
pontos (0,0) e (07, pT), pois terifamos uma contradigdo com o Teorema de Existéncia e
Unicidade para E.D.O’s. Veja a Figura 28. Note que para Yt >> —6% e como o fluxo
varia continuamente tem-se que W?*(6%, p*) encontra-se acima de W¢(6* + Y *,0).
Agora vamos mostrar para cada caso que para Y™ >> 0, existem 6rbitas que comecando
na linha H : pT (07 — 0) + Y (p™ — p) = 0, as quais separam a variedade estével de
(0T, p*) da variedade central de (67 4+ YT,0). Isto é, W#*(6*, p) encontra-se abaixo de
We(@t +Y™*,0). Veja a Figura 29. De fato, seja € fixo tal que 0 < ¢ < pt e vamos
considerar o sistema (4.36) sobre o subconjunto [—0% + ¢, =01 + 2¢] x [pT — €, p*]. Para

(0, p) nesta regiao tem-se.

o a*pt  pt(OF-0)+Y (" —p)
dp — (Y+—p*)? p*e(0) ‘
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Figura 28 — Retrato de fase associado ao sistema (4.45).
10 A

H:—pt0 +0p =0 N

U

0" 0'“ 2

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

Figura 29 — Retrato de fase associado ao sistema (4.36).

\ H:pH(0" =)+ Y (p"=p) =0

PHWO0",0") p< pDNIVEOT +YT,0)

Fonte: Elaboracao prépria.
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Para todo (0, p) neste subconjunto verifica que:

207 —2e < (0T —0) <207 —

1 1 1
< <
O(—0F +2€¢) — D) ~ (=0 +¢)
0<(p"—p) <
1 1 1

GRS RS (o — e

com estas relagoes acima sobre o conjunto [—07 + €, =07 + 2¢] x [pT — €, pT], obtem-se:

a?pt pt(20F — 2¢) B do . a2p* p+( (207 —€e)+ YT )

Y+ —pt)2 (p* )2 (=0 +2¢) =~ dp = (YT —pT)* (pT — €)? ( 0" +e)
Notemos que (207 — 2¢) < 0 e (207 — €) + Y e > 0. Portanto o lado direito da relacao é
positivo e o lado esquerdo é negativo.

Agora fazendo Y tender para +o0o na desigualdade acima obtemos que os lados esquerdo
e direito tendem para zero, logo pelo Teorema do Sanduiche. Segue que tende para
zZero.

Neste conjunto compacto temos que aponta para cima verticalmente, entao para qual-

do
dp

separa a variedade estavel W*(6*, pT) da variedade central W¢(6* + YT, 0). Portanto, a

variedade central W¢(6" + YT, 0) encontra-se acima da variedade estavel W*(6*, p*).

quer orbita baseada num ponto da hnha H ¢ dirigida para cima acompanhando a % e

Portanto, para o sistema (4.36) existe Y* com pT < Y* < oo para o caso (1) e
—0T < Y* < oo para o caso (2) tal que, para o sistema (4.36), a variedade estavel
W01, pt) comtém um ramo da variedade central We(0" + Y™*,0).

Unicidade da solugao para o sistema (4.36)

Agora vamos mostrar que existe um tnico Y*; de fato suponhamos que existe Y*
tal que a conexao de (0T + Y*,0) com (07, p") exista, logo utilizando a integral de

Melnikov dada pela seguinte igualdade
o g0 (Ri6.p)
M = Lmeﬂ{—ArWMUPﬁﬁ%Y+@Mam dr
too r T TN T A a))

= /%o exp| — /OT r(n)dn| (200" = p*)p*®(0)0 — a®p" (p* — p)p)dr

—00

sendo

<F1(9, p) = a*p* (p*(0F = 0) + Y (p" — p)))
Fy(0,p) = (Y — p+)2p20(0)) ’
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(0,p)(T) a érbita de conexao e r(1) = divF(0,p)(T).

Como qualquer conexao de (§7 + Y™ 0) com (6T, p7) encontra-se no primeiro quadrante
do plano 0p e acima da linha H, entdo pt > p, p > 0e 6 < 0. Logo temos que M < 0,
e como M < 0, entdo a variedade central de (6" + Y, 0) cruza de baixo para cima a
variedade estével de (%, p*) quando Y+ aumenta e passa Y*. Logo existe um Y;", com
Y* <YY" < YT e existe conexao da variedade central de (7 + Y;",0) e a variedade estével
do ponto (0T, p*). Mas a funcao de Melnikov é positiva, sendo uma contradi¢ao, pois
M < 0. Portanto Y* é tinico. [

Regiao 1

Na regiao 1, a linha Y = 0 encontra-se abaixo de p = 0. Veja a Figura 30. Uma
onda viajante com estado direito no ponto (67, p") existe, se a variedade central de

(07 + —=-p*,0) se encontra com a variedade estavel de equilibrio (67, pT).

Figura 30 — Retrato de fase associado a Regiao 1.

~
.,
.
..
.,
.
.
-,
.
.
s,
~

‘ p;,O) (9

c—a

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

Proposicao 4.3 Sejaa >0 ¢ 07 < 0. Seja Y* dado pela Proposicdao 4.2.

(1) Suponhamos que p* > —0%. Para Y* <Y < o0, todos os pontos (Y, c) na regido

1 sdo tais que 07 + —“=p* > 0, (portanto o retrato de fase de (4.32) é dado pela
Y“%:;ﬁ < ¢ < 00, de modo que
a variedade central de (07 + ﬁp*,O) intersecta a variedade estdvel do equilibrio

Figura 30.) Para cada Y existe uma velocidade c,

degenerado (67, pT).

(2) Suponhamos que p™ < —0%. Para Y* <Yt < 00, todos os pontos (Y, ¢) na regiao
1 sdo tais que 0% + —“-p* > 0, (portanto o retrato de fase de (4.32) é dado pela
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Figura 30.) se e somente s€ yr v << 9++ —, Para cada Yt existe a velocidade
c, Yiy o+ <c< 0++ -, de modo que a variedade central de (0% + -=-p*,0) intersecta

a variedade estdvel do equilibrio degenerado (67, p™).

Demonstragao:
Fixando Y+ > Y™
Caso (1), vamos estudar o (4.32) quando ¢ — oo, isto é, dividindo dos dois lados do

sistema (4.32) por c. obtemos:

0 =g — ) — (p — ot
; (p—p(ﬂ Y+) o) (4.49)
c (c(c—a) + CT)’OCI)(9>
Agora fazendo uma mudanca de escala para o sistema (4.49), Isto é, seja 7= "L e ‘fl—z = %
tem-se:
o= 0=00) —(p—p")
dp1 _ ((p=p*)
cTiE - (c(cpa) + )pq)(e)
Fazendo no sistema acima que ¢ — 0o, obtemos:
0=—(0-0")—(p—p") (450)

p=0.
Agora o sistema (4.50) tem os seguintes pontos de equilibrio:

(0,p) = (07,p") e (0,p) = (07 +p",0),

Note que este sistema é o sistema (4.41) dividido por a*(p™)?. Logo, nessa regiao temos que
todas as drbitas sao linhas atratoras conforme a Figura 26, sendo impossivel a existéncia
de uma conexao da variedade estével do ponto de equilibrio (6, p) e a variedade central
do ponto de equilibrio (6% + p™,0). Agora como o fluxo varia continuamente temos que
para um ¢ muito grande, a variedade estéavel de (67, p*) encontra-se acima da variedade
central de (6% + p*,0).

Por outro lado, vamos estudar o sistema (4.32) quando ¢ =

aYt
Yt

aYt
Y+ —p+ )

ou seja, substituindo

c= no sistema (4.32), temos que:

b= (0= $25)(0 - 07) = 2 (p— )

Y+_pF Y+_pF
o (_lp=p™) v+

= + (6
’ <Y1Y_t+ ) T )2 (0).

Logo pondo em evidéncia o termo (Y™ — p*) no lado direito do sistema acima, obtemos

que:
0= g+r (= ap™ (0 —0%) —a¥*(p— p"))
p= v+ —p") (5 + 15)p0(0).



93

+

Agora multiplicando o sistema acima por (Y* — p™), obtemos que:

(Y —pH)f = (—ap™ (6 —6%) —aYt(p—p*)
(V= p")p= (Y = p)2 (82 + X2)pd(0).

. , . t dr _ 1 ~
Fazendo um reescalamento do tempo, isto é, fazendo 7 = 55 © d = wE 7y entao o

sistema acima transforma-se em:
0= (—ap™ (6 —6%) —aYt(p—p*)

(4.51)
p= (YT —p)? (15 + X5 ) o ().

Os pontos de equilibrio do sistema (4.51) séo:
(0,p) = (07,p") e (8,p) = (07 +YT).
Fazendo a linearizagao do sistema (4.51) no ponto (6, p), obtemos que:

—ap* —aY+t

DF(0,p) = _ : _
( (V= p (1t + X5 )pd(0) (V- ph)? (228 + X5)0(0). )

Agora avaliando o ponto de equilibrio (6%, p™) no sistema linearizado acima, obtemos que:

_ + Y+
DF@Ot pty = " ¢
0", p7) ( 0 0
2X2

Os valores proprios associado ao sistema linearizado acima sao:
A=—ap™ <0 e A=0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = —apt < 0 e o vetor préprio
v=(1,- Y+) estd associado ao valor proprio A = 0. Em forma similar avaliando o ponto

de equilibrio (8% + Y*,0) no sistema linearizado, obtemos que:

—apt —aY T
DF(0F +Y*,0) = ( wo )
(R

Os valores proprios associado ao sistema linearizado acima sao:
A=—ap™ <0 e A=0.

Logo o vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = —apt < 0 e o vetor
préprio v = (1, —# +) esté associado ao valor préprio A = 0.

N
v ) G o temos que existe um tdnico Y* tal que a variedade estavel de

(07, p*) intersecta com a variedade central de (67 + Y*,0), entdo como o fluxo varia
v+

Como para ¢ =

continuamente temos que para ¢ > % i @ variedade estavel de (67, p") encontra-se

abaixo da variedade central de (0% + Y*, 0).
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aY ™t
Y+ _pt

(0%, p) intersecta a variedade central de (67 4+ YT, 0).

Portanto, para um valor de ¢, com < ¢ < 00, temos que a variedade estavel de

No caso (2) vamos estudar o sistema (4.32) quando ¢ = %, isto €, substituindo o valor
de c = % no sistema (4.32), obtemos que:

0= (a—520)(0 = 0%) = 22 (p — p*)
p= (o522 + 2 )r®(0).

af _ )
0T +p+ oF+pt

Logo pondo em evidéncia o termo (8% + p*) no lado direito do sistema acima, temos que:

0 = G (ap™ (60— 07) = ab*(p— p*))
p= (0" +p*) (1 + 25) p2(0).

Zapt

Agora multiplicando o sistema acima por — (07 + p™) > 0, obtemos que:

—(0" +p)0 = (= ap*(0— 0%) + ab* (p— p*))
—(OF + ") = (O + p")P (S — ) p®(6).

apt

Agora fazendo uma mudanga de escala 7 = — (0 + p*)t, logo & = —(6F + pT), temos

que:
—L(6F + pt) = —ap* (0 — 07) + ab* (p — p*)
—OF 4 ph) = (0 4 gt - ) 0B (0),

ap™
obtém-se:
0 =—ap* (0 —0%) + ab*(p— p*)

. _t
p= (07 + pt)2 (5 — X0) pd(0).

ap™

(4.52)

O sistema (4.52) tem os seguintes pontos de equilibrio:
(0,p) = (07,p") e (6,p) = (0,0).
Linearizando o sistema (4.52) no ponto (6, p), obtemos que:

—ap™ aY™

DF(8,p) = .
(6:7) ( (0F + )2 (1) = Z0)pd(9) (07 + p)2 (B — X )e(0) )m

Agora avaliando o ponto de equilibrio 61, p* no sistema linearizado acima, obtemos que:

—apt aY*t
DF(O",p") =
07, p") ( 0 0 )
2%X2

Logo os valores préprios associados ao sistema linearizado sao:

A=—apt <0 e A=0.
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Entéo o vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = —ap™ < 0 e o vetor
préprio v = (1, %) esta associado ao valor proprio A = 0.

em forma andloga avaliando o ponto de equilibrio (0,0) no sistema linearizado, obtemos

P
DF(0,0) = ( wed )
2x2

que:

0 0

Os valores proprios associados ao sistema linearizado sao:
A= —apt <0 e A=0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor proprio A = —apt < 0 e o vetor préprio
v =(1, i—:) esta associado ao valor proprio A = 0.

Como 67 < 0, entdao nessa regiao as orbitas sdo linhas atratatoras, em particular nessa
regidao, temos que a variedade estével de (07, p*) é a linha p = p™ e a variedade central
(0,0) esta continda na reta H definida por H : —ap™ (0 — 0%) 4+ af*(p — p*) = 0, com
6 < 0. Logo como o fluxo varia continuamente temos que a variedade estavel de (6%, p™)
encontra-se acima da variedade central de (0,0).

O retrato de fase é mostrado na Figura 31.

+ . 7
Por outro lado, temos que: que para o valor de ¢, com ¢ > Y“%ﬂﬁ a variedade estavel de

Figura 31 — Retrato de fase do sistema (4.52)

pl

0

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

(07, p*) encontra-se abaixo da variedade central (7 + p*,0).

. + +
Portanto, para um Y+ > Y* existe um valor de ¢, com Ya‘%fp* <c< gfaﬁ

tal que a
variedade estével de (1, pT) intersecta com a variedade central de (0,0).

Em ambos casos, usando a Proposi¢ao 4.2, mostramos que para Y* < YT < oo, as
configuragoes das variedades invariantes para ¢ muito grande e em C sao opostos. Isto é,

se mostra a existéncia de c. [ |
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Regiao 2

Para (YT, ¢) na Regidao 2, a linha Y = 0 encontra-se entre p =0 e p = pT. veja a
Figura 32. Temos (p > p™ — <2Y™ > 0, ou seja, em Y > 0), supondo que 67 + Y > 0.
Uma onda viajante com estado direito no ponto (6%, p7), existe se a variedade instavel

de (07 + Y™, p* — <2Y™) intersecta com a variedade estavel do equilibrio degenerado
G

Figura 32 — Retrato de fase do sistema (4.36) para a Regido 2.

+ A X
r_ Wee*, ")
\\\\\ A We@r +v*,0
. O ~o \\\9 — 0 < )
p=01 )
b ema), TN
P c o
K I
o7 0 o +yt 0

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

Proposi¢ao 4.4 Paraa > 0,0t <0, e —0" <Y <Y* Y* dado pela Proposicao 4.2,
existe uma velocidade ¢ > a tal que o ponto(Y ™, c) que pertence a Regido 2 e a variedade

estdvel de (0%, p*) contém um ramo da variedade instdvel de (0* + Y+, pt — <2Y).

Demonstragao:

Assumimos que p™ > —01. A Proposigao 4.2 (1) fornece a posigao relativa da variedade
estavel de (07, pT) da variedade central de (8% + Y™, 0), isto é, a W*5(6%, pT) encontra-se
acima da W0t +Y,0).

para (YT, ¢) em C.

Para —0* <Y™* < p*, quando ¢ — o0, o equilibrio (#* 4+ Y™, p* — <2Y™") aproximam-
se do equilibrio (7 + Y™ p™ — Y1), Usando argumento andlogo na demonstracao da
Proposigao 4.2 (1), mostra-se que para um ¢ muito grande a variedade estavel de (6, pT)
encontra-se acima da variedade instavel de (67 + Y, p* — <2Y™),

Agora para estudarmos o sistema quando ¢ — a positivamente para um Y arbitrario,
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multiplicamos o sistema (4.32) por (¢ — a) e obtemos que:

(c—a)f=—(a—c)*(0—0%) + (c—a)(p=p")
(c—a)p=[(p—p") + (c— a) "] pd(6).
Logo fazendo uma mudanca de escala no sistema acima isto é, seja 7 =

dr 1
dt (c—a)"

t
(c—a)

de modo que

Obtemos que:

f= it — (=00 0%+ (e~ a)p = ")

; T +
p=L%=[(p—p*) + (c—a) L] p®(0).
Finalmente fazendo que ¢ = a no sistema acima, obtemos o seguinte sistema
0 =0

(4.53)
p=(p—p")p2(0).

O diagrama de fase do sistema (4.53) é dado pela Figura 33. Em particular a linha
de equilibrios p = p™, com 6 > 0 é uma linha hiperbdlica, e a variedade instavel de
um ponto (p*,6%) sobre o semi eixo p = pt é a linha 6 = >, com p > 0. Mas quando
0 < 0 nao existem equilibrios. Segue-se que, para um ¢ maior que a, mais perto de
a, a variedade instavel de (0% + Y™, p™ — <2Y™) encontra-se perto da linha vertical,
e portanto a variedade estavel de (%, p*) encontra-se abaixo da variedade instavel de
O + Y+, pt — %Y*‘).

Logo como o fluxo varia continuamente, temos que existe um ¢ > a de modo que a variedade

estavel de (67, p) contém um ramo da variedade instavel de (6* +Y*+, p* — <=2y ") B

Figura 33 — Retrato de fase para o sistema (4.53)

0

‘...*...

0

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

%\V
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4.3 ONDAS VIAJANTES LENTAS (0<c<a).

Nesta se¢ao vamos provar o Teorema 4.2.
Sendo aqui 0 < ¢ < a, assumimos que o estado direito da onda viajante do sistema
(4.1)-(4.3) é de tipo OC, isto é, um ponto de equilibrio (6%, p™,0) com 8t > 0 e p* > 0.
Fazendo a substituigdo de (01, p*,0) na igualdade (4.31), obtemos

(w1, w5) = ((c — )" + ep*, —cp"). (454)
Logo, utilizando a igualdade (4.54) no sistema (4.21) obtemos a seguinte:

0 =(a—c)0—0")—clp—p")

(4.55)
. + _
p=(422)p2(0).
A linha invariante Y = 0 corresponde a
p=—L2_ p+ T qy+ (4.56)
c c

Como Y = 0, em (4.56), temos que a linha invariante Y = 0 corresponde p = p*. A
regiado P ¢ 0 < p < p*.
Seja 0 = 67 — < pt < 0T e p° = p" — =0T < pT.

Proposicao 4.5 Seja a > 0, 67 > 0 e p© > 0. Para cada ¢ com 0 < ¢ < a, um

ponto de equilibrio de (4.55) é o ponto de sela (6%, p"), o qual corresponde ao ponto
0,p,Y)=(0%,p",0). Além disso:

(i) Se 0 < c< %a, entdo 8% > 0 e p°> < 0, (0*,0) é um né instdvel, e existe uma
tinica orbita que conecta o ponto (0%,0) e o ponto (0%, p"), de tipo FC = OC. A
linha H ndo intersecta a parte de P com 6 < 0, portanto o conjunto T'C* € vazio.

Nao existem outras orbitas conectoras em P.

(ii) Se c = %a, entdo 0% = p° = 0 e o ponto (0,0) tem um valor préprio positivo e
outro zero, e existe uma unica orbita que conecta o ponto (0,0) e o ponto (07, p*),
de tipo TC N FC = OC. A intersecio da linha H e P é o origem. Ndo existem
outras orbitas conectoras em P.

(7ii) Se %a <c<a, entio O <0 ep®> >0, e H intersecta P na linha de equilibrio

a—=c¢

TC* = {(0,p): 0 <0<0 e p=p"+ 0 —0)}. (4.57)

Os pontos finais de TC* sio (6%,0) e (0,p°). O equilibrio em TC* tem um valor

proprio 0 e um valor préoprio positivo.
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Demonstragao:

(i) Seja 0 <c< %a. Entdo, c(0* + p*) < 6%a, logo pela definicao de #*, temos que:
0 = 0% — < pT, logo como 0 < #F — - p*. Portanto, §* > 0.
Em forma andloga da desigualdade c(0" + pT) < 8Ta e a defini¢do de p°, temos que,
p°=pt— Lﬁ@* e como pt — @0*. Portanto, p® < 0.
Agora vamos estudar o sistema (4.55). De fato os pontos de equilibrio do sistema
(4.55) sao:

C

(eap) = (9+7p+) e (@ﬁ =0"

p".0)

a—=¢C

onde 0% = 0% — - pT > 0. agora fazendo a linearizacao do sistema (4.55) no ponto

(0, p) temos que

a—c —c
%)p@(@) ( —aet %>®(9) 2%2.

Avaliando o ponto de equilibrio (01, p) na matriz da linearizagao do sistema (4.55),

DF(8,p) = ( ( (4.58)

obtemos que:
a—c —c
DF (6", p*) =
o) ( ) —ff@(@))
a—c 2X2.
Pelo Teorema 2.7 (i) temos que o ponto de equiilibrio (67, p*) é um ponto de sela,
sendo os seguintes valores proprios:

ot

a—=c

A=a—c>0¢e¢ A=—

P(9) < 0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = a — ¢ e o vetor
préprio v = (1, Wﬁ#) estd associado ao valor préprio A = —;—;@(9) < 0.
Em forma analoga avaliando o ponto de equilibrio (6%, 0) na matriz da linearizacio
(4.58) obtemos
a—c —c
DF(#*,0) = ( 0 %@(Qﬁ) )

a—c 2x2.

De acordo com o Teorema 2.7 (ii) o ponto de equilfbrio (¢*,0) é um né instavel,

com os seguintes valores proprios:

p+

a—cC

A=a—c>0¢e A= (6% > 0.

O vetor préprio 4 = (1,0) estad associado ao valor préprio A =a — ¢ > 0 e o vetor
préprio v = (1, W) esta associado ao valor préprio A = %@(Qﬁ) > 0.
Agora se p = 0, implica que p = 0, logo a linha p = 0 ¢é invariante, de forma analoga

se p = pT implica que p = 0, logo temos que a linha p = p* é uma linha invariente.
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Logo temos que 6 é negativo, zero e positivo quando a linha H : (a — c)(@—07)—
c(p—pT) =0.é cruzada de esquerda a direita.

Portanto, ndo é possivel uma conexao do ponto de equilibrio (#*,0) e o ponto de
equilibrio (07, p™) na esquerda e direita da linha H, pois numa vizinhanga U do
ponto de equilibrio (07, pT) as érbitas contidas na vizinhanca U afastam-se do ponto
de equilibrio no pasado e no futuro, respectivamente.

Portanto, existe uma tnica conexdao do ponto de equilibrio (6%,0) e o ponto de

equilibrio (67, pT), sendo esta conexao contida na linha H. Veja a Figura 34.

Figura 34 — Retrato de fase do sistema (4.55) para 0 < ¢ < %a..

10 A p — p—l— H/ (9+,p+)

H=0 . et 6 >0

Fonte: Elaboracao prépria.

(ii) Seja ¢ = %a, entdo c(6% + p*) = af*, logo pela definicio de 6%, temos que:
0* =0%(a—c) — cpt = abt — (6 + p*) = 0. Por outro lado, pela definicio de p°,
temos que: p°® = pt — @9* =cpt —(a—c)0" =c(0t +pT) —abd™ =0.
Portanto 6% = p° = 0.
Vamos estudar o sistema (4.55) quando ¢ = %. Isto é, substituindo ¢ = %
no sistema (4.55) obtendo

0= (a—75%) (0 —0%) — 75 (p— p*)
p == (a P+9+a )p®(0)

Multiplicando o sistema acima por (7 + p*) e simplificando, obtemos que:

(07 +p")0 = ap*(0 —07) —ab™(p— p*)
(0% +p)p = (L (ot — p)) p2(0).
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Agora fazendo um reescalamento do tempo por (67 +p™) > 0, isto é, seja 7 = m
e % = m, obtemos o seguinte sistema:
0 =pta(0—0%)—0Ta(p—p*) (450)
. 4 ,H)2 :
p= (L2 (o — p)) p(0).
Os pontos de equilibrio do sistema (4.59) sao:
(6,p) = (07,p") e (0,p) =(0,0),
logo linearizando o sistema (4.59) obtemos
DF(8, p) pra —0"a
P) = 0+ 1 pt)2 . 0+ pH)2 ) (42
(( pt/;) (p* —p))qu(@) (_ ( p':l;) o+ (p p)p(+a+p ) )q)(g) -

Agora avaliando o ponto de equilibrio (0,0) no sistema linearizado (4.60), obtemos

tq —pt
DF(0,0):(pa “)
0 0 2x2

que:

Os valores proprios do sistema linearizado acima sao:
A=pTa>0e A=0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = p*a e o vetor préprio
v =(1, %) estd associado ao valor proprio A = 0.
De forma anéloga avaliando o ponto de equilibrio (0%, p*) no sistema linearizado

(4.60), obtemos que:

+ —0*a
DE@* pt)y=| "¢ )
= (4 e ).,

a

De acordo com o Teorema 2.7 (i) o ponto de equilibrio (§7, p*) é um ponto de
sela.

Os valores proprios do sistema linearizado acima sao:

(" +p*)?

A=pta>0e A= —( -

)2(0") <0,
entdo o vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = pta e o

1. 0T 4p")22(0F)+p"a?
) a2

vetor proprio v = ( ). estd associado ao valor proprio A =
— (D ().

Agora se p = 0, implica que p = 0, logo a linha p = 0 ¢ invariante, de forma analoga
se p = p* implica que p = 0, logo, temos que a linha p = p* é uma linha invariante.
Agora temos que # é negativo, zero e positivo quando a linha H : apt(§ — 1) —

Ota(p — p™) = 0. é cruzada de esquerda para a direita.
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Logo, nao é possivel uma conexao do ponto de equilibrio (0,0) e o ponto de equilibrio
(07, pT) pela esquerda e direita la linha H, pois numa vizinhanga & do ponto de
equilibrio (0%, p*) as érbitas contidas na vizinhanga afastam-se do ponto de equilibrio
no pasado e no futuro, respectivamente.

Portanto, existe uma tnica conexao do ponto de equilibrio (0,0) e o ponto de equili-

brio (6%, pT), sendo esta conexao contida na linha H. Veja a Figura 35.

Figura 35 — Retrato de fase do sistema (4.55) para ¢ = %a.

PA p=pt ") H

p=0|¢ |

0>0

—~
D
ey
-
~—
Dy

Fonte: Elaboragao prépria.

(iii) Seja %a < ¢ < a, entdo, temos que af™ < c(01 + pT) < a(0F + pT), logo, pela
definigao de 6%, temos que 6* = 0+ (a — ¢) — cp* = af™ — c(0+ + p*) < 0. Portanto,
¢ < 0.
Em forma andloga pela definicao de p°, obtemos que: p°® = p™ — @HJF =cpt —
(a—c)ft =c(0F + pt) —abt e como abt < c(6F + p*) < a(fT + pT). Portanto,
p° > 0.
Do sistema (4.55), temos que, seus equilibrios sdo: (6, p) = (#*,0) , (6,p) = (0, p°)
e (0,p)=(07,p").

Agora linearizando o sistema (4.55) no ponto (, p), obtemos que:

WRpd(0) (- 2+ =2 (p) )2“. (4.60)

Logo avaliando o ponto de equilfbrio (6*,0) em (4.60,) obtemos que

DF(¢,0) = ( @ _C>
0 0 2x2.
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Tendo os seguintes valores préprio: A=a—c>0e A =0.

O vetor proprio @ = (1,0) estd associado ao valor proprio A = a — ¢ e o vetor préprio
U = (1, %=¢) esta associado ao valor préprio A = 0.

Similarmente avaliando o ponto de equilibrio (0, p°) na matriz da linearizagao do

sistema (4.60), obtemos que:

( 0) ( a—Cc —cC )
2x2.

Tendo os seguintes valores proprio: A=a—c>0e A =0.
O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor préprio A = a — ¢ e o vetor préprio

U = (1, %=2) estd associado ao valor préprio A = 0.
C

Demonstracao:(Do Teorema 4.2)

(1) Seja a > 0 fixo, seja (67,0,Y ) com 6§~ > 0e Y™ > 0, entdao pela hipitese geral da
Proposigao 4.5, temos que, o ponto (6, p",0) com 67 > 0 e pt > 0 é um ponto

de tipo T'C, logo, temos que:
wy=(c—a)YtT —cpt ewy=(c—a)Y ™ —cp.
Entao, temos que:
(c—a)YT —cpt = (c—a)Y —cp,

Logo substituindo Y™ =0 e p~ = 0, na igualdade acima, obtemos que:

(c—a)Y ™ = —cpt. (4.61)
Agora, pondo em evidéncia o termo aY ~, obtemos que:
+ — . —
clp™+Y") = aY,

Como (p™ +Y ™), temos que:

Portanto,
s = ———. (4.62)
Em forma similar, temos que:

wy=(c—a)ft +cpTew =(c—a)f” +cp,
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ou seja,
(c—a)dt +cp™ = (c—a)d +cp .

Substituindo p~ = 0, na igualdade acima, obtemos que:

(c—a)f~ = (c—a)ft +cp™.
Agora, pondo em evidéncia o termo (¢ — a)f", na igualdade acima, obtemos que:

(c—a)0t = (c—a)f —cp".

Logo como ¢ — a # 0, temos que:
n

gt = ¢ — L
C—aQa

Finalmente substituindo a igualdade (4.61), na igualdade acima, obtemos que:

0t = 6 +Y".
Afirmamos que:
af™t
Ce X ——m.

De fato, seja Y~ < 07, entao

Cs 0 — Cg

(

a—cCs Cg

Y©) < 607,
substituindo a igualdade (4.62), na desigualdade acima, obtemos que:

Cs
pt < 0F

a — Cg

Multiplicando a desigualdade acima por a — c,, temos que:
et < (a— ey,

logo pondo em evidéncia o termo af™, na desigualdade acima, temos que:
cs(pt +07) < abt,

agora, multiplicando o termo 6% + p* > 0, na desigualdade acima, obtemos que:

94—

Cs m@.

De acordo com a Proposicao 4.5 (i)-(ii), temos que, existe uma tnica onda
viajante de velocidade ¢, que conecta o ponto (67,0,Y ™) e o ponto (87, p*,0). Veja

a Figura 36.
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Figura 36 — Retrato de fase do sistema (4.55) para 0 < ¢ < a.

p:p—i—p;

— =

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

(2) Seja a > 0 fixo, 6~ <0, Y~ de modo que 7 +Y~ > 0e p™ > 0. Logo da igualdade

(4.31) temos que w; em um ponto (6, vy, p,Y) é:
(c—a)0” +cp~ =w; = (c—a)dt +cp" (4.63)
e wy em um ponto (0, vy, p,Y) é
(c—a)Y ™ —cp =wy=—cp™, (4.64)

pois, YT =0, logo pondo em evidéncia o termo ¢p~, na igualdade (4.64), obtemos

que:
cpm = cpt+(c—a)Y,
dividindo por ¢ > 0, a igualdade acima, temos que:
p- = pt— w;C)Y > 0, (4.65)
da igualdade (4.63), obtemos que:
(c—a)0+ = clp™ —p*) +(c—a)f™.

Agora substituindo a igualdade (4.65), na igualdade acima, obtemos que:

(c—a)ft = cf— = C)Y_) + (c—a)f™,

C

logo pondo em evidéncia o termo 6, na igualdade acima, obtemos que:

67 = Y +6°. (4.66)
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Note que
ot Y-
< 0" <Y". 4.67
E da igualdade (4.65), obtemos que:
V-
W(L <c<a.

logo pela Proposigao 4.5 (iii), temos que o diagrama de fase associado ao sistema
(4.55) ¢ a Figura 37.
Fazemos uma substituicao das igualdades (4.65)-(4.66) no sistema (4.55), obtendo

Figura 37 — Retrato de fase do sistema (4.55) para % <c<a.

p=p"

'/
ﬂﬁ

- | = p+ i

90u0 (9

Fonte: Combustion Waves and Riemann Solutions in Light Poros Foam.

b=(a—c)(9— (6 +Y)) —clp—p")

X (4.68)
p=E=pd(0).

Vamos considerar o sistema (4.68) para —~—+a < ¢ < a. Para estudar o caso quando
pT+Y

¢ — a pela direita, mas perto de a, vamos multiplicar o sistema (4.68) por a — ¢ > 0,

obetndo:

0=(a—c2(0— (0 +Y"))—clc—a)(p—p)

(4.69)
p=(p" —p)p2(0).

Quando fazemos que ¢ = a obtemos o sistema (4.53) multiplicado por —1. Entéao o
retrato de fase ¢ dado pela Figura 38 com as setas invertidas. Isto é, os semi-eixos

p=0 6>0ep=p", 0> 0 sao, respectivamente, uma linha normalmente
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Figura 38 — Semi-eixo de equilibrios normalmente atratores.

0

>
>

‘...‘...
[

0 0

Fonte: Elaboracao prépria.

repulsora e uma linha normalmente atratora, com érbitas 8 = constante. Para ¢ < a
e ¢ perto de a, o fluxo lento em ¢ > 0, p =0, o qual é dado pela primeira igualdade
do sistema (4.69) com ¢ = a estd na direita. Destes fatos pelos sinais de 0 e P, segue
que para ¢ perto e menor de a, o ramo inferior da variedade estavel do ponto de sela
(0T, pT) aproxima-se da linha p = 0 e apromxima-se para um equilibrio em T'C' com
p perto de 0. Entao esse ramo estd abaixo do ramo direito da variedade instéavel do
ponto (0=, p~) em TC.

Para estudar quando ¢ = ———a, substituimos este valor no sistema (4.68), obtemos
pT+Y
que:
. Y~a Y~a
0 = — YO -(O+Y ")) = ———)(p—p"
(=) 0= +Y7) = =5 =s")
. pr—p
p= —=r20).
a4 — e
Logo,
R | (R Ua ) I P
pt+ Y~ pt+ Y~
+ _
o= Py,

pta

Agora multiplicando por (p*+Y ) > 0 e fazendo uma mudanga de escala, no sistema

acima, temos que:

0 =apt(0—0")—apY~
p="LEELE(pr — p)pd(6).

ap

(4.70)
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O sistema (4.70), tem os seguintes equilibrios:
(67,0) e (67 +Y",p").

Logo linearizando o sistema (4.70) no ponto (6, p), obtemos que:

DF(8, p) ap’ —are
»P) = —)2 : -)2
D0t = 0)pd(0) (= 20)00) ),

Avaliando o ponto de equilibrio (#~,0), na linearizacao do sistema (4.70), temos que:
o ap™ —aY ™~
o (4 i)
a 2x2

De acordo com o Teorema 2.7 (ii), o ponto de equilibrio (6~,0) é um né instével.

Tendo os seguintes valores proprios:

(pt+Y7)?
a

A=apt >0 e A= o(67) > 0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor proprio A = ap™ e o vetor préprio

v =(1, —(p++yf)2§_(07)_a2p+) estd associado ao valor préprio A = WCI)(H_).

Em forma similar, avaliando o equilibrio (87, p*), na linearizagdo do sistema (4.70),

obtemos que:

+ —aY -
DFO*, ;) = [ “
( p ) ( O _(p++ay )2®(0+) s

Logo, pelo Teorema 2.7 (i), o ponto equilibrio (0T, p*) é uma sela.

Tendo os seguintes valores préprios:

(pt+Y")?
a

A=apt >0 e A= o(67) > 0.

O vetor préprio @ = (1,0) estd associado ao valor proprio A = ap™ e o vetor préprio
7= (1 (PP +Y )2 ®(0F)+a?p*

) esté associado ao valor proprio A = —W@(Q*).

Para este sistema, o ponto em T'C' com 6 = 0~ é 56 (6,0) Isto é, a variedade instével
é o eixo 0, acima do qual é a variedade estavel do ponto (6%, p™). Portanto, pela
continuidade do fluxo existe, uma onda de combustao para algum c¢ no intervalo

pf;%a<c<a.
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