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RESUMO

Neste trabalho, analisaremos a existéncia, unicidade e comportamento assintético
para um sistema de Timoshenko com distintos tipos de dissipacao, empregando a técnica
de semigrupos de operadores lineares. Ao longo do trabalho, estudaremos a boa colocacao
para trés tipos de dissipagdo na fronteira e vamos impor condigoes sobre o sistema
para garantir estabilidade exponencial. Para existéncia e unicidade, vamos fazer uma
abordagem estudando o sistema como um problema de Cauchy Abstrato na teoria de
semigrupos de operadores, fazendo uso de ferramentas como: espagos de Sobolev, Espacos
de Hilbert e analise funcional, isto para cada um dos casos estudados. Para a estabilidade
exponencial das solugdes do Problema abstrato de Cauchy, vamos utilizar distintas técnicas
incluindo: imersoes nos espagos de Sobolev, teoria espectral de operadores lineares e

algumas desigualdades cldssicas da analise funcional.

Palavras-chave: 1. Sistemas de Timoshenko. 2. Dissipagdo na fronteira. 3. Existéncia e

unicidade 4. Decaimento exponencial.



ABSTRACT

In this work, we will analyze the existence, uniqueness and asymptotic behavior
for a Timoshenko System with distinct types of dissipation, employing the technique of
semigroups of linear operators. Throughout the work, we will study well-posedness for
three types of dissipation on the boundary and we will impose conditions on the system
to ensure exponential stability. For existence and uniqueness, we will take an approach by
studying the system as an Abstract Cauchy problem in the semigroup theory of operators,
making use of tools such as: Sobolev spaces, Hilbert spaces and functional analysis, this
for each case studied. For the exponential stability of the solutions of the Abstract Cauchy
Problem, we will use different techniques included: immersions in Sobolev spaces, spectral

theory of linear operators and some classical inequalities of functional analysis.

Keywords: 1. Timoshenko Systems. 2. Dissipation. 3. Existence and uniqueness 4.

Exponential decay.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, vamos estudar o comportamento assintético de um sistema de
Timoshenko, o qual modela as vibragoes de uma corda de comprimento finito, e que é objeto
de pesquisa principalmente por: engenheiros, fisicos e mateméaticos, porque tem aplicagoes
em areas como: aerondutica, robodtica, estruturas, entre outras. Mais especificamente,

trabalharemos no estudo qualitativo do sistema de Timosheko a seguir:

prgw + K(pe + ). =0
p2¢tt - bqujara: + I{(SOJ? + %D) = 07

onde p; = pA, po =p, b= FEI e k = KAG, sao contantes positivas dadas pelo fenémeno.
As especificacoes deste sistema, vamos estuda-las no capitulo 2, na secao 2.5, onde iremos
fazer uma abordagem breve sobre este modelo. O modelo de acima foi desenvolvido no
ano 1921, por Stephen Prokfievich Timosheko (ver [1]) e desde entdo foram estudados
uma grande quantidade de casos para o mesmo sistema, sejam em casos de dissipagao da
energia ou outras propriedades associadas ao estudo das vigas, dentre estas referéncias
podemos citar: casos de dissipacao do tipo friccional ver [2], casos de dissipagoes do tipo
térmico ver [3], eldsticos e combinagdes destes ver [4], ou para efeito de memoria parcial ver
[5]. Para o estudo do sistema, vamos fazer uma abordagem desde a teoria de semigrupo,

estudando o problema, desde um problema abstrato de Cauchy associado (ver [6]);

dv
V() =W,

onde Vo = (o, ¥1,%0,%1) e A : D(A) C H — H é um operador associado ao sistema,
nao necessariamente limitado e definido em H, um espaco de Hilbert. Entao, em virtude
de: o método da energia, ferramentas da andlise funcional na teoria de operadores, teoria
de semigrupos de operadores, baseado em teoremas como: o Teorema de Hille-Yosida e
o Teorema de Lummer-Phillips, podemos obter, resultados de existéncia e unicidade de
solucoes. Adicionalmente, o estudo da estabilidade das solugoes do sistema de Timoshenko,
também ¢é equivalente ao estudo da estabilidade da solucao do problema abstrato de
Cauchy, entao, dependendo do tipo de dissipacao, podem ser usadas distintas técnicas, no

estudo do comportamento assintotico.

A estrutura deste trabalho é a seguinte: No capitulo 2, vamos dar nocoes das
ferramentas usadas para desenvolver o problema abordado, dividido em 5 segoes: espacos
normados e operadores lineares, espacos L,, espacos de Sobolev, semigrupos de operadores
e sobre o modelo de Timoshenko, isto para conduzir a uma compreensao sequencial com
defini¢oes, propriedades e teoremas, enquadrado em uma estrutura completa, mas sem

demonstragoes.
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No capitulo 3, estudaremos o sistema de Timoshenko apresentado aqui, com
dissipagao na fronteira: Dirichlet num extremo da viga e dissipa¢ao do tipo Neumman no

outro, ou seja:

@(Ov t) = ¢(07 t) =0
"{(90:0 + d})(L’ t) = O‘@t(L’ t)
wa(Lvt) = B@bt(L?t)'

Aqui, vamos abordar o sistema desde a teoria de semigrupos, isto é, estudaremos o problema
de Cauchy equivalente na teoria de semigrupos, veremos que o operador A associado ao
sistema, verifica as condigoes para o teorema de existéncia e unicidade para o problema
Abstrato de Cauchy, vamos fazer isso, a partir de técnicas da analise funcional, mais
especificamente, propriedades de operadores lineares e espacos de Hilbert. Neste caso,
para a estabilidade exponencial das solugoes, vamos proceder de forma direta, seguindo
as ideias apresentadas em [7], esta prova serd dada de forma geral (isto é, para qualquer
relagdo entre os coeficientes do sistema) servindo de exemplo e motivagdo para o seguinte
caso de dissipagao no préximo capitulo, onde nao é possivel mostrar em geral o decaimento

exponencial.

No capitulo 4, vamos estudar o sistema de Timoshenko apresentado aqui, com um
segundo caso de dissipagao na fronteira: Num dos extremos da viga Dirichlet, e no outro

extremos Neumman apenas na funcao 1 e Dirichlet em ¢, ou seja;

bwm<Lvt) :Pth(Lvt)
¢(0,-) =0, ¢(L,-) =0, (0,-)=0.

Neste caso, vamos estudar o problema baseado em [8], com a diferenga que a dissipagao
trabalhada neste artigo ¢ no outro extremo da viga. Além disso, diferentemente do caso

anterior, temos que impor a condigao

para garantir a estabilidade exponencial, porque no caso geral é apenas possivel mostrar
estabilidade polinomial, ver [9]. Vamos provar estabilidade exponencial por a caracterizagao
dada pelo Teorema de Priiss, ver Teorema 2.4.6. Assim, analisaremos propriedades do
conjunto resolvente e do operador resolvente da A. Os resultados expoem em detalhes as

condic¢Oes para que o sistema possua decaimento.

Para finalizar, no capitulo 5, consideramos sistema de Timoshenko do capitulo
anterior e introduzimos um efeito térmico, aumentando o grau de dificuldade com respeito
a sua abordagem. Vamos impor condigoes nas constantes do sistema, para que tenha

energia associada dissipativa e assim garantir a existéncia e unicidade a partir da teoria
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de semigrupo. O sistema é,
prow — k(s +¢), =0

p2¢tt - bl/}:m: + R(Spw + @D) + BQI =0
aﬁtt - /{01938&: + ija:t = 07

onde a temperatura # e o deslocamento térmico 1} estao relacionados pela equacao
Di(t,z) =0(t,z),
com as condigoes iniciais (Timosheko)

90(07 ) = %o, Qot(()? ) = ¥1 ¢(0a ) = 77007 ¢t(07 ) = ¢1

e (efeito térmico)

19(07 ) = /190(1‘)7 2915(07 ) = 90(1‘)7
considerando a dissipagao
bqu)cc(ta L) - _7%(757 L)7

onde v é um coeficiente viscoso estritamente positivo, e as seguintes condi¢oes de contorno

Na tltima se¢ao, vamos mencionar os problemas encontrados no desenvolvimento do
trabalho, possiveis abordagens a problemas que surgem a partir dos apresentados aqui e

mencionamos, uma breve analise e comparagao sobre os resultados obtidos.



14
2 PRELIMINARES

A seguir apresentaremos defini¢oes e resultados basicos, que serao tteis no desen-
volvimento deste trabalho. Introduziremos conceitos como: espacos L,, distribuicao e
espacos de Sobolev. Também apresentaremos uma parte fundamental da teoria bésica de

semigrupos, conceitos da andlise funcional e alguns exemplos simples.

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Nesta secao, vamos introduzir o conceito de espaco de Banach, propriedades de
operadores lineares e bilineares, e algumas desigualdades classicas, esses conceitos vamos

usar posteriormente na se¢ao da teoria de semigrupos de operadores.

Definicao 2.1.1. Seja X um K-espago vetorial. Uma norma em X é uma fungdo
|- llx: X = R tal que:

1. ||z||x = 0 se, e somente se, x =0
2. || Az]|x = |M||z]|x para todos A € K e todo x € X
3. |lz+yllx < |lzllx + lyl|x para todos x,y € X.

Observagio 2.1.1. Ao par (X, || - ||x) chamamos de espago normado. Usualmente chamare-

mos s6 de X.

Definicao 2.1.2. Seja X um espago normado. Dizemos que X é um espaco de Banach se

toda sequéncia de Cauchy em X € convergente, na métrica induzida pela norma.

Definicao 2.1.3. Seja X um espago vetorial normado e || - |1, || - || duas normas em X.
Vamos dizer que a norma || - ||1 € equivalente a norma || - |2 quando existem constantes

a>0eb>0, tais que:
allz|ly < ||z]|2 < bl|z||1 para todos z,y € X.

Definigao 2.1.4. Sejam X um espago vetorial normado e (z,), uma sequéncia em X.
n

oo
Considere s, = Z x; a sequéncia de somas parciais da série s, = Z]?Z Se existir o limite

i=1 =1
(o)

lim (s,) = s, dizemos que a série s, = E x; € convergente e s o chamamos soma da
n—0o0
i=1

o0
série. Se (sp)n nao convergir, vamos dizer que a série s, = sz é divergente e dizemos

=1

(o) oo
que uma série s, = Z x; € absolutamente convergente, se a série numérica s, = ZH%HX
i=1 i=1

COnverge.
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Proposicao 2.1.1. Seja (z,), um sequéncia em X tal que para todo n € N existe um
(e}

e}
nidmero real M, > 0 satisfazendo ||z, || x < M,. Se Y M, é convergente, ento s, = Y  x;
i=1 i=1
¢ absolutamente convergente.

Demonstragio. Ver [10] se¢do 12 pagina 175. O

Proposigao 2.1.2. Suponha que (f, : A — X), é uma sequéncia de fungoes definidas em

um conjunto A e que exista uma sequéncia de nimeros positivos (M), satisfazendo que

para todo n € N cumpre para todo x € A, || fu(z)||x < M,. Se Y M, é convergente, entdo
i=1

o0
Z fn(x) converge absolutamente e uniformemente.
i=1

Demonstragio. Ver [10] pagina 179, Teorema 5. O

Vamos introduzir nogoes sobre operadores lineares e bilineares.

Definigao 2.1.5. Sejam X e Y dois K-espagos vetoriais normados. vamos dizer que um

operador T : D(T) C X — Y ¢ linear quando:
T(x+ Ay) =T(x) + NT'(y) para todo X\ € K e todos x,y € D(T).

Definicao 2.1.6. (Forma Sesquilinear). Seja V' um espago vetorial complexo. Uma forma

sesquilinear de V' € uma aplicacao
a:VxV—=C
(u,v) — a(u,v)
que satisfaz as sequintes condigoes:
1. a(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w) para todo u,v,w € V.
2. a(Au,w) = Aa(u,w) para todos u,w € V e todo A € C
3. a(u,v +w) = a(u,v) + a(u, w) dados u,w € V. para todo
4. alu, \w) = Aa(u,w) para todo \ € C.

Definicao 2.1.7. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado X. a(-,-) é denomi-

nada limitada, se existe uma constante ¢ > 0 tal que:
la(u,v)| < c||ullx||v||x, para todo u,v € X.

Definicao 2.1.8. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado X . a(-,-) chamaremos

de coerciva, se existe uma constante ¢ > 0 tal que:

Re(a(u,v)) > c||v||%, para todo v € X.



16
Definicao 2.1.9. Sejam X e Y espacos normados. Chamaremos uma transformacao
linear T': X — 'Y de limitada, se existe uma constante ¢ > 0 tal que:
IT(v)|| < c||v||x para todo u € X.

Definicao 2.1.10. Seja V' um espago vetorial complexo. chamamos de antilinear um
funcional T : V — C se:

1. T(u+v) =T(u) +T(v) para todo u,v,w € V.
2. T(\u) = AT(u) para todo u € V e todo \ € C.

Definicao 2.1.11. Se X ¢ um espaco vetorial normado, denotamos por X' o espaco de
Banach L(X,C) = {T : X — C|T é um operador linear e limitado} e vamos chamd-lo
dual topologico de X .

Teorema 2.1.1. (Laz-Milgran). Sejam H um espago de Hilbert e

a:HxH—C

uma forma sesquilinear limitada e coerciva. Entdo, para todo funcional antilinear limitado

T :H — C existe um unico u € H. tal que
a(u,v) =T(v) para todo v € H.
Demonstragio. Ver [11], Corolario 6.6.2, pdgina 529. O

Observagao 2.1.2. Este teorema serd uma ferramenta muito ttil na busca de solugoes fracas

de sistemas de equagoes parciais elipticas.

Definicao 2.1.12. Seja X # {0} um espago vetorial normado complexo e T : D(T) C

X — X um operador linear. Um valor regular X\ de T' é um numero complexo tal que:

1 Emiste o operador (T — \I)~*
2 (T — X))~ é um operador limitado
3 O dominio de (T — NI)™* é denso em X.

Definicao 2.1.13. Definimos o conjunto resolvente de T como o conjunto de todos o0s

valores requlares de T e escrevemos
p(T) ={\ € C: X é um valor reqular }.
Ao conjunto complementar o denotamos por o(T) = C\ p(T) e chamamos de espectro T .

Observacao 2.1.3. O espectro de um operador T pode ser decomposto em trés partes

disjuntas:
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1. Espectro pontual, representado por o,(7"), sao formados por todos os valores A € C

tais que AI — 7" nao é injetor. Os valores em 0,(7") sdo chamados de autovalores.

2. Espectro continuo, representado por o.(1") formado por todos os valores A € C tais

que Al — T é injetor, tem imagem densa e nao ¢é sobrejetor.

3. Espectro residual, representado por o,(7") formado por todos os valores A € C tais

que Al — T é injetor, nao é sobrejetor e tem imagem que nao é densa.

Defini¢ao 2.1.14. Um operador T € L(X,Y') é compacto se para cada sequéncia (x,)s,

limitada em X, a sequéncia (T(x,)), tem uma subsequéncia convergente em Y.

Definicao 2.1.15. (Operador com resolvente compacto). Seja X um espago de Banach e
A:D(A) C X — X um operador linear com resolvente nao vazio. Dizemos que, A possui

resolvente compacto, se existe X € p(A) tal que o operador (AN — A)~! é compacto.

Definicao 2.1.16. Sejam X e Y espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd

tmerso compactamente em X quando a aplicacdo inclusio i : Y — X é compacta em Y .

Definigao 2.1.17. Sejam X um espago vetorial e A : D(A) C X — X wum operador
linear. Dizemos que 0 # x € D(A) € autovetor de A quando existe X € C tal que Az = \z.

Nesse caso dizemos que A € autovalor de A associado a x.

Proposicao 2.1.3. Sejam X um espago de Banach e A:D(A) C X — X um operador

linear com resolvente compacto. Entao, o(A) é composto apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Ver [12] , Corolario 1.15. O

Lema 2.1.1. Sejam X um espaco de Banach e S : X — X um operador linear continuo

com inversa continua. Se B € L(X) satisfaz
1
1Bl < oy
15=He

entao S + B é um operador linear inversivel, com inversa continua.

Demonstragio. Ver [6] , pdgina 90, Lema 2.12.1. [

Lema 2.1.2. Se 0 € p(A), entdo existe X > 0, tal que X € p(A).

Demonstragio. Temos que mostrar (Al — A) é invertivel e sua inversa é continua, ou seja,
o operador (A — A)~! existe e é continuo.
Entéo, como 0 € p(A), temos que \I — A = AAMA"! — I), no domionio de A. Mais ainda,

A= ————">0. Logo, escrevemos S = —I e B = AA"!, entdao, notamos que

2[[(A) I

1 1
1Bll2e = M e = 5 < 75—
2 [ISlx
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Além disso, em virtude de que S + B = AA™! — I, entdo, do Lema 2.1.1, temos que

M1 — T ¢ invertivel e com sua inversa continua, novamente, como 0 € p(A), entao
ANA"! = 1) é invertivel, portanto AI — A é invertivel, com inversa continua (A — A)~" =

(ANAL = 1)) O

Definicao 2.1.18. Operador dissipativo. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que
um operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo, se para todo x € A existe
* € {x* € X*|(z*, x) = ||z]|* = ||=*||}, tal que Re(z*, x) < 0.

Teorema 2.1.2. Seja X um espago de Banach. Considere A um operador dissipativo em
H. Se para algum \g > 0 se cumpre que im(\ol — A) = H, entao im(I\ — A) = H para
todo A > 0.

Demonstragio. Ver teorema 4.5, pagina 15, em [13]. [

Teorema 2.1.3. Considere A um operador dissipativo em H cumpre que im(I — A) = H.

Se H € reflexivo entao D(A) = H.
Demonstragio. Ver teorema 4.6, pagina 16 em [13]. O

As seguintes desigualdades sao fundamentais, para construcao dos espagos L, e o

calculo de estimativas.
Proposicao 2.1.4. Sejam nimeros reais a,b > 0 e p > 1. Entdo
(a+b)P <2P(a? + 0P)
Demonstragio. Ver [14], pagina 87, Lema 5.2.3. [

Proposicao 2.1.5. Sejam niumeros reais a,b > 0 e p,q > 1. Sao tais que %—I—% =1 entao

al WP
ab < —+ —.
p q

Demonstragio. Ver [14], pagina 171, Lema 8.2.12. ]

Lema 2.1.3. Sejam a e b niumeros reais nao negativos e 0 < A < 1 Entdo,

a*b' ™ < ha+ (1= M\)b
Demonstragio. Ver [14], pagina 171, Lema 8.2.12. ]

Proposicao 2.1.6. Sejam numeros reais a,b > 0 e p,q > 1. Sao tais que 1%4— % =1le
dado € > 0 temos que

ab < c(e)a? + eb?.

Demonstragio. Ver [14], pagina 171, Lema 8.2.12. O
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2.2 ESPACOS L,

Nesta secao, vamos apresentar conceitos basicos e propriedades, sobre os espagos L,
estes serao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho, devido a que estaremos

trabalhando tanto nestes espacos, como em subespacos deles.

Definicao 2.2.1. Seja 2 C R” aberto e seja 0 < p < oo. Seja Z,(2) o conjunto de todas
as fungoes mensurdveis f : Q — R tais que |f|P é integrdvel (no sentido Lebesgue ) em
Q. vamos dizer que duas fungoes f,g € £,(2) sdo equivalentes (f ~ g), se f = g quase

sempre em ). Indicamos por L, o conjunto L, = £,(Q)/ ~.

Observagao 2.2.1. Seja 2 C R" e seja 1 < p < oo.
Entao L,(€2) ¢ um espago vetorial.

L,(€2) é um espago de Banach, com norma

iy = ([ 17@P )" (22.1)
Ver [15].

Teorema 2.2.1. (Desigualdade de Hélder). Seja Q@ C R™ aberto e sejam p e q expoentes
conjugados, se 1 <p <oo. Se f € L,(Q) ege L), entao fg € Li1() e

Hfg”Ll(Q) < Hf“L,,(Q) HgHLq(Q) :

Demonstragio. Ver [15], pagina 92, Teorema 4.6. [

Teorema 2.2.2. (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € L,(2) e, 1 <p < oo entdo
1f+9lle,@ < @ + 9l -

Demonstragio. Ver [16], paginas 13-15. [

Definicao 2.2.2. Seja X um espago vetorial sobre K. Um produto interno sobre X é uma

aplicagao (-,-) : X x X — K que cumpre com

1. (x+y,z) = (z,2) + (y, 2) para todo x,y,z € X.

2. (A\z,y) = Mx,y) dados x,y € X. para todos \ € C.

3. (z,y) = (y,2) para todos z,y € X.
4. (z,2) >0 se x € X\{0}.

Definicao 2.2.3. Seja H um espago vetorial sobre um corpo K (reais ou complexos) e
(-, )y um produto interno, entdo H € um espago de Hilbert se for completo (Espago de

Banach) com a norma induzida pelo produto interno:

(17, = (2, %)
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Teorema 2.2.3. O espago Ly(2) é um espaco de Hilbert, com produto interno dado por:

(f.9) = [ f@)g(w) da, para qualguer f,g € L>(®)
Demonstragio. Ver [17], Corolario 2.18, pagina 31. O

Observacao 2.2.2. A norma usual em L, é a norma que provem do produto interno

apresentado aqui, mais precisamente a norma na equacgao (2.2.1).

Definicao 2.2.4. Seja 2 C R" aberto e ¢ : @ — R uma funcio continua. O Suporte de ¢

¢ o conjunto

supp(p) = {z € Q: p(x) # 0}

Denota-se por Cy(2) = {p € C(Q) : supp(p) é um conjunto compacto }.

Observagdo 2.2.3. Denotamos por C§°(€2), ao espacgo das fungoes infinitamente diferenciaveis

com suporte compacto.

Proposigao 2.2.1. Se Q C R™ € aberto e 1 < p < o0, entdo C§(2) € denso em L,(§2).

Demonstragio. Ver [17], Teorema 2.30, pagina 38. [

Teorema 2.2.4. (Du Bois Raymond) Seja f € L,(Q) tal que:

| f@e)dz =0 ¥ e CF(Q).
Entao f =0 quase sempre em ().

Demonstragio. Ver [18], Proposigao 4, pagina 20. [

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao, vamos a dar nogoes sobre: espaco das distribuicoes, derivada fraca,
espacos de Sobolev, imersoes continuas nos espacos de Sobolev e algumas desigualdades
importantes. Esta secao é fundamental, pois as solugoes dos sistemas que abordaremos,

serdao solugoes fracas nos espacgos de Sobolev.

Agora, se num sistemas equagoes diferencias parciais os dados inicias ou as condigoes
de fronteira, nao tem suficiente regularidade, podemos ter dificuldades na busca de solugoes,
o que nos leva a dar um novo conceito de derivada, que permita a abordagem desses

problemas. Entao, vamos introduzir algumas defini¢des preliminares a este conceito.

Definicao 2.3.1. Seja (p,), C C§°. Dizemos que (v,), € convergente a ¢ € C§° se

satisfaz as sequintes condigoes:

1. Existe um compacto K, tal que supp(p, —p) C K
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2. Para cada o = (o1, 00, ..., 0p) € N", ez = (21,22, ...,2,) € R", a sequencia D*¢,,

converge uniformemente para Do em K, onde D* representa o operador derivacao

n
la]
de ordem o dado por D*p = a;‘“lg‘;%@?n’ com |a| = .
LR i=1
Observagao 2.3.1. O espaco C§° com esta nogao de convergéncia o chamaremos de espaco

das fungoes teste e o denotamos por D(€2).

Definemos distribui¢ao sobre €2, a toda transformacao linear T sobre D(2) que
¢ continua no sentido da convergéncia definida sobre D(2). O conjunto de todas as
distribuigdes sobre {2 é um espago vetorial, o qual o representamos por D’'(€2). Dizemos
que uma sucessao (1},), C D'(Q2), é convergente para T € D’'(2), quando a sucessao
numérica ((1),, ¢))uen converge para (T, ¢) € R, para toda ¢ € D(Q2), onde (T, ) = T(yp)
e (Ty, o) = Tu(p).

Observagao 2.3.2. Se consideramos uma distribuigao 7', sobre D(2) e o € N", a derivada

de ordem « de T no sentido das distribuic¢oes, a definimos por,
(DT, @) = (—=D)l*l(T, D) para toda ¢ € D'(Q).

Além disso, podemos verificar que a aplicagao D'(2) — D'(Q2) definida por T +— DT, é

linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’'(€2).

Definic¢ao 2.3.2. (Derivada fraca). Sejam 2 € R", um multi-indice « = (aq, ag, ..., qy) €
N, 1<p<ooefel,(Q). vamos dizer que uma fungio g € L} () é a derivada

loc loc

parcial fraca de ordem o de f quando
| f@D @) dr = (~D)F! [ g@)e(x)de, e € CF(Q).

Observagdo 2.3.3. Se f € C*(Q), entdo f possui derivada parcial fraca de ordem « e esta

coincide com sua derivada parcial classica de ordem «, para todo « satisfazendo |a| < k.
Ver [19].

Definicao 2.3.3. (Espagos de Sobolev W™P).  Sejam Q um conjunto aberto do R™,
1<p<ooemeN. O espaco W™P(Q) é um subespago de L,(2) formado pelas classes
de fungoes f € L,(Q) tais que, para todo multi-indice o com || < m, D*f existe (no

sentido fraco) e estd em Ly,(§2).

Observagio 2.3.4. Se f € W™P(Q), entdao f possui derivada distribucional de ordem « e
esta coincide com sua derivada parcial fraca de ordem «, para todo « satisfazendo || < m.
No espago W™P(Q) definimos || - ||wm.» por
[ fllwme = > I1D*fllL,

|| <m

entdo, podemos mostrar que || - [|ym», define uma norma em W"P((2).
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Teorema 2.3.1. W"™P(Q) com a norma || - ||wm» € um espago de Banach.

Demonstragao. Ver [17], Teorema 3.3. O

Observagdo 2.3.5. O espago W™2(Q) munido com a norma || ||yym.2 é um espago de Hilbert,

denotado por H™(£2) e no qual o produto interno é dado por

(fag)Hm = Z (Daf7Dag)L2

laj<m

Observagdo 2.3.6. Notemos que || - ||ym.2 provem de (f, g)gm

Definigao 2.3.4. (Espago Wi'*(Q)). Sejam Q um conjunto aberto do R™ e 1 < p < oo.
O espago Wi'P(Q2) € o espago vetorial formado pelo fecho de C§° em W™P(Q).

Observagio 2.3.7. Da definigao de WP (Q), temos que (W37 (Q), || - [[wm.») é um espago
de Banach. Denotamos Wy™*(2) por H'(Q).

Observacao 2.3.8. Agora, vamos introduzir um teorema que é muito 1til e vamos usar
neste trabalho diversas vezes no momento de fazer estimativas que estao relacionadas com

a funcao e sua derivada.

Teorema 2.3.2. (Desigualdade de Poincaré) Sejam Q um conjunto aberto limitado do R™

e 1 <p < oo, entio existe uma constante C, > 0, tal que
HfHLp < OpHVfHLp para todo f € WyP(Q)

Demonstragio. Ver [19], Teorema 1. pagina 275. [

Teorema 2.3.3. Seja ) um conjunto aberto conexo e limitado de R™. Se a identidade de

HY(Q) em Ly(Q) é compacta, entdo temos que para todo u € Hl(Q), se cumpre

ol = e | )]

onde C' = C(2) > 0 € uma constante positiva dependente de €.

Y

Lo

axz

Demonstragio. Ver [20] | pagina 127, proposigao 2. [

Corolario 2.3.1. Vamos supor que €2 € um conjunto aberto conexo e limitado com fronteira

[ clase C, onde T' =T, Uy e Ty tém medida positiva, além disso, se cumpre que

=0}

I

Vi, ={u€ H'(Q) : u

¢ fechado no espago H'(Q), entdo

n
lullve, = >

=1

ou
6@»

Lo

¢ uma norma equivalente a norma usual de H'(Q).
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Demonstragao. Ver [20], pagina 129, Remark 4. ]

Teorema 2.3.4. (Integragdio por partes). Sejam @ C R um intervalo e 1 < p < o0o. Se
O(uv)  Ou ov

+u— e

ox _%U ox

/j gZ(az) v(z) dr = u(B) v(B) — u(a)v(a) — /ju(x) g:j(a;) dr

u,v € WY, entdo uv € WP, Além disso

quaisquer sejam «, 3 € Q.

Demonstrag¢io. Ver Lema 8.2. em [15] O

Observacao 2.3.9. Este teorema ¢ muito util para conseguir a derivada fraca quando

conhecemos condicoes de anulagao nos limites da integral.

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES

Nesta secao, apresentaremos, a teoria bésica de semigrupos de operadores, na qual
serd baseada a abordagem dos problemas apresentados neste trabalho. Vamos introduzir
um exemplo de motivagao, para destacar as propriedades que eles tem em operadores
limitados e estenderemos estes conceitos a operadores nao necessariamente limitados. Esta
teoria é bem utilizada em problemas de equagoes diferenciais parciais, entre os exemplos

mas famosos podemos citar, equagao do calor, equacao da onda e mistura destas.

Definigao 2.4.1. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Dizemos que uma aplicagio S : Rt — L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados se:

(i) S(0)=1.
(i) S(s+t) = S(s)S(t) para todos s,t € RT.

e chamaremos de semicontinuo ou classe Cy, se
(7ii) lim (|[(S(t) — I)x||x) = 0. Ve e X
t—0t+

Definicao 2.4.2. (Gerador Infinitesimal). Considere

D(A) = {z € X : lim (WQ existe }.

t—0t

O operador A definido por

t—0t t

Az = 1im <S<t)_]:c>

chamamos de gerador infinitesimal do semigrupo S.



Exemplo 2.4.1. Se A é um operador limitado, entao T'(t) =e

< t, A"t A"t Al
At n . 0 1
=2 = Pt

n=0

Demonstragio. ver [21], Teorema 1.57, pagina 43.
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AL ¢ wm semigrupo, onde

]

Proposigao 2.4.1. Sejam X um espago de Banach e A € L(X), para todo t > 0 definimos

T(H) =" =+ 3

Entao
1. T(t) € LX) e ||[T(t)||cy < eAlex,
2. }igg(HT(t) — 1) =0

3. lim H AH

t—0

Demonstragio. Para provar 1. Primeiramente, lembremos que, se A, B € L(X), entdo se

cumpre que AoB € L(X) e [|[AoB|lzy < ||Allzx|Bllzy, portanto para n € N, temos que

1A

<tn,,4" =M,
L < A = M,

[e.e]

Agora, como a serie Z M,, converge para e!ll2x em virtude da Proposicao 2.1.1, obtemos

=1

e 52 A
=1

¢ absolutamente convergente e

IT@ex = || > ™
n=0 : Lx
N
t, A"
= lim | n'
N—o00 o M Lx
N tn
< i — n
< nggog)n!HAHEX
— et”AHCX .
Provemos 2.
Notamos que,
* t, A” &

Logo, como tomaremos limite de ¢ para 0, sem perda de generahdade podemos considerar

t <1 e definimos para cada n a funcao fn : [0,1] — L£(X) por

tn A"

n!

fn(t) =

)
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logo, para t € [0, 1], podemos ver que

AT AL
ol = 1= lex < 75 £5 = M,

dai, como a serie y 2, M, é convergente, em virtude da Proposigao 2.1.2, concluimos que

2, fn(x) converge absolutamente e uniformemente. Por outro lado, fixado n € N, temos

que
tTL n
t—0 n!
mais ainda
© t, A™ RN
0 < IT(W) — Ixlley = | Y 20| < Jim 30— JAJZ,. (24.1)
n=1 ) Lx n= :

Logo, tendo em conta que a serie é convergente, podemos observar que
N n N n
lim lim —||A|lz,. = lim lim —

> Al = b 52

n i
t—0 N—oo “— — 10 1! HAHﬁX = 0.
n=1 =
Entéo, tomando limite e substituindo igualdad acima em (2.4.1), podemos concluir que

lim (1) — Ix oy = 0.

Finalmente, mostremos 3.

Notamos que

Tt) -1 >t An
iy ([P0 ) <[
t—0 t L oyt n! Lx
Entao, é somente tutilizar um argumento analogo ao que usamos em 2. O]

Esta proposicao é motivagao para o seguinte teorema e proposicao, onde A é um

operador arbitrario.

Teorema 2.4.1. Se (S(t))i>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo existe uma constante
w>0eM >0, tal que, ||S(t)||lx < Me* para todo 0 <t < 0.

Demonstragio. Ver [13] Teorema 2.2. pagina 4. O

Corolario 2.4.1. Se (S(t))>0 € um semigrupo classe Cy, entdo para todo x € X |

t— S(t)x é uma fungio continua de R (os reais nio negativos) em X.

Demonstragao. Ver [13] Corolario 2.3. pagina 4. O

Lema 2.4.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S classe Cy dado por

S(t) = e, entdo é valida a contengdo

"0 o (S(t)).
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Demonstragio. Ver [22] Lema 2.3.1. pagina 21. O

Proposicao 2.4.2. Seja {S(t)}1>0 um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal

A
(i) Se x € D(A), entio S(t)z € D(A) parat>0 e
Ax = jtS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.
(ii) Se z € D(A), entio

S(t)x — S(s)x = /St AS(T)zdr = /: S(7)Azdr.

(iii) Se x € D(A), entdo /Ot S(t)zdr € D(A) e

t
St)yr —x = A/ S(T)zdr.
0
Demonstragao. [13] pagina 4, Teorema 2.4. O

Proposicao 2.4.3. (i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy € um

operador linear fechado e seu dominio é denso em X.

(7i) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infinitesimal

de, no maximo um semigrupo de classe Cy.
Demonstragio. Ver [13] pagina 5, Corollary 2.5. ]

Agora apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips, os quais
caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe Cj e dos semigrupos de

contracoes.

Teorema 2.4.2. (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido no subespago
vetorial D(A) C X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo

S(t)=o de classe Cy tal que [|S(t)||x <1, >0 € necessdrio e suficiente que:

(i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X.

(ii) Que o conjunto resolvente contenha os reais positivos, RT C p(A), e cumpra com a

estimativa

IRA:Nx <1, VAER:

Demonstragio. Ver [13] pagina 8, Theorem 3.1. O
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Lema 2.4.2. Seja A satisfazendo as propriedades (i) e (ii) no teorema anterior e seja
R\ :A)= (M — A", entdo

lim R(\: A)x =z para todo x € X.

A—00

Demonstragio. Ver [13] pagina 9, Lema 3.2. O

Agora, definimos para todo A > 0, a Aprozimacao de Yosida de A por
Ay = MR\ : A) = XR(\: A) — Al

Esta familia de operadores é muito importante, pois cumpre propriedades, que vao permitir

aproximar o operador A. Segue o seguinte lema,

Lema 2.4.3. Seja A satisfazendo as propriedades (i) e (ii) no Teorema 2.4.2 Se A\ € a

aprozimacdo de Yosida de A, entdo

lim Az = Az para todo x € D(A).

A—00

Demonstragio. Ver [13] pagina 10, Lema 3.3. O

Segue do Teorema 2.4.2 o seguinte corolario.

Corolario 2.4.2. Seja A o operador infinitesimal de um semigrupo de contragoes T (t) de
classe Cy. Se Ay é a Aprozimagdio de Yosida de A, entdo

lim ez = T(t)r Vo € X.

A—00

Demonstragio. Ver [13] pagina 11, Lema 3.5. ]

Lema 2.4.4. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) atuando num espago
de Hilbert H e seja B um operador linear e continuo de H. Entdo, A+ B € o gerador

infinitesimal do semigrupo S(t)e5.

Demonstragio. Ver [13] se¢do 1.5. pagina 17-22. O

Definigao 2.4.3. Dizemos que o operador A: D(A) C X — X € dissipativo num espago
de Hilbert X, se Re(Au,u) <0, Vu € D(A).

Agora, apresentamos um importante resultado, que estabelece quais sao as condicoes

) b
para que um operador linear, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes
de classe (. Este resultado o vamos usar na prova da existéncia e unicidade de solucgoes
7

de todos os problemas deste trabalho.

Teorema 2.4.3. (Lummer-Phillips). Um operador linear A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo {S(t)}i>o0 de classe Cy com ||S(t)||x <1 se, e somente se,
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(i) o operador A é dissipativo,
(ii) o operador \oI — A é um operador sobrejetor, para algum Ay > 0,

(7ii) o operador A é densamente definido.

Demonstragio. Ver [13] pagina 14, Theorem 4.2. ]

Teorema 2.4.4. (Existéncia e unicidade) Seja H um espago de Hilbert e o operador
linear A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy.

Considere o problema de Cauchy abstrato

dt
U0) =

{dU = AU(t) t>0 (2.4.9)

(i) se Uy € D(A), entao o problema (2.4.2) tem uma unica solugao U(t) = S(t)Uy,
satisfazendo

U € C'([0,00); H) N C([0,00); D(A))

(i1) se Uy € H, entdo o problema (2.4.2) tem uma unica solugio U(t) = S(t)Uy satisfa-
zendo
UeC((0,00);H).

Demonstragio. Ver Teorema 2.2.2. em [23]. O

Teorema 2.4.5. Seja H um espaco de Hilbert e A o gerador infinitesimal do semigrupo

S(t) = e?t. Entdo S(t) é de contragées se, e somente se A é dissipativo.

Demonstragio. Suponha que S(t) é de contragoes. notamos que, em virtude da desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, temos,
(SOU.T) < [I1SOUlIUll2 = 1S 3T,
dai, como S(t) é de contragoes, obtemos que
(SOU,U) < U3,

entao,

(S()U,U) < (U,0),

portanto, temos que
((5() = DHU,U) = (S)U = U,U) <0,

logo, tomado limite, obtemos

t—0
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ou seja,
(AU, U) <0,

para todo U € D(A). Reciprocamente, Seja U = S(t)w; w € D(A), entdo

dU — dS(tw
dat dt

assim, em vista do Teorema 2.4.4, segue que

dU  AS(t)w B
E = di 3 Ug = w.
, ) U d dUu
Além disso, como sabemos que e Ul =(AU,U). e %(U(t),U(t)) =2 E’U(t) ,

mais ainda, pelo fato de A ser dissipativo, obtemos
d
—|lU@®)|3, <0
ZIU@IE <o,
portanto, podemos concluir

td
/0 Z UG5 ds = U@z = 1UO)]3 <0,

ou equivalente
T3 < 1U0)]13;

ou seja,
IS@wli, < llwli

]

Agora, vamos introduzir conceitos, que vamos usar ao longo do trabalho, no estudo

do comportamento assintotico para o sistema de Timoshenko em questao.

Definicao 2.4.4. (Semigrupo exponencialmente estdavel.) Um semigrupo S(t);>o dizemos

que é exponencialmente estavel, quando existem constantes a > 0 e M > 1 satisfazendo
1S()]| gy < Me™®" vt > 0.
Lema 2.4.5. Seja S(t)i>0 um semigrupo definido sobre um espago de Hilbert H, tal que
15 (o) Ul < 1,
para algum ty € R, entdo o semigrupo S(t);>o decai exponencialmente para zero.
Demonstracio. Assumimos que existe tg > 0, tal que

a=|[S(t)Ulx <1,
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entao, aplicamos o algoritmo da divisao em ¢ > 0 fixo, ou seja,
t= tom +r

onde m € Ne 0 <r < ty, agora, como o operador S(t) é continuo em intervalos limitados,

entdo, existe M, tal que
1S (to)llccwy < M para todo t € [0, to].
Logo, em virtude de que S(t):>¢ é semigrupo, temos que
IS@ e = 15tEem + )|l = [15(Eem)S(r) |l e = 15 ()™ S ()l e,
dai, como S(t) é continuo, segue que
1S@ ey < MISE0)™ [l 2,

isto é,
1Sy < Ma™

t—r

entao, como temos que m = , podemos concluir

0

1S zzy < Moztt;oT = Ma% ot

1
onde v = o Logo, lembramos que
0

) =@ = =8 onde 8 > 0,
porque, se o < 1, entdo In(a) < 0. portanto
1Sl ey < Mye™,
isto é, o semigrupo S(t);>o decai exponencialmente para zero. O]

Corolario 2.4.3. Se S(t);>¢ decai uniformente para zero em H, entao decai exponencial-

mente para zero, isto €, S(t)i>o € exponencialmente estdavel.

Demonstragio. Como S(t)>o decai uniformemente para zero em H, temos que

lim [15(1)]| g = 0

entao, existe tg, tal que
1S (o)l ey < 1.

Logo, do Lema 2.4.5, segue que S(t)¢>o é exponencialmente estével. ]
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Observagao 2.4.1. No corolario anterior foi possivel conseguir decaimento exponencial por-
que o limite era uniforme em £(H), porém em [9] a estabilidade se estuda em L£(D(A%), H))

com « > 0 e o resultado de decaimento que obtemos e do tipo
C
1S@UlIn < Ul

e neste caso nao conseguimos o limite uniforme em £(#) e assim nao é possivél usar o

colorario anterior, mais ainda, se prova que nao tem decaimento exponencial.

Agora, introduziremos condi¢oes necessérias e suficientes para garantir estabilidade
exponencial de um semigrupo classe Cy. Usaremos essa caracterizacao no capitulo 4, para

provar a estabilidade exponencial da solu¢gao do problema apresentado.

Teorema 2.4.6. (Priiss) Seja S(t) = et um semigrupo de contragdes classe Cy num
espacio de Hilbert H. Entdo S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se ocorrem as

sequintes duas condigoes:
(i) iR C o(A),
ey I . -1
(i) AT = A < oo,
Demonstragio. Ver Teorema em [24] ou ver Teorema 3.5.5. em [6]. O

2.5 MODELO TIMOSHENKO

A teoria da viga de Timoshenko, foi desenvolvida pelo engenheiro ucraniano-
americano Stephen Timoshenko, estabelecendo-se como um modelo matemético rigoroso
amplamente utilizado para descrever a vibragao transversal de vigas, foi apresentado no
ano 1921, ver [1]. Historicamente, o primeiro modelo de viga importante foi a Teoria
de Vigas de Euler-Bernoulli, criada no ano de 1744. Timoshenko propos uma melhoria
adicionando o efeito de deformacao por cisalhamento. Ele mostrou, através do exemplo de
uma viga simples apoiada, que a correcao de cisalhamento é quatro vezes mais importante

devido & inércia rotacional em comparacao com a teoria de Euler-Bernoulli. Ver [25].

Modelo de Timoshenko: A vibragao transversal da viga depende da sua geometria
e das propriedades do seu material assim como da aplicacao de forcas externas e torque.
Entre a propriedades geométricas usuais consideradas, temos: o comprimento da viga L,
area da seccao transversal A, o momento de inércia da secgao transversal I, com respeito
ao eixo central de torcao, e coeficiente laminar de Timoshenko k& que é um fator mudanca
(k < 1) que influi na distribuicao do estresse laminar de tal forma que a area efetiva da
lamina é igual a kA. Por outro lado, as propriedades do material consideradas sao: a
densidade da massa do material p, o mdédulo de rigidez G e o M6dulo de Young ou Médulo
de elasticidade E. Assumimos que p, E, G, k, A e I sdo todos definidos positivos, e de

classe C?.
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M+dM

paralelo ao eixo X

Legenda ====== Perpendicular 3 cara
Paralelo com a linha cantral

v

— Figura 1:Viga Timosheko

Para a formulacao, definimos ¢ o deslocamento transversal do eixo central numa
distancia x do extremo esquerdo da barra num instante ¢. Devido ao efeito da lamina, o
elemento originalmente retangular muda sua forma para algo parecido com um paralelo-
gramo com lados ligeiramente curvados. O angulo de inclinagao laminar ¢ é agora igual a

inclinacao da curvatura v menos a inclinacao do eixo central ¢, na forma
V=9
e a forga de cisalhamento () ¢é inversa a forca na lamina interna na forma
Q = —kAGY = —kAG (¢ — ¢,).
De forma semelhante, o momento de torcao M é inverso a inércia elastica interna na forma
M = —-FEIy,.

além disso, en vista a Figura 1, podemos descrever a forca transversal e a inércia rotacional
do elemento diferencial da barra através das seguintes equagoes diferenciais parciais:

M+ Ely, =0 (2.5.1)

Q+KAG(WY — ;) =0 (2.5.2)

M, —Q+plpy =0 (2.5.3)

Qe — pApy = 0. (2.5.4)

Assim, as equagoes (2.5.1) e (2.5.3) envolvem movimento rotacional enquanto as equagoes

(2.5.2) e (2.5.4) envolvem deslocamento transversal do elemento diferencial da viga. Elimi-

nando M e @) das equagoes (2.5.1)-(2.5.4) obtemos duas equagoes diferenciais simultaneas
em ¢ e Y:
p1ow — K(pz + 1)z =0 (2.5.5)
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onde p; = pA, po =p, b= FI e k = KAG.

A equagdo (2.5.5) descreve o equilibrio da forga transversal por unidade de comprimento
junto com o gradiente da for¢a na lamina interna, enquanto a equagao (2.5.6) descreve o
equilibrio do torque rotacional por unidade de comprimento transformando-a em momento
de torcao interna junto com a forca laminar interna. Este formulagao é conveniente para

encontrar o modo normal e a frequéncia de vibragoes livres, cuja solucao é dada na forma
de (p, ). Ver detalhes em [26, 1, 27].
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3 TIMOSHENKO COM DUAS DISSIPACOES NA FRONTEIRA

Neste capitulo, vamos apresentar um sistema de Timoshenko com condig¢oes, Di-
richlet num extremo da viga e dissipagao tipo Neumann no outro. Vamos dividir este
capitulo em duas se¢bes, numa vamos mostrar a boa colocagao do sistema e na outra

provaremos a estabilidade do sistema.

Consideramos um efeito de vibracao de uma viga homogénea de Timoshenko de

comprimento L > 0, ou seja,

prpw — Kk(pz +1)y =0em (0,L) x (0,00) (3.0.1)
ptht - bwmz + H(Soz + Z/J) = O €m (07 L) X (07 OO), (302)

onde p1, pa2, b, Kk, sao constantes positivas dadas pelo fenémeno estudado neste problema,

com condig¢oes iniciais

QD(W O) = {0, (pt('a O) = ¥1, ’QZ)(, O) = ’Qb(), Q/Jt('v O) = ¢1 €m (07 L) (303)
Assumimos efeito de dissipagao em = = L para ¢ e ¢ do tipo Neumann

b, (L,t) = —yy(L,t) t € (0,00) (3.0.4)
K(pe +U)(L,t) = —api(L,t) t € (0,00), (3.0.5)

onde v e «, sao constantes positivas. E as condigoes de contorno

©(0,-) =0, @(L,-)=0, (0,-)=0, em (0, 00). (3.0.6)

3.1 BOA COLOCACAO

Vamos estudar a boa colocagao do problema (3.0.1)-(3.0.6), via o Teorema 2.4.4,
entao, precisamos considerar um problema equivalente na teoria de semigrupos. Este

problema equivalente tem a forma:

dV

V(0) ="V,

(3.1.1)

onde Vi = (¢o, 1, %0,91) e A: D(A) C H — H é um operador associado ao sistema, ndo
necessariamente limitado e definido em H um espago de Hilbert. Agora, para conseguir

o candidato para A, trabalharemos formalmente. Considere o vetor V = (¢, s, ¥, ¥:)7,

dVv
entao, temos que o= (©1, 011, e, ), logo, em virtude do sistema (3.0.1) — (3.0.2), ao

fazer manipulagoes algébricas, obtemos que

av K

v _ L. 4
dt - (Spt ) (%—i—iﬂ)x, wt :p2wxz p2(90$+w)) .

P
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Dai, denotemos V' = (¢, ¢1, 1, ¢2)T, onde ¢1 = ; e ¢ = 14, entdo, em vista a igualdade

acima, temos que

I 0 ©
Kk 02 Kk O
av_we O aa Of|a
dt 0 0 0 ||
Kk O b 92 K
50 0 m@nl 0 \¢2
av
Portanto, o= AV (t), onde A vem dado por:
0 I 0 0
Kk 02 Kk 0O
A p1 02 0 p1 Oz 0
0 0 0 I
k O b 92 K
“ma, O @l 0

A ideia que vamos seguir, é a seguinte, decompomos A, como a soma de duas expressoes,
(A e Ay) especificas (que mostraremos em breve), ou seja, A = A; + Ay, e provaremos que
Az, é um operador continuo e que A; o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Cy num espacgo de Hilbert H. Logo, do Lema 2.4.4, vamos concluir que A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. Entao, escrevemos

A=A + A,
onde

O I 0 0 0 0 0 0

Kk 02 e
A |EE 0 0 o] 00 ag
O 0 o0 I 0 0 0 0

b 92 Kk 0 K
00 55 0 ~no. 0 il 0

Agora, para definir o dominio de A, para isso, vamos utilizar o método da energia, no
problema (3.0.1)-(3.0.5). Entéo, multiplicando a equagao (3.0.1) por ¢; e integramos com

respeito a variavel espacial em (0, L), obtemos formalmente que

L
/0 (proupr — K(pe +¥)apr)dr = 0.

Em virtude da regra da cadeia, integracao por partes, podemos ver que

dt2/ pro; dv — k(. +¥) (L, t)pi(L, t) +/ K(pz + )Pz dr = 0,

Assim, em vista de (3.0.5), temos

dt 5 / plgot dx +/ K@ + U)o de = ozgof(L,t). (3.1.2)

Logo, multiplicamos em (3.0.2) por 1; e integrando em (0, L), ou seja,

L
/0 (prtt - bw:ﬁx + '%(909: + w))wtdx = 0,
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entao, na igualdade anterior, integramos por parte, e usamos —

dt2¢t Yuthy e — 1/1 =

dt 2
Y, portanto, podemos conclir

d1

L L
75 ) 2+ 9t d — b (L ) (L. 1) + K/O (W + o) thdz = 0,

além disso, em virtude de (3.0.4), segue que
d1
dt2 Jo

Portanto, somando (3.1.2) e (3.1.3), obtemos

L L
(002 + pau)da + 5 [ (W + @i do = =L, B (3.1.3)

dw/ b2 + pot} + prep; +/ KU + @0) (U + 1) dr + dx = =y (L, 1)* — agi (L, t),

d1
dai, em vista de d—§(w + 02)% = (V¥ + ©2) (Y + 1), € da igualdade anterior, segue que

dt?/ bl + path + pro; + k(Y + @) do = =y (L, 1)* — apy (L, t).

Portanto, a energia associada ao sistema é dada por
E _1 L b 2 2 2 2 d
() =35 | (b +pothy + proi + k(e +1)7)) d

Agora, vamos impor condi¢des para que todas as operagoes feitas facam sentido, ou seja,

temos que pedir que
¢I € LQ(O,L),¢t € LQ(O, L), Ot € L2(07L) € QOx + @ZJ c LQ(O,L) (314)

Logo, consideremos
Vo (0, L) = {u € H (0, L) : u(0) = 0}.

Tomando em conta as condigoes de contorno (3.0.3) — (3.0.5) e (3.1.4), basta pedir que
e eVy(0,L), ¢ € Ly(0,L) , ¢ € Vi(0,L) e ¢y € Ly(0, L).
Entao, definimos o espago H por
H =V, (0,L) x Ly(0,L) x V' (0, L) x Ly(0, L).

Logo, precisamos definir um produto interno, este é sugerido pela energia. Entao, sejam

U = (uy,ug,us,ug) € V= (v1,v9,v3,v4) € H. Definimos
() HxH—=C

por
L
(U, V) = /0 (p1U2U72 + pQU4U74 + bu3x@ + H(ulm -+ u;;)(vlw + U3>)dZL’.

Vamos ver que de fato é um produto interno em H.



37

Proposicao 3.1.1. (-,-) é um produto interno em H.

Demonstracao. Vejamos que cumpre as quatro condigoes na Defini¢ao 2.1.6.

1. Sejam U, V,W € H, notamos que

L
U+WwW, V) = /0 (p1(uz + we)Ts + pa(ug + wy)Tg + b(usy + W3y ) T3z

+r(ue + us + wip + ws)(v1, + v3)) da
L
= /0 P1WT3 + PowaTs + bws,Usy + k(Wi + 23)(vV1e + v3)) do

L
+/0 p1u2172 + pQU4U74 + bu3x@ + Kl(ulx + u;;)(le + 03)) dx

=W V)+ (V).
2. Seja A € C, entao

L
(AU, V) = /0 P1AULTs + poAugTs + AU, Tsy + KA (U1, + uz)(vig + v3)) dx

L
= )\/0 P1U2V2 + PoUaVy + bugx@ + H(le + ug)(vu + Ug)) dx
— AU, V).

3. Andlogo a 1. e usar \Z; + Z5 = NIy + Zy, para Zy, Z, € C.

4. Suponha que (U,U) = 0, vamos ver que U = 0. De fato, tenhamos em conta que

se
b 2 2 2
(U,U) = /0 p1u; + pouy + bus, + K(ui, + ug)® doe = 0,

portanto us,us = 0, ug, = 0 e uy, + uz = 0. Entao, primeiramente notamos que, como
uz, = 0, segue uz = ¢, em que ¢ é uma constante, além disso, como uz € Lo, exite
(u5(0))nen que converge q.t.p para ¢, ou seja, uy(0) — ¢ q.t.p, em virtude de que uz € V'
(u3(0) = 0) e pela unicidade do limite, concluimos que uz = 0. Finalmente, em virtude de
U1, = —ug, obtemos u; = ¢, mas como u; € V', podemos concluir que u; = 0, portanto

U=0. ]

Logo, consideremos

U5 = (U, U) = &lla + ¢lI7, + 0I¥allL, + pilléillz, + p2lléll,

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢2) € H. Levamos em conta que || -||3, é a norma em H que provém
de (+,-). Agora, vamos mostrar que (H, ||U||) é um espago de Hilbert. Para isso vamos

ver que ||U||y é equivalente & norma natural || - ||, em H, dada por

1O« = llpallz, + 19allz, + follz, + [d2llL,.
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Proposicao 3.1.2. (H, ||U||) ¢ um espago de Hilbert.
Demonstracao. Similar a demostracao da Proposigao 4.1.2 do seguinte capitulo. O]

Agora, vamos definir o dominio de A, notamos que, se U = (¢, ¢1,1, ¢2)T €
D(A) C H, entdo U € H, ou seja,

¥ € H3<07L)7¢1 € L2(0>L)>¢ € ‘/01<Oa L) € ¢2 € L2(07 L)

Da definicdo 2.4.2, precisamos que AU € H, que é equivalente a resolver, dado (f1, fo, f3, f2)T €
‘H, o problema

(bl = fl € H&<07L)7 ¢2 = f3 € VOI(O,L)

;m )y = fo € Ly(0, L) (3.1.5)

L. (o) = i € La(0.L), (3.1.6)

P2

Junto as condigoes (3.0.4)-(3.0.6), para isto usaremos o Teorema de 2.1.1 e propriedades
de regularidade do espago das distribuigoes. De fato, sejam W e ® em V' (0, L). Logo,
multiplicamos por ® e ¥ em (3.1.5) e (3.1.6) respectivamente e integrado em (0, L),

portanto, obtemos

L _ L ,__
/ /ﬁ((px—i—w)mfbdx:/ Fo® da (3.1.7)
0 0

L _ L ,__
/ (Whaw — k(s + )T d = / Fi0 da, (3.1.8)
0 0

onde fg =pifoe f4 = p1f4. Agora, tenhamos em conta que

L

L o _ L —
| (et 0).Bda = (o + 08|~ [ (o0 +0)B o
0 0

0

em vista que dc Vol, temos que

/OL k(e + )P dr = —k(p, + ) (L)P(L) — /OL k(pz + )P, da.

Logo, em virtude (3.0.5), obtemos

L

[ st 0 Bdr = afi (D)~ [ (ot 9B (3.1.9)

Por outro lado ¥ € V!, assim,

L o . L _
| bW de = —bi (LYB(L) — [ 0.0, da.
0 0
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Além disso, como by, (L) = —vy¢o(L) = —vf3(L), segue

/ b U d = ~ f5(L)T(L) — b/ bW, dr. (3.1.10)
Logo, somando (3.1.7) e (3.1.8), substituindo (3.1.9) e (3.1.10), podemos concluir
L _ L ,_ ~ _
| bt sl + ) @) de = [ (i o) do (L)L)
+afi(L)P(L).
Entéo, escrevemos a(W, V) =T1(V) + N(V) onde W = (¢,v), V = (P, ¥) e

(3.1.11)

aW.V) = [ 00,0, + (o + )@ T W de . N(V) = 9L ATLA) + afi()(1)

L ._ . _
L) = [ (F+ ) ds
Logo, escrevemos T'(V') = T1(V)+ N(V'), portanto, o problema (3.1.5)-(3.1.6) ¢ equivalente

a resolver
a(W,V)=T(V). (3.1.12)

Agora, consideremos

F =V;(0,L) x Vi (0, L),

podemos mostrar que
a(+,"): FxF —=C

dada por
aW.V) = [ 0T+ (s +0)(@, 5 ),
¢ um produto interno em F, mais ainda, continua e coerciva e que 1" : F — C dada por

V) = [T+ 1) + (L V(L) + oy (L)F(L) d

é um funcional continuo em F, entdo, em virtude do Teorema de 2.1.1, o problema (3.1.5)-
(3.1.6), tem solugao. Assim, devido a arbitrariedade de ® e ¥, passando pelo espago das

distribuicdes, segue que:
0 € Vi (0,L)N H*(0,L) , % € V3 (0,L)N H*(0,L) , ¢1 € Vg (0,L) e ¢y € ViH(0,L).
Portanto
D(A) ={U €H:pec Vi 0,L)NH*0,L),¢1 € V) (0, L), € V(0, L) N H*(0, L),
¢2 € V5 (0, L), k(s + ¥)(L) = —agi(L) e bibu(L) = —y¢2(L)}

onde U = (90,¢1,¢>¢2)T-
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Lema 3.1.1. A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy.

Demonstra¢io. Em vista que A = A; + A, entdo, é suficiente ver que A; é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy e que A, é um operador continuo. Logo, pelo
Lema 2.4.4, obtemos que, A = A; + Ay é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy.

Observagio 3.1.1. Sea T'(t);>0 é um semigrupo de classe Cy, cumprindo ||T'(¢)|z < e,
w > 0, se consideramos S(t) = e “'T(t), entao este é um semigrupo semicontinuo de
contragoes. Se A é o gerador infinitesimal de T, entao A — wl é o gerador infinitesimal de
S(t). Por outro lado, se A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de contragoes
S(t), entao A + wl é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. T'(t) satisfazendo
IT@®)|lz < e’ Ver [13] pagina 12.

Entao, primeiro vejamos que A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy. De fato, basta ver pela observacao anterior, o Teorema 2.4.5 e em virtude do

teorema 2.4.3, que as seguintes condi¢oes sao verificadas:

1. Para todo U € D(A,), existe C > 0, tal que Re (AU, U), < C||U|?, onde (). é

dado por
L

K b
(U, V), = / — U1 Vg + — U3, U3z + UgV2 + UsTy dir,
0 P P2

para todos U = (uy, ug, uz, ug) € V= (v1,v9,v3,04) € H

Observagio 3.1.2. Caso Re (AU, U), < C||U|]?, seja verdadeira, como || - || é
equivalente a || - ||, podemos deduzir que, para alguma constante C' > 0, se verifica

que,

Re (AU U), < C|UJSE
— O(U,U).
= (CU,U),,

e dai, segue que
Re (AU U), — (CUU). <0,
portanto, obtemos
Re((A, —C U, U). <0,
ou seja, (A; — C 1) é dissipativo.

2. eima (A; — X)) = H, para algum A > C.
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Verifiquemos primeiro 1. Isto é, vamos mostrar, que para todo U € D(A,), existe C' > 0,
tal que Re (AU, U), < C||U||%. De fato, seja (p, ¢1,1, ¢2) = U € D(A;), entao,

RPzq b Tx
(¢1a L4 7¢27 w

),
portanto, ao aplicar produto interno com U, obtemos
Lk b — kK — b _
0 \P1 P2 P1 P2
logo, usamos integragao por partes, que z — z = 2img(2)i e que @, € V', temos que
Lk b — kK — b
(Aan U)* - / (Qslw%_’_ 7¢2a}¢$ - 790a:¢1$ - ¢m¢2x> dx
0\, P2 P1 P2
b — K _
+—.(L)d2(L) + —pu (L)1 (L)
P2 P1
, Lfw b, — ) —
0 \p1 P2 P2
K _
P1
Entao, consideramos parte real na igualdade acima, podemos ver que
Re (AU U), = *wx( )¢2(L) + o E ou(L)dr(L).

Assim, substituindo as condigoes (3.0.4) e (3.0.5) na igualdade anterior, concluimos

Re (AU,U), :iw J8(L) + L on(L)F(L)

P1
K

- "}/ -
= —¢u(L)¢1(L) — —|¢o(L)[?
P1
- ’}/ -
( KY(L) — adr(L)) 1 (L) — —|da(L)[*.

P1 P1

Logo, na igualdade anterior, distribuimos, removemos os termos quadraticos, aplicamos
modulo, usamos a Proposigao 2.1.6 e substituimos (3.0.5), entao, temos que

Kk2c(e)

ap1

Re (AU,U), < [W(L)]* + & Cla, K)o (L)), (3.1.13)

em que € > 0 é arbitrario e C'(o, k) > 0 é uma constante dependendo de « e k. Logo,
notamos que, como ¢ € V' e (0, L) é um aberto classe C' limitado, segue do teorema de

imersao continua, que
L
DE< [C el dr,
0
e substituindo esta equagao em (3.1.13) e escolhendo ¢ suficientemente pequeno, obtemos

que
Re (AU U), < C|U
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Verifiquemos 2. Para isto, temos que conseguir A > 0, tal que o operador (A — A;)
¢é sobrejetor, isto é equivalente a conseguir uma solucdo ao seguinte problema: dados

(fi, fos f3, f1)T = F € H e A > 0 mostrar que, para algum U € D, se verifica que
(M — AU = F,

que por sua vez é equivalente a, achar (o, ¢1,1, ¢2)T = U € D (A,;), tal que

Ap—¢1 = fi (3.1.14)
Ap1 — ;wm = fa (3.1.15)
M) — ¢y = f (3.1.16)
Apz — qu/fm = f1. (3.1.17)

Logo, das equagoes (3.1.16) e (3.1.17), obtemos que

A — fi) — ;wm —

como F' é fixo, é suficiente resolver a seguinte equacao diferencial de segunda ordem com

valores de fronteira,
b
Nip— — e = fa+ A, (3.1.18)
P2
junto a condigao ¥(0) = 0 e a condicao

0o (L) = =y (A — fs) (L), (3.1.19)

que vem da condi¢ao (3.0.4) e a equagao (3.1.16). Logo, o polindémio carateristico do

problema homogéneo de (3.1.18) é

b
LI Y]
P2
1 1
e como \ > 0, temos que as raizes sao, m; = \ (p%) Yemy=—\ (p%) ? . além disso, como

as raizes do polinémio carateristico sao, reais e diferentes, pelo método de variacao de

parametros, temos que a solugdo vem dada por

z A nh
Y(x) = csinh (myx) — P2 / (Ja(s) + Afy(s)) sinh (1 ) ds, (3.1.20)
bmq Jo emis
onde ¢ ¢ uma constante unicamente determinada pela condigao by, (L) = —v (A — f3) (L).

Logo, em virtude de (3.1.16), podemos conseguir ¢, a partir de 1) e como f3 € Vj e (3.1.20),
obtemos que ¢ € H', $2(0) = 0 e de (3.1.19), finalmente, temos que b, (L) = —vypo(L).

Agora, tendo em conta (3.1.14) e (3.1.15), obtemos

KR
A(ASO - fl) — Pz = f27
P1
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como F' é fixo, surge o problema com condig¢oes de contorno:
K
N — —up = fo+ A1,
P1
junto com a condigdo ¢(0) =0 e de (3.1.14) e (3.0.5) segue a condicao

K(pr +)(L) = —a(Ap — fi)(L).

Analogamente ao problema (3.1.18)-(3.1.19), achamos ¢ € H?, e em virtude de (3.1.14),
obtemos ¢; € H*, além disso, podemos verificar que ¢1(0) = 0 e k(p, +v)(L) = —a¢p:(L),

ou seja, U € D (A;) como queriamos, assim provamos a condigao 2.

Logo, do Teorema 2.1.2 e do Teorema 2.1.3, obtemos que A;, tem dominio denso
em H e do Teorema 2.4.3, segue que A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy. Agora, vamos ver que A, é limitado. De fato, seja (¢, ¢1,1, ¢2) = U € D(A),

entao I k i
AQU = (07 72/}:% 07 — P — 71/})7
P1 P2 P2
e como ¢, € ViH(0, L), temos que

1/<:2 1k:2
Ul. = [ Sv2d N
| AU /Op%wx x+/0 e (@ —1p)" dx
1 1
< 2 — ) >
_CO(/O b¢xdx+/0 k(0o — )} do

< CollU |l
além disso, como || - ||« e || - ||, sdo equivalentes, existe C' > 0, tal que ||U||% < C||U]||«, €
dai, segue que A, é limitado.

Finalmente, como A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo classe Cy, A, é
limitado e A = A; + Ay, entdo do Lema 2.4.4, segue que A é o gerador infinitesimal de

um semigrupo classe C. O]

A existéncia e unicidade do problema (3.1.1), segue do Teorema 2.4.4 e portanto o

problema (3.0.1)-(3.0.6) tem uma tnica solugao.

3.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Na secao anterior, foi mostrado que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
classe Cy. Nesta secao, vamos provar a estabilidade desse semigrupo. Para isso, vamos
fazer uma abordagem direta, desde a Definigao 2.4.4, ou seja, se S(t);>¢ é 0 semigrupo

gerado por A, entdo, temos que ver, que existem w > 0 e M > 1, satisfazendo
1St cre) < Me™™", (3.2.1)

para todo t > 0. Primeiro vamos fazer observacoes que permitirao simplificar algumas

operacoes,
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Observagio 3.2.1. Sejam ® € V! e ¥ € H!, entdao da desigualdade de Minkowski e a

desigualdade de Poincaré, obtemos
L L L
/ 20, dr < 2/ (@ +0,)2 da + 20,,/ o2 da. (3.2.2)
0 0 0

Observagdo 3.2.2. Vamos supor sem perdida de generalidade que L = 1, isto para simplificar
algumas das estimativas, no caso L qualquer, basta com escolher apropriadamente as

constantes de controle que aparecem mais na frente.

Observagdo 3.2.3. Lembremos que a energia associada ao sistema, esta dada por

B0 =5 [ (002 + po + pich + w(ou + 9

Mais ainda,

d

SB() = —1l62(L, 1) — alen (L 1) (3.2.3)

Agora, vamos dar um esbogo, de como vamos abordar o problema. Sejam S(t);>0 0
semigrupo gerado por A e Uy € D(A), entdao S(t)Uy = (i, @1, 1, ¢)T. Logo, construimos

uma aplicacao
F(t) = ptE(t) + G(S(t)Uy), (3.2.4)

onde p = u(p1, p2, b, k) é uma constate positiva, que depende s6 das constantes no sistema
(3.0.1)-(3.0.2), E(t) ¢ a energia associada com S(t)U, e G(-) é um funcional adequado no
espago H, tal que

|G(U)| < C||U||? para todo U € H. (3.2.5)

Agora, notamos que, como || - ||, e ||+ || g s@o equivalentes, entao, existem d; = d;(p1, p2, b, k)
e dy = ds(p1, p2, b, k) constantes positivas, que dependem s6 das constastes do sistema
(3.0.1)-(3.0.2), tais que

di||SHUp||? < E(t) < do||S(t)Up||? para todo ¢t > 0. (3.2.6)
Provaremos que a aplicacdo F' tem a seguinte estimativa uniforme em #,
|F ()] < My||UollZ, (3.2.7)

onde M; = M (v, «) é uma constante positiva unicamente dependendo das constantes da

dissipacao (3.0.4) e (3.0.5). Agora, tenhamos em conta que, para t > 0 temos
tdi | SOUI2 < |utE(#)],
pela desigualdade triangular, obtemos

tdi | S UO|I3 < [t E(t) + G(S()Uo)] + |G(S() o)l
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e substituindo as estimativas (3.2.7), (3.2.3) e (3.2.5) na desigualdade anterior, segue que
td, | S()Uo|Z < M| U3,

onde My = Ms(y, ) é uma constante positiva, dependendo unicamente das constantes
da dissipagdo (3.0.4) e (3.0.5), e vale para todo t > 0, isto é, temos uma estimativa
uniforme em H da solugdao, mais ainda, tem decaimento polinomial. Finalmente, de
tdy ||S(t)Up||? < My||Upl|?, usando densidade e do Corolario 2.4.3, segue a estabilidade
exponencial, pois a solucao decai polinomialmente no mesmo espago H. Agora, vamos

enunciar e provar o resultado de estabilidade exponencial do semigrupo S(t):>o.

Teorema 3.2.1. O semigrupo S(t);>¢ gerado por A é exponencialmente estdvel.

Demonstragio. Seja Uy € D(A), do Teorema 2.4.4 temos que, existe uma tnica solugao

do problema (3.1.1), tal que

S(t)Uy € C*([0,00); H) N C([0,00); D(A)), (3.2.8)
:ZtS(t)Uo = AS(t)Uy para todo ¢t > 0, (3.2.9)

onde
S)Uo = (e(x, 1), pe(@, 1), (. 1), Pu(x, 1)), (3.2.10)

e ¢ e 1 satisfazem (3.0.1)-(3.0.6). Logo, vamos construir a aplicacdo F' da equagao (3.2.4).
Pela Observacao 3.0.2, podemos considerar L = 1. Definimos F': [0, 00) — R, dada por

1 /1 1
F) =ty [ (002 + pat? + prigh + rlpe + 00+ 1 [ apips do
Io
1 d 1 1 d 1 1 d
+m[}%ﬂ&x+2+ymzjw¢x—2+ym[;%¢x>

I I I3

(3.2.11)

onde u e v, sdo constantes a serem determinadas mais tarde. Consideramos G : H — C

dado por
3

G(U) = Z I,

n=0
podemos mostrar que G € H' e que cumpre (3.2.5), para U = (p, ¢1, 1, o) € H. Por

outro lado, em virtude de (3.2.8) e o fato que

p1oe = K(pe +¥)a
,02¢tt = bl/}ac;r - /{(9033 + 77Z})7
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onde k(@ + 1)y € biby, — K(pz + 1), estdo em Lo, concluimos que @y, ¥y € Lo. Além disso,

usando o fato anterior e (3.2.8), obtemos que F(t) é derivavel e usando (3.2.3), temos que

d

CP() = nB() + pt B +§:Dt

, (3.2.12)
— WE(t) -ty (L,1) — tnagd(L,t) + 3 D1,

n=0

d
onde D, denota a derivada com respeito t, isto é, D; = a Assim, vamos calcular D;I,

para n = 0,1,2,3. Primeiramente, consideremos n = 0, temos que

1 1
Dyly = p1/0 TPup, dr + ,01/0 TPy do. (3.2.13)
2
Como sabemos que d—?t = P, entao, aplicando integragdo por partes em (3.2.13)
x
obtemos,
1
DI, = '01/0 T P10y dr + %gp (1,t) — p21 902 dx. (3.2.14)

Logo, substituindo a equagao (3.0.1) em (3.2.14), temos que

1
DIy = /0 T (K(Pzz + V2)) @r dz + 5 got(l t) — '021 gpz dz,
, d o2 . )
além disso, como sabemos que o Vrpze € ©i(0,1) = 0, podemos concluir ao integrar

por partes a equagao acima, que

1 1 /1
Dily = %¢3(1,1) — %/ Ky do + 5/ 2oripaty du + G (L, 1)
0 0
1
%/ ©? da.
0

Agora, vamos calcular D,[I;, notamos que

(3.2.15)

1 1
DI = P2/0 TPy do + ,02/0 TYpipyy da.

Além disso, de forma andloga aos célculos feitos para obter (3.2.14), podemos concluir que

DI, = ,02/ i), do + pzwt 1,t) / 1/115

logo, da equagao (3.0.2), podemos ver que

D, :/le(bwm— o — k) p dz + 2 wt (1,1) _7/ V2 d

= [ bt — rmpets, — rrg) do+ 20210 - 2 [Cuia,
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2 d 2
dai, em virtude de que ¥(0,t) = 0, dw2 = Vs, ¢2 = Yn), ao aplicar integracao
dx
por partes na igualdade acima, obtemos

DI, — ¢21t —f/ W2 o+ w21t /de—f/ Uerpyily dr

(3.2.16)
V20,0 -2 [ g2 de
Calculemos D;I5. Notemos que, tendo em conta (3.0.2), temos que
P2
D, =
12 2
1 ! P2 Lo
= b T z / d 5
s | b — s — ) 2+Hwta:
1 1
= bt)sa ¥ — 2
7 | (bt = = ?)
aplicamos integrando por partes na igualdade anterior, assim obtemos
Dby = o (L)L) — o [0 (L)
t2_2+yza ) 2+VOI 2+V§07 )
(3.2.17)
+“/1wd k/lw2d+
e dr — —— x
2+vJo 4 o 2+vJo
Finalmente, calculemos D, I3, notamos que
Dt_lg = d..'L'
Gy d d
__2—|—V/0 (%x+¢x)90 x_i/ th T
=__= /1( + ) d P /1 2dx
T oy fy PP T VRP 21 v Tt
como ¢(0) = 0, entao, ao aplicar integracao por partes, obtemos que
K K 1 K 1
Dils = ——" 0 (1,8)0(1,1 —/ 2 ——/ o d
i13 rypPeLet) + o | pdr — o= | e da
(3.2.18)

P1 /1 9
— dx.
24+vJo i
Observagao 3.2.4. v e i sao constantes positivas a determinar e sua escolha vai depender
das constantes no sistema (3.0.1)-(3.0.5).

As constantes v e p, serdo escolhidas para que a derivada de F seja negativa a
partir de certo T', ou seja, para que F' seja decrescente fora de um compacto e no compacto
[0,T] vamos ter controle, e logo a conclusao do Teorema 3.2.1, segue do fato que F(t)

nestas condigoes, cumpre (3.2.7), para todos os valores de t.
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Observacao 3.2.5. Note que
b b 1 b !
_ d :_7/ 2d _7/ 2d )
s [ wde == [wide— 7 [vlde

1YL, < CIVY L,

Usando a obsevagao acima, podemos escolher v > 0, tal que cumpra

oM _“ <o (3.2.19)

1
Esta condigao é para garantir controle no sinal da soma dos termos com fator / ? dx
0

em — F'(t), que nao acompanham .

dt

d
Agora, desenvolvendo o produto notavel na energia e agrupando todos os termos de — F'(t)

dt

1
com fator / ©? dr, temos que
0

K K 1
Uipt — 2 / 2
(/w 2+2—|—V>0% “

como precisamos que esta expressao seja negativa, vamos impor, que p, seja tal que

K K
2K — — <0 3.2.20
s 2+2+l/_ ( )

Finalmente, vamos impor uma segunda condi¢dao em p, para que a soma de todos os

1
termos, que faltam por controlar em £F (t) com fator / V2 dx seja negativa, isto &,
0

LA /1¢2d
21 4 CHTERR] ) Ve

entdo, para garantir o niimero acima seja negativo, pedimos que

b b
— ——+b 2 < 0. 2.21
S 4+ w42k <0 (3 )

Em resumo, escolhemos v, que cumpra (3.2.19) e escolhemos p, tal que cumpra (3.2.20)-
d
(3.2.21), entdo a soma dos termos integrais em %F(t) é negativa.

Observagao 3.2.6. Como ¢, 1 se anulam no ponto extremo (0,¢), da desigualdade de

Poincaré, segue que

1
o(1,1)? g/ 02 do (3.2.22)
0

1
W(1,1)? g/o W2 da. (3.2.23)
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d
Agora, queremos controlar o signal dos termos pontuais em —F'(t), entdao, de

dt
(3.0.5), temos que
k
gy el ORLD) = (L0 =~ () + vl ) e(LD)

= 1,)p(1,t
2_{_”%015( ) )90( ) )7

logo, dado ¢ > 0. Usando a dissipacao e em virtude desigualdade de Young 2.1.6 e a

equagao (3.2.22), entao da igualdade anterior, concluimos que
aCl(e) ,
2+ %(1 t)
(3.2.24)
2
d
+2 npy /0 P AT

b
. (1,t)1(1,t) em D,I5, usando a desigualdade
v
de Young 2.1.6 e (3.2.23), conluimos que

v < 150

k
00 - 5| <

Por outro lado, notamos que, para 5

2(1, 1) / W2 da. (3.2.25)

Entao, como ¢ é arbitrario o escolhemos suficientemente pequeno para a soma dos termos

. . d .
integrais em %F (t) permaneca sendo negativa.

Agora, tenhamos em conta que, para T' = T'(p1, p2, K, b,7, @) > 0 suficientemente grade,

podemos garantir o sinal negativo do resultado da soma de todos os termos pontuais de
d
—F(t), isto é,

dt
Sk P
0 > 52000 + SuR(10) — rR(L1) — tnogd(L 1)+ g1
aCle ~vC(e
F5U20.0 + 2000+ G0 + FO L
para todo ¢ > T'. Por outro lado, para t > T', temos que
d
—F(t
SR <0,

ou seja, para todo t > T, F(t) é decrescente, entao, tendo em conta (3.2.5), obtemos
F(0) = G(S{t)Uo) < |G(S()Uy)| < C1l[Uoll?
assim, segue que para todo t > T,
F(t) < Cil|Go3,

isto é, (3.2.7) se cumpre, para o intervalo (7, 00). Além disso, para ter controle no compacto

[0, T, notamos que, como F' e continua, atinge um maximo, isto é,

F(t) <TE(t) +|G(SHUo)] < Co||UollZ,
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entao, obtemos a limitacdo tomando o maximo entre as contantes C e Cj.

Finalmente a conclusao do teorema, segue de fazer os passos como no esboco,
no comego da segao, a partir da equagao (3.2.7). Isto é, S(t)i<o ¢ exponencialmente

estavel. O]
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4 TIMOSHENKO COM UMA DISSIPACAO NA FRONTEIRA

Neste capitulo, vamos a provar a existéncia, unicidade e estabilidade exponencial
para um sistema de Timosheko, com condi¢oes de contorno: Para ¢ Dirichlet e para 1)
Dirichlet num extremo da viga e dissipacao do tipo Neumann no outro. Consideramos um

efeito de vibragdao numa viga homogénea de Timoshenko de comprimento L > 0, ou seja,

prpw — k(pz +1), =0em (0,00) x (0,L) (4.0.1)
poy — by + K(pr + ) =0 em (0,00) x (0, L), (4.0.2)

onde, p1, pa2, b, Kk sdo constantes positivas, dadas pelo fendomeno estudado neste problema.

Junto com as condigoes iniciais,

90(07 ) = %o, QDt(O, ) = ¥1, ¢(Oa ) = 77007 'th(o, ) = 7701 €m (07 L)a (403)
assumimos o efeito dissipativo agindo no extremo x = L, dado por
bib,(t, L) = —yi4(t, L) em (0, 00), (4.0.4)

onde v é um coeficiente viscoso estritamente positivo. E no extremo z = 0, consideremos

as condigoes de contorno:

©(,0) =0, ¢(,L)=0, (-,0)=0, em (0,00). (4.0.5)

4.1 BOA COLOCACAO

Agora, a ideia é estudar o problema via o Teorema 2.4.4, para isto, precisamos
considerar um problema equivalente com a forma do problema de Cauchy (2.4.2.)
Entao, precisamos definir um candidato ao operador A do problema (2.4.2), para este
objetivo, vamos seguir um procedimento similar ao usado no estudo de EDO para sistemas
lineares, com a diferenca que agora estamos trabalhando com operadores nao necessaria-
mente limitados.
Seja V = (¢, v, ¥, )T Queremos ver o problema (4.1.2)-(4.0.5) da forma

dVv
- = t) t
pr AV(t) t>0 (4.1.1)
onde ‘/0 = (5007 @1, ¢0a ,lvz)l)T’
Entao, notamos que,
av
i = (@t»@tt7¢ta¢tt)T7

em virtude do sistema (4.0.1) — (4.0.2), obtemos

dVv K

) b E
E _ (SOt ) (pr‘i’w)xa wt 7p2’¢x€t (@x"'w)) '

P p2
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Logo, usando a notagao V = (¢, ¢1, ¥, ¢2)T, onde ¢y = ¢y e ¢ = ;. Assim, temos que

o problema de Cauchy é da forma,

0

1 0 ©
Vv _|nE O aa Of|e
dt 0 0 0 1 (0
5 0 g5 0 \e
Logo, o candidato a operador A, é
0 1 0 0
Ao | mE 0 5E 0
0 0 0 1
e O om0

Agora, precisamos definir um espaco ‘H e o dominio de A nesse espaco H, para assim
poder afirmar que A estd bem definido. Para isso, usamos o método da energia. De fato,
multiplicamos a equagao (4.0.1), por ¢, e integrado com respeito a variavel espacial em

(0, L), obtemos formalmente que

L
/0 (Prpwpr — K(@e + 1) o4pr) dz = 0,

dai, ao separa a integral, temos que

L L
/0 P11 dix _/0 K(pe + ¥z dx = 0. (4.1.2)

1 11

Agora, vamos trabalhar estas duas integrais por separado, tenhamos em conta que

T T 018 .
0 tt¥'t it2 Jo t ) p n t tt¥'t

Por outro lado, para I1, podemos ver que
L

L
Il = /0 K(pe + U)o de = k(pz +0) gy — /0 K( Py + V)P da,

L
como —k(p, + 1)y
0

= 0, por (4.0.5), segue na igualdade acima que

L L
1= [ hlge+¥hape == [ 5lpe +¥)o1 do.

Logo, ao substituir / e I1 em (4.1.2), obtemos

72 / prp? da +/ K(e + V)i dr = 0. (4.1.3)

Posteriormente, multiplicamos (4.0.2), por v, e integrando em (0, L), entdo, obtemos que

L
/0 (P21t — Wuy + K(p2 + )0 da = 0,
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entao, temos que

L L L
0 0 0

117

Resolvemos a integral I1] separadamente, ou seja,

L L
III=b /0 Duatbed = biby (£, DYr(t, L) — biby(t, 0)aby (£, 0) — /0 byt da,

e pela condigao (4.0.5), que bip,(t, L) = —vy1(t, L) e que ¥ (t,0) = 0, obtemos que

L L
b /0 Yaathy d = 3]iby(t, L) — /O buthns da,

entdo, ao substituir a igualdade acima em (4.1.4), podemos ver que

d1

L L
dt2 Jo (bwiﬂ’?d’tz)d@"*“/o (0 + o) do = =3[t (¢, L), (4.1.5)

Assim, somando (4.1.3) , (4.1.5) e reagrupando, obtemos

d1l (L 1 /L
) (b2 + potp? + pr}) da + 5/0 261 + 0, (Y + Pta) do = |y (t, L)|?.
Agora, em virtude de que 2k(, + V) (par + V) = L(p, + )%, temos da igualdade acima,

que

d1l Lt d1l Lt

L 2 2 2 at 2 _ L2
72 (wa+pzwt+ms@t)d:v+dt2 ; k(1 + 0a)” dr = —y[hy(t, L)|%,

portanto,
d1l L
dt 2 /o bzbi + PQ@/&Q + P1<P§ + (Y + po)* dr = —7[y(t, L)%

Finalmente, concluimos da igualdade anterior que, a energia associada ao sistema ¢ dada

por
1 L
E(t) = 5/0 (Y2 + patf + 1} + K(pr + ¥)?) da.

Agora, lembremos, que todas essas contas foram feitas formalmente, portanto, vamos
impor condic¢oes, para que tenham sentido. De fato, para que E esteja vem definida,

precisamos impor as condigoes
¢x c LQ(O,L),¢t € LQ(O, L), Y € L2(07L) € QOr + 1/} € LQ(O,L)

Consideremos

Vo0, L) = {u € H(0, L) : u(0) = 0},

como precisamos que se compran as condigoes de contorno (4.0.5), pedimos que,

© € HY0,L) , ¢, € Ly(0,L) , 1 € Vi (0, L) e 1y € Ly(0, L).
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Portanto nosso espaco é
H = Hy(0,L) x Ly(0, L) x V5(0,L) x Ly(0, L).

Logo, temos que ver H é um espago de Hilbert, assim, precisamos definir um pro-
duto interno, este vem sugerido pela energia, isto é, dados U = (uy,uq, us,us) € V=
(v1,v9,v3,v4) € H, definimos

():HxH—C

por
L

(U, V) = ; (p1u2T2 + pous¥y + bus,Us; + K(u1, + ug)(vie + v3))de.

Proposicao 4.1.1. (-,-) é um produto interno H.
Demonstracdo. Anéloga a da Proposigao 3.1.1. O]
Entao, consideremos

1015 = (U, U) = lla + ¢IL, + 0l¥allL, + pilléillL, + palléallL,

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢2) € H. Notamos que, ||-||3, ¢ a norma em H que provém de (-, -),
queremos ver que (H,||U||») é um espago de Hilbert, para isso, vamos ver que [|Ul||y é

equivalente a uma norma natural em .

Proposigao 4.1.2. (H,||U||x) € um espago de Hilbert.
Demonstragio. Seja U = (p, ¢1,1, ¢2) € H. Basta ver que ||-||3 é equivalente a ||-||., onde
1Ul« = llpallze + 1z, + l@allz, + [d2llL,- (4.1.6)
De fato, podemos observar que
1Tl < &ll@allzs + 19112.)* + Bllelz, + pilldillz, + pallalZ,
entao, em virtude da Proposi¢ao 2.1.4, temos que
1Tl < 46(ll@allz, + 1912,) + 0llvallz, + prlleallz, + p2lld2llZ,
logo, como v € Vi (0, L)), temos pelo Coroldrio 2.3.1 que,

10l < 4k(lleallL, + CTlIvallL,) + bllallL, + prlléallL, + pall2llZ,-

Fazendo distributiva, agrupando, e escolhendo Cj; o maximo das contantes (em vista de
que vVa+b < /a+ Vb, para a,b > 0) obtemos

1
Ul < CRllU s



Por outro lado, vemos que:

loallre < llpe +9 — llL,
< ||SO$ +77Z)||L2 + ”¢||L2’

entdo, como 1 € V(0, L), pelo Coroldrio 2.3.1, temos

1@l < ll@a + PllL, + Culltbal L,

Portanto, da desigualadade e a defini¢ao de ||-||., obtemos

U1+ < llpa + iz, + (1 + C)llllz, + 101]l2, + @22,

< (14 C)(lox + Yl + 1Velle, + [l@1llz, + 162]lL,)
< (1+Ci)(

1 1
Ul + =10l + ==Vl + —=I1Ul30)-
P2 P1

1 1
Jalll+ Ul + 7 NG

Finalmente, concluimos que

Ul < Ul < CllUn,

isto é, ||||% é equivalente a ||-||«, portanto (H, ||U]|%) é um espago de Hilbert.

95

]

Agora, vamos definir o dominio de A. Entdo, seja U = (¢, ¢1, %, ¢2)T € D(A) C H,

Assim U € H, ou seja,
¢ € Hy(0,L),¢1 € La(0,L),1) € Vg (0,L) e ¢ € Ly(0, L).
Logo, pela Definicao 2.4.2, devemos ter que AU € H, em outras palavras,

¢1 € HI(0, L), ¢o € Vi (0, L)

" (0o + ¥)a € L(0, L)

1

b —K
P2 P2

(4.1.7)

(4.1.8)

Logo, usando o Teorema 2.1.1 e propriedades no espaco das distribuicoes, obtemos de

(4.1.7)-(4.1.8) que

0 € H3)0,L)NH*(0,L) ,v¢€VH0,L)NH*(0,L) ,¢1 € H3(0,L) e ¢y € V5 (0, L),

e portanto

D(A)={Ue€H:pc H)0,L)N H*0,L),¢ € Hy(0,L),v € Vy(0,L) N H*0, L),

P2 € ‘/()1(07 L) e by, (L) = —y¢a(L)},

onde U = (¢, 41,7, da).
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Proposigao 4.1.3. A é um operador dissipativo.

Demonstragao. temos que ver
Re(AU,U) <0, YU € D(A).

De fato, notamos que, se U = (¢, ¢1, v, ¢2)T € D(A), entao, temos que
T
(.AU, U) - (( ¢1 ) (903: + 2/}):zc; §b2 ) Q/Jm: pl{ (903: + ¢)> ) (907 ¢171/}7 ¢2>T) )
isto é,
A0 = [ (o (£ e+ 002) B+ (v + ) 8 )
9 - 0 P1 o P T 1 P2 xx p Pz X
L o -
[ (0620 + (01 + 62)(or + 0) da

logo, fazendo distributiva e separando a integral, obtemos

L . L _ L J—
(AUU) = [ wlpe +0)adido+ [ bndade = [ wlp+ )2 do

y (4.1.9)
+/ bgng% dzrgy + / K(¢1a + 02) (00 + ) da

Agora, resolvemos as integrais IV e V separadamente, primeiramente, para IV, temos que

|k L S
1V = [ wpat 001 de = e+ 00| = [ wlipa + 0o

L

assim, como ¢; € Hi, entdo s(p, +1)d1| = 0, e portanto, temos na igualdade anterior
0

que

1V = / k(e + 1) qbldx:—/OL k(e + V)1, d.

Posteriormente, para V', notamos que

L . .
:/ Dbty dit = biby (L) (L) —bby (0 / b at dz = —y|da(L |—/ by du,
0

esta tltima desigualdade é justificada por, ¢o € Vil , bb,(L) = —y¢2(L) e propriedade dos

nimeros complexos. Portanto, substituindo IV e V em (4.1.9) e reagrupando, temos que
L L _ L
(AU,U) = —/0 k(g + V) (P12 + ¢2) do + / by 1), dr — /0 b, o d:
+ [ 61+ 9a)a T 0] dr —2ln( D)

:_/0 K(0n + ) (G + 62) dx+/ K1z + @2)(r + ) d
+ /0 T /0 b pa dx — 6o (L)

L L _
= Qimg(/o K(pz + ) (b1e + ¢2) dz)i + 2img(/0 boupy d)i — | ¢o(L)|*.
Assim, concluimos que Re(AU,U) < 0, isto é, A é dissipativo. O
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Agora, lembremos que queremos provar a existéncia e unicidade de solugao, entao,
vamos primeiro provar que, 0 € p(A), ou seja, basta provar que —A é invertivel com sua

inversa continua.

Proposicao 4.1.4. 0 € p(A).

Demonstracdo. Primeiro vamos ver que —A é invertivel, mostremos que —A é sobrejetor,
isto ¢, dado F' = (f1, f2, f3, f1)T € H, existe U € D(A), tal que AU = F. De fato,
tenhamos em conta que resolver, AU = F, que ¢ equivalente a resolver —¢; = f; € Hj(0, L)
, —¢9 = f3 € V! e o problema eliptico:

K

P1
e+ et w) = fie L0, L), (4.1.11)
P2 P2

(e +¥)e = f2 € L2(0, L) (4.1.10)

Junto as condigoes de contorno (4.0.5). Para achar a solucao de (4.1.10)-(4.1.11), usaremos
o Teorema de Lax-Milgran e propriedades de regularidade do espago das distribuicoes,
isto para ver que essa solucio esta em D(A). De fato, seja ¥ € V1(0,L) e ® € H}(0, L).
Multiplicamos por ® e W en (4.1.10) e (4.1.11) respectivamente e integramos em (0, L),

obtemos

L _ L . __
/ k(e + 1) P dr = / fo®dz (4.1.12)
0 0

L - L .
/ (—0us + K@ +¢))Vdo = / f1¥ dz, (4.1.13)
0 0

onde fo = pifa e fo = pafs. Logo, note que
L

L - _ L —
| (o 0).Bda = (o + 08— [ (00 + )8 do
0 0

0

entao, como ¢ € H&, temos que

Logo, somando as equagoes (4.1.12) e (4.1.13), e em virtude de que b, (L) = ypa(L) =
vf3(L), obtemos

/OL b, U, + K(pr + ) (U + @) do = /OL (12U + fo8) dx + yf3(L,t)U(L,t). (4.1.14)

Entao, escrevemos a(W, V) =T (V) + N(V), onde W = (¢,v), V = (P, V) e

a(W, V) = /OL bV, + k(e + ) (@, + W) dx , N(V)=~fs(L,t)¥(L,t),
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Logo, denotamos T'(V) = T1(V) + N(V), assim, o problema (4.1.14) é equivalente a

resolver
a(W,V)=T(V) (4.1.15)

com as condicoes de fronteira (4.0.5). Entao, conseguir uma solucao para (4.1.10) — (4.1.11)
é equivalente a conseguir uma solugao para (4.1.15), portanto, temos que achar (p, ) €
Hj x V30, L), tal que cumpra (4.1.15). Como queremos usar o teorema de Lax-Milgran,
precisamos definir um espago F , uma aplicacao a(-, -) sesquilinear, continua e coerciva e T'
um funcional antilinear em F’. De fato, definimos o espago F = H} X Vj e consideremos
a aplicagao
a(-,-): F x F = C,
dada por
a(W,V) = /OL DT, + (ps + ) (@, + ) da,

onde W = (p,¢) e V = (&, V). Podemos observar que a(-,-) é sesquilinear, além disso,
é um produto interno em F, mais ainda, seja ||V ||% = a(V, V), podemos verificar que
(F, |- ll=) é Banach. Agora, vamos ver que a(-,-) é coerciva e continua. De fato, para ver

que a(-, ) é coerciva, note que

L L
| vl da+ [ sl + )P de = V3

Logo, provemos que af(-,-) é continua, de fato, notamos que

la(W, V)| = |/0L bhe Wy + K(pe + 1) (P + ) da

< \/EHQOQC + 1/}||L2\/E||CI)I + \IJHL2 + \/E”\IIQBHIQ\/BHE”LQ’

além disso, como se cumpre que kllps + Y|, < [Wllx , vVEle:+ ¥, < IVIF,

\/EH\ITIHLQ < ||Vl]Fe \/BH\IJ,;HL2 < ||[W|#, podemos concluir que

V)] = | [ b0+ )8, T )

< [WIFIVIF + IIWI#IV Il
= 2[[W=VIz

Portanto a(-,-) é continua. Logo, tendo em conta o Coroléario 2.3.1, temos
_ L L _ L
WP < [ W@Pdee [F@@F< [T W@P v eV, (4116)
0 0 0

Entao, verificar que 7" : F — C, dado por T(V') = T1(V)+ N(V), é um funcional antilinear
de F. De fato, podemos observar que T;(V') é antilinear, isto pelas propriedades de linea-
ridade da integral e propriedades dos niimeros complexos e para veficar a antilinearidade

de N(V), basta observar que a avaliacao é uma aplicagdo antilinear, assim, 7" é soma de
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operadores antilineares e portanto ¢ antilinear. Logo, verifiquemos que 1" é continuo. De

fato, notamos que
TV < [T2(V)[ + [N(V)]. (4.1.17)
Como V € V}(0, L), entao da definicdo de T e do Coroldrio 2.3.1, temos que

) < I Fall a1z + 1 foll o191 2
< Cu([¥lz, + 19],)
< Cu(Cpl| @, + (19 2,)
< Cu(Goll® + @iz, + Coll Pz, + [19]]2.) (4.1.18)
< Cu(Goll¥ + D[, + (Cp + Dy Vel 1)
<OV + B, + [Wel1y)
<V,

logo, em virtude de (4.1.16), obtemos
INV)I < G|V 7, (4.1.19)
entdo, substituindo as estimativas (4.1.18) e (4.1.19) em (4.1.17), temos que
T(V)| < V|7,

onde ¢! = (34 C. Isto é T é continuo. Logo, pelo Teorema 2.1.1, existe um unico
W = (p,¢) € F, tal que a(W,V) =T (V) para todo V € F. Mas ainda, para mostrar
que U = (¢, ¢1,%, ) € D(A), entdo, somente falta verificar a regularidade ¢, € H?.
Para isso, vamos usar o conceito de derivada fraca nos espacos de Sobolev. Entao, como
(p, ), satisfaz (4.1.15) para todo V' € F, em particular podemos escolher V' = (®,0) €
Ci° x C§° C F, assim de (4.1.15), obtemos

L _ L _
/ k(s + ) B, dr = —/ 7@ du.
0 0

Logo, pela definigao de derivada fraca, x(p, + 1), = fg no espaco das distribuicoes e como
fg € L, concluimos que k(p, + 1) € H'. Assim, temos que ¢ € H?. Agora, para ver que
Y € H?, basta notar que V = (0,¥) € C5° x C5° C F, entao de 4.1.15, obtemos que

L - L _
/ wa\llxda::/ (fi + Ko + )T da.
0 0

Assim, pela defini¢do de derivada fraca (b)), = fa+ K(@e + 1) no espago das distribuigoes
e como fy + k(py 4 1) € Ly conclimos que by, € H*. Logo, segue que ¢ € H2. Portanto,
temos que U = (@, 1,9, ¢2) € D(A), Assim, —A é invertivel.

Agora, vamos ver que —A ™" é continua. Para isso, é suficiente mostrar que ||U||» < C||F||x.



60

pois se —AU = F, entao U = —A"'F. Logo, como temos que —¢; = f; € H}(0,L) ,
—¢9 = f3 € V3'(0, L) e em virtude de (4.1.16), segue que

plldnllL, + palld2llz, < pillfillZ, + p2ll Sl

S Opp1||f1x||%2 +p2||f3||%2
< Copillfio + f5 = fllL, + p2ll 317,

< Copr(I fro + folleo + 1 f3ll2.) + p2l f3l12,

< 4Gy ([l 1z + follZ, + 1 £3ll7,) + 2l 12,

< 4Cpi([ frz + fall7, + Cpl f3:l12,) + p2Cp|l fa: 12,
< Cu(fie + f5l17, + 1 fllZ,)

< CumllF 3

(4.1.20)

Além disso, substituindo ® por ® em (4.1.12) e ¥ por ¢ em (4.1.13), seguindo de maneira

andloga como foi feito para chegar a (4.1.14), obtemos que

S [E— L ._
[ b+ o+ 0o+ e+ (DR < [ (0 + )

logo, aplicando Corolario 2.3.1, os Teoremas 2.3.2, 2.2.1 e a definigao de || - ||, temos que

L _ — L ._
vt + w(os +0)o +0)ar < [ (fit+ fop) da
< M fallalellzs + 1 Folza 2
< fallzalellzs + Gyl ol 1]

< Gyl fellallen + 4 = 912,
| fall 2o 192 | 2 (4.1.21)

< | fallzollVelly + Coll foll o ll0e + Pl 1,
+C2|| fall Lo 192 |l

< Can (fall o9zl o + [ 2l s llpw + 9l
+lf2ll o140l 2,)

< O [|Uf3l [ -
Assim, somando (4.1.20) e (4.1.21), concluimos que

U115 < Can Ul | F'llae + Cua I F 1,
< Co (U + CENFIR) + Carll Fll3.-

Finalmente, em virtude da Proposicao 2.1.6, temos que para ¢ suficientemente pequeno,
se verifica que

Ul < ClIF I3

Portanto, 0 € p(—.A). O
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Por fim s6 falta mostrar que o D(.A) e denso em H, isto é, D(A) = H.

Proposigao 4.1.5. D(A) € denso em H.

Demonstra¢io. Queremos ver que, D(A) = H. Para isso, lembremos que D(A) é um
subespago fechado de #H, e como (H, (+,-)) é um espago de Hilbert, entao H = D(A) &
1

D(A)".

Assim, basta ver que WL = {0}. De fato, seja U € WL, portanto (U, V) =0
para todo V € D(A), em particular (U,V) = 0 para todo V € D(A), entdo, como
0 € p(A), segue do Lema 2.1.2, que existe A > 0, tal que A\l — A = H. Em particular,

existe Vy € D(A), tal que U = AV — AVp, assim, como V € D(A), entdo temos que

= A(Vo, Vo) — (AVo, Vo)
= 07

pois (U, V) = 0, para toda V' € D(A). Logo, temos que

A(Vo, Vo) = (AVy, Vo)
= Re(AV,, Vo).

Dai A(Vp, Vo) <0, ou seja, Vo = 0 e assim, U = 0. Isto é o que queriamos mostrar. Assim,
temos que D(.A)L = {0}, e portanto D(A) = H. O

Logo, do fato que A é dissipativo, densamente definido e em virtude do Lema 2.1.2,
temos pelo Teorema 2.4.3, que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes
de classe Cy e do Teorema 2.4.4, segue que, o Problema Abstrato de Cauchy (4.1.1), tem

uma tunica solucao.

4.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta secao, vamos mostrar a estabilidade exponencial da solucao do sistema
(4.0.1)-(4.0.5), que é equivalente a provar estabilidade exponencial do problema (4.1.1).
Vamos dividir a secao em duas subsegoes, com o objetivo de provar as duas condi¢oes
da caracterizagao para estabilidade exponencial de um semigrupo de classe Cy, dada no
Teorema 2.4.6. Primeiramente, vamos introduzir um resultado, que sera de importancia

no desenvolvimento da primeira subsecao.

Proposigao 4.2.1. O operador A~! é um operador compacto, onde A é o gerador
infinitesimal associado ao sistema (4.0.1)-(4.0.2).

Demonstragio. A ideia é fixar uma sequencia (F;); limitada em H, entdo, como 0 €

p(A), temos que U; = A1 F;. Logo, basta mostrar, que existe uma subsequencia (U;, )
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convergente para algum U € H. Assim, podemos concluir que, A~! é um operador

compacto. De fato, seja (F;); C H uma sequencia limitada em H, como 0 € p(A), entdo
Uil < ClLEF ]l (4.2.1)

onde F; = (fi, fi, fis FI)T e Us = (i, 61, 0%, 64)7, Logo, da definigio da norma em H(0, L),
temos que (¢'); ¢ limitada em Ly(0, L). Assim, em virtude de (4.1.10), temos que (¢%);

’

é limitada para cada i € N em Ly(0, L), entdo, em vista de (4.1.11), temos que (¢2,), é
limitada em Ly(0, L), além disso, usando ferramentas de regularidade, como foi feito para a
solugdo de (4.1.10)-(4.1.11), obtemos que (¢)%); é limitada em H?(0, L). Dai, em virtude dos
teoremas de imersao, sabemos que H?(0, L) — H'(0, L) é uma imersao compacta, portanto,
existe uma subsequéncia de (1"); (que ainda denotaremos por (¢%);) e 1 € H,(0, L), tal
que, (¢'); é convergente para v em H;(0, L), mais ainda, como (¢");(0) — 1(0) e em

virtude da imersao de H; no espaco das fungodes continuas, obtemos
[ — ¢||V01 — 0 quando i — oc.

Agora, maneira andloga, usando que H?(0, L) — H'(0,L) é uma imersio compacta e
que H}(0,L) < Ly(0, L) é também uma imersao compacta, provamos que, existe uma

subsequéncia de (¢'); e p € Hj, tais que
" — ¢llgg — 0 quando i — oo,

Logo, como Re(AU,U) = —v|po(L)[?, temos v||p2(L)|? < ||F|lx||U]|%, além disso, em
virtude de (4.2.1), segue que, (¢%); é limitada en Ly(0, L), mais ainda, temos que, é limitada
em H?(0, L), isto em virtude de a regularidade da solucio do problema AU; = Fj, entdo,
analogamente, como foi feito para 1, concluimos que, (¢%); é limitada em H?(0, L) e como
H?(0, L) — H'(0, L), entdo, existe uma subsequéncia (¢t); e ¢; € Hy(0, L), mais ainda,
pelas convergéncias pontuais (¢%);(0) — ¢1(0) e (¢%):(L) — ¢1(L) e imersao de Hy(0, L),

no espago das fungoes continuas, obtemos que
167 = ¢1ll g — 0 quando i — oo,

e analogamente para ¢}, existe uma subsequéncia (¢4); e ¢ € H1(0, L), tal que
| Py — ¢2llvi — 0 quando i — oo.

Finalmente, seja U = (i, ¢1,%, ¢), entdo, temos que a subsequencia U; = (%, ¢4, 9", ¢5)’
satisfaz

|U" — Ul|3 — 0 quando i — oo.

Portanto, concluimos, que o operador A~! é compacto. O

Proposicao 4.2.2. O espectro de A é constituido apenas de autovalores de A.
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Demonstracao. Segue da Proposicao 4.2.1 e da Proposicao 2.1.3. O

Agora, para mostrar a condi¢ao (i) do Teorema 2.4.6, vamos usar a caracterizagao
para o espectro de um semigrupo S(t) = e de contracoes de classe Cy num espaco de

Hilbert ( esta caracterizagdo estd desenvolvida em [24]).

Observagdio 4.2.1. Para a condigao (ii) do Teorema 2.4.6, vamos precisar impor a condigao

de igualdade sobre as velocidades de onda, isto é,
bp1 = Kpa. (4.2.2)

No caso geral nao é possivel mostrar que a estabilidade exponencial (ver [9]), é apenas

possivel mostrar estabilidade polinomial.

Entéao, primeiro vamos provar a condigao (i) do Teorema 2.4.6, sobre as condigbes
apropriadas nas constantes do sistema (4.0.1)-(4.0.2).

Por simplicidade, definimos algumas condi¢des associadas as constantes do sistema

o Condigio (R) :

L2 im2_£m2 imQ_im2
KP 7 <p2 Ef’v -[,)Ll b3>((p12 +1 2)p2 2)7T27 Vmi,my €L, myFmy. (423
2 )My T my
P1 P2

o Condi¢io (P) :
kL*  A(kpy — p1b)m

™, VYm € Z. 4.2.4
b7 " Bbpr + s 424
Observacao 4.2.2. Observe que, no caso de igualdade da velocidade de propagacao das
ondas, isso é %2 = ﬂ, Condigao (Py) se reduz
K

o Condigio (P) :

KkL? m? — m?2)?
b 7 (ml2 +m22) 7, Vmy,mg € Z, my#my, mi+meE 2L
1 2

Teorema 4.2.1.

(a) Suponha que % > Bntao
K

iR C p(A) < (Py) e (Py) sao satisfeitas.
(b) Suponha que % < PL Bntio
K

iR C p(A) < (Py) € satisfeita.
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Demonstracao. Em virtude da Proposicao 4.2.2 é suficiente caraterizar o espectro, entao,
seja A € R\{0}. Se i\ € 0(A), entdo, existe U € D(A)\{0}, tal que AU = iA\U, isto é

Ao = (4.2.5)
AN = g (4.2.6)
K K .
P1 P1
ﬂ%m o~ By = ing,. (4.2.8)
P2 P2 P2

Substituindo (4.2.5) e (4.2.6) em (4.2.7) e (4.2.8) respetivamente, obtemos que

B e+ S+ N =0 (4.2.9)
P1 P1
b
L — gy — S N =0, (4.2.10)
P2 P2 P2
além disso, como bi),(L) = —vy¢2(L) e pelo fato que Re(iAU,U) = Re(AU,U) =
—7]¢2(L)]?, temos que, ¢o(L) = 0, assim ¥, (L) = 0, e de (4.2.6), concluimos que ¥ (L) = 0.
Entao, com as condigoes 1, (L) = 0, ¥)(L) = 0 e as condigoes (4.0.4)-(4.0.5), obtemos as
condicoes de fronteira
$a(L) = 0,0(L) = 0, (L) = 0, ¢(0) = 0 e ¥(0) = 0. (4.2.11)

Logo, denotamos j = A* > 0. Para estudar o sistema (4.2.9)-(4.2.11), primeiro vamos
conseguir uma base da solugao fundamental do sistema (4.2.9)-(4.2.10). Para isso, escreve-
mos o operador diferencial associado as equagoes do sistema (4.2.9)-(4.2.10), avaliado em
Y e, isto é,

[;W + fu] () + “ID(w) =0e [sz - LI+ ufl (¥) = ~-D() = 0.

p P2 P2 P2

T2 T
P1 H b P1 2 _ 0 .
Sy 2o B\ 0
P2 P2

P2

que é equivalente a

Agora, vamos calcular o determinante desta matriz para conseguir o polinémio caracteris-

tico, isto é,

ou equivalentemente

N L S L X S T L Y
P1P2 P1pP2 P1 P2 P2 P1P2



Portanto, temos que

b b
R <+H> ut? + ji? — p =0,
P1P2 P2 P1 P2
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Agora, consideremos o polinémio associado a esta expressao (ver [28], Teorema 2.7, onde

se resolve um sistema similar "sendo diferente apenas nas condigdes de contorno'com uma

abordagem alternativa & que vamos apresentar aqui), ou seja,

P(t)= At* + B2 +C onde A= "2 B- <b+’<~') I
P1p2 P2 P

fazemos uma mudanca de varidvel n = 2, entdo P assume a forma

P(n) = An* + Bn + C.

C:MQ_IUJia
P2

Logo, estudaremos o discriminante para conhecer a natureza das raizes do polinomio.

Entao, notamos que

A = B?> — 4AC
2
b K kb K
(22 i)
P2 P1 P1P2 P2
b? kbu? K2 Kbu? kb K
P Sal R B R Ak
P3 p2pl  pi P2p1 P21 P2
2
b b
(2 5] erais s
P2 A P21 P2

Assim, obtemos duas raizes reais diferentes, as quais sao

-B—-VA
=——F<

0
2A

ni

_ -B+VA
N 24

U

Logo, para estudar o sinal de ns, tenhamos em conta que
b
A—BQ:4“M<“—M>,
PPz \ P2

assim, da equagao acima e do fato que

A-B?=(VA-B)(VA+B),

(4.2.12)

(4.2.13)

K
temos que, o sinal de ny depende de — com respeito a p. Portanto, temos os seguinte

P2
casos:
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K
1. Se p < —, entao ny > 0.
P2

2. Se u= ﬁ, entao ny = 0.
P2

3. Se > i, entao ny < 0.
P2

P K ~ . , .
Estudemos o Caso 1. Isto é, u < —, entao ny > 0. Assim, temos duas raizes reais e duas
2

complexas. Logo, voltando a mudanca de varidvel, obtemos t; = v/—nq e ty = /ny. Assim,
as raizes do polindomio P sao as seguintes it,to, —it; € — t9, obtemos que, a solugao geral
(através da matriz fundamental, usando o método de eliminagao ver [29] pag. 264) do
sistema (4.2.9)-(4.2.10), vém dada por (p(z), 1 (z))" em que

o(x) = aysen(t; (L — x)) + agcos(t1 (L — x)) 4+ agsenh(ta(L — x)) + agcosh(ty(L — x))

P(x) = ajcos(ty(L — x)) + aysen(ty (L — x)) + agcosh(te(L — x)) + aysenh(ty(L — ),

em que aj, a;- sao numeros complexos para j = 1,2,3,4. Agora, para determinar uma

relacdo entre as constastes de ¢ e ¥, note que, p e ¢ satisfazem (4.2.9), portanto, ao

substituir ¢ e 1 em (4.2.9) concluimos que

K K
——alt% + apb + *Cllltl = O,
P1 P1

K K
—70,215% + g b — 7(Il2t1 = 0,
P1 P1

K K
—asts + azp — —ajty =0,
P1 P1

K K
—ayls 4 agp — —ajty = 0.
P1 P1

Entao, temos que

o(x) = arsen(t; (L — x)) 4+ ascos(t1(L — x)) + azsenh(ta(L — x)) + agcosh(ta(L — x))

(x) = —ardicos(ty(L—x))+asdy sen(ty(L—1x))—asdscosh(ta(L—x))—agdasenh(ty( L—x)),
onde

d1 = % — tl (§ d2 = —@ — t2. (4214)
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Observagdio 4.2.3. Note que d; # 0, caso contrario, se d; = 0, teriamos % —t; = 0, entao,
1R

B A 2A
B _ +\/_, portanto B _

K 2A K

. mp1 . .
= t%, assim, temos que, — = —nq, 1sto €,
K

K
B+ VA,

21

2

2
dai, em virtude da definigdo de A e pela equagao (4.2.2), obtemos que, "H_p + VA,
Pk

entdo, da definicao de B, segue que B = B + VA, finalmente, temos VA = 0, isto é uma

contradigao, pois sabemos que A # 0. Mais ainda, note que, ndo é preciso usar (4.2.2),

pois se,
ppr  B+VA
K 24 7
b
entdo (— — ﬁ)u = \/E, como todas estas constantes sao positivas e
P2 p1
2
A:c_“>2+ﬁwﬁ
H )
P2 p1 p2p1 pa

temos uma contradicao.

Logo, note que,

V. (x) = —ardity sen(ty (L — x)) — agditicos(t; (L — x)) + agdats senh(ta(L — x))
+ a4d2t2 COSh(tQ(L — SL’)),

entdo, pelas condigbes de contorno, temos 1, (L) = 0, portanto
0 =,(L) = —ayditisen(t1(0)) — asditicos(t1(0)) + agdatasenh(ta(0)) + asdatacosh(ts(0)),
assim
0 = agdit; — asdsts. (4.2.15)
Também, note que
0= @(L) = aysen(t1(0)) + azcos(t1(0)) + agsenh(t2(0)) + ascosh(t2(0)),

assim, temos que, 0 = ay + a4, portanto , —as = a4, entdo, substituindo em (4.2.15),

obtemos que, 0 = ayqdit; + asdsts, logo, usando as defini¢coes de d; e ds, temos que

0= a4d1t1 + a4d2t2 = Q4 ((M — t1> tl + <—Mp1 - tg) tg) s
tlli tg/i

mais ainda, como

<M_t1>t1+<_m_t2>t2 :@—t%—@—tg
t1Kk tok K
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podemos concluir que a; = as = 0. Portanto, a solucio fica da forma (p(x), ¥(z))?, em

que

o(x) = aysen(t; (L — x)) + agsenh(t2(L — x)) (4.2.16)

U(x) = —ardicos(ty (L — x)) — azdscosh(ta(L — x)). (4.2.17)
Agora, substituindo a condigao ¥(L) = 0 em (4.2.17), obtemos
0= —a;d; — asds. (4.2.18)
Além disso, en vista que ¥(0) = 0, temos que,
0 = —aydicos(t1L) — azdacosh(ta ). (4.2.19)
Portanto, usando (4.2.18) em (4.2.19), obtemos,
0 = agdycos(t1L) — azdacosh(ta L),

logo, como dy < 0, temos que, se az # 0, entdao cos(t;L) = cosh(tyL), isto é impossivel.
Assim, az = 0 e do fato que d; # 0, em virtude de (4.2.18), concluimos que a; = 0, isto
é, (¢p(z),v ()T = (0,0)T, consequentemente o sistema (4.2.9)-(4.2.10), no caso 1, tem

apenas a solugao trivial.

K
Agora, estudemos o Caso 2. Ou seja, se u = — entao ny = 0. Neste caso, temos dois

raizes complexas e uma real repetida, que sao, z'tj —ity e 0 respectivamente. Entao, como
tem dois raizes complexas e uma real que é repetida, aplicando o método do operador
diferencial ou método de eliminagdo, [29], concluimos que, a solucao geral do sistema
(4.2.9)-(4.2.10), ¢ da forma

o(z) = aysen(t1(L — x)) + ascos(t; (L — x)) + a3

P(x) = ajcos(ti(L — x)) + aysen(ty(L — x)) + ag(L — x) + aq.

Logo, substituindo ¢ e ¥ em (4.2.9) e em vista que u = ﬁ, obtemos
P2

K 2 K,

P1 P1
K K
——apt? + agp — —aht, =0,
P1 P1
e
K K
—az — —ay = 0.

P2 P1
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Portanto, concluimos que

o(z) = aysen(t1(L — x)) + ascos(t; (L — x)) + a3

e
U(x) = —ardicos(ty (L — x)) + agdysen(ty (L — x)) + az(L — x)zp; + aq,
2
onde
dl - @ - tl?
tlli

dai, en virtude das condigoes (4.2.11), obtemos 0 = ¢(L) = as + asz, ou equivalentemente
—Q9 = as, (4220)

entdo, pela condigao de contorno 0 = v,(L), temos

0= ’l/Jx(L> = —a2d1t1 — agﬁ. (4221)

P2k

Portanto, substituindo (4.2.20) em (4.2.21), obtemos

0= —as (dltl — Rpl) = —Qa2 ((Mpl — t1> tl — Kpl) .
p2K ik pPok

Além disso, pelo fato que pu = p%, segue que
K K
(pl_h)tl_pl:—t?:m#o,
p2 ik P2k

do qual concluimos, pela desigualdade anterior as = a3 = 0. Assim a solugao é da forma

o(x) _ aysen(t; (L — x))

P(x) —aydicos(ty (L —z)) +ay)
Logo, como ¥(0) = 0, entdo, ay = a1dycos(t;L) e em virtude que (L) = 0, obtemos que
a; # 0 ( caso contrario a solugdo seria trivial). Logo, como

0 = (0) = aysen(t; L) podemos concluir que, (4.2.9)-(4.2.11) tem solucdo nao trivial se, e

somente se, sen(t;L) = 0, mas isto é impossivel, pois caso que
sen(t1 L) = 0,

K
entao t; L = myw. Assim, como u = —, entao, da definicao de C, temos que C' = 0, assim

P2
_ _ B _ (b r\m
t =4/ nl_\/;_Mngrpl) . (4.2.22)

Logo, assumindo Condi¢ao (Py), temos ao substituir ms = 0 em (4.2.3) e manipulando

algebricamente a equacgao resultante, obtemos
Kk p1 , min?

b+p2 LQ’
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que contradiz (4.2.22). Assim, o sistema tem apenas a solugao trivial, pois a; = 0.
Agora, se a Condig¢ao (Py) nao for satisfeita, entao, escolhendo (ay, ay), tal que satisfaga
as = aydycos(ty L), conseguimos um autovalor do sistema (4.2.9)-(4.2.11). De fato, considere
(a1,a4) = (1,dycos(t1 L)), substituindo em (4.2.16) e (4.2.17), temos que esta solucao de
sistema (4.2.9)-(4.2.11) nao ¢ trivial, portanto, o sistema tem um valor préprio.

Finalmente, estudemos o Caso 3. Isto é, se u > :, entao ny < 0. Portanto, notamos que,
2

retornando a mudanca de varidvel, obtemos t; = \/—n; e ta = \/—ns. Logo, as raizes do

polinémio P, sdo as seguintes ity, ity, —it; € — it9, assim, aplicando o método classico do

operador diferencial ou método de eliminacao, obtemos que, a solugao geral do sistema

(4.2.9)-(4.2.10), ¢ da forma:

o(z) = aysen(t1(L — x)) 4+ ascos(t; (L — x)) + agsen(ta(L — x)) + agcos(ta(L — x))

P(x) = ajecos(ti(L — x)) + apsen(ty (L — x)) + azcos(ta(L — x)) + aysen(ta(L — x)).
Portanto, substituindo ¢(x) e ¥ (z) em (4.2.9), obtemos

K K
——a1t? +ap+ —adyt, =0,
P1 P1

K K
——agt? + agp — —aht, =0,
P1 P1

K K
——agts + azp + —agty = 0,
P1 P1

—£a4t§ + agp — ﬁ&iltg =0.
P1 P1

Assim, podemos concluir que

o(x) = aysen(t; (L — x)) + agcos(t1 (L — x)) + azsen(ta(L — ) + agcos(to(L — x))

Y(x) = —ardicos(ti(L—x))+asdisen(t;(L—x)) —azdscos(te(L—x)) +agdasen(ta(L—x)),

onde
Kp1 HpP1
dy=—— -t edy=— —ts. 4.2.23
1 tor 1€ a2 tok 2 ( )
tenhamos em conta que
V() = —arditysen(ti(L — x)) — agdyiticos(ty (L — x)) — aszdstesen(ta(L — x))

—aydatacos(ta(L — ).
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Por outro lado, em vista de que (L), obtemos

0 = aysen(t1(0)) + agcos(t1(0)) + azsen(t2(0)) + ascos(t2(0)),

entdo, ay = —ay. Logo, como 1,(L) = 0, segue que
0 = —asdity + audoty = —as(dity — doty) = —ay (L2 — 1)ty — (42 — 1) 1)
= —ay(—1t? 4+ 13).
Além disso, tendo em conta que
—t%+t§:n1—n2:—\{§7§0,
entdao —as = a4 = 0. Assim, podemos concluir que
o(x) = arsen(ti(L — x)) + azsen(to(L — x)), (4.2.24)
e
W(z) = —aydicos(ti(L — x)) — agdacos(ta(L — x)). (4.2.25)
Mais ainda, como ¥ (L) = 0, obtemos
0= —¢(L) = ardicos(t1(0)) + asdacos(t2(0)) = ardy + azds. (4.2.26)

Logo, substituindo ¢(0) =0 e ¥(0) = 0, em (4.2.24) e (4.2.25) respectivamente, seguem as

seguintes equacoes:
0= p(0) = arsen(t L) + agsen(ta L), (4.2.27)
0= —9(0) = ardicos(t1L) + azdacos(taL). (4.2.28)

Agora, como estamos assumindo que (p,1)T # (0,0)7, em virtude de (4.2.27), segue
(a1,a3)” # (0,0)T. Entdo, substituindo (4.2.26) em (4.2.28), obtemos

t ) + angCOS(tQL)

0 = a;dicos(t1L
tQL) — angCOS(tlL).

(
= agdacos(
Portanto, cos(taL) — cos(t1 L) = 0. Assim, podemos concluir que

cos(t1L) = cos(toL). (4.2.29)
Logo, em vista que sen (a; + g) = cos(x), podemos verificar que

sen(tyL) = e sen(t1 L), (4.2.30)

onde € =1 ou ¢ = —1 Agora, notamos que, multiplicando por d; em (4.2.27), temos que,
diaysen(t;L) + dyassen(toL) = 0, dai, em virtude de (4.2.26), segue que d; az sen(t2L) —
as dy sen(t;L) = 0, logo, de (4.2.30), temos dyas e sen(t1L) — agdysen(t; L) = 0, isto é,

a386n(t1L> (dg — Edl) = 0.

Entao, vamos estudar os casos para os que o produto anterior é zero, ou seja:
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i. sen(t,L) = 0.
1. d2 — €d1 =0.

Para o caso i, temos que sen(t;L) = 0. Logo, pela igualdade (4.2.30), concluimos que,
sen(toL) = 0, além disso, como t;L,t2L > 0, entdo, existem my, my € N\{0}, tais que

t1L = mym e toL = mom, portanto, segue que

(m3 + mg)ﬁ =1+t =—n —ny = 1= (Pdf) (4.2.31)
p1p2
Por outro lado, temos
4 C 2_ k5
(m%m%)% = 212 = nyny = 1= %. (4.2.32)
pip2
Em resumo,
2 b + L2 1
(m} +m§)% _ <p2 Hbm) (4.2.33)
p1P2
e
4 2_ 8
1= p
(mfmg)% = (4.2.34)
P1P2

Logo, resolvendo p, na equagao (4.2.33), obtemos

e
2(b 4 &)
L5+
Portanto, substituindo a igualdade acima na equagao (4.2.34), segue
o mimirie? ()
:u :Upz - L2L2
_ mimie (md +md) e (35) (5 + 77)
L2 (p% + p—"l) (m? +m3) L2

e (3 + )
(mf +m3) L?

Y

simplificando esta tultima igualdade, temos que

2.2 2(b | K
M_ﬁ_mlmﬂr (ﬂz+p1)

i (M Amd L
ou equivalentemente
o, i)

P2 (mf +m3) L?



73

Logo, substituindo o valor de p, temos

2 2\ 2 Kb 2,22 (b K
L (mf 4+ m3)w pipz 1Mo (p2 - Pl)
= 2 2 )

P2 L? (p% + ﬁ) (mi +m3) L?

desta forma, obtemos que

pl2(mi+md) el mimd (2 + &)
2 b K 2 2
pam (L +%) (m? +m3)

)

entao, somando as fra¢des na igualdade acima, temos

2
2 2\2 _xb 2,2 (b K
kL2 (mi+m3) — mim; (;72 + H)

— P1P2
par” (2 + ) (mt+m3)
.chm‘l1 nbm%m% .L@bmél . me%mg N bnm%m% . nzm%mg
_ mp2 p1p2 p1p2 3 p2p1 o1
(L +2) (m3 +m3)
Finalmente, segue que
9 nbm‘{ N b2m%m% nbm% i fizm%m%
kL _ pip2 3 P1p2 o3
par’ (2 + %) (mi +md)

(bm%) (nm% . bm%) + (nm%) (bm% . nm%)
P2 p1 P2 p1 P2 p1

(L+2) (m +m3)

(bm%) (/@m% . bm%) N (nm%) (nm% . bm%)
_\p p1 P2 p1 p1 P2

(7 + 5) (mi +md)

p2 | p1

(bm? Hm% ) ( nm% bmg )
p2 p1 p1 p2

(7 + 5) (md + md)

p2 ' p1

Em resumo

9 K2 b 2) (g 2 K 2)
kL _ (mml o 12) \ " M)
b 2 2
2 £ —)
p (Pl + P2 (ml +m2)

Entao, se a Condicao (Fy) for satisfeita, para este caso, existe apenas a solugao trivial,
ou seja, A nao possui autovalores. Agora, se assumirmos que (4.2.3) nao é satisfeita,
entao, escolhendo (ai,as), tal que satisfaga (4.2.28), entdao, obtemos um autovalor. De

fato, considere
(a1,a3) = (—dycos(taL), dycos(t L)),

substituindo isso em (4.2.16) e (4.2.17), temos que esta solucao do sistema (4.2.9)-(4.2.11)

¢é nao trivial, portanto, o sistema tem um autovalor.
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Observacao 4.2.4. Consideremos valida a igualdade das velocidades de propagagao. tendo

]2 (M_Lm%) (ﬁ_%)

em conta que,

P2 pP1 pP1 P2
2 b K 2 2y
p2m (;2 + g) (mf +m3)

é equivalente a

)

K b K
KL <b . ) _ a (i —m3) 2 (mise — m3)
p2m* \p2 1 (mf +m3)

entdo, em virtude de (4.2.2), obtemos

(i —m3) (miss —m3) _ KL (b fﬁ) p1 P2
(mF +m3) pom® \pa 1

assim, novamente usando (4.2.2), temos

(m%% - m%) (m%';—fi - m%) _ kL? 2j p1p2
(mi +m3) p2m? \p1) Kk b

B 2k L2

w2

logo, segue que

b, 2 2\ ( P2K 00y 2 2
kL? (;2’777% - mz)(ﬁml —m;) 2
= T, le,mg S Z7

b m? + m3
ml#mg, m%—i—m%EZZ
b K
Finalmente, em virtude de que N o 1, temos que
kp2 by

L2 m2 — m2)2
; _(le—i—mQQ) 72, ¥mi,mg €Z, my #my, mi+ms € 27,
1 2

Esta observagao, justifica solicitar que (P;) seja satisfeito no caso quando temos velocidades

de propagacao de onda iguais.

Agora, estudemos o caso caso ii, neste caso, temos que dy — ed; = 0, entao, temos

que considerar, dois sub-casos
ii.l dy =dysee=1.
ii.2 dy = —dy se e = —1.

Provemos o Caso ii.1, isto é, quando se verifica que d; = d. Vamos ver que para este

caso o sistema (4.2.9)-(4.2.10) nao tem solugao distinta a trivial. Denotemos d = d; = ds.
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Logo, observe que, em virtude de (4.2.23), temos

d(ty —to) = dty — dity = dyty — doty

(- (-0
Kty Ko
¢
= (to — t1)(ta + t1),
Assim, como t, — t; # 0, temos que
—d = (ty + t1)

Portanto, en vista de que d = d; e (4.2.23), obtemos
Hp1

tl - = tg + tl,
:‘itl
dai, concluimos que
_kr toty,
K

mas a igualdade acima é uma clara contradi¢ao, pois p, p1, K, t2, t1 sa0 nimeros estritamente

positivos. Logo, o Caso ii.1 é impossivel.

Agora, estudemos o Caso ii.2, isto é, se verifica d; = —ds. Entao, observe que em virtude
de (4.2.23), temos

dg(tl + tz) - dg tl + d2 tg - —dltl + dztg

= <_um +t1> t+ (“pl - t2) t
/'itl /ftg

— -4
= (t; — to)(t2 + t1),

como sabemos que t; + t2 # 0 e en vista de (4.2.23), podemos concluir

Hp1

tl—tgzdgzi—tg.
/{tg
ou equivalentemente
tity = HOL, (4.2.35)
K
Por outro, de (4.2.32), sabemos que
K
e "
tity = kb

P1p2
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entdo, da equagao acima e (4.2.35), temos que

12—
MZP% _ P2
/32 kb ’
P1p2

portanto

perb o K
=0 =,
Kp2 P2

isso implica que
2 2 2
pop1b = p rps — K",
assim, podemos concluir que

P (prb— kpy) = —pr’.

Além disso, como u # 0, entdao, obtemos

p(p1b— kpy) = —K> (4.2.36)

Portanto, se p; b > kpy for satisfeito, a equacao acima é impossivel, pois k > 0, ou seja, o

sistema (4.2.9)-(4.2.11) nao tem outra solucao além da trivial.

Por outro lado, se p; b < kps, entdo, em virtude de (4.2.31), temos

R2

= 4.2.37
: kp2 — p1b ( )
Logo, notamos que, de (4.2.29), temos sen(toL) = —sen(t1L), e usando (4.2.30) ¢ a

identidade cos(a + ) = cos(a)cos(f) — sen(a)sin(B), concluimos que
cos(tiL +t2L) = 1.

Entao, a igualdae acima vale para os valores t1L 4+ to L = 2mrm, com m € Z, em virtude de
(4.2.35) e (4.2.36) obtemos
b K
(t1 +t2)* =1 + 15+ 21 12 = G ,df) +2=—,
P1P2

assim, substituindo (4.2.37) na igualdade anterior e fazendo os calculos apropriados, temos

3 p1 +/€P2>
Kpa—p1b )

K

(i +12)* = ; < (4.2.38)

Agora, como t1L + to L = 2w m, obtemos,

A2 m?
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entdo, substituindo a igualdade acima em (4.2.38), temos que

L7 _ B h b Aim?2.
b 3b p1 + Kp2

Assumindo Condi¢ao (P,). Entao, em virtude de (4.2.4), o sistema (4.2.9)-(4.2.11),
para este caso tem apenas a solucao trivial, ou seja, A nao tem autovalores. Agora,
se assumirmos que (4.2.4) ndo é satisfeita, entao escolhendo (ay,as) tal que satisfaca
(4.2.26), entdao obtemos um autovalor. de fato, considere (aq,a3) = (1,1), substituindo
em (4.2.24)-(4.2.25), temos que esta solucao de sistema (4.2.9)-(4.2.11) é nao trivial e,

portanto, o sistema tem um autovalor. O

Nosso objetivo agora é provar o item (ii) do Teorema 2.4.6, onde A é o operador
diferencial definido na boa colocagao deste capitulo, (ver [30], onde se d4 uma expressao

1 e se mostram algumas estimativas tteis). Para

explicita para o resolvente (Al — A)~
isto, vamos mostrar alguns lemas prévios e logo vamos enunciar o resultado final, ou
seja, a estabilidade da solucao do sistema (4.0.1)-(4.0.5), a partir da estabilidade do
problema equivalente (4.1.1). Nos lemas a seguir, apresentaremos algumas estimativas
para o operador resolvente com valores regulares no eixo complexo (iR). Entao, sejam
ANER, U= (p,01,0,02)" € D(A) e F = (f1, fo, f3, f1)T € H, vamos estudar a equacao
resolvente

(iXL — AU = F,

que pode ser escrita na suas coordenadas como:

No—d1 =i, (4.2.39)

iIANp101 — K(z + )z = prfo, (4.2.40)

N — by = fa, (4.2.41)

iANp202 — Uy + K(pz + ) = pafas (4.2.42)

Entao, aplicando produto interno de (iA\Z — A) U = F com U, obtemos
(F,U), = (AU = AU, U),,,

portanto, tomando a parte real e em virtude da condicao de dissipagao, temos

—v|¢2(L)|> = Re(F,U),,, o qual implica pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que
Y|pa(L)|* < ||F||1||U |3 Logo, como U € D(A), entdo, voo(L) = bip,(L), assim, temos
que

YN (D) < N F Ul

Agora, vamos introduzir notacoes, para facilitar a compressao das estimativas que vamos

fazer, estas notacoes sao:

2Zy() = palda(@)* + Ba(@)* ,  2Z,(a) = paldu(@)” + klpu(a)|®
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I(a) = Iy(@) + Iy(a) . T(s) = p1paca(s)or(s) + partda(s)¢u(s).
Notamos que, as notagoes anteriores estao relacionadas com a energia associada ao sistema,
ou seja, ||U]ls = /OLIw(x) +Z,(x)dx, onde || - ||, é a norma definida na equacao (4.1.6),
além disso, J(s) estd relacionada com termos que aparecem na norma ||U||3. Além disso,

denotemos por R e Q a classe de fungoes que satisfazem o seguinte:

L
R = /0 R da < C||F|2]|U]|

L
Q= ["1aldr < SR, + CIF U

Al
Tenhamos en conta que, estas notagoes estao associadas a estimativa ((ii) do Teorema

2.4.6) procurada.
Observagao 4.2.5. 1. Seja Q = (0, L). Notemos que, em virtude equacao (4.2.39), temos

ol = | AV

1)

logo, segue usando a Desigualdade de Poincaré

H¢x¢||L1(Q) = H ’)\‘1 HLI + C H -

2,2

||%¢1||L1 ||¢x(f1z+f3)||L1 || faotbell 2y (@),

=7 By W

entdo, se |A| > C,, em vista da Desigualdade Holder e da defini¢ao de ||-||%, temos

16222 L, () |HUHH + CIF [ [U I3

| A

Além disso, de forma analoga podemos mostrar, que os termos de U que multiplicam
P ou ¢, sao fungdes de classe 9, isto pode ser verificado usando (4.2.39) ou (4.2.41)
respectivamente, como no caso estudado nesta observacao.

Agora, apresentaremos alguns lemas tuteis para a demostragao de nosso resultado. No
seguinte lema, conseguiremos estabelecer uma relacao entre as equagoes (4.2.39)-(4.2.42)

com as fungoes de classe 9.

Antes de enunciar o lema, vamos a introduzir as seguintes notagoes, para indicar

que uma funcao P, é de classe L, usaremos a notagao:

d
—

Q

e para indicar que uma funcao W, é de classe R, usaremos a notacao:

U
—

R
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Lema 4.2.1. A solugao do sistema (4.2.39)-(4.2.42) satisfaz,

Pl = wlial? — 5 (028) + 2, (4.2.43)
pa|2l” = blp|? — bci(wzz/?) + 9, (4.2.44)
piRe(p12) = KRe(wu1y) — /iCZrRe(goxf@) + Q. (4.2.45)

Demonstrag¢io. Provemos (4.2.43), para isto, multiplicamos por ¢ na equacao (4.2.40),
entdo, temos que iAp1d1Q — K(vr + V) = p1fap. Logo, usando (4.2.39), na igualdade
anterior, obtemos —p; ¢, ((/51 + fl) — k(e + 1)@ = p1fop, portanto, podemos concluir

que
—pilo1 [ = pronfi — Kpuap — KPup = p1fop. (4.2.46)

d
Dai, substituindo d—(cpx@) = Qprp + Qrpr em (4.2.46), obtemos
x

_ d ) )
—pilon|* = pronfr — Vv(@(%@ — PaPz) — KPP = p1fap,

ou equivalente

_ d - - B -
—pilo1]* — proufi — Ko (o) + Kpape = RbP = P20,
assim, a igualdade acima, implica que
) _ d . _ _ _
plor]” = —pioufy =k (9oP) + Rpops — KE — pifB
—— x —— ——
R 9, Obs 1. R, D. poincare

ou seja, verificAmos (4.2.43). De forma andloga, se prova (4.2.44).
Agora, vamos mostrar a igualdade (4.2.45), para isso, multiplicamos por ¥ em (4.2.40),

assim temos
Z>\P1¢1$ - “(@x + 1/1)93@ - )Olea-
Além disso, usando (4.2.41), na igualdade anterior, obtemos

—p191 (@ + E) — Kz + V) = prfatb,

ou equivalente

—P1¢1@ - P1¢1E - H@xz@ — Kpth = plfﬂ- (4.2.47)
Assim, substituindo %(gpx@) = Quat) + 01, na equacio (4.2.47), temos
_ _ d _ _ _
—p10102 —  pr1dufs —h(pe)) + Rpethe — K = fob . (4.2.48)
—— dx N—— ~—~
R, D. Poincaré 9, Obs 1. R, D.Poincaré

dai, podemos concluir (4.2.45). O
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Além disso, do lema anterior podemos verificar as seguintes igualdades:

AL
Klon® = To + 5 (0ep) + 9, (4.2.49)
o7 04
blul® = Ty + 5 - (4ut) + 2, (4.2.50)
_ d _
Re(T) = 2kp2Re(puths) = pari—(pat)) + Q. (4.2.51)

De fato, para provar (4.2.49), vamos somar —«|p,|? em (4.2.43), ou seja,

d
|2 — k() + Q,

_“|S0x’2 = —Pl|¢1|2 — K[y dr

portanto, podemos concluir que

d _
—2/£|g0$|2 =27, — ﬁ%(gpxw) + 9.

Logo, de forma analoga obtemos (4.2.50), ou seja, somando —b|i,|* em (4.2.44).

Finalmante, para provar (4.2.51), multiplicamos por p, em (4.2.48), isto é,

. d _ .
—pap1Re(P102) — pari— (210) + parRe(pat)s) = Q,

e

dai, somando e restando pykRe(p,10,), na igualdade acima, temos que

. . d .
—paprRe(P192) — parRe(pat)s) — pzn%(%w) + 2p2kRe(pat),) = Q.

Assim, ao substituir Re(J), na igualdade anterior, podemos concluir

“Re(J) ~ pohse (o) + 202 RelipsT) = 2,

ou seja, (4.2.51) é verificada.

O seguinte lema carateriza as derivadas de Z,, Z,, e J, além disso, estaremos a
utiliza-lo, varias vezes quando estimamos a energia, isto pela relagao de Z,, Z,, e J com a

norma || - ||3-

Lema 4.2.2. A solugio do sistema (4.2.39)-(4.2.42) satisfaz:
d

deso = —KkRe, o, + R, (4.2.52)
d _
%Iw = KRep, Y, + Q. (4.2.53)

Além disso, se temos que as velocidades de propagacdo de onda sao iguais, entdo

d d _
%J =mZ, — Ly + %%(/{Re(g%go) —bRe(V,0)) + Q. (4.2.54)
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Demonstra¢io. Vamos provar (4.2.52), para isso, multiplicamos por @, na igualdade
(4.2.40), ou seja,

iAN101Pz — K(Pz + ¥)aPr = p1fotPa
Por outro lado, em virtude de (4.2.39), temos que —iAp; = fi, + ¢1., portanto, ao

substituir —iA@; = fi + 012, Na equecdo acima, temos que

=161 (fie + b12) — K(0a + ©)aPe = p1foPa,

ou equivalente

—P1P101e — KPrePr = P1foPr + P11 [z + KV D5

Logo, aplicando parte real na tatima equacao, podemos concluir que

d _
_@I«: = kRe(V.02) + Re(pr fopr + p1d1fiz) -
R

Agora, provemos (4.2.53). Para isso, vamos multiplicar por 1, em (4.2.42), ou seja,

iINp2P2 Wy — Dngthy + K (@ + )y = pafitla.

Dai, em vista de (4.2.41), temos —i\, = f3, + Pz, assim, substituindo —iA), = f3, + Pog,

na igualdade acima, temos que

—p202(f30 + P22) — Wauthy + K@y + )0y = pafaihs,

o que também podemos ver como

—0uathy — p2agor = —K(pr + )y + pa2fatbe + patda far,

portanto, tomando parte real, obtemos que

d

_%LA = —KkRe(patr) — KRe(V,) + paRe(fat)e) + paRe(d2 faa),
R R

ou equivalente

ch[¢ = kRe(pp,) + —kRe(v),) + R.
Q

Finalmente, provemos (4.2.54), para isto, vamos multiplicar por pst), em (4.2.40), ou seja,

iAp1P201 U — K (P2 + V)apathe = prp2fotde, (4.2.55)

logo, em virtude de (4.2.39), temos que iAY) — ¢o = f3, assim, obtemos A, — por = f3z,
ou equivalentemente —i\), — oy = f35, portanto, substituindo esta dltima igualdade em
(4.2.55), obtemos que

—p1p291(f3z + Pox) — Kz + ¢)xp215x = pap1 fotla,
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que é equivalente a

— P1201 f3z —P1P2d1P2e — KPaPantle — Kpa|Ua|® = prpafotle,
R R

portanto, podemos concluir que

—p1P2¢1 P2z — PQHSOxx@Ex - HP2|%|2 =N
Mais ainda, como kps = bpy, obtemos
—P1P201 P20 — P2H¢zzi/;x - bp1|1/1x|2 =N

Logo, em vista de (4.2.50), podemos deduzir que

plb d -

_p1p2R6(¢1%) - pQﬁRe(@xw%x) - plIz/) - 7%(¢$¢) = Q (4256)

Por outro lado, vamos multiplicar por p;¢, em (4.2.42), ou seja,

INP20201 Pz — buu 1P + K(0w + V) p19x = p1P2f1Ps- (4.2.57)

Logo, como temos (4.2.39), segue que iNp; = —@1, — f1,. Assim, substituindo esta tltima
igualdade em (4.2.57), obtemos

—p2p162(P12 + fiz) — bp1¥aaPu + p16(ps + V) G2 = f1p1P0,

ou equivalente

—p2p1G2G1z — p2p102.f1e — bP1Uee Py + PLEQLG: + 1Py = f1p1P0-

Portanto, em vista de p1b = pak, temos que

—pap19aBie — paprdafie —KpP2VeePn + prE|¢a]? + p1Ps = p1faPa,
R 09,0bs1 R

ou seja,
—p2p1B2rz — Kpathes Py + prEles|” = Q,
mais ainda, substituindo (4.2.49), na igualdade acima, obtemos

. ) d
—p2p1Re(d2¢12) — kpaRe(Vuwpn) + pr I, + P @ap =1. (4.2.58)

Por outro lado, ao derivar Re(J), obtemos o seguinte (evitar acumulagdo de notagao

usaremos somente 7, invés de parte real de J)

d — _ .
%J = p1p2Re(P192z) + popiRe(Pa¢1z) + paRe(Praths) + kpoRe(VuePy).

Portanto, tendo em conta a igualdade acima e somado as equagoes (4.2.56) e (4.2.58),

podemos concluir (4.2.54). O
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Lema 4.2.3. Sejam o, >0 e q=x— a ouq=x — 3. Entdo, temos

B B
/ I(x)dr = q(x)Z(z)| + 2. (4.2.59)
Demonstrag¢ao. Multiplicamos por ¢(x) = z — (8 a equagao (4.2.53) e integramos em (a, ),
ou seja,
B d B _
dxzw dr = /43/ qRep ), dx + Q. (4.2.60)

1

Notemos que, integrando por partes I, obtemos
B d B B
I :/a ¢ -Tyde = g(2)Ty(w)| —/a Ly da,
entdo, substituindo I em (4.2.60), podemos concluir

q(x)Zy(z / Iy = /@/ qRep b, dr + Q. (4.2.61)

Por outro lado, de forma andloga ao acima referido, multiplicamos a equacgao (4.2.52) por

q(z) = x — [ e integramos em (a, (), isto é,

B d B
/ Q%ISO dr = —/<;/ qRep ), dx + Q. (4.2.62)
I

Entao, integrado por partes /7, temos
B g
— / I,dx = —Ii/ qRep Y, dx + Q. (4.2.63)
Finalmente, o resultado segue de somar (4.2.61) e (4.2.63). O

Observagao 4.2.6. 2. Desses tltimos dois lemas, notemos que, ao integrar sobre (7, 3), em
(4.2.49) e (4.2.50), temos

B 2 B Bk d B
/ K|@x| dx:/ I¢dx+/ E%Q%go) dr + Q (4.2.64)
e também
/ blhe|* da —/ 7, dx+/ —— wxw) dr + Q, (4.2.65)
mais ainda, vejamos agora que a integral / ¢x¢) dx, pode ser estimada por
’HUH’H |HFH7-[ + Ol F (3T 13-

|A

Observacao 4.2.7. Quando uma funcao verifica essa propriedade, diremos que é absorvida

|A

por @', mais ainda, se ® é uma funcao que cumpre a estimativa acima, entdo denotamos

esta propriedade por:
D .
~—~
Q/
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d _
Agora, vamos ver que de fato d—(lpﬁb) dx é absorvida por @'. Entdo, notemos que
T

8
ba(2)3()

Y

[ e

T

en vista de (4.2.41), temos que

N B (R
/ dm<¢zw>dx‘—— ol
Logo, tendo em conta que
Ll B L) )+ o 000+ S0 B + 0l ),

podemos concluir em virtude da Proposicao 2.1.6, que

Vo (o2 + f3)| P
P

S REO L)+ i (BOF +HEP).

além disso, como f3 € V', pela de desigualdade de Poincaré, temos

liiwwm‘ Gal + 15)||f

I
assim, de acordo com a Just. 1. (ver ao final da prova) e em vista de || fsz ||z, < C||F |3,

Zy(B8) + Zy(7)) + ||f3a;||L2

Mﬁ By

podemos constatar que

8d
[ S @) s < CHUI + CHIFI + CIF U

~ R

isto prova a afirmacao.
Just. 1. Notemos que, considerando ¢(z) = = — 8 e o intevalo de integracao (0,3) em
(4.2.61), temos que

B B _
BZ,(8) :/0 T, dx + /i/o GRe by dz + O

8 _
< [ Zydo+ Brllpatulle, +©

< C'U5, + Ball sl |¥allz, + Q@ por D. Hélder
< C'U| + CullU|5 + ©

< Cs||\U|3, + Cs||U||%|| Fllx  pela defini¢do de Q.

Logo, de forma semelhante, se consideramos ¢(x) = x — 7, conseguimos limitar Z,(7), isso

conclui Just. 1. Por outro lado, de uma forma similar, podemos provar, em virtude de

d
(4.2.63), que

T —(pep), é absorvida Q'.
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d _
Agora, notemos que, d—(gomw) ¢ também absorvida por Q. De fato, para fazer a estimativa,
x

consideramos

B d
| o) de

logo, usando (4.2.41), segue que

0z (P2 + [3)
i\

B

Y

B d _

T

entao, em virtude da Proposicao 2.1.6, temos

B d _

C C C 9
< W(I@b(ﬁ) "‘Iw(T)) + W(Iw<5) +I<p(7_)) + WHJCMHLQ

Por outro lado, de forma semelhante a Just. 1, conseguimos provar que [Z,(5) <

CIUNF A+ ClIU 1 F I e 7Zo(7) < IU13,+ Cl[Ulal| F [l portanto, conclufmos da equagao

acima, que

B d _
| S-(eud)da B + CIUF el

C C
< UG +
= H
A A
Agora, apresentaremos dois lemas, que vamos utilizar, para estimar a norma de U
em termos da dissipa¢ao na fronteira.
Novamente, na proxima estimativa denotaremos a parte real de J somente por 7, isto

para simplificar notacao.

Lema 4.2.4. Para todo € > 0 e o variando entre 0 e L, temos

P1€3
24p3

2 2.3 ,a
To(o —€) — Ty(a) < ( + 2;) 1T ()] + fpzz¢(a) + e / Tdz + Q'.(4.2.66)

24p% a—e
Demonstracao. Vamos usar as caracterizacoes das derivadas do Lema 4.2.2. Primeiro,

vejamos que
a d « _ a
/ d—Id, dr = / kRep, Y, dx +/ 9,
a—e AT a—e a—e

logo, em virtude do teorema fundamental do calculo, podemos ver que

Ty(@) - Tula—e) = |

o—

«

KRepay du + / 9,

dai, tendo em conta (4.2.51), temos que

1 e o« 4. _
Tu(0) ~Tufa—e) = 5 [ T)dr+ 2 /H () dv 0,

Q’, Obs.2

portanto, da igualdade acima, segue

Ty(a) — Tyla —¢) = 21/“ @) dz+ Q'

P2 Jo—e
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assim, aplicando integracao por partes, obtemos

Ty(a) = Tyla —e) = 21 " T+ Q

P2 Jo—e

€ 1 o d ,
:QpQJ(a)—QPQ/Q_&(x—a—i—s)dxj(x)dx—i—Q.

Logo, em vista da condicao p1b = pak, podemos substituir (4.2.54), na igualdade acima,

entao, temos que

Ty(e)~Tu(a—e) = 5-T(0) =5~ [ (@ =a+2) (T, ~ pT)da

o [0 @ ate) (o (o — bund) + Do+
Q’, Obs. 2.
— s J@ - [ @—a+e) (T ~T)dr+ Q.
2p2 2p2 a—e

ou seja,

T(a) — Tyla—e) = — j(a)+ﬂ/a (¢ —a+e)(Ty—I,)dr+ Q.

Tpg 2p2 a—e
dai, notemos que f(x) =x —a+¢e > 0, para todo = € [a — ¢, ], entdo, aplicando este

fato na igualdade anterior, obtemos

Tp(a) — Tyla—e) > = j(a)—&/a (@ —a+e)T,de+Q

2 N
2p2 2p2 a—e

€ P1 @ 2 ’
:7ja_7/ T,dz—a+e)?+Q,
2 (@) 1, Tl )

assim, podemos concluir que

Ty(o—2) - Tyla) < AT (@) + |2 [* Todlw—a+e)?
P2 2 Ja—e¢

logo, ao integrar por partes, obtemos

2 a
Tl -9~ Tu(@) < o W@+ 25T + |2 [ @-atoP T,

+9'.

Agora, vamos estimar I, notemos que, em virtude de (4.2.52), podemos constatar que

Y

I— 4’;1/“ (& — a+ )2 (KRews g, + R) dz
o Ja—e

dai, de (4.2.51), temos




87

portanto, tendo em conta a desigualdade triangular, obtemos

I< ﬂ/a (x —a+¢e)T(z)dzx| + @/a (x—a%—e)QCZSgoxz/_Jd:c +Q

8,0% a—¢ 8,0% a—¢
Q’, Obs. 2.
= p—lz/ (z — a+e)’J(x)ds| + Q,
8,02 a—¢

assim, aplicando integracao por partes, temos que

«

T+ |y [ o=t P g

3
I < €7 p1
24p% a—e

— 24p2

+ Q)

logo, em virtude de (4.2.54), podemos ver que

2

T ()] + ’ A /aa_@; —a+ )} T, +1,)do

I< 'n
2403

~ 24p3

+ Q'

daf, como f(z) = (z — a +¢)® > 0, mais ainda, atinge o méximo em f(«) = &3, podemos
concluir que

&3 2.3 ra
1< 207+ 25 [ Tar+ @

P2 24p3 Ja—e

Finalmente, ao substituir / em (4.2.67), obtemos o resultado. [

L
No seguinte lema estimamos / Z, dx, por uma funcdo que é absorvida por Q' e
0

apenas um termo pontual.

Lema 4.2.5. Suponhamos vdlidas as condigoes anteriores, entdo podemos verificar que
L L2
/ Tpde < -~ |7(L)| + Q. (4.2.68)
0 4ps

Demonstragio. Seja € > 0. Consideremos a parti¢ao do intervalo (0, L) em m partes, tal
que a; = (m — j)e, onde j vai de 0 até m e cumpre que me = L. Logo, integramos sobre
(a; — €, ;) em (4.2.54), ou seja,

a; a; a; d . B
/aj_e %57 dx = /aj_s (mZy, — p1Zy) dx + /aj_e plﬁ(mpxcp — b)) da +Q,
<Q
assim, temos que
J(aj) = T(aj—¢) = /J_ (p1Z, — piZy) dx+ Q,

dai, aplicando propriedades de médulo, podemos ver que

T(a; =) = 1T (@) £ 1T (0 =) = Te)l = | [ (T, — pTy) do+ Q).
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Além disso, como

/ ' (mZ, — piZy) do + Q’ < Pl/

aj— J

’ Zdx+ Q,

entao, podemos conluir,
[T (o — &) < [T ()] +/7 (mZ) dz+ Q. (4.2.69)

Por outro lado, consideramos j = 0 em (4.2.66), entdo g = me = L e a estimativa (4.2.66),

fica da forma,

3 2 2.3 L
pie® e € pie ,
Ty(L—¢e)—Ty(L) < — L —Z,(L Zd .
Agora, sabemos que Re ((A(U), U)) = —|y¢2(L)|?, entdo, segue da desigualdade de

Cauchy-Schwarz que |¢o(L)|? < C||F||%]|U||l, além disso, tendo em conta que b, (L) =
—v¢a(L) e que 2L (L) = pa2|p2(L) >4+l (L)|?, podemos concluir que [Zy, (L)| < || F||#||U]|x-
Portanto, em vista a estimativa |Z,(L)| < || F||x||U||» e a estimativa acima, podemos ver
que

Ty(L —¢) < pe’ e T (L) + ", (L) + UG LR (4.2.70)
v T \24p3  2p» 4py” " 24p3 J1—e

Agora, vamos considerar j = 1 em (4.2.66), entdo oy = (m — 1)e = L — ¢ e a estimativa

(4.2.66), é como segue
2

3
p1E 5 5
1 Qp) (L= + L9

2403

I¢(L—e—5)—I¢(L—g)§<

2.3 L
P1€ / /
- Tdr+ Q'

24p% L—e—c¢ v Q

ou equivalente

ped € g2
Ty(L —2e) — Ty(L —¢) S( : 2+2p2> |j(L—5)|—|—4—p21@(L—6)

24
P (4.2.71)
p%&ﬁ L= Id Ql
+24,0% 1o M e

Por outro lado, substituindo oy = L em (4.2.69), podemos ver que

L
(T(L =)l <|T(D)+p | Tdr+Q,

consequentemente, em virtude da estimativa acima e substituindo (4.2.70) em (4.2.71),

obtemos

T,(L —2) < <

3 2 2.3 L
pP1€ g 1S PI1E
+— | |T L)+ -—T,(L) +
2p2>| (D)) + - To(L)

Id
24p3 !

24p3 Ji—e

3 L 2
pP1€ g g
+ + — L) + Tdx )|+ —Z,(L—

(24p% 2p2> <|j( )| pl e x) 4/)2 ‘P( 8)

2.3 _
plg L—¢

Zd !
2403 J1—2¢ v+ <
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logo, a estimativa acima implica que

3 L 2
P1E € €
Ly(L —2e) < — |  2|T (L 2 Zd —(Z, (L) +Z,(L —
w( 8)— <24p%+2p2> < |‘7( )|+ pl e x>+4p2( 90( )+ SO( 8))
2.3 L
p1€ /
Zd )
2403 JL—2e vHe

Entao, continuando este processo indutivamente, com j comegando em 1, temos

g2 (i1 p%E?’ L
Ly(L —jge) < — Z,(L—ke)| + ZTdx
w( J ) 4p2 kz::o QO( ) 24p% L—je

T;

3 L
pP1€ 3 . /
— L Td :
+ <24p% + 2p2> (g!j( )|+ m e a:) +Q

Dai, tomando soma desde j = 1 até 5 = m, podemos observar que

m 3 m
, p1E £ m(m + 1) L ,
Ly(L — < — _ L Zd T
E W je) < (24p§ + 2p2> ( 5 |T(L)| +mp; . x +]Z1 ;+mQ

2 m
< <p1€ +1> <€m<m+1>|j(L)| +empy LL' Idm) +3°7,

2 —je j=1

Finalmente, multiplicando a estimativa acima por ¢ e em vista de que me = L, obtemos

m 2 2 m

, p1E 1 e?m(m +1) 9 L

Zy(L — < — || ——|T(L Z,d T,
§ o j8)8_<24p%+2p2>< 5 |\T(L)| + & mp; L T +€Z j

j=1 e i=1
+em@’
2 2 m
p1E 1 (em)*+cem L
< +— | | ————|T ()| + Tydr | + T;
< (i ) (5~ comn [ zoae)
+ LO'

2 2 m
P1E 1 L“+¢L /L ,

< — | [—=—IT (L L Zd T, +L
_(24p%+2p2>< 5 [T (L)+elp L L +5j2::1 j+ L,

logo, o resultado segue ao tomar limite de m — oo, (¢ — 0) na desigualdade anterior.

Observacao 4.2.8. Notemos que, S Z,(L — ke)e é uma soma de Riemann,entao ao tomar

o limite m — oo , (¢ — 0), torrl;;?se uma integral de Riemann no intervalo (0, L), isto

porque, se m — o0, entao j — oo. Dali, €§I¢(L — ke)e converge a zero, se m — 00 e
k=0

(e — 0), portanto € T; = 0 quando m — oo e (¢ — 0).
j=1
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]

Para finalizar o capitulo enunciaremos um tultimo resultado, isto para garantir
a estabilidade exponencial do sistema (4.1.1) e portanto a estabilidade exponencial de
(4.0.1)-(4.0.5). Para isto vamos usar as ferramentas provadas até agora nesta segio e o
Teorema 2.4.6.

Teorema 4.2.2. O Sistema (4.0.1)-(4.0.5) é exponencialmente estdvel, desde que as
velocidades de propagagdo de ondas sejam iguais e a condi¢io (Py) do Teorema 4.2.1 seja

satisfeita.

Demonstracao. Em virtude de que as velocidades de propagacao de ondas sao iguais,

podemos integrar (4.2.54) sobre (0, L), ou seja,
L L L
/0 T, da :/O %jda:jt/o T, de + Q
L
= | oiZude =70+ T(L)+Q

L
dai, ao dividir entre p; e somar / Zy dzx, temos que
0

L L 1 1
/ Tde = 2/ Tydr+ —J(0) — —J(L) + Q,
0 0 P1 P1
logo, aplicando moédulo, podemos ver que
L L 1 1
/ Tde < 2/ Ty de + —|T(0) + —|T(L)] + Q. (4.2.72)
0 0 P1 P1
Por outro lago, da definicao de 7, segue
1 — P2k o
1T O] < 22l )61 (0)] + Z= 12 O)][P(0),

entao, em virtude da Proposicao 2.1.6 <tomand0 €= /)2L>, temos

P1

1 P2 2 P2k 9
E|«7(0)| < po (mLWz(O)’ + 155 [61(0))] ) ( |2(0)" + 4,)2 22(0)] ) :

p1L P1 p1L

ou equivalente
1 P22 o Lpi— 2 P o KL __ i
—|J00)| < — —|1(0 —— |1, (0 — |22 (0)|%,
70 < Z20n(0) + PG 0) + S 10 0)F + S (0)

logo, fazemos uma reordenagéo e tomando em conta que p1b = kps, podemos ver que

1 2&6 2@72@72
ITO] < Cplea(O)F + 21O + GO + 5 0)

< CT,(0) + i’z(()).
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Portanto, em virtude do Lema 4.2.3 (considerando ¢ = x — L), obtemos da estimativa

acima que

i|»7(0)| < CZy(0) 4/ z)dz + Q. (4.2.73)

P1

Agora, vamos estimar CZ,(0), para isso, fazemos a« =0, f =L e g =x — L em (4.2.61),

ou seja,
»(0 / /0 (x VJERep, b, dx + Q

L
< — 7 / xj )
_L/O b+ C [ Kl bl do+ @

dai, usando a Proposigao 2.1.6 em |¢,|[1,|, (com & = C) obtemos

CZ,(0 <f/ Iw+CO/O Ty(z)da + - / ) dz+ Q

S((iJrCO)/OIw( dx + — / x)dz + Q.

Portanto, substituindo a estimativa acima junto com (4.2.73), em (4.2.72), podemos

concluir que
L L C L 1 /L
[ zwar<z | dea:—k(LJrCo)/o T@)do+; [ T(@)do
4/ d:c+f|.7( )+ Q

—CM/ T,(x)de + - / z) d + j() o)

Dai, pelo Lema 4.2.5, obtemos

CML

/L1<x) dr <

0
(1 Onl? ,
_<p1 )\j \—1—2/ r)dr+ Q'

NI+ AT+ 5 [ Ty dat 0

entdo, pela definigao de J, em virtude da Proposi¢ao 2.1.6 e pelo Lema 4.2.3 (considerando

q =z — L), podemos concluir que

(1 N CyL?
P1 4y

) T (L)| < CyTy(L) + 4/ v)de+ O,

isto porque o termo pontual Z,(L) é absorvido por Q. Finalmente, em vista das duas

ultimas estimativas, temos que

/LI(x) dr < Q.
0
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Entao, lembrando que @’ é estimado por

o o

2

IF13, + CUE U I3,
podemos concluir que

L C
| T@) de < U+ CIF Ul +

C
7l 13
R A

Logo, como sabemos que a norma || - ||z é equivalente a || - ||« e em virtude da definigao de

Z(zx) , usando a Proposigao 2.1.6 e aplicando o limite A\ — oo, concluimos que
li AN — A)~! .
T (01— ) <
Portanto, do Teorema 2.4.6, temos a conclu¢ao do teorema. O

Observagio 4.2.9. Temos provado que a solugao do problema abstrato de Cauchy (4.1.1)
com A o operador associado ao sistema (4.0.1)-(4.0.2), decai exponencialmente, o que é

equivalente a ter mostrado a estabilidade exponencial do sistema (4.0.1)-(4.0.5).
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5 TIMOSHENKO COM EFEITO TERMICO DO TIPO II- DISSIPACAO
NA FRONTEIRA

Neste capitulo, vamos introduzir um efeito térmico ao sistema de Timoshenko
trabalhado nos capitulos anteriores. O efeito térmico que vamos introduzir nao propaga a
energia, pelo que consideramos a dissipagao num extremo da fronteira que consideramos
no capitulo 4, a fim de utilizar a teoria classica dos semigrupos de operadores para resolver
problemas dissipativos. Para uma breve abordagem da deducao do sistema, ver [31]. O

sistema em questao ¢é o seguinte:

p1ow — K(ps + 1), =0em (0,00) x (0,L) (5.0.1)
a¥y — koOpe + B0y =0 em (0,00) x (0, L), (5.0.3)

onde a temperatura # e o deslocamento térmico ¥, estao relacionados pela equagao,
Vi(t,x) =0(t,x) em (0,00) x (0, L). (5.0.4)
Junto as condigoes iniciais (Timosheko)
2(0,-) = 0, 21(0,-) = 1 P(0,-) = o, ¥1(0,-) = by em (0, L) (5.0.5)
e (efeito térmico)
9(0,-) = Yo(x), 9:(0,-) = Oy(x), (5.0.6)
com dissipag¢ao
b, (t, L) = —yi(t, L) em (0, 00), (5.0.7)
onde v é um coeficiente viscoso estritamente positivo, e as seguintes condi¢des de contorno:

©(,0) =0, ¢(,L)=0, (-,0)=0, em (0,00). (5.0.8)

9(-,0) =0, 9(-,L)=0. (5.0.9)

51 BOA COLOCACAO

Estudemos a existéncia e unicidade do sistema (5.0.1)-(5.0.9), para isso, vamos
fazer uma abordagem desde a teoria de semigrupos, mais especificamente, utilizaremos o
teorema de caracterizagdo para o operador infinitesimal de um semigrupos de classe Cy de
contragoes, ou seja, o Teorema 2.4.3, dai, aplicando o Teorema 2.4.4, podemos garantir a

existéncia e unicidade do problema (5.0.1)-(5.0.9). De fato. Seja

V = (Q07 Pt ’QZ), @Dm 197 ﬁt)T7
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entao, temos que

d
dtV (@t Pits Vrs Ve, Ve, V)T (5.1.1)
Logo, em virtude das equagoes (5.0.1)-(5.0.3), podemos substituir ¢y, ¢y € ¥y em (5.1.1),
ou seja,
av K b K I5; K 3 T
. (@tv 7(4;03[: + w)xa ¢t y 7¢xw - 7(@a: + 1/}) — 7(93;, 1915 R 70’1990;5 — @Zja:t) , (512)
dt P1 P2 P2 P2 a a

ou equivalente

I 0 0 0 ©
K 02 k 0
p1 02 0 p1 Oz 0 0 0 P1
v 0 0 0 1 0 0 Y
dt K D b D K B o
L LT ¥ S U Ut ol K2
0 0 0 0 I 0
0 0 sa om0 )\
Dai, o candidato para o operador infinitesimal é
0 1 0 0 0 0
K 02 Kk 0
or 52 0 e 0 0 0
0 0 0 I 0 0
A=
_K 0 b 0 _ K _B8 90
P2 Oz 0 P2 Oza P2 0 0 P2 Oz
0 0 0 0 I
0o apomr o

Agora, vamos calcular formalmente a energia associada ao sistema (5.0.1)-(5.0.3), para

isso, multiplicamos por ¢; a equagao (5.0.1) e integramos sobre (0, L), respeito a x, isto é,

L L
/0 prpupdr — /0 K(pz +U)pprdr =0

Logo, como ¢(t,0) = ¢(t, L) = 0, entdo, aplicando integragao por partes e propriedades

de derivada, temos

dt2/ P1P; dx—i—/ K(@r + V)i dz = 0. (5.1.3)

Por outro lado, na equacao (5.0.2), vamos multiplicar por 1; e integrando sobre (0, L),

respeito a x, ou seja,
L L L L
| potitnde = [ bt do+ [ wle, +vinde + [ B0 d =0,

dai, aplicando integrando por partes e em virtude de (5.0.7), podemos conluir que

s [ ot 02 deir (e, D+ [ sl gy de— [ 50 det0(t, 22, 0)]) =0,
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logo, em vista de (5.0.9), obtemos

d1 L L r
%5/0 P2 4 b2 da + |t L)\2+/0 H(@x‘i‘w)wtdx_/o By, dv = 0. (5.1.4)

Finalmente, na equagao (5.0.3), multiplicamos por 6 e integramos sobre (0, L) respeito a

x, e em vista de (5.0.9), podemos ver que

L L L
/ Wy, da: — / KO 0 iz + / Bipf di = 0,
0 0 0

dai, aplicando integracao por partes e propriedades da integral, podemos concluir que

d1 /" 52 +d1/L 92 da — 0, (t, )0(t }L+/L5 6dr =0
%ioatx Eioﬁoxx m,x(,x)o Ol/th xr =V,

entdo, em vista de (5.0.4) e de (5.0.9), temos que

dl (L

L
=5 | (@0 4+ ) +/0 B dr = 0. (5.1.5)

Além disso, notamos que

d1
55 e T U = 20pe +¥) (P + V1), (5.1.6)
Portanto, ao somar as equagoes (5.1.3),(5.1.4) e (5.1.5), e tendo em conta (5.1.6), podemos
conluir,
d1 rt 2 2 2 2 2 2 2
2 (plgot + patby +b; + (0o + 1)+ ab” + noﬂx) dr = =y (t, L)|*.  (5.1.7)

Portanto, a energia associada ao sistema vem dada por

1 L
E(t) =5 /0 (P16} + pot? + b2 + (x +¥)* + ab” + k??) da. (5.1.8)

Agora, vamos impor condigoes para que o calculo da energia seja valido, entao, em vista

da equagdo (5.1.8), devemos pedir que
Yy Vi € Lo(0, L), 01 € La(0, L), 0, + 1 € La(0, L) e 0,9, € Ly(0, L).
Além disso, consideramos
V0, L) = {u € H(0,L) : u(0) = 0}.
Entao, para satisfazer as condigoes de fronteira (5.0.5), exigimos que
9,0 € HY0,L) , ¢, € Ly(0,L) , ¥ € VN0, L) e by € Ly(0, L).
Logo, em vista as condi¢oes acima, definimos o espago

H = H;(0,L) x Ly(0, L) x V30, L) x Ly(0, L) x Hy(0, L) x Ly(0,L).
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Por outro lado, introduzimos a aplicacao bilinear
(v ):HXxH—=>C
dada por
L
U, V)= /0 (P1u2D2 + pauals + bugeUsg + K(uie + us)(Viz + v3) + auels + Kousesg) d,

onde U = (uy, ug, uz, Uy, us, ug)?, V = (v1, 2, v3, 04, v5,06)" € H. Entdo, afirmamos que, a
aplicacao (-, ) define um produto interno em #, notemos que, (+,-) é bilinear , além disso,
os axiomas de produto interno seguem facilmente, com excepgao de (U,U) =0=U =0
(as provas sao andlogas a da Proposi¢ao 3.1.1). Entéao, vejamos que (U,U) =0 = U = 0.
De fato, seja U = (uy, us, ug, U4, us, ug) € H. vamos supor que (U,U) = 0. Assim, pelas
propriedades da integral, temos us, ug = 0 e ug = 0, além disso, us,, us, = 0 € uy, = —us.
Entao, primeiro notamos que, como us, = 0, podemos ver que uz = ¢, onde ¢ uma
constante, mais ainda, em virtude de que u3(0) = 0 (pois uz € V), temos que, usando
convergéncia pontual (q.t.p) e continuidade (isto porque os espagos estao definidos em [
limitado), podemos concluir que ug(z) = 0, para todo x, mais ainda, temos que ui(x) = ¢,
onde ¢; ¢ uma contante, entdao, como u; € H}(0, L), obtemos que u; = 0. Finalmente,
em vista que us(x) = ¢y , onde ¢y é constante, em virtude de us € Hj (0, L), temos que

us(z) = 0 para todo x, ou seja U = 0. Consideremos

U5 = (U.U) = sllpx + YL, + bllallL, + pilléillL, + p2lle2llz, +allOllL, + ol ¥:l1Z,,

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢2,9,0)" € H. Entdo, ||-|g é a norma em H que provém de (-, -).
Queremos ver que (H, ||U]|%) é um espago de Hilbert. Para isso, vamos ver que ||U||y
¢é equivalente a uma norma natural em H. De forma semelhante ao que foi feito na

Proposicao 4.1.2, podemos afirmar o seguinte resultado,

Proposicao 5.1.1. (H, ||U|ly) € um espaco de Hilbert.

Agora, vamos definir um subespago D(A) de H, em que definiremos o operador A :
D(A) — H com a expressao antes dada. Faremos isto a partir das condigoes (5.0.7)-(5.0.9)
e a definicdo de dominio de um operador, ou seja, dado U = (¢, ¢1, ¥, ¢o,9,0) € D(A),
como U € D(A), entdo em particular U € H (pela Defini¢ao 2.4.2), isto é,

@,V € Hy(0,L)N Hy(0,L), ¢1,¢9,0 € Ly(0,L) ey € Vi (0, L),

e como temos que ter AU € H, (pela Definigao 2.4.2), onde

b
AU: <¢17,€(90x+1/1)x7 ¢277’l/}$33_£<901+w)_ /6
P1 P2

K I} T
7617 9 ) 707912% - ¢2$> 9
P2 P2 a a

entao, deve estar satisfeito que

¢179€H8 e¢2 6%17
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€
b
*wmﬂ_i(@w"'_w)_ 699:; = J2
P2 P2
Ko 5

719mc - 7¢2:v = f37
a a

onde f1, fa, f3 € Ls(0, L). Entao, podemos resolver o problema acima referido, estudamos
problema equivalente integral usando o Teorema 2.1.1 e teoria classica como no espagco
das distribuicoes, isto analogamente como foi feito para resolver (4.1.10)-(4.1.11). Assim,

podemos concluir que

DA)={UeH :9,0€ H}0,L)NH?*0,L),¢, € H} (0, L), € V;(0,L) N H*(0, L),
¢s € V5 (0, L), b (L) = —7¢(L) ,0 € Hy(0,L)},

onde U = (¢, ¢1, ¥, ¢2,9,0). Agora, definimos
A:DA) —H

por

K b K 6] Ko 5} ’
AU = gbh 7(@1’ + ¢)a¢7 ¢2 ) 7¢xw - (9035 + w) - 79% 9 ) 719:13 - *¢23c .
P1 P2 a a

g P2

Lema 5.1.1. A é um operado dissipativo.

Demonstragio. Seja U = (@, ¢1, ¥, ¢9,9,0)T € D(A), temos de ver que Re (AU, U) < 0.

De fato, Notamos que

L _ b _ _
(AU U) = /0 (Pl (I:l(s% + ¢)x> o1+ p2 (p;ﬂm + p:(%c + ¢)¢2> ) dx

E ¢21> dx
a

+ /OL (bpoxtle + K1z + P2)(pz + ) da + /OL fa (Iz]ﬂm —
L L g _
+ /0 ko, da — /0 L .52,

logo, tendo em conta que, se z € C, entdo z —z = 2img(2)i, e que § € H}(0,L) e em

virtude de (5.0.7), entdo, ao integrando por partes a igualdade acima, obtemos

L L _
(AU, U) = 2img </0 k(pp + V) (1, + ¢2)dx> i+ 2img </0 bqngwmdx) i — 7v|po(L)|?

L _ L __
+21mg (/ K00 Us dx) 1+ 21mg (/ Bpa0, da:) 1,
0 0

dai, ao tomar parte real, podemos ver que Re (AU, U) < 0. O



98

Vamos agora apresentar uma proposigado com o objectivo de mostrar a condi¢ao (i)
do reciproco do Teorema 2.4.3. Primeiro, vamos verificar que 0 € p(.A), isto para mostrar

que o operador tem posto completo e que tem dominio denso em H.

Proposic¢ao 5.1.2. 0 € p(A).

Demonstragio. Queremos ver que 0 € p(A), ou seja, que o operador 0/ — A, seja in-

vertivel com inversa continua. Primeiro, provemos que é sobrejetora. De fato, seja
(fi, fos f35 1, [5, f6)T € H, queremos achar U € D(A), tal que —AU = F, para isso,

notamos que, isto é equivalente a resolver o sistema

;(9090 + w)x = f27

b
P2 P2 P2
Ko B

719:152: - *¢2m - f67
a a
onde f, f4, fo € L2(0, L), junto as condigoes
pr=freHy, o= fs€Vy, el =fs€H,

e as condigoes de contorno (5.0.6)-(5.0.9). Mais ainda, equivalentemente, substituindo ¢,

e 6, no sistema anterior, podemos ver que o sistema simplifica a

Z(% T VU)o = fo (5.1.9)
—wm - (et )= it ﬁf&c (5.1.10)
500 = fo+ f3x7 (5.1.11)

junto as condigbes de contorno (5.0.6)-(5.0.9). Depois para resolver o sistema acima
referido, vamos resolver um problema integral equivalente usando o Teorema Lax-Milgran,
ou seja, a partir do sistema (5.1.9)-(5.1.11), colocamos um problema integral. Entéo, na

equagao (5.1.9), multiplicamos por ®; € H} e integramos sobre (0, L), ou seja,

L Ii L -
| e+ 0)Bide = [ L dr,
0 M 0

logo, aplicando integracao por partes, podemos observar que

[ S e = [ A, (5.1.12)

isto porque ®; € H}. Dai, multiplicamos por ®; € V' em (5.1.10) e integramos sobre
(0, L), ou seja,

L b L . L I
/0 2 @y dar — /0 ;(%+w><1>2dx= /0 <f4+/ifsx> B, dz,
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entao, fazendo integracao por partes, obtemos

/ —wmtbzmdwr/ (0 + 1)) Py dx :/OL <f4+p62f5$> ®ydr  (5.1.13)

e
+, Do(L) f5(L).

Por outro lado, multiplicamos por © € Hj em (5.1.11) e integrando sobre (0, L), isto é,

L L _
/ @19:093@ dr = / <f6 + ﬁf?)x) O dz,
0 0 a

Assim, aplicando integracao por partes, temos que
L . L _
- / 59,0, dr = / <f6 + 5f3x> O du. (5.1.14)
0o a 0 a

Logo, para simplificar, denotemos fs; = 5 foo, fs = 2 far, Jo = pifo, f = pofae fo = afe.
Portanto, somando (5.1.12),(5.1.13) e (5.1.14), podemos concluir que

G<Ula‘/1) = T(‘/l)
onde Uy = (p,9,7), V1 = (@1, P;,0),

a(Uy, V1) :/O Ko, 0, dx+/ b¢$@2$dx+/ (o + ) (Br + B3) da , (5.1.15)

T(V) = Ty(Vi) + N(W), (5.1.16)
em que

1) = [ (for ) 0dr+ [ (fut 8h) Tade+ [ fidr, (5117)

N(Vi) = 1®5(L) fo(L) - (5.1.18)
Dai, consideremos o espaco
F = H;(0,L) x Vi (0, L) x Hy(0, L),
definimos a aplicagao
a(-,): Fx F =K

dada por a equacao (5.1.15), podemos verificar que (F,a(-,-)) é um espago de Hilbert,
mais ainda a(+,-) é coerciva e continua. De fato, da definigdo de a(-,-) e propriedade do
valor absoluto da integral, segue que, |a(Uy, Ur)| > 1||U1||%, ou seja, a(-,-) é coerciva.

Agora, vamos ver que a(-,-) é continua, notamos que

Y

L o L 7 L
|a(U1,v1)y:|/ noﬁx@xd$+/ wa%dw/ Ko+ 0) (Bry + B3) da
0 0 0
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portanto, em virtude da desigualdade de Holder

(U1, VI < Roll 92l 1Ol + Bllells | Pazlly + £l (00 + ) o] (Pre + ®2) l1s,
dai, pela definigao de || - ||, podemos ver que
(U, V)| < 3[|Un[#[[Vall=
isto é, a(., .) é continua. Agora, definimos
T(): F—=>K

por (5.1.16), ou seja, T'(Vy) = T1 (V1) + N(V4), vamos ver que T estd no dual de F. De fato,
notamos que, 7' é um funcional antilinear, vamos ver que é continuo, entdo, em virtude da

desigualdade triangular, temos que
TV < [Ty (Vi)| + [N (V1)
Assim, vamos estimar primeiramente |77(V7)|. Para isso notamos que

TV < |Ife + Bfaellral®lls + |1 fa + Bfsellea | P2l e + 1| Foll o || @1 ] 2

< CF (CPH(I)ilaS—{_ (I)QHLQ + CI%H(I)2HL2 + Cpl”q)i%cHLz + CP2”@7$HL2)
< CVill>.

Por outro lado, vamos estimar |N(V})|, entdo, pela imersdo do espaco de Sobolev, no

espago das fungdes continuas (isto pois I é limitado ), obtemos que
IN(W)| < C[Vill#.

Portanto, do acima exposto temos que , T" esta no dual de F. Dai, como a(-, ) é continua e
coerciva e T" esta no dual de F, entao pelo Teorema Lax-Milgran, existe um tnico U; € F,
tal que

T(W1) = a(Uy, V1),

para todo Vi € F. Vejamos que U; é solugdo ao problema (5.1.9)-(5.1.10), ou seja, temos

verificar a regularidade de ¢, e 6. De fato, como pelo Teorema Lax-Milgran, temos que
T(V1) = a(Uy, V1) (5.1.19)

para todo V; € F, em particular para V; = (1,0,0)” € C5°(0, L) x C§°(0, L) x C5°(0, L).

Entéo, substituindo V; em (5.1.19), podemos ver que

L _ L ,_
| s+ 0)@de= [ pBrde,

onde &, € C§°(0, L) é arbitrario, ou seja, ¢, +1 tem derivada fraca, onde sua derivada é fg,

isto &, (g + 1) = —%fz, daf, como f» € Ly, entdo podemos concluir que , (p, + ) € H,
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portanto ¢ € H?2. Por outro lado, notamos que para V; = (0,®,,0)7 € C5°(0, L) x
Ce(0, L) x C§°(0, L). Dai, Como @, € C§°(0, L), temos que N(V;) =0 e em virtude de
(5.1.19), obtemos

[ wloetodet [ o Tndn = [ (it 05) T,

ou equivalente

/OL b By, div = /OL (fi+ B — 5w + ¥)) B2 da,

onde ®, € C§°(0, L) é arbitrario, ou seja, byp, tem derivada fraca, onde sua derivada é

~0uw = fa+ Bfse — K(ps +¥), logo, como k(w, + 1) € Ly e fs+ ffse € Lo, entdo
b,y € Lo, assim, podemos ver que 1, € H', ou seja ¢ € H?. Finalmente, para V; =
(0,0,0)T € C5°(0, L) x C°(0, L) x C5°(0, L), em virtude de (5.1.19), temos que

[ (ot ph)@dr = [ o Brdr.

novamente, da definicdo de derivada fraca e que fﬁ + 0 f;x € Ly, podemos concluir que
Y € H? Portanto, temos que U = (¢, ¢1, ¢, %2, 9,0)T cumpre AU = F, como F foi
dado arbitrariamente, temos que A é sobrejetor, mais ainda, é injetor, porque para
F =0 o sistema (5.1.9)-(5.1.11), tem apenas uma solugao, como o 0 é solucao, temos
que ker A = 0, isto é, injetividade. Agora, vamos ver que A~! é continuo, basta mostrar
que [|U|lg < C||Fll%, porque se AU = F, entdao U = A™'F. Entdo, vejamos que
WUl < C||F||3,. De fato, notamos que, AU = F' é equivalente ao sistema (5.1.9)-(5.1.11)

e
¢ =f € Hy, o= fs € Vg, e 0= f5 € Hy. (5.1.20)

Entéao, primeiramente observe que em virtude de (5.1.20), Proposicao 2.1.4 e a desigualdade

Poincaré, temos que

pill¢illz, + pelldallz, +allOlll, < pillfill, + p2llfsllZ, + allf5117,
< p1Cy (f1z + fsllzo + Coll faal o)
+p2Cp| faz 12, + aCyl| flI7,
< Ap1Cpl fro + fllT, + 41 Co || faellZ,
+02Cp || faall7, + aCyll 5217,
< CullF I3

(5.1.21)

Logo, somando (5.1.12) com (5.1.13) e substituindo ®; por ¢, e ®, por ¢, podemos ver

que

[Fvzdn s [ st topar< [Cifplde s [C1(f 455 Pl
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dai, em vista da desigualdade de Holder, temos que

L L N N _ _
L vde - [ nte + 02 da < W ullal@lsa + 1o lia Blls + 81 2o P

Logo, tomando em conta a desigualdade de Poincaré, podemos observar que

/0 “byde + /0 e+ 012 de < Collfullnalivallie + Gy (1 falle + Bl frellza) 121l
< Cp|l fallzallpe + Pz, + Crll fall o9l 2o
+Ca, U I3l F [
< Cpllfillza (lox + ¥ la + C3lltallL,) (5.1.22)
+Co, | U I3 F [
< Con |UIlIF N3¢ + Can 1U 1) F
< Cur U 1| F 1

Finalmente, tomando em conta (5.1.14), substituindo © por ¥ € H}(0, L), podemos ver

que

L L N _
| rovzde < [T1(fo+ Bf) Ol da
0 0
< N ol l9lz, + Bll fso 2. 9]
< Cpll9ells (I sllz. + Bll fllzo )

< Car Ul 1 32

(5.1.23)

Logo, ao somar (5.1.21),(5.1.22) e (5.1.23), temos que
10113 < CullFI3; + Cas U el F 32
dai, em virtude da Proposi¢ao 2.1.6, podemos observar que
U1 < CullFl3, + Cuss (eNUNF + CENFNZ)
assim, tomando ¢ suficientemente pequeno, obtemos

1l < ClIF I3,

1

ou seja, —A~" é continua, portanto 0 € p(A). O

Agora, do Lema 4.1.2, existe A > 0, tal que A € p(A), além disso, como H é um

espaco de Hilbert, em virtude do Teorema 2.1.3; temos que D(A) = H. Logo, dos lemas

5.1.1 e 5.1.2, e que D(A) = H, estamos nas trés hipéteses do Teorema 2.4.3, portanto, o
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operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)}1<o de classe Cy com

IS(t)]|[% < 1. Finalmente, do Teorema 2.4.4, o problema abstrato de Cauchy:

av
’r = AV(t) t>0

V() =V

onde Vg = (g, @1, %0, 11,90, 00)T, tem uma tnica solucio.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos qualitativamente um sistema de Timoshenko com
distintos tipos de dissipagdo na fronteira. Fizemos uma abordagem via teoria de semigrupos
de operadores de classe Cj, considerando modificagoes especificas nas condi¢oes de contorno
para cada caso, a fim aplicar a teoria classica de semigrupos. Baseado nos resultados
dos capitulos 3 e 4, é possivel observar que a teoria de semigrupos oferece uma forma
efetiva, no estudo de existéncia e unicidade da solucao do sistema de Timoshenko e do
comportamento assintotico da solucao, além de oferecer mais de um abordagem ao estudo

mencionado.

Além disso, como é possivel observar no Capitulo 3, a teoria de semigrupos permite
resolugao construtiva do problema, de forma eficaz e bastante compreensivel. Conseguimos
provar a existéncia e unicidade da solucao ao problema estudado e garantir a estabilidade
exponencial, sendo o resultado mais importante neste capitulo, o Teorema 3.2.1, onde
estudamos desde a Definicao 2.4.4 a estabilidade exponencial da solu¢ao do problema

correspondente ao capitulo.

As principais contribui¢oes desde trabalho sao, os teoremas 4.2.1 e 4.2.2 no Capitulo
4. No primeiro de eles, se estabelece condi¢coes nas constantes do sistema para que o
conjunto resolvente do gerador infinitesimal contenha a faixa complexa e o segundo é
o teorema onde se verifica a estabilidade exponencial da solucao do sistema, sujeito as

condigbes de dissipagao na fronteira (4.0.4)-(4.0.5).

Outra contribuicao importante é a existéncia e unicidade da solucao do sistema
de Timoshenko com efeito térmico do tipo II (Capitulo 5), sendo este um problema novo,
essencialmente introduzimos um efeito térmico, que nao dissipa a energia no sistema

apresentado no capitulo 4.

Em trabalhos futuros, pretendemos abordar a estabilidade exponencial do problema
apresentado no Capitulo 5, inclusive com mais de um caso de dissipagao nas condigoes
de fronteira. Pretendemos abordar também um caso de dissipagdo para o problema
apresentado no Capitulo 3, onde alteramos uma das condi¢oes de dissipacdo com a

constante de controle nao necessariamente positiva.



10
11

12

13

14

15

16

105

REFERENCIAS

Timoshenko SP. On the correction for shear of the differential equation for
transverse vibrations of prismatic bars, Philosophical Magazine (1921),
41:744-746.

A. Soufyane, Stabilisation de la poutre de Timoshenko, C. R. Acad. Sci., Paris I
328 (8) (1999) 731-734.

J.E. Munoz Rivera, R. Racke, Mildly dissipative nonlinear Timoshenko
systems—global existence and exponential stability, J. Math. Anal. Appl. 276
(1) (2002) 248-278.

S.A. Messaoudi, B. Said-Houari, Energy decay in a Timoshenko-type system of
thermoelasticity of type III, J. Math. Anal. Appl. 348 (1) (2008) 298-307.

J.E. Munoz Rivera, H.D. Fernandez Sare, Exponential decay of Timoshenko
systems with indefinite memory dissipation, Adv. Differential Equations 13
(7-8) (2008) 733-752.

Munoz Rivera, J. E.; Estabilizacao de semigrupos e aplicagoes. Série de métodos
matematicos, Rio de Janeiro, 2008.

Kim, J.U., Renardy, Y.: Boundary control of the Timoshenko beam. SIAM J.
Control and Optimization 25(6) (1987).

Jaime E. Munoz Rivera, Maria Grazia Naso, About the stability to Timoshenko
system with one boundary dissipation, Applied Mathematics Letters 86 (2018)
111-118.

Maya Bassam, Denis Mercier, Serge Nicaise, Ali Wehbe, Polynomial stability of
the Timoshenko system by one boundary damping, J. Math. Anal. Appl. 425
(2015) 1177-1203.

Lima E. L.; Espagos Métricos. Projeto Euclides-IMPA. Edicao 3, Volume 1, 1993.

Demkowick, L.F, Oden, J.T. Applied Functional Analysis. Crc Press, Boca Raton,
1996.

Engel,K, Nagel, R. A short Course on Operator Semigroups. Springer. New
York, 2006.

Pazy, A., Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial
Differential Equations , Springer-Verlag, New York, 1983.

Carvalho A. N.; Analise Funcional II. Notas de aula- Universidade de Sao Paulo,
2007.

Brezis, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential
Equations. Universitext, Springer New York, 2010.

Kreysizg, E.; Introductory Functional Analysis with Applications. Wiley
(Classics Library, 1989.



17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

106

Adams, R.A, Fournier, J.J.F. Sobolev Spaces. Vol. 140, Pure and Applied
Mathematics. (2003). Science, 2003.

Cavalcanti, M.M, Cavalcanti, V.N.D. Introducao a Teoria das Distribuicoes e
aos Espacos de Sobolev.Eduem, Maringa, 2009.

Lawrence C. Evans, Partial differential equations, second ed., Graduate Studies
in Mathematics, vol. 19, American Mathematical Society, Providence, RI, 2010. MR
2597943 (2011¢:35002).

J-L. Lions, R.Functional and Variational Methods-Springer Dautray -
Mathematical Analysis and Numerical Methods for Science and Technology Volume 2
(2000).

Lilian Paola Romero Paredes, Semigrupos de operadores e aplicagoes, Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” 2022.

Félix Gregorio Pariona Vilca, Estabilidad lineal del sistema de Timoshenko
Lima — Pert 2015.

Zheng S. Nonlinear Evolutions Equations, Chapman Hall/CRC , 2004.
J. Priiss, On the spectrum of Cy-semigroups. Trans. AMS 184 (1984), 847-857.

Loudini, Malik. Timoshenko Beam Theory based Dynamic Modeling of
Lightweight Flexible Link Robotic Manipulators. Advances in Robot
Manipulators, Ernest Hall (Ed.), ISBN 978-953-307-070-4, ano 2010.

Socorro Rangel. Introducgao a Construgao de Modelos de Otimizacao Linear e
Inteira.

Hugo D. Fernandez Sare, Propriedades Assintéticas e problemas inversos para
sistemas de Timosheko. Rio de Janeiro. 2006.

Mohammad A., Yacine C., Mouhammad G and Ali W. Stability and controllability
results for a Timosheko system. arXiv:1901.03303v2 [math.AP], 2019.

C. Henry, David E. Penney, Ecuaciones diferenciales y problemas com valores
en la frontera, cuarta idicion, ISBN: 978-970-26-1285-8.

Denis M. Virginie R. Decay Rate Of The Timoshenko System with one
boundary damping. 2019. doi:10.3934/eect.2019021.

M. Carme Leseduarte, Antonio Magania and Ramoén Quintanilla, On the time decay
of solutions in porous-thermo-elasticity of type II. Departament de Matematica
Aplicada 2, ETSEIAT-UPC, C. March 2010, 13(2): 375-391.



