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RESUMO

Motivado pelo deslocamento de espuma em meios porosos com adsor¢ao
linear, estendemos trabalhos ja existentes para o escoamento bifasico contendo um
tragador ativo descrito por um sistema de leis de conservacao nao estritamente
hiperbélico. Resolvemos o problema de Riemann correspondente, apresentando
possiveis sequéncias de ondas que compoem a solucdo. Apresentamos condigoes
necessarias e suficientes para garantir a compatibilidade de tais ondas, demons-
trando a existéncia de uma solugao global. Classificamos as solugdes no plano
de fase contendo todos os possiveis estados a esquerda e a direita conectados por
uma sequéncia de ondas compativeis. Indicamos onde a solugao ¢é tinica e onde
existem duas sequéncias de ondas compativeis diferentes. Apresentamos o modelo
implementado no CMG-STARS descrevendo o deslocamento de espuma em meios
porosos com adsorcao e verificamos que ele satisfaz as propriedades necessarias
para aplicar a teoria desenvolvida. Todas as solucoes analiticas apresentadas neste
trabalho obtiveram bons resultados quando comparadas com simulagdes numéricas.
Apresentamos regioes de parametros onde o modelo do CMG-STARS possui uma
falta de unicidade da solucao no plano de fase, levando a uma perda de estabilidade
estrutural. Mostramos também que este modelo é bem posto no sentido de Ha-
damard, podendo apresentar oscilagoes numéricas devido a perda de estabilidade
estrutural. Apresentamos condi¢des para termos um banco de surfactante étimo,

formado por dois problemas de Riemann, e avaliamos o impacto da adsorcao.

Palavras-chave: Problema de Riemann. Meio poroso. Leis de Conservagao. Es-

puma.



ABSTRACT

Motivated by the foam displacement in porous media with linear adsorption,
we extended the existing framework for the two-phase flow containing an active
tracer described by a non-strictly hyperbolic system of conservation laws. We
solved the corresponding Riemann problem by presenting possible wave sequences
that composed this solution. We presented necessary and sufficient conditions
to guarantee the compatibility of such waves demonstrating the existence of a
global solution. We classify the solutions in the phase plane containing all possible
left and right states connected by a compatible wave sequence. We point out
where the solution is unique and where two different compatible wave sequences
exist. We present the CMG-STARS model describing foam displacement in porous
media with adsorption and verify that it satisfies the properties necessary for the
developed theory. All analytical solutions presented in this model match with direct
numerical simulation results. We show parameter regions where the CMG-STARS
model presents a lack of solution uniqueness in the phase-plane, yielding the loss
structural stability. We also show that this model is well-posed in the Hadamard
sense, being able to presents numerical oscilations due to structual instability. We
present conditions to establish a chemical optimal slug composed by two Riemann

problems, and evaluating the impact of the adsorption in it.

Keywords: Riemann problem, Porous media, Conservation laws, Foam.
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17
1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é investigar o banco de surfactante para a re-
cuperagao avangada de petréleo (Enhanced Oil Recovery - EOR). Neste estudo,
descrevemos o banco de surfactante como um processo de imbibicao, seguido por
uma drenagem para formagcao de espuma. Para descrever esses processos, adotamos
um sistema de leis de conservacgao nao estritamente hiperbélico considerando a ad-
sorcao linear do quimico na rocha, também conhecida como adsorcao de Henry. Os
processos de drenagem e imbibicao podem ser descritos por problemas de Riemann
associados ao sistema de leis de conservacao. Por esse motivo, dedicamos grande
parte deste trabalho a obtencao da solucao global do problema de Riemann. Nesse
estudo, usamos a funcao de fluxo fracionario implementada no simulador comercial
CMG-STARS, que descreve a textura da espuma em equilibrio local como fung¢ao
do quimico. Comparamos a solucao analitica obtida com aproximagoes numéricas
realizadas pelo Reaction Convection Diffusion Equations Solver (RCD), obtendo
excelentes resultados. Além disso, foi possivel avaliar o impacto da adsorcao do
surfactante na rocha porosa durante o banco de surfactante. Este trabalho foi
motivado pelo interesse da industria de petréleo em determinar a menor quantidade
de quimico/surfactante necessario para evitar a formagao de viscous fingering e a

avaliacao da influéncia da adsorcao no banco de surfactante.

O processo de recuperacao de petroleo pode ser dividido em trés fases: recu-
peracao primaria, recuperacao secundaria e recuperacao terciaria. A recuperagao
priméaria ocorre assim que o poco de petréleo é perfurado, onde a diferenca de
pressao entre o reservatério e a superficie mobiliza o petroleo. A recuperacao
secundaria consiste na injecao de fluidos, como dgua ou gas, visando manter a
pressao do reservatorio alta o suficiente para que a recuperagao de petroleo continue.
Recuperagao terciaria pode ser descrita como qualquer técnica aplicada apds a
recuperacgao secundaria. Nosso interesse neste trabalho se encontra no estudo de
um método de EOR, definida como a inje¢ao de materiais que normalmente nao
estao presentes no reservatorio. Dessa forma, métodos de EOR nao estao restritos
a uma das fases de extracao, podendo se enquadrar como um método secundario

ou terciario [47]. Podemos destacar como métodos de EOR a injecao de gés [47], a
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injegdo térmica como combustao in-situ [11, 12, 20], e a inje¢do quimica como a
injegao de polimero [37, 39] ou a injegao de espuma [46, 85, 41, 73, 21, 26]. Essa

ultima é tratada neste trabalho.

Utilizagado de injecao de gas para EOR possui alta eficiéncia, porém é
reduzida devido a heterogeneidade do reservatério, gradientes gravitacionais e
instabilidades. O uso de espumas pode ajudar na solug¢ao de todos os trés problemas
encontrados na varredura do gas [3]. Em particular, o uso apropriado de espumas
para EOR resulta em uma significativa reducao da mobilidade da fase gasosa. Dessa
forma, uma grande parcela da espuma fica presa no meio poroso, resultando em um
desvio de uma parte do fluido subsequente para uma camada com permeabilidade
mais baixa ou mais alta saturacao de 6leo, levando a uma melhor varredura da

espuma por todo o meio poroso [41].

Ao tratar da utilizacdo de espuma no auxilio do EOR, uma propriedade
importante é a textura da espuma, que pode ser definida como a quantidade de
bolhas por unidade de volume [33]. Existem diversas maneiras de descrever a
evolugao da textura de espuma, onde se classificam os modelos em dois grupos:
empiricos e mecanicistas. Os modelos mecanicistas consideram que a textura
de espuma ¢é descrita de forma explicita, possuindo uma equacao diferencial a
parte responsavel pela modelagem do fluxo, geracdo e destruicao de bolhas no
meio poroso. Esses modelos apresentaram bons resultando quando comparados
com dados experimentais [6, 25, 45, 65] e podem ser estudados via ondas viajantes
2, 80, 53]. Nos modelos empiricos a textura da espuma aparece de forma implicita,
onde seus efeitos no escoamento sao representados através de uma modificagdo do
termo responsavel pela mobilidade das fases. Embora esses modelo possua uma
fisica mais simples, em compensagao obtemos uma maior estabilidade numérica
[42]. A relacao entre a reducao da mobilidade e a saturacao ¢ obtida através de
dados experimentais. Esses modelos em geral sao estudados via leis de conservagao,
onde podemos citar como exemplos [82, 70, 61, 27]. Destacamos que o modelo

adotado neste trabalho é empirico.

A espuma possui uma estrutura que nao é termodinamicamente estavel,
sendo necessario adicionar surfactantes para possibilitar a formagao de bolhas,

reduzindo a tensao interfacial entre a dgua e o gas [77]. Apds injecdo de uma
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solucao contendo surfactante no meio poroso, ocorre o processo de adsor¢ao do
surfactante, onde suas moléculas se instalam nas paredes do meio poroso. Tais
perdas tém potencial de desestabilizar a espuma, além de poder tornar tal processo
economicamente invidvel [9]. Portanto, é vital entender como o processo de adsorgao
evolui durante o EOR para determinar sob quais condi¢Oes a espuma se mantém

durante toda a injecao.

A obtencao de solugoes analiticas é altamente valorizada na industria do
petréleo, pois possibilita a validacao de simuladores, além de fornecer informacgoes
importantes sobre: a velocidade de propagacao dos fluidos, o tempo de breakthrough,

e a dependéncia desses valores com os parametros.

1.1 Revisao bibliografica

O interesse no estudo da injecao de espuma em meios porosos vem aumen-
tando nos ultimos anos devido a suas aplicagbes: como na industria petrolifera
[60] e recuperagao de solos contaminados [34, 78]. O estudo da injegdo de espuma
é desafiador devido a sua relagdo com processos quimicos e ao comportamento
nao newtoniano da espuma [23, 44]. Na literatura existem diversos trabalhos que
investigam o transporte e o processo geracao e destruicao de bolhas; onde podemos
citar como trabalhos experimentais [65, 16, 33, 13], e entre os trabalhos numéricos
[14, 41, 24]. Por outro lado, modelos mateméaticos que descrevem o transporte de
espuma sao mais escassos, onde podemos citar [46, 85, 41, 2, 80, 53], nos quais é

descrita a evolucao das bolhas durante o deslocamento.

Ao investigar modelos descrevendo o transporte de quimicos em meios
porosos com a presenga de 6leo, podemos citar os trabalhos [37, 39, 38, 72|, onde é
apresentada a construcao da solugao do problema de Riemann. Nos trabalhos de
Isaacson [37], Isaacson & Temple [38] e Temple [72], ¢ modelado o fluxo bifésico
de agua com polimero e 6leo em meios porosos sem considerar a adsor¢ao do
polimero. Dessa forma, podemos ver o atual trabalho como uma extensao dessas
investigacoes. No trabalho de Johansen & Winter [39], é descrito o fluxo bifasico
de agua com polimero e 6leo em meios porosos, o qual considera a adsor¢ao nao-
linear de Langmuir do polimero na rocha; porém esta teoria nao foi aplicada

para o caso linear aqui considerado. Em ambos os modelos nao hé presenca de
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espuma, resultando em diferentes propriedades do quimico sobre o fluxo, e assim

em diferentes hipoteses para construir a solu¢ao do problema.

Nos restringindo a procura de trabalhos que se assemelham ao atual do
ponto de visto matemdtico, podemos citar os trabalhos [5, 17]. Ambos apresentam a
solucao do problema de Riemann para o fluxo bifasico de agua e 6leo, onde descrevem
os efeitos da temperatura da dgua. Apesar da diferente fisica considerada, tais
trabalhos possuem uma estrutura similar ao aqui apresentado no contexto de leis

de conservacao.

Apesar das diferencas entre os trabalhos [37, 39, 17, 38, 72|, todos possuem
uma propriedade em comum: ao considerar que a concentracao do quimico ou
a temperatura sao constantes, recaimos na equacao de Buckley-Leverett. Tal
propriedade é interessante, pois possibilita utilizar a teoria apresentada no trabalho

de Buckley-Leverett [8]. O trabalho atual usufrui desta propriedade.

Conforme apresentado, a principal diferenca entre o atual trabalho e os
citados acima sdo consequéncia da fisica representada pelo modelo. Tais diferencas
sao refletidas diretamente sobre a funcao de fluxo fracionario e suas propriedades.
Neste trabalho, adotamos a func¢ao de fluxo fracionario implementada no simulador
comercial CMG-STARS, que representa os efeitos da espuma em equilibrio local
através do termo de reducao da mobilidade do gas. O simulador CMG-STARS
pode ser citado como um dos melhores simuladores de reservatério para processos
térmicos e quimicos [74]. Também é reconhecido por sua capacidade de representar

processos quimicos complexos em escala experimental e de campo [57].

Nos trabalhos [63, 29] é investigado a estabilidade estrutural de problemas de
Riemann associados a sistemas de leis de conservacao. Nesse contexto, o problema
de Riemann ¢ dito estruturalmente estavel quando pertubagdes nos dados iniciais
e no fluxo nao alteram a quantidade e o tipo de ondas que compodem a solucao.
Neste trabalho, mostramos que existem regides de parametros onde o modelo
implementado no simulador CMG-STARS para espuma apresenta uma perda de

estabilidade estrutural.

Consideramos o banco de surfactante como o processo de imbibi¢ao, onde
injetamos a fase aquosa no meio poroso a uma determinada concentracao de

surfactante, seguido por um processo de drenagem, onde injetamos gas no meio
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porosos visando a formagao de espuma. Na literatura, encontram-se [59, 4, 32] como
trabalhos relacionados a bancos de quimicos. Ribeiro [59] estudou o deslocamento
de 6leo por um banco de polimero, definido como um volume fixo de solu¢ao aquosa
contendo polimero, considerando trés tipos de adsor¢ao de moléculas de polimero
na rocha (de Henry, Concava e de Langmuir). Em todos os casos, a introdugao do
banco de polimero recupera mais petroleo do que a injecao de dgua pura. Também
é possivel observar como o banco de polimero tem seu tamanho reduzido devido a
adsor¢ao do quimico nas paredes da rocha. No trabalho de Bakharev [4], a mesma
definicdo de banco de polimero é adotada, onde encontraram que seu tamanho
ideal vem de uma injecao sequencial de polimero, reduzindo sua concentragao a
cada injecao. Esse processo visa minimizar a concentracao e maximizar a eficiéncia

de varredura.

Podemos destacar como contribuigoes deste trabalho a obtencao da solucao
global do problema de Riemann de um modelo descrevendo uma fisica pouco
estudada na literatura, fazendo uso da func¢do de fluxo fracionario implementada
em um dos maiores simuladores de geociéncia de reservatorio [74]. Entre os poucos
trabalhos encontrados na literatura que utilizam o modelo implementado no CMG-
STARS, podemos citar [70, 71].

1.2 Organizacao do texto

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresenta-
mos uma breve revisao sobre leis de Conservacao e métodos numéricos baseados
em diferencas finitas para resolver EDP. No Capitulo 3 apresentamos a modelagem
matematica para escoamento de fluidos em meios porosos adotada. No Capitulo 4
é apresentado o sistema de leis de conservagao adotado para descrever o fluxo de
espuma em meio poroso, a construgao da solucao global do problema de Riemann,
um estudo relacionado a perda de unicidade da solucao e, finalmente, comparacao
entre a solugao analitica com simulacao numérica. No Capitulo 5 é apresentado
o comportamento do banco de surfactante, e condi¢des para se obter o banco de

surfactante étimo.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao dos principais conceitos
relacionados a leis de conservagao e métodos numéricos que serao usados ao longo
deste trabalho.

2.1 Leis de Conservacao

Leis de conservagao sao Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) que represen-
tam a conservagao de uma varidvel, podendo ser uma quantidade (como massa) ou
um estado (como energia ou momento) [50]. Para o caso unidimensional, podemos

descrever um sistema de n leis de conservacao como

0 0
= t)+ —F
8tU($’ )+ Ox

onde (z,t) € Q@ : =R xRy, U:Q — R" é um vetor n-dimensional e F' : R" — R".

A funcado F' recebe o nome de fungao de fluxo para o sistema (2.1).

(U(x, 1)) =0, (2.1)

Podemos reescrever o sistema (2.1) na forma
U+ AU)U, =0, (2.2)

onde A(U) = JF(U) é a matriz Jacobiana de F'. Denotamos por \;(U) o i-ésimo
autovalor associado & matriz A(U), de forma que A\ (U) < A(U) < ... < A\, (V).
Os autovetores correspondentes serdo denotados por 7;(U) para i = {1,2,...,n}.
Utilizamos o termo "p-ésima familia', 1 < p < n, para nos referir ao par de p-ésimo

autovalor/autovetor da matriz A(U).

Defini¢ao 2.1. Dizemos que o sistema (2.2) ¢ hiperbélico se a matriz A(U) ¢é
diagonalizavel com autovalores reais. Caso os autovalores sejam distintos, isto é,
M(U) < X(U) < ... < X\(U) para todo U(x,t) que satisfaz (2.2), dizemos que o

sistema ¢ estritamente hiperbélico [18].

Para obter uma solugdo para o sistema (2.1), é necessario associar o mesmo
a um dado inicial e possivelmente, condi¢oes de fronteira. Em geral, trabalhamos

com o problema de valor inicial (PVI), ou problema de Cauchy, no qual (2.1) vale
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para todo (x,t) € ( com a condigdo inicial
U(x,0) = Up(x), x € R. (2.3)

Definigao 2.2. Dizemos que U(zx,t) é uma solugdo classica para o problema
de Cauchy quando U(z,t) é de classe C'(Q) e satisfaz (2.1) e a condigao (2.3)
para todo (z,t) € @ [50].

O problema de Riemann centrado em x = 0 é um caso particular do
problema de Cauchy, onde consideramos o sistema (2.1) associado ao dado inicial
na Eq. (2.3) da forma:

Uo(l’) =

{ Up, sex <0, (2.4)

Ugr, se x > 0,

onde Uy, e Ug sdo constantes. A constante Uy, é chamada de estado a esquerda (ou

condicao de injegao) e Ug de estado a direita (ou condigao inicial).

Defini¢ao 2.3. Uma Solugao Fraca para o problema de Cauchy (2.1), (2.3) ¢é
uma funcio U € L} (Q) tal que

| e+ FU@ )6 dedt + [~ Us(a)o(a,0)dr =0, (25)

para toda funcao teste ¢ : Q — R™ em C*((Q)) com suporte compacto (ver [67] para

mais detalhes).

2.1.1 Lei de Conservagao escalar

Como o nome sugere, leis de conservacao escalares sao um caso particular
de sistemas de leis de conservacao para n = 1, onde a solug¢ao u agora tem como
contradominio R. Inicialmente, assumimos que f : R — R, onde f € C*(R) e

f" > 0. Consideramos o Problema de Valor Inicial

{ut+(f(U))m=0 em Q

u(z,0) = ug(x), (2:6)

onde agora u : () — R.
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Seja u € CY(Q) solugao classica de (2.6). Seja z dado inicial para o
problema

L~ Plule.t), #(0) = (2.7)

Uma vez que f € C*(R ), temos que (2.7) possui uma tunica solugdo [68], que

chamamos de curva caracteristica. Ao longo dessa curva temos

d dx
—u(x(t),t) = up + up— = uy + f'(w)u, = 0. 2.8
Sule(t),0) = w+ e = s+ f(w) (28)
Portanto, u é constante ao longo das curvas caracteristicas.

Uma vez que u é constante ao longo dessas curvas, f(u) também o é,
implicando que

Y Pule(0).0) = £ u(e0.0) = £ (). 29)

Assim, as curvas caracteristicas sdo retas no plano x — ¢ com inclinagdo f'(ug(xo)).

2.1.1.1 Ondas de choque

Sejam u a densidade e f o fluxo de massa correspondente. Dados a, b € R

(com a < b), temos o seguinte balang¢o de massa:

d b
%/a (e, t)dz + [fulb, 1) — flu(a,t)] =0, ¥t > 0. (2.10)

Se u e f sao suaves, segue do Teorema Fundamental do Célculo

b
/ s + (f (u))a]ldz = 0. (2.11)
Como a equacao acima vale para todo a < b, concluimos que u; + (f(u)), = 0.

Suponhamos agora que u ¢ descontinuo através de uma curva suave z(t) e

a equacao u; + (f(u)), = 0 é satisfeita em ambos os lados dessa curva. Assim

jt/abu(;p,t)das — jt [/ax(t) u(z,t) dgp_|_/ u(x,t)dx ] , (2.12)

z(t)” dx
_ / wde + ula(t), 1) + / . e —u(m(t)*,t),

= /j(t)_ updxr + /m(m wpdxr + Cflt(u(:v(t)a t) —u(z(t)",1)),

( N _u+)7

= flula,t) = f7+ 7= fulb, ) +
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onde u™ = u(a(t) 1), ut = u(a(t)1), [~ = [(u 1), [* = [(ut1)), ea
igualdade com (x) segue da integragao de (2.6) nos respectivos dominios. Dessa

forma
de , _ N _ L d b
W~y =57 = [ e e+ f((b0) ~ flu(a, ) = 0. (213
Obtemos assim a condigdo de Rankine-Hugoniot (RH),
dr _ [f]
— == 2.14
dt  [u)’ (2.14)
onde [f] = f* — f~ e [u] = u™ —u~. Essa relagio nos mostra como ocorre a

propagacao de uma descontinuidade na solucao.

Definigao 2.4. Uma solugao continua por partes u(z,t) de (2.6) com desconti-
nuidade ao longo de uma curva suave z(t) que satisfaz a condicao RH (2.14) é

chamada onda de choque ou choque.

No plano z-t, solugoes na forma de choque podem ser caracterizados pela
colisdo das curvas caracteristicas. Na Fig. 1, vemos que devido a inclinacdo das
curvas caracteristicas, ocorre um encontro entre elas para o tempo t = t,, resultando

em um salto na solucao de uy a us.

' (u1) ' (uz)

1
U= Uy
1
1
1

i Ty

Figura 1 — Intersegao entre caracteristicas no plano z-t [76].

Para o problema de Riemann, um choque possui a forma

uy, T < st,
u(z, t) = { u’ o (2.15)
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onde u; e u, representam os estados a esquerda e a direita (ver Eq. (2.4)) e s é a

velocidade de propagacao do choque, dada pela condigao de RH (2.14).

Embora solugoes fracas possibilitem encontrar solugoes para problemas que
nao teriam uma solucgao classica, existem casos em que nao temos unicidade da
solugdo fraca. Dessa forma, é necessario adicionar uma condigdo para determinar a

solugao fisicamente relevante, conhecida como condigao de entropia.

Defini¢ao 2.5. (Condigao de entropia de Oleinik) Temos uma solugao na forma

de choque entroépico se

ﬂw—ﬂwﬁzszﬂw—fWﬂ

U —Uu- u—ut

, (2.16)

para todo u entre v~ e u™, onde u~ e ut representam os estados a esquerda e a

direita da descontinuidade, respectivamente [50].
Geometricamente, essa condi¢ao nos diz que

e seu’ > u~, devemos ter o segmento ligando (u™, f(u™)) a (u™, f(u™)) abaixo

do grafico de f;

e seu” >u", devemos ter o segmento ligando (u~, f(u™)) a (u™, f(u™)) acima

do grafico de f.

Vale ressaltar que as condi¢oes de entropia sao locais, onde precisamos

realizar tal analise sempre que ocorrer uma descontinuidade na solucao.

2.1.1.2 Ondas de rarefagao

Quando utilizamos o método das carateristicas para determinar a solugao
de uma Lei de Conservagao, pode ocorrer que algumas regioes do plano z-t nao
possuam nenhuma caracteristica, ou seja, nao chegar nenhuma informacao, como

mostra a Fig. 2. Nesses casos, um tipo especial de onda ocorre, chamada rarefacao.

Seja —oo < u; < u, < 00, e consideramos o seguinte problema de Riemann
ue + (f(u))e =0,

<0 2.17
U(x,O):{ZZ i>07 ( )
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T

Figura 2 — Curvas caracteristicas se abrindo em z = 0 no plano z-t.

Seja u(z,t) tnica solugdo entrépica de (2.17). Dessa forma, para cada k > 0, as

funcoes
ug(z,t) = u(kz, kt) (2.18)

sao solugbes de (2.17), que também satisfazem a condicao de entropia. A unicidade

suposta anteriormente nos da
u(z,t) = ug(x,t) = u(kx, kt), VEk>0eV(x,t) €qQ. (2.19)
Logo, para t = %
1
u (x, k) = u(kz,1) Vk>0exeR (2.20)
Dessa forma, podemos concluir que u deve ser da forma

u(z,t) = v(€), €= % (2.21)

Substituindo v de (2.21) em (2.17) obtemos

dv  df(v) .o du
Y ek S/ — =0 R 2.22
et (NG e (222)
com as condig¢oes de fronteira assintoticas
v(—00) = u, v(+00) = u,. (2.23)

Agora queremos formalizar a forma fraca para (2.22) com condi¢do de con-
torno (2.23). Tomamos u € L>(Q), onde L>™ é o espago das fungoes essencialmente
limitadas, u; < u < u, em quase todo lugar de @), tal que

/ {udy + f(u)ps ydzdt + w / ’ o(x,0)dz + u, / - o(x,0)dz =0,  (2.24)
Q 0

—00
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para toda funcdo teste ¢ € Cj(Q).
Supondo que este problema possui solu¢ao tnica e usando os mesmos argumentos
utilizando uy, feitos anteriormente, obtemos que a solucao fraca deve ser da forma
x

uz,t) = v(€),  com &=, (2.25)
onde v € L*(R) NC(R). A condigao inicial (2.23) sera satisfeita devido a conti-
nuidade de v e a condicao inicia dada em (2.17). Como feito anteriormente, agora
analisamos as identidades envolvendo integrais para falar sobre solugoes fracas.

Escolhemos uma funcao teste com a forma

P(z,t) = 1(§)P2(1), (2.26)
onde ¢, @2 € C°(R).

Uma vez que supomos (2.24), usando a compacidade dos suportes de ¢1, segue que

/ngbt + f(u)p dxdt = 0. (2.27)
Uma vez que
_ _dd 1 o)
¢ = — ¢ §t¢2+¢1dt, (2.28)
_ dail
GO = ¢ t@, (2.29)

substituindo ¢; e ¢, na Eq. (2.27) e integrando por partes, obtemos

/ ootd;f ([ vonde)at+ [~ o { L) - vf)cizldf} dt=0. (230)

Como as integrais internas (em relagdo a &) nao dependem de ¢, podemos integrar

a primeira parcela de (2.30) por partes, que nos dé a seguinte relagao,

/R {(f(v) - vf)czzl — v¢1} de = 0. (2.31)

Definicao 2.6. A funcao v: R — R é dita onda de rarefagao se
« veC(R),
« v € [u,u] e v(—00) = 1w, v(+00) = u,,

« v satisfaz a relagao (2.31).
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2.1.2 Equagao de Buckley-Leverett

Nesta secao apresentamos brevemente a equagao de Buckley-Leverett, bem

como sua aplicagao para recuperagao avancada de petroleo.

Apoés a perfuracao do pogo, a diferenga de pressao resulta em uma primeira
mobilizacao do o6leo, conhecida como recuperacao primaria. Durante esse processo
apenas uma pequena parcela do 6leo é recuperada, onde outros métodos sao
necessarios para complementar essa produgao. Foi pensado entdo em injetar dgua
no reservatorio para deslocar o 6leo até o pogo produtor, onde temos agora um
fluxo bifasico (dgua e éleo) no meio poroso [47]. Para um caso unidimensional,
podemos representar a conservacao da massa da dgua através da equagao escalar
de Buckley-Leverett

Ou , 0f (w)

ot ox

onde u representa a saturagao da agua (se encontra entre 0 e 1) e f é a fungao de

=0, (z.t) €Rx[0,00), (2.32)

fluxo fraciondrio da agua [8]. A construgao da solugao apresentada a seguir pede

que a fungdo f possua forma de S, isto é, satisfaca as seguintes condigoes [79, 76]:

o A funcio f € C? com f’(u) > 0 para todo wu.
e Parau=0eu=1, temos f(0)=0e f(1) = 1.

« A fungao f possui apenas um ponto de inflexdo u’, onde f”(u) > 0 para

u<u'e f’(u) <0 para u > u'.

Um exemplo de funcao de fluxo fracionario que satisfaz essas propriedades é

U2

Jlu) = u? 4+ v(1 —u)?’ (2:33)

onde v é uma constante (ver [50] para mais detalhes).

Conforme apresentado anteriormente, quando a fungao que descrever o fluxo
de uma lei de conservacao escalar é concava ou convexa, a solugao é composta
por apenas uma onda de rarefacao ou choque. Quando nao temos essa condigao
satisfeita, a solucao pode ser composta por uma combinac¢ao dessas ondas, que é

o caso da equacao de Buckley-Leverett. Conforme podemos observar no painel
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esquerdo da Fig. 3, f possui um ponto de inflexdo, que denotamos por u‘. O painel
direto da Fig. 3 ressalta que a funcao f é crescente a esquerda e decrescente a

direita de u’.

daf
du |-

Z Uu

Figura 3 — A esquerda temos o perfil de f (2.33) e a direita o perfil de sua derivada.

Uma vez que nossa funcao de fluxo possui um ponto de inflexao, a condigao
de entropia a ser adotada ¢ a condi¢do de entropia de Oleinik (veja Eq. (2.16)).
Dados os estados arbitrarios a esquerda u; e a direita u,., temos trés possibilidades

para a solucao entrépica segundo Oleinik da equacao de Buckley-Leverett:

o Rarefagao: conforme apresentado anteriormente, para que a solucdo seja
composta por apenas uma rarefagdo é necessario termos f’ crescente de f'(u;)

a f'(u,), conforme mostra o painel esquerdo da Fig. 4 para u; < u,..

o Choque: esse tipo de solugao ocorre quando a secante conectando os pontos
(ur, f(w)) e (ur, f(u,)) ndo intersecta o perfil de f e se encontra abaixo do
grafico para u; < u,, ou acima do grafico para u; > wu,. O painel central da

Fig. 4 apresenta este cenario para u; < u,.

» Rarefagao seguida por choque: inicialmente, definimos u* como o estado

tal que
f(ur) B f<U*) )

fllu) =="—1 (2.34)
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Note que u* é o ponto onde a secante que o liga com (u,, f(u,)) coincide com
a reta tangente a f em f(u*). A solugao é dada por uma rarefacao de u; até
u* seguida por um choque até u, quando: u, < u’ e u* < u;, ou u, > u' e
w; < u*. Assim, temos que as condigoes necessarias para ocorrer um choque
ou rarefacao apresentadas anteriormente sao violadas. O painel direito da

Fig. 4 apresenta este cenario para u; < u,.

u Uy

Uy o uE Up

uy u u up u

Figura 4 — Cenario das trés possiveis solu¢oes da equacao de Buckley-Leverett.
No painel da esquerda, temos a ocorréncia de uma rarefacao; no painel central, a
ocorréncia de um choque; e no painel da direita, a solugao é dada por uma rarefacao
seguida de um choque.

2.1.3 Sistema de Leis de Conservagao nao Linear

Tratamos agora de sistema de Leis de Conservacao nao linear. Neste caso, a
matriz A apresentada na eq. (2.2) nao é constante, dependendo de U. Em particular,

temos que os autovalores e autovetores associados a matriz A sdo fungoes de U.

A partir daqui, tratamos apenas do problema de Riemann, isto é, conside-

ramos

Ut + F(U).T = O’ el Qa
U, se x <0, (2.35)

Ug(x) =
olz) Ugr, se x > 0,

Sistemas de leis de conservacao nao-lineares possuem 3 tipos de ondas que
podem compor a solucdo: choques, rarefacoes e contatos. Antes de falar sobre cada

tipo de onda, apresentamos algumas defini¢oes.
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Definicao 2.7. Chamamos de curva integral associada a um campo de vetores

F a aplicacao T : R — R" com a propriedade
T'(§) = F(T()), V¢ €R. (2.36)

Isto é, o vetor tangente a 7' em cada ponto £ € R é exatamente F(T'(€)).

A seguir apresentamos as defini¢oes e caracteristicas das ondas que compoe

a solugdo de um sistema de Leis de Conservacao.

2.1.3.1 Ondas de choque

Choques sao solugoes fracas descontinuas para o sistema (2.2), caracterizadas
por assumirem valores constantes U, e Ug a esquerda e a direita da descontinuidade,
respectivamente. A velocidade de propagacao dessa descontinuidade, assim como

no caso escalar, deve satisfazer a Condi¢ao de Rankine-Hugoniot (RH), dada

por
F(UR)—F(UL):S(UR—UL). (237)
Fixado um estado Uy = (Ug,...,Ul) € R", gostarfamos de determinar
todos os pontos U = (Ul, cee 0”) € R" que podem ser conectados a U, por uma

descontinuidade que satisfaz (2.37) para algum s.

Expandindo F(U) em torno de Uy, obtemos
F(U) = F(Us) + A(U — Up) + O(|U = Upl), (2.38)
ou equivalentemente
AU = Up) = F(U) = F(Uy) = O(||U = Uy ). (2.39)
Lembrando que a condicao (2.37) deve ser satisfeita, a relacao (2.39) se torna
AU = Us) = s(U = Us) = O(||U — Up| ). (2.40)

Tomando U suficientemente préximo de Uy, é possivel tornar o termo O(||U — Uy ||?)
tao pequeno quanto se queira. Dessa forma, podemos negligenciar tal termo,
obtendo

A(U — U(]) = S(U — Uo) (241)
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Concluimos assim que s é um autovalor de A e o vetor (U — U) um miltiplo do
autovetor associado a s, r,. Assim, existe £ € R tal que U—-Uy= &rp, de forma

que podemos escrever U como funcio de Uy e &, obtendo a relacio
U Uy) =U + £y, (2.42)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

Lo,

F(U) - F(U)) = i 5 F((L=2)Us + 2U)dz (2.43)
= /01 A1 = 2)Uy + 2U0)(U — Uy)dz (2.44)
= (U—-Uy)G(U,Uy), (2.45)

onde G(U,Up) = [y A((1 — 2)Uy + 2U)dz. Logo

s(U = Uy) = F(U) = F(Up) = (U = Uy)G(U, Uy), (2.46)
de onde segue que
(G — sI)(U — Uy) = 0. (2.47)

Dessa forma, os pontos que podem ser conectados através de um choque a um dado

estado Uy constituem o conjunto H, dado por
H(Uy) = {U e R s €R, [G — sI|(U — Upy) = 0}. (2.48)

Chamamos o conjunto H de Hugoniot Locus associado ao ponto Uj.

Agora gostarfamos de mostrar que a relagdo (2.42) para definir U é tnica
em uma vizinhanca de U, para cada valor de £. Para isso, definimos a funcao
R:R" xR — R", dada por

R(U,€) = (U = Uy) — &, (2.49)

Visto que (U — Up) é multiplo de rp, existe & tal que R(U,&) = 0. Além disso,
OR
ﬁ ~
mais detalhes) para cada £ numa vizinhanga de &, existe um tnico U(§) tal que

R(&,U(€)) =0.

temos que = I,. Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita (ver [62] para
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Observagao: Notemos que o Hugoniot Locus de um estado Uy nao é uma
curva integral, isto é, nao ¢ tangente ao respectivo autovetor em todos os pontos.
Isso apenas ocorre no ponto Uy. Além disso, em & = 0 a velocidade de propagacao
da descontinuidade sera o respectivo autovalor da familia avaliado em Uj.

Embora o Hugoniot Locus descrever todos os estados que podem ser conec-
tado a um Uy fixado através de descontinuidade, nem sempre a solugdo resultante
serd entrépica. Seguindo [67], apresentamos a famosa condi¢ao de Entropia de Lax,

que recorre a seguinte definigao.

Definigao 2.8. A p-ésima familia associada a lei de conservagao (2.2) é dita

genuinamente nao linear se
VA, U) -y (U) # 0, VU, (2.50)
onde VA, (U) é o gradiente do p-ésimo autovalor associado a JF (U).
Tal relagao nos diz que A\,(U) varia monotonicamente sobre a curva integral
de 7.

Definicao 2.9. Para uma familia p genuinamente nao linear associado ao sistema
(2.2), a condicao de entropia de Lax diz que o salto de Uy a Ug é admissivel

somente se

M(UL) > s > \(Ur), (2.51)
)\p—l(UL)< S <)\p+1(UR> (252)

onde s denota a velocidade do choque que satisfaz RH [49].

Uma solucao descontinua de (2.2) que satisfaz (2.37) e (2.51)-(2.52) é cha-
mada de Choque.

2.1.3.2 Ondas de contato

Conforme apresentado anteriormente, temos a ocorréncia de um choque
quando a p-ésima familia for genuinamente nao linear. Podemos ter soluc¢oes
descontinuas mesmo em familias que nao sao genuinamente nao lineares, onde se

faz necessaria a seguinte definicao.
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Definigao 2.10. A p-ésima familia associada ao sistema (2.2) é dita linearmente

degenerada se
VA (U) -1, (U) =0, VU. (2.53)

A relagao (2.53) nos diz que A, é constante ao longo da curva integral
associada ao campo de vetores 7,(U). Vemos que para um sistema com coeficientes
constantes a condi¢ao (2.53) é satisfeita, indicando que a solugdo do problema
de Riemann de um sistema linear é sempre na forma de uma descontinuidade
de contato. O seguinte resultado nos diz que a curva de propagagdao de uma
descontinuidade de contato coincide com a curva integral do autovetor associada a
familia linearmente degenerada, com velocidade de propagacao sendo o autovalor
da familia [18].

Teorema 2.1. Suponhamos que a p-ésima familia seja linearmente degenerada.
Entao a curva de propagagdo de descontinuidade nesta familia passando pelo ponto

Uy, coincide com a curva integral de r,(U).

Demonstracio. Seja ﬁp(f) uma parametrizagdo da curva integral de r,(U) que

passa por Uy, com U,(0) = Uy. Derivando F(U,(€)), obtemos
A

dF(déf)) = F'(U,())U,(&) = M (Up())U(6), (2.54)

ou seja (F o U,) (&) = )\p(Up(ﬁ))UI’,(S). Fixando &, arbitrario, pelo Teorema Funda-

mental do Célculo [62], temos que

F(O,(&) ~ F(UL) = (FoT)@f = [ MT@)05@ds.  (255)

0 0

Uma vez que a p-ésima familia é linearmente degenerada, A, é constante ao longo
da curva integral de r,. Tomando s = A,(Uy), a relagao (2.55) se torna
~ &0~ -
F(O,(&) = F(UL) = 5 [ 03(€)ds = s(T,(&) = U). (2.56)
Assim, os pontos que se encontram sobre a curva integral de 7,(U) satisfazem a
condi¢do RH para s = \,(UL). Concluimos entdo que a curva integral de r,(U)
coincide com a curva de propagacao da p-descontinuidade, com velocidade de

propagacao s = \,(UL). ]



36

Uma descontinuidade de uma familia linearmente degenerada é chamada
descontinuidade de contato. No plano x-t, esse tipo de solucao sera caracterizada

por possuir curvas caracteristicas paralelas entre os estados limites.

A condicao de Entropia de Lax [67] é modificada para uma descontinuidade

de contato, conforme apresentado a seguir.

Definig¢ao 2.11 (Condigao de Entropia de Lax). Se a p-ésima familia é genuina-
mente nao linear ou linearmente degenerada, uma descontinuidade que liga Uy, a

Ug é admissivel se
)\p(UL) Z S Z )\p(UR)a (257)

onde s é a velocidade da descontinuidade que satisfaz a condicao RH.

2.1.3.3 Ondas de rarefacao

Dizemos que uma soluc¢ao de (2.2) é uma onda de rarefagio se

Ur para x < mit,
U(z,t) = ¢ w(z/t) para mt <z < not, (2.58)
Ug para & > nst,

onde —0o <y, M < 400 e w : (m,1m2) — R™ é uma funcao suave satisfazendo
lim, ., w(n) = U e limy, », w(n) = Ug, onde n = x/t. Assumimos F suficiente-
mente suave para os proximos célculos. Substituindo (2.58) em (2.35) obtemos a

exXpressao

DF(w(n))w'(n) = nu'(n), (2.59)

para 1y < 1 < 1. Assim, vemos que 1 é um autovalor de DF(w(n)) e w'(n) é um

multiplo de um autovetor r,(w(n)), isto é

w'(n) = am)ry(wn)), (2.60)
Mp(w(n) = n, (2.61)

para algum p, com 1 < p < n.
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Dessa forma, concluimos que w(n) se encontra sobre a curva integral do
campo de vetores de 7,. Em particular, precisamos garantir que U, e U estao na
mesma curva integral; tal condi¢do é necesséaria, mas nao suficiente para garantir a
existéncia de uma onda de Rarefagcdo. Precisamos ainda que 7 seja monotonicamente
crescente enquanto w(n) se move de Uy, para Ui ao longo da curva integral; caso
contrario (2.58) nao estaria bem definida. Ressaltamos que a parametrizagao da
curva integral por 1 ndo ¢é de tudo arbitrario, uma vez que exigimos que 7 seja
um autovalor de DF(w(n)). Tal exigéncia vem como consequéncia de definirmos
n = x/t [50].

Para determinar uma expressao para w(n), primeiro investigamos o fator

a(n) em (2.60). Diferenciando (2.61) com respeito a 7, obtemos

1= V) - wn), (2.62)
= a(n) VA (w(n)) - rp(w(n)), (2.63)

obtendo que
a(n) ! (2.64)

VA (w(®n)) - rp(w(n))
Usando essa expressao na relagdo (2.60), obtemos o seguinte sistema de EDOs com

respeito a w(n)

w'(n) = Vo ( ry(w(n) m<n<n, (2.65)

p(w(n)) - rp(w(n))’
com dado inicial w(n;) = Up. Vale ressaltar que n; = A\,(UL) e n2 = A\, (Ur).

A expressao (2.65) estd bem definida se VA, (w(n)) # 0, de onde concluimos
que ondas de rarefagao ocorrem apenas em familias genuinamente nao linear. Dessa

forma, uma rarefacao so é possivel se Uy e Ui estao sobre a mesma curva integral

de 7, e A\, é crescente de Uy, a Ug.

2.1.3.4 Construcao da solucao geral de um problema de Riemann

A solugao tipica para um problema de Riemann é composta por estados
constantes separados pelas ondas apresentadas anteriormente. Para obter a solucao

do Problema de Riemann entre os estados Uy, e Ug, devemos plotar as curvas de
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propagacao das ondas de rarefacao, choque e contato, e procurar intersecao entre
elas. Tais intersegoes representam os estados intermediarios que compoe nossa
solucao. Em geral, temos mais de um caminho conectando os estados Uy, e Ug,
onde a seguinte definicao se faz necessaria para garantir que a solugao escolhida

possui sentido fisico, ou seja, que nao ocorre sobreposicao das ondas.

Definigao 2.12. Uma sequéncia de ondas é dita compativel se a velocidade final

da i-ésima onda ¢ menor ou igual a velocidade inicial da onda subsequente.

No contexto de um sistema de leis de conservagao estritamente hiperbdlico,
para garantirmos que a sequéncia de ondas é compativel, devemos pedir que as
ondas que compoe a solucao estejam associadas a familias caracteristicas em ordem
crescente, i.e., se a primeira onda é da familia p, devemos ter a segunda onda
pertencente a familia g para p < ¢, e assim por diante. Destacamos que para os
casos onde os estados Up e Ug se encontram sobre uma mesma curva de propagacao,

é possivel conecta-los através de apenas uma onda.

2.2  Métodos numéricos para EDP

Nesta secao apresentamos uma breve revisao relacionada a esquemas de
diferencas finitas para resolver numericamente sistemas de equagoes diferenciais par-
ciais, tendo como objetivo apresentar o teorema de equivaléncia de Lax-Richtmyer.

Iremos nos restringir ao caso unidimensional.

2.2.1 Condigoes de fronteira

Ao resolver uma EDP onde o dominio espacial é toda a reta real basta
associar um dado inicial. Se limitarmos nosso dominio a um intervalo da reta,
precisamos adicionar condigoes de fronteira, que determinam o comportamento
da solucao nos extremos do intervalo adotado. Em geral, a condicao de fronteira
adequada estd diretamente ligada as curvas caracteristicas associadas ao problema

[69]. Para exemplificar isso, consideremos a lei de conservagao escalar

u+au, =0, 0<z<1,t>0. (2.66)
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Se a é positivo, a informagao se propagada da esquerda para a direita, conforme

mostrado na Fig. 5. Notamos assim que é necessario informar o valor de u em

At a>0

i

0 1

Figura 5 — Curvas caracteristicas para Eq. (2.66) com a > 0.

x = 0 para todo t. De maneira analoga, caso a < 0 seria necessario informar u em

x = 1 para todo t.

Destacamos duas condigoes de fronteira:

o A condicao de fronteira de Dirichlet determina o valor da solu¢ao na

fronteira do dominio espacial para todo t.

o A condicao de fronteira de Neumann determina o valor da derivada da

solugao na fronteira do dominio espacial para todo t.

2.2.2 Esquemas de diferencas finitas

Ao resolvermos um sistema de equacoes diferenciais de maneira numeérica,
passamos de um problema continuo para um discreto. Dessa forma, é necessario
discretizar nosso dominio, onde definimos uma grade de pontos no plano t-x.

Tomando h e k valores positivos, a grade de pontos é formada pelos pares (t,,, T,,) =
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(nk,mh), para n, m inteiros arbitrarios. Usamos a notacao u!, para u(t,, )

quando v varia continuamente em (t, ).

A ideia bésica de um esquema de diferencas finitas é substituir as derivadas

por diferencas finitas. Isso pode ser feitos de varias maneiras, como por exemplo

ou u(tn + k, ) — u(ty, m)
— () = ) 2.67
) ) (2.67)
Note que essa aproximacao vem da seguinte féormula
u _u(t+e,x) —u(t, )
a(t, T) = lim . . (2.68)

Outros exemplos de esquemas de diferengas finitas podem ser encontrados em [69].
Quando um esquema envolve apenas dois niveis temporais, como por exemplo, os

niveis n e n + 1, dizemos que é de passo Unico.

2.2.3 Convergéncia, consisténcia e estabilidade

Antes de procurarmos solu¢des numéricas para problema matematicos, é

importante verificar se o problema original possui solucao e de fato estd bem-posto.

Definicao 2.13. Dizemos que um problema de valor inicial ¢ bem-posto no
sentido de Hadamard [31] se

e possui solucao;
e a solugao é tnica;

e a solugao depende continuamente do dado inicial.

Esta defini¢ao foi proposta em um contexto matematico, onde mais tarde
foi notado que seria importante verificar essa boa colocagdo de um problema antes
de procurar solugoes numéricas. Na literatura é possivel encontrar referéncias que
consideram que um problema é bem-posto se segue a definicdo 2.13, como por
exemplo [66] e [1]. Neste trabalho estamos seguindo [69], onde a seguinte defini¢ao

é adotada
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Definicao 2.14. O problema de valor inicial para uma equacao diferencial de
primeira ordem é bem-posto se para cada t positivo existir uma constante C; tal

que
[|u(t, )| < Cil[u(0, )] (2.69)

para todo dado inicial u(0, -).

Na Eq. (2.69) podemos considerar a normal usual do L', L? ou L*, onde

em geral a norma do L? é adotada.

Uma das propriedades basicas que esperamos de um esquema de diferencas
finitas é que ele aproxime a solugao da EDP em questao, e que essa aproximacgao
melhore a medida que refinamos a malha, isto é, a medida que k£ e h tendem a zero.
Quando isso ocorre, dizemos que o esquema ¢ convergente. Consideremos a EDP

linear da forma

que é de primeira ordem em relacdo a t e associada ao dado inicial ug(z). A seguir

formalizamos a definicao de convergéncia.

Definicao 2.15. Um esquema de diferencas finitas de passo tinico aproximando
uma EDP é convergente se para qualquer solugao da EDP, u(t, z), e solu¢do do
esquema, v, tal que v2 converge para ug(r) quando mh converge para x, entdo v",
converge para u(t,z) a medida que (nk, mh) converge para (t,x) e h, k convergem

para 0.

Em geral, provar que um esquema de diferencas finitas é convergente é uma
tarefa dificil. Porém, existem dois conceitos que podem ser usados para obter a

convergéncia de um esquema: consisténcia e estabilidade [69].

Definicao 2.16. Dado uma EDP, Pu = f, e um esquema de diferencas finitas,
Py pv = f, dizemos que o esquema ¢ consistente com a EDP se para qualquer

funcao suave ¢(t, )
P¢ — Pkﬁqb — 0, k, h — 0, (271)

onde a convergéncia ¢ pontual para cada (t,z).
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Consisténcia de um esquema de diferencas finitas nos diz que a solucao
da EDP, se suave, é aproximada pela solucao do esquema de diferencas finitas.
Analogamente, convergéncia significa que a solu¢ao do esquema de diferencas finitas
se aproxima da solug¢ao da EDP. Destacamos que consisténcia ¢ uma condigao

necessaria para garantir a convergéncia, porém nao é suficiente.

A propriedade que falta para garantirmos a convergéncia é chamada estabi-
lidade. Para introduzir este conceito, notemos que se o esquema ¢é convergente, a
medida que v} converge para u(t,z), devemos ter v limitado em algum sentindo.
Essa limitacao é a esséncia da estabilidade. Antes de apresentarmos a definicao de
estabilidade, é necessario definir regiao de estabilidade. Para varios esquemas
existem restrigdes na escolha de h e k para garantir a estabilidade do esquema. A
regiao de estabilidade é uma regiao limitada e nao vazia do primeiro quadrante de
R? que possui a origem como ponto de acumulacio. Isso significa que a regido de
estabilidade deve conter sequéncias (h., k,) que convergem para a origem a medida

que v tende a infinito.

Definicao 2.17. Um esquema de diferencas finitas P ,v;, = 0 para uma EDP de
primeira ordem ¢ estavel na regiao de estabilidade se existir um nimero natural J

tal que, para qualquer tempo positivo T, existir uma constante Cr tal que

o0 J [e'¢)
B P <Oy Y il (2.72)

m=—o00 j=0m=—o00

para 0 < nk < T, com (k,h) na regiao de estabilidade.

A desigualdade (2.72) expressa a ideia que a norma da solugao para qualquer
tempo t, com 0 < t < T, é limitada pela quantidade de crescimento que pode
ocorrer. Esse crescimento é no maximo uma constante multiplicando a soma das

nomas da solucao nos primeiros J + 1 passos.

Finalmente, temos todas as definicbes necessarias para enunciar um dos
teoremas mais importantes para realizar a analise de métodos de diferencas finitas:

o Teorema de equivaléncia de Lax-Richtmyer.

Teorema 2.2. Um esquema de diferencas finitas de passo unico e consistente para

um problema de valor inicial de uma EDP é convergente se, e somente se, é estavel.
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A importancia desse teorema vem da simplificacdo para demonstrar que um
esquema é convergente. Conforme comentado anteriormente, provar a convergéncia
de um esquema pode ser um trabalho complexo seguindo a definicdo apresentada.
Por outro lado, mostrar que o esquema é consistente e estavel é mais simples que

demonstrar a convergéncia. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada
em [69].
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3 MODELAGEM MATEMATICA DO TRANSPORTE DE ES-
PUMA EM MEIOS POROSOS COM ADSORCAO LINEAR
DO SURFACTANTE

Apresentamos neste capitulo as principais caracteristicas do fluxo multifasico
em meio poroso, bem como os modelos matematicos que serao utilizados para
descrever o transporte de espuma com adsor¢ao linear do surfactante em meio

pOroso.

3.1 Escoamento em meios porosos

No contexto de fluxo bifasico multifasico em meios porosos, é necessario

apresentar alguns conceitos.

Uma vez que estamos considerando injegdo em um meio poroso, é importante
determinar a fracdo do volume total por onde ocorrera o fluxo, isto é, o volume de
poros, espacos vazios. Tal fracdo é chamada porosidade, representada por

V,
__ Vporos
onde V' é o volume total do meio poroso e Vs ¢ 0 volume dos espagos vazios.
A razao entre o volume ocupado por uma fase j e o volume poroso é chamada

saturagao da fase j, representada por
174

S; =1 (3.2)

! ‘/poros
onde Vj; representa o volume da fase j. Neste trabalho assumimos que o meio esta
completamente saturado, isto é

> S5 =1, (3.3)

jeJ
onde J representa o conjunto de fases presentes no meio. Dependendo das proprie-
dades do meio poroso e dos fluidos injetados, nem sempre serd possivel deslocar

completamente uma fase de uma determinada regido. A quantidade que nao é

possivel deslocar é chamada saturacao residual.

Devido a sua complexa geometria e propriedades geoldgicas, o meio poroso

apresenta resisténcias ao transporte de fluidos injetados. Relacionado a essa
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resisténcia temos a permeabilidade do meio poroso, denotada por k, que descreve
a capacidade do meio em permitir o escoamento de fluidos em seu interior. Assim,
a permeabilidade é inversamente proporcional a dificuldade de deslocamento de
um fluido no meio poroso. Para o caso de um meio homogéneo, temos que k é

constante.

Em geral, um meio poroso contém pelo menos dois fluidos em seu interior,
de forma que a permeabilidade nao é suficiente para descrever a dificuldade que um
determinado fluido encontra durante o fluxo. A facilidade que a fase j apresenta
durante o fluxo ¢ chamada permeabilidade efetiva, e denotada por k;. Destaca-
mos que a permeabilidade efetiva da fase j depende de S;, onde se torna maior

que zero apenas quando estamos acima da saturagao residual.

Definimos como permeabilidade relativa de uma fase a razao entre a
permeabilidade efetiva de um fluido e a permeabilidade do meio poroso, expressa
por

kj
—=. 3.4
z (3.4)

Dessa forma, ao passo em que a permeabilidade efetiva se encontrava entre 0 e k, a

krj =

permeabilidade relativa é normalizada e se encontra entre 0 e 1.

A mobilidade da fase j, descreve a capacidade da fase de se deslocar no

meio, definida como

ky;
No=—2, (3.5)
M
onde p; é a viscosidade da fase j, que representa a resisténcia que um fluido

apresenta ao escoamento.

A funcao que descreve a parcela do fluxo composta pela fase j é chamada

funcdo de fluxo fracionario [47], dada por
Y
At

onde \; representa a mobilidade total, ou seja, a soma das mobilidades de todos os

fi (3.6)
fluidos injetados e presentes no meio poroso.

A pressao que ocorre entre as interfaces dos fluidos nao misciveis é chamada

pressao capilar, denotada por P..
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Para um deslocamento horizontal onde o gradiente de pressao capilar é
negligenciada, a velocidade superficial da fase j segue a lei de Darcy [19] sendo

expressa por

kky;
z

Vp, (3.7)

Uj:—

onde Vp é o gradiente de pressao. A velocidade superficial total, u, é dada pela

soma de todas as velocidades superficiais.

3.1.1 Escoamento bifasico

Para descrever o deslocamento de espuma em meio poroso, adotamos um
modelo de fluxo bifdsico de dgua e gas. Dessa forma, temos j = {w, g} para
representar a fase aquosa e gasosa, respectivamente. Conforme o feito na se¢ao

anterior, segue que
Sw+Sg=1, fu+fo=1 e u,+u, =u. (3.8)

Para o caso onde o gradiente de pressao capilar é negligenciado, podemos relacionar
as velocidades superficiais, as func¢oes de fluxo fracionario e a velocidade total da

seguinte forma [14]:
Uy = Ufy, Uy =ufy. (3.9)

3.2  Espumas em meio poroso

Nesta se¢ao temos como objetivo revisar brevemente alguns conceitos relaci-
onada a espuma em um meio poroso. Para modelar o fluxo de espuma em meio
poroso, os conceitos usados anteriormente serao amplamente usados, onde podemos

ver essa investigacao como uma extensao da teoria de fluxo bifasico de dgua e gas.

Podemos definir espuma em um meio poroso como uma dispersao de gés
em liquido, onde a fase aquosa é continua e a fase gasosa é descontinua, onde
as bolhas de gas sdo separadas por finos filmes de liquido chamados lamelas [22].
Quando as lamelas sao formadas apenas por agua, a tensao interfacial entre a agua

e 0 gas torna dificil a geracao de bolhas. Surfactante é adicionado a solu¢ao aquosa
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visando reduzir a tensao interfacial, e assim possibilitando a formagao de bolhas
[77]. As moléculas de surfactante possuem uma estrutura que é hidrofilica em
uma extremidade e hidrofébica na outra, fazendo com que tenha a tendéncia de
se instalar nas interfaces entre a solugdo aquosa e gasosa, permitindo a reducgao
da tensao superficial do filme liquido, conforme apresentado na Fig. 6. Apesar
da adicao de surfactante tornar as bolhas mais estaveis, ainda temos um processo
continuo de geracao e destruicao de bolhas durante toda a inje¢do no meio poroso.
Esse complexo processo pode ser investigado via experimentos, como por exemplo

experimentos de microfluidica [21, 30].

Lamela

Agua
Gés
Rocha
Oleo

Surfactante

Figura 6 — Estrutura das bolhas. Fonte: Adaptado de Farajzadeh et al. (2012).

A reducao da tensao superficial é proporcional a concentragao de surfactante,
uma vez que temos uma maior quantidade de moléculas de surfactante na superficie
aquosa. Porém, a partir de uma determinada concentracao, a superficie do meio
poroso se encontra completamente saturada e as moléculas de surfactante formam
aglomerados chamados de micelas. A concentracao onde temos a formacao de
micelas é chamada de concentracao critica de micelas (CMC). O CMC é um
parametro central nesse contexto de injecao de espuma, uma vez que apenas acima
desse valor temos a formacao de micelas, fundamentais para definir as propriedades

da espuma [55].

Ao injetarmos solugoes contendo surfactante em meios porosos, é comum
ocorrer a adsorcao das moléculas de surfactante nas paredes do meio poroso. Esse
processo pode ocorrer devido a diversos motivos. Em geral, é considerado que o
surfactante é adsorvido em uma superficie carregada com uma carga oposta, devido

a uma combinacao de forgas eletrostaticas e de Van der Waals [64]. As perdas de
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surfactante devido a adsor¢ao, além de terem potencial para desestabilizar a espuma,

podem tornar o processo envolvendo injecao de surfactante economicamente inviavel

[9]-
3.3 Propriedades da fungao de fluxo fracionario

O objetivo deste trabalho é construir a solugao do problema de Riemann
para um sistema de leis de conservacao descrevendo o fluxo de espuma em meio
porosos com adsorc¢ao linear do surfactante. Nesse contexto, temos que a funcao de
fluxo fracionario da fase aquosa depende da saturacao de dgua e da concentragao
de surfactante, isto é, f, = fu(Sw, C¥) onde C¥ representa a concentragao de
surfactante na fase aquosa. Para possibilitar a construcao da solugao assumimos

que f,, satisfaz as seguintes propriedades:

a) A funcio f, € C?, f,(0,C%) =0¢e f,(1,C?) =1 para todo C* no dominio
fisico. Além disso, Jgf,,(0,C¥) =0 = 05 f,,(1,C¥) para cada C¥.

b) Para cada C¥, f,(Sw, C¥) é estritamente crescente em relagao a S, com um

tinico ponto de inflexdao, que denotaremos por S, tal que

>0, Sp<S,
aSwa<Swa C;U) = 07 Sw = Sfm (310)
<0, S,>5".

c¢) A derivada parcial ¢ fi, (Sw, C¥) > 0, para S, e C no dominio fisico.

Tais hipdteses sdo andlogas as adotadas nos trabalhos [37, 39, 38, 72|, onde con-
sideraram que f,, ¢ uma funcao decrescente em relagao a C'\’. Nestes trabalhos é
modelado o fluxo bifasico de uma fase aquosa, composta por dgua e polimero, e uma
fase oleica. A adicao de polimero age aumentando a viscosidade da fase aquosa,
fazendo com que f,, decresca com o aumento de C?". Neste estudo, consideramos
que a adicao de surfactante age possibilitando a formacgao de bolhas, levando a
uma reducao da permeabilidade relativa da fase gasosa e consequentemente, no

aumento de f,, em funcao de C'Y. Apesar da diferente fisica, podemos recair em
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um cenario similar através da mudanca de variavel C¥ =1 — C¥, onde a diferenga
permanece devido a presenca da constante de adsorcao, que sera apresentada na

proxima segao.

Destacamos que durante esse trabalho, embora uma funcao de fluxo fraciona-
rio especifica seja adotada, todas as demonstragoes a serem apresentadas precisam
apenas que a fungao de fluxo fraciondrio da fase aquosa satisfaga as condigoes a), b)

e c) apresentadas acima.

3.4 Modelo do transporte de espuma em meios porosos com adsorc¢ao linear do

surfactante

Nesta secao, apresentamos o modelo adotado para descrever o fluxo de

espuma em meio poroso com adsor¢ao linear do surfactante. Para isso, assumimos:

e meio poroso homogéneo;

« fluxo bifasico de dgua e gas;

e fluxo unidimensional;

« viscosidades Newtonianas;

» auséncia de gradiente de pressao capilar;
« efeitos gravitacionais despreziveis;

o auséncia do fendmeno de dispersao;

» fases incompressiveis;

e auséncia de viscous fingering,;

e atingimos imediatamente o comportamento de equilibrio local.

Ressaltamos que hipoteses anadlogas foram adotadas em outros trabalhos para

obter solugoes analiticas, onde podemos citar [70, 71, 84, 2]. Sob essas hipéteses, é
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possivel descrever nosso problema através do seguinte sistema de leis de conservacao

¢atsw + axuw = O, (311)

onde p,, ¢ a densidade da agua, ps é a densidade da rocha, C¥ é a concentragao
do surfactante na dgua (como definido na se¢ao anterior). A concentracao de

surfactante adsorvido no meio poroso seguindo a adsorcao de Henry é dada por
C:=KjC?, (3.13)

onde K§ é conhecido como o coeficiente de Henry[81]. A Eq. (3.11) representa
a conservagao da massa da dgua. Ja a Eq. (3.12) representa a conservagao do

surfactante, adsorvido de maneira linear no meio poroso.

A permeabilidade relativa da fase j segue a relacao de Brooks-Corey [7],

dada por:

S. — 9. i

kpi(Sy) = k2 [ —L—1" = 3.14
s = (75 i) @10
onde k?j ¢ o ponto final da permeabilidade relativa, n; é o expoente de Corey
relacionado com a molhabilidade, S,. e Sy sao as saturagoes residuais de cada

fase. A permeabilidade relativa do gas na presenca de espuma é dada por
kL, (Suw, C) = kyg(Sw) - FM(S,, CY), (3.15)

onde F'M é o fator de reducao de mobilidade. Ao passo que as permeabilidades
relativas das fases aquosa e gasosa dependem apenas das saturagoes, para representar
o efeito do aumento da concentracao de surfactante na espuma, o termo F M dentro

de k:,fg depende também da concentragao de surfactante.

A velocidade superficial da 4gua é a mesma que apresentada em (3.7), porém
a velocidade superficial da fase gasosa é modificada devido a presenca da espuma,

tomando a seguinte forma

kk! (S, C®
(S C3) = -0 g, (3.16)
g

Para tornar nosso sistema adimensional e normalizado, adotamos as seguintes
variaveis independentes:
o ut o

(1 = Swe — Sgr)L’

(3.17)
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onde L é o comprimento do reservatorio. A saturagao de agua e concentracao de
surfactante normalizados e adimensionais podem ser expressas como:
Sw - ch C _ C;U

SZl_S’u}c—Sgr’ C(ma:p’

(3.18)

onde C,,q, representa uma concentracao de referéncia. Usando (3.17) e (3.18) é

possivel reescrever a funcao de fluxo fracionario da agua como
ko (S)
Frw(S) + (10 11g) kg (S, C)

Dessa forma, podemos reescrever (3.11)-(3.12) nas varidveis adimensionais (3.17) e

£(8,0) = (3.19)

(3.18), obtendo o seguinte sistema

S+ 0. f(8,C) =0, (3.20)
O [(S+ A+ 0. [f(S,C)C] =0, (3.21)

onde A é uma constante positiva dada por

A=1<ch+

(1 B Qb)psKélI
5.5, ) . (3.22)

Puw®
Note que essa constante contém informacoes sobre a normalizacao do modelo e

adsorcao do surfactante no meio poroso.

Uma vez que estamos considerando que f satisfaz as propriedades apresen-
tadas na Segao 3.3, quando C' é constante temos que o sistema (3.20)-(3.21) se

reduz a equagao de Buckley-Leverett (ver Segao 2.1.2).

De agora em diante, estudamos o problema de Riemann do sistema (3.20)-

(3.21) considerando o seguinte dado inicial

(Sp,CL), sex <0,

3.23
(SR,CR), SGZ‘ZO. ( )

(S(2,0),C(z,0)) = {
Denotamos os pares (Sp,Cp) e (Sg, Cgr) por Uy e Ug, respectivamente.

3.5 Modelo CMG-STARS

Nesta sec¢ao apresentamos o modelo implementado no simulador CMG-

STARS [15, 82], que serd utilizado durante esse trabalho. Também mostramos
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que a funcao de fluxo fraciondrio da agua implementada nesse modelo, para
um determinado conjunto de parametros, satisfaz as condi¢oes apresentadas na

Secao 3.3, possibilitando a aplicagdo da teoria aqui desenvolvida.

A permeabilidade relativa adimensional do gés na presenca da espuma pode
ser expressa como na Eq. (3.15), onde FFM é o fator de reducao da mobilidade
dado por

FM(S,C) = (1+ fmmob Fy(C) - F5(S))™". (3.24)

Aqui, fmmob representa o fator de redugao de mobilidade de referéncia (se esse
parametro é zero, ndo temos espuma). A fungdo F» representa os efeitos da

saturagao da agua:

1 1= Sy — -
Fy(S) = ! N arctan (epdry(( Swe 7TSQT)S + Swe fmdry)), (3.25)

onde fmdry é a saturagdo critica da agua (abaixo da qual temos a coalescéncia
das bolhas) e epdry representa o declive dos efeitos de secagem [83, 54]. A funcao

I descreve os efeitos da concentragao de surfactante, dada por

( CTTL(II C

epsurf
, se Char C < fmsurf,
fmsurf

F(C) = (3.26)

1, se Crnaz C > fmsurf,

onde fmsurf é a concentracao critica de surfactante e epsurf um expoente.

3.5.1 Verificagao das propriedades da funcao de fluxo fracionario

Nesta subsecao, mostramos que a funcao de fluxo fracionario implementada
CMG-STARS com os parametros da Tabela 1 satisfaz a condigbes a), b) e ¢)

apresentada na secao 3.3.

a) Neste item queremos mostrar que f € C?, f(0,C%) =0, f(1,C¥) =1e
Jsf(0,C) = 0 = 0sf(1,C). Uma vez que f é dada pela Eq. (3.19) e as
fungoes k., € kfg sao C?, concluimos que f € C?. Além disso, mantendo em

mente que k,,,(0) = 0, para todo C' € I temos

f(0,0) = lim f(S,C) = lim krw(S)

7 =0. (3.27)
520 ko (S) + pkig (S, O)



Tabela 1 — Valores de parametros utilizados. Fontes: [15, 75, 36].

Simbolo | Parametro Valor

K2, Ponto final da permeabilidade relativa da agua | 0.302

k’gg Ponto final da permeabilidade relativa do gas | 0.004

Ny Expoente de Corey para a agua 2

Ng Expoente de Corey para o gas 2

Lo Viscosidade da dgua 1e-03 [Pa - ]
g Viscosidade do gas 5e-05 [Pa - s
) Porosidade 0.21

Puw Densidade da rocha 2000
fmmob | Fator de reducao de mobilidade 293.27
fmdry | Saturacao critica da agua 0.437

epdry Declive dos efeitos de secagem 359.33

Swe Saturacao de agua conata 0.43

Sor Saturacao de gas residual 0.293
fmsurf | Concentracao critica de surfactante 2 [g/L]
epsurf | Coeficiente de for¢a da espuma 1 [g/1]

Crnaz Concentracao maxima de surfactante 2 [g/L]

¢ Constante de adsorcao 0.05
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Analogamente, como kfg(l, C') = 0 para todo C' € I, obtemos que f(1,C) =1
para todo C € I.

Agora resta mostrar que dsf(0,C) = 0 = dsf(1,C). Para isso, precisamos

apresentar a expressao para Jsf(S5,C). Uma vez que f pode ser expressa

como uma razao entre expressoes envolvendo k,,(S) e kf (S, C), usando as

regras de derivagao [51] segue que

K (S)0skE,(5,C) — K (S)kL (S.C)
Fru(S)? |

Uma vez que f(0,C) = 0 e k/,(1,C) = 0 = 9sk{,(1,C), concluimos que
0sf(0,C) =0=0sf(1,C) para todo C € I.

05f(5.C) = —uf(S.C) (3.28)

b) Queremos mostrar que dsf(-,C) > 0 e que f(-,C) possui um tnico ponto

de inflexdo para cada C' € I. Da Eq. 3.28, notamos que para concluir que
dsf(-,C) > 0 basta mostrarmos que k., (S)dsk/,(S,C) — k], (S)kl,(S,C) é
negativo para todo S € I e C' € I. Uma vez que k., (S) > 0, dskl (S, C) <
0, k.,(S) > 0 e k[,(S,C) > 0 para todos (S,C) € I x I, segue que
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krw (S)0skL, (S, C) = kL., (S)k{,(S, C) é negativo para todos S e C'em I. Dessa

forma, segue que Jsf(+,C) é positivo.

Devido a complexidade da fungao f, nao foi possivel calcular dgsf(S,C)
explicitamente. Por esse motivo, realizamos simulagoes numéricas visando
confirmar que Jggf(S,C) possui um unico ponto de inflexdo. A Fig. 7
apresenta a derivada segunda de f em relacdo a S para todo S e alguns
valores de C. Para os valores de C' adotados, a funcio dssf(-,C) possui
apenas um ponto de inflexdao, onde é positiva a esquerda e negativa a direita
desse ponto. Destacamos ainda esse resultado vale com a utilizacao dos
expoentes de Corey, consistentes com resultados laboratoriais [36], e para
os parametros apresentados na Tabela 1. Uma verificagao rigorosa sobre a

existéncia de um tinico ponto de inflexao ainda é um problema em aberto

[10].
2000 \ 0.05 \
—C=10" —C =107
1500 H —C =01 —C=0.1
C=03 C=0.3
1000 f —C =07 —C =0.7
0 0
SSfSOO | | 55 f 0
0
-500 /r 7
_1000 | | | | _005 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S S

Figura 7 — Derivada segunda da f em relagdo a S para diferentes valores de C'. O
painel da direita é um zoom do painel esquerdo para Jsgf entre —0.05 e 0.05.

¢) Finalmente, mostramos neste item que a derivada de f em relagao a C' é

positiva para todos (S,C) € I x I. Temos que a fungao dc f(S, C) é dada por

o Akl (S,C)
aCf(S’ C) o fg (S’ C) (km,(5> + ,uw/:ugkfg(s7 C)> '

(3.29)

Uma vez que fmsurf = Cpa € epsurf = 1, segue que 80145{9(5, C) <0
para todos C' € I e S € (0,1). Uma vez que k.,(S) > 0, f(S,C) >0 e
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k!, (S,C) > 0 para todos S € (0,1) e C € I, concluimos que d¢ f(S,C) > 0
para todos C € I e S € (0,1).



26

4 SOLUCAO PARA O PROBLEMA DE RIEMANN

Neste capitulo apresentamos como construir a solucao para o problema
de Riemann associado ao sistema (3.20)-(3.21). Os resultados apresentados neste
capitulo se encontram em [28], e um caso particular em [27]. Podemos reescrever

nosso sistema na forma geral:
GU)U,+ F(U)U, =0, (4.1)
onde U = (S,C)7 e as matrizes G(U) e F(U) sao dadas por

1 0
C S+A

GU) = Os f Oc f
Cosf f+Cocf

. F(U) = . (4.2)

Notemos que a matriz G(U) é nao singular YU € I x I, uma vez que det(G(U)) =
S+ A # 0. Dessa forma, G(U) é uma matriz inversivel (para mais detalhes ver
[35]). Multiplicando (4.1) pela matriz inversa de G(U), G~*(U), obtemos o seguinte

sistema
U, + A(U)Ux =0, (4.3)

onde a matriz A(U) = G71(U) - F(U) é dada por

A(U) = Osf  dcf | (4.4)
0 f/(S+A)
Os autovalores e autovetores associado a matriz A(U) sao:
As = Osf, rs = (1,0)7, (4.5)
Ao = [/S+A),  ro=0cf fI(S+A) -sf). (4.6)

Denotaremos por:

o S-familia caracteristica o par composto pelo autovalor A\g(U) e autovetor
T S(U ) .

o (-familia caracteristica o par composto pelo autovalor A\¢(U) e autovetor

Tc(U>.
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A seguir é mostrado que existe um conjunto de pontos onde A\g(U) = A\c(U),

e além disso, esse conjunto forma uma curva no plano S-C.

Proposigao 4.1. Para cada C' € I, existe um tnico S* = S*(C) no interior do

intervalo I tal que
Ac(S™,C) = (5%, O). (4.7)

Demonstracao. Fixado C' € I, definimos

6:1 — R (4.8)
S — f(S,0)/(S+A) —0dsf(S,0O) (4.9)

Das Eqgs. (4.6)-(4.5) e das propriedades de f, segue que ¢ € C' e temos ¢(S) =0
se, e somente se A\g(U) = Ac(U). Dessa forma, para concluir que existe um tinico
valor de S* € (0,1) tal que a relacao (4.7) é satisfeita, basta mostrar que ¢ possui

uma tUnica raiz em (0,1). A derivada de ¢ em relacao a S é dada por
¢'(5) = —0ss f(S,C)(S + A). (4.10)
Dessa forma, temos que
¢'(S)<0seS<S, ¢S)=0seS=5, ¢(S)>0seS>5, (411)

onde S’ é o ponto de inflexao de f(-,C). Uma vez que ¢(0) = 0, a relagao acima
nos diz que ¢ possui um ponto de minimo em S*(C) e ¢(S?) < 0. Além disso, como
(1) =1 e para S < S* temos ¢'(S) > 0; pelo Teorema do Valor Intermedidrio
segue que existe um tnico S* = S*(C) tal que ¢(S*) = 0, como mostra a Fig. 8.

L]

O conjunto de pontos S*(C') para C' € I apresentado na Proposicao 4.1 é
chamado de curva de Transicao, e denotada por 7. Uma vez que para cada C
temos um ponto sobre T, segue que essa curva divide o plano de fase. Dessa forma,

consideramos o plano de fase como a uniao de trés conjuntos (ver Fig. 9):
T = {U=(5,C)elxI:X(U)
L = {U=(5C)elxI:\(U)
R = {U=(5C)elxI:As(U)

Ae(U)} (4.12)
Ae(U)} (4.13)
Ac(U)}. (4.14)

NV
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Figura 8 — Funcao de fluxo fraciondrio com o ponto de inflexdo de secante ligando

(—A,0) a (S*, f(S*,C), cuja inclinagdo coincide com dg f(S*, C).

Temos que sobre T os autovalores g e ¢ sao linearmente dependentes (ver Eq. (4.5)-
(4.6)). Dessa forma, a matriz A(U) nao é diagonalizdvel em 7T, implicando que o

sistema (3.20)-(3.21) nao é estritamente hiperbélico.

C 0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 9 — Plano de fase composto pelos conjuntos £ e R, e separados pela curva

T.

4.1 Ondas fundamentais

Nesta se¢ao temos como objetivo obter algumas propriedades relacionadas

as ondas que vao compor a solucao do problema de Riemann associado ao sistema
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(3.20)-(3.21). Para isso, primeiro classificamos nossas familias caracteristicas,

conforme apresentado na Secao 2.1.3.

Notemos que
V/\C T = 0, (415)

o que implica que a C-familia caracteristica ¢ linearmente degenerada, possuindo
solugoes na forma de descontinuidades de contato. Por outro lado, temos que a

S-familia caracteristica satisfaz a seguinte relacao
V)\S g = agsf. (416)

Uma vez que f possui um tnico ponto de inflexdo para cada C' fixo, concluimos que
essa familia nao é linearmente degenerada nem genuinamente nao linear. Diremos
que esta possui uma degeneragao linear local [5] no ponto de inflexdo (onde
Vs -rs =0). A seguir analisamos o comportamento de cada onda que compoe

nossa solucao.

4.1.1 Ondas de rarefagao

Uma vez que a C-familia caracteristica é genuinamente nao linear, ondas
de rarefacao podem ocorrer na C-familia caracteristica. Conforme apresentado na
Secao 2.1.53.3, as curvas de propagacao de uma S-rarefacdo sao dadas pelas curvas
integrais associadas ao autovetor rg. Uma vez que rg = (1,0), segue que sua curva
integral é dada por uma reta mantendo C constante. Concluimos assim que as
ondas de rarefagdo mantém o valor de C' fixo, logo seguem a solucao da equacao de

Buckley-Leverett.

4.1.2 Ondas de choque e de contato

Conforme apresentado nas Segoes 2.1.3.1-2.1.3.2, descontinuidade de cho-
que e contato devem satisfazer a condigdo RH. Para o sistema (4.1), a condigao
RH para uma descontinuidade conectando U, a Ui com velocidade de propagacao

o ¢ dada por

f(Ur) = f(UL) = o(Sk—Sr), (4.17)
fUR)Cr — f(U)C, = o((Sg+A)Cr— (S, +A)CL). (4.18)
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Isolando ¢ em cada equagao do sistema (4.17) e igualando as expressoes obtidas,
segue que

fWURr) = fUL) _ Cr(f(Ur) = Crf(UL)
Sk — S, Cr(Sp+A) —C(SL + A)’

(4.19)

Apos algumas operagoes algébricas, obtemos

0 = (Cr—Cr)(Srf(UL) = Spf(Ur) — A(f(Ur) — [(Ur))) (4.20)

Tal relagao é valida se, e somente se

CL=Cr ou A(Up)= gL afll = JJ:ZRA = Ac(Ug). (4.21)

No primeiro caso, temos a ocorréncia de um choque, que mantém o valor de C fixo
e segue a equacgao de Buckley-Leverett. J4 no segundo caso temos a ocorréncia de

um contato.

Gostariamos agora de determinar o comportamento das curvas Ac=constante,
sendo as curvas de propagacao do contato no plano de fase. Escrevendo C' = C(S)

e tomando K uma constante arbitraria, temos que

CdK Do Ao — s

= = 4.22
0 as as dof (422)

Das defini¢oes dos conjuntos £ e R, segue que
dsC(S) <0em L, dsC(S)>0em R. (4.23)

Portanto, a curva Ao =constante é decrescente em L e crescente em R. Destacamos
que nem sempre temos essa curva intersectando a curva de transicao 7, conforme
mostra a Fig. 10. Para os casos em que essa intersegao ocorre, temos dA¢/dS = 0
em 7, implicando que o minimo da curva A¢ =constante se encontra sobre a curva

de transicao 7.

Observacao. Conforme apresentado acima, temos duas possibilidades para a
velocidade de propagacao da descontinuidade. Para o caso Cf, = Cg, um choque

ocorre e sua velocidade é dada por

_ fWUr) — f(Uy)
o= S 5, (4.24)
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Figura 10 — Plano de fase com a curva de transi¢ao (linha preta continua) e curvas
Ac(U) =constante (linhas vermelhas continuas) para trés valores de U.

que ¢é a velocidade de propagacao de um choque seguindo a equacao de Buckley-
Leverett. Ja assumindo que Cp # Cpg, temos a ocorréncia de um contato com

velocidade de propagacao dada por
g = Ac(UL) = /\0(UR> (425)

4.1.3 Critério de admissibilidade

Conforme apresentado na Secao 2.1.3, é necessario adotar condigoes de
entropia para determinar a solu¢ao entréopica do problema de Riemann. Nessa
secao temos como objetivo fazer uma breve revisao sobre as condi¢oes de entropia
encontradas na literatura e apresentar a condicao de admissibilidade que sera

adotada durante esse trabalho. Para isso, a seguinte defini¢ao se faz necessaria:

Definicao 4.1. Seja o a velocidade de propagacao de uma descontinuidade conec-
tando Uy, e Ui que satisfaz a condicdo RH. Dizemos que a velocidade caracteristica

Ap associada & P-familia:

« entra na descontinuidade, se \p(Uy) > 0 ou A\p(Ug) < 0;

« deixa a descontinuidade, se A\p(U) < 0 ou A\p(Ug) > 0.

Geometricamente, dizer que uma velocidade caracteristica entra na des-

continuidade significa que a reta com inclinagdo Ap(UL) (ou Ap(Ug)) colide com
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a reta de propagacao da descontinuidade. Ja a velocidade caracteristica deixa a
descontinuidade se a reta com inclinagdo Ap(Ur) (ou Ap(Ug)) se afasta da reta de

propagacao da descontinuidade.

E possivel descrever a condicao de entropia de Lax em termos da definicdo

apresentada acima:

Definicao 4.2. Para uma P-familia caracteristica genuinamente nao linear associ-
ada ao sistema (2.2), a condigao de entropia de Lax diz que o salto de U a
Ur é admissivel somente se as caracteristicas da P-familia caracteristica entram na
descontinuidade e exatamente uma das caracteristicas das demais familias deixam a
descontinuidade. Se a P-familia caracteristica é linearmente degenerada, a condicao
de entropia de Lax diz que o salto de Uy, a Ug ¢é entropico se as P-caracteristicas
sao tangentes a descontinuidade, enquanto exatamente uma das caracteristicas das

demais familias deixam a descontinuidade.

Uma vez que a condi¢do de entropia de Lax pede por sistemas estritamente
hiperbélicos, ndo é possivel aplicar tal condi¢ao para o sistema (4.3). Liu [52]
generalizou essa condi¢ao para problemas estritamente hiperbdlico com familias
caracteristicas que possuem degeneragoes. Ja para sistemas nao estritamente
hiperbélicos com uma familia genuinamente nao linear e outra linearmente de-
generada, Keyfitz & Kranzer [43] apresentaram a condi¢ao de entropia de Lax
generalizada, onde em adigdo aos estados que satisfazem a condigao de entropia
de Lax, considera-se os limites desses pontos. No trabalho de Barkve [5] temos a
presenca de duas curvas de transicao e nao ha restricao a respeito da quantidade
de pontos de inflexdo de f, onde a condi¢ao de entropia adotada é equivalente
a condicao de entropia de Lax generalizada na auséncia de degeneragoes locais.
Nos trabalhos [37, 38, 72] foi tratada a inundagao de polimero, descrito por um
modelo com as mesmas propriedades que o sistema (4.3), onde apesar de uma das
familias possuir degeneragoes, a condi¢ao de entropia de Lax generalizada ou uma
condicao similar foi adotada. Ainda no contexto de inundacao de polimero podemos
citar o trabalho de Petrova et al [58], que apresentam um critério mais fisico e
mostram que este implica nas condigoes de entropia adotadas em [43, 37, 38]. Por
simplicidade, adotamos neste trabalho a condicao de entropia apresentada por

Isaacson & Temple [38], definida como segue.
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Definig¢ao 4.3. Uma (C-onda é admissivel se conecta estados que se encontram no
mesmo lado curva de transicdo 7 no plano de fase. Uma S-onda é admissivel se

satisfaz uma condicao de entropia usual para leis de conservacao escalares.

Uma vez que a funcao f possui um ponto de inflexdo, adotamos a condigao
de entropia de Oleinik (andlogo & Eq. 2.16) para a familia S, dada por
)~ W) | F0) = [ UR)
S-Sy - S — Sk
para todo U entre Uy, e Ug.

(4.26)

Fazendo S tender a Sy, e Sk na Eq. (4.26), obtemos a seguinte desigualdade:
/\5(UL) = 85f(UL) Z o Z asf(UR) = )\S(UR) (427)

Uma vez que uma S-onda é composta por um choque, rarefacdo ou uma sequéncia
de ambos, a Eq. (4.27) implica que a velocidade inicial de uma S-onda é no maximo

As(Up) e a velocidade final no minimo Ag(Ug).
Da condi¢do de RH apresentada em (2.37), segue que

~ f(Ur)Cr— f(UL)CL
7= Snt A)Cn — (Se+ A)CL (4.28)

Apods algumas manipulacoes algébricas, podemos reescrever a equagao acima na

seguinte forma:

%(SR + A)
Cp (Sp+ A)

Uma vez que (S +.A) e C sao positivos para todos (S,C) € I x I, para o # \c(Uy)

[0’ - Ac(UR)] =0 — Ac(UL) (429)

e 0 # A\c(Ur), a relagdo acima nos da que 0 — A\¢(UL) e 0 — Ac(Ug) possuem o
mesmo sinal. Dessa forma, quando um choque ocorre ja temos uma caracteristica
da C-familia caracteristica entrando e uma saindo, implicando que é necessario

analisar o comportamento apenas das caracteristicas pertencentes a familia S.

4.1.4 Funcao entropia

Uma funcao entropia E para um sistema de leis de conservacao hiperbé-
lico é uma funcao escalar das variaveis dependentes, que possuem as seguintes

propriedades [50, 5]:
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1. E é convexa, i.e., sua Hessiana é positiva definida.

2. Existe uma fungao escalar F' tal que dF' = dFE- A, onde A é a matriz associada

ao fluxo do sistema de leis de conservagao.

Da condicao (2) apresentada acima, juntamento com a expressao da matriz A (ver

Eq. (4.4)), obtemos que as fungdes E e F' devem satisfazer a seguinte relagao

OsF = 9sE sf, (4.30)
acF = &gE acf +9 acE, (431)

onde tomamos g = A¢ para facilitar a notacdo (ver Eq. (4.6)). Derivando a

Eq. (4.30) com respeito a C' e a Eq. (4.31) com respeito a S, segue que

OscF = 0scFE Osf + 0sE Oscf, (4.32)
OcsF = 0ssE Ocf +0sEOcsf + OcsE g+ OcE 0sg. (433)

Assumindo E, F € C?, podemos igualar as expressoes (4.32) e (4.33), obtendo
OscE 0sg (S + A) — 0ssE 0cg (S+ A) — O0cE 0sg = 0. (4.34)
Consideremos as coordenadas polares (r,6) dadas por
r=(S+AVETFL, 9=C. (4.35)
Introduzindo as varidveis polares, podemos reescrever a Eq. (4.34) como
OB Ogg v — Opg Opg 1+ OgFE 0,9 = 0, (4.36)
ou de maneira equivalente
(Opg,—0rg) - V(r 0,E — E) = 0. (4.37)
Como o vetor (Jpg, —0,g) é tangente a curva de nivel de g, segue que
ro.E—E = ¢(g), (4.38)

onde ¢(g) é uma fungio arbitraria de g. Multiplicando a Eq. (4.38) por 1/r? e

integrando com respeito a r, obtemos

E = r/idr + 7 (4.39)
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onde ¢ é uma funcao arbitrario de 6. Dessa forma, é possivel calcular a derivada
segunda da funcao entropia E, dada por
gb/

OB = — 0,9, (4.40)
r

onde ¢ representa a derivada de ¢ com respeito a g. Para E ser convexa precisamos

que E,. seja positiva em [ x I. Retornando as varidveis (S, C'), a Eq. (4.40) assume

a forma

OssE ¢ Jsg
E = = . 4.41
Or C2+1 (C?2+1 S+ A (4:41)

Uma vez que

0sg _ As — Ac
S+A (S+A4)%

(4.42)

concluimos que 0, F troca de sinal ao atravessar a curva de transi¢cao. Assim,
nao é possivel construir uma funcao entropia continua convexa em I X I, e na
curva de transicao nao é possivel construir uma funcao localmente convexa. Em
adi¢ao ao feito acima, em [5] foram adicionados comentérios sobre a produgao
de entropia proveniente das funcoes E e F. Notou-se que, para descontinuidades
completamente contidas em apenas um dos lados da curva de transi¢ao, a condicao
de admissibilidade de choque (ver Definigdo 4.3) é equivalente ao aumento ou
decrescimento da producao de entropia. Ja descontinuidades que cruzam a curva
de transicao podem ter uma producao de entropia nula, possibilitando a perda
de unicidade da solugdo (que serd apresentada na Sec¢ao 4.3). Destacamos que no
trabalho [5] é comentado que a falta de uma entropia bem comportada pode refletir

falhas no modelo.

4.2 Construcao da solucao do problema de Riemann

Nesta secao temos como objetivo apresentar condi¢oes necessarias e sufici-
entes para descrever a solugao do problema de Riemann (3.20)-(3.21), (3.23) como
uma sequéncia de S e C ondas compativeis. Tal resultado é enunciado na forma

do seguinte teorema:
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Teorema 4.1. Para estados arbitrarios Uy, € I x I e Ug € I x I, existe uma
quantidade finita de sequéncias de ondas compativeis de S e C ondas que resultam
na solugio do problema de Riemann (3.20)-(3.21) com estado da esquerda Up e
estado a direita Ug. A solu¢do nao € unica no plano de fase, mas € unica no plano

x-t.

A demonstragao do Teorema 4.1 se dd como consequéncia de Lemas auxi-
liares, que serao demonstrados abaixo. Antes, apresentamos uma definicdo que

auxiliard nas demonstracoes que seguem.

Definigao 4.4. Dado um estado U = (S, C), definimos por S* = S*(U) o conjunto

de possiveis valores de S satisfazendo
Ao(U) = A (S, O). (4.43)

Geometricamente, a relagdo (4.43) implica que os estados U e (S, C) se
encontram sobre a mesma func¢ao de fluxo fracionario, e a mesma secante que os
liga ao ponto (—.A4,0). Dessa forma, S* pode ser obtido pela intersecio entre a
fungao de fluxo fracionario f(-,C) e a reta que liga (—.A,0) a U (ver Fig. 11). Caso
S = 8*(C), tomamos S¥(U) = S*(C). E para os demais casos onde tal intersecio

ocorre apenas em U, tomamos S*(U) = +o0.

lr T — T
(~A,0) < :

f 0.6 T

0.4 1

0.2 1

0 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Lq

Figura 11 — Representacdo geométrica de S*(U) para um estado U fixado. E
obtido através da intersecao da secante tracejada conectando (—.A4,0) a (S, f(U)) e
a fungao de fluxo fracionario f(-,C).
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Vemos entao que

e Se U € R, entao S*(U) sempre existe e se encontra em L.
e Se U € T, entdo S*(U) sempre existe e se encontra em 7.
« Se U € L, podemos ter S*(U) = +o0. Caso S¥(U) # +o0, temos S¥(U) € R.
P

)

onda, e vf a velocidade final de uma P-onda. Finalmente, temos as defini¢oes e

Para facilitar notacao, denotamos por v; a velocidade inicial de uma P-

notacgodes necessarias para apresentar os lemas que serao utilizados para demonstrar

o Teorema 4.1.

Lema 4.1.1. Consideremos a sequéncia de ondas

C S

UL

Unm » Ur, (4.44)

com Uy, # Ug. FEsta onda é compativel se, e somente se, Upy € LUT e0 < Sp <
SH(Uny).

Demonstracao. Uma vez que o valor de C' é alterado apenas através de uma C-onda,
podemos identificar Uy, = (Sys, Cr). Queremos determinar condigoes para garantir

que a sequéncia de ondas seja compativel, ou seja, queremos que

onde a ultima desigualdade vem de (4.27). Dessa forma, uma condigao necesséria
é Uy € LUT. Assumindo que Uy € LU T, temos duas possibilidades para a

velocidade inicial da S-onda:

« v? & a velocidade de um choque. Assumindo a existéncia de S* = S*(Uy,),
segue que
k — —
ro(Un) = L5CR) — F W) s fUR) = FO) o

Sk — S Sr— Su
Portanto A\c(Uys) < v se, e somente se, 0 < Sg < S*(Uys). Tal fato pode

ser visto geometricamente na Fig. 12.

Se, por outro lado S*(Uj;) = +00o, a sequéncia de ondas sempre é compativel

e 0 < Sk < S¥(Uy), como podemos observar na Fig. 13.
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Figura 12 — Comparagao geométrica entre a velocidade final da C-onda (inclinagao
da reta preta tracejada) e a velocidade inicial da S-onda (inclinagdo da reta
vermelha). O painel esquerdo apresenta o caso 0 < Sg < S*¥(Uys). O painel a
direita representa o caso Sg > S*(Uys).

1 ! T T =

0.8+ -7 8

(_"470)(— 3
04+ [ .

021 -

0.2 0.4

S

Figura 13 — Representacdo geométrica do caso onde S¥(Uy;) = +o00. A reta preta

tracejada representa Ac(Uys) e a reta vermelha tracejada, representa a velocidade
do choque v;.

0.6 0.8 1

« v? é a velocidade de uma rarefagdo. Neste caso, a seguinte desigualdade

Ae(Un) = 0§ <vf = Ac(Un) (4.47)

é satisfeita se, e somente se Uy, € LU T . Destacamos que, embora nao seja
uma condi¢do necesséria, assumindo que uma rarefacdo ocorre e Uyy € LNT,
por (4.26) sempre temos 0 < S < S*(Uyy).

Logo, a sequéncia é compativel se, e somente se, Uyy € LNT e 0 < Sgp < S¥(Uy).
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]

Como um contato nao conecta estados em lados opostos da curva de transicao
e o Lema 4.1.1 pede que Uy, € LU T, concluimos que U, € LU T.

Lema 4.1.2. Consideremos a sequinte sequéncia de ondas

S C

Ur

Um Uk, (4.48)

com Uy # Ug. A sequéncia € compativel se, e somente se, Uy € RUT e

Sk(Uy) < Sp < 1.

Demonstracio. A demonstragao desse lema é analoga a do Lema 4.1.1, e por esse
motivo alguns detalhes serao omitidos. Uma vez que o valor de C' é alterado apenas
através de uma C-onda, podemos identificar Uy, = (S, C). Para que a sequéncia

de ondas seja compativel, é necessario que
As(Un) < 0§ <of = Ae(Un), (4.49)

onde a primeira desigualdade vem de (4.27). Dessa forma, devemos ter Uy, € RUT.
Assumindo Uy, € R U T, realizamos agora uma analise das possiveis velocidade

final para a S-onda:

. v;? é a velocidade de um choque. Uma vez que Uy € R U T, temos que

S*(Upr) sempre existe e se encontra em £ U T. Dessa forma, a Eq. (4.49) é

satisfeita se, e somente se, S*(Uy/) < Sp < 1.

. vf ¢ a velocidade de uma rarefacao. Nesse caso, v;? =As(Un), Uy E RUT

é a condicao necessaria e suficiente para garantir a compatibilidade das ondas.

Embora nao seja necessario, segue que S*(Uy) < S < 1.

Dessa forma, a sequéncia de ondas é compativel se, e somente se, Uy € RUT e
Sk(Uy) < S, < 1. O

Como o Lema 4.1.2 pede que Uy, € RUT, o fato de um contato nao conectar

estados em lados opostos da curva de transicao 7 implica que Ur € RUT.
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A seguir, apresentamos os lemas com condi¢bes necessarias e suficientes
para termos uma sequéncia composta por trés ondas compativel. Para isso, sera

preciso dividir a analise em dois casos: Cf, < Cgr e Cr < Cf.

Lema 4.1.3. Consideremos C;, < Cr e a sequéncia de ondas

S1 C So

Uj, Uy > Uy UR, (450)

com Uy # Ug. A sequéncia de ondas é compativel se, e somente se todas as

sequintes condigoes sao satisfeitas

i. U, €R,
. Uy €T,
iii. Uy € L,
iv. 0 < Sp < SE(U,).
Demonstracao. Uma vez que o valor de C' é alterado apenas através de uma C-onda,

podemos identificar os estados intermediarios como Uy = (S1,CL) e Uy = (Ss, CR).

Para obter uma sequéncia de ondas compativel, é necessario e suficiente que
v} < UZ»C < v](cj < v?, (4.51)
ou, substituindo seus respectivos valores e utilizando (4.27)
As(Ur) < Ae(Uy) = Ae(Us) < Ag(Us). (4.52)

Dessa forma, devemos ter Uy € RUT eUs € LUT.

Uma vez que assumimos Cf < Cg, nao podemos ter U; em 7. Se assumirmos
por absurdo que U; € T, segue que A\c(U;) # Ac(Us) para todo U; = (51, CL),
contradizendo que U; e U, sao conectados através de uma C-onda. Tal fato decorre
de termos a secante que liga (—.A4,0) a (S, f(Usz)) ndo intersectando f(-,Cr), como
mostra a Fig. 14. Concluimos assim que Us; € £. Como uma C-onda nao conecta

estados em lados opostos da curva de transicao, segue que Uy € T.

Como U; € T, segue que S*(Cr) = S*(U;). Assim, do Lema 4.1.1 obtemos

S*(Cr) = S*(Uy) < S, < 1. (4.53)
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Figura 14 — Funcdo de fluxo fracionario para Cp < Cpi com os estados

(52, f(52,Cr)), (Sk, f(Sk, Cr)) € (S1, f(S1,CL)).

Portanto, Uy, € 'R.

Por outro lado, pelo Lema 4.1.2; é necessario e suficiente que
0 < Sp < S*(U,). (4.54)

A 1ltima equagao conclui a demonstracao. O]

Lema 4.1.4. Consideremos Cr < C, e a sequéncia de ondas

U, —2 U, —S U, —2 4 Uy, (4.55)

com Uy, # Ug. A sequéncia de ondas é compativel se, e somente se as sequintes

condigoes sao satisfeitas

i. Sk(U,) <8 <1,
1. Uy € R,
iii. Uy €T,

w. Ug € L.

Demonstracio. A demonstragao desse lema é analoga a do Lema 4.1.3, por esse

motivo alguns detalhes serao omitidos. Uma vez que o valor de C' é alterado
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apenas através de uma C-onda, podemos identificar os estados intermediarios como
Uy = (51,C1) e Uy = (S,,CR). Para obter uma sequéncia de ondas compativel, é

necessario e suficiente que
vy < vf < v? <7, (4.56)

ou substituindo seus respectivos valores e aplicando a condi¢ao de entropia de

Oleinik (4.27),
As(U1) < Ae(Ur) = A (Uz) < As(Ua). (4.57)

Dessa forma, devemos ter Uy € RUT eUs € LUT.

Como Cr < (', realizando uma analise andloga a apresentada no Lema 4.1.3,
concluimos que Uy € T. Logo, Uy € R e Uy € T. Uma vez que Uy € T segue que
S*(Cr) = S*(Us), e do Lema. 4.1.1 obtemos

0 < Sg < S*(U,) = S*(CR). (4.58)

Portanto, Ug € L.

Por outro lado, do Lema 4.1.2, é necessario e suficiente para garantir a

compatibilidade de ondas que
Sk(Uy) < Sp < 1. (4.59)
Dessa forma, a demonstracao esta concluida. O

Com os Lemas 4.1.1-4.1.4, é possivel classificar todo o plano de fase em
conjuntos nos quais apenas uma das sequéncias apresentadas acima ¢ compativel.

Tal resultado recorre a seguinte definicao

Definigao 4.5. Dado um estado U € I x I, definimos o conjunto dos estados com

o mesmo A¢ que U como
F(V)={Ue€lx1:AU)=MN(V)}. (4.60)

Destacamos que devido & suavidade de A\¢, T'(U) forma uma curva no plano

de fase. Agora apresentamos o lema de classificagdo do plano de fase.
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Lema 4.1.5. Seja Uy, um estado a esquerda no plano de fase S-C'. Entdo, para cada
estado a direita Ug, existe uma solugdo para o problema de Riemann (3.20)-(3.21),

(3.23), dado por uma sequéncia compativel de S e C ondas.

Demonstracio. Ao dividir o plano de fase em regides, foi considerada a maior
sequéncia que pode conectar os estados Uy, e Ugr. Dessa forma, é possivel que
menos ondas sejam necessarias para conectar tais estados. Por exemplo, para o
caso C, = Cg, a construcao da solugao segue a equacao Buckley-Leverett; e para
os casos em que A\o(Ur) = Ac(Ug) e U, e Ug ndo estdo em lados opostos da curva

de transicao, a solugao é dada por um contato.

Dado Uy, € I x I, consideramos dois casos: Uy, € LUT e Uy € R.

1. U,e LUT.
Definimos o estado U7 como a intersegao da curva I'(Uy) com a curva de

transicao 7, dado por
Un =TD(U)NT. (4.61)

Como comentado na Se¢ao 4.1.2, nem sempre a curva I'(UL) intersecta a
curva de transicdo 7. Para os casos em que essa intersecado nao ocorre,
definimos U7y = (1,0). Destacamos que para a classificacgdo do plano de fase,
¢é necessario apenas termos Cy; = 0, o valor de S71 nao interfere, onde foi

tomado igual a 1 por simplicidade.

Analisando as condigoes necessarias e suficiente para garantir uma sequéncia
de ondas compativel apresentadas nos Lemas 4.1.1-4.1.4, é possivel dividir o
plano de fase S-C' em conjuntos onde apenas a condi¢do de um dos Lemas é
satisfeita. Conforme mostrado na Fig. 15, tais conjuntos sao definidos como

segue
L, = {UE]X[:)\C(U)Z/\(j(UL)}U{UE,CZCZCTl}, (462)
Ly = {U celL:.C< 07’1}, (463)
Ly = {UeRUT : he(U) < Aa(Up)}. (4.64)

O primeiro conjunto, £; (conjunto branco na Fig. 15), toma os estados com

C' > C7 sendo limitado a direita pela curva I'(Uy). O segundo conjunto, Lo
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(conjunto com ondas horizontais cinzas na Fig. 15), contém todos os estados
a esquerda da curva de transi¢do 7 com C' < Cy;. Finalmente, o conjunto
L3 (conjunto com retas verticais cinzas na Fig. 15) é composto pelos pontos

Uem RUT que possuem Ao (U) menor ou igual que A\o(Up).

1 T LU ‘ 1 T 10 ; ;
Lg ﬁl \ £3
0.8 - 0.8 HU AU 5 :
C 0.6 1 C 0.6 Up 1
U
0.4 s 0.4 Lk |
0.2 1 0.2 1
£y
0 | 1 | 0 1 1 I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S S
Figura 15 — Conjuntos L; com i = Figura 16 — Solugdo no plano de
1,2, 3, no plano de fase seguindo as fase para Ur € L; e a solucao do
Eqgs. (4.62)-(4.64). estado intermediario Uy, definido
na Eq. (4.65).

Caso Ugr € L1, a solucao segue o Lema 4.1.1. Dessa forma, nossa solugao é
composta por um contato indo de Uy, a Uy, seguido por uma S-onda ligando

Uyr e Ug. O estado Uy é definido como
Uy =T(U,)N{U € L:C = Cgr}. (4.65)

Tal interse¢ao sempre ocorre, uma vez Ugr € L1 implica que a reta C' = Cj
intersecta a curva I'(UL) em L. Além disso, como primeiro temos um contato,
o estado Uy, se encontra sobre a curva I'(U) em £, implicando que o conjunto
S*(Upr) estd em R e sobre a curva I'(Uy). Dessa forma, Sg < S*(Up,) e temos
todas as condi¢oes do Lema 4.1.1 satisfeitas. Tal construgao é representada

no plano de fase na Fig. 16.

Caso Ug € L5, a solugao segue o Lema 4.1.4. Assim, a solucao é dada por

uma S-onda, seguido por uma C-onda e novamente uma S-onda. Os estados
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intermediarios, U; e Uy, podem ser definidos como
Uy = TnNn{UelxI:C=Cgr}, (4.66)
Uy = T'Uy)Nn{U eR:C=CL}. (4.67)
Até agora temos Uy € R, Uy € T, Ugr € L. Como Ac(U;) < Ac(Up),
segue que Sy, > S*(Uys). Dessa forma, todas as condicoes apresentadas no

Lema 4.1.4 sao satisfeitas. A solucao desse caso pode ser vista no plano de

fase na Fig. 17.

T L(UL) U(Us)

1 \ \
£3 EB
018 1 0.8 1
Figura 17 — Solucao para o caso Figura 18 — Construgao da solugao
Ur € Ly e a posicao dos estados para o caso Ur € L3 e a posicao do
intermediarios U, e U; definidos estado intermediario Uj, definido
na Eq. (4.66) e (4.67), respectiva- na Eq. (4.68).

mente.
Caso Ug € L3, a solugao segue o Lema 4.1.2. A solucao é dada por uma

S-onda seguida por um C-onda, com estado intermediario dado por
UM:F(UR)H{UGR;C:CL}. (468)

Assim, Uj; estd bem definido e se encontra em R U 7T . Além disso, como
Mo(Un) € Ae(Ur) e Cp, = Oy, segue que S*(Uy) < Sp. Portanto, temos
todas as condigoes do Lema 4.1.2 satisfeitas. Tal construcao é apresentada
na Fig. 18.

. Uy € R. Definimos o estado Ury como a interse¢ao da curva de transicao T

e a reta C' = (', descrito como

Urs=TN{UelxI:C=Cy}. (4.69)
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Destacamos que como a curva de transicao divide o plano de fase, U9 sempre
esta bem definido. Analisando as condigoes apresentadas nos Lemas 4.1.1-

4.1.4, podemos classificar o plano de fase em trés conjuntos:

Ry = {UelxI: () > Up)U{UEL:C>CL}, (4.70)
Ry = {UeLl:C< (L}, (4.71)
Ry = {U € RUT : Ac(U) < )\C(U’TQ)} U {F(UTQ) N ,C} (472)

O primeiro conjunto, R (conjunto branco na Fig. 19), é composto por todos
os estados com C' > (7, e limitados a direita pela curva ['(Uz). O conjunto
Ry (conjunto com ondas cinzas horizontais na Fig. 19) toma todos os estados
em £ com C < Cp. Finalmente, o conjunto R3 (conjunto com retas verticais
cinzas na Fig. 19) é formado pelos pontos U em R U T que possuem Ao (U)

menor ou igual que A¢(Ura).

1 ,7-\ F(UT?) T T T
R4 Rs Rs
0.8 1 1
C 0.6 - 1 | 1
04 L UT2 UL || 'UL |
02F 1 0.2F ]
RQ RQ
O L | | O I | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S S
Figura 19 — Conjuntos R; com i = Figura 20 — Solucao no plano de
1,2, 3 no plano de fase seguindo as fase para Ur € R; e os estados
Egs. (4.70)-(4.72). intermediarios U; = Uy e Uy defi-

nidos nas equagoes (4.73) e (4.74).
Se Ur € R, a solugao segue o Lema 4.1.3 e possui dois estados intermediarios,
dados por
U1 - UTQ, (473)
Devido a posicao de Ug, temos que esses estados intermediarios sempre estao
bem definidos. Até entdo, temos U, € R, Uy € T e Uy € L. Uma vez que R4
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é limitado a direita pela curva I'(Urs), Ug € Ry implica que Sip < S*(Uy).
Portanto, todas as condi¢oes do Lema 4.1.3 sao satisfeitas. Tal construgao é

representado no plano de fase na Fig. 20.

Caso Ur € R,, a solucao é dada pelo Lema 4.1.4 e possui dois estados

intermediarios, dados por:

Uy = TA{UEIxI:C=Cp), (4.75)
U = F(Ug) N {U ceR:C= CL} (476)

Como U; € R, segue que (S*(U;),CL) € L. Dessa forma, como U, € R,
temos Sk (Uy) < Sr. Portanto, todas as condigoes do Lema 4.1.4 sdo satisfeitas.

Essa construcao é representada no plano de fase na Fig. 21.

Se Ur € R3, a solugao segue o Lema 4.1.2. Dessa forma, nossa solucao ¢é
composta por uma S-onda seguida por uma C-onda, com estado intermediario

dado por
UM:F<UR)H{U€RUTC:CL} (477)

Uma vez que Uy € RU T, segue que (S*(Uy),Cr) € L. Como Uy, € R,
concluimos que S*(U,,;) < Sp. Portanto, todas as condigdes do Lema 4.1.2

sao satisfeitas. A construcao desse caso é representada na Fig. 22.

T T(Up) T(Up)

1 \
Ra

1 0.8 1
1 C 0.6 1] 1
0.4 il {
1 0.2 i

O | 1 |
1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S

Figura 21 — Solucao no plano de Figura 22 — Construcao da solucao
fase para Ur € R, e o0s estados in- no plano de fase para Ur € Rj3 e
termediarios Uy e Uy definidos nas a posicao do estado intermediario

equagoes (4.75) e (4.76). Uy definido na Eq. (4.77).
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]

Observagao. A classificagao do plano de fase nas regides L 23 e R 23 depende
fortemente da localizagdo do estado Up. Dessa forma, existem casos limites (S
préximo de zero, C' préximo de zero ou um) onde alguns desses conjuntos podem
estar vazios. As Figs. 23, 24 apresentam dois exemplos onde foi possivel classificar

o plano de fase em menos de trés conjuntos.

Apesar de pequenas mudancas na demonstracao, o resultado principal se
mantém valido, incluindo o fato que é possivel descrever a solucao para quaisquer

estados Uy, e Ui no plano de fase S-C'.

U
I UTl |
0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Aq
Figura 23 — Regides de classifica- Figura 24 — Regioes de classifica-
¢do no plano de fase para Up = ¢ao no plano de fase para U, =
(1073,0.1). (0.999,0.9).

4.3 Sobre a unicidade da solugao

Neste trabalho, a unicidade da solucdo para o problema de Riemann é
considerada no seguinte sentido: dados estados a esquerda Uy e a direita Ugr no
plano de fase S-C, existe uma tnica sequéncia de ondas compativel os conectando,
seguindo os Lemas 4.1.1-4.1.4. No Lema 4.1.5, classificamos o plano de fase em
conjuntos onde apenas um dos Lemas 4.1.1-4.1.4 tem duas condig¢oes satisfeitas.

Para os estados localizados em apenas um desses conjuntos, temos a unicidade da
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solugdo garantida. Ja para os estados na intersecao entre esses conjuntos, nao é
possivel garantir a unicidade da solucao, pois mais de uma sequéncia de ondas
compativel é possivel. Temos intersecoes entre os conjuntos: L1 N Lo, L1 N L3 (ver
Fig. 15); R1 N R3 (ver Fig. 19).

4.3.1 Intersecao entre os conjuntos L1 e Lo

Neste caso, temos Uy, € L e Ug na intersegao entre os conjuntos £; e Lo
(ver Fig. 15), onde temos U € L e Cgr = Cr1. As possiveis solugoes seguem
os Lemas 4.1.1 e 4.1.4. A solucao referente ao Lema 4.1.4 possui dois estados
intermediarios, U; e Us. Neste cenario, temos que Us = U7 e U; se encontra sobre

I'(UL). Dessa forma, obtemos que
Ae(UL) = Ae(Ur) = Ao (Us). (4.78)

Geometricamente, esta relacdo implica que o pontos (Sg, f(Ur)), (S1, f(Uy)) e
(S, f(Us)) se encontram sobre a mesma secante conectando (Sg, f(Ur)) a (—.A,0),

como mostra a Fig. 25.

1

0.98 -

0.96 -

f
0.94

T

0.92 -

0.9 ‘

¥ 02 04 06 08 1
(_-’4? 0) S

Figura 25 — Fungoes de fluxo fracionérios dos estados Uy, e Ugr com a reta secante

ligando (—.A4,0) com (Sy, f(UL)). Os pontos (Si, f(Uy)) e (Ss, f(Us)) se encontram
sobre a mesma secante (linha tracejada preta) que conecta (—A,0) e (S, f(UL)).

Como Uy, € L, e do Lema 4.1.4 temos que U; € R e Uy € T, vale que
St <S5y <54, (4.79)
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onde a igualdade ocorre quando Uy, € T. Estados Uy, e U; satisfazendo a Eq. 4.79
sao conectados por uma secante localizada abaixo da funcao de fluxo fracionario de
C. Dessa forma, pela condi¢ao de entropia de Oleinik 4.26, Uy, e U; sdo conectados
através de um choque. Dessa forma, como mostra a Fig. 25, temos que o choque e

o contato possuem a mesma velocidade.

Por outro lado, a solugao seguindo o Lema 4.1.1 possui apenas um estado
intermediario, onde Uy; = Ur; = Uy. A velocidade da C-onda conectando Uj, a
Unr é Ac(Ur), possuindo a mesma velocidade da sequéncia C-onda e choque da
solugao seguindo o Lema 4.1.4. Apesar disso, como Sy, = Sy < 1, os perfis de

saturacoes para cada sequéncia de ondas nao sao iguais, como mostra a Fig. 26.

0.4 [ 0.4 [
i —S | —S

035 - —C - 035+ —C

!
03+ 1 03 | ]

S, C e,
0.25 \ . 0.25 - |
02 o ] 02 i
0.15 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.15 —— ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
€T T

Figura 26 — Perfil da solu¢ao para U, = (0.15,0.4) e Ugr = (0.22,0.1975), com
Ugr € L1. O painel esquerda mostra a solucao descrita pelo Lema 4.1.4 e o painel
direito a solucao seguindo o Lema 4.1.1. O tempo adotado foi ¢t = 0.3.

4.3.2 Intersegao entre os conjuntos £ e L3

Neste caso, temos Uy, € L e Ug se encontra na intersecao dos conjuntos £
e L3 (ver Fig. 15), isto é, Ur € R e Ac(Ur) = Ac(Ug). Figura 27 mostra as duas
possiveis sequéncias de ondas no plano de fase: uma seguindo o Lema 4.1.1 com
estado intermedidrio Uj;, e a outra seguindo o Lema 4.1.2 com estado intermediario

UZ,. Uma vez que temos U, UL, € L e Ugr, Ui € R, segue que
SL < Si/[ e S}\/[ < SR. (480)

Geometricamente, esse cenério ocorre quando os estados Up, Ui, Ui e Ug se

encontram sobre a mesma secante ligando (—.A4,0) a (S, f(Ur)) (estdo sobre a
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curva ['(UL)). Como todos esses estados se encontram sobre a mesma secante, a
relagdo (4.80) implica que a S-onda para ambas as sequéncias é um choque, uma
vez que tal secante se encontra abaixo do perfil de f (pois Ug, U3, € R). Além

disso, a velocidade de propagacao do choque coincide com a velocidade da C-onda.

T F({]Tl)

L3
0.8

C 0.6

0.4F A\ i

0.2

Figura 27 — Duas sequéncias de ondas sdo possiveis quando temos Uy € L e
Ur € L1 N L3: uma conecta Uy, a U}, através de uma C-onda, entdao Ui, a Ug por
uma S-onda. A outra conecta Uz, a Uz, por uma S-onda, e entdo Ui, a Ur através
de uma C-onda.

Se O < Cg, temos S}, < Sy e Sp < 52, (conforme mostrado na Fig. 27).
Dessa forma, mesmo que as ondas que compoe ambas as solugoes possuam mesma

velocidade, os perfis sdo diferentes pois Si, < Sp < S%,, como mostra a Fig. 28.

Por outro lado, se C, > Cr obtemos S}, < Sg < S%,. Anélogo ao caso
anterior, temos que as velocidades das ondas que compoem a solugao sao as mesmas,

porém os perfis diferem, como mostra a Fig. 29.

4.3.3 Intersecao entre os conjuntos R e R

Neste caso temos U, € R e Ugr na intersecao entre os conjuntos R, e
Rs (ver Fig. 19), ou seja, Ugr € R e Ac(Ug) = Ac(Urs). As possiveis solugoes
seguem os Lemas 4.1.2, 4.1.3. A solucao dada pelo Lema 4.1.3 possui dois estados
intermediarios: U; = Ug e Uy € L, implicando que S5 < S; < Sg. Além disso,
temos A\co(Us) = Ac(U1) = Ac(Ug), que geometricamente indica que os pontos

(S1, f(U1)) e (Ss, f(Us)) se encontram sobre a mesma secante que liga (—.A,0) a
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Figura 28 — Perfil da solugao para Ugr € L1 N L3, com Cp < Cg. O painel
esquerdo mostra a solucao descrita pelo Lema 4.1.1, e o painel direito a solugao
seguindo o Lema 4.1.2. Essa figura foi feita considerando Uy, = (0.15,0.4), Ur =
(0.3636,0.7273) e tempo ¢t = 0.3.

0.4 T 0.4 T
ji —5 7| —5
035~ —C. 035t —C
0.3 [ e ¢ ¢ — — — — — — — - 03 [ e ¢ s ¢ i ¢ —  — — — —— -
S, C S, C
0.25F 1 025+ :
021 8 02F ]
0.15 : : ! ! 0.15 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xr xr

Figura 29 — Perfil da solugao para Ur € £, N L3, com Cf, > Cg. O painel esquerdo
mostra a solucao descrita pelo Lema 4.1.1 e o painel direito a solugao seguindo o
Lema 4.1.2. Essa figura foi feito para Uy, = (0.15,0.4), Ug = (0.3384,0.3) e tempo
t=0.3.

(Sr, f(Ug)). Uma vez que Uy € L e Ugr € R, a secante ligando esses pontos se
encontra sobre o perfil de f, implicando que a S-onda que os conecta é um choque

que possui a mesma velocidade que a C-onda conectando U; a Us.

A solucao que segue o Lema 4.1.2 possui apenas um estado intermediario,
Uy = Urs. Uma vez que a velocidade da sequéncia de S e C-ondas apresentadas
anteriormente é a mesma da C-onda para esse caso, ambas as solugoes se deslocam

juntas com o tempo. Porém, como Sy, < S; = Sy, os perfis das solugoes sao
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diferentes, como mostra a Fig. 30.

A ] 07F i g
- —s —2
0.6 —C A 0.6 1
0.5 8 0.5 1
S, C

" 0.4 . S,Co4 ]
0.3 E 0.3 i
0.2 B 02 i

01 : ! ! . 0] | | L L
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1

T r

Figura 30 — Perfil da solugao para Uy, = (0.6,0.1976) e Ur = (0.3636,0.7273), onde
Ur € R1NR3. O painel esquerdo apresenta a solucao descrita pela Lema 4.1.3 e o
painel direito a solugao seguindo o Lema 4.1.2. A simulacao foi feita considerando
o tempo t = 0.5.

4.3.4 Unicidade no plano z-t

Para os casos apresentados nas Sec¢oes 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, a perda de
unicidade esta relacionada as sequéncias de ondas envolvendo choque e contato que
possuem a mesma velocidade de propagacao. No plano z-t, a Fig. 31 apresenta as

solugoes referentes as Figs. 26, 28 e 30.

4 T T T T 4 T 60 T T o7
Shock Shock Shock IR
o Contact P o Contact NG ‘% 50f o Comact Yol 1
3| = = Rarefaction 3k \Q\» B - — .Rarefaction 7\‘91/
WO
! 2r ! 2r 1
UL
Ur
1r 22.% 1k .
%2 U
0 I I I I 0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T r r

Figura 31 — Solugbes no plano z-t para os casos apresentados nas Secoes 4.3.1
(painel esquerdo), 4.3.2 (painel central) e 4.3.3 (painel direito).

Uma vez que no plano das caracteristicas nao temos distingdo de esta-
dos, apenas de velocidades, em cada caso apresentado acima temos unicidade ao

representar tais solugdes no plano z-t. Dessa forma, demostramos o seguinte lema
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Lema 4.1.6. Para dados estados a esquerda e a direita (U e Ug) em I x I, existe
uma solugao para o sistema (3.20)-(3.21) com dado inicial (3.23). Essa solugao
¢ unica para todo Up, e Ug em I X I, exceto na intersecao dos conjuntos L1 N Loy,
L1NLs e RiNR3, onde sao possiveis duas solugoes no plano de fase. Em qualquer

caso, a solucdo € unica no plano x-t.

4.4 Comparacao da solucao analitica com aproximac¢ao numeérica

Nesta secao temos como objetivo comparar a solucao analitica para o sistema
(3.20)-(3.21) com dado inicial (3.23) com uma aproximacao numérica realizada
pelo solver RCD [48]. Tal comparacao é realizada visando destacar que, mesmo
com a utilizacao de um solver validado e uma boa concordancia entre as solugoes
para diversos dados iniciais, nao é possivel prever seu comportamento em uma

vizinhanca dos dados iniciais onde se tem a perda da unicidade da solugao.

O RCD ¢ um solver baseado no esquema implicito, Crank-Nicolson [14, 56],
e possui segunda ordem de precisao temporal e espacial. Para realizar a simulagoes
foi adotado a esquerda a condicao de fronteira de Dirichlet, e a direita a condicao de
fronteira de Neumann. Para a discretizacao espacial, utilizamos uma malha formada
por 7000 pontos, e para a discretizacao temporal, foi considerado o tamanho de

passo de 1076, Nao foi adicionada difusdo artificial.

Inicialmente, apresentamos dois exemplos comparando o perfil analitico e
numérico da saturacao de dgua e a concentracao de surfactante, representados na
Fig. 32. O painel esquerdo da Fig. 32 representa o processo de drenagem, onde é
injetado gés no reservatorio saturado de agua com surfactante. A solugdo desse
caso segue o Lema 4.1.1, sendo composto por uma C-onda seguida por uma S-onda
(choque). O painel direito da Fig. 32 apresenta o caso de imbibigao, onde dgua
com surfactante é injetada no meio poroso saturado com gas. A solugao desse caso
segue o Lema 4.1.4, onde a solugdo é dada por uma S-onda (rarefacdo seguida por
um choque), uma C-onda e novamente uma S-onda (rarefagdo seguida de choque).
Em ambas as simulagoes, obtemos uma excelente concordancia entre a simulagao

numérica e a solucao analitica.

A seguir, apresentamos o efeito numérico resultante da perda de unicidade
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Figura 32 — Comparagao entre as solugoes numéricas (linhas tracejadas) e analiticas
(linhas continuas) da saturagao de dgua S (azul) e concentracao do surfactante
C' (preto). O painel esquerdo corresponde a Uy, = (0.1,0.05), Ug = (0.99,0.5), e
tempo ¢t = 0.5. O painel direito corresponde a U, = (0.99,0.5), Ug = (0.01,0) e
t=0.3.

apresentada na Secao 4.3. A Fig. 33 mostra o perfil da saturacao de agua para
Ur € L1 N L3 (referente a Fig. 27 no plano de fase, e aos perfis apresentados na
Fig. 28). Devido a complexidade relacionada & fungao Ao (U), numericamente é
extremamente dificil determinar o ponto que se encontra sobre a intersecao. Por
esse motivo tomamos valores de Sy em uma vizinhanca da interse¢do: Ugr, =
(0.367,0.7273) e Ur— = (0.360,0.7273). Note que, para pequenas variagoes em Sg 0
perfil da saturacao da dgua apresentou comportamentos qualitativamente diferentes,
seguindo a teoria apresentada na Secao 4.3.2. Os casos onde Ug € L1 N Ly e

Ur € R1 N'R3 sao analogos.

Conforme apresentado na Segao 4.3, a perda de unicidade esta associada
a igualdade entre a velocidade das ondas que compoem a solucao. Pequenas
pertubacoes em Up resultam no distanciamento dessas velocidades, fazendo com
que apenas uma das solugoes seja compativel. Assim, nas vizinhancas do ponto
localizado na intersecao, a solugao varia continuamente até que ocorre a coincidéncia
das velocidades, resultando na perda de unicidade no plano de fase. Portanto, o
comportamento numérico apresentado na Fig. 33 reflete propriedades do modelo,
nao limitagoes do simulador utilizado. Nesse contexto, a definicao de estabilidade

estrutural apresentada em [63, 29] descreve o cendrio obtido.
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Figura 33 — Perfis da saturacao da dgua no tempo ¢t = 3 para o estado a esquerda
Ur = (0.15,0.4) e depois estados a direita proximos Ug_ = (0.360,0.7273) e Ug, =
(0.367,0.7273), que se encontram em uma vizinhanga da intersecao Ur € L1 N L3.

Definicao 4.6. Dizemos que a solu¢do de um problema de Riemann é estru-
turalmente estavel se o niimero e tipo de ondas que compoem a solugao sao

preservadas quando o dado inicial e a funcao de fluxo sao perturbadas.

Dessa forma, temos que pequenas variacoes em Upg resultam em solugoes
qualitativamente diferentes, onde podemos ter diferentes sequéncias de ondas e
até mesmo mudancas na quantidade de ondas que compoem a solucao. Podemos

reunir estas ideias no seguinte resultado:

Teorema 4.2. O problema de Riemann (3.20)-(3.21), (3.23) apresenta uma perda
de estabilidade estrutural quando tomamos condicoes iniciais pertencentes aos
conjuntos L1 N Ly, L1N L3 e Ri NR3.

Apesar da perda de unicidade no plano de fase, o perfil da solugao é tnico
adotando a norma do L? (para p € N) e possui uma dependéncia continua em
relacao aos dados iniciais. A dependéncia continua com dados iniciais é consequéncia
da perda de unicidade ocorrer em apenas um ponto e uma variacao continuas das

velocidades. Temos assim o seguinte resultado.

Teorema 4.3. O problema de Riemann (3.20)-(3.21), (3.23) é bem posto no sentido

de Hadamard, adotando a norma do LP para p € N.



Observagoes anédlogas foram obtidas nos trabalhos [63, 29].
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5 BANCO DE SURFACTANTE

A motivacao para o estudo da solucao do problema de Riemann para o
sistema (3.20)-(3.21) foi o banco de surfactante, também conhecido como slug.
Na literatura [59, 4], o banco de quimico é comumente definido como o volume
de quimico injetado no meio poroso. Como neste trabalho estamos interessados
na formacao de espuma in-situ, consideramos o banco de surfactante como um
processo de imbibicdo seguido por um processo de drenagem. Uma vez que o
objetivo do uso da espuma é frear o gas subsequente, visamos determinar sob quais
condigoes a espuma desempenhara melhor esse papel e quais os efeitos da adsorcao
no banco de surfactante. A solugdo do problema de Riemann é essencial para
realizar esse estudo, pois fornece informacoes sobre as ondas que compoem a solucao
e expressoes analiticas das velocidades. Devido ao alto custo do surfactante e as
perdas decorrentes da adsor¢ao no meio poroso, o estudo do banco de surfactante é
essencial para determinar sob quais condi¢oes é possivel garantir a formacao de
bolhas durante toda a extracao, além de possibilitar a avaliacao econémica deste

Processo.

Nesse contexto queremos resolver dois problemas de Riemann, RP; e RP;,

descritos a seguir:

e RP;: é um processo de imbibicao, onde injetamos dgua com surfactante no
meio poroso a uma condigao inicial arbitraria. Denotamos o estado a esquerda
desse problema de Riemann por U}, e estado a direita por Uj. O tempo de

injecao sera denotado por Tj.

e RP,: ¢ um processo de drenagem, onde apés o RP;, injetamos gas no meio
poroso. Denotamos o estado a esquerda desse problema de Riemann por UZ,

e o estado a direita por U3. O tempo de injegdo serda denotado por Th.

Estamos considerando que inicialmente temos o reservatorio a uma condicao inicial
arbitraria sem surfactante, onde em seguida é realizado a imbibicao (representado
por RP;). Ap6s o tempo Tj, ocorre a injecao de gas (representado por RP,), que

visa a formagao de espuma in-situ. Uma vez que o RP, ocorre subsequente ao
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RP;, temos U} = Uj. Os problemas de Riemann RP; e RP, sdo representados

esquematicamente na Figura 34.

A

1 RP; S%{ S:Il, RP;
— g
wl o |we
C?, % C
U} Uk
o . -

Figura 34 — Representacao esquematica dos problemas de Riemann RP; e RP,.

Visando tornar essa andlise o mais geral possivel, nao fixamos todas as
condigoes iniciais e de injecao dos problemas de Riemann, apenas pedimos que

satisfacam as seguintes condigoes:
i. 2 =102 e C? =0.
ii. Sy =85S €ReCL=C%>0.
iii. Cp = 0.

Como o RP, é um processo de drenagem, faz sentido tomarmos S%? = 0, porém,
devido as limitagdes numéricas tomamos S% = 1072, As demais condigoes estao

diretamente ligadas com a descri¢do de cada problema de Riemann.

A seguir, apresentamos o comportamento da solucao de cada problema de
Riemann, bem como a velocidade da frente do gas (velocidade final do RP,) e a
velocidade da frente do surfactante (velocidade inicial do RP;). Do ponto de vista
de aplicagao para EOR, nao seria um problema a onda de gas furar a onda de
agua sem ultrapassar a frente do surfactante. Porém, esse cenario representa a

colisdo entre os problemas de Riemann, que esta fora do escopo deste trabalho. Por
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esse motivo consideramos a velocidade da frente do surfactante como a velocidade
inicial do RP, visando restringir nosso estudo para garantir que nao ocorra a

sobreposicao dos dois problemas de Riemann.

5.1 Drenagem/RP,

Nesse caso temos U? = (1073,0) e Uz € R. A classificagio do plano de fase

seguindo a notacao apresentada no Lema 4.1.5 é representada na Fig. 35.

IF(UL)T. | | |

e
oo
T

T

Figura 35 — Classificacao do plano de fase para U?.

A solugao é composta por um C-onda seguida por uma S-onda, como segue

U S Uk S5 U2 (5.1)

Como S%? ~ 0 e U} € R, a S-onda ¢ formada por uma rarefagao seguida de

um choque, e a solugao é dada por

Choque

v S up L2, s U2, (5.2)

onde U2, = (S%,,C%) representa o ponto entre a rarefagdo e o choque (ver
Secao 2.1.2). Dessa forma, a velocidade da frente do géas é dada por

_ fUR) — f(Uév)
Vg = SRI% _ S%VCV ) (53)

onde essa velocidade é a inclinagao da secante ligando Uz a UZ,,.
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5.2 Imbibi¢do/RP,

Neste caso temos fixados Uj € R e C} > C}, = 0. A classificagao do plano

de fase para esse caso seguindo a notagao apresentada no Lema 4.1.5 é representada
na Fig. 36.

| T T'(Ur2)
R1 R3
0.8 r 3
0.6 :
C
U
04" 72 £
02F .
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O E + | |
0 0.2 0.4 g 0.6 0.8 1

Figura 36 — Classificagdo do plano de fase para o caso de imbibigao para U} =
(0.999,0.5).

Uma vez que pedimos apenas que C; > Ck = 0, temos duas possibilidades:

« Ug €L
Neste cenario, a condicao inicial do meio poroso é com maior quantidade de

gds que agua. Assim U}, € Ry e a solugao ¢ dada por

vl S v, - u, —2 UL, (5.4)

onde U; e U; podem ser obtidos seguindo os passos apresentados no Lema 4.1.5.

Como Ui e U; estdao em R, ambos se encontram no platé que f possui
préoximo de 1 (ver Fig. 8). Dessa forma, a S-onda conecta U} a U; possui
uma velocidade pequena e conecta estados com saturagoes proximas. Como
queremos analisar a sequéncia de imbibicao e drenagem, a primeira onda na

imbibicao ter velocidade pequena impossibilita essa analise. Por esse motivo,
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desprezamos a primeira S-onda e consideramos que essa sequéncia comeca

na C-onda subsequente. Assim, a velocidade inicial do RP; é dada por

f(Us)

Ve = m (55)

« Ui €R.
Nesse cendrio, inicialmente temos o meio poroso com maior quantidade de

dgua (sem surfactante) que gds. Assim Uj € R3 e a solugdo é dada por
Ul 5yl —< Uk, (5.6)

Dependendo da posicio relativa entre S}, e Sk, podemos ter a ocorréncia de
um choque ou uma rarefacdo. Em qualquer caso, como ambos os estados se
encontram sobre o platé que a funcao de fluxo fraciondrio apresenta proximo
de 1, a velocidade da S-onda ¢é pequena e possui baixa amplitude. Por esse
motivo, consideramos que a velocidade do contato que ocorre em seguida ¢ a
velocidade inicial da solucao. A velocidade do contato é dada por

f(UR)

Ve = m (57)

5.3 Banco de surfactante 6timo

O objetivo dessa sec¢ao é determinar sob quais condigoes é possivel aumentar
a eficiéncia da espuma sem grandes aumentos na quantidade de surfactante injetada.
Dentro das hipoteses apresentadas, queremos determinar os melhores valores para

U}, Uk e U?, com base no comportamento de cada solugao.

Antes de apresentar como escolher os estados iniciais e de injecao, precisamos
definir o tamanho do banco de surfactante. Conforme comentado anteriormente,
este estudo é possivel apenas até o encontro entre as ondas dos dois problemas de
Riemann ocorrer. Visando reduzir a quantidade de surfactante injetada, queremos
determinar condigdes onde esse encontro ocorre apenas no pogo produtor, ou seja,
em z =1 (ver (3.17)). Assim, consideramos o tamanho do banco de surfactante

como o tempo que a imbibi¢ado deve ocorrer antes da injecao de gas para termos a
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chegada da frente do surfactante e do gas no pogo produtor simultaneamente. O

tamanho do banco de surfactante pode ser calculado através da seguinte expressao:

Tyy = — — —. (5.8)
Ve Vg

As quantidades 1/v. e 1/v, representam o tempo até a chegada no pogo
produtor da frente do surfactante e do gas, respectivamente. Dessa forma, o
tamanho do banco de surfactante representa o menor tempo de injecao da imbibicao
necessario para garantir que a formacao de viscous fingering nao ocorra, isto é, o gés
ultrapassando a frente do surfactante. Apesar do tamanho do banco de surfactante
ser uma medida de tempo, como a velocidade total é constante, podemos facilmente
recuperar o volume de surfactante injetado a partir dessa medida. Mantendo em
mente que um maior tamanho de banco de surfactante implica em uma maior
quantidade de surfactante injetada, nosso objetivo agora é determinar valores de
S}, Sk e C} de maneira a reduzir Ty,,; sem grandes aumentos na concentragao

injetada.

Inicialmente, gostariamos de determinar qual erro ¢ adicionado ao negli-
genciar a primeira S-onda do RP;. Para isso, realizamos simulagoes numéricas
utilizando o RCD, onde dados iniciais e de injecao arbitrarios foram escolhidos.
Nesta simulagao, o dado inicial adicionado foi o perfil da solu¢ao analitica do
processo de imbibicao, onde foi adicionado préximo de x = 0 a inje¢ao de gas (ver
Fig. 37). Observamos que, devido a baixa amplitude da primeira S-onda, apés um
tempo pequeno a S-onda nao aparecia mais na solugdo. A partir desse ponto, a
velocidade do gés nao mais depende de U3, mas sim do estado final da S-onda.
Devido aos resultados numéricos, temos indicios que nao adicionamos grandes erros
ao negligenciarmos a primeira S-onda do RPj, onde é necessario apenas evoluir a

solugao como se o Uz = Uj} fosse na verdade o estado final da S-onda.
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Figura 37 — Os perfis da saturagao de dgua e saturacao de surfactante obtida
pelo RCD para os tempos ¢ = {0,0.1,0.2,0.3} para U} = (1073,0), Uz = U} =
(0.999,0.1), UL = (0.8,0).

De acordo com a Secao 5.2, o estado final da primeira S-onda da imbibigao
nao depende de U}, sendo constante se Uy € £ ou depende de U}, quando este se
encontra em R. Uma vez que a velocidade da frente do gas ¢é a inclinagao da secante
ligando Ug a U, nosso objetivo é diminuir a inclinagio dessa reta, reduzindo a
velocidade do gas. Conforme mostra o painel esquerdo da Fig. 38, para diminuir
essa velocidade devemos escolher S} de maneira que a saturagao final da S-onda
seja a maior possivel. Seguindo a construgao apresentada no Lema 4.1.5, vemos
que tomando S} = 1 = S} a solugao para o RP; é dada por apenas um contato.
Assim, além de conseguirmos reduzir a velocidade do gas o maximo possivel, nao
é necessario negligenciar nenhuma S-onda. Resta agora verificar se aumentar o
valor de S} causa grandes redugoes na velocidade do surfactante, e assim um
aumento no tamanho do banco de surfactante. O painel direito da Fig. 38 mostra
que, embora um aumento de S} cause uma redugao na velocidade do surfactante,
a reducao da velocidade do gés é mais significativa, resultando em um menor
tamanho do banco de surfactante. Devido a restricbes numéricas nao podemos
tomar S} = 1 = S}, e fixamos S} = SL = 0.9999. Destacamos que a injegao de
agua (S = 1) é comumente utilizada pela industria, uma vez que inje¢do simultanea
de fluidos diferentes resulta em utilizacao de diversos equipamentos, além de um

aumento na dificuldade relacionada ao controle de pressao.

Para determinar o melhor valor para C}, analisamos como a concentragao
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Figura 38 — O painel esquerdo representa a funcao de fluxo fracionario com os
pontos (S, f(U) para os estados U3 e U2, e a reta secante que os conecta a seus
respectivos pontos intermediarios (Scv, f(Uey)). Foram tomados dois valores para
0 estado a direita, S% = 0.6 ¢ S’ = 1 com C% = 0.1 = C%'. O painel direito
representa a velocidade da frente do gds e do surfactante como funcio de S} para
cl=01.

de surfactante impacta no tamanho do banco de surfactante, conforme mostra a
Fig. 39. Notamos que a redugdo no tamanho do banco de surfactante ¢ significativa
para valores mais baixos de C', onde a partir de C' = 0.2 nao hé grandes mudancas.
Visando utilizar uma concentragdo que apresenta uma boa redugdao no tamanho do
banco de surfactante sem grandes adigoes de custo, adotamos C; = 0.1. Destacamos
que na Fig. 39 nao foi possivel representar o tamanho do banco de surfactante para

C = 0, uma vez que C constante e S} = Sj implica nenhuma onda ocorre.

Dessa forma, obtemos U} = (0.9999,0.1), U} = (0.9999,0) e U2 = (1073, 0).
Sob tais condicoes temos que a velocidade da frente do gas ¢ v, = 1.0084, a
velocidade da frente do surfactante é v. = 0.2557 e o tamanho do banco de
surfactante ¢ T,y = 2.9186. O painel esquerdo da Fig. 40 apresenta o perfil do
banco de surfactante analitico e numérico considerando as condigoes de injecao e
iniciais obtidas. Nesse cenario, primeiro foi injetada agua com surfactante durante
Ty = Tsury, seguido pela injegao de gas por T = 0.3. Dessa forma, o tempo de
simulagao da imbibigao é, na verdade T, s 4 0.3, uma vez que devemos representar
a evolucao simultanea do surfactante ja injetado e do gas. A condicao inicial

adicionada no RCD foi o perfil da imbibicao apdés o tempo 77 com a injegao da
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Figura 39 — Tamanho do banco de surfactante em funcao da concentragao de
surfactante.

drenagem ocorrendo em x = 0. Visando verificar que injetamos surfactante durante
o menor tempo para garantir que os problemas de Riemann se encontram apenas
em x = 1, realizamos uma simulacao considerando o tempo de breakthrough do
gas. Conforme mostra o painel direito da Fig. 40, a frente do gas e do surfactante
se encontram em x = 1, indicando que de fato injetamos o surfactante durante o

menor tempo necessario.
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Figura 40 — Perfil da saturagao da adgua (em azul) e da concentragdo do surfactante
(em preto) para Uj, Ug e U?. O painel esquerdo representa as solugoes analiticas
(linha continua) e numéricas (linha tracejada) para os tempos de inje¢ao T = 0.3
e T1 = 3.2187. O painel direito representa a solu¢do numeérica para o tempo
t =0.9917.
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5.4 Impacto da adsorcao

Nesta secao investigamos os efeitos da adsorcao do surfactante no tamanho
do banco de surfactante. Conforme apresentado na Secao 3.4, o termo responsavel
pela parcela de surfactante adsorvido é o K§, que se encontra na constante A (ver
Eq. (3.22)). Assim, fixados os valores encontrados na segdo anterior, queremos
analisar como mudancas no valor de K tem impacto no tamanho do banco de
surfactante. A Fig. 41 representa o tamanho do banco de surfactante em fungao
de K§ para U} = (0.999,0.5) = U3, U} = (0.8,0) e U? = (1072,0), onde o painel

esquerdo representa Kj variando de 0 a 1, e o painel direito de 0 a 1000.

4
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Figura 41 — Tamanho do banco de surfactante em funcao de K.

Aumentar o valor de K implica em uma maior quantidade de surfactante
adsorvida no meio poroso, e assim em uma reduc¢ao no surfactante presente na
solucao injetada. Isso resulta em uma alteracao da velocidade do gas e do surfac-
tante, que dependem fortemente do valor de C. Conforme apresentado na Eq. (5.8),
temos entdo uma alteracdo no tamanho do banco de surfactante. E interessante
notar como o fato do modelo representar o fenomeno de adsorcao de maneira linear,
resultou em um aumento linear do tamanho do banco de surfactante em funcao de
Kj.

A Fig. 42 representa dois bancos de surfactante, onde no painel esquerdo
foi tomado K = 0 e no painel direito Kj = 1. Em ambas as figuras foram

consideradas as condigoes iniciais e de injecao obtidas na secao anterior. Para
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evoluir a imbibigdo/R Py, foi calculado o tamanho do banco de surfactante para
cada caso, onde para K§ = 0 temos Ty,r = 1.5605, e para Kj = 1 obtemos
Towry = 28.7222. Conforme o esperado, um aumento na constante de Henry
resultou em um aumento no tamanho do banco de surfactante. Podemos ver ainda
que esse aumento teve pouca influéncia na velocidade da frente do gas, onde o
aumento no tamanho do banco de surfactante foi resultado da reducao da velocidade
da frente do surfactante. Como a velocidade da frente do surfactante é a velocidade
de um contato, o aumento em K§ causa uma redugdo na velocidade (ver Eq. (5.7)).
Ja a velocidade da frente do gas é dada pela velocidade de um choque, que nao é
alterado pelo valor de Kj. Apesar da onda inicial do RP, ser um contato, como

temos S% = 0, a alteragdo do K¢ tem pouca influéncia na velocidade do contato de
RP,.

1 T T T 1
— 9 — S
0.8 F — C A 0.8 — C
0.6 - . 0.6 -
S, C S, C
0.4r 1 0.4 .
02r 7 0.2 |
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Figura 42 — O painel esquerdo representa o banco de surfactante para Kj = 0,
onde obtemos Ty, = 1.5605. O painel direito representa o banco de surfactante
para K7 = 1, onde obtemos T, = 28.7222. Em ambos os painéis, o tempo de
injecdo da drenagem foi T, = 0.3.

No painel esquerdo da Fig. 41 notamos que o comportamento do tamanho
do banco de surfactante se mantém mesmo para valores grandes de K. Voltando a
Eq. (3.12)-(3.13), gostariamos de entender como o limite K§ — 400 impacta nosso
problema. Ao aumentarmos ilimitadamente o valor de K¢, temos que apenas os
termos que o acompanham influenciarao nossa solugao, onde os demais podem ser
desprezados. Dessa forma, obtemos que 9;CY = 0 no limite K — 400, implicando

que C é constante no tempo. Isso nos diz que ao injetarmos o banco de surfactante
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em um meio poroso inicialmente sem surfactante com KJ tendendo a infinito, temos
o valor de C'" permanecendo igual a zero, ou seja, todo o surfactante injetado é

instantaneamente adsorvido pelo meio poroso.
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6 CONCLUSAO

Visando descrever o banco de surfactante em meios porosos, adotamos um
sistema de leis de conservacao modelando o fluxo de espuma em equilibrio e o
transporte de surfactante com adsor¢ao linear no meio poroso. Para representar
o impacto da espuma na fase gasosa, utilizamos o modelo de textura de espuma
implicita implementado em um dos maiores simuladores de geociéncia de reservato-
rios, 0 CMG-STARS. Devido a complexidade relacionada ao sistema e a fungao de
fluxo fracionéario adotadas, condig¢oes de entropia usuais ndo podem ser aplicadas,
onde usamos a condi¢ao de admissibilidade proposta em [38]. Isso possibilitou a
classificacao do plano de fase em funcao da sequéncia de ondas que compoem a
solucdo, resultando na solugao global do problema de Riemann. Foi destacado que
existem conjuntos de dados iniciais que resultam na perda da unicidade da solugao.
Essa perda de unicidade é caracterizada pela existéncia de mais de uma sequéncia
de ondas no plano de fase, resultando em perfis de solucao diferentes. Apesar disso,
temos que no plano x-t a solucao ¢é unica. Visando estudar o impacto da perda de
unicidade em esquemas de diferencas finitas, realizamos aproximacoes numéricas
utilizando o RCD. Para as condigoes iniciais onde nao ha perda de unicidade
da solucao, obtemos excelentes resultados ao comparar as solugoes analiticas e
numéricas. Devido a dificuldade em determinar com precisao os pontos onde ha
perda de unidade, aproximamos um estado no conjunto de interesse e realizamos
pertubagoes ao seu redor. Como resultado, o solver apresentou mudancas qualita-
tivas no comportamento da solugao para pequenas variagoes, refletindo a perda
de estabilidade estrutural do problema. Apesar disso, notamos que a solugao é
tinica na norma do espago L? (para p € N) e depende continuamente dos dados
iniciais, indicando que o problema é bem posto no sentido de Hadamard. Dessa
forma, mesmo o problema sendo bem posto podemos ter oscilagoes em simulagoes

devido a perda de estabilidade estrutural.

Possuindo a solucao do problema de Riemann em maos, foi possivel montar
um banco de surfactante através da sequéncia de dois problemas de Riemann.
Apresentamos as expressoes analiticas para a velocidade da frente do gas e do

surfactante, bem como seus respectivos tempos de breakthrough. Essas expressoes
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possibilitaram obter condi¢des onde a espuma apresenta um melhor desempenho
sem grandes aumentos na concentracao de surfactante injetado. Embora o modelo
de adsorc¢ao linear seja simples, para baixas concentragoes de surfactante representa
a fisica do problema corretamente [40]. Uma vez que a concentragdo 6tima de
surfactante encontrada neste trabalho foi baixa, temos indicios que esse modelo
é adequado para descrever a inundacgao de surfactante para EOR. Finalmente,
analisamos o impacto da adsorcao do surfactante no banco de surfactante, onde
foi possivel descrever o tempo de injecao do surfactante em fungao da constante
Henry. Dessa forma, é possivel avaliar sob quais condi¢oes do reservatorio injecao

de surfactante é economicamente vantajoso.

A partir desse trabalho, existem diversos caminhos a serem tomados vi-
sando evoluir o feito até agora. Inicialmente, é possivel obter a solu¢do para o
problema de Riemann para um modelo considerando a adsor¢ao nao linear como,
por exemplo, adsor¢ao de Langmuir ou Concava. Podemos também investigar sobre
a sobreposicao dos problemas de Riemann, seguindo a teoria de leis de conservacao.
Dessa forma, o estudo do banco de surfactante seria mais realista, uma vez que nao
haveria necessidade de ignorar ondas de nenhum dos problemas de Riemann, além
de entender como a interacao entre essas ondas ocorre. Embora a solugao analitica
aqui construida ja foi comparada com o solver RCD, ainda ¢é possivel comparar
diretamente com o simulador comercial CMG-STARS. Além do CMG-STARS,
também é possivel realizar comparacoes com o simulador FOSSIL, atualmente
em desenvolvimento no LAMAP. Finalmente, um objetivo mais ambicioso, seria
estudar o modelo de adsorcao linear trifasico, composto por agua com surfactante,

gas e o6leo.

Com base na teoria desenvolvida aqui, realizamos:

» Apresentagdo no evento semana da matematica 2021 da UFJF, intitulado
“Modelagem matemaética do transporte do surfactante em meio poroso com

adsorcao linear”.

o Apresentagdo no evento XLII CILAMCE em 2022 com publicagao em anais
do evento [27], intitulado “Solution construction for a drainage process for a

system modeling the foam flow with linear surfactant adsorption”
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(https://cilamce.com.br/anais/index.php?ano=2022).

o Artigo submetido em 2023 no arXiv, intitulado “On the Riemann problem

for the foam displacement in porous media with linear adsorption” [28].

Durante o periodo do mestrado, também houve a colaboragao nos seguintes
trabalhos:

» Publicacao na Revista Mundi Engenharia, Tecnologia e Gestao, intitulado

“Traveling waves for in-situ combustion in porous media” [20].

o Publicacao no Journal of Petroleum Sience and Egeneering, intitulado “Bubble-
growth regime for confined foams: Comparison between No-CO;/foam and

C'Oy/foam stabilized by silica nanoparticles” [21].

« Apresentacao no evento Rio Oil & Gas com publicacao em anais do evento
[27], intitulado “Solution construction for a drainage process for a system
modeling the foam flow with linear surfactant adsorption”

(https://biblioteca.ibp.org.br/pt-BR/search/43667)
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