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“Talvez ndo tenha tanto medo assim
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RESUMO

O desenvolvimento de técnicas de estimacao nao paramétrica de curvas, qual da
segunda metade do século XX a frente tem sido intimamente ligado aos avancos nas
tecnologias de computacgao cientifica, tem aberto diversos caminhos a areas previamente
consideradas de alta especializagao, pelas suas tangéncias a analise funcional e técnicas
de estimacao quais usualmente apresentam alto custo computacional. Nestas areas os
objetos de estudo das amostras cessam a estar limitados a quantidades finitas de valores,
por assim dizer ‘discretos’, e passam a abarcar também objetos como curvas e superficies,
quais assumem valores em espacos funcionais de dimensao infinita. Neste ambito, pode-
se considerar que a Anélise de Dados Funcionais (ADF) é portanto uma progressao a
Analise de Dados Multivariados (ADM), em que a ADM originalmente abordava amostras
compostas de vetores e outros objetos de dimenséo finita. E necessirio entdo compreender
quais desenvolvimentos na estimacao nao paramétrica de curvas sao aplicados nesta nova
area de andalise de dados funcionais, e como. Inicialmente, é feita uma introducao ao
topico da andlise de dados funcionais, onde sdo apresentadas suas estatisticas descritivas,
assim como a funcao de covariancia; adiante, é feita uma breve introducao a interpolacao e
suavizacao de dados, concluindo na apresentacao de splines e B-splines como funcgoes tteis
para estes propositos, tao como a apresentacdo de métodos de regularizacao aplicados a
nao suavidade. Entao, sdo introduzidos os topicos de agrupamento funcional e modelos
de regressao funcionais, quais servem de base para as aplicagoes finais. No percorrer do
trabalho, é utilizado o pacote fda, desenvolvido por Ramsay et al (2009, (4)).

Palavras-chave: Dados funcionais. Estimag¢ao de curvas. Suavizacdo penalizada.



ABSTRACT

The development of non parametric curve estimation, which from the second half of
the 20" century onward has been closely linked to the advances in computational science,
has opened many paths to fields previously deemed ‘high specialty’, given their proximity
to functional analysis and usually computationally costly estimation techniques. In these
areas, the elements of interest cease to be limited to finite quantities of values, ‘discrete’
so to speak, and begin to encompass objects such as curves and surfaces, all of which
assume values in functional spaces of infinite dimension. Through this lens, Functional
Data Analysis (FDA) can be considered the progression of Multivariate Datas Analysis
(MDA), whence MDA originally encompassed samples composed of vectors and other
finite dimensional objects. It is therefore necessary to comprehend which developments
in non parametric curve estimation are applied within this new field of functional data
analysis, and how: that is the purpose of this work. Initially, the topic of functional data
analysis is introduced, covering its summary statistics, as well as the covariance function;
thereafter, there is a brief introduction to data interpolation and smoothing, concluding in
the presentation of splines and B-splines as useful functions for this purpose, as well as
roughness penalties. Functional clustering and functional regression models are thereafter
introduced, to serve as foundation to the concluding applications. The fda package, as
developed by Ramsay et al (2009, (4)), is utilized throughout.

Keywords: Functional data. Curve estimation. Penalized smoothing
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1 INTRODUCAO

1.1 DADOS FUNCIONAIS

Tradicionalmente na estatistica, os eventos e fendmenos observados sao mensurados
e registrados como conjuntos finitos de valores, por assim dizer ‘discretos’. Existem ainda
contextos experimentais onde uma amostra de eventos é medida quando submetida a
condic¢oes distintas, ou em instantes distintos; este segundo caso ¢é tradicional a area de
‘amostragem longitudinal’, visto por exemplo em Diggle (2002, (5)). E usual entdo a
construcao de modelos preditivos, que extrapolam os dados mensurados de forma a
possibilitar que sejam feitas conclusdes quanto ao comportamento de um determinado
fendmeno quando submetidos a condigoes ‘além’ do escopo da amostra.

?

Tao relevante quanto a capacidade de se obter conclusées para instantes ‘além
daqueles mensurados é a capacidade de se obter conclusdes acerca o comportamento
de um determinado fendmeno quando submetido as condi¢des ‘entre’ aquelas quais ele
foi mensurado. Esta area de estudo é referida como interpolagao, cujo estudo é de
alta utilidade pratica pela sua capacidade de gerar func¢oes continuas quais podem ser
aplicadas em estudos comparativos, inclusive para estimacado de derivadas. A titulo de
exemplo, em Rao (1958, (6)) o autor discute tais estudos comparativos para curvas de
crescimento, estimadas a partir de uma quantia finita de medidas. Nestes contextos, para
cada observacao da amostra obtém-se uma curva de crescimento distinta, que assume
valores em um espaco de dimenséo infinita, ou espago funcional. Cada uma destas curvas
sera entao um dado funcional, gerado por uma variavel aleatéria funcional que descreve
a curva de crescimento de determinada observacido. Em Ferraty e Vieu (2006, (7)), os

autores propoem a seguinte definicdo de varidveis aleatérias funcionais e dados funcionais:

Definicao 1 Uma varidvel aleatoria X é denominada ‘varidvel aleatoria funcional’ (v.a.f.)
se assume valores em um espaco de dimensdo infinita, ou espaco funcional. Uma observagao

x de X € denominada ‘dado funcional’

Nota-se, porém, que o estudo de inferéncia sob curvas nao é necessariamente novo,
remetendo em grande parte a estudos anteriores nas areas de inferéncia sob processos
estocasticos e séries temporais, por exemplo, realizados por Grenander (1950, 1981, (8, 9))
e Parzen (1961, (10)). Porém, estes estudos em sua maioria abordavam curvas individuais,
enquanto que, como visto no estudo feito por Rao, a analise de dados funcionais é aplicada
sob amostras completas de dados funcionais. Para a defini¢ao de uma amostra de dados

funcionais, remete-se a Ferraty e Vieu (2006, (7)).

Definicao 2 Um conjunto de dados funcionais x1, X2, -- -, Xn consiste de n observagoes

de varidveis funcionais X1, Xa, ..., X, identicamente distribuidas conforme X.
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Em Ramsay e Dalzell (1991, (11)), artigo em qual o nome ‘Dados Funcionais’
foi empregado pela primeira vez, os autores sustentam que a analise de dados funcionais
(ADF) trata-se de uma progressiao natural a andlise de dados multivariados (ADM), onde
a primeira aborda observagoes qual assumem valores em espacgos de dimensao infinita,
enquanto a segunda aborda observagoes qual assumem valores em espacos de dimensao
finita; consequentemente, hé significativa transferibilidade entre as técnicas aplicadas

nestas areas.

Como exemplos de estudos quais aproveitaram desta transferibilidade, tem-se:
Besse e Ramsay (1986, (12)), onde os autores apresentam as técnicas de andlise de compo-
nentes principais (ACP) para dados funcionais, fundamentadas no contexto de processos
estocasticos por Karhunen (1946, (13)) e Loeve (1946, (14)), quais sdo denominadas
técnicas de ‘andlise de componentes principais funcionais’ (ACPF). H4 ainda estudos na
area de classificacdo, como Miiller (2005, (15)), seja via regressao logistica, como em James
(2002, (16))?; via maquinas de vetores de suporte, como em Rossi e Villa (2006, (17)); ou

via K vizinhos mais préximos, como em Zhang e Zhu (2022, (18)).

Ao presente trabalho sao mais relevantes os desenvolvimentos na area de agrupa-
mento de dados funcionais, onde é possivel destacar os estudos de Garcia et al (2015, (19)),
Yamamoto e Terada (2014, (20)) e Tokushige et al (2007, (21)) que estendem o algoritmo
de K-médias ao contexto de dados funcionais. Adicionalmente, é possivel citar leva et al
(2013, (22)), que utiliza do agrupamento em um estudo comparativo de curvas obtidas via
cletrocardiogramas. Tokushige et al (2007, (21)), que estende o algoritmo de K-médias
nebulosas ao contexto de dados funcionais. Finalmente, em Abraham et al (2003, (23)) os
autores abordam o tépico de agrupamento nao supervisionado utilizando B-splines como
fungoes base as curvas estimadas, Zambom et al (2021, (24)) o agrupamento de superficies,

entre varios outros.

1.2 ESTIMACAO NAO PARAMETRICA DE CURVAS

Embora os objetos de estudos na analise de dados funcionais sejam curvas, entende-
se que, na grande maioria dos experimentos, a obten¢ao de dados na forma de fungoes
continuas nao é possivel. Desta forma, assim como usualmente é feito na area supracitada
de andlise de dados longitudinais, sera feita a interpolagao dos dados mensurados em
um mesmo elemento da amostra, quando submetido a condigoes distintas, ou instantes
distintos, de forma a obter-se curvas quais descrevem a evolucao de tais mensuragdes com
respeito as variagoes com o tempo ou outras condigoes; essas, por sua vez, serao os objetos
de estudo. Ha uma grande variedade de métodos quais podem efetuar a interpolacao,

entre os mais populares, ha aqueles advindos da area de estimagao nao paramétrica de

Traduzido do inglés ‘ Functional Data’.
Vale notar que este artigo de James fundamenta a aplicacdo de modelos lineares generalizados
funcionais como um todo, ndo apenas para regressao logistica.

2
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curvas. Ferraty e Vieu (2006, (7)) definem modelos ndo paramétricos, no contexto de

dados funcionais, como o seguinte

Definicao 3 Dado uma varidvel aleatoria Z qual assume valores em um espago de dimen-
sao infinita €0, isto €, uma varidvel aleatoria funcional distribuida de forma qualquer, e
uma fungao ¢ : Q — R? dependente na distribuicio de Z, um modelo para estimagao de ¢

consiste na introducdo de uma restricio da forma
¢ eC.

O modelo para estimagdo de ¢ é dito paramétrico se C é indexado por um nimero finito de

elementos de €); caso contrdario, o modelo é dito ndo-paramétrico.

Uma subarea fundamental a estimac¢do nao paramétrica de curvas é o estudo
das classes de funcgoes base: estas sao classes de fungoes conhecidas, e que possuem
propriedades tteis para aproximacao de outras fungdes reais. Ha uma significativa variedade
de classes quais podem ser utilizadas: em Sassi (2016, (25)) e Fonseca (2021, (26)),
os autores apresentam a aplicacdo de ondaletas sob o contexto de dados funcionais,
enquanto em Saraiva (2009, (27)), o autor utiliza de B-splines em sua implementacio,
quais serdo abordadas no presente trabalho. Em Ramsay e Silverman (2002, (28)) os autores
apresentam, entre outros conceitos, um estudo de registros de estagoes meteorologicas,
modelos vias Séries de Fourier em razao da periodicidade esperada do fenémeno; estas trés

classes configuram as mais representadas e utilizadas na literatura de dados funcionais.

H4 ainda outras formas de estimagdo nao paramétrica de curvas, como a suavizacao
por kernels, como abordada por Wand e Jones (1995, (29)), qual Silverman (1984, (30))
demonstrou ser equivalente a estimacao via splines, sob certas condi¢gdes. Enquanto entre as
técnicas paramétricas para estimacao de curvas, pode-se destacar por exemplo a aplicacao
em Konzen (2021, (31)), onde o autor contextualiza a implementagao da inferéncia sob
processos gaussianos na area de dados funcionais. Nota-se que, em Kimeldorf e Wahba
(1970, (32)) e Pope (2019, (33)), os autores demonstram a equivaléncia entre métodos de
estimacao de processos gaussianos com a estimacao nao paramétrica de curvas via splines

¢ ondaletas, respectivamente.

1.3 ESCOPO E OBJETIVOS

A anélise de dados funcionais, assim como a Estatistica e Probabilidade como
um todo, é profundamente fundamentada em teorias matematicas. Tépicos usualmente
abordados nas areas de algebra linear e analise funcional sao comumente encontrados na
literatura acerca de dados funcionais e estimacao nao paramétrica de curvas, onde ha
interseccoes também com areas como aprendizado de maquina. Muito deste embasamento

esta contido na producdo de autores como James Ramsay e Grace Wahba, e resumido em
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publicagoes como Hsing (2015, (34)). Embora estes tépicos sejam de continuo interesse
pratico a todos alunos da Estatistica, optou-se por omiti-los no presente trabalho. Nota-se
que, apesar de omissos no trabalho em si, a bibliografia qual o constitui apresenta uma

multitude de estudos em quais estes topicos sdo abordados.

O objetivo do presente trabalho é entao produzir um recurso conciso e acessivel tanto
para o estudo da andlise de dados funcionais como também para o estudo de estimacgao
ndo paramétrica de curvas. E apresentada uma aplicacdo na 4rea de agrupamento de
dados funcionais e modelos de regressao funcionais, de forma a demonstrar a aplicabilidade
dos conceitos abordados. No entremeio, a implementacao de B-splines foi favorecida por
estar intimamente vinculada ao historico de desenvolvimento da area de interpolacao,
como descrito pelo autor em Meijering (2002, (35)), tao como pela intuitividade de suas

propriedades, muitas das quais estao ligadas as propriedades de fungoes polinomiais.

Destacam-se entre as principais fontes para confec¢gao do presente trabalho é possivel
destacar Dias (2010, (36)), Ramsay e Silverman (2005, (37)), Wang et al (2016, (38)) e
Ferraty (2011, (39)). Em Ramsay et al (2009, (4)), os autores descrevem a implementagao
de um pacote computacional, denominado fda, em linguagem R, linguagem desenvolvida
pelo R Core Team (2022, (40)), qual serd utilizada no desenvolvimento do trabalho, tao
como o supracitado pacote. Para desenvolvimento de recursos de visualizacao grafica sera

utilizado o pacote ggplot2, desenvolvido por Wickham (2016, (41)).
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2  VARIAVEIS ALEATORIAS FUNCIONAIS

2.1 DEFINICAO

Para definir-se uma variavel aleatéria funcional, se remete a definicdo de processos
estocasticos em espagos continuos unidimensionais: dada uma colecao de eventos aleatérios
indexados de maneira ordenada {X(%;)};cq0,1,2,...3, onde a < tg < t; <ty < --- < D,
conforme se acercam os instantes' consecutivos t;, e t;., é possivel aproximar a distribuicio
destes eventos por X = {X(t); t € T}, em que T = [a,b] C IR;? isto é, uma tnica
observacao, ou realizacao, de uma variavel aleatoria funcional corresponde a todos os valores
atribuidos a X (t) no intervalo [a,b]. Em conclusao, uma amostra de varidveis funcionais
X1, X2, - - -, Xn € composta de fungdes advindas de um espago funcional 2 arbitrario. A
Figura 2.1 expde um exemplo de uma amostra de dados funcionais, obtidos em um
experimento na area de Espectroscopia no Infravermelho Préximo (NIRS), disponivel em
http://1ib.stat.cmu.edu/datasets/tecator, exibindo uma amostra de cinco curvas
geradas pela medicao da absorbancia em diferentes carnes picadas quando submetidas a
diferentes comprimentos de onda, feitas via o dispositivo Tecator Infratec Food and Feed
Analyzer. O objetivo original do trabalho era a construcao de modelos de regressao qual
fossem capazes de prever o teor de gordura das carnes picadas a partir destas medidas de

absorbancia.

Nota-se que, assim como no contexto de variaveis aleatorias tradicionais, o espaco
funcional € ¢é utilizado para se restringir variaveis aleatorias funcionais a certas condigoes.
Um exemplo, visto em Ramsay e Silverman (2005, p. 111-114, (37)), é a restrigido
Q={xeH; x(t) >0, Vt € T} isto é, todas varidveis funcionais amostradas de 2 devem
ser estritamente positivas; com H O 2 indica um espaco funcional qualquer. Como as
realizagOes tratam-se de fungoes, é possivel representar esta restrigdo na forma da seguinte
equacao diferencial ordinéria:

Dx(t) = w(t)x(t) (2.1)

onde w(t) € R indica uma fungao qualquer definida sob o intervalo [a,b]. H4 ainda outras
restrigoes quais podem ser impostas as variaveis aleatérias funcionais; em Ramsay (1998,

(43)), o autor propoe um método, também facilitado pela implementagao de equagoes

I Uma vez que tradicionalmente processos estocasticos sao tratados como eventos indexados

pelo tempo, alguns se referem a pontos discretos destes como ‘instantes’. A titulo de exemplo,
Henao (2011, (42)) apresenta uma aplicagao de dados funcionais em krigagem, com dados
espacialmente indexados.

Por conveniéncia, aqui se adota que 7 é um subconjunto fechado do conjunto dos reais unidi-
mensionais (IR), de forma que X’ descreve uma curva; no entanto, é possivel estender a casos
em quais X descreve objetos de dimensdes superiores, conquanto que finitas. Similarmente, é
possivel tratar de intervalos que apresentam descontinuidades da forma [a, b) U (¢, d], dados
a<b<c<d.
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Figura 2.1 - Amostra da absorbancia de cinco diferentes carnes
picadas quando submetidas a comprimentos de onda na regiao
de 850 a 1050 nanometros.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

diferenciais ordinarias, para manipular variaveis funcionais que sdo mondtonas crescente

ou decrescentes.

A obtencao de dados em forma explicitamente funcional, no entanto, é inviavel na
grande maioria dos experimentos; consequentemente, ¢ necessaria a utilizacao de técnicas
de estimacao nao paramétrica de curvas, a qual referem-se como ‘suavizacao de dados
funcionais’ ou também ‘regularizacao de dados funcionais’, para transpor as observagoes

de valores discretos a fungoes.

2.2 ESTATISTICAS DESCRITIVAS PARA VARIAVEIS FUNCIONAIS

As formas de calculo de estatisticas descritivas como a média, variancia, covariancia
e correlacao sao similares as formulas aplicadas as varidveis aleatérias discretas. Desta
forma, a partir de uma amostra de dados funcionais x1, x2, - - -, Xn, a funcdo média é dada

por
X(t) = ; Xi(t). (2.2)

A Figura 2.2 exibe a curva média de absorbancia das 215 carnes picadas obtidas no

experimento citado anteriormente. A func¢do variancia é dada por

vare(t) = —— S ba(t) - X0 (2.3)

n—1

=1
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Figura 2.2 - Curva média (destacada em vermelho) da amos-
tra completa da absorbancia de 215 carnes picadas distintas
submetidas a diferentes comprimentos de onda.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dada uma amostra adicional de dados funcionais v, s, ..., 1, distribuidos conforme V),
definida também no intervalo 7 = [a,b], e dados t; e t tal que t;,t, € T, a fungéo de

covariancia é dada por
covyalty ) = —— 3 [xilty) = X(t)] [fh(te) — T (2:4)

e por fim, a funcao de correlacao é
covyv(t;, k)
\/Varx(tj)varﬁ(tk)

Nota-se que as fungdes cov, , (t;,t5) e corr, ,(t;, tx) podem ser utilizadas para mensuracao

corry y(tj, tr) = (2.5)

da dependéncia dos valores de uma varidvel funcional entre instantes distintos t; e ¢, tao
como trivialmente é possivel apontar que cov, ,(t,t) = var,(¢). A Figura 2.3 (a) exibe
a curva de variancia da absorbancia das 215 picadas obtidas no experimento, enquanto
a Figura 2.3 (b) exibe a superficie definida pela covaridncia da absorbancia das mesmas

entre instantes distintos.

2.3 PROPRIEDADES E FUNCOES DE COVARIANCIA

E possivel representar todas as medidas y; observadas de uma realizacao de um

dado funcional como um vetor de m valores, mensurados em m instantes distintos, como
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Figura 2.3 - (a) Curva de varidncia para a amostra obtida no

experimento sobre absorbancias em carnes picadas distintas

submetidas a diferentes comprimentos de onda; (b) Superficie
de covariancia para o mesmo experimento.
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o ()
N (b)

~~
Y; = X(tj) + €, (26)
onde j € {1,2,...,m}, o termo destacado em (a) representa o componente sistematico,
ou deterministico, da medida, enquanto o termo destacado em (b) representa o termo

exdgeno, ‘ruido’, ou componente probabilistico da medida. E entao e; que ocasiona a nao
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suavidade de nossas observagoes. A intencdo por tras da implementacao dos métodos de
suavizacao de dados funcionais é filtrar o ruido de nossas medidas, permitindo a estimacao

da parte sistematica. Em forma vetorial, (2.6) reescreve-se como

y = x(t) +e,

Tey = [y,...,ym). Uma vez que apenas e

onde t = [tl,...,tm]—r, e — [61,. ..,€m]
configura o componente probabilistico de y, a matriz de covaridncias de y corresponde a
matriz de covariancias de e; complementarmente, supoe-se que os termos exoégenos sao
identicamente distribuidos como um ‘ruido branco’, isto é, com média zero, independentes

entre si e com varidncia constante igual a o > 0. Entdo, tem-se
Varly] = Var[e] = £, = 071, (2.7)

onde I,,, indica a matriz identidade de ordem m. Pode-se ainda substituir o modelo com
‘ruidos discretos’ dado em (2.6) por um que melhor usufrui das definigoes e propriedades
dos processos estocdsticos, ao tratar-se dos termos exdgenos como varidveis funcionais e(-)

indexadas em [a, b], reformulando-o como segue

y; = x(t;) +e(ty),

qual, reescrito no contexto vetorial, é tido

y = x(t) +e(t).

Para manutencdo das propriedades de ‘ruido branco’, como definidas em (2.7), a fungao

de covaridncia (-, -) de um par de ruidos e(t;) e e(t) é dada
Covle(t), e(tr)] = S(tj, tr) = 026(t;, tr), (2.8)

onde

1, set=s

o(t,s) =
0, setz#s
Nota-se, porém, que a suposi¢ao de ‘ruido branco’ para a distribui¢do dos termos

exdgenos é vista como demasiadamente reducionista e simples, e h& contextos nos quais a
covariancia entre instantes nao pode ser ‘ignorada’ Adicionalmente, remete-se ao campo
dos processos estocasticos, particularmente processos gaussianos, para refinamento da
modelagem com respeito a fungao covariancia, por exemplo, Rasmussen e Williams (2006,
Cap. 4, (44)) definem uma fungao de covariancia como uma fungdo simétrica, tal que
Y(t,s) = X(s,t), e positiva semi-definida; isto é, para toda funcao f € H qualquer, tem-se
que

|| 5065 s)deds = o, (29)



25

onde, no cendrio em que (2.9) é estritamente superior a 0, denomina-se positiva definida.

E dado também o seguinte exemplo de funcio de covariancia

Covle(t), e(tr)] = S(tj, tx) = 0* exp {—M}, (2.10)

denominada ‘exponencial quadratica’, onde ||-||, remete & norma euclidiana. Naturalmente,
neste contexto, tem-se que quao maior o intervalo entre os instantes, menor covariancia ha
entre os ruidos, aproximando-se de zero em seus limites, embora nunca seja verdadeiramente
nula. Os modelos de covaridncia em (2.8) e (2.10) ainda dispoe da conveniéncia de serem

definidos por um pardmetro desconhecido o2

apenas. Ha aplicagdes, como vistas por
exemplo em Saraiva (2009, (27)), em quais sdo construidas fungoes de covaridncia assistidas

por splines cubicos, necessitando da estimagao de uma quantidade maior de coeficientes.

2.4 FILTROS DE SUAVIZACAO LINEAR

Operadores de suavizagao linear H,;(¢), também conhecidos como filtros de suavi-
zagao linear, sao utilizados como instrumentos para estimagao de curvas como X(t) via

combinagoes lineares, escrevendo

X(t) =D Hj(t)y;;

m

j=1
embora H(t) esteja definido em todo T, basta que seja avaliado em uma sequéncia finita de
K instantes subsequentes® a < 51 < sy < -+ < s < b, tal que seja possivel a construcao

da matriz H € R**™ onde Hy; = H;(s;). Dessa forma, pode-se escrever vetorialmente

{(t) = Hy. (2.11)

Uma vez que a matriz H trata-se de um operador linear, dado um par de constantes

d,e € IR e um par de vetores u,v € IR™, é verdadeiro que
H(du+ ev) = dHu + eHv.

Esta propriedade ¢é particularmente 1til por significativamente facilitar o computo numérico
das estimativas y, tao como ser férmula de facil manipulacdo em amplos contextos. Na
secao seguinte é apresentada a representacao de curvas via fungoes base, o que mais adiante
serd visto como forma de criacao de filtros de suavizacao H tal qual estes sejam projecoes

ortogonais, gozando de certas propriedades adicionais.

3 Estes instantes podem ser distintos aqueles em quais a varidvel funcional foi originalmente

mensurada (t).



26

2.5 REPRESENTACAO DE CURVAS VIA FUNCOES BASE

Fungoes base sao definidas por quaisquer classes de fungoes conhecidas quais
desfrutam da propriedade de servirem para aproximacao de outras fungoes através de
combinagoes lineares das ‘bases’. Entre as classes mais utilizadas historicamente estao
as classes de fungoes polinomiais, popularizadas mais significativamente pelo teorema
originalmente proposto por Karl Weierstrass (1885, (45)) e complementado por Marshall
Harvey Stone na primeira metade do século 20 (2007, (46)), qual diz

Teorema 1 (Stone-Weierstrass) Se f é uma fungao real em [a, b], existe uma sequéncia
de polinémios py, tal que

lim py.(t) = f(t)

k—o0

de maneira uniforme em [a,b* onde a sequéncia limy_ o pr € definida como

1t 3 ., th

Entre outras sequéncias populares para aplicagao, por exemplo, ha a série de Fourier na

qual, dada uma constante w € IR, se escreve
1, sin(wt), cos(wt), sin(2wt), cos(2wt), ..., sin(kwt), cos(kwt), ....

H4 ainda outras classes de funcgdes, como ondaletas, exponenciais, poténcias e splines.

Esta dltima servira de foco em se¢oes mais adiante.

Embora toda classe de fungoes base possua um ntmero infinito de fungoes, na
prética apenas as K primeiras sao usadas para representa¢do de uma curva x(t) qualquer.
Dado um vetor real de coeficientes desconhecidos v = [y1,72,...,7vk]' e um vetor de
fungdes base @(t) = [p1(t), Pa, . .., o (t)]T, escreve-se

X)) = mon(t),
=1

ou vetorialmente
X(t) =" o(t) = o(t) . (2.12)

A partir deste instante, o principal foco torna-se a estimagao dos pardmetros v em (2.12).
Na Estatistica paramétrica tradicional, aplicam-se os conceitos de verossimilhanga para
estimacao de parametros como «, enquanto na Estatistica nao-paramétrica utiliza-se de

maneira mais geral a técnica de minimos quadrados ordinarios, vista a seguir.

4 Este teorema, retirado de Rudin (1976, p. 159, (47)), encontra-se aqui ligeiramente adaptado

para melhor adequar-se ao contexto presente.
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2.5.1 Estimacdo de curvas via minimos quadrados

Como definido anteriormente em (2.6), as mensuracoes y; da i-ésima realizagao de
uma variavel aleatoria sdo constituidas de um componente sisteméatico e um componente
probabilistico. O proposito da aplicacao de filtros de suavizacao é a estimacao do com-
ponente sistematico, e é natural que para isso busquem-se coeficientes v que melhor se
ajustem aos dados observados, por exemplo, tais que as distancias ||y; — ' @(;)|| sejam
minimizadas para os m instantes em que foram obtidas medidas. Escreve-se a soma dos

erros quadrados (SEQ) como

SEQ(vly) = i lyj - Z 'Yk(bk(tj)]

j=1
Se definida uma matriz ® € R™*, onde K < m, tal que ;1 = ¢r(t;) vetorialmente é

possivel escrever de maneira mais simples e direta

SEQ(vly:) = (y — @) " (y — @) (2.13)
Disto, basta derivar (2.13) com respeito a -, obtendo

IOSEQ(v]y)
oy

Igualando a equacgao (2.14) a zero, trivialmente obtém-se o estimador de minimos quadrados

= 2Py + 20" P, (2.14)

ordinarios para «, qual é entao
AMeU= (@T®) DTy, (2.15)

O estimador de minimos quadrados ordinarios em (2.15) é mais apropriado em contextos
nos quais os erros inerentes aos dados observados obedecem as propriedades de ruido
branco apresentadas anteriormente, ou seja, média zero, independéncia entre os termos e
variancia constante. Quando estas suposicoes aparentam ser violadas, podem ser utilizados

estimadores de minimos quadrados ponderados.

2.5.1.1 Minimos quadrados ponderados

Para extensao da técnica de minimos quadrados em situacgoes nas quais algumas
suposicoes sao violadas, considere uma matriz W € S7', em que S7' indica o conjunto
de matrizes simétricas e positivas definidas de ordem m, escreve-se a soma dos erros

quadrados ponderados (SEQP) como

SEQP(vly) = (y — @) ' W(y — ) (2.16)

Através do mesmo procedimento que exposto anteriormente, conclui-se que o estimador de

minimos quadrados ponderados obtido é

AMARPe — (@ TW ) 1D T Wy, (2.17)
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Tradicionalmente, como esta técnica é implementada para remediar violagoes na variancia
dos dados, a matriz de ponderacao utilizada ¢ W = 37! onde Y, indica um estimador

para a matriz de covariancia dos dados.

2.5.1.2 Propriedades de projecao ortogonal

E possivel reescrever (2.12) avaliando a funcio {(t) em cada instante t em qual a

curva fol mensurada como
X(t) = &4.

Se entao os coeficientes forem substituidos pelo estimador de minimos quadrados obtém-se

) =0(@ ) oy, (2.18)

Define-se H = ®(®T®)~'®T onde®, conforme exposto em (2.11), H trata-se de filtro de
suavizagao linear. Remetendo a area adjacente de andlise de regressao, a matriz H é
denominada matriz ‘chapéu’®, gozando nao apenas da propriedade de linearidade como

também das propriedades de uma projecao ortogonal. A saber, tem-se que

« H ¢ idempotente, isto ¢ H? = H.
« H é simétrica, isto ¢ H' = H.
o O trago de H é igual a K, isto é tr(H) = K.

o O vetor de residuos € = y — Hy é ortogonal com respeito a Hy, isto é, e ' Hy = 0.7

A matriz chapéu e suas propriedades sao consideradas no diagnostico de medidas de
influéncia, sendo também particularmente tuteis para o célculo dos graus de liberdade

resultantes da suavizagao, o qual sera abordado a seguir.

2.5.1.3 Graus de liberdade efetivos

Remetendo novamente a andlise de regressao, entende-se que na grande maioria
dos contextos experimentais, os graus de liberdade de um modelo sao definidos como a
diferenca entre o nimero de dados observados e o nimero de pardmetros utilizados para
estimagdo. NO contexto de estimagao de curvas, subtrai-se m, o nimero de instantes em
quais valores da curva foram mensurados, por K, o nimero de func¢oes base utilizadas

para aproximacao, resultando em m — K graus de liberdade para os residuos.

Nota-se que no contexto de minimos quadrados ponderados H = &(®"Wo)'dTW.
Traduzido do inglés ‘hat’.

Nota-se que no contexto do estimador de minimos quadrados ponderados, esta ortogonalidade
é verdadeira na forma €' WHy = 0.

N o«
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Porém, conforme serd visto em capitulos seguintes, a aplicagdo de métodos de
penalizagdo sob a estimacao das curvas ird alterar o calculo da quantidade de parametros
do modelo, de forma que torna-se necessaria uma formulacao generalizada a este; utiliza-se
entao o seguinte

Ntdmero de pardmetros = tr(H), (2.19)

tal como visto anteriormente, nos contextos de minimos quadrados ordinarios e minimos
quadrados ponderados, ¢ igual a ; isto €, nestes ambitos o cdlculo de graus de liberdade

efetivos mantém-se inalterados. H4 ainda uma versdo mais generalizada, como
Ntimero de pardmetros = tr(HH"),

tal que, no contexto de minimos quadrados ordinarios e minimos quadrados ponderados,
resulta em K assim como a férmula em (2.19), em razao das propriedades de simetria e

idempoténcia da matriz chapéu.

2.5.1.4 Comentario sobre estimacao de multiplas curvas

Ressalta-se que até este ponto discutiu-se somente a técnica de estimagao de curvas
para apenas uma realizacdo de uma variavel aleatéria funcional. Na area de analise de
dados funcionais, dada uma amostra xi, o, ..., X, de dados funcionais, é necessaria a
estimacao de n de curvas simultaneamente para estudo. Adicionalmente, pode-se supor
que cada realizacao yx; foi mensurada em m; instantes distintos entre cada realizacao,

contexto em qual a amostra é denominada ‘desbalanceada’ Com isso, sao definidos os

vetores de valores mensurados em cada realizagdo como y; = [yi1, iz, - - - ,yi7mi]T, com

vetor de instantes de mensuracdo associados t; = [t;1,t,9,... tim.) !, vetores de erros
_ T : : _ T

€ =[€1,€i2,...,€im,] e coeficientes associados v; = [Vi1,Vi2,- - Vik] -

Uma consequéncia direta deste desbalanceamento é o fato das fungoes bases
implementadas variarem de realizacao a realizacao®, forcando entdo a construcao de n
distintas matrizes ®; € R™>*% onde K < m; Vi, tal que ®; ik = ¢r(tij). Una forma para

estimacao simultanea das multiplas curvas seria escrever

(a) (b) () @

—_—— —_— ——
yvi] [ @ O Omx o O] [ m ] [e]
Yo O,k P2 Opur .. Onuk Y2 €
= Omg i Oy Pz oo Oy Sl (2.20)
Yn-1 5 : : hE 5 YK-1 €n—1
' vo | Ok Ok Omc - @ ||| [en

8 Nota-se também que mesmo em casos que a quantia de instantes de mensuragao ¢é igual para

todas realizagoes, isto é, m; = m;, V(i,7), a amostra pode ser dita ‘desbalanceada’ desde que
os instantes de mensuracao variem entre pelo menos duas realizagoes, isto é, t; # t; para
algum (1, 7).
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em que o vetor coluna em (a) indica o vetor resultado da concatenagdo dos valores
mensurados em cada realizagdo, de comprimento M = > ; m;, o vetor coluna em (d)
indica o vetor resultado da concatenagao dos erros de mensuragao de cada realizacao, de
comprimento M = Y- ; m;, o vetor coluna em (c) indica o vetor resultado da concatenagao
dos coeficientes dos modelos de cada curva, de comprimento nk’, a matriz em (b) indica
uma matriz em blocos cujos blocos diagonais referem-se as fun¢oes base do modelo de cada
curva, de dimensoes M x nk e 0, , indica uma matriz composta de zeros de dimensoes

p x q. Trivialmente, a soma dos quadrados dos erros de (2.20) escreve-se

SEQ(y*|y™) Z[yz il "y — il

onde y* refere-se ao vetor em (a) na equacao (2.20), v* o vetor (¢) na mesma equagao.
Repetem-se os passos anteriores para o calculo do estimador de minimos quadrados,
obtendo-se

{4 = (@] )"0y, } (2.21)

Em conclusdo, encontrar o valor ideal de v* em (2.22) resume-se a solucionar n problemas

vie{1,2,...n}

de minimos quadrados ordinédrios simultaneamente. Por conveniéncia e simplicidade de
notacao, adota-se aqui, assim como no pacote fda desenvolvido para linguagem R, usado
extensivamente para confeccao do presente trabalho, que todas amostras sao ‘balanceadas’,
isto é, que todas medigoes de todas realiza¢oes foram obtidas no mesmo instante t; =

t; V(7,7). Sob esta suposicdo, reescreve-se
v = ([, ®)y" + e (2.22)

onde - ® - refere-se o produto de Kronecker entre - e .-, e e* refere-se ao vetor em (d)
na equacao (2.20). Neste contexto, repete-se o processo via minimos quadrados para

estimacao de v*, com soma de erros quadrados definida por

SEQ(Y'y") = [y* — (I, ® 2)v*] " [y* — (I, ® @),

onde repetindo-se os passos utilizados anteriormente, conclui-se que o estimador de minimos

quadrados para multiplas curvas obtido é
MU (I, @ [(@T®) ')y (2.23)

Nota-se entao que, advindo de propriedades do produto de Kronecker, o resultado em
(2.23) ¢é equivalente ao seguinte

{’% - ((DT(I))_l(I)Ty"}\ﬁe{m,..‘,n}’

o resultado acima remete aquele dado em (2.21), onde observa-se que a estimagao de
multiplas curvas simultaneamente, usualmente, consiste na solucao de multiplos problemas

de minimos quadrados ordinarios independentes.



31

3 CLASSES DE FUNCAO BASE

3.1 FUNCOES POLINOMIAIS

Dado um conjunto de k + 1 constantes {aq, ai, as ..., ai} € R*™, escreve-se uma
funcio py qualquer definida em [a, b] e pertencente & classe 7%, qual diz respeito as funcdes

polinomiais univariadas de grau no maximo k, como
pre(t) = ap + ot + aot? + - + oyt”
ou ainda, de maneira mais geral, é considerado um coeficiente adicional ¢ty € IR, tal que
pe(t) = ap +au(t —to) + an(t —tg)> + -+ + oy (t — to)". (3.1)

Utilizando da notacao de somatoério, pode-se escrever
k .
= Zaj(t - tO)Jv
=0
onde a g-ésima derivada de p; com respeito a t é dada por

S GEa et =ty seq <k

0, caso contrario

quk(t) =
e a integral indefinida de p é dada por

/pk t)dt oc Z 0) . (3.2)

Nota-se que as classes de fung¢oes polinomiais sao definidas de tal forma que a 7w C
w? C.---Ccrflcmt caftt ... € C®(IR), onde C*(IR) indica a classe de fungoes
univariadas que possuem infinitas derivadas continuas. Assim, é verdadeiro que D™ f;, € ©*
e [pr(t)dt € whtt, E observével que funcdes polinomiais sdo facilmente manipuldveis no
contexto de calculo diferencial e integral, ademais, a utilidade destas para aproximacgao é
evidenciada desde o Teorema de Stone-Weierstrass supracitado. No entanto, observa-se que
a aproximagcao dada no teorema é também dependente da selecdo adequada de coeficientes

« para o polinomio.

Dada uma fungao f € C*°(IR) qualquer, [ ¢ dita analitica' em ¢4, ¢ pertence a

classe de fungoes analiticas univariadas C*(IR) se, e somente, dado

. DI f(to)
%

Pertencem a classe de fungoes analiticas as préprias fungoes polinomiais, fungoes trigonomé-
tricas, funcoes exponenciais, entre outras.

o(t) = (t —to) (3.3)

1
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tem-se que ¢(t) converge em f(t) na vizinhanca de ¢y. A série em (3.3) é denominada
‘Série de Taylor’?, em homenagem ao matematico inglés Brook Taylor, qual a concebeu nos
meados do século 18. Observa-se, portanto, que as Séries de Taylor sao um caso especial
de limy_, pi, onde os coeficientes sao definidos como «; = %,(t()) E possivel truncar ¢
em apenas seus k primeiros termos, em qual caso obtém-se ¢y (t) € w*, qual denomina-se

‘polinémio de Taylor de grau £’

A Figura 3.1 exibe os resultados da aproximagao da funcao f(t) = sin(nt) via
polinébmios de Taylor de graus até k = 7, utilizando-se como centro da série ty5 = 0.
Entende-se que as derivadas de sin(nt) obedecem a seguinte relagao
—misin(nt) seq|2eqft4.
misin(mt)  se q | 4.

—micos(mt) se(qg—1)|2e(¢—1)14.
mlcos(mt)  se (¢q—1) | 4.

Dsin(nt) =

onde z | y indica que o resto da divisdo de x por y é zero, isto é, = é divisivel por y, enquanto
x 1y indica que x nao é divisivel por y. E observavel na Figura 3.1 que, naturalmente,
o aumento no grau do polinémio de Taylor melhora a precisao da aproximagao de f(t),
embora conforme os valores de t se distanciam da vizinhanga ¢y as divergéncias entre
a funcao real e as aproximacoes tornem-se mais pronunciadas. Mais adiante na Segao
3.3 serd apresentada uma proposta alternativa para aproximacao funcional, o método de

fungoes ‘splines’; construidas a partir de combinagoes lineares de segmentos de polindmios.

3.2 INTERPOLACAO E APROXIMACAO

A interpolacao de dados trata-se de uma area de conhecimento adjacente a de apro-
ximagao funcional, que forneceu grande parte dos fundamentos para seu desenvolvimento.
Um problema comum de interpolagao é dado como segue: dado um conjunto de n pares
ordenados (&1,y1), (§2,y2), -+, (§myUm), onde & < &1 V7 € {1,2,...,m}, busca-se uma
funcdo real f € C*(IR) tal que f(&;) =y; Vj € {1,2,...,m}. Um método de solucionar
este problema foi proposto por Isaac Newton entre o final do século 17 e os meados do
século 18, via as ‘diferencas divididas’: dada uma funcgao real qualquer f, suas diferencas

dividas de primeira ordem, sao definidas como

F&) = (&)

[Af1(&5,&+1) = (3.4)
§i1— &
De forma geral, as diferencas dividas de ordem k£ > 1, onde k£ € N, sdo escritas
Ak 1y Egg) — [AFE T ST
A Errre o ye) = oIt Gt DB G  Soed) (g1

?
Ejrr — &
Similarmente, se fixado tg = 0, obtém-se uma ‘Série de Maclaurin’, também concebida no
século 18, pelo matematico Colin Maclaurin.

2
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Figura 3.1 - Aproximacao de f(t) = sin(nt) via polinémios de
Taylor de graus k = 1 até k£ = 7, com ty = 0. O quadrado
colorido em vermelho destaca o ponto (0,0).

Valor da ordenada - f(t)

|
-

5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.
Valor da abscissa -t

= Real = k=1 == k=3 = k=5 k=7

Fonte: Elaborado pelo autor.

onde o operador A* é denominado ‘operador de ordem k de diferencas divididas’®. Observa-
se que os operadores de diferencas divididas de graus superiores sao construidos recursi-
vamente a partir de operadores de diferencas divididas de graus inferiores. A Tabela 1
apresenta dados! de um estudo de Glover (1910, (48)), qual buscava estimar a tabela de

mortalidade nos Estados Unidos da América via ‘interpolacao osculatoéria’.

Um resultado relevante com respeito as diferencas divididas, proposto pelo autor
em Schwarz (1882, (49)) e aqui extraido de de Boor (2005, (50)), é dado como segue.

Corolario 1 (Schwarz) Dada uma funcio f € C* definida em [a,b], com uma sequéncia

a <& <& <o <& < Epyr < b de valores reais, existe ¢ € [£1, Eva], tal que

k![Akf](£17£2v'"7€k7£k+1) == Dkf(C) (36)
¢ equivalentemente verdadeiro que existe ¢ € [&1,&kya], tal que

k
[Akf] (517 527 s 7€k7 gk-i—l) = b ];];[I'(C) . (37)

3O operador de ordem 0 é definido simplesmente como [A%f](t;) = f(t;).
4 Na Tabela 1-(b), embora seja utilizado o operador A¥ neste o autor refere-se as ‘diferencas
simples’; isto é, ndo divididas.
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Tabela 1 — (a) Tabela de idade x comparada ao total de habitantes

com pelo menos x anos de idade T}, no dia primeiro de Junho de

1900 nos Estados Unidos da América; (b) Diferengas simples de
ordem de um a cinco entre 7T, para cada x.

A PopPULATION e PopurLaTion
) June 1, 1900. : June 1, 1900,
) T, z Ty
5 8,916,354 55 1,101,913

10 7,918,070 60 760,116

15 7,006,110 65 484,593

20 6,124,326 70 283,469

25 5,208,766 75 142,764

30 4,296,932 80 57,738

35 3,464,973 85 17,382

40 2,708,922 90 3,678

45 2,083,477 95 681

50 1,546,064 100 130

(a)
z AT, AT, AT, AT, AST,
5 —998,284 -+ 86,324 —56,148 - 7,804 -+109,258
10 —911,960 + 30,176 —63,952 +101,454 — 62,807
15 —881,784 ~ 33,776 +37,502 + 38,647 —118,763
20 —915,560 + 3,726 +76,149 - 80,116 -+-118,781
25 —911,834 + 79,875 — 3,967 + 38,665 — 55,937
30 —831,959 + 75,908 +34,698 - 17,272 — 54,924
35 —756,051 -+110,606 +17,426 -~ 72,196 +156,058
40 —645,445 128,032 —54,770 + 83,862 ~149,034
45 —517,413 + 73,262 429,092 —~ 65,172 +-109,377
50 —444,151 +102,354 —36,080 + 44,205 — 66,310
55 —341,797 + 66,274 + 8,125 - 22,105 + 31,345
60 —275,623 + 74,399 —13,980 + 9,240 — 15,509
65 —201,124 + 60,419 — 4,740 - 6,269 - 740
70 —140,705 + 55,679 —11,009 - 7,009 + 9,082
75 — 85,026 + 44,670 —18,018 + 2,073 + 5,611
80 — 40,356 + 26,652 —15,945 + 7,684
85 — 13,704 + 10,707 — 8,261
90 — 2,997 + 2,446
95 - 551
(b)

Fonte: Extraido e adaptado de Glover (1910, pp. 10-11, (48)).

Em suma, a partir do Coroldrio de Schwarz® é possivel concluir-se que as diferencas
divididas de ordem £ de uma fun¢ao f podem ser utilizadas para aproximacao da m-ésima
derivada da mesma func¢ao. Este resultado outrora foi particularmente til por tratar-se
de uma féormula simples e de baixo custo computacional para computo aproximado de

derivadas.

5 T possivel identificar a semelhanca entre este corolério proposto por Schwarz e o ‘Teorema do
Valor Médio’ comumente aplicado na area da andlise matemaética, visto também em Rudin
(1976, pp. 107-108, (47)).
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A partir dos operadores de diferencas divididas é possivel construir

f@) = f(ty) + (t = E)[ASf](61,62)
+ (t = &)t — &)A*f] (&1, 6, &)

+ (t— &)t — &)t — &) A f1(&, &, &, &) ; (3.8)
+ ...

+(E=&)(t=&) . (€= &nD)[A"T 16 &2 ).

Neste caso, tém-se que (3.8) é a solugdo proposta por Netwon ao problema tradicional
de interpolagdo apresentado anteriormente. Observa-se, no entanto que esta solucao
apresenta uma limita¢ao: o grau do polindémio interpolador f(t) serd, na grande maioria
dos casos, igual a n — 1. Ademais, em Runge® (1901, (52)), o autor aponta a existéncia de
fungoes para quais o aumento no nimero de pares ordenados sob qual deve ser efetuada
a interpolacao resulta na divergéncia entre a funcao interpoladora e a funcao real a ser
interpolada. Este fendmeno é conhecido como ‘Fenémeno de Runge’, e é particularmente
estudado no contexto em que as abscissas t; sdo equidistantes entre si. Percebe-se nestes
contextos um padrao excessivamente oscilatério na funcao interpoladora, particularmente

em seus limites, o que ocasiona a divergéncia.

Em Whittaker (1922, (53)), o autor ressalta outra consideragdo pertinente: o
objetivo da interpolagao ¢ definir func¢des que se ajustam ‘perfeitamente’ aos dados
mensurados, no entanto, como visto no modelo em (2.6), tradicionalmente faz-se a suposicao
que as medidas resultam da soma de um valor deterministico a um valor exégeno, o ruido
Dessa forma, a interpolacao de todos dados nao ira necessariamente refletir os valores da
curva real, e ademais possivelmente ird incorrer em uma curva pouco suave. A solugao
dada pelo autor é denominada ‘graduacao’ das observacoes, embora contemporaneamente

se denomine ‘regularizagdo’, e resume-se a encontrar uma funcgao f, tal que

(a) (b)

m

iy {35070~ D S (180 6] [ 09)

k
fect | =

O formato em (3.9) foi definido posteriormente em Schoenberg (1964, (54)). O
componente destacado em (a) define o problema de interpolac¢do tradicional, enquanto o
componente destacado em (b) caracteriza a regularizagao aplicada a interpolagdo, onde
A > 0 é denominado ‘constante de regularizacdo’. Quando A = 0 o problema em (3.9) se
resume a interpolacao. Neste mesmo trabalho, o autor veio entao a demonstrar que a
classe de fungdes splines, topico da seguinte Sec¢do, é uma solugao generalizada para o
problema dado em (3.9).

6 Notavelmente, de acordo com Hockey (2007, pp. 992-993, (51)), Carl Runge estudou em
Berlim com Karl Weierstrass.
Traduzido do inglés ‘graduation’.

7
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3.3 SPLINES

O nome ‘spline’ foi originalmente concebido em Schoenberg (1946, (55, 56)), em
qual o autor notou que, sob certas condig¢oes, as fungoes splines se assemelham as tiras
flexiveis de metal ou madeira utilizadas na confeccao de curvas suaves em desenhos técnicos,
denominadas ‘splines’. A Figura 3.2 exibe o instrumento spline sendo utilizado para a

confeccao de uma curva qualquer.

Figura 3.2 - Spline sob uso para desenho técnico; nota-se que a
spline propriamente dita trata-se apenas da tira sendo curvada.
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Fonte: Extraido de Noe (2016, (57)).

Em Wahba (1990, (58)), a autora apresenta uma redefinigdo ao problema de
graduagao proposto anteriormente em (3.9), como

feck =

min {f;(f(tj) ) +A/:’ [Dkf(t)rdt}. (3.10)

Em decorréncia do Corolario de Schwarz é demonstravel a equivaléncia aproximada entre
(3.9) e (3.10). A autora entao define o spline polinomial natural e univariado S(t) de ordem

K qual aproxima uma fungao f(t) qualquer definida no intervalo 7 = [a, b], como uma
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funcio real fixada através de m nos® &,&, ..., En, talque a < & < & < -0 <&, <,

obedientes as seguintes propriedades:

Prop. (i) S € w1 quando t € [a,&] U [&m, b]°;
Prop. (ii) S € w*~! quando t € [U?:_ll[fj,ﬁj+1]]5

Prop. (iii) S € C**72(IR).

O termo ‘natural’'® quando utilizado para caracterizar uma funcdo spline, refere-se a
conformidade desta a condicao de fronteira de Neumann, comumente abordada na area de

equacoes diferenciais, que determina
DIS(&) = D’S(6n) =0, Vj> K.

Supondo-se que t é unidimensional, a spline natural é entao definida pela soma de m + 1
segmentos de polindémios s;(t) delimitados pela sequéncia de ndés a < & < & < -+ < &, <

b, qual escreve-se

S(t) = s1(5)1 (o) (1) + 52(D) Lo () + -+ + S (D) gm0 () + S ()L 00 (1)
onde 14(t) representa a funcio indicadora do elemento ¢ com respeito ao conjunto A. E
necessario definir os segmentos s;(t), tal que a continuidade da spline seja garantida, isto é

lim S(t) = s;(&) = sj+1(§), Vi€ {l,2,...,m}.

t—&;

Como percebe-se nas proposigoes acima, a continuidade deve ser mantida até nas derivadas
de ordem 2K — 2, e consequentemente deve-se garantir também que
tlir? DS(t) = D%s;(&;) = D%s;y(&5), Vie{l,2,...,m}eVge{1,2,...,2K —2}.
=&

Observa-se que, em toda a literatura acerca o topico de splines, os mais comumente
implementados sdao os splines lineares e os splines ctibicos!!, de ordens K =1 e K =
2, respectivamente. Cada qual destes apresenta suas particularidades para utilizagao:
por exemplo, os splines cubicos, embora mais flexiveis e capazes de melhor refletir o
comportamento de fungdes nao lineares, ocasionalmente apresentam irregularidades antes

do né & e apds o nd &, ou seja, nas ‘caudas’, quais sao tradicionalmente mitigadas em

splines naturais. E necessario entdo destacar a distin¢ao entre splines ‘naturais’ e splines

8 Traduzido do inglés ‘knots’.

9 Vale notar que esta Propriedade nao ¢ vélida no contexto de splines lineares.

19 Em Quintela (2020, (59)), entre outras referéncias, o autor alternativamente se refere as
splines naturais como ‘splines restritas’.

11 Observa-se que, para toda ordem K, os splines naturais serao polinomios de graus impares;
de Boor (1968, (60)) apresenta resultados relevantes quanto este fato.



38

‘irrestritas’ além de nao obrigatoriamente obedecerem a condicao de fronteira de Neumann,

as splines irrestritas ndo necessariamente condizem a Propriedade (i) citada acima.

Uma formula usual para fungoes splines ciibicos irrestritas, isto é, de ordem m = 2,

como vista em Hastie e Tibshirani (1990, (61)) escreve-se

m
S(t) = ap+ ant + aot® +ast® + > 0;(t — &) (3.11)
j=1
onde a € IR* ¢ @ € IR" sd0 vetores de coeficientes desconhecidos, e (t — a), ¢ denominada

‘funcao da parte positiva’'? de (t — a), tal que

(t—a), sc t—a>0
(t—a) = :
0, se t—a<0

A Figura 3.3 exibe um exemplo da aplicagao de splines para aproximagao de uma

fungao real, onde foram gerados 30 dados conforme a funcao

ft)) = sin(7t;) +e;, se t>0 | (3.12)

mt; + e, se <0
tal que e; ~ N(0,1/4) e t; ~ U(—2,2). Os nds selecionados foram & = —1/2, & = 1/2
e & = 3/2. Nesta aplicacgdo, ja faz-se observavel a divergéncia entre a funcdo real e a
aproximacao via uma fungao spline ciibica irrestrita em valores quais antecedem o primeiro
né ou procedem o ultimo né. A aproximacio via spline linear irrestrita, embora nao
apresente esta mesma divergéncia em ambas caudas, é incapaz de adequadamente refletir

o comportamento do segmento trigonométrico da funcao.

Ha ainda outras ferramentas para geracao de fungoes splines além da férmula em
(3.12), uma das quais sdo as classes de fungbes base B-splines, abordadas por de Boor
(1978, (62)), quais sdo tépico da segdo seguinte.

3.4 B-SPLINES

Fungdes B-splines foram originalmente propostas pro Curry e Schoenberg (1947,
(63)), onde os autores definiram, dado uma sequéncia de nés a < &, < & < -+ < &, < b,
o j-ésimo B-spline de ordem k, com k > 2.'® como as diferencas divididas de k-ésima

ordem da fungao da parte positiva de (¥ — t) elevada a k — 1, isto é

BYY(t) = (§k — &) [AF e = 5] (5, 1, &), (3.13)

12 Esta fungdo é denominada também em algumas fontes, como de Boor (1978, (62)), como
‘funcéo de poténcia truncada’.

130 j-ésimo B-spline de ordem k = 1 é definido trivialmente como Bgl)(t) =1, ¢;.0) (D)
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Figura 3.3 - Aproximacoes via splines lineares e ctibicas para dados gerados
para simulagao da fungdo (3.12). Os pontos coloridos em vermelho indicam
os valores mensurados.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

onde a notacao (¥ — t), foi utilizada para denotar que as diferencas divididas incidem sob
o termo em %, enquanto o ¢ mantém-se fixo. Por exemplo, tem-se que o j-ésimo B-spline

de ordem k = 2 escreve-se

B (t) = 2=t — (G =D+ (=D —(§ — t)+‘

Sive — &t §i+1 =&

A partir da férmula em (3.13), é possivel obter-se uma férmula recursiva para a construgao
de B-splines de ordem k qualquer, ainda utilizada contemporaneamente, por exemplo em
Silva et al (2022, (64)), Galindo (2021, (65)), Wood (2006, (66)) e Eilers e Marx (1996,
(67)), qual se escreve
k k— k k-1
WP OB V() + [1 - (0] BYLV () sek>1

Bg‘k)(t) = , (3.14)
1[§j7§j+1)(t) se k=1

onde w](.k) = (t=&)/(¢;1x1—¢). Similarmente a forma acima, a ¢-ésima derivada do j-ésimo
B-spline de ordem k, onde ¢ < k, escreve-se recursivamente

1 (k-1 (k-1
DB V) DB V()

Ejvh—1 — & Eivre — &

(k) () —
DB, (t) = (k- 1) (3.15)
Vale notar que, dado um numero fixo de nos &1,&s, ..., &, a quantia de fungoes B-splines
de ordem k utilizadas para a aproximacao de uma funcao qualquer é m — k. Ademais, em

de Boor (1978, (62)), o autor enuncia ainda as seguintes propriedades de B-splines:
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Prop. (i B(k)( t) =0 quando t & (&;,&4k), € B(-k)(t) > () caso contrario;

Prop. (ii i=j+1 B (@) = 1 se todos os nos interiores ao j-ésimo B-spline sao equidistantes;

k—1.
)

)
) +k 1
Prop. (iii) B
Prop. (iv) Bg-k) € C*1(R), Vj.

A propriedade (i) enunciada acima é denominada ‘propriedade de positividade e suporte
compacto’, e reflete o principio qual diz que o j-ésimo B-spline de ordem £ depende apenas
do conjunto de k 4 1 nds ;,&41, ..., &+ Ademais, denomina-se os nés interiores ao
suporte, tal que & € (&;,&+x) = Int[¢;, & 4x] de ‘nds interiores ao j-ésimo B-spline’. A
propriedade (ii) é denominada ‘propriedade da particio da unidade’. Observa-se, como
denotado pelos autores em Eilers e Marx (1996, (67)), que em razao das propriedades
supracitadas, fungoes B-splines sao flexiveis, e podem facilmente ser manipulados de forma

a melhor localmente se adequarem aos dados.

A Figura 3.4-(a) apresenta as fungdes B-splines de ordens 2 ¢ 3 com cinco nés
equidistantes entre 0 e 4, enquanto a Figura 3.4-(b) apresenta as fungoes B-splines
de ordens 2 e 3 com quatro nés nao equidistantes entre 0 e 4. Observa-se que na
Figura 3.4-(a) a propriedade (ii) vista acima é preservada, por exemplo, uma vez que
B! (&) +BP(&) =12+ 12 =1, enquanto na Figura 3.4-(b), o B-spline B'®) possui nés
interiores ndo equidistantes, tal que B (&) + B (¢5) = 1/2 + 2/s # 1. Adicionalmente,
percebe-se que, para ambas Figuras, o B-spline Bl ¢ igual, isto ocorre uma vez que os trés
primeiros noés sao iguais em ambos casos, demonstrando assim o principio que o j-ésimo

B-spline depende apenas dos k + 1 nés definidos por &, &jt1, - - -, §jtr-

Em suma, é possivel construir uma estimativa suave de uma curva x(¢) qualquer

através de B-splines de ordem k£ definidos pelos nos &1, &s, ..., &, ao se escrever a seguinte
combinacao linear
m—k
N k
NOEDIEA IR0
j=1

-
Ao considerar-se um vetor B®) = [ng), ng), ...B® ] , faz-se possivel escrever na forma

vetorial, equivalente aquela vista em (2.12)

X(t)=~v"B® =B® T4,

3.5 ESCOLHA DO NUMERO DE FUNCOES BASE

14 ¢ um problema comumente abordado na drea Estatistica

O dilema de viés-variancia
e Probabilidade, qual trata da seguinte relacao
(a) (b)
EQMR()] = Vies[x(£)] + Var X (1), (3.16)

4 Também conhecido em inglés como ‘Bias-Variance Tradeoff’.
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Figura 3.4 - (a) Fungoes base de B-splines de ordens 2 ¢ 3 com nés em
§=0,&%=1,8&=2,& =3 e & =4; (b) Fungoes base de B-splines de
ordens 2e3comnésem & =0, & =1, =2e &y =4.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

onde o termo Viés[Y(t)] = x(t) — E[X(¢)]. Conforme séo adicionadas mais fungoes base, o
valor no termo (a) em (3.16) tende a diminuir, enquanto o termo (b) tende a aumentar.
Em muitas situagoes, faz-se justificavel selecionar estimativas com viés superior caso a
variancia das mesmas sejam significativamente inferiores, porém uma possivel consequéncia
desta selegao é que certas caracteristicas locais da fung¢ao aproximada podem nao ser

refletidas na curva estimada. Faz-se necessario entao a defini¢do de algum método para a



42

busca pelo valor K ideal de fungoes base, qual é capaz de balancear a relagdo em (3.16).
Sousa et al (2022, (68)) e Anselmo et al (2005, (69)) propoem técnicas de penalizagao
estocastica aplicadas aos modelos nao paramétricos de estimagao de curva, de forma a
auxiliar tal selecdo, porém nao existe técnica capaz de otimamente definir o nimero de
funcoes base K. Adicionalmente, a fun¢ao em (3.16), denominada fungao de perda L2,
embora a mais popularmente aplicada, trata-se de apenas uma das diferentes fungoes de
perda quais podem ser utilizadas para mensuracao da bondade de ajuste de um estimador,
onde cada qual funcao de perda potencialmente ird apontar um nimero K de fungoes base

ideais distinto das demais.

Embora a selecao deste nimero nao seja tépico do presente trabalho, o conceito do
dilema viés-variancia pode ser abordado também no contexto da selegdo do coeficiente
de regularizacao utilizado para a suavizacao dos dados, como visto em (3.10), qual serd

topico da se¢do seguinte.

3.6  REGULARIZACAO APLICADA A ESTIMACAO DE CURVAS

Como denotado na secao anterior, o dilema viés-variancia, dado por exemplo
em (3.16), é ainda relevante no contexto da selegdo do coeficiente de regularizacao A,
visto no problema de graduacao proposto em (3.10). Enquanto o objetivo mantém-se
em estimar a curva Y(¢) qual tenha melhor ajuste aos m dados mensurados na forma
y; = x(t;) + e;, como em (2.6), é necessario garantir-se também que a curva estimada
mantenha-se suave, onde a ‘nao suavidade’, neste contexto, corresponde a ‘oscilagao’ qual
pode ser ocasionalmente observada na proximidade dos pontos (¢;,y;) interpolados pelas

curvas de estimacao.

Propoe-se a seguinte forma de quantificagdo da nao suavidade

PEN, () = / ' [D%z(zf)]2 dt.

a

Nota-se que fungoes com tendéncias oscilatérias tendem a possuir derivadas com altos
valores absolutos e, trivialmente, a poténcia quadrada destas derivadas apresentara também
alto valores; esta forma assemelha-se ainda ao formato da funcao de penalizacao Ridge,
proposta por Hoerl e Kennard (1970, (70, 71)). De forma generalizada, define-se a

quantificacao da nao suavidade em termos de ¢ > 2 como

PEN,(y) = / DI dt. (3.17)

a

Retomando o problema de graduagao visto em (3.10), tdo como a SEQ vista em

(2.13), é possivel entao escrever a seguinte soma de erros quadrados penalizada (SEQPEN)

SEQPEN(ly. \) = (y — 99) Ty — #y) + A [ [DR@)Pdr. (318)
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A estimativa suave da curva x(t) serd entao obtida através do calculo do vetor de coeficientes
~ qual minimiza (3.18). Novamente, nota-se que o valor A é denominado ‘coeficientes de
regularizacao’, tal que, em casos quais A = 0, a nao suavidade da curva estimada nao sofre
penalizacao, e o problema resume-se a interpolacao dos dados mensurados, com solugao
equivalente & via minimos quadrados vista em (2.15). Em contraste, caso A — 00, a curva
estimada x(¢) tende a limitar-se a forma de um polinémio de grau g — 1, tal que suas

derivadas superiores a ¢ sao nulas, isto ¢ DI%(t) = 0.
A Figura 3.5 exibe um exemplo da variacao do coeficiente de regularizacao A. NEste
cenario, foram gerados 100 dados conforme a fungao
sin(27t;)
— 6 .7
2nt3 !

f(t;) = (3.19)

onde t; foram selecionados como 100 valores equidistantes no intervalo [1/2,2], enquanto
ej ~ N(0,0.1%). Ademais, as fungdes base sio de ordem cinco, enquanto a penalizagao
incide sob a terceira derivada das estimacgoes. Utilizando-se coeficiente de regularizagao
A = 0.0001 obteve-se uma curva satisfatoriamente préxima a curva real geradora dos dados,
enquanto que com coeficiente de regularizacdo A = 1, a curva gerada foi de uma parabola
simples, que nao reflete de forma alguma o comportamento da funcao aproximada. Este
segundo caso é comumente denominado super-penalizacdo, e serve de demonstragdo da
propriedade enunciada anteriormente qual afirma que, quando a regularizacao é aplicada
sob a g-ésima derivada, a curva resultante tende a exibir o comportamento de um polindémio
do q¢ — 1-ésimo grau.

Anteriormente, foi visto que a estimativa de uma curva pode ser escrita através da

seguinte combinac¢ao linear
K
X(t) = v0,(t) =" ¢(t) = ¢(t) v
j=1

e substituindo esta forma na quantificacdo da nao suavidade generalizada em (3.17),

obtém-se N
PEN,(0) = [ [D"(t)] dt
b
— [ IRDiR @]
a , (3.20)
=7 | [ Drotoprotn |+
=~'Ry,
onde ,
R [ Dig(t)De(t)"dt.
tal que R € R®*X ¢ uma matriz quadrada simétrica tal que

Rey = [ Doou(t) D, (1)t (3.21)
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Figura 3.5 - Curvas suaves geradas para aproximagao da funcao (3.19),
com distintos valores do coeficiente de regularizagao .
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=— Real — A=0.0001 r=1

Fonte: Elaborado pelo autor.

para algumas classes de fungoes base, como as B-splines, hé formas analiticas de calcular
os valores da matriz em (3.21). Reescreve-se a soma dos erros quadrados penalizada em
(3.18) como

SEQPEN(~]y, ) = (y — ®¥)"(y — ®v) + Ay 'R~. (3.22)

Repetindo-se o procedimento estabelecido anteriormente, deriva-se a fungao (3.22) com

respeito a 7, qual resulta em

OSEQPEN(vly, A)
oy

= 20y + 20 Ty + 2RA.

Em conclusao, é obtido o seguinte estimador penalizado para os coeficientes da curva
AP = (@Td + AR) DTy, (3.23)

Neste contexto, a curva estimada é obtida como

w0 = 4™
=0(®'®+\R) Dy (3.24)
=HWy,
onde H(A) = ®(®'® +AR)"'®' remete a matriz chapéu, ou matriz de projecdo ortogonal,

apresentada anteriormente. No entanto, neste contexto H(A) ndo é necessariamente

idempotente, como no contexto anterior, portanto é denominada matriz de sub-projecao
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ortogonal ou matriz chapéu penalizada, embora ainda sirva a funcionalidade de um filtro
de suavizagao linear. Novamente, H(\) é utilizado no cédlculo dos graus de liberdades

efetivos deste modelo, qual agora sao calculados como
Numero de parametros = tr[H(\)];

isto é, os graus de liberdade efetivos sao entao dados pela diferenca entre o niimero de

instantes em quais a curva foi mensurada e o ‘nimero de parametros’ calculado acima.

Em Ramsay e Silverman (2005, (37), pp 315-316), os autores ressaltam ainda que,
embora a penalizagao em (3.20) trate-se da mais comumente aplicada, a regularizagao sob
splines pode ser estendida para abranger operadores diferenciais lineares de forma geral.
Por exemplo, é possivel utilizar do operador L(X)(t) = X + Dx(t), onde § € IR, em qual

contexto a soma do quadrados dos erros penalizada seria

SEQPEN(ly. \) = (y — #9) Ty — ®v) + A [ [30+ Dx(0)Pdr. (3.9

Em Wahba (1990, (58)), a autora demonstra adicionalmente que, dado uma penalizagao

na forma de um operador diferencial L(Y) qualquer, a seguinte relacao é verdadeira

b b
/a Vies[§(1)]2dt < / [L(R)()]2dt (3.26)

pode ser conveniente entdo, com finalidade de minimizar o viés, aproximar L(Y)(t) =0, o
que faz-se particularmente 1til quando se tem informagcoes prévias sobre o comportamento
aproximado das curvas amostradas; a titulo de exemplo, em casos quais os dados mensura-
dos apresentam comportamento aproximadamente exponencial com taxa de crescimento

S, a penalizagao em (3.25) aproxima-se de 0.

3.6.1 ESCOLHA DO COEFICIENTE DE REGULARIZACAO

Para que seja feita a escolha do coeficiente de regularizacao A ideal, primeiramente é
necessario a definicao da medida de bondade de ajuste qual serd utilizada para comparacoes
entre distintos valores para o coeficiente de regularizacao. Como visto anteriormente, no
contexto da selecdo do ntimero de func¢oes base K usualmente utiliza-se de fungoes de
perda, como por exemplo £?. Em contraste, para a selecio do coeficiente de regularizacao
tradicionalmente sao utilizados métodos de validacao cruzada, como vistos em Stone (1974,

(72)), quais sao abordados a seguir.

3.6.1.1 Validagao Cruzada

A técnica de validacdo cruzada é tradicionalmente utilizada no contexto da constru-
¢ao de modelos preditivos: dada uma amostra composta de m mensuracoes yi, ya, - - . , Ym,
constroi-se um modelo preditivo para a j-ésima mensuracao através das m — 1 demais men-

SUTAGOes Y1, Yo, - - - » Yj1, Yit1, - - - » Ym, qual se escreve X(¢, A)(79). Este estimador minimiza
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a seguinte equacao

SEQPEN(y]y™, \) = (y(—j) _ (p(—j),y)T <y<—j> _ q)(—j),),) A / ’ [ DI (e, A)]z m

Desta forma, pode-se utilizar da diferenca entre o valor estimado da curva e o valor
mensurado em cada instante, isto ¢é )A((tj)(_j) — y;, para estimar o ajuste preditivo do

modelo. A validacao cruzada tradicional escreve-se entdo como seguinte

1 m

— D5, 0] 3.27
|y vi — )|’ (3.27)
O valor 6timo do coeficiente de regularizagio seria entdao A qual minimiza (3.27). Observa-
se que, da maneira qual estd definido VC(A) em (3.27), é necessario a estimagao de m
curvas distintas para o calculo de VC, procedimento qual pode ser computacionalmente

custoso. Utiliza-se entao da seguinte relagao

X(t;, A)

yi — X, = T(/\)’
253

onde H; ;(\) trata-se do j-ésimo valor na diagonal da matriz de sub-projecao vista em
(3.24). Desta forma, é possivel substituir os residuos em (3.27) de forma a obter-se o

seguinte formato de validagao cruzada

para qual basta a estimacao de uma curva para o calculo da medida.

3.6.1.2 Validagao Cruzada Generalizada

Outra medida de bondade de ajuste usualmente aplicada, por exemplo por Craven
e Wahba (1978, (73)), tangencial a validacao cruzada proposta na segdo anterior trata-se
da validagao cruzada generalizada. Neste contexto, substitui-se os termos 1 — I:Ij,j(/\) pelos

termos 1 — /n - tr[H()\)], isto é, pela sua média, obtendo-se entao o seguinte calculo

[1 v tf%]r-

Trivialmente, tao como no caso da validacao cruzada padrao, o objetivo é obter coeficiente

m

VCG(A

% (3.29)

de regularizacdo A qual minimize (3.29).

3.6.1.3 Comentario sobre Validagdo Cruzada de multiplas curvas

As medidas de bondade de ajuste apresentadas nos capitulos anteriores, assim como
as técnicas de regularizacdo que as antecedem, sao comumente fundamentadas e expostas

no contexto da estimacao de uma tnica curva. Porém, no contexto de dados funcionais, é
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necessario levar-se em consideragao a estimacao de toda uma amostra x1, xo, ..., X» de
curvas. Neste contexto, é possivel definir o coeficiente de regularizagao como um vetor
A€ R" onde \; >0Vi € {1,2,...,n}, e definir a soma de erros quadrados penalizados

como
n

SEQPEN(y'[y*) =3 [(v; = @7) " (v, = @70, A) + Ay R, (3.30)

i=1
onde aqui os termos ®;, y; e v sao definidos de forma idem a Secao 2.5.1.4, enquanto R,
diz respeito a matriz construida como em (3.21) para a i-ésima curva. Derivando (3.30)
com respeito v; Vi € {1,2,...,n} e igualando o resultado a 0 obtém-se que os estimadores
quais minimizam (3.30) sdo escritos como

{‘AYi = (0] ®; + )‘iRi)_lq)zTYi}

vie{1,2,...,n}

Desta forma, a validacao cruzada generalizada calcula-se como

I Yij = Xi(t;) 2
VCG(A) = — Z;J; [1 — 1y - tr[Hi()‘i)]] (3.31)

onde H;();) diz respeito a matriz de sub-projegao da i-ésima curva estimada. Nota-se
que a minimizagao de (3.31) torna-se mais complexa conforme se acrescem mais curvas,
uma vez que a otimizacdo é realizada sob A € R". E comum entdo, por parcimonia,
definir um tnico coeficiente de regularizacao A € IR para todas curvas simultaneamente,
de forma que o problema mantém-se como um problema de minimizacao univariado. Por
exemplo, isto é realizado no pacote £da em R, qual foi utilizado na confeccao do presente
trabalho. Agregando a isto as suposic¢ao feitas na Secao 2.5.1.4 de balanceamento nas
amostras de curvas, é possivel encontrar a solucao dos «;‘s quais minimizam a soma dos

erros quadrados penalizada de todas curvas como

{#i=@To4+IR)"DTy,]

3.7 SUAVIZACAO RESTRITA

Como citado anteriormente, é possivel ainda restringir as curvas estimadas de
forma que estas obedecam a propriedades arbitrarias quais os dados, por sua natureza,
devem obedecer. Por exemplo, tem-se que os teores de um determinado minério em um
conjunto espacialmente indexado, toépico comumente abordado na area de krigagem, deve
ser restrito a valores positivos; complementarmente, em estudos de curvas de crescimento,
tradicionalmente, espera-se que as curvas exibam comportamento de crescimento monotono.
A fundamentacao para estas restri¢coes é advinda da drea tangencial de equagoes diferenciais

ordindrias, abordada por exemplo em Boyce ¢ DiPrima (2010, (74)).
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3.7.1 Suavizacgao positiva

Dada uma funcao w(t) definida em [a,b], e um dado funcional x(¢) definido no
mesmo intervalo, é possivel explicitamente restringir x(¢) a forma de um dado funcional

estritamente positivo ao escrever

Dx(t) = w(t)x(t). (3.32)

Supondo que w(t) é uma fungao integravel, a solugao para a equacao diferencial homogénea
de primeira ordem em (3.32) é dada por

-t

X(t) = c-exp [/a w(s)ds],

onde ¢ € IR, ¢ # 0 indica uma constante real tradicionalmente definida através das
condigdes de contorno. Dessa forma, é possivel entdo reescrever W (t) = [ w(s)ds + logc,

qual ao ser substituido na solugdo acima, resulta em

x(t) = exp {W(t)}.

Uma vez que a fungdo W(t) mantém-se irrestrita, é possivel estimar seu formato através
de K funcdes base, definindo W (t) = SSK | 4,05 (t), tal que a soma de erros quadrados

penalizada sera entao dada por

o T A b A 9
SEQPEN(v|y, \) = (y — exp {W(t)}) (y — exp {W(t)}) + /\/ [DIW (t)]"dt.
Diferentemente dos métodos anteriores, este nao apresenta solucao analitica, e consequen-
temente requer a implementacao de métodos computacionais para sua estimagao, embora
nao seja por consequéncia intratavel; para a implementacao deste tipo de restricao, o

pacote fda dispoe da fungdo smooth.pos().
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4 ANALISE DE DADOS FUNCIONAIS

4.1 ESTIMACAO DA FUNCAO DE COVARIANCIA

Retoma-se entao a férmula proposta em (2.4) de estimagao da covaridncia em uma

amostra de dados funcionais x1, X2, - - -, Xn, qual se escreve

n

coveally ) = —— 3 [xalty) = X))

Embora este calculo, por si s6, ja apresente suficiente utilidade pratica no contexto de
estatistica nao paramétrica, ele pode também ser utilizado para a estimagao dos parametros
o? vistos, por exemplo, nas funcoes de covaridncia propostas nas equacoes em (2.8) e

(2.10). E possivel definir a matriz de de covaridncia estimada como

COVX,X (tl, tl) COVX,X (tl, tg) e COVXyX (tl, tm)
& CoVy y (ta,t1)  covyy(ta,ta) ... covyy(ta, tm)
COVy (tmy 1) COVyy(tm,t2) ... covyy(tm,tm)

Em que ¥ € ST, isto ¢, pertence ao conjunto de matrizes simétricas e positivas definidas
de dimensao m. Se o modelo suposto para a fun¢do de covariancia é uma funcao (-, -)
parametrizada por 02 > 0, é possivel construir um estimador de ¢ ao buscar o valor de

o? qual minimiza a seguinte relacao

[vech($) = veeh((es, )], = 33

7=t i=1

S - S(taty)] (4.1)

isto é, os minimos quadrados ordinérios, onde vech(A) indica o operador de meia vetorizagao
de uma matriz simétrica A, o qual é utilizado para criagdo de um vetor composto dos
valores da diagonal, e superiores a diagonal, da matriz A. Por exemplo, para uma matriz

simétrica A de dimensbes m qualquer, tem-se

ay1
1.2
ai ai 2 < 1m
a a a W,m

2,1 2,2 -.-Q02m
— VeCh(A) = CL272

2.3
Am,1 Am2 .- Qmm

am—Lm

Am,m
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Além disso, ao substituir-se a funcdo de covariancia exponencial quadratica vista em (2.10)

nos minimos quadrados ordinéarios em (4.1), obtém-se a seguinte férmula
2
m m [ t— b 2
353 [51, - otenp (LS LN
Jj=ti=1 2
Esta férmula, quando diferenciada com respeito a o2 e igualada a 0, resulta em

m ti—t]12) [o t; — ;)2
—QZZeXp{——H 5 ]Hz} [Em——ozexp{——H 5 ]”2}] =0.

Jj=t 1=1

Obtém-se que o estimador de minimos quadrados para o pardmetro ¢ da funcao de

covariancia sera entao

A

Smogm o {_nti—tju%}xu

5 j=i 2ui=1 €XP T g (&

o2 = .
m m 2
j:izizlexp{_Hti_tj”Z}

Vale notar aqui que, tanto no contexto da funcio de covaridncia exponencial quadratica,

quanto no contexto do ruido branco apresentado em (2.8), a varidncia em todo instante ¢
é suposta como X(t,t) = o2, isto é, constante. Porém observa-se, por exemplo na Figura
2.3-(a), que a variancia pode nao ser constante para todos instantes. Uma alternativa,
como vista em Saraiva (2009, (27)), é a utilizagdo de B-splines para modelagem adicional
da variancia. Esta abordagem é similar aquela implementada para modelos GAMLSS!
vistos em Rigby e Stasinopoulos (2005, (75)), capazes ainda de modelar a assimetria e

curtose de um conjunto de mensuracoes.

4.1.1 Construcao do intervalo de confianca

Uma vez estimada a funcao de covaridncia, a construcao de intervalos de confianga
para as realizacoes de uma determinada populacao faz-se simples: usualmente, é feita
adicionalmente a suposicao que os dados sao distribuidos normalmente, de forma que
é possivel utilizar-se de quantis da distribuicado normal para a definicao dos intervalos
de confianca. Para uma amostra de dados funcionais x1, x2, - - -, Xn, estima-se de forma
pontual o intervalo de confianca a nivel 7% para o instante ¢ como
S(t,1)

0D ) o 2D (4.2

IC(x(t),7%) =

X(t) + ¢

onde ¢ é o quantil y-percentil da distribui¢do normal padronizada, tal que, se Z ~ N (0, 1),
P(—c < Z < ¢) = v%. A Figura 4.1 exibe o limite de confianga para as realiza¢oes do
conjunto de dados de absorbéncia de carnes picadas supracitado. Embora, para este
conjunto de dados, a variancia nao apresente comportamento constante, como visto na
Figura 2.3, a variagao ¢é insignificante quanto vista na mesma escala que os valores de

absorbancia mensurados.

L' Vindo do inglés ‘Generalized Additive Modelos for Location Scale and Shape’.
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Figura 4.1 - Intervalos de confianga pontuais a nivel 95% para as ab-
sorbancias mensuradas em 215 carnes picadas submetidas a diferentes
comprimentos de onda, denotados pela curvas tracejadas em azul.

Absorbancia
e

850 900 950 1000 1050
Comprimento de onda (nm)

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2 AGRUPAMENTO DE DADOS FUNCIONAIS

Também no contexto de dados funcionais, para quase todo estudo é feita a suposicao
que uma amostra é composta de variaveis aleatérias X, Ao, ..., A, distribuidas conforme
um processo qualquer X apenas. Porém, ha uma grande quantidade de contextos em
quais uma amostra pode ser ‘contaminada’ por varidveis aleatérias funcionais distribuidas
de outras formas, cada qual exibindo seu proprio padrao. Estes padroes dificilmente serao
captados via métodos de visualizagao grafica, de forma que o estatistico deve entao recorrer

a outros métodos para sua detecgao.

O principal destes métodos é a ‘andlise de agrupamentos’. Em Hastie et al (2009,
(76)) os autores descrevem o agrupamento® como uma forma de aprendizado estatistico
nao supervisionado, uma vez que, embora apresenta variavel de ‘entrada’, quais neste
contexto sdo os dados funcionais 1, X2, - - - , Xn, D40 apresenta varidvel de ‘saida’® explicita
sendo observada. Em Marsland (2011, (77)), o autor especifica que o propésito da analise
de agrupamento ¢é definir um conjunto finito de grupos tais que os elementos contidos
nestes grupos sao similares entre si, enquanto distintos dos elementos dos demais grupos;

estas medidas de dissimilaridade serao definidas adiante.

2 Do inglés ‘clustering’.
3 Do inglés ‘input’.
4 Do inglés ‘output’.
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Entre os métodos de agrupamento, ha aqueles denominados métodos por particiona-
mento, ou nao hierarquicos, como o método das K-médias, assim nomeados originalmente
pelo autor em MacQueen (1967, (78)), e os métodos hierarquicos, vistos por exemplo
em Ward (1963, (79)). O presente trabalho serd focado na implementacao dos métodos
hierdrquicos de agrupamento. Em particular, a abordagem ‘aglomerativa’ dos métodos
hierarquicos, inicialmente atribui a uma amostra de n observacoes, n grupos, de forma
que na primeira etapa todas observacoes pertencem a um grupo qual contém elas mesmas,
e a cada etapa seguinte sao unidos os grupos dois quais apresentam menor dissimilaridade
entre si. A forma em que a dissimilaridade entre grupos é calculada sera vista na Secao
4.2.2.

4.2.1 Medidas de dissimilaridade

E necessério entdo caracterizar as medidas de dissimilaridade entre dados. Nota-se,
porém, que usualmente as medidas de dissimilaridade sao fundamentadas no ambito da
analise de dados multivariados, quais apresentam dimensao finita, enquanto a analise
de dados funcionais trata de elementos de dimensao infinita. Faz-se necessario entao a
definicdo de medidas de dissimilaridade d(-, ) capazes de tratar de dados funcionais. Dada
uma amostra de dados funcionais x1, X2, ..., Xn, estas medidas sao fungées d : 2 x 2 — IR

quais satisfazem as seguintes propriedades
Prop. (i) d(xi,x:) =0, Vi € {1,2,...,n};
Prop. (ii) d(xi,x;) >0, Y(i,j) € {1,2,...,n} x{1,2,...,i—1,i+1,...,n};
Prop. (iii) d(x;, x;) = d(x;. xi), V(i,7) € {1,2,...,n} x {1,2,...,n};

Prop. (iv) d(xi, x;)+d(x;, X&) = d(xi, xk), Y(i, 7, k) € {1,2,...,n}x{1,2,...,n}x{1,2,...,n};

onde a Propriedade (iii) acima é denominada ‘Propriedade da simetria’, enquanto a
Propriedade (iv) remete a desigualdade triangular; isto é, medidas d(-, -) mais proximas de
0 indicam mais proximidade entre duas observa¢oes. Tradicionalmente, antes de efetuar-se
o agrupamento, os dados sdo padronizados. Em Dias e Estevam (2010, (36)), os autores
definem a padronizac¢ao de dados funcionais como o seguinte: dada uma funcao g qualquer

definida no intervalo [a, b], tem-se que

v 9)?
PO gara -

tal que ¢g*(t) > 0 e [? g*(t)dt = 1; equivalentemente, g*(t) é uma funcio de densidade de
probabilidade. Também em Dias e Estevam (2010, (36)), os autores citam, entre outras,
as seguintes medidas de dissimilaridade, dadas duas curvas distintas y e v/ definidas sob o

intervalo [a, b].
5

Também conhecida em inglés como ‘bottom-up’.
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4.2.1.1 Distancia de Hellinger

Proposta em Hellinger (1909, (80)) e também vista em Ferreira (2003, (81)), a

Distancia de Hellinger é escrita como

H(x,9) = J V’ WX*@) _ \/ﬁ*(t))z dt].

4.2.1.2 Distancia de Kullback-Leibler

A distancia de Kullback-Leibler, baseada nos conceitos de entropia relativa intro-
duzidos em Kullback e Leibler (1951, (82)), ¢ escrita como

KL(x.0) = [ llogx*(t) ~log " (1] " (1)

4.2.1.8 Diferenca Quadratica Integrada (DQI)

. o . s e s N © 1. 2
A diferenca quadratica integrada, qual é similar & norma euclidiana ||-|[;, agora

estendida ao contexto de dados funcionais, é escrita como

b
DQI(x. 1) = [ [(t) - 9(e)

Adicionalmente, em Dias e Estevam (2010, (36), pp. 114-116), os autores apresentam
estudos quanto a distribui¢ao probabilistica das medidas DQI, com potenciais aplicagoes

para testes de hipoteses.

4.2.2 Métodos de ligagao

A partir das medidas de dissimilaridade de uma amostra de dados funcionais

X1, X2, - - -5 Xn, constroi-se uma matriz de dissimilaridades ou distdncias d € R™*", qual se
escreve como i i
d(x1,x1) d(xi,x2) - d(x1,Xn)
d— d(x2,x1) d(x2:x2) --- d(x2,xn)
_d(Xm Xl) d(Xm XQ) s d(X'm Xn)_

Nota-se que d € IR™" é simétrica, como consequéncia direta da Propriedade (iii) supra-
citada. Uma vez obtida a matriz de dissimilaridades, é necessario definir o processo de
aglomeracao dos grupos: com este propoésito, sao utilizados os denominados ‘métodos de
ligacao’ De maneira generalizada, procura-se estabelecer N grupos distintos para uma
amostra de n realizages; define-se entao uma classe G de N conjuntos de indices Gj,
tal que se i € {1,2,...,n} é tal que i € G;, é dito que a i-ésima realizagao pertence ao
j-ésimo grupo ou ‘cluster’. Vale notar que a classe G configura uma parti¢do do conjunto

1,2,...,n, e obedece as propriedades
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Prop. (i) 0 € G, isto é, todos grupos possuem pelo menos uma realizagio;
Prop. (ii) U:;'V:]_Gj ={1,2,...,n}, isto é, todas realizagoes pertencem a um grupo;

Prop. (iii) G; NGy = 0 ,VY(j,k) € {1,2,...,N} x {1,2,..., N}, isto é, nenhuma realizacio

pertence a mais de um grupo.

O critério qual define a atribuicdo de uma realizacdo a um determinado grupo
é entao definido através dos denominados ‘métodos de ligacao’, quais, assim como as
medidas de dissimilaridade, variam na forma de implementacao e resultados, sem apresentar
alternativa ‘ideal” para implementacao na grande maioria dos casos. No presente trabalho,

sao apresentados os métodos de ligagao ‘minima’ e ‘maxima’.

4.2.2.1 Método de ligacao minima

O método de ligacao minima, ou ‘Unica’, calcula a dissimilaridade ou distancia
entre dois grupos G; e Gy como a menor dissimilaridade mensurada entre as realizacoes
que pertencem a cada grupo. Destaca-se que, neste contexto, d(G;, G;) diz respeito a
dissimilaridade entre os grupos, qual no caso da ligacdo minima pode ser escrita como

dvin(G;,Gi) = min  {d(xq, Xxp)}

(¢,p)€G; x Gy,

Uma possivel consequéncia da aplicagao da ligacao simples é a de que grandes grupos
quais apresentam padroes distintos comumente serao inadvertidamente aglomerados em
grupo um sé; para isto ocorrer, basta que um elemento em um grupo esteja proximo de

seu vizinho.

4.2.2.2  Método de ligacao maxima

De maneira quase diametralmente oposta ao método de ligacao minima, o método
de ligagao, ou ‘completa’, maxima calcula a dissimilaridade entre dois grupos G; e Gy
como a maior dissimilaridade mensurada entre as realizagoes que pertencem a cada grupo,
de forma que pode ser escrita como

dvax(G;, Gr) = max  {d(xg xp)}-

(4,p)€G; X Gy,

Enquanto este método alternativo nao é tao propicio a aglomeracao de dois grupos distintos
em um, ele apresenta outra limitacao: grupos quais possuem realizagoes aberrantes, ou

‘outliers’, dificilmente serao aglomerados.

4.2.3 Sele¢ao da quantidade de grupos

Assim como no contexto da regularizacao, para determinacao do niimero especifico

de grupos quais devem ser usados no agrupamento, é necessario a definicao de alguma
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medida de bondade de ajuste. No contexto de agrupamento, tém-se por exemplo o indice
de Dunn, proposto em Dunn (1974, (83)), e os métodos do cotovelo e da silhueta média,
vistos por exemplo em Kaufman e Rousseeuw (2009, (84)). Para o presente trabalho sera
apresentado e implementado apenas do método da silhueta média, porém vale ressaltar

que cada medida tem sua utilidade, e ira retornar resultados distintos.

4.2.8.1 Método da Silhueta Média

Para o método da silhueta média, obtém-se, a partir das medidas de dissimilaridade
calculadas, valores quais buscam refletir a adequacao de cada realizagao com o grupo a

qual foi atribuida. Primeiramente, para uma realizacao qualquer ¢ € G,, define-se

1
i ==~ 2 A Xj):
¢ card(G,) — 1 jEZC;p (xiox3)
j#i

onde o operador card(-) diz respeito a cardinalidade de um conjunto qualquer. Nota-se que
a; calcula entao a dissimilaridade média da i-ésima realizacao com as demais realiza¢oes

no mesmo grupo a qual esta realizacao foi atribuida. A seguir, ainda com €€ G, define-se

1
i e N (i) b
qe{{g}.l.l.,N}{card(Gq) Z (X XJ)}

q#p 7€Gq

Observa-se que b; calcula a menor dissimilaridade média qual a i-ésima realizacao apresenta

bi:

com um grupo a qual nao pertence. Desta forma, o coeficiente de silhueta da i-ésima
realizacao é dado por s;, qual se escreve
oo i (4.4)
max{a;, b; }
Observa-se que, casos em quais a; < b; indicam que a i-ésima realizacao se ‘ajusta’ melhor
ao grupo qual foi atribuida que a qualquer outro grupo, enquanto b; > a; indica que existe
pelo menos um grupo ao qual a i-ésima realizagdo é mais ‘adequada’ que aquele a qual ela

foi atribuida. E possivel ainda reescrever (4.4) como
bifa; — 1 se a; > b
si=140 se a; = b; -
1 —aify, sea; <V
Trivialmente, tem-se que —1 < s; < 1; quao mais proximos os valores de s; estao de 1,
melhor é a adequacao da i-ésima realizagdo ao grupo a qual esta foi atribuida. E possivel

entdo escrever o coeficiente de silhueta médio® para o agrupamento de n realizacoes

qualquer como
1 n
S=-> s (4.5)
ni4

Trivialmente, busca-se entao definir o nimero de grupos N tal que s é maximizado.
6 Traduzido do inglés ‘Mean Silhouette Coefficient’.
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4.3 MODELOS DE REGRESSAO FUNCIONAIS

Na Estatistica e Probabilidade, considera-se de interesse nao apenas estudar o
comportamento dos dados e variaveis em si, como também vir a entender como estes
podem interagir entre si, e potencialmente ser utilizados para explicar a aleatoriedade de
outros fendmenos. Com este propoésito, sao tradicionalmente construidos modelos, quais
assumem diversas formas: modelos de regressao linear, modelos aditivos, modelos lineares
generalizados, entre demasiados outros. Em Miiller e Yao (2008, (85)) e James (2002, (16))
os autores estendem estas aplicagbes ao contexto de dados funcionais, fundamentando os

denominados ‘modelos de regressao funcionais’.

Um modelo de regressao funcional pode ser classificado em uma de trés situacoes:
apenas sua variavel de interesse é um dado funcional; pelo menos uma de suas variaveis
explicativas é um dado funcional, porém nao a variavel de interesse; tanto sua variavel de
interesse quanto pelo menos uma de suas varidveis explicativas sao dados funcionais. O

presente trabalho optara por apresentar o segundo caso, com duas aplicacoes distintas.

4.3.1 MODELO COM VARIAVEL DE INTERESSE ESCALAR E VARIAVEL EXPLI-
CATIVA FUNCIONAL

Dado uma matriz de planejamento X € IR™**, tal que X = [21, %3, ...,2,]", onde
z; € R*, e vetor de respostas z € IR", tém-se que o modelo de regressio linear usual,

desconsiderando o intercepto, com vetor de parametros desconhecidos 8 € IR”, escreve-se

(a)
—_——

k
z=) Bjwij+ej, Vi€ {l2,... n}, (4.6)
j=1

onde e € IR" refere-se ao termo de erro, qual usualmente define-se como distribuido
com média zero, varidncia constante e independente entre si. No contexto de dados
funcionais, é possivel redefinir o vetor de valores desconhecidos como uma curva de valores
desconhecidos, particularmente, é possivel reescrever o modelo (4.6) acima ao substituir o

termo em (a) pela integral de Riemman-Stieltjes, como segue

Torna-se entao necessario definir algum método para estimar a fungdo desconhecida 3(t);
entre outros, Ramsay (2009, (4)) define alguns que sdo enunciados nas segoes seguintes.
4.8.1.1 Estimativa naive

A estimativa naive usualmente proposta trata-se simplesmente da discretizacao dos

dados funcionais em k valores, de forma que o modelo de regressao linear funcional em
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(4.7) retorna ao formato do modelo de regressao linear usual em (4.6). Define-se k < oo,

tal que se permita escrever
k
z; = Zﬁsz'(tj)+€j, Vie{l,2,...,n}. (4.8)
j=1

Naturalmente, este modelo apresenta diversas limitacoes, por exemplo, a estimacao via
minimos quadrados é inviabilizada quanto £ > n, caso em qual o problema é dito
possuir ‘posto incompleto’. Como alternativa, é possivel aplicar sob este modelo outras
formas de estimativa do vetor 3 € IR¥, seja através de métodos de regularizacio como
a regressao LASSO’, proposta em Santosa e Symes (1986, (86)) e assim nomeada em
Tibshirani(1996, (87)) ou regressdao Ridge, citada anteriormente, como também via métodos
de reducao de dimensionalidade, como a regressao via componentes principais ou minimos
quadrados parciais. £ também possivel escolher k tal que k < n, embora ao assim fazer os
valores estimados para o vetor 3 possivelmente serdo incapazes de refletir com acuracia o

comportamento da func¢do 5(t) do modelo.

A estrutura em (4.8) permite ainda notar o seguinte problema: quando k = n, é
possivel estimar um vetor B tal que z; — Sk Bjxi(tj) =0Vie{1,2,...,n}, de forma
que, em suma, os dados sao interpolados pelo modelo resultante. Adicionalmente, no caso
supracitado de um problema de posto incompleto, isto é, kK > n, ha um nimero infinito
de vetores B satisfazendo esta mesma relagao. Esta afirmacao segue verdadeira quando
B assume valores em um espaco de dimensao infinita, isto é, quanto £ — oo, contexto

equivalente a integral de Riemman-Stieltjes.

4.3.1.2 Estimativa via regularizacao

Como supracitado, ao tratar-se de 5(t) como uma fungao, o modelo fica sujeito a so-
breajuste®, uma vez que sao utilizadas variaveis de dimensdo infinita para modelagem de um
numero finito de observagoes. Remete-se entao, novamente, aos métodos de representacao
de curvas via fungoes de base, tal que a funcdo [(t) é reescrita a combinagao linear de Kp
fungdes base. Dado um vetor de fungdes base conhecidas 9 (t) = [1h1(t), ¥a(t), . .., ¥x, (£)]T

e um vetor de coeficientes desconhecidos o« = [, g, . .., & KB]T, escreve-se
Kg
Bt) = ai(t) = a’9(t) = (1) e (4.9)
j=1

" Do inglés ‘Least Absolute Shrinkage Selection Operator’.

8 Traduzido do inglés ‘ Overfitting’.
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Desta forma, é simples entao definir os valores 6timos de @ como aqueles quais minimizam

a seguinte soma de erros quadrados penalizada

n

SEQPEN(a|z, \) = (zz / (t)x:(t )dt) +p/ [LA(t)]%dt
=1 va

n

Z(zl a / (1) dt) . / [La 4 (t)dt,

=1

onde L indica um operador diferencial qualquer aplicado sob a funcao estimada 3 , enquanto
p indica o coeficiente de regularizacao neste contexto. Ao utilizar-se de fundamentos

similares aqueles apresentados na Secao 3.6, é possivel definir o seguinte

0. = [t (r)dr (4.10)

tao como )
R = / Lap(t) Lap (1) dt. (4.11)

a
Ao diferenciar a soma de erros quadrados penalizada acima com respeito a « e igualar o

resultado a 0, obtém-se o estimador minimos quadrados penalizados como
A" = (W + pRa) W 'z, (4.12)

onde ¥ € R™®# ¢ uma matriz tal que ¥ = [01,0,,...,0,]". Assim como no contexto
de regularizacao de dados funcionais, é necessario a implementacao de alguma medida
de bondade de ajuste, como a validacao cruzada, para a definicao do coeficiente de
regularizacao ideal p. Remetendo a forma de validagao cruzada vista anteriormente em

(3.27), define-se a validagdo cruzada do modelo funcional como
1 b ?
Ve =13 [ [ 8]

onde SCI(¢, p) indica a estimativa da curva (t) obtida com coeficiente de regularizacio

p numa amostra em qual foi excluida a i-ésima realizacao.

[lustrativamente, o conjunto de dados supracitado da Tecator Infratec Food and
Feed Analyzer, qual é composto de 215 curvas quais descrevem a absorbancia de um
conjunto de carnes picadas quanto submetidas a diferentes comprimentos de onda por um
dispositivo analisador de ragoes. Adicionalmente a estas curvas, para cada carne picada
era mensurado seu teor de gordura, em porcentagem. O objetivo do estudo foi entao criar
um modelo qual fosse capaz de prever o teor de gordura das carnes picadas a partir de suas
curvas de absorbancia, o que pode ser efetuado através do ponto de vista de um modelo
de regressao funcional com varidvel resposta escalar. As Figuras 4.2-(a) e 4.2-(b) indicam,
respectivamente, a curva B (t) ajustada para este problema, e um grafico comparativo entre
os valores ajustados via o modelo e os valores reais dos teores de gordura para cada carne

picada.
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Observa-se que valores altos de absorbancia entre 850 nanémetros até aproxima-
damente 860 nandémetros sao os mais positivamente correlacionados ao teor de gordura,
decaindo até aproximadamente 882 nandémetros, em qual vizinhanca a absorbancia é mais
negativamente correlacionada ao teor de gordura; dai em diante, os valores de B () tendem
a oscilar em torno de zero, indicando correlagao menos significativa. Neste contexto, seria
util a aplicacao de testes de hipdteses para averiguar tal significancia, porém estes fogem
ao escopo do presente trabalho. E possivel também estimar, por exemplo, o coeficiente de

determinacao de um modelo de regressao funcional como

R2—1_— ic1(z — %)
) 2
im1(zi — 2)

onde Z; = ff B (t)x:(t)dt; observa-se que o coeficiente obtido para o modelo de regressao

funcional Tecator é aproximadamente de R? = 0, 937.



Valores verdadeiros

Figura 4.2 - (a) Curva estimada para ((t) para um modelo de
regressao funcional do teor de gordura de 215 carnes picadas
com respeito a curva de absorbancia das mesmas; (b) Valores
ajustados do teor de gordura comparados aos valores reais de

teor de gordura para este mesmo modelo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 APLICACOES

Enquanto os Capitulos anteriores foram dedicados a fundamentagao de um conjunto
de estudos feitos na area de andlise de dados funcionais, o presente Capitulo ira focar na
implementacgdo destas mesmas metodologias tanto em conjuntos de dados reais quanto em
estudos de simulagoes confeccionados para o mesmo. Particularmente, a Secao 5.1.1 é
voltada a aplicacdo de modelos de regressao funcionais sob um conjuntos de dados real.

As Secoes 5.1.2 e 5.2.1 sao dedicadas ao tépico de agrupamento de dados funcionais.

5.1 CONJUNTOS DE DADOS REAIS

5.1.1 Conjunto de dados de Celulose

Primeiramente serda implementada a técnica de modelos de regressao funcionais
sob um base de dados de uma empresa produtora de celulose. Este estudo sera feito de
forma comparativa aquele feito em Penna (2021, (88)), onde a autora utiliza das técnicas
de regularizacao LASSO e Ridge, tao como reducao de dimensionalidade via minimos

quadrados parciais, para modelagem.

O conjunto de dados consiste de 118 arvores, cada qual teve seu rendimento
mensurado (em unidade nao especificada), e foi submetida a uma forma de tratamento
espectroscopico no infravermelho préximo (NIR), qual mediu a absorbéancia das arvores
quando submetidas a feixes de luz de 700 intensidades distintas. Ao utilizar-se das 700
distintas intensidades como variaveis explicativas distintas para modelar-se o rendimento,
no contexto de regressao linear multivariada, o problema ¢ dito ser ‘mal-condicionado’, de
forma que nao é possivel construir estimativa via minimos quadrados tradicionais, apenas

através de métodos de regularizacao ou reducao de dimensionalidade.

Sob a estrutura da anélise de dados funcionais, as 700 mensuracoes de absorbancia
por arvore podem ser utilizadas para a estimacao de curvas de absorbancia para cada
arvore, e assim para a construcao de modelos de regressao funcionais onde a variavel de
interesse é o rendimento de cada arvore. A Figura 5.1-(a) expoe as curvas de absorbancia
ajustadas para a amostra de 118 arvores, assim como a curva média, enquanto a Figura
5.1-(b) expoe um bozxplot do rendimento mensurado para as mesmas 118 drvores. As
estimativas das curvas foram construidas a partir de 16 func¢odes B-spline, de ordem 4,
configuracao selecionada de forma empirica, por melhor ajustar-se & regressao funcional,
que nao reflete perfeitamente o comportamento das curvas aproximadas. Nota-se que
a distribuicao do rendimento é altamente concentrada entre os valores de 52 e 54, com

apenas trés valores outliers abaixo de 50.

Tratando das observagoes do rendimento como um vetor de interesse z € R'®, e

as curvas de absorbancia vistas na Figura 5.1-(a) como uma amostra de dados funcionais
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Figura 5.1 - (a) Curvas de absorbancia com respeito a inten-

sidade do feixe estimadas para a amostra de 118 arvores do

conjunto de dados Celulose; (b) Boxplot para os rendimentos
observados para arvores do conjunto de dados de Celulose.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

X1, X25 - - - » X118, constrdi-se um modelo de regressao funcional como em (4.7), de forma a
estimar-se a fungao de regressao ((t). A Figura 5.2-(a) exibe a curva estimada de regressao
B, enquanto a Figura 5.2-(b) exibe um grafico comparativo entre os valores ajustados
de rendimento via o modelo de regressao funcional (4.7) e os valores de rendimento

verdadeiros. A curva [5(t) estimada exibe, assim como no modelo para o conjunto de
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dados da absorbancia de carnes picadas supracitado, comportamento oscilatério, embora
na Figura 5.2-(a) observa-se que apenas apés a intensidade de feixe de 400 a oscilagao se
aproxima de 0, a ponto de possivelmente indicar nao significatividade destes na modelagem
do rendimento mensurado das arvores. Novamente, a intensidade de feixe minima indica
maior correlagdo positiva com rendimento, seguida de uma alta correlacao negativa na
proximidade da intensidade de feixe 20, e entao novamente uma alta correlacao positiva
préoxima da intensidade de feixe 70. Aproximadamente na intensidade de feixe 320 observa-

se a maior correlagao negativa com o rendimento.

E possivel entdo comparar os resultados aqui encontrados aqueles encontrados em
Penna (2021, (88)), ao construir-se uma tabela qual expde o coeficiente de determinagao
e erro quadratico médio dos resultados obtidos via estimacdo de modelos de regressao
linear via regularizagao Ridge e LASSO, e reducao de dimensionalidade, como minimos

quadrados parciais (PLS)!. Neste contexto, o erro quadréatico médio é calculado como

n

EQM(2) =Y (zi— %)’ =(z—2) (z —2).
i=1

A Tabela 2 apresenta uma comparagao dos métodos LASSO, Ridge, PLS e de
regressao funcional (denotado como MRF') quanto ao coeficiente de determinacio e erro
quadratico médio das estimativas, onde os dois primeiros foram estimados via fungoes do
pacote glmnet e pls em R, desenvolvidos em Friedman et al (2010, 2011, (89, 90)) e Mevik
e Wehrens (2007, (91)), respectivamente. Destaca-se que os resultados sao similares aqueles
vistos em Penna (2021, (88)), uma vez que a regressao via regularizagdo Ridge apresentou
pior ajuste, seguida da regularizacao LASSO, enquanto a reducdo de dimensionalidade via
PLS apresentou melhor ajuste. No entanto, nota-se que o modelo de regressao funcional
apresentou ajuste quase tao bom quanto o via minimos quadrados parciais, indicando
seu alto potencial para aplicagdo em conjuntos de dados de alta dimensao com medidas

altamente correlacionadas, como é o caso da area da espectroscopia.

Tabela 2 — Comparacao de medidas de qualidade de ajuste para

quatro diferentes métodos de modelagem do rendimento mensurado

pelas arvores com respeito as absorbancias por intensidade de feixe
distintas, para o conjunto de dados de Celulose.

LASSO Ridge PLS MRF
Coeficiente de determinacao 0,391 0,0391 0,566 0,555
Erro quadratico médio 122,72 193,767 87,449 89,811

Fonte: Elaborado pelo autor.

L Do inglés ¢ Partial Least Squares’.
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A

Figura 5.2 - (a) Curva [(t) estimada para o modelo de re-
gressao funcional modelando o rendimento mensurado em um
conjunto de arvores com respeito as curvas de absorbancia por
intensidade de feixe das mesmas arvores, no conjunto de dados
Celulose; (b) Valores ajustados para o rendimento comparados
aos valores reais de rendimento para este mesmo modelo.
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5.1.2 Conjunto de dados de COVID-19

Para esta aplicacao, é abordado um conjunto de dados qual diz respeito ao avango
do Coronavirus por todo o Brasil, disponivel em https://brasil.io/dataset/covid19/.
Este conjunto de dados é composto pelos boletins diarios de novos casos confirmados
do virus, tdo como mortes em decorréncia do mesmo, na grande maioria dos municipios
brasileiros. Uma vez que estes dados sao repetidamente mensurados por cidade diariamente,
eles sdo apropriados para a aplicacao de séries temporais e, por extensao, dados funcionais,

como para o presente contexto.

Primeiramente, é necessario manipular e tratar os dados de forma a favorecer a
aplicagdo dos métodos de dados funcionais, tdo como de forma a facilitar a visualizacao
grafica dos resultados. Por parcimonia, foram removidos todos municipios quais contém
menos de meio milhdo de habitantes, com base na populagao estimada de 2019, ou nao sao
capitais estaduais. Sob os dados restantes foi efetuada a limpeza de dados de forma usual,
filtrando valores irreais, como por exemplo, registros negativos de novos casos confirmados
ou mortes. Ademais, para reduzir-se o niimero de registros por cidade, os dados de boletins
diarios foram somados por ‘semana epidemiolégica’, onde anualmente ha cinquenta e duas

semanas epidemiologicas.

Feito isso, com intuito de padronizar o ‘eixo temporal’ dos conjuntos de dados, tanto
a curva de novos casos confirmados, quanto a curva de mortes em decorréncia da doenca,
foram alteradas de forma que os dados s6 passam a ser contados na semana em que é
contabilizado o primeiro caso em cada qual municipio, isto é, daqui por diante, ao destacar-
se os registros no instante ¢ da i-ésima cidade, refere-se ao dados contabilizados na t-ésima
semana apos o primeiro caso da doenca registrado na i-ésima cidade, incluindo a primeira
semana. Para todas as cidades foram estimadas curvas apenas para as 100 primeiras
semanas da pandemia. Por fim, para padronizacao dos préprios valores registrados, o
nimero de casos novos e mortes em decorréncia da COVID-19 foram transformados ao
formato de casos novos e mortes por milhao de habitantes, onde a estimativa da populacao

em cada municipio é do ano de 2019.

Optou-se entao, antes de construir-se os graficos das realizagoes, efetuar um agrupa-
mento das curvas de mortes em decorréncia da COVID-19 por milh&o de habitantes. Para
este modelo, foram selecionados dez grupos para o agrupamento, utilizando como medida
de dissimilaridade a diferenca quadratica integrada e do método de ligagdo maxima. As
curvas foram estimadas via suavizacao positiva, uma vez que os registros tem de ser posi-
tivos, com 104 fungoes base B-splines da sexta ordem penalizadas sob a quarta derivada, e
com coeficiente de regularizacao A = 0,05; estas configuragoes foram selecionadas de forma
empirica.

A Figura 5.3 expde as curvas de mortes por milhdo de habitantes em decorréncia

da COVID-19. Observa-se que, embora dez grupos tenham sido selecionados para o
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agrupamento, destes dez grupos, cinco eram compostos de apenas uma ou duas realizagdes.
Isto aponta entao que as dissimilaridades entre estes grupos e os demais sdo significativas,
de forma que as realizagoes pertencentes a estes grupos ‘pequenos’ sao consideradas
outliers. Nota-se entao, a partir dos dados, que as realizacoes pertencentes ao grupo de
outliers apresentam picos em pontos no nimero de mortes por milhao de habitantes em
instantes distintos das demais, possivelmente razao por qual sdo consideradas realizagoes

‘aberrantes’.

Tém-se a curva mortes de Belém, no estado do Para, qual apresentou seu primeiro
pico de mortes logo apés a confirmagao do primeiro caso de COVID-19 na cidade. De fato,
em Limao e Carneiro (2020, (92)), uma noticia publicada no portal de noticias G1 no dia
primeiro de maio de 2020, os autores ressaltam que, de uma semana a seguinte, o niimero
de mortes em decorréncia da COVID-19 no Para havia triplicado, com metade destas
mortes atribuidas a capital, aproximadamente coincidindo com o pico observado. O pico
observado posteriormente para o municipio de Manaus, no estado do Amazonas, por sua
vez, pode ser explicado por coincidir com a crise do oxigénio por qual o municipio passou.
De fato, uma noticia publicada também no portal de noticias G1 (2021, (93)) datada ao
dia 15 de janeiro de 2021, descreve a tragédia, qual também coincide aproximadamente
com o pico observado. Por fim, o pico observado posteriormente em Juiz de Fora, no estado
de Minas Gerais, embora nao necessariamente diretamente explicado por tal, coincide com
um marco de altas em morte no Brasil em decorréncia da COVID-19. Como visto em uma
retrospectiva em Madeiro (2022, (94)), noticia publicada no portal de noticias Uol, no dia
29 de margo de 2021 foram registradas 3541 mortes em todo o Brasil, o maximo até e
desde entao, também coincidindo aproximadamente com o pico de mortes no municipio de

Juiz de Fora.

Observam-se também marcos positivos, tais como visto em Tavarez (2021, (95)),
uma noticia publicada no portal de noticias Correio Braziliense, no dia 10 de outubro de
2021, o Brasil chegou a atingir 50% da populacao ja vacinada com pelo menos duas doses
contra o virus COVID-19. Nota-se que, apds esta semana, nao apenas o nimero de mortes
por milhao de habitantes decresce, como também sua varidncia parece decrescer. Embora
nao seja possivel extrair conclusoes diretamente desta aparente relagao, ela representa
potenciais hipoteses quais podem ser postuladas e testadas via a anélise de dados funcionais.
Ademais, uma noticia publicada no portal de noticias CNN (2021, (96)), qual remete a
uma pesquisa sobre as cidades mais vulneraveis e quais melhor combateram as mortes pela
COVID-19, aponta entre as cinco capitais mais eficazes os municipios de Florianépolis,
Sao Paulo, Palmas, Belo Horizonte e Curitiba; na Tabela 3 observa-se o resultado dos
agrupamentos por cidade, onde nota-se que destas, apenas Curitiba nao foi atribuida ao

grupo B.

Ja nas Figuras 5.4-(a) e 5.4-(b), estao dispostas, respectivamente, a curva de média

e de variancia por grupo das mortes por milhdao de habitantes por COVID em cada cidade.
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Figura 5.3 - Curvas do nimero de mortes por milhao de habi-
tantes em decorréncia da COVID-19 em capitais e cidades de
grande porte brasileiras, ja agrupadas. Destacam-se os picos
dos municipios de Belém (PA) Manaus (AM) e Juiz de Fora
(MG).
Datas aproximadas
(01/05/2020) (15/01/2021) (29/03/2021) (20110/2021)
Juiz de Fora
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Destas, é possivel aferir certas conclusdes quanto aos padroes observados em cada grupo:
as realizagdes pertencentes ao grupo A e B apresentam curva média inferior as demais,
potencialmente indicando que cidades atribuidas a estes grupos foram eficazes na prevencao
e tratamento da COVID-19. Remete-se a noticia que indicava quatro integrantes do grupo
B como entre as capitais que melhor combateram o virus. Ademais, observa-se que o grupo
E destaca-se ndo apenas por apresentar o maior pico com respeito a média de mortes por
milhao de habitantes, como também pela sua alta variancia quando comparado aos demais
grupos, como visto na Figura 5.4-(b). Por sua vez, observa-se que no grupo D, as tinicas
cidades quais apresentam coeficiente silhueta acima de 0, sao Rio de Janeiro e Niterdi,
cidades vizinhas no estado do Rio de Janeiro, indicando que a proximidade espacial destes

municipios potencialmente ocasionou curvas de mortes por milhoes de habitantes similares.

Nota-se, porém, que a proximidade espacial ndo apresenta demasiada influéncia
nos resultados do agrupamento: cidades da regiao metropolitana do Rio de Janeiro, como
Belford Roxo, Duque de Caxias e Nova Iguacu, embora todas atribuidas ao grupo A,
nao foram agrupadas com a prépria cidade do Rio de Janeiro. Similarmente Contagem,
pertencente a regiao metropolitana de Belo Horizonte, nao foi agrupada com Belo Horizonte.
Adicionalmente, para a regiao metropolitana de Sao Paulo, composta, entre outros, por
Guarulhos, Osasco, Santo André e Sao Bernardo do Campo, nota-se que apenas Osasco e

Sao Bernardo do campo foram atribuidos ao mesmo grupo, no caso o grupo E, embora
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ambos apresentem coeficiente de silhueta negativo, e nenhuma destas cidades foi agrupada

com a propria cidade de Sao Paulo.

Tabela 3 — Atribui¢oes por grupo do agrupamento realizado sobre as
curvas de morte por milhao de habitantes em decorréncia da doenga
COVID-19, com medida de silhueta s; associada a cada municipio.

A S; B S;
Ananindeua 0,337 Aparecida de Goidnia 0,0171
Belford Roxo 0,421 Belo Horizonte 0,265

Duque de Caxias 0,524 Brasilia 0,0755
Feira de Santana -0,00142 Caxias do Sul 0,0641
Jaboatdo dos Guararapes 0,522 Florianépolis 0,15
Maceid 0,108 Macapa -0,113
Nova Iguacu 0,277 Palmas 0,271
Recife 0,272 Sao Gongalo -0,0798
Sao Luls 0,494 Sao José dos Campos 0,276
- Sao Paulo -0,0419
- Serra -0,188
C S; D S;
Aracaju 0,237 Boa Vista -0,0585
Campinas 0,186 Niteroi 0,128
Contagem -0,00135 Ribeirao Preto -0,0376
Guarulhos 0,389 Rio de Janeiro 0,242
Joao Pessoa 0,414 Santo André -0,0073
Natal 0,375 -
Salvador 0,0423 -
Teresina 0,408 -
Vitéria 0.313 -
E S; Outliers
Campo Grande 0,398 Belém
Campos dos Goytacazes 0,115 Cuiaba
Curitiba 0,353 Fortaleza
Goiania 0,413 Juiz de Fora
Joinville 0,0508 Manaus
Londrina 0,313 Porto Velho
Osasco -0,157 Sorocaba
Porto Alegre 0,144 Uberlandia
Sao Bernardo do Campo  -0,269 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, observa-se na Figura 5.5-(a) as derivadas com respeito as semanas das
curvas do nimero de mortes por milhao de habitantes em decorréncia da COVID-19.
Embora para esta aplicagao tenha sido utilizado o agrupamento sobre as curvas originais,
é possivel, e em certos contextos é até mais 1til, efetuar o agrupamento sobre a derivada
destas curvas, uma vez que estas podem apontar a ‘velocidade de crescimento’, por exemplo,
do nimero de mortes por milhdo de habitantes. Desta forma, o agrupamento das curvas

derivadas é ideal para, por exemplo, a previsao de novas ondas da doenca.
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Figura 5.4 - (a) Curvas da média por grupo do namero de
mortes por milhao de habitantes em decorréncia da COVID-19
em capitais e cidades de grande porte brasileiras; (b) Curva
da variancia por grupo do nimero de mortes por milhao de
habitantes em decorréncia da COVID-19.
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Figura 5.5 - (a) Derivadas das curvas do niimero de mortes por
milhao de habitantes em decorréncia da COVID-19 em capitais
e cidades de grande porte brasileiras, ja agrupadas; (b) Curvas
médias por grupo da derivada das curvas de nimero de mortes
por milhdo de habitantes em decorréncia da COVID-19.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2 ESTUDOS DE SIMULACAO

5.2.1 Agrupamento simulado
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Nesta secao, apresentam-se dois estudos de cenarios simulados para os métodos

de agrupamento, procurando demonstrar a importancia de um conceito relevante na area
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de dados funcionais, denominado ‘deslocamento de fase?. Como destacado em Anselmo
(2005, (69)), grande parte dos métodos de andlise de dados funcionais dependem da
pressuposicao que nao ha deslocamento de fase entre todas as realizagbes de uma amostra
de dados funcionais, onde pode-se dizer que um conjunto de dados aleatérios funcionais
X1, X2, - - - » Xn definidos no intervalo [a, b] ndo apresenta deslocamento de fase se o estado
de todas estas realizagdes no instante a é equivalente. Nota-se que em Ramsay e Li (1998,
(97)) os autores apresentam um método para padronizagao de casos com deslocamento de

fase, denominado ‘registration’.

5.2.1.1 Caso sem deslocamento de fase

Inicialmente, sao geradas 100 curvas, cada qual com 100 mensuracoes distribuidas
de forma equidistante entre os instantes 0 e 3, e pertencente a um de cinco grupos, onde

as funcoes geradas sao da forma:
fl(tj) = (Z - tj)]-[i—l,i) (tj) + 1[1'_272'_1] (tj) + (tj - Z + 3)1[2'_3’2'_2) (t]) —|‘ ek,j
(i—tj), Sel—].gt]<l
1 sei—2<t;<i—1 (5.1)

:ek,j+
(tj—l+3)7 sei—3§tj<i—2

0, caso contrario,

Em que i € {1,2,3,4,5} indica o indice da fungdo gerada para cada um dos cinco grupos,
enquanto ey, ; indica o erro da j-ésima mensuracao para a k-ésima curva simulada, onde
er; ~ N(0,0.05%). Uma vez geradas as 100 realizagdes, elas foram suavizadas através de
102 fungoes base B-splines de ordem quatro, com regulariza¢ao incidindo sob a segunda

derivada e coeficiente de regularizacao A = 0,05.

Em seguida, foi efetuado o agrupamento dos dados, utilizando como medida de
dissimilaridade a diferenga quadratica integrada. A Figura 5.6-(a) expoe os coeficientes
de silhueta médios estimados para cada quantia de grupos. Nota-se que o niimero de
grupos qual incorreu maximo para este foram cinco grupos, para qual o coeficiente de
silhueta médio foi § = 0,999. Observa-se que, neste contexto, todas as realizagoes foram
‘corretamente’ agrupadas, isto é, os cinco grupos gerados via agrupamento captaram
perfeitamente os cinco distintos padroes de curvas gerados. A Figura 5.6-(b) expoe entdo
o resultado do agrupamento, novamente salientando o bom funcionamento do algoritmo

quando nao ha deslocamento de fase nos dados.

5.2.1.2 Caso com deslocamento de fase

Enquanto o exemplo anterior demonstra o bom funcionamento do agrupamento

quando a pressuposicao em respeito a auséncia de deslocamento de fase é respeitada, este

2

Do inglés ‘phase shift’.
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Figura 5.6 - (a) Coeficientes de silhueta médios estimados

para as dissimilaridades das curvas geradas conforme (5.1),

com método de ligagdo méximo e minimo; (b) Realizagdes
simuladas conforme (5.1), j& agrupadas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

segundo exemplo, exemplo busca demonstrar as consequéncias quando o deslocamento de
fase nao é respeitado. Similarmente ao anterior, sdo geradas 100 curvas, cada qual com

100 mensuragoes distribuidas de forma equidistante entre os instantes 0 e 3, e pertencente
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a um de cinco grupos, onde as fungdes geradas sdo da forma:
fitj) = Uik — )1 u, 1,0, () + v, 2,0, -1 (E5) + (B — Uip + 3)1ju, ,—3,u, —2)(t;) + €x;
(Ui — 1)), se Uip — 1 <t; < Uy

, se Ujp, —2<1t; < U — 1

1
= ek,j +
(1 = Ui +3), se Upx =3 <1, < Uy =2

0, caso contrario,

(5.2)
onde i € {1,2,3,4,5} indica o indice da fun¢do gerada para cada um dos cinco grupos,
enquanto ey ; indica o erro da j-ésima mensuragao para a k-ésima curva simulada, onde
er; ~ N(0,0.05%). Adicionalmente, para causar o deslocamento de fase, os termos que
em (5.1) foram escritos como ¢, nestes experimentos serao gerados através de variaveis
aleatorias uniforme U, ~ U(i — h, i+ h), onde h serd denominado ‘fator de deslocamento
de curva’, tal que U;; denotard o deslocamento da k-ésima realizacao, pertencente ao
1-ésimo grupo, de forma a horizontalmente deslocar as realizacdes de forma aleatéria.
Trivialmente, quando h = 0, tem-se o caso sem deslocamento de curva, enquanto que,
conforme o h aumentar, maior serda deslocamento de curva. Utilizou-se primeiramente
h = 1/2. Neste contexto, via o método de ligagdo minima foi 25, com coeficiente de silhueta
médio s = 0,693, enquanto via o método de ligacdo maxima foi 19, com coeficiente de
silhueta médio s = 0,756. Observa-se que ambos niimeros superestimam significativamente
o nimero real de grupos quais geraram os dados. Se de toda forma forem utilizados cinco
grupos para o agrupamento, a Tabela 4 expde um cruzamento entre os grupos reais de

cada realizacdo e os grupos a quais estas foram atribuidas. Embora nenhum grupo tenha

Tabela 4 — Tabela de contingéncia comparando os grupos reais de
cada realizac@o e os grupos a quais elas foram atribuidas, via método
de ligagdo completa.

Grupo real
1 2 3 4 5
Al18 0 0 0 O
B|2 20 8 0 0
Grupo atribuido C| 0 0 &8 0 0
DO 0 4 6 0
E|0 0 0 14 20

Fonte: Elaborado pelo autor.

captado todo e apenas todo o padrao de algum dos grupos, os grupos A, B e E mostram
forte correlacao com os grupos reais 1, 2 e 5, respectivamente. Nota-se, além disto, que,
para o modelo gerado em (5.2), grupos reais vizinhos (por exemplo 1 e 2, 2 e 3, etc.)
podem ser aproximados por consequéncia do deslocamento de fase, o que justifica o fato

do grupo B agrupar realiza¢oes originalmente dos grupos 1, 2, 3, assim como o grupo D



4

agrupar realizagoes originalmente dos grupos 3 e 4, e grupo E realizac¢bes originalmente
dos grupos 4 e 5. De toda forma, observa-se que a introdugao do deslocamento de fase

prejudica o agrupamento.

A Figura 5.7 expde os efeitos do deslocamento de fase, demonstrando entdao como
este fendomeno pode negativamente impactar nao apenas a aplicacdo de métodos de analise
de dados funcionais como o agrupamento, como também a prépria visualizagdo gréafica dos

dados, dificultando a capacidade de visualmente observar-se um padrao.

Figura 5.7 - Realizagbes simuladas conforme (5.2), com deslo-
camento de fase, e fator de deslocamento de fase h = 1/2, ja

agrupadas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como destacado anteriormente, em Ramsay e Li (1998, (97)), os autores propoe
técnicas computacionais para tratamento do deslocamento de fase, denominada ‘registering’,
porém nem sempre esta serd necessaria. Por exemplo, na aplica¢do na Se¢ao 5.1.2, para
tratar-se do possivel deslocamento de fase, todas as curvas foram transformadas de forma
que o instante t refere-se a t-ésima semana apds o primeiro caso confirmado de COVID-19
em cada cidade. Porém, padronizacoes desta forma dependem do contexto e caracteristicas

dos dados em questao, e devem ser implementadas com cuidado.
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6 CONCLUSAO

6.1 CONSIDERACOES FINAIS

O intuito do presente trabalho foi entao formular uma introdugao a um destes
objetos: o dado funcional. A Analise de Dados Funcionais, embora fundamentada em
topicos abordados até mesmo na primeira metade do século XX, s6 teve seu nome
estabelecido em data tao recente quanto 1991. Seu desenvolvimento é apresentado e
contextualizado a area mais generalizada de estimagao nao paramétrica de curvas, com
qual um aluno de graduacao em Estatistica ndo é usualmente familiarizado. Em conclusao,
espera-se que este trabalho fomente entre alunos da graduacao interesse nesta areas com

quais tem tao pouco contato.

Além de estudos com dados espacialmente ou temporalmente indexados, aplicagoes
utilizando modelos de regressao funcionais, como a vista na Se¢do 5.1.1, demonstram
a versatilidade da ADF em grandes bases de dados com variaveis altamente correlacio-
nadas, possivelmente como alternativa aos métodos de reducao de dimensionalidade ou
regularizacao comumente utilizados. Nota-se porém, que até conjuntos de dados como o
conjunto de dados da COVID-19, visto na Secao 5.1.2, podem valer da transferibilidade
supracitada entre a Anélise de Dados Funcionais e a Anélise de Dados Multivariados,
onde estudos em analise de agrupamentos ou analise de componentes principais podem ser
feitos. Pela pluralidade de referéncias disponiveis, é possivel afirmar que ha ainda diversas
outras formas de aplicaces na area de ADF, quais de toda forma houveram de ser omissos

no presente trabalho.

Uma das grandes dificuldades no desenvolvimento deste trabalho foi a baixa
praticidade computacional do mesmo, uma vez que o armazenamento e manipulagao
de dados funcionais equivalem a estes mesmos procedimentos realizados sob grandes
quantias de dados discretos. No contexto de dados funcionais, o calculo das matrizes de

dissimilaridades para o agrupamento de n realiza¢oes, como visto nas Seg¢oes 5.1.2 ¢ 5.2.1,

n(n+1)
2

Adicionalmente, embora o pacote fda, disponivel em linguagem R, tenha certamente

requer o calculo de integrais, quais normalmente sao estimadas computacionalmente.

facilitado a confeccao do trabalho, este pacote é notadamente ultrapassado em algumas de

suas funcionalidades, e nao é de simples uso.

6.2 ESTUDOS FUTUROS

Nesta secdo, denotam-se aplicagoes futuras na area de analise de dados funcionais,

quais podem conferir continuidade aos conceitos apresentados no presente trabalho.
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6.2.1 Modelos de regressao funcionais com respostas funcionais

Enquanto o modelo de regressao funcional apresentado na Secao 4.3.1 ¢ limitado
no sentido de considerar apenas variaveis resposta escalares, em Ramsay (2005, (37), pp.
220-221), o autor apresenta também modelos de regressdo funcionais onde as varidveis
resposta sao também funcionais. Diferentemente do caso onde a variavel resposta é escalar,

estes apresentam diversas formas de aplicacao.

Dado duas amostras de dados funcionais x1, X2, - - -, Xn, distribuida conforme X', e
V1,09, ..., 9, distribuida conforme V, onde tanto X quanto V estao definidos no intervalo

[a,b], tem-se que 0 modelo ‘concomitante’ é escrito como

9i(t) = B)vi(t) + ex(t), Vi€ {1,2,... n), (6.1)

onde este modelo parte do pressuposto que o dado funcional 19;, no instante ¢, pode ser
modelado apenas pelo valores do dado funcional x; no mesmo instante; assim como no

contexto de 4.7, B(t) é uma funcdo definida em [a, b].

H4 ainda o modelo de regressao funcional ‘total’, qual escreve-se

(t) = /ab B(s,t)xi(s)ds + e;i(t), Vie{l,2,...,n}, (6.2)

onde este modelo busca estender a influéncia do ponto ¢ do dado funcional x; sob todo o
intervalo do dado funcional a ser modelado ;. Observa-se neste contexto que a fungao
f(s,t) aser estimada sera entao uma superficie definida em [a, b] X [a, b], e consequentemente

devem ser abordadas novas técnicas para sua estimacao.

Por fim, de forma geral, é possivel definir o modelo de regressao funcional denomi-
nado ‘modelo de influéncia local’, qual escreve-se

ﬂi(t)z/g B(s, t)xi(s)ds +e;(t), Wie{1,2,... .0}, (6.3)

t

onde ©; denota um subconjunto de [a,b] dependente de t. Este formato pode ser ge-
neralizado ao modelo de regressao funcional ‘total’ visto em (6.2), basta definir Vt €
[a,b], ©; = [a,b]. Naturalmente, neste contexto, a facilidade de estimagao da superficie

f(s,t) é dependente do formato imposto pelo modelo a ©,.

REssalta-se que, a partir deste modelo, é possivel estender a aplicacao vista na
Secao 5.1.2, com respeito as curvas de mortes por milhao de habitantes em decorréncia
da COVID-19, ao modelar a curva de mortes via as curvas de casos novos. Uma vez que
hé estudos que apontam um periodo de uma a duas semanas entre a detecgdo da doenca
e morte, utilizando os mesmos dados da Se¢ao 5.1.2, é possivel definir ©; = [t — 2,1], e
entéo implementar um modelo como em (6.3). E esperado que assim, os valores (s, t)
apontem intensidade com que casos novos confirmados impactam o nimero de mortos nas

duas semanas seguintes aos seus registros.

1

Traduzido do inglés ‘concurrent’.
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6.2.2 Regularizagdo de curvas com operadores diferenciais nao lineares

Resgata-se entao um resultado visto em Wahba (1990, (58)) e supracitado em
(3.26), qual diz

b b
| visslgePae < [ L))
onde L(X) indica um operador diferencial linear utilizado para regulariza¢ao da estimagdo

da curva y. Desta forma, caso exista conhecimento prévio da curva x qual indica que esta

é, aproximadamente, solu¢do de uma equacao diferencial linear homogénea do tipo
apX + a1Dx(t) + aaD*x(t) + - - - + ar DX (t) = 0, (6.4)

onde [ag, ay, a9, ..., ax] € IR sio coeficientes fixos, é possivel selecionar operador dife-
rencial linear L(y) igual a parte esquerda de (6.4), tal que a relagao do viés integrado

vista acima aproxima-se de zero.

Embora este resultado apresente suficiente flexibilidade, é possivel ainda estendé-lo
ao considerar operadores diferenciais nao lineares. Por exemplo, tem-se a curva de Gom-
pertz, assim nomeada em Gompertz (1815, (98)), comumente utilizada para modelagem de
fungoes de crescimento, como em Winsor (1932, (99)). Esta pode ser obtida como solugao

da seguinte equagao diferencial

Dx(t) — Blog (ﬁ)x(t) _0, (6.5)

onde § € IR e k > 0. Supondo que a relagdo em (3.26) mantém-se valida para operadores
diferenciais nao lineares, utilizando a parte esquerda da equagao em (6.5) como regula-
rizagdo a estimacao de uma curva Y, quando presume-se que esta é aproximadamente
Gompertz com parametros e k > 0, é possivel entdao minimizar o viés da estimativa.
A mesma logica pode ser aplicada a funcao logistica generalizada obtida via a equacao
diferencial de Richards, vista em Richards (1959, (100)).

No todo, uma boa sequéncia ao estudo do presente trabalho seria fundamentar
métodos que busquem selecionar o operador diferencial ideal para regularizacdo, que seria

capaz de minimizar o viés.
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