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RESUMO

Esta Dissertação apresenta os principais resultados obtidos no artigo Alarcón et.al

[1]. Serão estudados resultados sobre a existência e multiplicidade de soluções radiais

para problemas Elípticos quaselineares em domínios ilimitados conduzidos pelo operador

diferencial de segunda ordem de Ornstein Uhlenbeck. Duas classes de problemas são

consideradas do ponto de vista da Análise. A primeira classe de problemas envolve um tipo

de problema de autovalor e a segunda envolve a não linearidade do tipo côncavo e convexo.

Algumas propriedades assintóticas das soluções radiais também são apresentadas.

Palavras-chave: Ornstein-Uhlenbeck. Domínio Exterior. Problema de Autovalor.

Métodos Topológicos. Abordagem Variacional. Soluções Radiais.



ABSTRACT

This thesis presents the main results obtained on the paper Alarcón et.al [1]. This

project presents results on the existence and multiplicity of radial solutions for quasilinear

elliptic problems with unbounded coefficients driven by Ornstein UhlenbeckŠs second-order

differential operator. We consider two classes of problems: The Ąrst class of problems

involves an eigenvalue problem type and the second one involves nonlinearity of concave

and convex type. Some asymptotic properties of the radial solutions are also presented here.

Keywords: Elliptic problems. Exterior domain. Eigenvalue problem. Topological

methods. Variational approach. Radial solutions.



LISTA DE SÍMBOLOS

R
N = ¶(x1, x2, . . . , xN) : xi ∈ R, ∀i ∈ N♢ espaço euclidiano n-dimensional

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
gradiente da função u

Dαu =
∂♣α♣u

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαN

N

, α = (α1, α2, · · · , αN), ♣α♣ =
N∑

i=1

αi

∆u = div∇u =
∑

1≤i≤N

∂2u

∂xi

laplaciano da função u

B1 é a bola unitária centrada na origem
Ω ⊂ R

N é domínio limitado
∂B1 é a fronteira da bola unitária centrada na origem
∂Ω é a fronteira de Ω
∂u
∂ν

é a derivada normal exterior a ∂Ω
E →֒ F é a imersão contínua de E em F

E →֒→֒ F é a imersão compacta de E em F

supp f suporte da função f
f ⋆ g produto de convolução de f com g

ρn sequência de molliĄers
ω ⊂⊂ Ω ω fortemente incluído em Ω, isto é, ω é compacto e ω ⊂ Ω
♣ ♣ norma de Hilbert
wn → w wn converge forte para w quando n → ∞
wn ⇀ w wn converge fraco para w quando n → ∞
q.t.p. em quase todo ponto (a menos de um conjunto de medida de Lebesgue

nula)
W⊥ ortogonal de um subespaço vetorial W
Lp(Ω) = ¶u : Ω → R : u é mensurável e

∫
Ω ♣u♣p < ∞♢ , 1 ≤ p < ∞

L∞(Ω) = ¶u : Ω → R : u é mensurável e ♣u(x)♣ ≤ C q.t.p. em Ω para alguma constante C♢
C(Ω) = funções contínuas em Ω
Cc(Ω) = espaço de funções contínuas com suporte compacto em Ω
Ck(Ω) = espaço de funções k vezes continuamente diferenciáveis em Ω, k ≥ 0
C∞(Ω) =

⋂

k≥0

Ck(Ω)

Ck(Ω) = funções em Ck(Ω) tal que para cada multi-índice α com ♣α♣ ≤ k, a

função x 7→ Dαu(x) admite uma extensão contínuo para Ω
C∞(Ω) =

⋂

k≥0

Ck(Ω)

W 1,p(Ω), W 1,p
0 (Ω), Wm,p(Ω), H1(Ω), H1

0 (Ω), Hm(Ω) espaços de Sobolev
L(E,F ) espaço das funções lineares e contínuas de E em F

X∗ dual topológico do espaço X
□ Ąm de uma demonstração
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1 INTRODUÇÃO

O desenvolvimento deste capítulo está baseado no artigo Alarcón et.al [1].

Este Trabalho trata de uma classe de problemas de valor de fronteira de Dirichlet Elíptico

Semilinear em domínios exteriores conduzido pelo operador de segunda ordem diferencial

Ornstein-Uhlenbeck dado por

LN := ∆ − x · ∇,

onde ∆ é o Laplaciano usual e x · ∇ é um termo de derivada ilimitado. Mais precisamente,

consideramos o seguinte problema





−∆u+ x · ∇u = λa(♣x♣)♣u♣q−1u+ b(♣x♣)♣u♣p−1u em R
N\B1,

u = 0 em ∂B1,

lim
♣x♣→∞

♣∇u(x)♣ = 0,

(1.1)

onde N ≥ 3, p > 0, q > 0, B1 é a bola unitária centrada na origem, λ > 0 é um parâmetro

e a e b são funções radiais não negativas no espaço L∞
(
R

N\B1

)
satisfazendo algumas

hipóteses apropriadas.

O problema (1.1) está relacionado ao trabalho celebrado devido à Ambrosetti,

Brézis e Cerami [3], bem como à questão proposta por eles, para o caso do operador

Laplaciano, a respeito da existência de duas soluções positivas para o expoente supercrítico

de Sobolev em domínios simétricos.

Em [3], os autores consideraram o seguinte problema, hoje em dia denominado de

tipo côncavo-convexo,





−∆u = −λ♣u♣q−1u+ ♣u♣p−1u, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(1.2)

onde 0 < q < 1 < p, e Ω ⊂ R
N é domínio limitado. Eles mostraram que se p > 1 então

existe uma constante real Λ > 0 tal que o problema (1.2) tem uma solução minimal se

λ ∈ (0,Λ), não tem solução se λ > Λ, e tem uma segunda solução se p ∈ (1, 2∗] , λ ∈ (0,Λ).

No Ąnal da seção, os autores propuseram a seguinte questão: "Suponha que p > 2∗ − 1,Ω

é uma bola e N ≥ 3. A equação (1.2) tem duas soluções positivas para λ > 0 suĄciente

pequeno?". A resposta positiva foi dada por Ruyun Ma [24].

Aqui, quando p, q > 0 provamos a existência de parâmetros 0 < λ̂ ≤ Λ tal que o

problema (1.1) tem pelo menos duas soluções radiais positivas para cada 0 < λ < λ̂, tem
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pelo menos uma solução radial positiva para cada λ̂ < λ < Λ, e provamos a inexistência

de solução radial positiva para λ > Λ, quando Λ < ∞. E também examinamos o alcance

de Λ. Além disso, exploramos algumas propriedades assintóticas das soluções radiais uλ,

ou seja, investigamos

lim
λ→0+

∥uλ∥L∞

(RN \B1)
=0.

Uma abordagem bastante nova é usada para responder à pergunta ABC (Ambro-

setti, Brézis e Cerami) para o problema de Ornstein-Uhlenbeck em domínios exteriores.

As suposições sobre os pesos a e b nos permitem cobrir o caso limite 0 < q < p = 1. Até

onde sabemos, este deve ser um dos primeiros artigos a lidar com tal caso.

Quando b = 0 e q = 1, temos um tipo de problema de autovalor. Neste caso,

provamos a existência de uma sequência de autovalores ¶λ = λn♢ comλn → ∞ quando

n → ∞, e uma sequência correspondente de autofunções radiais. Para um estudo completo

do espectro dos Operadores de Ornstein-Uhlenbeck em todo R
N , gostaríamos de citar [26].

O estudo de problemas elípticos e parabólicos com coeĄcientes ilimitados é motivado

por muitas aplicações na ciência, engenharia e economia. Nos referimos a monograĄa [5]

para desenvolvimentos recentes neste campo (veja também [28]). Como foi referido em [20],

o operador diferencial LNu := ∆u−x · ∇u, pode ser visto como uma versão N-dimensional

da equação de Fokker-Planck para um processo unidimensional do tipo Ornstein-Uhlenbeck.

O operador LN também é conhecido como operador OrnsteinŰUhlenbeck. Um

grande número de autores na literatura tem considerado o Operador de Ornstein-Uhlenbeck,

também chamado de operador de Hermite, tanto do ponto de vista da Análise ou Estocás-

tica (ver, por exemplo, [6,9,27,29] e referências neles). Essas classes de operadores surgem

naturalmente na transformação de equações parabólicas, tal como a equação de calor ou o

Ćuxo de Navier-Stokes no exterior de um obstáculo (ver, por exemplo, [16,17,19]). Assim,

há um interesse considerável em tais operadores deĄnidos em domínios exteriores. Para

problemas relacionados no exterior de um conjunto compacto K, frequentemente chamado

de obstáculo, gostaríamos de citar [14,18]. Em [9], a regularidade das soluções para a

equação elíptica λu− LNu = f num aberto convexo Ω é estudado assumindo que Ω é um

subconjunto de um espaço de Banach X separável de dimensão inĄnita dotado de uma

medida centrada Gaussiana não degenerada.

Um problema interessante, relacionado com (1.1), foi tratado em [6], considerando

a Condição de fronteira de Neumann na bola unitária. De fato, os autores consideraram o

seguinte problema
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



−LN(u) + u = a(♣x♣)f(u) em B1,

u > 0 em B1,

∂u

∂ν
= 0 em B1,

(1.3)

sob certas hipóteses apropriadas sobre a e f . Usando argumentos topológicos e variacionais,

eles provaram a existência de soluções radiais crescentes positivas para o problema (1.3).

Para problemas elípticos de Dirichlet relacionados em um semi-espaço de R
N , gostaríamos

de citar [30]. Extensões para uma classe mais geral de operadores diferenciáveis foram

obtidos, por exemplo, por Cranston e Zhao [11] e Chojnowska-Michalik e Goldys [10]. Para

soluções numéricas de equações envolvendo o operador de Ornstein-Uhlenbeck, gostaríamos

de citar [13].

A Ąm de expor os resultados alcançados neste trabalho, deĄnimos os seguintes conjuntos:

A :=
{
ϕ ∈ L∞(1,∞) ∩ C(1,∞) : ϕ ≥ 0 ∧

∫ ∞

1
tN−1ϕ(t)dt < ∞

}
(1.4)

e

B :=
{
ϕ ∈ L∞(1,∞) ∩ C(1,∞) : ϕ ≥ 0 ∧

∫ ∞

1
tN−1ϕ(t)dt < 1

}
. (1.5)

Agora, apresentamos os principais resultados.

Teorema 1 (Problema de autovalor). Sejam N ≥ 3, a ∈ A, b ≡ 0 e q = 1. Então existe

uma sequência de autovalores reais λn (comλn → ∞ quando n → ∞) e uma sequência

correspondente ¶zn♢ de autofunções radiais para o problema (1.1), para todo n ≥ 1.

A respeito do problema dos autovalores, deve-se esperar que existam muitas

autofunções não radiais, mas não temos conhecimento de nenhum resultado nesta direção,

nem mesmo em duas dimensões.

Teorema 2 (Existência): Sejam N ≥ 3 e uma das seguintes condições:

(i) 0 < q < 1 < p e a, b ∈ A;

(ii) 0 < q < 1 = p, a ∈ A e b ∈ B;

(iii) 0 < p < 1 = q e a, b ∈ A.

Então, em cada caso, existe λ∗ > 0 tal que o problema (1.1) tem pelo menos uma

solução radial positiva para 0 < λ < λ∗. Além disso, nos casos (i) e (ii) obtemos

lim
λ→0+

∥uλ∥L∞

(RN \B1)
=0.

Com respeito aos resultados de multiplicidade, temos o seguinte teorema.
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Teorema 3 (Multiplicidade): Sejam N ≥ 3 e uma das seguintes condições:

(i) 0 < q < 1 < p e a, b ∈ A;

(ii) 0 < q < 1 = p, a ∈ A e b ∈ B.

Então, em cada caso, existe 0 < λ̂ ≤ λ∗ tal que o problema (1.1) tem pelo menos

duas soluções radiais positivas para 0 < λ < λ̂. Além disso, em ambos casos obtemos

lim
λ→0+

∥uλ∥L∞

(RN \B1)
=0.

Proposição 1 Sejam N ≥ 3 e uma das seguintes condições:

(i) 0 < q < 1 < p e a, b ∈ A;

(ii) 0 < p < 1 = q e a, b ∈ A.

Seja

Λ := sup¶λ > 0 : O problema (1.1) tem uma solução radial positiva♢,

então Λ < ∞.

Corolário 1 Sob as hipóteses anteriores, Λ tem a seguinte propriedade: Para todo λ ∈
(0,Λ) o problema (1.1) tem uma solução radial positiva e para todo λ > Λ o problema

(1.1) não tem solução radial positiva.

No caso em que p = 1, a aĄrmação Λ < ∞ falha. Nesse sentido, podemos provar o

seguinte resultado.

Proposição 2 Seja N ≥ 3 e considere 0 < q < 1 = p. Se a + b ∈ B, então o problema

(1.1) tem uma solução radial positiva para qualquer λ > 0.

Na abordagem, foram usados argumentos topológicos (Teorema 4 página 15) e

argumentos variacionais, mesmo o Operador Ornstein - Uhlenbeck não tendo estrutura

variacional óbvia. Para garantir a segunda solução, são usadas algumas ideias de [15].

Entretanto, uma adaptação notável é necessária, porque aqui a abordagem é diferente.

É importante dizer que foram consideradas condições adequadas no cone para

aplicar o teorema do ponto Ąxo. Outro problema superado foi a falta de resultados de

compacidade para o uso de métodos variacionais. Assim, em [1], foi provado um resultado

de imersão, que é de interesse independente.

O restante deste trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2 anunciamos
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os resultados preliminares e alguns lemas técnicos necessários mais tarde, anunciamos

também uma seção introdutória sobre espaços de Sobolev em dimensão 1, sua motivação e

os resultados principais incluindo algumas demonstrações. Neste capítulo, uma vez que

estamos interessados em soluções radiais, consideramos a formulação radial do problema

(1.1). Sob uma mudança adequada de vriáveis, o problema (1.1) pode ser transformado em

uma EDO com condição de fronteira mista. No Capítulo 2 anunciamos um resultado de

imersão compacta. O Capítulo 3 é dedicado para a prova do Teorema 1 . No Capítulo 4

provamos os Teoremas, 2 e 3 . No Capítulo 5 (Apêndice A), na Seção 5.1 comentamos

brevemente sobre as condições suĄcientes para as funções pertencerem aos conjuntos A e

B. A Seção 5.2 será uma breve introdução dos Espaços de Sobolev e certas propriedades

elementares são menciodas. A Seção 5.3 é dedicada ao estudo do Espectro do Laplaciano.

Finalmente, na Seção 5.4 anunciamos alguns conceitos básicos para o uso ao longo do

trabalho, Ąnalizando assim o trabalho.

Como pré-requisitos para a leitura deste texto, são necessários conhecimentos básicos de

Análise, Algebra Linear e Medida e Integração. Utilizaremos também alguns resultados de

Análise Funcional, aos quais daremos as referências necessárias no decorrer da Dissertação.



14

2 PRELIMINARES

Teorema 4 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Seja D um subconjunto aberto,

limitado e convexo de um espaço de Banach X tal que 0 ∈ D e seja T ∈ C(D,X) uma

aplicação compacta tal que T (D) ⊂ D. Então T tem um ponto Ąxo em D, ou seja, existe

x ∈ D tal que T (x) = x.

Para uma demonstração do resultado acima consulte [4], página 43.

Este importante teorema é utilizado para a obtenção de outros resultados dentro

da Matemática e da Matemática Aplicada.

Neste trabalho utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder como uma forma

alternativa de encontrar soluções para certas equações diferenciais ordinárias e parciais.

Teorema 5 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (fn) uma sequência

de funções integráveis com convergência q.t.p. para f. Se existe uma função integrável g tal

que ♣fn♣ < g para todo n ∈ N, então f é integrável e

∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Para uma demonstração do resultado acima consulte [32], página 44.

Lema 1 (Lema de Brezis-Lieb). Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida. Suponha que

un → u q.t.p em Ω e ∥un∥Lp(Ω) ≤ C < ∞ ∀n ∈ N e para algum 1 ≤ p < ∞. Então

lim
n→∞

∫

Ω
♣un♣p −

∫

Ω
♣un − u♣p

)
=
∫

Ω
♣u♣p.

Demonstração. Ver [7] páginas 486-490.

Teorema 6 (Teorema de Ascoli-Arzelá). Seja K ⊂ R compacto. Toda sequência eqüi-

contínua e simplesmente limitada de funções fn : K → R possui uma subsequência

uniformemente convergente.

Demonstração. Ver [23] páginas 412-413.
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MolliĄers

DeĄnição 2.0.1 A sequência de molliĄers (ρn)n≥1 é uma sequência de funções em R
N

tal que

ρn ∈ C∞
c (RN), supp ρn ⊂ B(0, 1/n),

∫
ρn = 1 ρn ≥ 0 em R

N .

2.1 Espaços de Sobolev e a Formulação Variacional de Problemas de Valor

de Fronteira em Uma Dimensão

Esta Secção tem como base principal [8].

2.1.1 Motivação

Considere o seguinte problema. Dado f ∈ C([a, b]), encontre uma função u

satisfazendo





−u′′ + u = f sobre [a, b],

u(a) = u(b) = 0.
(2.1)

Uma solução clássica Ű ou forte Ű de (2.1) é uma função C2 sobre [a, b] satisfazendo (2.1)

no sentido usual. É bem sabido que (2.1) pode ser resolvido explicitamente por um simples

cálculo, mas ignoramos essa característica de modo a ilustrar o método neste exemplo

elementar.

Multiplicando (2.1) por φ ∈ C1([a, b]) e integrando por partes; obtemos

∫ b

a
u′φ′ +

∫ b

a
uφ =

∫ b

a
fφ ∀φ ∈ C1([a, b]), φ(a) = φ(b) = 0. (2.2)

Note que (2.2) faz sentido assim que u ∈ C1([a, b]) (considerando que (2.1) requer duas

derivadas em u). Além disso, de fato, se u, u′ ∈ L1([a, b]), onde u′ tem um signiĄcado

ainda a ser tornado preciso, (2.2) também faz sentido. Digamos (provisoriamente) que

uma função u ∈ C1([a, b]) que satisfaz (2.2) é uma solução fraca de (2.1).

O programa a seguir descreve as principais etapas da abordagem variacional na

teoria das equações diferenciais parciais:

Etapa A. A noção de solução fraca torna-se precisa. Isso envolve espaços de Sobolev, que

são as nossas ferramentas básicas.

Etapa B. Existência e unicidade de uma solução fraca é estabelecido por um método

variacional através do teorema de Lax-Milgram.

Etapa C. A solução fraca é provada ser de classe C2 (por exemplo): Este é um resultado

de regularidade.

Etapa D. Uma solução clássica é recuperada, mostrando que qualquer solução fraca que
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é C2 é uma solução clássica.

Para realizar a Etapa D é muito simples. De fato, suponha que u ∈ C2([a, b]), u(a) =

u(b) = 0, e que u satisfaz (2.2). Integrando (2.2) por partes obtemos

∫ b

a
(−u′′ + u− f)φ = 0 ∀φ ∈ C1([a, b]), φ(a) = φ(b) = 0

e portanto ∫ b

a
(−u′′ + u− f)φ = 0 ∀φ ∈ C1

c ((a, b)).

Segue que −u′′ + u = f q.t.p. sobre (a, b) e, portanto, em toda parte sobre [a, b], desde

que u ∈ C2([a, b]).

2.2 O Espaços de Sobolev W 1,p(I)

Seja I = (a, b) um intervalo aberto, possivelmente ilimitado, e seja p ∈ R com

1 ≤ p ≤ ∞.

DeĄnição. O Espaços de Sobolev W 1,p(I) é deĄnido como sendo

W 1,p(I) =
{
u ∈ Lp(I); ∃g ∈ Lp(I) tal que

∫

I
uφ′ = −

∫

I
gφ ∀φ ∈ C1

c (I)
}
.

DeĄnimos

H1(I) = W 1,2(I).

Para u ∈ W 1,p(I) denotamos u′ = g.

Observação 1 Na deĄnição de W 1,p chamamos φ uma função de teste. Poderíamos

igualmente ter usado C∞
c (I) como a classe de funções de teste porque se φ ∈ C1

c (I), então

ρn ⋆ φ ∈ C∞
c (I) para n suĄcientemente grande e ρn ⋆ φ −→ φ ∈ C1 (é claro, φ é estendido

para 0 fora de I), onde (ρn) denota a sequência de molliĄers.

Observação 2 É claro que se u ∈ C1(I) ∩ Lp(I) e se u′ ∈ Lp(I) (aqui u′ é a derivada

usual de u) então u ∈ W 1,p(I). Além disso, a derivada usual de u coincide com sua

derivada no espaço W 1,p no sentido de que a notação seja consistente! Em particular, se I

é limitado, C1(I) ⊂ W 1,p(I) para qualquer 1 ≤ p ≤ ∞.

Observação 3 Para deĄnir W 1,p pode-se usar também a linguagem das distribuições.

Todas as funções u ∈ Lp(I) admitem uma derivada no sentido de distribuições; essa

derivada é um elemento do enorme espaço de distribuições D′(I). dizemos que u ∈ W 1,p

se esta derivada distributiva estiver em Lp, que é um subespaço de D′(I). Quando I = R
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e p = 2, os espaços de Sobolev também podem ser deĄnidos usando a transformada de

Fourier.

Notação. O espaço W 1,p está equipado com a norma

∥u∥W 1,p = ∥u∥Lp + ∥u′∥Lp

ou às vezes, se 1 < p < ∞, com a norma equivalente (∥u∥p
Lp + ∥u′∥p

Lp)1/p. O espaço H1

está equipado com o produto escalar

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 =
∫ b

a
(uv + u′v′)

e com a norma associada ∥u∥H1 = (∥u∥2
L2 + ∥u′∥2

L2)1/2.

Proposição 3 O espaço W 1,p é um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞. É reĆexivo para

1 < p < ∞ e separável para 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço H1 é um espaço de Hilbert separável.

Demonstração:

(a) Seja (un) uma sequência de Cauchy em W 1,p; então (un) e (u′
n) são sequências de

Cauchy em Lp. Segue que (un) converge para algum limite u em Lp e (u′
n) converge

para algum limite g em Lp. Temos
∫

I
unφ

′ = −
∫

I
u′

nφ ∀φ ∈ C1
c (I),

e passando o limite ∫

I
uφ′ = −

∫

I
gφ ∀φ ∈ C1

c (I).

Assim, u ∈ W 1,p, u′ = g, e ♣♣un −u♣♣W 1,p → 0. □

(b) W 1,p é reĆexivo para 1 < p < ∞. Claramente, o espaço produto E =Lp(I) × Lp(I) é

reĆexivo. O operador T : W 1,p → E deĄnido por Tu = [u, u′] é uma isometria de

W 1,p em E. Como W 1,p é um espaço de Banach, T (W 1,p) é um subespaço fechado

de E. Segue-se que T (W 1,p) é reĆexivo. Consequentemente W 1,p é também reĆexivo.

□

(c) W 1,p é separável para 1 ≤ p < ∞. De fato, o espaço produto E =Lp(I) × Lp(I) é

separável. Assim, T (W 1,p) é também separável. Consequentemente W 1,p é separável.

□

Teorema 7 Seja u ∈ W 1,p(I), com 1 ≤ p ≤ ∞, e I limitado ou ilimitado; então existe

uma função ũ ∈ C(I) tal que

u = ũ q.t.p. em I

e

ũ(x) − ũ(y) =
∫ x

y
ũ(t)dt ∀x, y ∈ I.
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Na prova do Teorema 7, usaremos os seguintes lemas:

Lema 2 Seja f ∈ L1
loc(I) tal que

∫

I
fφ′ = 0 ∀φ ∈ C1

c (I). (2.3)

Então existe uma constante C tal que f = C q.t.p. em I.

Demonstração: Fixe uma função ψ ∈ Cc(I) tal que
∫

I
ψ = 1. Para qualquer função

w ∈ Cc(I) existe φ ∈ C1
c (I) tal que

φ′ = w −
∫

I
w
)
ψ.

Com efeito, a função h = w−
∫

I
w
)
ψ é contínua, tem suporte compacto em I, e também

∫

I
h = 0. Portanto h tem uma (única) primitiva com suporte compacto em I. Deduzimos

de (2.3) que

∫

I
f

w −

∫

I
w
)
ψ
]

= 0 ∀w ∈ Cc(I),

isto é, ∫

I


f −

∫

I
fψ
)]
w = 0 ∀w ∈ Cc(I),

e portanto f−
∫

I
fψ
)

= 0 q.t.p em I, isto é, f = C q.t.p em I com C =
∫

I
fψ. □

Lema 3 Seja g ∈ L1
loc(I) para y0 Ąxado em I, deĄna

v(x) =
∫ x

y0

g(t)dt, x ∈ I.

Então v ∈ C(I) e ∫

I
vφ′ = −

∫

I
gφ ∀φ ∈ C1

c (I).

Demonstração: Temos
∫

I
vφ′ =

∫

I

∫ x

y0

g(t)dt
]
φ′(x)dx

= −
∫ y0

a
dx
∫ y0

x
g(t)φ′(x)dt+

∫ b

y0

dx
∫ x

y0

g(t)φ′(x)dt.

Pelo teorema de Fubini,

∫

I
vφ′ = −

∫ y0

a
g(t)dt

∫ t

a
φ′(x)dx+

∫ b

y0

g(t)dt
∫ b

t
φ′(x)dx

= −
∫

I
g(t)φ(t)dt.

□
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Demonstração do Teorema 7 . Fixe y0 ∈ I e deĄna ū(x) =
∫ x

y0

u′(t)dt. Pelo Lema 3 temos

∫

I
ūφ′ = −

∫

I
u′φ ∀φ ∈ C1

c (I).

Portanto
∫

I
(u − ū)φ′ = 0 ∀φ ∈ C1

c (I). Segue do Lema 2 que u − ū = C q.t.p em I. A

função ũ(x) = ū(x)+C tem as propriedades desejadas. □

Observação 4 O Lema 3 mostra que a primitiva v de uma função g ∈ Lp pertence a

W 1,p desde que também saibamos que v ∈ Lp, que é sempre o caso quando I é limitado.

Proposição 4 Seja u ∈ Lp com 1 < p ≤ ∞. As seguintes propriedades são equivalentes:

(i) u ∈ W 1,p,

(ii) existe uma constante C tal que
∣∣∣∣
∫

I
uφ′

∣∣∣∣ ≤ C♣♣φ♣♣Lp′ (I) ∀φ ∈ C1
c (I).

Além disso, podemos tomar C = ♣♣u′♣♣Lp(I) em (ii).

Demonstração: Ver [8] página 206.

Proposição 5 Uma função u ∈ L∞(I) pertence a W 1,∞(I) se, e somente se, existe uma

constante C tal que

♣u(x) − u(y)♣ ≤ C♣x− y♣ em q.t.p. ∀x, y ∈ I.

Demonstração: Se u ∈ W 1,∞(I) podemos aplicar o Teorema 7 para deduzir que

♣u(x) − u(y)♣ ≤ ♣♣u′♣♣L∞ ♣x− y♣ em q.t.p. ∀x, y ∈ I.

Por outro lado, seja φ ∈ C1
c (I). Para h ∈ R, com ♣h♣ suĄcientemente pequeno, temos

∫

I
[u(x+ h) − u(x)]φ(x)dx =

∫

I
u(x)[φ(x− h) − φ(x)]dx

(essas integrais fazem sentido para h pequeno, já que φ é suportado em um subconjunto

compacto de I). Usando a hipótese de u obtemos
∣∣∣∣
∫

I
u(x)[φ(x− h) − φ(x)]dx

∣∣∣∣ ≤ C♣h♣♣♣φ♣♣L1 .

Dividindo por ♣h♣ e fazendo h → 0, obtemos
∣∣∣∣
∫

I
uφ′

∣∣∣∣ ≤ C♣♣φ♣♣L1 ∀φ ∈ C1
c (I).

Podemos agora aplicar a Proposição 4 e concluir que u ∈ W 1,∞. □

A versão Lp da Proposição 5 é a seguinte:
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Proposição 6 Seja u ∈ Lp(R) com 1 < p < ∞. As seguintes propriedades são equivalen-

tes:

(i) u ∈ W 1,p(R),

(ii) existe uma constante C tal que ∀h ∈ R,

♣♣τhu− u♣♣Lp(R) ≤ C♣h♣.

Além disso, pode-se escolher C = ♣♣u′♣♣Lp(R) em (ii).

Lembre-se que (τhu)(x) = u(x+ h).

Demonstração:

(i) ⇒ (ii). (Essa implicação também é válida quando p = 1.) Pelo Teorema 7 temos,

para qualquer x e h em R,

u(x+ h) − u(x) =
∫ x+h

x
u′(t)dt = h

∫ 1

0
u′(x+ sh)ds.

Portanto

♣u(x+ h) − u(x)♣ ≤ ♣h♣
∫ 1

0
♣u′(x+ sh)♣ds.

Aplicando a desigualdade de Hölder, temos

♣u(x+ h) − u(x)♣p ≤ ♣h♣p
∫ 1

0
♣u′(x+ sh)♣pds.

Segue-se então que
∫

R

♣u(x+ h) − u(x)♣pdx ≤ ♣h♣p
∫

R

dx
∫ 1

0
♣u′(x+ sh)♣pds

≤ ♣h♣p
∫ 1

0
ds
∫

R

♣u′(x+ sh)♣pdx.

Mas para 0 < s < 1, ∫

R

♣u′(x+ sh)♣pdx =
∫

R

♣u′(y)♣pdy,

do qual (ii) pode ser deduzido. □

(ii) ⇒ (i). Seja φ ∈ C1
c (R). Para qualquer h ∈ R temos

∫

R

[u(x+ h) − u(x)]φ(x)dx =
∫

R

u(x)[φ(x− h) − φ(x)]dx.

Usando a desigualdade de Hölder e (ii) obtém-se
∣∣∣∣
∫

R

[u(x+ h) − u(x)]φ(x)dx
∣∣∣∣ ≤ C♣h♣♣♣φ♣♣Lp′

(R)
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e portanto ∣∣∣∣
∫

R

u(x)[φ(x− h) − φ(x)]dx
∣∣∣∣ ≤ C♣h♣♣♣φ♣♣Lp′ (R).

Dividindo por ♣h♣ e fazendo h → 0, obtemos
∣∣∣∣
∫

R

uφ′

∣∣∣∣ ≤ C♣♣φ♣♣Lp′
(R).

Podemos aplicar a Proposição 6 mais uma vez e concluir que u ∈ W 1,p(R). □

Certas operações analíticas básicas têm signiĄcado apenas para funções deĄnidas

em todo R (por exemplo, convolução e transformada de Fourier). Portanto, é útil poder

estender uma função u ∈ W 1,p(I) para uma função ū ∈ W 1,p(R). O seguinte resultado

aborda este ponto.

Teorema 8 (operador de extensão). Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Existe um operador linear

limitado P : W 1,p(I) → W 1,p(R), chamado de operador de extensão, satisfazendo as

seguintes propriedades:

(i) Pu♣I = u ∀u ∈ W 1,p(I),

(ii) ♣♣Pu♣♣Lp(R) ≤ C♣♣u♣♣Lp(I) ∀u ∈ W 1,p(I),

(ii) ♣♣Pu♣♣W 1,p(R) ≤ C♣♣u♣♣W 1,p(I) ∀u ∈ W 1,p(I),

onde C depende apenas de ♣I♣ ≤ ∞.

Demonstração: Ver [8] página 211.

Teorema 9 (densidade). Seja u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p < ∞. Então existe uma sequência

(un) ∈ C∞
c (R) tal que un♣I → u ∈ W 1,p(I).

Observação 5 Em geral, não existe sequência (un) ∈ C∞
c (I) tal que un → u ∈ W 1,p(I).

Isso é uma contradição com os espaços Lp : lembre-se que para cada função u ∈ Lp(I)

existe uma sequência (un) ∈ C∞
c (I) tal que un → u ∈ Lp(I).

Demonstração: Podemos supor sempre que I = R; caso contrário, estenda u para uma

função em W 1,p(R) pelo Teorema 8. Usamos as técnicas básicas de convolução (que tornam

as funções C∞) e cut-off (que tornam seu suporte compacto).

(a) Convolução.

Precisamos do seguinte lema
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Lema 4 Seja ρ ∈ L1(R) e v ∈ W 1,p(R) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então ρ ⋆ v ∈ W 1,p(R) e

(ρ ⋆ v)′ = ρ ⋆ v′.

Demonstração: Ver [8] páginas 211-212.

(b) Cut-off.

Fixe uma função ζ ∈ C∞
c (R) tal que 0 ≤ ζ ≤ 1 e

ζ(x) =





1 se ♣x♣ < 1,

0 se ♣x♣ ≥ 2.

DeĄna a sequência

ζn(x) = ζ(x/n) para n = 1, 2, · · · (2.4)

Segue-se facilmente do teorema da convergência dominada que se uma função f per-

tence a Lp(R) com 1 ≤ p < ∞, então ζnf → f ∈ Lp(R). □

(c) Conclusão.

Escolha uma sequência de molliĄers (ρn). AĄrmamos que a sequência un = ζn(ρn ⋆ u)

converge para u ∈ W 1,p(R). Primeiro, temos ♣♣un − u♣♣p → 0. De fato, escreva

un − u = ζn((ρn ⋆ u) − u) + (ζnu− u)

e assim

♣♣un − u♣♣p ≤ ♣♣ρn ⋆ u− u♣♣p + ♣♣ζnu− u♣♣p → 0.

Agora, pelo Lema 4, temos

u′
n = ζ ′

n(ρn ⋆ u) + ζn(ρn ⋆ u
′).

Portanto

♣♣u′
n − u′♣♣p ≤ ♣♣ζ ′

n(ρn ⋆ u)♣♣p + ♣♣ζn(ρn ⋆ u
′) − u′♣♣p

≤ C

n
♣♣u♣♣p + ♣♣ρn ⋆ u

′ − u′♣♣p + ♣♣ζnu
′ − u′♣♣p → 0,

onde C = ♣♣ζ ′♣♣∞. □

O próximo resultado é um protótipo importante de uma desigualdade de Sobolev

(também chamado de imersão de Sobolev).
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Teorema 10 Existe uma constante C (dependendo apenas de ♣I♣ ≤ ∞) tal que

♣♣u♣♣L∞(I) ≤ C♣♣u♣♣W 1,p(I) ∀u ∈ W 1,p(I), ∀ 1 ≤ p ≤ ∞. (2.5)

Em outras palavras, W 1,p(I) ⊂ L∞(I) com injeção contínua para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Além disso, se I é limitado então

a injeção W 1,p(I) ⊂ C(I) é compacta para todo 1 < p ≤ ∞, (2.6)

a injeção W 1,1(I) ⊂ Lq(I) é compacta para todo 1 ≤ q < ∞. (2.7)

Demonstração: Começamos por provar (2.5) para I = R; o caso geral então decorre

disso pelo teorema de extensão (Teorema 8). Seja v ∈ C1
c (R); se 1 ≤ p < ∞ deĄna

G(s) = ♣s♣p−1s. A função w = G(v) pertence a C1
c (R) e

w′ = G′(v)v′ = p♣v♣p−1v′.

Assim, para x ∈ R, temos

G(v(x)) =
∫ x

−∞
p♣v(t)♣p−1v′(t)dt,

e pela desigualdade de Hölder

♣v(x)♣p ≤ p♣♣v♣♣p−1
p ♣♣v′♣♣p,

de onde concluímos que

♣♣v♣♣∞ ≤ C♣♣v♣♣W 1,p ∀v ∈ C1
c (R), (2.8)

onde C é uma constante universal (independente de p).

Argumentando agora por densidade. Seja u ∈ W 1,p(R); existe uma sequência

(un) ⊂ C1
c (R) tal que un → u ∈ W 1,p(R) (pelo Teorema 9). Aplicando (2.8), vemos que

(un) é uma sequência de Cauchy em L∞(R). Portanto un → u ∈ L∞(R) e obtemos (2.5).

□

Demonstração de (2.6): Seja H a bola unitária em W 1,p(I) com 1 < p ≤ ∞. Para

u ∈ H temos

♣u(x) − u(y)♣ =
∣∣∣∣
∫ x

y
u′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ♣♣u′♣♣p♣x− y♣1/p′ ≤ ♣x− y♣1/p′ ∀x, y ∈ I.

Segue-se então do teorema de Ascoli-Arzelà que H tem um fecho compacto em C(Ī). □

Demonstração de (2.7): Ver [8] páginas 213-214.
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Observação 6 Seja I um intervalo limitado, seja 1 ≤ p ≤ ∞, e seja 1 ≤ q ≤ ∞. Do

Teorema 7 e (2.5) pode-se mostrar facilmente que a norma

♣♣♣u♣♣♣ = ♣♣u′♣♣p + ♣♣u♣♣q

é equivalente à norma de W 1,p(I).

Observação 7 Seja I um intervalo ilimitado. Se u ∈ W 1,p(I), então u ∈ Lq(I) para todo

q ∈ [p,∞], desde que ∫

I
♣u♣q ≤ ♣♣u♣♣q−p

∞ ♣♣u♣♣pp.

Mas em geral u /∈ Lq(I) para q ∈ [1, p).

Corolário 2 Suponha que I seja um intervalo ilimitado e u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p < ∞.

Então

lim
x∈I

♣x♣→∞

u(x) = 0. (2.9)

Demonstração: Do Teorema 9 existe uma sequência un ∈ C1
c (R) tal que un♣I →

u ∈ W 1,p(I). Segue de (2.5) que ♣♣un − u♣♣L∞(I) → 0. Deduzimos (2.9) disso. De fato,

dado ϵ > 0 escolhemos n suĄcientemente grande para que ♣♣un − u♣♣L∞(I) < ϵ. Para ♣x♣
suĄcientemente grande, un(x) = 0 (desde que un ∈ C1

c (R)) e assim ♣u(x)♣ < ϵ. □

Corolário 3 (diferenciação de um produto). Sejam u, v ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então

uv ∈ W 1,p(I)

e

(uv)′ = u′v + uv′. (2.10)

Além disso, a fórmula para integração por partes vale:
∫ x

y
u′v = u(x)v(x) − u(y)v(y) −

∫ x

y
uv′ ∀x, y ∈ Ī . (2.11)

Demonstração: Ver [8] página 215.

Corolário 4 (diferenciação de uma composição). Seja G ∈ C1(R) tal que G(0) = 0,

e Seja u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então

G ◦ u ∈ W 1,p(I) e (G ◦ u)′ = (G′ ◦ u)u′.
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Demonstração: Seja M = ♣♣u♣♣∞. Desde que G(0) = 0, existe uma constante C tal que

♣G(s)♣ ≤ C♣s♣ para todo s ∈ [−M,+M ]. Assim ♣G ◦ u♣ ≤ C♣u♣; segue que G ◦ u ∈ Lp(I).

Similarmente, (G′ ◦ u)u′ ∈ Lp(I). Resta veriĄcar que
∫

I
(G ◦ u)φ′ = −

∫

I
(G′ ◦ u)u′φ ∀φ ∈ C1

c (I). (2.12)

Suponha primeiro que 1 ≤ p < ∞. Então existe uma sequência (un) de C1
c (R) tal

que un♣I → u ∈ W 1,p(I) e também em L∞(I). Assim (G ◦ un)♣I → G ◦ u ∈ L∞(I) e

(G′ ◦ un)u′
n♣I → (G′ ◦ u)u′ ∈ Lp(I). Claramente (pelas regras padrão para funções C1)

temos ∫

I
(G ◦ un)φ′ = −

∫

I
(G′ ◦ un)u′

nφ ∀φ ∈ C1
c (I),

do qual deduzimos (2.12). Para o caso p = ∞ proceda da mesma maneira que na prova do

Corolário 3. □

2.3 Os Espaços de Sobolev Wm,p

DeĄnição 2.3.1 Dado um número inteiro m ≥ 2 e um número 1 ≤ p ≤ ∞ deĄnimos por

indução o espaço

Wm,p(I) = u ∈ Wm−1,p(I); u′ ∈ Wm−1,p(I).

deĄnimos também

Hm(I) = Wm,2(I).

É facilmente mostrado que u ∈ Wm,p(I) se, e somente se, existemm funções g1, g2, · · · , gm ∈
Lp(I) tais que

∫

I
uDjφ = (−1)j

∫

I
gjφ ∀φ ∈ C∞

c (I), ∀j = 1, 2, · · · ,m,

onde Djφ denota a j-ésima derivada de φ. Quando u ∈ Wm,p(I) podemos assim considerar

as derivadas sucessivas de u : u′ = g1, (u′)′ = g2, · · · , até a ordem m. Denotadas por

Du, D2u, · · · , Dmu. O espaço Wm,p(I) está munido com a norma

♣♣u♣♣W m,p = ♣♣u♣♣p +
m∑

α=1

♣♣Dαu♣♣p,

e o espaço Hm(I) está munido com o produto escalar

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑

α=1

(Dαu,Dαv)L2 =
∫

I
uv +

m∑

α=1

∫

I
DαuDαv.

Pode-se mostrar que a norma ♣♣ ♣♣W m,p é equivalente à norma

♣♣♣u♣♣♣ = ♣♣u♣♣p + ♣♣Dmu♣♣p.
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2.4 O Espaço W 1,p
0

DeĄnição 2.4.1 Dado 1 ≤ p < ∞, denotamos por W 1,p
0 (I) o fecho de C1

c (I) em W 1,p(I).

DeĄnimos

H1
0 (I) = W 1,2

0 (I).

O espaço W 1,p
0 (I) está munido com a norma de W 1,p(I), e o espaço H1

0 é munido com o

produto escalar de H1.

O espaço W 1,p
0 é um espaço de Banach separável. Além disso, é reĆexivo para

p > 1.

O espaço H1
0 é um espaço de Hilbert separável.

Observação 8 Quando I = R sabemos que C1
c (R) é denso em W 1,p(R) (veja Teorema 9)

e portanto W 1,p
0 (R) = W 1,p(R).

Teorema 11 Seja u ∈ W 1,p(I). Então u ∈ W 1,p
0 (I) se, e somente se, u = 0 sobre ∂I.

Demonstração: Se u ∈ W 1,p
0 , existe uma sequência (un) ∈ C1

c (I) tal que un → u ∈ W 1,p(I).

Portanto un → u uniformemente sobre I e como consequência u = 0 sobre ∂I.

Reciprocamente, seja u ∈ W 1,p(I) tal que u = 0 sobre ∂I. Fixe uma função

G ∈ C1(R) tal que

G(t) =





0 se ♣t♣ ≤ 1,

t se ♣t♣ ≥ 2,

e

♣G(t)♣ ≤ ♣t♣ ∀t ∈ R.

DeĄna un = (1/n)G(nu) de modo que un ∈ W 1,p(I) (pelo corolário 4). Por outro lado,

supp un ⊂ ¶x ∈ I; ♣u(x)♣ ≥ 1/n♢ ,

e assim supp un está em um subconjunto compacto de I (usando o fato de que u = 0 sobre

∂I e u(x) → 0 quando ♣x♣ → ∞, x ∈ I). Portanto un ∈ W 1,p
0 (I). Finalmente, veriĄca-

se facilmente que un → u ∈ W 1,p(I) pelo teorema da convergência dominada. Assim

u ∈ W 1,p
0 (I). □

Observação 9 Mencionemos duas outras caracterizações de funções W 1,p
0 :
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(i) Seja 1 ≤ p < ∞ e seja u ∈ Lp(I). DeĄna u por

u(x) =




u(x) se x ∈ I,

0 se x ∈ R\I.

Então u ∈ W 1,p
0 (I) se, e somente se, u ∈ W 1,p(R).

(ii) Seja 1 < p < ∞ e seja u ∈ Lp(I). Então u ∈ W 1,p
0 (I) se, e somente se, existe uma

constante C tal que
∣∣∣∣
∫

I
uφ′

∣∣∣∣ ≤ C♣♣φ♣♣Lp′
(I) ∀φ ∈ C1

c (R).

Proposição 7 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que I é um intervalo limitado.

Então existe uma constante C (Dependendo ♣I♣ < ∞) tal que

♣♣u♣♣W 1,p(I) ≤ C♣♣u′♣♣Lp(I) ∀u ∈ W 1,p
0 (I). (2.13)

Em outras palavras, em W 1,p
0 , a quantidade ♣♣u′♣♣Lp(I) é uma norma equivalente à norma

W 1,p.

Demonstração: Seja u ∈ W 1,p
0 (com I = (a, b)). Como u(a) = 0, temos

♣u(x) = ♣u(x) − u(a)♣ =
∣∣∣∣
∫ x

a
u′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ♣♣u′♣♣L1 .

Assim, ♣♣u♣♣L∞(I) ≤ ♣♣u′♣♣L1 e (2.13) segue-se então pela desigualdade de Hölder.

Observação 10 Se I é limitado, a expressão (u′, v′)L2 =
∫
u′v′ deĄne um produto escalar

em H1
0 e a norma associada, isto é, ♣♣u′♣♣L2 , é equivalente à norma H1.

Observação 11 Dado um número inteiro m ≥ 2 e um número real 1 ≤ p < ∞, o espaço

Wm,p
0 (I) é deĄnido como o fecho de Cm

c (I) em Wm,p(I). Um deles mostra que

Wm,p
0 (I) =

{
u ∈ Wm,p(I); u = Du = · · · = Dm−1u = 0 sobre ∂I

}
.

É essencial notar a distinção entre

W 2,p
0 (I) =

{
u ∈ W 2,p(I); u = Du = 0 sobre ∂I

}

e

W 2,p(I) ∩W 1,p
0 (I) =

{
u ∈ W 2,p(I); u = 0 sobre ∂I

}
.

Uma vez que estamos interessados em soluções radiais, consideramos a formulação

radial do problema (1.1), onde N ≥ 3. Sob uma mudança adequada de vriáveis, o problema
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(1.1) pode ser transformado em uma EDO com condição de fronteira mista.

A seguir, denotamos fλ : RN\B1 −→ R por fλ(♣x♣, u) = λa(♣x♣)♣u♣q−1u+b(♣x♣)♣u♣p−1u.

Se u for uma solução radial do problema (1.1), isto é, se r := ♣x♣ e u(x) = u(♣x♣) = u(r),

então o laplaciano é dado por

∆u =
d2u

dr2
+
N − 1
r

du

dr
.

De fato, como

r = ♣x♣ = (x2
1 + · · · + x2

N)1/2,

temos
∂r

∂xi

=
1
2

2xi

(x2
1 + · · · + x2

N)1/2
=
xi

r
.

Logo,
∂u

∂xi

=
∂u

∂r

∂r

∂xi

=
du

dr

xi

r

e
∂2u

∂x2
i

=
d2u

dr2

xi

r

xi

r
+
du

dr


r − x2

i

r

r2


 =

d2u

dr2

x2
i

r2
+
du

dr

(
1
r

− x2
i

r3

)
,

donde

N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

=
d2u

dr2

N∑

i=1

x2
i

r2
+
du

dr

N∑

i=1

(
1
r

− x2
i

r3

)
=
d2u

dr2
+
du

dr


N

r
− 1
r

)
=
d2u

dr2
+
N − 1
r

du

dr
.

Logo, se u = u(r) é uma função radial harmônica, ela satisfaz a equação diferencial

ordinária de segunda ordem

u′′(r) +
N − 1
r

u′(r) = 0.

Então u veriĄca




−u′′ − N−1
r
u′ + ru′ = fλ(r, u) em (1,∞),

u(1) = 0, lim
r→∞

u′(r) = 0,

o que leva a





−
(
rN−1u′

)′
+ rNu′ = rN−1fλ(r, u) em (1,∞),

u(1) = 0, lim
r→∞

u′(r) = 0.

Agora ponhamos

u(r) := z(s),

onde
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s =
r2−N

N − 2
. (2.14)

Desta forma, obtemos o seguinte problema equivalente ao problema acima





−z′′ − rNz′ = r2(N−1)fλ(r(s), z(s)) em


0,
1

N − 2

)
,

z
 1
N − 2

)
= 0, lim

s→0+
z′(s) = 0.

Pode-se supor, sem perda de generalidade, que a função z satisfaz z′(0) = 0.

Agora, observe que

− (µ(s)z′(s))′ = −µ(s)z′′(s) − µ′(s)z′(s) = −µ(s)z′′(s) − µ(s)rN(s)z′(s)

se, e somente se,

µ(s)rN = µ′(s).

logo,

µ′(s)
µ(s)

= [(N − 2)s]
N

2−N ,

isso implica

ln ♣µ(s)♣ = −(N − 2)− 2
N−2

2
s− 2

N−2 + C.

Assim, ao escolher

µ(s) := e
−

(N − 2)
−2

N−2

2
s

− 2
N−2

, (2.15)

obtemos

− (µ(s)z′(s))′ = µ(s)r(s)2(N−1)fλ(r(s), z(s)) para todo s ∈


0,
1

N − 2

)
. (2.16)

Portanto, se u é uma função radial, concluímos que u é uma solução do problema (1.1) se,

e somente se, a função auxiliar z é uma solução para o seguinte problema





− (µ(s)z′(s))′ = µ(s)r(s)2(N−1)fλ(r(s), z(s)) em


0,
1

N − 2

)
,

z
 1
N − 2

)
= 0, z′(0) = 0.

(2.17)
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Ao integrar a equação (2.16), obtemos

−µ(t)z′(t) =
∫ t

0
µ(s)r(s)2(N−1)fλ(r(s), z(s))ds para todo t ∈


0,

1
N − 2

)
,

desse modo

−z′(t) =
1
µ(t)

∫ t

0
µ(s)r(s)2(N−1)fλ(r(s), z(s))ds.

Por conveniência, denotamos



α(s) :=

1
µ(s)

, β(s) := µ(s)r(s)2(N−1), f̃λ(s, z(s)) = fλ(r(s), z(s))

ã(s) = a(r(s)), e b̃(s) = b(r(s)),

onde r(s) é dado por (2.14).

(2.18)

2.5 Estrutura variacional

Considere o espaço de Lebesgue com peso

Lp((0, L);ϑ) :=

{
w mensurável :

∫ L

0
♣w♣pϑ(s)ds < +∞

}
,

dotado da norma

∥w∥Lp((0,L);ϑ) =

(∫ L

0
♣w♣pϑ(s)ds

) 1
p

,

onde a função ϑ > 0 será deĄnida posteriormente.

Denotamos o espaço de Sobolev W 1,2((0, L);µ) como o espaço das funções w em

L2((0, L);µ) tal que, para cada múlti-índice α = (α1, α2, · · · , αN) com ordem ♣α♣ ⩽ 1,

existe uma função vα ∈ L2((0, L);µ) (a derivada fraca de w ) satisfazendo

∫ L

0
φ(s)vα(s)ds = (−1)♣α♣

∫ L

0
w(s)Dαφ(s)ds para todo φ ∈ C∞

0 ((0, L)).

Observe que o problema (2.17) é um problema de condições de fronteira mista

de Dirichlet e Neumann. A formulação variacional para este problema é permitir que

Y ((0, L);µ) = ¶w ∈ W 1,2((0, L);µ) : w(L) = 0♢ seja um subespaço de W 1,2((0, L);µ) e

∫ L

0
z′(s)v′(s)µ(s)ds =

∫ L

0
β(s)f̃λ(s, z(s))v(s)ds para todo v ∈ Y ((0, L);µ).
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É fácil de ver que o espaço Y ((0, L);µ) munido da norma

∥w∥Y ((0,L);µ) =

(∫ L

0
♣w′♣2 µ(s)ds

) 1
2

é um espaço de Sobolev.

Lema 5 Seja w ∈ Y ((0, L);µ), onde µ é dado em (2.15), então para s ∈ (0, L) temos que

♣w(s)♣ ≤ L
1
2µ− 1

2 (s)∥w∥Y ((0,L);µ). (2.19)

Demonstração: Sejam w ∈ Y ((0, L);µ) e s ∈ (0, L), então

♣w(s)♣ =

∣∣∣∣∣−
∫ L

s
w′(t)dt

∣∣∣∣∣

≤
(∫ L

0
♣w′(t)♣2 µ(t)dt

) 1
2
(∫ L

s
µ(t)−1dt

) 1
2

≤ L1/2µ−1/2(s)∥w∥Y ((0,L);µ).

□

Teorema 12 A imersão Y ((0, L);µ) →֒ Lτ ((0, L);ϑ) é compacta para τ ∈ (0, 2], onde

ϑ(s) = β(s)c(s) e c é uma função mensurável não-negativa tal que

∫ L

0

∣∣∣∣s
2(N−1)

2−N c(s)
∣∣∣∣ ds < ∞.

Demonstração: Seja ¶wn♢ ⊂ Y ((0, L);µ) uma sequência limitada. Então, passando a uma

subsequência, se necessário, podemos assumir que

wn ⇀ w fracamente em Y ((0, L);µ) e pontualmente (pois Y é reĆexivo).

Note que

lim
x→∞

∫ L

0
♣wn(s)♣τ ϑ(s)ds =

∫ L

0
♣w(s)♣τϑ(s)ds. (2.20)

De fato, pelo Lema 5, para s ∈ (0, L) temos

♣wn(s)♣τ ϑ(s) ⩽ Lτ/2µ
2−τ

2 (s)[(N − 2)s]
2(N−1)

2−N c(s)∥w∥τ
Y ((0,L);µ). (2.21)

DeĄna

h(s) := Lτ/2µ
2−τ

2 (L)[(N − 2)s]
2(N−1)

2−N c(s)∥w∥τ
Y ((0,L);µ).
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Uma vez que

∫ L

0
♣h(s)♣ds ⩽ Cc∥w∥τ

Y ((0,L);µ), (2.22)

(onde a constante C depende da função c) e h(s) ⩾ ♣wn(s)♣τ ϑ(s), pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue obtemos (2.20). Agora, pelo Lema de Brezis-Lieb 1

temos

lim
x→∞

∥wn − w∥Lτ ((0,L);ϑ) = 0.

□
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3 PROBLEMA DE AUTOVALOR ENVOLVENDO O OPERADOR

ORNSTEIN-UHLENBECK EM DOMÍNIOS EXTERIORES

3.1 Prova do Teorema 1

Considere o problema





− (µ(s)z′)′ = λβ(s)ã(s)z em (0, L),

z′(0) = z(L) = 0.
(3.1)

Um número real λ ∈ R é dito ser um autovalor do problema (3.1) se, e somente se, existe

z ∈ Y ((0, L);µ)\¶0♢ tal que

∫ L

0
µ(s)z′ψ′ds = λ

∫ L

0
β(s)ã(s)zψds (3.2)

para todo ψ ∈ Y ((0, L);µ). Neste caso, z é chamado de autofunção associada ao λ.

Lema 6 Existe o menor (o primeiro) autovalor λ1 > 0 e pelo menos uma autofunção

correspondente z1 > 0 q.t.p em (0, L) do problema de autovalor (3.1).

Demonstração: Vamos deĄnir Φ e J : Y ((0, L);µ) → R, funcionais de classe C1

deĄnidos, respectivamente, por

Φ(u) :=
∫ L

0
µ(s) ♣u′♣2 ds e J(u) :=

∫ L

0
β(s)ã(s)♣u♣2ds.

Desse modo, um valor real λ é um autovalor do problema (3.1) se existe u ∈ Y ((0, L);µ)\¶0♢
tal que

Φ′(u) = λJ ′(u).

Ponhamos

M := ¶u ∈ W : J(u) = 1♢
e

λ1 = inf
u∈M

Φ(u).

Seja (un) uma sequência de minimização para λ1 dado por

J (un) = 1 e Φ (un) = λ1 + δn, com δn → 0+ quando n → ∞. (3.3)

De (3.3), segue-se que ∥un∥Y ((0,L);µ) < c, com c > 0 independente de n. Então passando a

uma subsequência, se necessário, podemos assumir que
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un ⇀ z1 fracamente em Y ((0, L);µ) e pontualmente

para algum z1 ∈ Y ((0, L);µ). Segue-se pelo Teorema 12 e o Lema de Brezis-Lieb 1 que

1 = lim
n→∞

∫ L

0
β(s)ã(s) ♣un♣2 ds =

∫ L

0
β(s)ã(s) ♣z1♣2 ds.

Note que z1 ̸= 0. Desde que un ⇀ z1 fracamente em Y ((0, L);µ), temos

λ1 ≤
∫ L

0
µ(s) ♣z′

1♣2 ds = ∥z1∥2
Y ((0,L);µ) ≤ lim inf

n→∞
∥un∥2

Y ((0,L);µ)

= lim inf
n→∞

(λ1 + δn) = λ1. (3.4)

Logo, Φ (z1) = λ1. É equivalente a dizer que

λ1 = inf
u∈Y ((0,L);µ)\¶0♢

R(u),

onde R é o quociente de Rayleigh dado por

R(u) =

∫ L

0
µ(s) ♣u′♣2 ds

∫ L

0
β(s)ã(s)♣u♣2ds

.

Para cada ϕ ∈ Y ((0, L);µ) ∩ C∞(0, L), usando o Teorema da Convergência Dominada

pode-se veriĄcar que R admite a derivada direcional ao longo de ϕ. Assim, obtemos

d

dt
R (z1 + tϕ)

∣∣∣∣∣
t=0

= 0.

Portanto

∫ L

0
µ(s)z′

1ϕ
′ds = λ1

∫ L

0
β(s)ã(s)z1ϕds,

para todo ϕ ∈ Y ((0, L);µ) ∩ C∞(0, L). Agora usamos a densidade para concluir que

∫ L

0
µ(s)z′

1v
′ds = λ1

∫ L

0
β(s)ã(s)z1vds para todo v ∈ Y ((0, L);µ). (3.5)

Note que λ1 > 0. Além disso, usando argumentos padrão, podemos provar a simpli-

cidade do primeiro autovalor (veja [12]). Uma vez que z1 é uma autofunção correspondente

para λ1, então ♣z1♣ é também uma autofunção correspondente para λ1, e podemos assumir

que z1 ≥ 0 em (0, L). Além disso, (3.5) nos permite garantir que µ(s)z′
1 possui derivada

fraca em L2(0, L) e

− (µ(s)z′
1)

′ = λ1β(s)ã(s)z1.
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Assim, z′
1 é contínuo. Finalmente, a igualdade

µz′′
1 = −µ′z1 + λ1β(s)ã(s)z1,

mostra que z1 é de Classe C2. Agora, uma vez que z1 satisfaz

z′
1(t) = − λ1

µ(t)

∫ t

0
β(s)ã(s)z1(s)ds,

e z1 ≥ 0, obtemos que z1 > 0 em (0, L). □

A seguir, provamos a existência de uma sequência inĄnita de autovalores.

Lema 7 O problema (3.1) admite uma sequência de autovalores positivos indo para ∞.

Demonstração: Para cada n ∈ N, usando as mesmas idéias do Lema 6 obtemos zn ∈ M

tal que

λn = Φ (zn) = inf
z∈M:z⊥Wn−1

Φ(z),

onde W0 = ¶0♢,Wn−1 = span ¶z1, z2, · · · , zn−1♢. É fácil de ver que ¶z ∈ M : z ⊥ Wn−1♢ ≠

0, para cada n. Agora, pelo mesmo argumento usado anteriormente, vemos que

∫ L

0
µ(s)z′

nv
′ds = λn

∫ L

0
β(s)ã(s)znvds para todo v ∈ W⊥

n−1.

Além disso, para i = 1, 2, · · · , n− 1 temos

0 =
∫ L

0
µ(s)z′

iz
′
nds = λi

∫ L

0
β(s)ã(s)ziznds.

Então para v ∈ Wn−1, v =
n−1∑

i=1

ξizi temos

∫ L

0
β(s)ã(s)znvds = 0,

para v ∈ Zn−1. Portanto

∫ L

0
µ(s)z′

nv
′ds = λn

∫ L

0
β(s)ã(s)znvds para todo v ∈ Y ((0, L);µ).

Assim, obtemos um conjunto ortogonal inĄnito ¶zn♢ de autofunções de (3.1) em M. A

seguir, mostramos que a sequência ¶λn♢ é ilimitada. Agora, deĄnindo vn =
zn√
λn

vemos

que ¶vn♢ é uma sequência ortonormal em Y ((0, L);µ) e, portanto, vn ⇀ 0.

Uma vez que

λ−1
n =

∫ L

0
β(s)ã(s) ♣zn♣2 ds,
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usamos o resultado de compacidade do Teorema 12 para obter

0 ≤ lim
n→∞

λ−1
n = lim

n→∞

∫ L

0
β(s)ã(s) ♣zn♣2 ds = 0.

Isto mostra que lim
n→∞

λ−1
n = 0 e, portanto, a sequência ¶λn♢ de autovalores de (3.1) é ilimi-

tada. □
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4 PROBLEMA DO TIPO CÔNCAVO - CONVEXO ENVOLVENDO O

OPERADOR ORNSTEIN-UHLENBECK

4.1 Prova do Teorema 2

Esta seção é dedicada a fornecer o resultado de existência.

4.1.1 Caso (i) 0 < q < 1 < p.

Para 0 < q < 1, seja ϕλ :
(
0, 1

N−2

]
→ R a função dada por

ϕλ(τ) :=

(1 − q)λ


Gã

 1
N − 2

)
−Gã(τ)

)] 1
1−q

(4.1)

onde

Gã(τ) =
∫ τ

0
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s)ds

)
dt,

com α e β deĄnidos em (2.18). Note que Gã(τ) é crescente em
(
0, 1

N−2

]
,

Gã(τ) ≤
∫ τ

0

∫ t

0
ã(s)[(N − 2)s]

2(N−1)
2−N dsdt,

(em particular Gã(0) = 0) e G′
ã(τ) = α(t)

∫ τ

0
ã(s)β(s)ds. Sabemos que ϕλ(τ) é decrescente,

ϕλ

(
1

N−2

)
= 0 e satisfaz a seguinte equação integral

ϕλ(τ) = λ
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s)ds

)
ϕq

λ(t)dt. (4.2)

Agora, deĄna o operador T : C → C, onde

C :=
{
g ∈ C


0,

1
N − 2

]
; [0,∞)

)
: g é decrescente e g

 1
N − 2

)
= 0 = g′(0)

}

por

(T z)(τ) :=
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

]
ds
)
dt.

Observe que dado z ∈ C, T z satisfaz

T z ≥ 0

e

(T z)
 1
N − 2

)
= 0.
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Além disso,

(T z)′(τ) = −α(τ)
∫ τ

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

]
ds ≤ 0

e

(T z)′(τ) → 0 quando τ → 0+.

Assim, se z ∈ C então T z ∈ C.

Agora, considere o conjunto

M :=
{
g ∈ C : ϕλ(τ) ≤ g(τ) ≤ λ

}
(4.3)

comλ a ser escolhido posteriormente.

Vamos considerar as seguintes hipóteses:

A := lim
τ→0+

∫ 1
N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)(ã(s) + b̃(s))ds

)
dt < +∞ (4.4)

e

B := lim
τ→0+

ϕλ(τ) < +∞. (4.5)

Segue de (4.4) e (4.5) que podemos escolher λ > 0 pequeno o suĄciente, tal que

λp−1A ≤ 1
2
. (4.6)

Além disso, λ pode ser escolhido de forma que, λ ≤
 1

2A

) 1
p−1

e

ϕλ(τ) < λ para todo τ ∈


0,
1

N − 2

]
, (4.7)

ou equivalente,

λ <
λ1−q

(1 − q)Gã

(
1

N−2

) , (4.8)

por (4.1). Portanto, o conjunto M dado em (4.3) é bem deĄnido com esta escolha de λ e

ϕλ.

Lema 8 Se (4.4) e (4.5) ocorrem, λ e ϕλ satisfazem (4.7); então existe λ∗ tal que

T (M) ⊂ M,

para 0 < λ < λ∗, onde M é o conjunto dado em (4.3).
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Demonstração: Seja z ∈ M, então ϕλ(τ) ≤ z(τ) ≤ λ. Portanto

T (z)(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

]
ds
)
dt

≤ λλq
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s)ds

)
dt

+ λp
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)b̃(s)ds

)
dt

≤
(
λqA+ λp−1A

)
λ.

Por (4.6) podemos escolher

λ ≤
 1

2A

) 1
p−1

. (4.9)

Portanto, se

λ ≤
 1

2A

) 1
q

(4.10)

obtemos λqA+ λp−1A ≤ 1. Portanto,

(T z)(τ) ≤ λ.

Agora, como ϕλ(·) é decrescente e usando (4.6), obtemos

T (z)(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

]
ds
)
dt

≥ λ
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s)ϕλ(s)qds

)
dt

≥ λ
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s)ds

)
ϕλ(t)qdt

= ϕλ(τ).

Resumindo, obtemos (T z)
(

1
N−2

)
= 0 = (T z)′(0), (T z)′(τ) ≤ 0 e

ϕλ(τ) ≤ (T z)(τ) ≤ λ.

Portanto

T z ∈ M

para

0 < λ < λ∗ = min





 1
2A

) 1
p−1

,
 1

2A

) 1
q

,


 1

(1 − q)Gã

(
1

N−2

)




1
q




, (4.11)
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por (4.8), (4.9) e (4.10). □

Agora, vamos provar que T é um operador compacto. De fato, seja D ⊂ C limitado,

pelo teorema de Ascoli-Arzelá, é suĄciente provar que T (D) é limitado e T é equicontínuo.

Como D é limitado e as funções a, b ∈ L∞(1,∞), então para λ ≥ 0 Ąxado podemos assumir

que ∥z∥∞ ≤ M para todo z ∈ D para algum M ≥ 0. Portanto, para 0 ≤ t ≤ 1
N − 2

e

z ∈ D temos

♣(T z)(0)♣ ≤
∣∣∣∣∣

∫ 1
N−2

0
α(t)

∫ t

0
β(s)fλ(r(s), z(s))ds

)
dt

∣∣∣∣∣ (4.12)

≤ λE∥z∥q
∞ + F∥z∥p

∞

≤ λEM q + FMp,

onde fλ(♣x♣, u) = λa(♣x♣)♣u♣q−1u+ b(♣x♣)♣u♣p−1u,

E :=
∫ 1

N−2

0

∫ t

0
r(s)2(N−1)ã(s)ds

)
dt

e

F :=
∫ 1

N−2

0

∫ t

0
r(s)2(N−1)b̃(s)ds

)
dt.

Portanto T (D) é limitado.

Agora, seja ϵ > 0 dado, z ∈ D e τ1, τ2 ∈
[
0, 1

N−2

]
, com τ1 < τ2. Temos,

♣(T z) (τ1) − (T z) (τ2)♣ =
∣∣∣∣
∫ τ2

τ1

α(t)
∫ t

0
β(s)fλ(r(s), z(s))ds

)
dt

∣∣∣∣ (4.13)

≤
∫ τ2

τ1

∫ t

0
r(s)2(N−1)fλ(r(s), z(s))ds

)
dt

≤ ♣τ1 − τ2♣
∫ 1

N−2

0
r(s)2(N−1)fλ(r(s), z(s))ds

≤ ♣τ1 − τ2♣ (λE∥z∥q
∞ + F∥z∥p

∞)

≤ ♣τ1 − τ2♣ (λEM q + FMp) .

Tomando ♣τ1 − τ2♣ < δ =
ϵ

λEM q + FMp
, vemos que T é equicontínuo.

A prova de existência é feita por meio de Teorema 4 página 15. Devido ao Lema

8, podemos deĄnir T : M −→ M, onde M é dado em (4.3). Note que M é fechado

e convexo. Agora, pelo Teorema 4 página 15, obtemos a existência de um ponto Ąxo

z ∈ C
([

0, 1
N−2

]
; [0,∞)

)
de T . Isto é

z(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

(
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

)
ds
)
dt. (4.14)

Como z ∈ M, obtemos
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lim
λ→0+

∥z∥L∞(0, 1
N−2) = 0

e isso completa a prova. □

4.1.2 Caso (ii) 0 < q < 1 = p

Vamos supor que b ∈ B, 0 < q < 1 e ϕλ conforme deĄnido em (4.1).

Segue de (4.4) e (4.5) que podemos escolher λ > 0 suĄcientemente pequeno, tal que

ϕλ(τ) < λ para todo τ ∈


0,
1

N − 2

]
, (4.15)

isso é equivalente a

λ <


 1

(1 − q)Gã

(
1

N−2

)




1
q

, (4.16)

por (4.1). Portanto, o conjunto M dado em (4.3) está bem deĄnido com a escolha de λ e

ϕλ.

Lema 9 Se (4.4) e (4.5) ocorrem, λ e ϕλ satisfazendo (4.15). Então existe λ∗ tal que

T (M) ⊂ M,

para 0 < λ < λ∗, onde M é o conjunto dado em (4.3).

Demonstração: Seja z ∈ M, então ϕλ(τ) ≤ z(τ) ≤ λ. DeĄnindo

D :=
∫ 1

N−2

0
α(t)

∫ t

0
β(s)b̃(s)ds

)
dt = Gb̃

 1
N − 2

)
,

vemos que

T (z)(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

]
ds
)
dt

≤ (λqA+D)λ.

Como λ > 0, se escolhermos

λ ≤
1 −D

A

) 1
q

, (4.17)

obtemos λqA+D ≤ 1. Portanto,

(T z)(τ) ≤ λ.

Agora, como ϕλ(·) é decrescente e usando (4.1), obtemos
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T (z)(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

]
ds
)
dt

≥ ϕλ(τ).

Portanto, (T z)
(

1
N−2

)
= 0, (T z)′(τ) ≤ 0 e

ϕλ(τ) ≤ (T z)(τ) ≤ λ.

Portanto

T z ∈ M

para

0 < λ < λ∗ = min





1 −D

A

) 1
q

,


 1

(1 − q)Gã

(
1

N−2

)




1
q




. (4.18)

Novamente, pelo Teorema 4 página 15, obtemos a existência de um ponto Ąxo

z ∈ C
([

0, 1
N−2

]
; [0,∞)

)
de T . Isto é

z(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

(
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)p

)
ds
)
dt, (4.19)

e isso completa a prova de existência. Como z ∈ M, obtemos

lim
λ→0+

∥z∥L∞(0, 1
N−2) = 0

e isso completa a prova. □

4.1.3 Caso (iii) 0 < p < 1 = q

Para lidar com este caso, vamos considerar a abordagem variacional. Associado

com o problema (2.17) deĄnimos o funcional Iλ : Y ((0, L);µ) −→ R dado por

Iλ(z) =
1
2

∥z∥2
Y ((0,L);µ) − λ

2

∫ L

0
β(s)ã(s)

(
z+(s)

)2
ds− 1

p+ 1

∫ L

0
β(s)b̃(s)

(
z+(s)

)p+1
ds,

(4.20)

onde z+ = max¶0, z♢, que é C1 e cuja derivada de Fréchet para todo z, u ∈ Y ((0, L);µ), é

dada por

I ′
λ(z)v =

∫ L

0
z′(s)v′(s)µ(s)ds− λ

∫ L

0
β(s)ã(s)z+(s)v(s)ds−

∫ L

0
β(s)b̃(s)

(
z+(s)

)p
v(s)ds.

(4.21)
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Por (2.22), temos a estimativa

Iλ(u) ≥
(

1
2

− λ
Ca

q + 1

)
∥z∥2

Y ((0,L);µ) − Cb

p+ 1
∥z∥p+1

Y ((0,L);µ), para todo z ∈ Y ((0, L);µ),

e assim, Iλ é limitado por baixo e coercitivo para todo λ ∈ (0, λ∗), com λ∗ =
q + 1
2Ca

.

Pelo Teorema 12 inferimos que Iλ é sequencialmente fracamente inferior semicontínuo e

portanto, existe z0 ∈ Y ((0, L);µ) tal que

Iλ (z0) = inf
z∈Y ((0,L);µ)

Iλ(z)

(veja, por exemplo, [ [25] Teoremas 1.1, 1.2] ). Portanto z0 é um crítico de Iλ satisfazendo

∫ L

0
z′

0(s)v
′(s)µ(s)ds = λ

∫ L

0
β(s)ã(s)z+

0 (s)v(s)ds+
∫ L

0
β(s)b̃(s)

(
z+

0 (s)
)p
v(s)ds, (4.22)

para todo v ∈ Y ((0, L);µ).

Resta justiĄcar que z0 > 0. Inserindo v = −z−
0 = − max ¶0,−z0♢ em (4.22) leva a

z−
0 = 0, então z0 ≥ 0 em (0, L). Note que devido a condição 1 < p+ 1 < 2, temos que

Iλ(tz) < 0 para qualquer z ≠ 0 e t > 0 suĄcientemente pequeno. Logo, z0 ≠ 0. Finalmente,

podemos veriĄcar que o princípio do máximo forte em [ [31] Teorema 5.4.1] aplica-se no caso

da equação (4.22). Concluímos que z0 > 0 em (0, L), então z0 é uma solução (fraca) posi-

tiva do problema (2.17). □

4.2 Prova do Teorema 3

A seguir, consideraremos λ̂ ∈ (0, λ∗], a ser escolhido posteriormente. Para λ ∈ (0, λ̂],

a primeira solução uλ do problema (2.17) é dado pelo Teorema 2. Agora, segundo [15],

vamos construir uma segunda solução da forma vλ = uλ + zλ, onde zλ satisfaz





− (µ(s)w′(s))′ = µ(s)r(s)2(N−1)gλ(r(s), w(s)) em


0,
1

N − 2

)
,

z
 1
N − 2

)
= 0, z′(0) = 0,

(4.23)

onde gλ(s, t) := fλ (r(s), uλ(s) + t+) − fλ (r(s), uλ(s)). DeĄna o operador Ψ : C → C por

Ψ(z)(τ) :=
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)gλ(s, z(s))ds

)
dt.
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Observe que para z ∈ C e τ ∈
(
0, 1

N−2

)
temos

Ψ(z)(τ) =

∫ 1

N−2

τ

α(t)

{∫ t

0

β(s)

∫ 1

0

[(
qλã(s) ♣uλ(s) + lz(s)♣q−1 + pb̃(s) ♣uλ(s) + lz(s)♣p−1

)
z(s)
]

dl

)
ds

}
dt

≥

∫ 1

N−2

τ

α(t)

{∫ t

0

β(s)

∫ 1

0

[
pb̃(s) ♣uλ(s)♣p−1 z(s)

]
dl

)
ds

}
dt

=

∫ 1

N−2

τ

α(t)

∫ t

0

[
pβ(s) ♣uλ(s)♣p−1 z(s)b̃(s)

]
ds

)
dt

≥

∫ 1

N−2

τ

pα(t) ♣uλ(t)♣p−1

∫ t

0

[β(s)b̃(s)z(s)]ds

)
dt

≥

∫ 1

N−2

τ

pα(t) ♣uλ(t)♣p−1 z(t)

∫ t

0

β(s)b̃(s)ds

)
dtdt. (4.24)

DeĄnindo ϕ̃λ ∈ C1
([

0, 1
N−2

])
como

ϕ̃λ(t) = exp


−λ1+q
∫ t

0
pα(s) ♣uλ(s)♣p−1

∫ s

0
β(l)b̃(l)dl

)
ds
)

− exp

(
−λ1+q

∫ 1
N−2

0
pα(s) ♣uλ(s)♣p−1

∫ s

0
β(l)b̃(l)dl

)
ds

)

vemos que Ψ(Q) ⊂ Q, onde

Q =
{
z ∈ C : h(λ) ≥ z(t) ≥ ϕ̃λ(t) para todo t ∈


0,

1
N − 2

]}
,

com h uma função contínua que será especiĄcada posteriorimente.

Observe também que, Q é um subconjunto limitado, fechado e convexo de C.

Adicionalmente, para 0 < λ < λ∗ suĄcientemente pequeno, temos que

Ψ(z)(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)λã(s)(♣uλ(s) + z(s)♣q−1) (uλ(s) + z(s)) − uλ(s)q)ds

)
dt

+
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)b̃(s)(♣uλ(s) + z(s)♣p−1) (uλ(s) + z(s)) − uλ(s)p)ds

)
dt

=: E + F.

Vamos analisar os termos E e F . Para E, temos

E ≤ λ
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s) ((uλ(s) + z(s))q + uλ(s)q) ds

)
dt

≤ λ
∫ 1

N−2

0
α(t)

∫ t

0
β(s)ã(s) ((λ+ h(λ))q + λq) ds

)
dt

= λ ((λ+ h(λ))q + λq)Gã

 1
N − 2

)

=: λ ((λ+ h(λ))q + λq)E0, com E0 = Gã

 1
N − 2

)
.

Enquanto isso, F satisfaz
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F =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)b̃(s)p

∫ 1

0
♣uλ(s) + lz(s)♣p−1 z(s)dl

]
ds
)
dt

≤ p
∫ 1

N−2

0
α(t)

∫ t

0
r(s)2(N−1)b̃(s) (uλ(s) + z(s))p−1 z(s)ds

)
dt

≤ p(λ+ h(λ))p−1h(λ)Gb̃

 1
N − 2

)

=: (λ+ h(λ))p−1h(λ)F0, com F0 = pGb̃

 1
N − 2

)
.

4.2.1 Caso (i) 0 < q < 1 < p

Consideremos a função h : [0,∞) → [0,∞), desta forma, h satisfaz

λ ((λ+ h(λ))q+ λq)E0 ≤ h(λ)
2

e

(λ+ h(λ))p−1h(λ)F0 ≤ h(λ)
2

.

A segunda desigualdade signiĄca que (λ+h(λ))p−1F0 ≤ 1
2
, o que é possível desde que

h(0) = 0 e λ suĄcientemente pequeno. DeĄnimos a função h como a solução da igualdade

λ ((λ+ h(λ))q + λq)E0 =
h(λ)

2
. Assim, h(λ) = λh−1

1 (2λqE0), onde h1(t) =
t

(1 + t)q + 1
,

veriĄca a primeira desigualdade.

Vamos provar que Q ≠ ∅. De fato, observe que, após cálculos simples, obtemos

ϕ̃λ(t) ≤ h̃(λ) := 1 − exp


−λp+qpGb̃

 1
N − 2

))
, ∀t ∈


0,

1
N − 2

]
.

Assim, resta-nos provar que

h̃(λ) ≤ h(λ) = λh−1
1 (2λqE0)

para λ > 0 suĄcientemente pequeno. Ou seja,

h1

(
h̃(λ)
λ

)
≤ 2λqE0,

ou ainda

h̃(λ)
λ(

1 + h̃(λ)
λ

)q
+ 1

≤ 2λqE0.

AĄrmação: A desigualdade acima é válida se

1 − exp


−λp+qpGb̃

 1
N − 2

))

λ1+q
=
h̃(λ)
λ1+q

≤ 2E0, (4.25)
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para λ > 0 suĄcientemente pequeno.

De fato, pela regra de LŠHôpital, obtemos

lim
λ→0+

1 − exp


−λp+qpGb̃

 1
N − 2

))

λ1+q

= lim
λ→0+

(p+ q)λp+q−1pGb̃

(
1

N−2

)
exp


−λp+qpGb̃

 1
N − 2

))

(1 + q)λq
= 0.

Mostrando que (4.25) é verdadeira e isso implica ϕ̃λ(t) ≤ h(λ) para λ > 0 suĄcientemente

pequeno.

Assim, existe λ̂ ∈ (0, λ∗] tal que E+F ≤ h(λ) para qualquer 0 < λ ≤ λ̂ e Ψ(z) ∈ Q
para qualquer z ∈ Q. Portanto, aplicando novamente o Teorema 4 página 15 obtemos

uma solução positiva zλ de (4.23), ou seja, vλ é uma segunda solução do Problema (2.17).

Pela deĄnição de uλ e h, temos

lim
λ→0+

∥vλ∥L∞(RN \B1) = 0. □

4.2.2 Caso (ii) 0 < q < 1 = p

Como b ∈ B, temos Gb̃

(
1

N−2

)
= F0 < 1. Aqui, deĄnimos a função h como a solu-

ção da igualdade λ ((λ+ h(λ))q + λq)E0 = (1 − F0)h(λ). Assim, h(λ) = λh−1
1

(
λqE0

1 − F0

)

veriĄca E + F ≤ h. O restante do argumento segue como no Caso (i) para provar que

ϕ̃λ(t) ≤ h(λ) para λ > 0 suĄcientemente pequeno.

Desta forma, como no caso anterior, existe λ̂ ∈ (0, λ∗] tal que para qualquer

λ ∈ (0, λ̂), o Problema (2.17) tem uma segunda solução veriĄcando

lim
λ→0+

∥vλ∥L∞(RN \B1) = 0. □

4.3 Alcance de Λ

4.3.1 Demonstração da Proposição 1

Observe que o intervalo de existência no Teorema 2 é um intervalo limitado.

DeĄnindo

Λ := sup¶λ > 0 : O Problema (2.17) tem uma solução positiva ♢.

AĄrmação: λ∗ ≤ Λ < ∞. De fato, pela deĄnição, temos que λ∗ ≤ Λ. Por outro lado,

argumentando por contradição, suponha que Λ = ∞ e deĄna λ1 := λ1(δ) como o primeiro

autovalor do problema
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



− (µ(s)z′(s))′ = λ1β(s)δ(s)z(s) em


0,
1

N − 2

)
,

z
 1
N − 2

)
= 0, z′(0) = 0,

onde δ(s) := min¶ã(s), b̃(s)♢. Então, podemos escolher λ1 < λ̃ e 0 < λ grande o suĄciente

para que (2.17) tenha uma solução positiva uλ e

fλ (r(s), uλ(s)) ≥ λ̃δ(s)uλ. (4.26)

VeriĄquemos a desigualdade (4.26) para o caso (i), pois o caso (ii) é trivial. Considerando

0 < q < 1 < p, deĄna

P (t) = λtq + tp.

Vamos mostrar que existe uma constante Cλ > 0 tal que

P (t) ≥ Cλt para t > 0.

DeĄna a função Q(t) = P (t)t−1. Então Q(t) → ∞ quando t → 0+e quando t → ∞.

O valor mínimo é Q (t0) = Cλ, onde t0 > 0 é dado por

t0 =

(
λ(1 − q)
p− 1

) 1
p−q

.

Note que t0 aumenta quando λ aumenta, e a constante Cλ tem o mesmo comportamento

em relação a λ. Assim, é possível escolher λ suĄcientemente grande tal que

fλ (r(s), uλ(s)) ≥ δ(s) [λ (uλ(s))q + (uλ(s))p] ≥ Cλδ(s)uλ(s) ≥ λ̃δ(s)uλ(s).

Agora, usando o problema do autovalor





− (µ(s)z′(s))′ = λ̃β(s)δ(s)z(s) em


0,
1

N − 2

)
,

z
 1
N − 2

)
= 0, z′(0) = 0.

(4.27)

Consideremos o operador associado ε : P → P, onde P denota o cone de funções não

negativas u ∈ C
([

0, 1
N−2

])
, dado por

ε(z)(τ) = λ̃
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)δ(s)(s)z(s)ds

)
dt.

Não é difícil provar que ε é um operador compacto e crescente no Espaço de Banach

C
([

0, 1
N−2

]
, ∥·∥∞

)
dotado da relação de ordem usual, dada por u ≤ v se, e somente se,

u(t) ≤ v(t) para qualquer t ∈

0,

1
N − 2

]
.
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Como u′
λ

(
1

N−2

)
< 0 e ψ′

1

(
1

N−2

)
< 0, para 0 < ϵ suĄciente pequeno e tomando ψ1

como a autofunção positiva associada a λ1, temos que

εψ1(t) < uλ(t), para todo t ∈


0,
1

N − 2

)
.

Então,

ε (ϵψ1) (τ) = λ̃ϵ
∫ 1
N − 2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)δ(s)ψ1(s)ds

)
dt

=
λ̃

λ1

ϵ

(
λ1

∫ 1
N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)δ(s)ψ1(s)ds

)
dt

)

=
λ̃

λ1

ϵψ1(τ)

≥ ϵψ1(τ),
e

ε (uλ) (τ) = λ̃
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)δ(s)uλ(s)ds

)
dt

=
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)λ̃δ(s)uλ(s)ds

)
dt

≤
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)fλ (r(s), uλ(s)) ds

)
dt

= (T uλ) (τ)

= uλ(τ).

Portanto, ū = uλ e u = ϵψ1 são, respectivamente, super e sub-soluções do problema (4.27).

Por [[2], Teorema 6.1] obtemos uma solução positiva do problema acima, o que é uma

contradição com a deĄnição de λ1. Na verdade, observe que

λ1

∫ L

0
β(s)δ(s)u

λ̃
ψ1ds = −

∫ L

0
u

λ̃
(µ(s)ψ′

1)
′
ds

= −
∫ L

0

(
µ(s)u′

λ̃

)′
ψ1ds

= λ̃
∫ L

0
β(s)δ(s)u

λ̃
ψ1ds,

(4.28)

e assim,

(
λ̃− λ1

) ∫ L

0
β(s)δ(s)u

λ̃
ψ1ds = 0,

o que é uma contradição. □

4.3.2 Demonstração da Proposição 2

Considere,
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Λ := sup¶λ > 0 : O problema (1.1) tem uma solução radial positiva♢,

daremos algumas condições para garantir que

Λ = ∞.

Suponhamos que a+ b ∈ B, 0 < q < 1 = p, e ϕλ conforme deĄnido em (4.1), assim obtemos

Gã

 1
N − 2

)
+Gb̃

 1
N − 2

)
< 1. (4.29)

Para cada λ > 0, Segue de (4.4) e (4.5) que,

ϕλ(τ) ≤

(1 − q)Gã

 1
N − 2

)] 1
1−q

λ
1

1−q < λ
1

1−q para todo τ ∈


0,
1

N − 2

]
. (4.30)

Portanto, o conjunto M1 :=
{
g ∈ C̄ : ϕλ̃(τ) ≤ g(τ) ≤ λ

1
1−q

}
está bem deĄnido para cada

λ > 0.

Lema 10 Se (4.4), (4.5) e (4.29) ocorrem, λ e ϕλ satisfazem (4.30). Então,

T (M1) ⊂ M1,

para cada λ > 0, onde M1 foi deĄnido acima.

Demonstração: Seja z ∈ M1, então ϕλ(τ) ≤ z(τ) ≤ λ
1

1−q . Como (4.29) ocorre, vemos que

T (z)(τ) :=
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)

]
ds
)
dt

≤ λ
1

1−q

∫ 1
N−2

0
α(t)

∫ t

0
β(s)[ã(s) + b̃(s)]ds

)
dt

= λ
1

1−q


Gã

 1
N − 2

)
+Gb̃

 1
N − 2

))

≤ λ
1

1−q .

Portanto,

(T z)(τ) ≤ λ
1

1−q .

De (4.1) e o decrescimento de ϕλ(·), obtemos

T (z)(τ) :=
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)

]
ds
)
dt

≥ ϕλ(τ).

Logo, (T z)
(

1
N−2

)
= 0, (T z)′(τ) ≤ 0 e
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ϕλ(τ) ≤ (T z)(τ) ≤ λ
1

1−q .

Desta forma, para cada λ > 0 temos,

T z ∈ M1. □

Novamente, pelo pelo Teorema 4 página 15, obtemos a existência de um ponto Ąxo

z ∈ C
([

0, 1
N−2

]
; [0,∞)

)
de T . Isto é

z(τ) =
∫ 1

N−2

τ
α(t)

∫ t

0
β(s)

[
λã(s)z(s)q + b̃(s)z(s)

]
ds
)
dt, (4.31)

e isso completa a prova de existência de cada λ > 0. □
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5 APÊNDICE A

5.1 Condições suĄcientes em a e b

Como µ(t) é crescente, obtemos

∫ 1
N−2

0
α(t)

∫ τ

0
β(s)ds

)
dτ ≤ 1

N − 2

∫ 1
N−2

0
a
(
((N − 2)s)

1
2−N

)
((N − 2)s)

2(N−1)
2−N ds.

Se colocarmos a(r) = rγ ( ou b(r) = rγ) :

(a) Note que

∣∣∣∣∣

∫ 1
N−2

0
a
(
((N − 2)s)

1
2−N

)
((N − 2)s)

2(N−1)
2−N ds

∣∣∣∣∣ < ∞

é equivalente a

∣∣∣∣∣

∫ 1
N−2

0
s

γ

2−N s
2(N−1)

2−N ds

∣∣∣∣∣ < ∞.

Isso é possível se

−γ − 2(N − 1)
N − 2

> −1

ou

1 − 2(N − 1)
N − 2

>
γ

N − 2
.

Ambas as desigualdades nos fonecem,

γ < −N.

Por outro lado, temos

−
∫ 1

N−2

0
a(r(s))[(N − 2)s]

2(N−1)
2−N ds =

∫ ∞

C0

a(r)rN−1dr.

Assim obtemos a desigualdade,

γ +N − 1 < −1.

Então, podemos assumir que ♣x♣−γa(♣x♣) < C, com γ < −N , para ♣x♣ suĄcientemente

grande. Desta forma, o nosso operador estará bem deĄnido.

(b) Se γ < −N − 1, obtemos
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∫ 1
N−2

0
α(t)

∫ τ

0
β(s)ds

)
dτ < 1.

De fato,

∫ 1
N−2

0
α(t)

∫ τ

0
β(s)ds

)
dτ =

1
N − 2

∫ 1
N−2

0
a
(
((N − 2)s)

1
2−N

)
((N − 2)s)

2(N−1)
2−N ds

=
1

N − 2

∫ 1
N−2

0
s

γ

2−N s
2(N−1)

2−N ds

=
1

−γ −N

 1
N − 2

)−γ−N

N−2

≤ 1
−γ −N

< 1,

se γ < −N − 1.
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5.2 Espaços de Sobolev

Para o estudo desta Seção foi consultada a referência [22].

Seja Ω ⊂ R
N um conjunto aberto. DeĄnimos

W 1,2(Ω) =

{
u ∈ W 1(Ω) : u ∈ L2(Ω) e

∂u

∂xi

∈ L2(Ω) para todo i = 1, . . . , n

}
. (5.1)

W 1,2(Ω) é claramente um espaço vetorial munido da norma

∥u∥W 1,2(Ω) =



∫

Ω
♣u♣2 +

n∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣∣

2



1/2

. (5.2)

Consideremos ainda o espaço vetorial,

W 1,2
0 (Ω) = fecho de C∞

0 (Ω) em W 1,2(Ω).

Os espaços vetoriais normados W 1,2(Ω) e W 1,2
0 (Ω) são espaços com produto interno

dado por,

⟨u, v⟩ =
∫

Ω
uv +

n∑

i=1

∫

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi

= ⟨u, v⟩L2(Ω) +
n∑

i=1

〈
∂u

∂xi

,
∂v

∂xi

〉

L2(Ω)

. (5.3)

Desta forma, a norma deĄnida acima é induzida deste produto interno. Além disso, a

norma ♣♣u♣♣ = (u, u) é equivalente à norma,

∥u∥W 1,2(Ω) =
∫

Ω
♣u♣2

)1/2

+
n∑

i=1



∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣∣

2



1/2

= ∥u∥L2(Ω) +
n∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.

5.2.1 Propriedades dos Espaços de Sobolev

Assumiremos os resultados a seguir sem demonstração (veja [21] para a demonstra-

ção destes resultados).

Teorema 13 W 1,2(Ω) é um espaço de Hilbert. Em particular, W 1,2
0 (Ω) também é um

espaço de Hilbert.

Teorema 14 C∞(Ω) ∩W 1,2(Ω) é denso em W 1,2(Ω). Se Ω é um aberto com fronteira de

classe C1, então C∞(Ω̄) ∩W 1,2(Ω) é denso em W 1,2(Ω).
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Os seguintes resultados caracterizam o espaço W 1,2
0 (Ω) :

Teorema 15 Se u ∈ W 1,2(Ω) satisfaz supp u ⊂⊂ Ω, então u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Se Ω ⊂ R
n é um aberto com fronteira de classe C1 e u ∈ W 1,2(Ω)∩C(Ω̄), então u ∈ W 1,2

0 (Ω)

se,e somente se, u = 0 em ∂Ω.

As propriedades de imersão compacta dos espaços de Sobolev são as que lhe

conferem a sua grande utilidade. Recordamos os conceitos de imersão contínua e imersão

compacta:

DeĄnição 5.2.1 Seja E um subespaço vetorial normado de um espaço normado F (ou

seja, a norma em E não precisa necessariamente ser a norma induzida de F ). Dizemos

que a inclusão E ⊂ F é uma imersão (contínua) se a aplicação inclusão I : E → F

deĄnida por Ix = x for contínua. Denotamos este fato por

E →֒ F.

Se, além disso, a aplicação inclusão for compacta, dizemos que a imersão E →֒ F

é compacta. Denotaremos a imersão compacta de um espaço vetorial normado E em um

espaço vetorial normado F por

E →֒→֒ F.

Como a aplicação inclusão é linear, o fato de existir uma imersão E →֒ F é

equivalente ‘a existência de uma constante C tal que

♣♣x♣♣F ≤ C♣♣x♣♣E para todo x ∈ E.

Em particular, se (xn) é uma sequência de Cauchy em E, então (xn) também é

uma sequência de Cauchy em F ; logo, se (xn) → x em E, então (xn) → x em F também.

É claro que se E tem a norma induzida de F, então a inclusão E ⊂ F é uma imersão, com

C = 1. Quando existe uma imersão E →֒ F, dizer que ela é compacta é equivalente a dizer

que sequências limitadas de (E, ♣♣ · ♣♣E) possuem subsequências convergentes em (F, ♣♣ · ♣♣F ).

Teorema 16 (Teorema da imersão de Sobolev). Seja Ω ⊂ R
n um aberto. Então

W 1,2(Ω) →֒ L2(Ω),

W 1,2
0 (Ω) →֒ L2(Ω).
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Demonstração: Usando a norma equivalente introduzida acima, se E = W 1,2(Ω)

ou se E = W 1,2
0 (Ω) temos

∥u∥E = ∥u∥L2(Ω) +
n∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≥ ∥u∥L2(Ω). □

Teorema 17 (Teorema de RellichŰKondrakhov). Seja Ω ⊂ R
n um aberto limitado com

fronteira de classe C1. Então

W 1,2(Ω) ↠ L2(Ω),

se trocarmos W 1,2 por W 1,2
0 , o resultado é válido para abertos arbitrários.

Teorema 18 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ R
n um aberto limitado. Então

∥u∥L2(Ω) ≤
(

♣Ω♣
ωn

)1/n

♣♣∇u♣♣L2(Ω),

para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω) (aqui ωn é o volume da bola unitária em R

n).

Observe que o Teorema 18 não é válido se trocarmos W 1,2
0 por W 1,2 porque as funções

constantes pertencem a W 1,2 e não satisfazem a desigualdade de Poincaré (pois têm

derivada nula).

5.3 O Espectro do Laplaciano

Para o estudo desta Seção foi consultada a referência [22].

5.3.1 Existência e Caracterização Variacional dos Autovalores do Laplaciano

Para o problema de Dirichlet, o espaço natural para aplicar o método variacional é

W 1,2
0 (Ω), enquanto que para o problema de Neumann trabalharemos em W 1,2(Ω). Exami-

naremos primeiro o problema de autovalor do laplaciano para condição de fronteira de

Dirichlet.

DeĄnição 5.3.1 Dizemos que u ∈ W 1,2
0 (Ω) é uma solução fraca para o problema de

autovalor do laplaciano para condição de fronteira de Dirichlet




−∆u = λu em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

se ∫

Ω
∇u · ∇v = λ

∫

Ω
uv para todo v ∈ W 1,2

0 (Ω). (5.4)
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Aceitaremos o seguinte resultado de regularidade sem demonstração.

Teorema 19 Seja Ω ⊂ R
n um aberto limitado com fronteira de classe C∞. Seja λ ∈ R.

Se u ∈ W 1,2
0 (Ω) é uma solução fraca de





−∆u = λu em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

então u ∈ C∞(Ω̄).

Teorema 20 Seja Ω ⊂ R
n um aberto limitado. Então o problema de autovalor

−∆u = λu em Ω, u ∈ W 1,2
0 (Ω)

possui um número inĄnito enumerável de autovalores

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λj ≤ . . .

tais que

λj → ∞,

e autofunções ¶uj♢ que constituem um sistema ortonormal completo para L2(Ω), isto é,

v =
∞∑

i=1

αiui

para todo v ∈ L2(Ω). Em particular,

∥v∥2
L2(Ω) =

∞∑

i=1

⟨v, ui⟩2
L2(Ω) .

Além disso, para todo v ∈ W 1,2
0 (Ω) vale

∥∇v∥2
L2(Ω) =

∞∑

i=1

λi ⟨v, ui⟩2
L2(Ω) .

Demonstração: Generalizando o princípio de Rayleigh, gostaríamos de obter o primeiro

autovalor do laplaciano como o mínimo do funcional de Rayleigh:

λ1 = inf
u∈W 1,2

0 (Ω)\¶0♢

⟨−∆u, u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

.

No entanto, nossas funções estão em W 1,2
0 (Ω) e em geral não possuem derivadas

parciais de segunda ordem e portanto seus laplacianos não estão deĄnidos. Porém,
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lembrando que C∞
0 (Ω) é denso em W 1,2

0 (Ω) e a primeira identidade de Green para funções

em C∞
0 (Ω) toma a forma

⟨−∆u, u⟩L2(Ω) =
∫

Ω
(−∆u)u =

∫

Ω
⟨∇u,∇u⟩ −

∫

∂Ω
u
∂u

∂η
= ⟨∇u,∇u⟩L2(Ω).

Consideramos o funcional I : W 1,2
0 (Ω)\¶0♢ → R deĄnido por

I(u) =

∫

Ω
♣∇u♣2
∫

Ω
u2

=
⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

⟨u, u⟩L2(Ω)

=
∥∇u∥2

L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

.

AĄrmamos que se

λ1 = inf
u∈W 1,2

0 (Ω)\¶0♢
I(u), (5.5)

então existe u ∈ W 1,2
0 (Ω), u ̸= 0, tal que

−∆u = λ1u,

ou seja, λ1 é um autovalor do laplaciano. Para provar isso, observe em primeiro lugar que

o funcional I é invariante por escala, no sentido de que I(αu) = I(u) para todo α ≠ 0, logo

podemos considerar uma sequência minimizante (uk) ⊂ W 1,2
0 (Ω) que satisfaz ∥uk∥L2(Ω) = 1

para todo k. Em particular,

∥∇uk∥2
L2(Ω) → λ1,

logo (uk) é uma sequencia limitada em W 1,2
0 (Ω). Segue do Teorema de Rellich-Kondrakhov

que, a menos de uma subseqüência, uk → u em L2(Ω) e, portanto, ∥u∥L2(Ω) = 1, o que

implica em particular que u ̸= 0. AĄrmamos que uk → u em W 1,2
0 (Ω). De fato, valem as

identidades

∥∇ (uk − ul)∥2
L2(Ω) + ∥∇ (uk + ul)∥2

L2(Ω) = 2 ∥∇uk∥2
L2(Ω) + 2 ∥∇ul∥2

L2(Ω) ,

∥uk − ul∥2
L2(Ω) + ∥uk + ul∥2

L2(Ω) = 2 ∥uk∥2
L2(Ω) + 2 ∥ul∥2

L2(Ω) = 4.

A segunda identidade implica que ∥uk + ul∥2
L2(Ω) → 4 quando k, l → ∞. Usando a

primeira identidade juntamente com a desigualdade

∥∇ (uk + ul)∥2
L2(Ω) ≥ λ1 ∥uk + ul∥2

L2(Ω) ,

que segue da deĄnição de λ1, obtemos
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∥∇ (uk − ul)∥2
L2(Ω) ≤ 2 ∥∇uk∥2

L2(Ω) + 2 ∥∇ul∥2
L2(Ω) − λ1 ∥uk + ul∥2

L2(Ω) → 0

quando k, l → ∞, isto é, (∇uk) é uma seqüência de Cauchy em L2(Ω), o que prova a

aĄrmação. Segue que

λ1 = ∥∇u∥2
L2(Ω)

e o Teorema de Poincaré implica que λ1 ≠ 0. Vamos denotar u = u1. Para mostrar que u1

é uma solução fraca de −∆u1 = λ1u1, observe que para todo v ∈ W 1,2
0 (Ω) Ąxado temos

I (u1 + tv) =
⟨∇ (u1 + tv) ,∇ (u1 + tv)⟩L2(Ω)

⟨(u1 + tv) , (u1 + tv)⟩L2(Ω)

=
∥∇u1∥2

L2(Ω) + 2t ⟨∇u1,∇v⟩L2(Ω) + t2 ∥∇u1∥2
L2(Ω)

∥u1∥2
L2(Ω) + 2t ⟨u1, v⟩L2(Ω) + t2 ∥u1∥2

L2(Ω)

onde ♣t♣ é suĄcientemente pequeno para que o denominador nunca se anule. Como u1 é

um mínimo para este funcional, segue que

0 =
dI

dt
(u + tv)

∣∣∣
t=0

=

(
2 ⟨∇u1, ∇v⟩L2(Ω) + 2t ∥∇u1∥2

L2(Ω)

)
∥u1 + tv∥2

L2(Ω) −
(

2 ⟨u1, v⟩L2(Ω) + 2t ∥u1∥2
L2(Ω)

)
∥∇ (u1 + tv)∥2

L2(Ω)

∥u1 + tv∥4
L2(Ω)

∣∣∣∣∣
t=0

=
2 ⟨∇u1, ∇v⟩L2(Ω) ∥u1∥2

L2(Ω) − 2 ⟨u1, v⟩L2(Ω) ∥∇u1∥2
L2(Ω)

∥u1 + tv∥4
L2(Ω)

=
2 ⟨∇u1, ∇v⟩L2(Ω) − 2λ1 ⟨u1, v⟩L2(Ω)

∥u1 + tv∥4
L2(Ω)

,

ou seja,

∫

Ω
∇u1 · ∇v = λ1

∫

Ω
u1v

para todo v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Suponha como hipótese de indução que obtivemos (λ1, u1) , . . . , (λj−1, uj−1) satisfa-

zendo

ui ∈ W 1,2
0 (Ω),

λ1 ≤ . . . ≤ λj−1,

−∆ui = λiui em Ω,

e

⟨ui, uk⟩L2(Ω) = δik

para todos 1 ≤ i, k ≤ j. DeĄnimos
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Hj =
{
v ∈ W 1,2

0 (Ω) : ⟨v, ui⟩L2(Ω) = 0 para i = 1, . . . , j − 1
}
.

Em outras palavras, Hj é o subespaço de Hilbert ortogonal ao subespaço de

dimensão Ąnita gerado pelas autofunções u1, . . . , uj−1. DeĄna

λj = inf
u∈Hj

I(u).

Como o ínĄmo está tomado sobre um espaço menor, segue que

λj ≥ λj−1.

Como Hj é um subespaço fechado de W 1,2
0 (Ω) podemos repetir o mesmo argumento acima

para obter uj ∈ Hj tal que ∥uj∥L2(Ω) = 1, λj = ∥∇uj∥2
L2(Ω). E de forma análoga obtemos,

∫

Ω
∇uj · ∇v = λj

∫

Ω
ujv

para todo v ∈ Hj e a relação é trivialmente verdadeira para todo v ∈ W 1,2
0 (Ω), já que uj

é ortogonal ao subespaço gerado por u1, . . . , uj−1. Portanto uj é uma solução fraca de

−∆u = λju em Ω.

Para ver que λj → ∞, suponha por absurdo que λj → λ0. Então obtemos

uma sequência (uj) ⊂ W 1,2
0 (Ω) de autofunções associadas aos autovalores λk tais que

∥uj∥L2(Ω) = 1 e

∥∇uj∥2
L2(Ω) = λj → λ0.

Em particular, podemos usar novamente o Teorema de Rellich-Kondrakhov para

concluir que uj → u em L2(Ω). Mas isso é um absurdo, pois a seqüência (uj) é ortonormal

em L2(Ω) e portanto satisfaz

∥uk − ul∥2
L2(Ω) = ∥uk∥2

L2(Ω) + ∥ul∥2
L2(Ω) = 2.

Falta apenas provar os resultados de expansão. Para v ∈ W 1,2
0 (Ω), escreva

αi = ⟨v, ui⟩L2(Ω)

vk =
k∑

i=1

αiui,

wk = v − vk.

Para todo i ≤ k temos
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⟨wk, ui⟩ =

〈
v −

k∑

i=1

αiui, ui

〉
= ⟨v, ui⟩ − αi = 0,

como ui é solução fraca, para todo i ≤ k temos também

⟨∇wk,∇ui⟩L2(Ω) = λi ⟨wk, ui⟩L2(Ω) = 0,

consequentemente, temos

⟨wk, wk⟩L2(Ω) = ⟨v, v⟩L2(Ω) − ⟨vk, vk⟩L2(Ω) ,

⟨∇wk,∇wk⟩L2(Ω) = ⟨∇v,∇v⟩L2(Ω) − ⟨∇vk,∇vk⟩L2(Ω) .

Da última identidade segue que

⟨∇wk,∇wk⟩L2(Ω) ≤ ⟨∇v,∇v⟩L2(Ω).

Pela deĄnição de λk obtemos

⟨∇wk,∇wk⟩L2(Ω) ≥ λk+1 ⟨wk, wk⟩L2(Ω) ,

logo,

∥wk∥2
L2(Ω) = ⟨wk, wk⟩L2(Ω) ≤ 1

λk+1

⟨∇v,∇v⟩L2(Ω) → 0.

Em particular, concluímos que

v = lim vk + limwk =
∞∑

i=1

αiui em L2(Ω). (5.6)

Para provar a segunda expansão, escreva

∇vk =
k∑

i=1

αi∇ui,

assim,

∥∇vk∥2
L2(Ω) =

k∑

i=1

α2
i ⟨∇ui,∇ui⟩ =

k∑

i=1

α2
iλi ⟨ui, ui⟩ =

k∑

i=1

λiα
2
i .

Observe que,

⟨∇wk,∇wk⟩L2(Ω) + ⟨∇vk,∇vk⟩L2(Ω) = ⟨∇v,∇v⟩L2(Ω) = ∥∇vk∥2
L2(Ω) ≤ ∥∇v∥2

L2(Ω),

e como os λi são não-negativos, concluímos que a série
∞∑

i=1

λiα
2
i converge, de modo que

∥∇ (wk − wl)∥2
L2(Ω) = ∥∇ (vl − vk)∥2

L2(Ω) =
l∑

i=k+1

λiα
2
i
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e portanto (∇wk) também é uma seqüência de Cauchy em L2(Ω), ou seja, (wk) converge

em W 1,2
0 (Ω). Conseqüentemente, wk → 0 em W 1,2

0 (Ω), e assim,

∥∇v∥2
L2(Ω) = lim ∥∇vk∥2

L2(Ω) + 2 lim ⟨∇vk,∇wk⟩ + lim ∥∇wk∥2
L2(Ω) =

∞∑

i=1

λiα
2
i .

Segue que (uj) é uma seqüência ortonormal e o fecho do subespaço gerado por (uj)

é um espaço de Hilbert contendo W 1,2
0 (Ω) contido em L2(Ω). Como W 1,2

0 (Ω) = L2(Ω),

concluímos que ¶uj♢ é um sistema ortonormal completo para L2(Ω). □

Observação 12 Segue deste teorema, em particular, que aquelas funções v em L2(Ω) que

não estão em W 1,2
0 (Ω) podem ser caracterizadas pelo fato que

∞∑

i=1

λi ⟨v, ui⟩L2(Ω) diverge.

Observação 13 Pelo Teorema 19, se ∂Ω for de classe C∞, então as autofunções do

problema de Dirichlet estão em C∞(Ω̄) e são soluções clássicas.

Teorema 21 Seja Ω ⊂ R
n um aberto limitado. Então o problema de autovalor

−∆u = λu em Ω, u ∈ W 1,2(Ω)

possui um número inĄnito enumerável de autovalores

0 = λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λj ≤ . . .

tais que

λj → ∞,

e autofunções ¶uj♢ que satisfazem

∂u

∂η
= 0 sobre ∂Ω

e constituem um sistema ortonormal completo para L2(Ω), isto é,

v =
∞∑

i=1

αiui

para todo v ∈ L2(Ω). Em particular,

∥v∥2
L2(Ω) =

∞∑

i=1

⟨v, ui⟩2
L2(Ω) .

Além disso, para todo v ∈ W 1,2(Ω) vale
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∥∇v∥2
L2(Ω) =

∞∑

i=1

λi ⟨v, ui⟩2
L2(Ω) .

Na demonstração do Teorema 21 usamos o princípio de Rayleigh para obter o

primeiro autovalor do laplaciano como o mínimo do funcional de Rayleigh. Como os

autovalores do laplaciano formam uma seqüência inĄnita que cresce arbitrariamente em

módulo, o funcional de Rayleigh para o laplaciano não possui um máximo. Entretanto, da

mesma forma que no caso de operadores lineares em dimensão Ąnita, podemos também

derivar um princípio de minimax para obter os demais autovalores do laplaciano:

Teorema 22 Seja Ω ⊂ R
n um aberto limitado. Sejam

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λj ≤ . . .

os autovalores do laplaciano com condição de Dirichlet:

−∆u = λu em Ω, u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Então, se Lj denota o conjunto dos subespaços vetoriais de W 1,2
0 (Ω) de dimensão j, temos

λj = min
L∈Lj


max

u∈L
∥u∥=1

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)


 = min

L∈Lj


max

u∈L
u ̸=0

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)


 (5.7)

ou, dualmente,

λj = max
L∈Lj−1


min

u⊥L
∥u∥=1

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)


 = max

L∈Lj−1


min

u⊥L
u ̸=0

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)


 . (5.8)

O resultado análogo vale para os autovalores do laplaciano com condição de Neumann

trocando-se W 1,2
0 (Ω) por W 1,2(Ω) e λj por λj−1.

Demonstração: Vimos na demonstração do Teorema 19 que se L = ⟨u1, . . . , uj−1⟩ é o

subespaço gerado pelas primeiras j − 1 autofunções u1, . . . , uj−1 do laplaciano, então

λj = min
u⊥L
u ̸=0

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

;

de fato, o mínimo é realizado em u = uj. Por outro lado, se L′ = ⟨u1, . . . , uj⟩ é o subespaço

gerado pelas primeiras j autofunções u1, . . . , uj do laplaciano, também temos

λj = max
u∈L′

u ̸=0

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

.
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De fato, para todo ui com i < j vale

⟨∇ui,∇ui⟩L2(Ω)

∥ui∥2
L2(Ω)

= λi ≤ λj,

enquanto que

⟨∇uj,∇uj⟩L2(Ω)

∥uj∥2
L2(Ω)

= λj.

Portanto, se u =
n∑

i=1

aiui ∈ L′, temos

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

=
⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

⟨u, u⟩L2(Ω)

=

〈
n∑

i=1

ai∇ui,
n∑

i=1

ai∇ui

〉

L2(Ω)〈
n∑

i=1

aiui,
n∑

i=1

aiui

〉

L2(Ω)

=

n∑

i=1

a2
i ⟨∇ui,∇ui⟩L2(Ω)

n∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩L2(Ω)

=

n∑

i=1

λia
2
i ⟨ui, ui⟩L2(Ω)

n∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩L2(Ω)

≤ λj

n∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩L2(Ω)

n∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩L2(Ω)

= λj,

e o máximo é realizado em u = uj.

Agora, para provar (5.7) , seja L′ ⊂ Lj outro subespaço de W 1,2
0 (Ω) de dimensão j,

digamos L′ = ⟨v1, . . . , vj⟩. AĄrmamos que existe um vetor não nulo v =
j∑

i=1

aivi ∈ L′ tal

que v ⊥ ui para i = 1, . . . , j − 1. De fato, basta tomar uma das soluções não triviais do

sistema homogêneo





⟨v, u1⟩ =
j∑

i=1

ai ⟨vi, u1⟩ = 0

...

⟨v, uj−1⟩ =
j∑

i=1

ai ⟨vi, uj−1⟩ = 0

que possui j − 1 equações e j incógnitas. Logo, disso e do Teorema 21 segue que

⟨∇v,∇v⟩L2(Ω)

∥v∥2
L2(Ω)

=
∥∇v∥2

L2(Ω)

∥v∥2
L2(Ω)

=

∞∑

i=1

λi ⟨v, ui⟩2
L2(Ω)

∞∑

i=1

⟨v, ui⟩2
L2(Ω)

=

∞∑

i=j

λi ⟨v, ui⟩2
L2(Ω)

∞∑

i=j

⟨v, ui⟩2
L2(Ω)

⩾

λj

∞∑

i=j

⟨v, ui⟩2
L2(Ω)

∞∑

i=j

⟨v, ui⟩2
L2(Ω)

= λj,

e portanto
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max
u∈L′

u ̸=0

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

⩾ λj.

Isso prova (5.7).

Para provar a aĄrmativa dual (5.8), seja L ⊂ Lj um subespaço de W 1,2
0 (Ω) de

dimensão j − 1, digamos L = ⟨v1, . . . , vj−1⟩. AĄrmamos que existe um vetor não nulo

v =
j∑

i=1

aiui ⊥ L, combinação linear dos vetores u1, . . . , uj. De fato, basta tomar uma das

soluções não triviais do sistema homogêneo





⟨v, v1⟩ =
n∑

i=1

ai ⟨ui, v1⟩ = 0

...

⟨v, vj−1⟩ =
n∑

i=1

ai ⟨ui, vj−1⟩ = 0

que possui j−1 equações e j incógnitas. Então algum dos vetores u1, . . . , uj é perpendicular

a L, digamos ui. Logo, disso e do Teorema 19 segue que

⟨∇v, ∇v⟩L2(Ω)

∥v∥2
L2(Ω)

=
∥∇v∥2

L2(Ω)

∥v∥2
L2(Ω)

=

∞∑

i=1

λi ⟨v, ui⟩
2
L2(Ω)

∞∑

i=1

⟨v, ui⟩
2
L2(Ω)

=

∑∞

i=1
λi

〈
j∑

k=1

akuk, ui

〉2

L2(Ω)

∞∑

i=1

〈
j∑

k=1

akuk, ui

〉2

L2(Ω)

=

j∑

i=1

a2
i λi ⟨ui, ui⟩

2
L2(Ω)

∞∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩

2
L2(Ω)

⩽

λj

j∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩

2
L2(Ω)

∞∑

i=1

a2
i ⟨ui, ui⟩

2
L2(Ω)

= λj ,

e portanto

min
u⊥L
u ̸=0

⟨∇u,∇u⟩L2(Ω)

∥u∥2
L2(Ω)

⩽ λj,

o que prova (5.8). □

5.4 DeĄnições Preliminares

DeĄnição 5.4.1 Uma métrica num conjunto M é uma função d : M × M −→ R, que

associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈ M um número real d(x, y), chamado a

distância de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condições para quaisquer

x, y, z ∈ M :
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d1) d(x, x) = 0;

d2) Se x ̸= y então d(x, y) > 0;

d3) d(x, y) = d(y, x);

d4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Um espaço métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em M.

DeĄnição 5.4.2 Seja E um Espaço Vetorial sobre o corpo K = R ou C. Uma Norma

em E é uma função real ♣♣ ♣♣ : E −→ R
+
0 , que associa a cada vetor x ∈ E o número real

♣♣x♣♣, chamado a norma de x, de modo a serem cumpridas as condições abaixo:

(a) ♣♣λx♣♣ = ♣λ♣♣♣x♣♣ para todos x ∈ E, λ ∈ K;

(b) ♣♣x+ y♣♣ ≤ ♣♣x♣♣ + ♣♣y♣♣ para todos x, y ∈ E;

(c) ♣♣x♣♣ = 0 implica x = 0 para todo x ∈ E.

A um Espaço Vetorial munido de uma norma chamamos Espaço Normado.

DeĄnição 5.4.3 Uma seqüência (xk) em R
N diz-se uma seqüência de Cauchy quando

para todo ϵ > 0 existe k0 ∈ N tal que k, r > k0 ⇒ ♣xk − xr♣ < ϵ.

DeĄnição 5.4.4 Diz-se que o espaço métrico M é completo quando toda seqüência de

Cauchy em M é convergente.

DeĄnição 5.4.5 Um Espaço de Banach é um espaço normado que é completo com a

métrica d dada por d(x, y) = ♣♣x − y♣♣ para x, y ∈ E. Ou seja, é um espaço normado tal

que toda seqüência de Cauchy no espaço considerado é convergente.

DeĄnição 5.4.6 Chamase espaço de Hilbert a todo espaço vetorial E, munido de um

produto interno ⟨x, y⟩ e completo relativamente à norma ♣x♣ =
√

⟨x, x⟩.

DeĄnição 5.4.7 Sejam x, y ∈ R
N . O segmento de reta de extremos x, y é o conjunto

[x, y] = ¶(1 − t)x+ ty; 0 ≤ t ≤ 1♢ .

Um subconjunto X ⊂ R
N diz-se convexo quando contém qualquer segmento de reta cujos

extremos pertençam a X, ou seja, x, y ∈ X ⇒ [x, y] ⊂ X.

DeĄnição 5.4.8 Um subconjunto X ⊂ R
N diz-se limitado quando existe um número real

c > 0 tal que ♣x♣ ≤ c para todo x ∈ X. Isto equivale a dizer que X está contido na bola

fechada de centro na origem e raio c.
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DeĄnição 5.4.9 Seja X um subconjunto do espaço euclidiano R
N . Um ponto a ∈ X

chama-se um ponto interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida em X, ou

seja, quando existe δ > 0 tal que ♣x− a♣ < δ ⇒ x ∈ X.

O interior de X é o conjunto intX, formado pelos pontos interiores a X.

DeĄnição 5.4.10 Um conjunto X ⊂ R
N chama-se aberto quando todos os seus pontos

são interiores, isto é, quando para cada x ∈ X existe δ > 0 tal que B(x; δ) ⊂ X.

DeĄnição 5.4.11 Um ponto a ∈ R
N diz-se aderente a um conjunto X ⊂ R

N quando é

limite de uma seqüência de pontos desse conjunto.

O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e é indicado com a notação

X.

DeĄnição 5.4.12 Um conjunto X ⊂ R
N chama-se fechado quando contém todos seus

pontos aderentes, isto é, quando X = X.

DeĄnição 5.4.13 Diremos que um conjunto K ⊂ R
N é compacto quando ele for limitado

e fechado.

DeĄnição 5.4.14 Seja X ⊂ R
N . Uma cobertura de X é uma família C = ¶Cλ, λ ∈ Λ♢ ,

tal que Cλ ⊂ X, para todo λ ∈ Λ, e X ⊂
⋃

λ∈Λ

Cλ.

Se

X ⊂
⋃

λ∈∆

Cλ

onde ∆ ⊂ Λ, dizemos então que C ′ = ¶Cλ, λ ∈ ∆♢ ⊂ C é uma subcobertura, ou reĄnamento,

de C. Se card(Λ) < ∞, dizemos que a cobertura C é Ąnita. Se os conjuntos Cλ são abertos,

dizemos que a cobertura C é aberta.

DeĄnição 5.4.15 Um subconjunto X ⊂ R
N é dito ser compacto se toda subcobertura

Cλ, λ ∈ Λ, tal que

X ⊂
⋃

λ∈∆

Cλ

admite um reĄnamento Ąnito, isto é, existem índices λ1, · · · , λN , tais que

X ⊂ Cλ1 ∪ · · · ∪ CλN
.

Um subconjunto C ⊂ R
N é dito ser compacto se toda cobertura aberta possui

uma subcobertura finita.

DeĄnição 5.4.16 Dizse que um subconjunto S de um espaço topológico X é relativamente

compacto quando seu fecho S é um subconjunto compacto de X.
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DeĄnição 5.4.17 Seja f : X −→ R
N uma aplicação deĄnida no conjunto X ⊂ R

m. Diz-

se que f é contínua no ponto a ∈ X quando, para qualquer ϵ > 0 dado, se pode obter δ > 0

tal que todo ponto x ∈ X cuja distância ao ponto a seja menor do que δ é transformado

por f num ponto f(x) que dista de f(a) menos que ϵ. Em linguagem simbólica

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0; x ∈ X, ♣x− a♣ < δ ⇒ ♣f(x) − f(a)♣ < ϵ.

DeĄnição 5.4.18 Uma aplicação f : X −→ R
N , deĄnida em X ⊂ R

m, diz-se uniforme-

mente contínua quando, para todo ϵ > 0 dado, pode-se obter δ > 0 tal que

x, y ∈ X, ♣x− y♣ < δ ⇒ ♣f(x) − f(y)♣ < ϵ.

DeĄnição 5.4.19 Sejam X um espaço topológico e M um espaço métrico. Um conjunto

E de aplicações f : X −→ M diz-se eqüicontínuo no ponto x0 ∈ X quando, para todo

ϵ > 0, existe uma vizinhança V de x0 em X tal que, para todo x ∈ V, d(f(x), f(x0)) < ϵ,

qualquer que seja f ∈ E.

Se E é eqüicontínuo no ponto x0, então todas as aplicações f ∈ E são contínuas

no ponto x0 e todo subconjunto de E é eqüicontínuo no ponto x0.

Diz-se que um conjunto E de aplicações f : X −→ M é eqüicontínuo quando E é

eqüicontínuo em todos os pontos de X.

Se X também for um espaço métrico, um conjunto E de aplicações f : X −→ M

dirse-á uniformemente eqüicontínuo se, para cada ϵ > 0, existir δ > 0 tal que d(x, y) <

δ, x, y ∈ X, implique d(f(x), f(y)) < ϵ, qualquer que seja f ∈ E.

DeĄnição 5.4.20 Seja X um espaço métrico e suponha que D ⊂ A ⊂ X. Dizemos que D

é denso em A se toda bola aberta centrada em elementos de A contém algum elemento de

D. Observe que isso signiĄca que todo elemento de A é aderente a D. Então, D é denso

em A se D ⊃ A.

Um subconjunto A ⊂ X é dito separável se possui um conjunto enumerável denso.

DeĄnição 5.4.21 Sejam X e Y espaços normados. Denotaremos por L(X;Y ) o espaço

vetorial das aplicações lineares contínuas (ou limitadas) de X em Y. As operações de espaço

vetorial em L(X;Y ) são as usuais.

Em particular, se Y = K denotaremos L(X;K) por X∗. Ou seja, X∗ é o espaço

de todos os funcionais lineares contínuos deĄnidos em X. Note que X∗ é sempre Banach,

pois K é completo.



Capítulo 5. APÊNDICE A 70

DeĄnição 5.4.22 Se X é um espaço normado, o dual (topológico) de X é o espaço de

Banach X∗ def== L(X;K). O espaço vetorial dos funcionais lineres em X é chamado de

dual algébrico de X e é denotado por X#.

DeĄnição 5.4.23 Seja X um espaço normado. O bidual é o espaço de Banach X∗∗ def==

(X∗)∗.

DeĄnição 5.4.24 Um espaço normado é reĆexivo se a imersão canônica iX : X −→ X∗∗

for sobrejetora.
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