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RESUMO

Esta Dissertacao apresenta os principais resultados obtidos no artigo Alarcén et.al
[1]. Serao estudados resultados sobre a existéncia e multiplicidade de solucoes radiais
para problemas Elipticos quaselineares em dominios ilimitados conduzidos pelo operador
diferencial de segunda ordem de Ornstein Uhlenbeck. Duas classes de problemas sao
consideradas do ponto de vista da Analise. A primeira classe de problemas envolve um tipo
de problema de autovalor e a segunda envolve a nao linearidade do tipo concavo e convexo.

Algumas propriedades assintéticas das solugoes radiais também sao apresentadas.

Palavras-chave: Ornstein-Uhlenbeck. Dominio Exterior. Problema de Autovalor.

Métodos Topologicos. Abordagem Variacional. Solucoes Radiais.



ABSTRACT

This thesis presents the main results obtained on the paper Alarcén et.al [1]. This
project presents results on the existence and multiplicity of radial solutions for quasilinear
elliptic problems with unbounded coefficients driven by Ornstein Uhlenbeck’s second-order
differential operator. We consider two classes of problems: The first class of problems
involves an eigenvalue problem type and the second one involves nonlinearity of concave

and convex type. Some asymptotic properties of the radial solutions are also presented here.

Keywords: Elliptic problems. Exterior domain. Eigenvalue problem. Topological

methods. Variational approach. Radial solutions.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento deste capitulo estd baseado no artigo Alarcén et.al [1].
Este Trabalho trata de uma classe de problemas de valor de fronteira de Dirichlet Eliptico
Semilinear em dominios exteriores conduzido pelo operador de segunda ordem diferencial
Ornstein-Uhlenbeck dado por

Ly =A—-x-V,

onde A é o Laplaciano usual e x - V é um termo de derivada ilimitado. Mais precisamente,

consideramos o seguinte problema

—Au+ 2 - Vu = Aa(|z|)|u|" u + b(|z])|ufP 'y em RV\ By,
u=0em 0B, (1.1)
lim |Vu(z)| =0,
|| —o0

onde N >3, p> 0, ¢ >0, By ¢ a bola unitaria centrada na origem, A > 0 é um parametro
e a e b sao fungoes radiais nao negativas no espago L™ (RN \Bl) satisfazendo algumas

hipoteses apropriadas.

O problema (1.1) estéd relacionado ao trabalho celebrado devido & Ambrosetti,
Brézis e Cerami [3], bem como a questdo proposta por eles, para o caso do operador
Laplaciano, a respeito da existéncia de duas solugoes positivas para o expoente supercritico

de Sobolev em dominios simétricos.

Em [3], os autores consideraram o seguinte problema, hoje em dia denominado de

tipo concavo-convexo,

(1.2)

—Au = —Nu|"  u + JuP em 2
u =0, sobre 02,

onde 0 < g <1< p, e CRY édominio limitado. Eles mostraram que se p > 1 entao
existe uma constante real A > 0 tal que o problema (1.2) tem uma solu¢do minimal se
A € (0,A), nao tem solugdo se A > A, e tem uma segunda solugao se p € (1,2*], A € (0, A).
No final da secdo, os autores propuseram a seguinte questao: "Suponha que p > 2* — 1,0
é uma bola e N > 3. A equacao (1.2) tem duas solugoes positivas para A > 0 suficiente

pequeno?". A resposta positiva foi dada por Ruyun Ma [24].

Aqui, quando p, g > 0 provamos a existéncia de parametros 0 < X < A tal que o

problema (1.1) tem pelo menos duas solugoes radiais positivas para cada 0 < A < 5\, tem
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pelo menos uma solugao radial positiva para cada A < A < A, e provamos a inexisténcia
de solugao radial positiva para A > A, quando A < co. E também examinamos o alcance
de A. Além disso, exploramos algumas propriedades assintoticas das solugoes radiais uy,

ou seja, investigamos

I
vt HUAHLE?RN\BI):O

Uma abordagem bastante nova é usada para responder a pergunta ABC (Ambro-
setti, Brézis e Cerami) para o problema de Ornstein-Uhlenbeck em dominios exteriores.
As suposicoes sobre os pesos a e b nos permitem cobrir o caso limite 0 < g <p=1. Até

onde sabemos, este deve ser um dos primeiros artigos a lidar com tal caso.

Quando b = 0 e ¢ = 1, temos um tipo de problema de autovalor. Neste caso,
provamos a existéncia de uma sequéncia de autovalores {\ = A\, } com \,, — 0o quando
n — 00, e uma sequéncia correspondente de autofuncoes radiais. Para um estudo completo

do espectro dos Operadores de Ornstein-Uhlenbeck em todo RY, gostariamos de citar [26].

O estudo de problemas elipticos e parabdlicos com coeficientes ilimitados é motivado
por muitas aplicagoes na ciéncia, engenharia e economia. Nos referimos a monografia [5]
para desenvolvimentos recentes neste campo (veja também [28]). Como foi referido em [20],
o operador diferencial Lyu := Au— x - Vu, pode ser visto como uma versao N-dimensional

da equagao de Fokker-Planck para um processo unidimensional do tipo Ornstein-Uhlenbeck.

O operador Ly também é conhecido como operador Ornstein—Uhlenbeck. Um
grande nimero de autores na literatura tem considerado o Operador de Ornstein-Uhlenbeck,
também chamado de operador de Hermite, tanto do ponto de vista da Analise ou Estocés-
tica (ver, por exemplo, [6,9,27,29] e referéncias neles). Essas classes de operadores surgem
naturalmente na transformagao de equacoes parabdlicas, tal como a equagao de calor ou o
fluxo de Navier-Stokes no exterior de um obstaculo (ver, por exemplo, [16,17,19]). Assim,
ha um interesse consideravel em tais operadores definidos em dominios exteriores. Para
problemas relacionados no exterior de um conjunto compacto K, frequentemente chamado
de obstéculo, gostariamos de citar [14,18]. Em [9], a regularidade das solugbes para a
equacao eliptica Au — Lyu = f num aberto convexo (2 é estudado assumindo que €) é um
subconjunto de um espaco de Banach X separavel de dimensao infinita dotado de uma

medida centrada Gaussiana nao degenerada.

Um problema interessante, relacionado com (1.1), foi tratado em [6], considerando
a Condicao de fronteira de Neumann na bola unitaria. De fato, os autores consideraram o

seguinte problema
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—Ly(u)+u=a(lz|])f(u) em By,

u >0 em Bl, (13)
ou
% =0em Bl,

sob certas hipoteses apropriadas sobre a e f. Usando argumentos topoldgicos e variacionais,
eles provaram a existéncia de solugoes radiais crescentes positivas para o problema (1.3).
Para problemas elipticos de Dirichlet relacionados em um semi-espaco de RV, gostariamos
de citar [30]. Extensoes para uma classe mais geral de operadores diferenciaveis foram
obtidos, por exemplo, por Cranston e Zhao [11] e Chojnowska-Michalik e Goldys [10]. Para
solugbes numéricas de equagoes envolvendo o operador de Ornstein-Uhlenbeck, gostariamos
de citar [13].

A fim de expor os resultados alcangados neste trabalho, definimos os seguintes conjuntos:

A= {¢ € 1°(1,00) N C(1,00) : ¢ > 0 A /loo N L8V dt < oo} (1.4)

B {¢ € 17(1,00) N C(1,00) : ¢ > 0 A /1°° Nl dt < 1} . (1.5)

Agora, apresentamos os principais resultados.

Teorema 1 (Problema de autovalor). Sejam N >3, a € A, b=0 e q= 1. Entao eziste
uma sequéncia de autovalores reais \, (com \, — 0o quando n — o0) e uma sequéncia

correspondente {z,} de autofungoes radiais para o problema (1.1), para todo n > 1.

A respeito do problema dos autovalores, deve-se esperar que existam muitas
autofungoes nao radiais, mas nao temos conhecimento de nenhum resultado nesta direcao,

nem mesmo em duas dimensoes.

Teorema 2 (Existéncia): Sejam N > 3 e uma das sequintes condigoes:
(i))0<g<l<p e abeA;
(ii))0<g<l=p, a€A e beDB;
(i) 0 <p<l=gqeabeA

Entao, em cada caso, existe \* > 0 tal que o problema (1.1) tem pelo menos uma

solugao radial positiva para 0 < A < \*. Além disso, nos casos (i) e (ii) obtemos

I
vt Hu’\|’Lf§N\Bl):0

Com respeito aos resultados de multiplicidade, temos o seguinte teorema.



Capitulo 1. INTRODUCAO 12

Teorema 3 (Multiplicidade): Sejam N > 3 e uma das sequintes condigoes:
(i)0<g<l<p eabeA;
(i))0<qg<l=p, a€A ebeB.

Entao, em cada caso, existe 0 < A< \* tal que o problema (1.1) tem pelo menos

duas solugoes radiais positivas para 0 < A < A. Além disso, em ambos casos obtemos

].‘ o0 p—
Jim |IUA||L(RN\BI),O

Proposicao 1 Sejam N > 3 e uma das sequintes condigoes:
(i))0<g<l<p e abe€A
(ii))0<p<l=gqeabeA
Seja

A :=sup{A > 0: O problema (1.1) tem uma solugao radial positiva},
entdo A < oo.

Corolario 1 Sob as hipdteses anteriores, A tem a sequinte propriedade: Para todo \ €
(0,A) o problema (1.1) tem uma solug¢do radial positiva e para todo X > A o problema

(1.1) ndo tem solug¢io radial positiva.

No caso em que p = 1, a afirmacdao A < oo falha. Nesse sentido, podemos provar o

seguinte resultado.

Proposicao 2 Seja N > 3 e considere 0 < g < 1=p. Sea+ b€ B, entao o problema

(1.1) tem uma solugao radial positiva para qualquer X > 0.

Na abordagem, foram usados argumentos topoldgicos (Teorema 4 pagina 15) e
argumentos variacionais, mesmo o Operador Ornstein - Uhlenbeck nao tendo estrutura
variacional 6bvia. Para garantir a segunda solucdo, sao usadas algumas ideias de [15].

Entretanto, uma adaptacao notavel é necessaria, porque aqui a abordagem ¢ diferente.

E importante dizer que foram consideradas condicdes adequadas no cone para
aplicar o teorema do ponto fixo. Outro problema superado foi a falta de resultados de
compacidade para o uso de métodos variacionais. Assim, em [1], foi provado um resultado
de imersao, que é de interesse independente.

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 anunciamos
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os resultados preliminares e alguns lemas técnicos necessarios mais tarde, anunciamos
também uma secao introdutéria sobre espacos de Sobolev em dimensao 1, sua motivacao e
os resultados principais incluindo algumas demonstragoes. Neste capitulo, uma vez que
estamos interessados em solugoes radiais, consideramos a formulagao radial do problema
(1.1). Sob uma mudanca adequada de vridveis, o problema (1.1) pode ser transformado em
uma EDO com condicao de fronteira mista. No Capitulo 2 anunciamos um resultado de
imersao compacta. O Capitulo 3 ¢é dedicado para a prova do Teorema 1 . No Capitulo 4

provamos os Teoremas, 2 e 3 . No Capitulo 5 (Apéndice A), na Se¢ao 5.1 comentamos
brevemente sobre as condic¢oes suficientes para as fungoes pertencerem aos conjuntos A e
B. A Secao 5.2 sera uma breve introducao dos Espagos de Sobolev e certas propriedades
elementares sdo menciodas. A Secao 5.3 é dedicada ao estudo do Espectro do Laplaciano.
Finalmente, na Secao 5.4 anunciamos alguns conceitos béasicos para o uso ao longo do
trabalho, finalizando assim o trabalho.

Como pré-requisitos para a leitura deste texto, sdo necessarios conhecimentos basicos de
Anélise, Algebra Linear e Medida e Integracao. Utilizaremos também alguns resultados de

Anadlise Funcional, aos quais daremos as referéncias necessarias no decorrer da Dissertacao.
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2 PRELIMINARES

Teorema 4 (Teorema do Ponto Fixzo de Schauder). Seja D um subconjunto aberto,
limitado e convexo de um espaco de Banach X tal que 0 € D e seja T € C(D,X) uma
aplicagio compacta tal que T(D) C D. Entao T tem um ponto fixro em D, ou seja, existe
z € D tal que T(x) = z.

Para uma demonstragao do resultado acima consulte [4], pagina 43.

Este importante teorema ¢é utilizado para a obtencao de outros resultados dentro
da Matematica e da Matematica Aplicada.
Neste trabalho utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder como uma forma

alternativa de encontrar solu¢oes para certas equagoes diferenciais ordinarias e parciais.

Teorema 5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,) uma sequéncia
de funcoes integrdveis com convergéncia q.t.p. para f. Se existe uma fung¢ao integrdvel g tal

que | fn| < g para todo n € N, entao f € integrdvel e
/ Fdu = lim / Fudys,
Para uma demonstracao do resultado acima consulte [32], pagina 44.

Lema 1 (Lema de Brezis-Lieb). Seja (2,3, 1) um espago de medida. Suponha que
U, — uqtpem€ e HunHLp(Q) <C <ooVn €N e para algum 1 < p < oco. Entdo

lim (/ ul” = [ ]un—u|p> = [ ul.
n—oo QO e} QO

Demonstragio. Ver [7] paginas 486-490.

Teorema 6 (Teorema de Ascoli-Arzeld). Seja K C R compacto. Toda sequéncia eqiii-
continua e simplesmente limitada de funcgoes f, : K — R possui uma subsequéncia

uniformemente convergente.

Demonstragio. Ver [23] paginas 412-413.
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Mollifiers

Definigdo 2.0.1 A sequéncia de mollifiers (pp)n>1 € uma sequéncia de fungoes em RN
tal que
pn € C(RY),  supp p, C B(0,1/n), /pn =1p,>0em RY.

2.1 Espacgos de Sobolev e a Formulagao Variacional de Problemas de Valor

de Fronteira em Uma Dimensao

Esta Secgao tem como base principal [8].

2.1.1 Motivagao

Considere o seguinte problema. Dado f € C([a,b]), encontre uma funcao u

satisfazendo

—u'fu=f sobre [a, b),
u(a) = u(b) = 0.

(2.1)

Uma solugio cldssica — ou forte — de (2.1) é uma funcio C? sobre [a, b] satisfazendo (2.1)
no sentido usual. E bem sabido que (2.1) pode ser resolvido explicitamente por um simples
calculo, mas ignoramos essa caracteristica de modo a ilustrar o método neste exemplo

elementar.

Multiplicando (2.1) por ¢ € C'([a, b]) e integrando por partes; obtemos

[wes [up= [ fo voe ), pla)= o) =0 (2.2

Note que (2.2) faz sentido assim que u € C'([a,b]) (considerando que (2.1) requer duas
derivadas em u). Além disso, de fato, se u,u’ € L'([a,b]), onde v’ tem um significado
ainda a ser tornado preciso, (2.2) também faz sentido. Digamos (provisoriamente) que

uma funcio u € C*([a, b]) que satisfaz (2.2) é uma solugdo fraca de (2.1).

O programa a seguir descreve as principais etapas da abordagem variacional na
teoria das equacoes diferenciais parciais:
Etapa A. A nocao de solugdo fraca torna-se precisa. Isso envolve espagos de Sobolev, que
sao as nossas ferramentas bdsicas.
Etapa B. FEuzisténcia e unicidade de uma solugdo fraca é estabelecido por um método
variacional através do teorema de Lax-Milgram.
Etapa C. A solugao fraca é provada ser de classe C* (por exemplo): Este ¢ um resultado
de regularidade.

Etapa D. Uma solucao classica é recuperada, mostrando que qualquer solugao fraca que
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¢ C? é uma solucdo cléssica.

Para realizar a Etapa D é muito simples. De fato, suponha que u € C*([a, b]), u(a) =

u(b) =0, e que u satisfaz (2.2). Integrando (2.2) por partes obtemos

/ab<—U” +u—flp=0 YoeC(ab]), pla) = p(b) =0
e portanto .
/a (—u"+u—flp=0 Ve Ci(a,b)).

Segue que —u'" +u = f q.t.p. sobre (a,b) e, portanto, em toda parte sobre [a, b], desde
que u € C*([a,b]).

2.2 O Espagos de Sobolev W1?(I)

Seja I = (a,b) um intervalo aberto, possivelmente ilimitado, e seja p € R com
1 <p<oo.
Definigao. O Espagos de Sobolev W#(I) é definido como sendo

WhP(I) = {ueLP(I);EIgeLP(I) tal que /ugo': —/gcp VQOGCCI(])}.
I I

Definimos

HY(I) = W2(D).

Para u € W'?(I) denotamos v’ = g.

Observacdo 1 Na definicio de WP chamamos ¢ uma funcgio de teste. Poderiamos
igualmente ter usado C°(I) como a classe de fungoes de teste porque se p € C(I), entdo
pn*p € C°(I) para n suficientemente grande e p, xp — o € C1 (€ claro, ¢ é estendido

para 0 fora de I), onde (p,) denota a sequéncia de mollifiers.

Observacio 2 FE claro que se u € CY(I) N LP(I) e seu' € LP(I) (aqui v’ é a derivada
usual de u) entao u € WHP(I). Além disso, a derivada usual de u coincide com sua

derivada no espaco WP no sentido de que a notagdo seja consistente! Em particular, se I
¢ limitado, C*(I) C WYP(I) para qualquer 1 < p < oo.

Observacao 3 Para definir WP pode-se usar também a linguagem das distribuicoes.
Todas as fungoes u € LP(I) admitem uma derivada no sentido de distribuicoes; essa
derivada é um elemento do enorme espago de distribuicoes D'(I). dizemos que u € WP

se esta derivada distributiva estiver em LP| que é um subespago de D'(I). Quando I = R
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ep =2, 0s espacos de Sobolev também podem ser definidos usando a transformada de

Fourier.

Notacao. O espaco WP estd equipado com a norma

[ullwrr = lJullze + [0/ e

ou as vezes, se 1 < p < 0o, com a norma equivalente (||u|%, + [[«/|[},)"/?. O espaco H'

esta equipado com o produto escalar

e com a norma associada |[ul|gr = (|Jul|2s + [|u/]|32)

(0, V) = (u,v)p2 + (v, )2 = /b(uv+u’v’)

a

1/2.

Proposicio 3 O espaco WP é um espaco de Banach para 1 < p < oo. E reflezivo para

1 <p < oo e separdvel para 1 < p < oo. O espago H' é um espaco de Hilbert separdvel.

Demonstracao:

(a)

Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em W'?; entdo (u,) e (u/,) sdo sequéncias de

!/

') converge

Cauchy em LP. Segue que (u,) converge para algum limite u em L e (u

para algum limite g em LP. Temos

/unso’ = —/u;w Vi € Ce(I),
I I
e passando o limite

/Iw’z —/Igso Y € Co(I).

Assim, u € W v’ = g, e ||u, —u||y1» — 0. O

WP ¢ reflexivo para 1 < p < oo. Claramente, o espago produto F =LP(I) x LP(I) é
reflexivo. O operador T': WP — E definido por Tu = [u, 4] é uma isometria de
W em E. Como WP é um espago de Banach, T(W1'P) é um subespaco fechado
de E. Segue-se que T(W'P) é reflexivo. Consequentemente WP ¢ também reflexivo.
[

WhP & separdvel para 1 < p < co. De fato, o espago produto E =LP(I) x LP(I) é
separdvel. Assim, T(W1P) é também separdvel. Consequentemente WP é separavel.
O

Teorema 7 Seja u € WHP(I), com 1 < p < oo, e I limitado ou ilimitado; entio existe

uma fungio u € C(I) tal que

u=uqtp. eml

i(z) — aly) = /y a(t)dt Va,yel.
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Na prova do Teorema 7, usaremos os seguintes lemas:
Lema 2 Seja f € L},.(I) tal que

/Ifgo' —0 Voe Ol

Entao existe uma constante C' tal que f = C q.t.p. em I.

18

(2.3)

Demonstracao: Fixe uma funcao ¢ € C.(I) tal que / 1 = 1. Para qualquer funcao
I

w € C,(I) existe ¢ € CH(I) tal que

s ([u)e

Com efeito, a funcao h = w — ( / w) 1 é continua, tem suporte compacto em I, e também
I

h = 0. Portanto h tem uma (tinica) primitiva com suporte compacto em I. Deduzimos

I
de (2.3) que

/,f[w— (/Iw)w] =0 Yuwe CI),
/I[f— (/Ifw)]wzo Yw € Co(I),

isto é,

e portanto f— (/ fw) =0qtpeml,istoé, f =Cqt.pem ] comC = /fw
I I

Lema 3 Seja g € Li,.(I) para yy firado em I, defina

loc

v(x) = /ym g(t)ydt, xel.

Entaov e C(I) e
/w’z —/990 Y € Co(I).
I I

Demonstracao: Temos

/Ivgp’ = /I {/y:g(t)dt} o' (z)dx

Pelo teorema de Fubini,

/Ivgo' =— /ayo g(t)dt /at ¢'(x)dx + /y:g(t)dt /tb o' (z)dx
= - [a(t)e(t)at.
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Demonstragao do Teorema 7 . Fixe yy € I e defina u(x) = / u'(t)dt. Pelo Lema 3 temos
Yo

/Tup' = —/u'gp Y € CHI).
I I

Portanto /(u — )¢ =0 Vo€ CHI). Segue do Lema 2 que u —u = C' q.t.p em I. A

I
funcao u(z) = u(z)+C tem as propriedades desejadas. O

Observacao 4 O Lema & mostra que a primitiva v de uma funcao g € LP pertence a

WP desde que também saibamos que v € LP, que é sempre o caso quando I € limitado.

Proposicao 4 Seja u € LP com 1 < p < co. As sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) uw e Whe,

(ii) existe uma constante C' tal que

e
1

Além disso, podemos tomar C' = ||t/|| o1y em (i4).

< Cllgllray Ve € Ce(l).

Demonstragao: Ver [8] pagina 206.

Proposic¢ao 5 Uma fungio u € L>(I) pertence a WH>®(I) se, e somente se, existe uma

constante C' tal que

lu(z) —u(y)| < Cle —y| em ¢.t.p. Va,y € l.

Demonstragao: Se u € WH*°(I) podemos aplicar o Teorema 7 para deduzir que
u(z) = u(y)] < [[u]|=]z =yl em q.t.p.  Vr,y € 1.
Por outro lado, seja ¢ € C1(I). Para h € R, com |h| suficientemente pequeno, temos
[t + 1) = u@lp(@)da = [u(@)lp(e - ) - pla)lde
(essas integrais fazem sentido para h pequeno, ja que ¢ é suportado em um subconjunto
compacto de I'). Usando a hipétese de u obtemos

[ u@lpa = h) - p())de

] < Clhlliglln

Dividindo por |h| e fazendo h — 0, obtemos

J
1

Podemos agora aplicar a Proposicao 4 e concluir que u € Whee. O

< Cllgllr Vo € Co(I).

A versao LP da Proposicao 5 é a seguinte:
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Proposicao 6 Seja u € LP(R) com 1 < p < 00. As sequintes propriedades sao equivalen-

tes:
(i) w e WIP(R),
(ii) existe uma constante C' tal que Yh € R,
||7hu — ul| ey < Ch].

Além disso, pode-se escolher C = ||[v/||Low) em (it).

Lembre-se que (tpu)(x) = u(x + h).

Demonstracao:

(1) = (i7). (Essa implicagao também é valida quando p = 1.) Pelo Teorema 7 temos,

para qualquer x e h em R,

z+h

u(z 4+ h) —u(z) = / o' (t)dt = h/ol u'(z 4 sh)ds.

xT

Portanto )
u(z + h) — u(z)] < || / /(2 + sh)|ds.
0

Aplicando a desigualdade de Holder, temos
1
u(z + h) — u(z)]P < |hyp/ /(2 + sh)[Pds.
0

Segue-se entao que

1
/ u(z + h) — u(z)Pde < |h\p/ dx/ [/ (2 + sh)[Pds
R R 0
1
< |h|p/ ds/ /(2 + sh)[Pd.
0 R

Mas para 0 < s < 1,
(o +sh)Pde = [ Ju(y)d
[ '+ shlde = [ ' (y)Pay,

do qual (i7) pode ser deduzido. O

(it) = (1). Seja ¢ € C}(R). Para qualquer h € R temos

/R[U(:E + h) —u(z)]p(x)dr = /RU(ZE)[gp(x —h) — p(x)]dz.

Usando a desigualdade de Hoélder e (i) obtém-se

[ lula +h) — u@)p(a)de

< C|h|||80||Lp’(R)
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e portanto
[ u@)le(e =) = pl@)lds

Dividindo por |h| e fazendo h — 0, obtemos

Jowe
R

Podemos aplicar a Proposi¢io 6 mais uma vez e concluir que v € WHP(R). [l

< C|h|||<P||Lp’(R)-

< Cllell 1o g)-

Certas operacoes analiticas basicas tém significado apenas para fungoes definidas
em todo R (por exemplo, convolucao e transformada de Fourier). Portanto, é util poder
estender uma funcao u € WHP(I) para uma funcao u € WH?(R). O seguinte resultado

aborda este ponto.

Teorema 8 (operador de extensdo). Seja 1 < p < oo. Existe um operador linear
limitado P : W'P(I) — W(R), chamado de operador de extensio, satisfazendo as

sequintes propriedades:
(i) Pul;=u Yue€ WlP(I),
(i) | Pull ey < Cllulleery  Yu € WHP(I),
(i) 1Pullwios) < Cllullwogy Ya € WD),
onde C depende apenas de |I| < oo.

Demonstragao: Ver [8] pagina 211.

Teorema 9 (densidade). Seja uw € WHP(I) com 1 < p < co. Entdo existe uma sequéncia
(un) € C(R) tal que uy|r — v € WHP(I).

Observagdo 5 Em geral, nio existe sequéncia (u,) € C=°(I) tal que u, — u € WHP(I).
Isso é uma contradigio com os espagos LP : lembre-se que para cada fungio uw € LP(I)

existe uma sequéncia (u,) € C°(I) tal que u, — u € LP(I).

Demonstracao: Podemos supor sempre que I = R; caso contrario, estenda u para uma
fungdo em W1P(R) pelo Teorema 8. Usamos as técnicas basicas de convolugao (que tornam

as fungoes C') e cut-off (que tornam seu suporte compacto).

(a) Convolugao.

Precisamos do seguinte lema
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Lema 4 Seja p € L'(R) e v € WH(R) com 1 < p < oo. Entio pxv € WP (R) e
(pxv) =p*.

Demonstragao: Ver [8] paginas 211-212.

(b) Cut-off.
Fixe uma fungao ¢ € CX(R) tal que 0 < (< 1le

1 se |z|<1,
o]

0 se |z|>2.

Defina a sequéncia

Co(x) =(¢(x/n) para n=1, 2,--- (2.4)
Segue-se facilmente do teorema da convergéncia dominada que se uma funcao f per-
tence a LP(R) com 1 < p < oo, entdo ¢, f — f € LP(R). O

(c) Conclusao.
Escolha uma sequéncia de mollifiers (p,). Afirmamos que a sequéncia u,, = (,(p, *u)

converge para u € WP(R). Primeiro, temos ||u,, — ul|, — 0. De fato, escreva

Up — U = Cn((pn*u) - u) + (Cnu - u)

e assim

un = ullp < [lpn* u —ull, + ||Gow — ul], — 0.
Agora, pelo Lema 4, temos
U% = C;z(pn * ) + Co(pn *u').
Portanto

[, = w'llp < {16 (o * W)l + [1Cn(pn % ') =[]

C
< —llully + llpn x u’ =l + |G’ = 2|l — 0,

onde C' = ||¢’|| - O

O préximo resultado é um protétipo importante de uma desigualdade de Sobolev

(também chamado de imersao de Sobolev).
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Teorema 10 Existe uma constante C' (dependendo apenas de |I| < oo) tal que
|| ooy < Cllullwrogy Yue WH(I), V 1<p<oo. (2.5)

Em outras palavras, W'P(I) C L>(I) com inje¢do continua para todo 1 < p < oc.

Além disso, se I é limitado entdo
a injecdo W*(I) C C(I) é compacta para todo 1 < p < oo, (2.6)

a injecdo WH(I) C LY(I) é compacta para todo 1 < q < oo. (2.7)

Demonstragao: Comegamos por provar (2.5) para I = R; o caso geral entao decorre
disso pelo teorema de extensdo (Teorema 8). Seja v € C}(R); se 1 < p < oo defina
G(s) = |s|P~!s. A fungdo w = G(v) pertence a C1(R) e

w =G (v)v = plo|P M,

Assim, para x € R, temos

G@) = [ pl(p v @,
e pela desigualdade de Holder
(@) < pllvllp 1],
de onde concluimos que
0]l < Cllvflwrn Vo € C;(R), (2.8)

onde C' é uma constante universal (independente de p).

Argumentando agora por densidade. Seja u € W'P(R); existe uma sequéncia
(un) C CHR) tal que u,, — u € WHP(R) (pelo Teorema 9). Aplicando (2.8), vemos que
(u) é uma sequéncia de Cauchy em L*(R). Portanto u,, — u € L>°(R) e obtemos (2.5).
0

Demonstragdo de (2.6): Seja H a bola unitdria em W'?(I) com 1 < p < co. Para

u € H temos
ju(e) — () = | [ (O] < Wllple =y <l =y Vayel
y

Segue-se entdo do teorema de Ascoli-Arzela que H tem um fecho compacto em C(1). O

Demonstragao de (2.7): Ver [8] paginas 213-214.
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Observacao 6 Seja I um intervalo limitado, seja 1l < p < 00, € seja 1 < g < 00. Do

Teorema 7 e (2.5) pode-se mostrar facilmente que a norma
Hulll = 11l + [lullg

¢ equivalente d norma de WP (I).

Observagao 7 Seja I um intervalo ilimitado. Se w € WYP(I), entdo u € LI(I) para todo
q € [p, 0], desde que

[ttt < Nl 27l
I

Mas em geral u ¢ Li(I) para q € [1,p).

Corolario 2 Suponha que I seja um intervalo ilimitado e u € WHP(I) com 1 < p < oo.
Entao
lzlgll u(z) = 0. (2.9)
|z|—o00
Demonstracdo: Do Teorema 9 existe uma sequéncia u,, € C}(R) tal que u,|; —
u € WHP(I). Segue de (2.5) que ||u, — ul|pry — 0. Deduzimos (2.9) disso. De fato,
dado € > 0 escolhemos n suficientemente grande para que ||u, — u||r~() < €. Para |z|

suficientemente grande, u,(x) = 0 (desde que u,, € C}(R)) e assim |u(z)| < €. O

Corolério 3 (diferenciacdo de um produto). Sejam u,v € W'P(I) com 1 < p < oo.
Entao
uv € WHP(I)

(uwv) = u'v +uv'. (2.10)

Além disso, a formula para integracdo por partes vale:

xT

/yx u'v = u(z)v(z) — u(y)v(y) —/ w' Vr,y €l (2.11)

Y

Demonstragao: Ver [8] pagina 215.

Corolario 4 (diferenciac¢do de uma composicdo). Seja G € CY(R) tal que G(0) = 0,
e Seja u € WHP(I) com 1 < p < oo. Entdo

Goue W' (I) e (Gou) = (G ou)u
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Demonstragao: Seja M = ||u||w. Desde que G(0) = 0, existe uma constante C' tal que
|G(s)| < Cls| para todo s € [—M,+M]. Assim |G o u| < C|ul; segue que G ou € LP(I).

Similarmente, (G’ o u)u’ € LP(I). Resta verificar que
/(G ou)y = — /(G’ oully Vo e CHI). (2.12)
I I

Suponha primeiro que 1 < p < co. Entao existe uma sequéncia (u,) de Cl(R) tal
que u,|; — u € WHP(I) e também em L>®(I). Assim (G owuy,)|; = Gou € L®() e
(G ouy)ul | = (G' ou)u' € LP(I). Claramente (pelas regras padrao para fungoes C)
temos

r_ l / 1
J(Gou)g == [(& cuip Ve e CHD).

do qual deduzimos (2.12). Para o caso p = oo proceda da mesma maneira que na prova do
Corolério 3. ]

2.3 Os Espagos de Sobolev W™P

Definicao 2.3.1 Dado um nimero inteiro m > 2 e um numero 1 < p < oo definimos por
indugdo o espaco

W™P(I) =u € W™ HP(I); o € W™ ().

definimos também

H™(I) = W™2(I).

E facilmente mostrado que u € W™ (1) se, e somente se, existem m fungoes g1, gz, , g €
LP(I) tais que

I 1

onde D’ denota a j-ésima derivada de . Quando v € W™P(I) podemos assim considerar
as derivadas sucessivas de u : v’ = g1, (v') = go, -+, até a ordem m. Denotadas por

Du, D*u,---, D™u. O espago W™P(I) estd munido com a norma

[[ullwms = [Jull, + D |[D%ull,
a=1
e o espago H™(I) estd munido com o produto escalar
(u, v)gm = (u,v) 2 + Y _ (D%, D*v) 12 = /uv +3 / D*uD%v.
a=1 I a=1 I

Pode-se mostrar que a norma || ||wm.» é equivalente a norma

[Hulll = Tlullp + [ID™ullp-
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2.4 O Espaco W,”

Defini¢ao 2.4.1 Dado 1 < p < oo, denotamos por Wy *(I) o fecho de C1(I) em W'P(I).
Definimos
Hy(I) = Wy *(I).

O espaco Wy P(I) estd munido com a norma de W'?(I), e o espaco H} é munido com o

produto escalar de H'.

O espaco Wol P ¢ um espaco de Banach separdvel. Além disso, é reflexivo para
p > 1.

O espago Hj é um espacgo de Hilbert separével.

Observagao 8 Quando I = R sabemos que C}(R) é denso em W'P(R) (veja Teorema 9)
e portanto Wy *(R) = WP(R).

Teorema 11 Sejo u € WP(I). Entdo u € WyP(I) se, e somente se, u = 0 sobre O1I.

Demonstracio: Se u € W, ?, existe uma sequéncia (u,) € C1(I) tal que u, — u € WP(I).

Portanto u, — u uniformemente sobre I e como consequéncia u = 0 sobre O1.

Reciprocamente, seja u € W1P(I) tal que u = 0 sobre OI. Fixe uma funcao
G € C'(R) tal que
{0 se |t <1,

t se |t| > 2,
IG(t)| < |t| VteR.
Defina u,, = (1/n)G(nu) de modo que u,, € W'P(I) (pelo coroldrio 4). Por outro lado,
supp u, C {z € I; |u(z)| > 1/n},

e assim supp u, estd em um subconjunto compacto de I (usando o fato de que u = 0 sobre
dI e u(z) — 0 quando |z| — oo, = € I). Portanto u, € Wy*(I). Finalmente, verifica-
se facilmente que u, — u € W'P(I) pelo teorema da convergéncia dominada. Assim
ue WyP(I). O

~ . . ~ ~ 1
Observagao 9 Mencionemos duas outras caracterizacoes de fungoes Wyt :
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(i) Seja 1 <p < oo e sejau € LP(I). Definau por

u(z) se wel,
0 se xzeR\I

Entio u € WyP(I) se, e somente se, u € W'P(R).

(ii) Seja 1 <p < oo e sejau € LP(I). Entio u € WyP(I) se, e somente se, existe uma

Je
1

Proposicao 7 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que I é um intervalo limitado.

constante C' tal que

< Cllelly) Yo € Ce(R).

Entao existe uma constante C' (Dependendo || < oo) tal que
lullwingy < Cll||oy Yu € Wo™(D). (2.13)

1 . 7/ . \
Em outras palavras, em Wy, a quantidade ||'||1r(r) € wma norma equivalente & norma
whe,

Demonstracio: Seja u € Wy® (com I = (a,b)). Como u(a) = 0, temos
ju(e) = Ju(z) — u(a)| = | [/ (O)dt] < ]|

Assim, ||u||zery < |[w'||z2 e (2.13) segue-se entao pela desigualdade de Hélder.

Observagao 10 Se I ¢é limitado, a expressio (u',v' )2 = /u’v’ define um produto escalar

em H} e a norma associada, isto é, ||u'||p2, € equivalente @ norma H'.

Observacao 11 Dado um niumero inteiro m > 2 e um numero real 1 < p < 00, 0 espaco
W"P(I) é definido como o fecho de C™(I) em W™P(I). Um deles mostra que

WyP(I) = {u eW™(I); u=Du=---=D""tu=0 sobre 3[} :
E essencial notar a distingdo entre

War(1) = {u e W2(I); u=Du=0 sobre I}

WP (1) N WyP(I) = {u c W*P(I); u=0 sobre 8]}.

Uma vez que estamos interessados em solucoes radiais, consideramos a formulagao

radial do problema (1.1), onde N > 3. Sob uma mudanga adequada de vridveis, o problema
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(1.1) pode ser transformado em uma EDO com condigao de fronteira mista.

A seguir, denotamos fy : R¥\ By — R por fo(|z], u) = Aa(|z|)|u|7tu+b(|x])|u|P~Lu.
Se wu for uma solugdo radial do problema (1.1), isto é, se 7 :=|z| e u(z) = u(|z|) = u(r),

entao o laplaciano é dado por

De fato, como

temos
87‘_1 2%, o
Ox; 222+ +a%)V2 '
Logo,
8u_@8r_@ﬂ
dx; Ordx; drr
€ 2
0%*u d2uatzxz+du 7‘—% 7d2ux§+du 1 a?
ox? drir or  dr 72 Cdr2r? dr \r  r3)’
donde
st e (0 ) Y 1y e Nt
Ox? dr r3 ) dr2  dr r)  dr? rodr

Logo, se u = u(r) é uma fungdo radial harmonica, ela satisfaz a equagao diferencial

ordinéria de segunda ordem

Entdo u verifica

o que leva a

Agora ponhamos

onde
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r2-N
5= 3 (2.14)
Desta forma, obtemos o seguinte problema equivalente ao problema acima
—" =V =NV (r(s), 2(s))  em <0 1)
) Y N _ 2 )
1 o
Z(N—Q) =0, SllglJrz(s)—O.
Pode-se supor, sem perda de generalidade, que a fungao z satisfaz 2/(0) = 0.
Agora, observe que
—(u(s)2'(5)) = —n(s)2"(s) — w'(s)2'(s) = —p(5)2"(s) — p(s)r™ (s)2'(s)
se, e somente se,
p(s)r™ =/ (s)
logo,
/
L
p(s)
isso implica
(N —2) 7=
In |u(s)| = —fsfﬁ +C.
Assim, ao escolher
—2
V=27 2,
u(s) =e 2 ) : (2.15)
obtemos
)Y — 2(N-1) 1
—(u(s)z'(s)) = p(s)r(s) falr(s), z(s)) para todo s € {0, N3/ (2.16)

Portanto, se u é uma funcao radial, concluimos que u é uma solugdo do problema (1.1) se,

e somente se, a fungao auxiliar z é uma solugao para o seguinte problema

_ s)2 (s "= 57’52(N71)f/\7”5728 em 0,# )
W@ = PR ) em (o)
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Ao integrar a equagao (2.16), obtemos

—u(t)2 (1) = /Otu(s)T(S)Z(N_l)f’\(r(S)’ 2(s))ds paratodo t€ <0, N1—2) )

desse modo

—2(0) = o [ ()P (9), ()

p(t)

Por conveniéncia, denotamos

{ afs) = (8) B(s) = p(s)r(s)*™ =Y, fils, 2(s)) = far(s), 2(s))

a(s) = a(r(s)), e b(s)=b(r(s)), (2.18)
onde 7(s) é dado por (2.14).

t

2.5  Estrutura variacional

Considere o espaco de Lebesgue com peso

L
LP((0,L);9) := {w mensuravel : / lw|PY(s)ds < —|—oo} :
0

dotado da norma

=

L p
[0l Lo ((0,)0) = (/0 le”ﬁ(S)d8> :

onde a fungao ¥ > 0 serd definida posteriormente.

Denotamos o espago de Sobolev W12((0, L); 1) como o espago das fungdes w em
L2((0,L); p) tal que, para cada multi-indice & = (ay, g, -+ ,ay) com ordem o] < 1,

existe uma funcao v, € L*((0, L); 1) (a derivada fraca de w ) satisfazendo

/Och() o(8)ds = (— ‘O‘l/ ds paratodo ¢ e C((0,L)).

Observe que o problema (2.17) é um problema de condic¢oes de fronteira mista

de Dirichlet e Neumann. A formulagao variacional para este problema é permitir que
Y((0,L); ) = {w € W2((0, L); p) : w(L) = 0} seja um subespaco de W12((0, L); u) e

/OL 2 (s)v'(s)p(s)ds = /OL B(s)fa(s, z(s))v(s)ds paratodo v e Y((0,L);n).
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E facil de ver que o espaco Y ((0, L); ) munido da norma

1
Lo, 3
lwlly(o.Lyp = (_/0 w'|” pu(s)ds

¢ um espaco de Sobolev.

Lema 5 Seja w € Y((0,L); n), onde p é dado em (2.15), entdo para s € (0, L) temos que

1 _1
lw(s)| < L2p~2(s)]|wlly(o,0)m). (2.19)

Demonstragao: Sejam w € Y ((0,L);u) e s € (0, L), entao
L
ol = |- [ v

< (@Lhu@ﬂ2u@ﬁﬁ)é(LLu@r*m)é

< L2 2 (8) |lwlly0,2))-

Teorema 12 A imersao Y ((0,L); ) < L7((0,L); V) é compacta para T € (0,2], onde

V(s) = B(s)e(s) e ¢ é uma fungao mensurdvel nao-negativa tal que

/

Demonstragao: Seja {w,} C Y((0, L); ) uma sequéncia limitada. Entdo, passando a uma

2(N—1)
s 2N ¢(s)

ds < oc0.

subsequéncia, se necessario, podemos assumir que

w, — w fracamente em Y ((0, L); 1) e pontualmente (pois Yé reflexivo).

Note que

lim /OL lwa(s)|” 0(s)ds = /OL lw(s)[79(s)ds. (2.20)

T—r00

De fato, pelo Lema 5, para s € (0, L) temos

2(N-1)

[wa(s)]9(s) < L7207 ()[(N — 2)s] 7 ()10l 0.1y (2.21)

Defina

2(N-1)

h(s) i= L2 F (L[N = 2)8] 557 () [0 010
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Uma vez que

L
| 1hs)lds < Clleol o 2y (2:22)

(onde a constante C' depende da fungao c¢) e h(s) = |w,(s)|” 9(s), pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos (2.20). Agora, pelo Lema de Brezis-Lieb 1
temos

mlggo Hwn - wHLT((OvL)ﬂ” =0
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3 PROBLEMA DE AUTOVALOR ENVOLVENDO O OPERADOR
ORNSTEIN-UHLENBECK EM DOMINIOS EXTERIORES

3.1 Prova do Teorema 1

Considere o problema

{ = (u()2') = A3(s)a(s)z em  (0,L), (3.1)

2'(0) = z(L) = 0.
Um ntimero real A € R é dito ser um autovalor do problema (3.1) se, e somente se, existe

z € Y((0,L); p)\{0} tal que
L L
/ w(s)z'y'ds = )\/ B(s)a(s)zds (3.2)
0 0
para todo ¢ € Y((0, L); ). Neste caso, z é chamado de autofuncao associada ao .

Lema 6 FEziste o menor (o primeiro) autovalor Ay > 0 e pelo menos uma autofungdao

correspondente z; > 0 q.t.p em (0, L) do problema de autovalor (3.1).

Demonstracio: Vamos definir ® e J : Y((0,L); 1) — R, funcionais de classe C*

definidos, respectivamente, por

O (u) = /OL,,L(S)\U'WS e Ju) = /(]Lﬁ(s)d(s)]u\zds.

Desse modo, um valor real A é um autovalor do problema (3.1) se existe u € Y((0, L); 1)\{0}

tal que
O (u) = \J'(u).
Ponhamos
M:={ueW:Ju)=1}
e

A1 = inf ®(u).

ueM
Seja (u,) uma sequéncia de minimizagao para A; dado por

J(up,)=1 e ®(u,)=X+96,, com 6,—0; quando n — 0. (3.3)

De (3.3), segue-se que [[un|ly g 1),y < ¢ com ¢ > 0 independente de n. Entdo passando a

uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que
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u, — 21 fracamente em Y'((0, L); 1) e pontualmente

para algum z; € Y((0, L); 1). Segue-se pelo Teorema 12 e o Lema de Brezis-Lieb 1 que

1= tim [ B(s)a(s) |un|2ds:/()Lﬁ(s)d(s)|zl|2ds.

n—oo Jo

Note que z; # 0. Desde que u,, — z; fracamente em Y ((0, L); 11), temos

L 2 2 o 2
A < /0 fi(s) |21]" ds = Hzll‘Y((O,L);u) < hmnll}go HunHY((O,L);u)

Logo, ® (z1) = M. E equivalente a dizer que

A = inf R(u),
u€Y ((0,L);)\{0}

onde R ¢é o quociente de Rayleigh dado por
L 2
JNTOITRE
i :
| Bls)als) ufds
0

Para cada ¢ € Y((0,L); ) N C*(0, L), usando o Teorema da Convergéncia Dominada

R(u) =

pode-se verificar que R admite a derivada direcional ao longo de ¢. Assim, obtemos

iR (Zl + t¢)

7 =0.

t=0

Portanto

L

L
/ w(s)z1¢'ds = )\1/ B(s)a(s)z1¢ds,
0 0
para todo ¢ € Y((0,L); u) N C>=(0, L). Agora usamos a densidade para concluir que

/DL w(s)ziv'ds = A\ /OL B(s)a(s)zivds  para todo v e Y ((0,L); ). (3.5)

Note que A\; > 0. Além disso, usando argumentos padrao, podemos provar a simpli-
cidade do primeiro autovalor (veja [12]). Uma vez que z; é uma autofungao correspondente
para Aj, entdo |z;| é também uma autofun¢do correspondente para A;, e podemos assumir
que z; > 0 em (0,L). Além disso, (3.5) nos permite garantir que pu(s)z} possui derivada
fraca em L*(0,L) e

= (u()21)" = Mp(s)a(s)z.
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Assim, z| é continuo. Finalmente, a igualdade

p2y = —p'z1 + MB(s)a(s)z,

mostra que z; é de Classe C2?. Agora, uma vez que z; satisfaz

, MOt
() = — /0 B(s)a(s)z(s)ds,

e z; > 0, obtemos que z; > 0em (0, L). O

A seguir, provamos a existéncia de uma sequéncia infinita de autovalores.
Lema 7 O problema (3.1) admite uma sequéncia de autovalores positivos indo para oo.

Demonstragao: Para cada n € N, usando as mesmas idéias do Lema 6 obtemos z, € M

tal que

A =D (2,) = inf  P(z2),

z€EM:zl W, _1
onde Wy = {0}, W,,_; =span{z1,29, -+, 21} E facil de ver que {zeM:z LW, 1}#

0, para cada n. Agora, pelo mesmo argumento usado anteriormente, vemos que

/ wu(s)ziv'ds =\, / s)zpvds  para todo v € Wi .
0

Além disso, parai=1,2,--- ,n — 1 temos

0 :/ w(s)zizlds = \; / s)a(s)zizpds.
0

n—1
Entao para v e W,_q, v = Z &z temos

=1

/OL B(s)a(s)z,vds = 0,

para v € Z,_;. Portanto

L
/ u(s)ziv'ds =\, / s)zpuds  para todo v e Y((0,L); ).
0
Assim, obtemos um conjunto ortogonal infinito {z,} de autofung¢des de (3.1) em M. A

z

seguir, mostramos que a sequéncia {\,} é ilimitada. Agora, definindo v,, = f;\ vemos
n

que {v,} é uma sequéncia ortonormal em Y ((0, L); u) e, portanto, v, — 0.

Uma vez que

L
e - CLOIEN
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usamos o resultado de compacidade do Teorema 12 para obter

L
0 < lim M= lim [ B(s)a(s) |za]* ds = 0.

n—oo 0
Isto mostra que nlgg) At =0 e, portanto, a sequéncia {\,} de autovalores de (3.1) ¢ ilimi-

tada.
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4 PROBLEMA DO TIPO CONCAVO - CONVEXO ENVOLVENDO O
OPERADOR ORNSTEIN-UHLENBECK

4.1 Prova do Teorema 2

Esta secao é dedicada a fornecer o resultado de existéncia.

4.1.1 Caso (i) 0<g<1<np.

Para 0 < ¢ < 1, seja ¢, : <0, ﬁ} — R a funcao dada por

oa(r) == [(1 — )\ (Ga (Nl_z) - Ga(r))} ™ (4.1)

onde

Galr) = [(ao) ([ Bs)acs)ds ) at,

com « e 3 definidos em (2.18). Note que Gz(T) é crescente em (0, —_},

Galr) < [ [ sy — 2 F asar

(em particular G5(0) = 0) e G5(7) = a(t) / a(s)p(s)ds. Sabemos que ¢, (7) é decrescente,
0

O (ﬁ) = ( e satisfaz a seguinte equacao integral

onr) =2 [T att) ([ Bo)a(s)as) oy (12

Agora, defina o operador T : C — C, onde

1

C:= {g cC <[0, ]\[1_2} ; [0, oo)> : g € decrescente e g <N—2> =0= g'(())}

por

(T2)(7) = / 2 ) ( /O " 8(s) [Ai(s)2(5)" + b(s)2(5)7] ds> dt.

Observe que dado z € C, 7T z satisfaz
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Além disso,

(T2)(r) = —a(r) /0 " B(s) [Na(s)2(s)7 + B(s)z(s)?] ds < 0

(T2)(r) -0 quando 7 —0%.

Assim, se z € C entdao Tz € C.

Agora, considere o conjunto

M:={geC:o\(r) <g(r) <A} (4.3)
com A a ser escolhido posteriormente.

Vamos considerar as seguintes hipoteses:

1

A=t [T al ( / " B(s)(a(s) + B(s))ds) dt < +o0 (4.4)
B = Tligi OA(T) < +00. (4.5)

Segue de (4.4) e (4.5) que podemos escolher A\ > 0 pequeno o suficiente, tal que

1
NP1A < 7 (4.6)
1\
Além disso, A pode ser escolhido de forma que, A < (2A> e
ox(7) < A tod e(ol] (47)
AT para todo T N 3| )
ou equivalente,
AL—a
A< (4.8)

(1-9)Ga ()
por (4.1). Portanto, o conjunto M dado em (4.3) é bem definido com esta escolha de A e

Pa-

Lema 8 Se (4.4) e (4.5) ocorrem, X e ¢y satisfazem (4.7); entdo existe \* tal que

TM)C M,
para 0 < A < X*, onde M ¢é o conjunto dado em (4.3).



Capitulo 4. PROBLEMA DO TIPO CONCAVO - CONVEXO ENVOLVENDO O

OPERADOR ORNSTEIN-UHLENBECK

Demonstragao: Seja z € M, entao ¢,(7) < z(7) < A. Portanto

1

T = [ at) ( / B(s) [Aas)2(5)7 + B(s)=(s)"] ds) dt

< AN /N olt) (/Otﬁ(s)&(s)ds) dt

+ /\”/N12 a(t) (/Otﬁ(s)f)(s)ds> dt

< (MA+TTA) A
Por (4.6) podemos escolher

Portanto, se

obtemos MA + \P~'A < 1. Portanto,

(Tz)(r) <A

Agora, como ¢,(-) é decrescente e usando (4.6), obtemos

T = [ o) ([ 86 [Nals)=()7 + bls)z(s)] ds) a

A [ </ﬂ o

Portanto

TzeM

para

. 1 \r1 1\«
oqqm{(m) (L

39

(4.9)

(4.10)
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por (4.8), (4.9) e (4.10). O

Agora, vamos provar que 7 é um operador compacto. De fato, seja D C C limitado,
pelo teorema de Ascoli-Arzeld, é suficiente provar que 7 (D) é limitado e T é equicontinuo.

Como D ¢ limitado e as fungdes a,b € L>(1, 00), entdo para A > 0 fixado podemos assumir
1

que ||z]|c < M para todo z € D para algum M > 0. Portanto, para 0 < ¢ < N5

(S

2 € D temos

|(T2)(0)]

IN

/Om a(t) </Otﬁ(8)f,\(r(3)’ Z(s))ds) dt| (412)
< AE|Z||%, + F|z|%
< AEMY+ FMP,

onde fx(Jz],u) = Aa(jz])ul ™ u + b(|z])ul~ v,

E = /0N12 </Otr(s)2(N_1)EL(s)ds) dt

F = /0N12 (/Otr(s)Q(N_l)l;(s)ds> dt.

Portanto 7 (D) ¢ limitado.

Agora, seja e > 0 dado, z€ De 1,7 € [O, ﬁ}, com 71 < To. Temos,

(T2) (n) = (T2) ()| =

|7 ([ Bene).e)s) a1

< / (/Otr(s)Q(N_l)fA(r(s), z(s))ds) dt
< =l [T PN () 2(5))ds
< n =l (AE|2|L + Fllzl%)

S |7'1 —T2|<)\EMq+FMp)
€

AEMY + FMP
A prova de existéncia é feita por meio de Teorema 4 pagina 15. Devido ao Lema

8, podemos definir 7 : M — M, onde M é dado em (4.3). Note que M é fechado
e convexo. Agora, pelo Teorema 4 pagina 15, obtemos a existéncia de um ponto fixo
zeC ({0, ﬁ} [0, oo)) de T. Isto é

, vemos que 7 é equicontinuo.

Tomando |1 — 7| < 0 =

2(7) = / "2 ) ( /0 8(s) (Aa(s)2(s)7 + bls)=(s)") ds) dt. (4.14)

Como z € M, obtemos
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Alggh I ||L°°( 0.55) 0
e isso completa a prova. O

4.1.2 Caso (ii)0<g<1l=p

Vamos supor que b € B,0 < g < 1 e ¢, conforme definido em (4.1).
Segue de (4.4) e (4.5) que podemos escolher A > 0 suficientemente pequeno, tal que

1
A tod —_ 4.1
oA(T) < para todo 7 € (0, N 2} , (4.15)

isso é equivalente a

1 @
< ((1 e (le)> : (4.16)

por (4.1). Portanto, o conjunto M dado em (4.3) estd bem definido com a escolha de A e
Px-

Lema 9 Se (4.4) e (4.5) ocorrem, \ e ¢y satisfazendo (4.15). Entdo existe \* tal que
T(M)C M,
para 0 < A < \*, onde M é o conjunto dado em (4.3).
Demonstragao: Seja z € M, entao ¢,(7) < z(7) < A. Definindo

D:A”%ﬁ%ﬂm@wMQﬁzeﬂNiQ,

VEmMOS que

T = [ o) ([ 86 [Nals)2()7 + bls)z(s)] ds) at
< (A"A+ D) A,

Como A > 0, se escolhermos

A< (1;11));, (4.17)

obtemos A?A + D < 1. Portanto,

(T2)(1) <A

Agora, como ¢,(+) é decrescente e usando (4.1), obtemos
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T = [ at) ([ 8(6) [Nas)z(s)7 + blo)z(s)7] )
> oa(7).
Portanto, (7 2) ( ) =0, (T2)(r)<0e

Portanto

Tze M

para

. . J/1=Dys 1 '
O<A<A mm{(A) ((l—q)G <N12)) } (4.18)

Novamente, pelo Teorema 4 pagina 15, obtemos a existéncia de um ponto fixo
zeC ({0, ﬁ} .0, oo)) de T. Isto é

2(7) = / ( / B(s 2(s)7 + B(s)=(s)?) ds) dt, (4.19)

e isso completa a prova de existéncia. Como z € M, obtemos

A zf] e 1y =0

e isso completa a prova. O

4.1.3 Caso (iii)) 0<p<1l=gq

Para lidar com este caso, vamos considerar a abordagem variacional. Associado
com o problema (2.17) definimos o funcional I, : Y((0, L); u) — R dado por

L

QI
CIJ
~—
N—
no
|
-

. pt1
B(s)h(s) (= ()" ds,
(4.20)
onde z™ = max{0, z}, que é C' e cuja derivada de Fréchet para todo z,u € Y ((0, L); i), é

1) = sl R0 — 5 | 6o

p+1Jo

dada por
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Por (2.22), temos a estimativa

1 C,
B > (5357 R o — 5 BT, b todo = € V(0,2
q+1
: AT : - . L qt1
e assim, I, é limitado por baixo e coercitivo para todo A € (0, \*), com \* = 50

Pelo Teorema 12 inferimos que [, é sequencialmente fracamente inferior semicontinuo e

portanto, existe zo € Y ((0, L); 1) tal que

B = o B M

(veja, por exemplo, [ [25] Teoremas 1.1,1.2] ). Portanto zy é um critico de I satisfazendo

/OL zp(s)v'(s)p(s)ds = /0 L6<s)a( s)ds + / $)0(s) (= (s)) v(s)ds, (4.22)

para todo v € Y((0, L); u).

Resta justificar que zy > 0. Inserindo v = —z; = —max {0, —zp} em (4.22) leva a
2y =0,entdo zo >0 em (0,L). Note que devido a condi¢do 1 < p+ 1 < 2, temos que
I\(tz) < 0 para qualquer z # 0 e t > 0 suficientemente pequeno. Logo, zg # 0. Finalmente,
podemos verificar que o principio do maximo forte em [ [31] Teorema 5.4.1] aplica-se no caso
da equagao (4.22). Concluimos que zp > 0 em (0, L), entdo z, é uma solucao (fraca) posi-
tiva do problema (2.17). O

4.2 Prova do Teorema 3

A seguir, consideraremos \ € (0, A*], a ser escolhido posteriormente. Para A € (0, 5\],
a primeira solu¢ao wuy do problema (2.17) é dado pelo Teorema 2. Agora, segundo [15],

vamos construir uma segunda solugao da forma vy = uy + z,, onde 2z, satisfaz
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1

Observe que para z € C e T € (0, ﬂ) temos

P e t 1 B
V(z)(r) = / a(t){( / B(s) / [(qAa<s)|uA(s)+lz(s>|q1+pb(s>|ux(s)+lz(s>|"1)z(s>]dl) ds}dt
T 0 0
o t T
/ a(t){(/ 3(5)/ [pb(s) [ua ()P~ 2(s)] dl) ds}dt
T 0 0
1 t
/ at) ( / [PB(s) [ux(s)[P~" 2(s)b(s)] ds) dt
T 0
w3 v
/ pa(t) [ux(t)P~ ( / [ﬁ(S)b(S)Z(S)}dS> dt
T 0

2 t
/ pa(t) Jux(@)|P~1 2(t) (/ ﬁ(s)i)(s)ds) dtdt. (4.24)
T 0

Definindo ¢, € C* ({O : D como

P N-2

\Y
2|

2
&

Y

Y

2(8) = exp (<X ["pas) (o)™ ([ B0B0)a1) ds
—exp (30 [ pals) st (st as)

vemos que ¥(Q) C Q, onde

Q:{zec:h@)zz(ﬂz@(t) para todo te[o’z\rl_z”’

com h uma funcao continua que sera especificada posteriorimente.

Observe também que, Q@ é um subconjunto limitado, fechado e convexo de C.

Adicionalmente, para 0 < A\ < \* suficientemente pequeno, temos que

1

W) = [T ) ([ 552a) (un(s) + =) (uals) + (5)) — wr(s))ds ) de

77 alt) ([ BN unle) + ()P (o) + 2(5)) — wn(s)7)ds)
= E+F.

Vamos analisar os termos E e F'. Para E, temos

E< )\/N alt) (/Ot B(s)a(s) ((ur(s) + 2(s))" + u(s)?) ds> dt

<A /ON a(t) (/Ot B(s)a(s) (A + h(N)? + ) ds) dt
1

= A((A+h(N)7+\) G (1\/-2)
1

— A((A+h(A) + A By, com  Ey= Gy (N_2> .

Enquanto isso, F' satisfaz
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F= / ™ ) ( /0 " B(s)b(s)p { /0 N un(s) + ()P z(s)dl] ds) dt

<p /0 ™ o) ( /0 "r(5)2NDF(s) (un(s) + 2(s))"" z(s)ds) dt

< p(A+ ANV G (]\71—2)

— O+ AR\ Fy,  com  Fy = pGs (Nl_z) |

4.2.1 Caso (i)0<g<l<p

Consideremos a fungao h : [0, 00) — [0, 00), desta forma, h satisfaz

AN+ hN)+ X)) Ey < h(;)

A+ ()P T\ Fy < h(QA)

1
A segunda desigualdade significa que (A+h(\))P~1Fy < 5 oque é possivel desde que

h(0) = 0 e X suficientemente pequeno. Definimos a fun¢ao h como a solugao da igualdade
(A : _ t

)\ (()\ + h()\))q —+ )\q) EO = (2) ASSlm, h()\) = >\h‘1 1 (2)\qE0), Onde h1<t) = m,

verifica a primeira desigualdade.

Vamos provar que Q # (). De fato, observe que, apds cdlculos simples, obtemos

(1) < B(A) = 1 — exp (—)\erqul; (N1_2>) e [o, Nl_Q] |

Assim, resta-nos provar que

h(X) < h(X\) = AhT (2ME))

para A > 0 suficientemente pequeno. Ou seja,

h(\
hl <()\>> S 2)\qE07

ou ainda

>

S
(1+2)" 41

Afirmacao: A desigualdade acima é valida se

< 2ME.

1
L= exp (_quGg ()) L
N—2)) h(}
iT = tisy <25, (4.25)
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para A > 0 suficientemente pequeno.

De fato, pela regra de L’Hopital, obtemos

1
e (s (75 )

,\hﬁ%1+ Alta
1
(p+ QNPT 1pG; (ﬁ) exp (—)\p+qu5 (N 2))
= li — = 0.
A, (14 g 0

Mostrando que (4.25) é verdadeira e isso implica ¢x(t) < h(\) para A > 0 suficientemente

pequeno.

Assim, existe A € (0, \*] tal que E+F < h()) para qualquer 0 < A < X e ¥(z) € Q
para qualquer z € Q. Portanto, aplicando novamente o Teorema 4 pagina 15 obtemos
uma solugao positiva z, de (4.23), ou seja, vy é uma segunda solu¢ao do Problema (2.17).

Pela definicao de uy e h, temos

,\1i>r(r)l+ ||U/\||L°°(RN\BI) =0 .

4.2.2 Caso(ii))0<g<l=p

Como b € B, temos G} (ﬁ) = Fy < 1. Aqui, definimos a func¢do h como a solu-

1F;
cao da igualdade A (A + h(A)? + X)) Ey = (1 — Fy) h(\). Assim, h(\) = Ay} <1)\ FO, )
— L'y

verifica F 4+ F < h. O restante do argumento segue como no Caso (i) para provar que

dx(t) < h(X) para A > 0 suficientemente pequeno.

Desta forma, como no caso anterior, existe A € (0, A*] tal que para qualquer

A € (0,)), o Problema (2.17) tem uma segunda solucio verificando

i vy = 0 -

4.3  Alcance de A

4.3.1  Demonstracao da Proposicao 1

Observe que o intervalo de existéncia no Teorema 2 é um intervalo limitado.
Definindo

A :=sup{A > 0: O Problema (2.17) tem uma solucao positiva }.

Afirmagao: \* < A < oo. De fato, pela defini¢ao, temos que \* < A. Por outro lado,
argumentando por contradi¢do, suponha que A = co e defina A; := A;(d) como o primeiro

autovalor do problema
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— ()25 = MFI)(s) em (0. 5).

-2
( ! )—o 0y =0
V4 N_2 = U, z = U,

onde 6(s) := min{a(s),b(s)}. Entao, podemos escolher A\; < X e 0 < X grande o suficiente

para que (2.17) tenha uma solugao positiva u, e

Fr((s),ua(s)) = X(s)un. (4.26)
Verifiquemos a desigualdade (4.26) para o caso (i), pois o caso (ii) é trivial. Considerando
0 <qg<1<p,defina

P(t) = M7+ 7,

Vamos mostrar que existe uma constante C', > 0 tal que

P(t) > C\t para t>0.

Defina a fungao Q(t) = P(t)t~!. Entdao Q(t) — oo quando ¢t — 0%e quando t — oo.
O valor minimo é @ (tg) = C), onde t, > 0 é dado por

. <A§91_—1q)>f'1" _

Note que tg aumenta quando A aumenta, e a constante C) tem o mesmo comportamento

em relagdo a A. Assim, é possivel escolher A suficientemente grande tal que

Fa(r(s),un(s)) = 6(s) [A (ua())* + (ua(5))"] = Crd(s)ua(s) = Ad(s)ux(s).

Agora, usando o problema do autovalor

~ ()2 65)) = 33(3(s)2(s) em (0. 5).
1

JR— / —
Z(N_2)—0, 2(0) = 0.
Consideremos o operador associado € : P — P, onde P denota o cone de fungoes nao

negativas u € C' <-0, ﬁD, dado por

(4.27)

£(2)(r) = /\/N alt) </Dtﬁ(s)5(s)(s)z(s)ds> dt.

Nao é dificil provar que € é um operador compacto e crescente no Espaco de Banach
C ({O, ﬁ} , HHOO) dotado da relacao de ordem usual, dada por u < v se, e somente se,

(1) < wo(t) 1 te {O . ]
U v ara qualquer .
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Como u), ( ) <0e) ( ) < 0, para 0 < € suficiente pequeno e tomando v,

como a autofuncao positiva associada a A\, temos que

ey (t) < wup(t), paratodo t¢€ <0, N1—2> :

Entao,

e (ev1) ( _)\E/N—Q (/5 )dt
:1 (M/T o(t) (/0 B(5)d(s)n(s) s)dt)

= )\*161?1 (1)
Z €¢1 (7_)7

= (TUA) (7)
= ’U,)\<T).
Portanto, © = uy e u = €y sdo, respectivamente, super e sub-solugdes do problema (4.27).

Por [[2], Teorema 6.1] obtemos uma solugao positiva do problema acima, o que é uma

contradicao com a definicao de \;. Na verdade, observe que

M [ B3 usinds = - /L (o)) d
= _/ wlds (4.28)
=3 [ B()3(s)usends,

e assim,

(A=N) /0 " B(s)6(s)uztrds = 0,

o que ¢ uma contradigao. 0

4.3.2 Demonstracao da Proposicao 2

Considere,
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A :=sup{A > 0: O problema (1.1) tem uma solugao radial positiva},

daremos algumas condigoes para garantir que

A = 0.

Suponhamos que a+b € B,0 < g < 1 = p, e ¢, conforme definido em (4.1), assim obtemos

G (N1_2> LG <N1_2) <1 (4.29)

Para cada A > 0, Segue de (4.4) e (4.5) que,

1

1

A1) < [(1 —q)Ga <N—2ﬂ o ATTT < AT para todo T € (0, Nl—Q] ) (4.30)

Portanto, o conjunto M; := {g € C:¢;5(1) <g(r) < )\th} estd bem definido para cada
A > 0.

Lema 10 Se (4.4), (4.5) e (4.29) ocorrem, A e ¢, satisfazem (4.30). Entao,

T(Ml) C Ml,

para cada A > 0, onde My foi definido acima.

Demonstragao: Seja z € My, entao ¢5(1) < z(1) < AT, Como (4.29) ocorre, vemos que

h
W
N~—
—~
\‘
N—
I
\
o

=~
~
N—
7 N\
\
sy
—
V)
S~—
L—
>
jo}
—~
»
S~—
0
—~
V)
N—
[}
+
S
—
[V
N—
N
—
[V
o,
QL
»
~_
QU
~

Il
e
AN
D
=}l
A/~
;
| —_
o)
~——
+
QD
f=al]
/N R
2
| —_
o)
~
~—

Portanto,

1

(Tz)(1) < AT

De (4.1) e o decrescimento de ¢,(-), obtemos

TE)) = [T al ( / B(s) [Aas)2(5)7 + b(s)2(5)] ds) dt
> Px(T).
Logo, (Tz) (ﬁ) =0, (Tz)(r)<0e
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1

OA(T) < (T2)(1) < AT=.

Desta forma, para cada A > 0 temos,

TZGMl. O

Novamente, pelo pelo Teorema 4 pagina 15, obtemos a existéncia de um ponto fixo

zeC ({0, ﬁ} : [0, oo)) de 7. Isto é

o(7) = / ™ o) ( /0 " 8(s) [Ni(s)2(5)" + b(s)2(5) ds) dt, (4.31)

e isso completa a prova de existéncia de cada A > 0. 0
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5 APENDICE A
5.1 Condigoes suficientes em a e b

Como p(t) é crescente, obtemos

2(N-1)

[0t (f teyis) i < ety [T (0 =220 (6 - 29 % s

Se colocarmos a(r) =77 (ou b(r) =17) :

(a) Note que

1
2(N—1)

/Oma(wv—z)s)ﬁ) (N — 2)s) 57" ds

< 00

é equivalente a

¥4 28—
/ S§T=N s 2-N (5| < 00.
0
Isso é possivel se
—y —2(N —1) ]
N -2
ou
2(N—-1) ¥

Ambas as desigualdades nos fonecem,

v < —N.

Por outro lado, temos

1
2(N-1)

— [T alr(sDI —2)5) T as = [ °° a(r)rN=ldr.

Assim obtemos a desigualdade,

v+ N -1< 1.

Entao, podemos assumir que || Ya(|z|) < C, com v < —N, para |z| suficientemente

grande. Desta forma, o nosso operador estara bem definido.

(b) Se v < —N — 1, obtemos
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De fato,

sey < —N—1.

1

/Oj a(t) (/OTﬁ(s)ds> dr < 1.

N —2
1 1\ 2
v (v=3)
1
<
-
<1,

54
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5.2 Espagos de Sobolev

Para o estudo desta Secao foi consultada a referéncia [22].

Seja 2 C RY um conjunto aberto. Definimos

Wh2(Q) = {u e WHQ) :u e L*(Q) e T ¢ L*(Q) para todo i =1, ... ,n} . (5.1)

o0x;
) 52)

Wy?(Q) = fecho de C°(R) em WH2(0Q).

W12(Q) é claramente um espaco vetorial munido da norma

lullwaco ( i |u|2+2 /

Consideremos ainda o espago vetorial,

ox;

Os espacos vetoriais normados W12(Q) e W, *(Q) séo espacos com produto interno

dado por,

ou Ov ou Ov
(u, / uv + Z/ oz, 07, (u,v) 12(0) + Z <83:i a$i>L2(Q)' (5.3)

Desta forma, a norma definida acima é induzida deste produto interno. Além disso, a

2) 1/2

norma ||u|| = (u,u) é equivalente a norma,

21/2 n
1,2 = -+ /
Jallr 0 (/Qrm) ; [

8331

ou
aIZ'

LQ(Q)
5.2.1 Propriedades dos Espacos de Sobolev

Assumiremos os resultados a seguir sem demonstracao (veja [21] para a demonstra-

¢ao destes resultados).

Teorema 13 W'2(Q) ¢ um espaco de Hilbert. Em particular, Wy*(Q) também é um
espaco de Hilbert.

Teorema 14 C>(Q) N W12(Q) é denso em WH2(Q). Se Q é um aberto com fronteira de
classe C*, entdo C®(Q) NW2(Q) € denso em WH2(Q).
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Os seguintes resultados caracterizam o espaco Wy 2(Q) :

Teorema 15 Se u € W'2(Q) satisfaz supp u CC Q, entio u € W, ().
Se Q C R™ é um aberto com fronteira de classe C' eu € WH2(Q)NC(Q), entdo u € W, >(Q)

se,e somente se, u =0 em OS2.

As propriedades de imersao compacta dos espacos de Sobolev sdao as que lhe
conferem a sua grande utilidade. Recordamos os conceitos de imersdo continua e imersao

compacta:

Definigao 5.2.1 Seja E um subespago vetorial normado de um espag¢o normado F (ou
seja, a norma em E ndo precisa necessariamente ser a norma induzida de F'). Dizemos
que a inclusio E C F é uma imersdo (continua) se a aplicagio inclusio I : E — F

definida por Ix = x for continua. Denotamos este fato por

E — F.

Se, além disso, a aplicacao inclusao for compacta, dizemos que a imersio E — F
¢ compacta. Denotaremos a imersao compacta de um espago vetorial normado E em um
espago vetorial normado F' por

E —— F.

Como a aplicagao inclusao é linear, o fato de existir uma imersao £ — F' ¢

equivalente a existéncia de uma constante C' tal que

l|z||r < C||z||g para todo x € E.

Em particular, se (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em E, entao (z,) também ¢é
uma sequéncia de Cauchy em F’; logo, se (z,,) — = em E, entdo (z,) — = em F também.
E claro que se E tem a norma induzida de F, entdo a inclusdo E C F é uma imersdo, com
C = 1. Quando existe uma imersdo £ — F, dizer que ela é compacta é equivalente a dizer

que sequéncias limitadas de (F, || - ||g) possuem subsequéncias convergentes em (F, || ||r).
Teorema 16 (Teorema da imersao de Sobolev). Seja Q@ C R™ um aberto. Entao
W (Q) < L*(9),

Wy (Q) — L*(Q).
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Demonstracao: Usando a norma equivalente introduzida acima, se £ = W%(Q)
ou se E = W,?(Q) temos

n

lullz = llullz2@ + -

=1

ou
(9251‘

L3 ()

Teorema 17 (Teorema de Rellich—Kondrakhov). Seja @ C R™ um aberto limitado com

fronteira de classe C*. Entdo

WH(Q) — L*(Q),

1,2 PR o
se trocarmos W42 por Wy**, o resultado € vdlido para abertos arbitrdrios.

Teorema 18 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 C R™ um aberto limitado. Entdo

12

1/n
S e I P

n

para todo u € Wy*(Q) (aqui w, é o volume da bola unitdria em R™).

< 1,2 ~
Observe que o Teorema 18 nio é valido se trocarmos W,™* por W12 porque as fungoes
constantes pertencem a W'? e nao satisfazem a desigualdade de Poincaré (pois tém

derivada nula).

5.3 O Espectro do Laplaciano

Para o estudo desta Secao foi consultada a referéncia [22].

5.3.1 Existéncia e Caracterizacao Variacional dos Autovalores do Laplaciano

Para o problema de Dirichlet, o espago natural para aplicar o método variacional é
W, %(Q), enquanto que para o problema de Neumann trabalharemos em W12(). Exami-

naremos primeiro o problema de autovalor do laplaciano para condigao de fronteira de
Dirichlet.

Definicao 5.3.1 Dizemos que u € Wol’Q(Q) ¢ uma solugd@o fraca para o problema de
autovalor do laplaciano para condicdo de fronteira de Dirichlet

—Au=Xu em ¥,

u=20 sobre OS2,

se

_ 1.2
/QVu -Vou = )\/qu para todo v € Wy " (£2). (5.4)



Capitulo 5. APENDICE A 58

Aceitaremos o seguinte resultado de regularidade sem demonstracao.

Teorema 19 Seja (2 C R™ um aberto limitado com fronteira de classe C*°. Seja A € R.

Se u € Wy ?(Q) ¢ uma solugdo fraca de

—Au=Xu em,
u=>0 sobre OS2,

entdo u € C*(Q).

Teorema 20 Seja 2 C R™ um aberto limitado. Entao o problema de autovalor

—Au=Xu emQ, ueW;?Q)

possui um numero infinito enumerdvel de autovalores

tais que

)\j—>OO,

e autofungoes {u;} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(Q), isto €,

V= Z ;U
i=1
para todo v € L*(Q). Em particular,

o0

2
HUH%Q(Q) = Z <v7ui>L2(Q) :

=1

Além disso, para todo v € W,*(Q) vale

oo

2
||VUH%2(Q) = Z Ai (v, ui>L2(Q) :
i=1

Demonstracao: Generalizando o principio de Rayleigh, gostariamos de obter o primeiro

autovalor do laplaciano como o minimo do funcional de Rayleigh:

(—Au, u)Lg(Q)

/\1 — 1151 2
wew 2@y |ull72q)

~ ~ 1,2 ~ .
No entanto, nossas fungdes estdao em W7 (€2) e em geral ndo possuem derivadas

parciais de segunda ordem e portanto seus laplacianos nao estao definidos. Porém,
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lembrando que C°(€) é denso em W,2(2) e a primeira identidade de Green para funcdes

em C§°(2) toma a forma

ou
(—Au, u)r20) = /Q(—Au)u = /Q<Vu, Vu) — /89 o = (Vu, Vu) 120
Consideramos o funcional I : Wy*(Q)\{0} — R definido por

/ |VU| (Vu, Vu) 120 _ IVull7sq
/ (u, U>L2(Q) HUH%Q(Q)
Q

Afirmamos que se
A = inf I(u), (5.5)
ueW, ?(Q)\{0}

entdo existe u € Wy2(Q), u # 0, tal que

—Au = \u,

ou seja, Ay ¢ um autovalor do laplaciano. Para provar isso, observe em primeiro lugar que
o funcional [ é invariante por escala, no sentido de que I(ou) = I(u) para todo « # 0, logo
podemos considerar uma sequéncia minimizante (u) C Wy (Q) que satisfaz |jug| @ =1

para todo k. Em particular,

IV uillz2g0) = M,
()

logo (uy,) é uma sequencia limitada em W,(Q). Segue do Teorema de Rellich-Kondrakhov
que, a menos de uma subseqiiéncia, uy — u em L*(Q) e, portanto, ||ul|;2@q) =1, o que
implica em particular que u # 0. Afirmamos que u; — u em Wy*(€Q). De fato, valem as
identidades

2 2
IV (s — )72y + IV (e + w720y = 21Vl 720y + 2 Vel 72

2 2
e — wllz2i) + llue + wllz2q) = 2 HUkHLZ(Q) +2 HUlHLz(Q) =4

A segunda identidade implica que ||uy + u||; 12(q) — 4 quando k,l — co. Usando a

primeira identidade juntamente com a desigualdade

2 2
IV (ur + )l 20y 2 Ar lJur + w2

que segue da definicao de A\, obtemos



Capitulo 5. APENDICE A 60

IV (uk — Ul)”i%ﬂ) <2 HvukHi2(ﬂ) +2 ’\VUlHi2(Q) = At [Jug + Ul”i?(n) —0

quando k,l — oo, isto é, (Vuy) é uma seqiiéncia de Cauchy em L?*()), o que prova a

afirmacao. Segue que

AL = ||VU||%2(Q)

e o Teorema de Poincaré implica que \; # 0. Vamos denotar v = u;. Para mostrar que u,

¢ uma solucao fraca de —Au; = A\juy, observe que para todo v € Wol 2(Q) fixado temos

(V (w1 +1tv), V (ur +tv)) 12 (g HVullliz(m + 2t (Vur, V) o) + 12 HVW”;(Q)
I(u +tv) = =

((ur +tv) , (ur +t0)) 12 a1 720y + 2¢ urs 0) 2y + 2 w720

onde |t| é suficientemente pequeno para que o denominador nunca se anule. Como u; é

um minimo para este funcional, segue que

0 dl( + tv)
= —(u+t+tv
dt

t=0
(2 (Vu1, Vo) 12 gy + 2t |[Vur H2L2(Q)> [lur + tv||i2(g) - (2 (u1,v) 20y +2t ||U1||2L2(Q)) IV (ur + tU)HQL?(Q)

1
[lur + tv”L2(Q)

2(Vui, VU>L2(Q) HU‘l”iQ(Q) — 2 (u1, U>L2(sz) ||Vul||iz(g)

[lu1 + tv”iag)

2(Vu1, Vv) 12y — 21 (u1,v) 12(q)

)

[l +t7)||i2(g)

ou seja,

/Vu1~Vv:)\1/ulv
Q Q
para todo v € W, ().

Suponha como hipdtese de inducao que obtivemos (A1, u1), ..., (Aj_1,u;_1) satisfa-

zendo

u; € WOLQ(Q)a
A< S A
—AUZ = )\,LUZ em Q,

<Uia uk)p(g) = Oik

para todos 1 < ¢,k < j. Definimos
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H; = {v eWol’Q(Q) : (v,ui)Lg(Q) =0 para i = 1,...,j—1}.

Em outras palavras, H; é o subespaco de Hilbert ortogonal ao subespaco de

dimensao finita gerado pelas autofuncgoes uy, ..., u;-1. Defina
Aj = ulen}gj I(u).

Como o infimo estd tomado sobre um espago menor, segue que

A > A

Como H; é um subespaco fechado de Wol 2(Q) podemos repetir o mesmo argumento acima

para obter u; € Hj tal que [[u;l| o) =1, Aj = HVujHiQ(Q). E de forma anédloga obtemos,

Vu, -V :)\,/ ‘
/QUJ V=2 ) v

para todo v € H; e a relagao ¢é trivialmente verdadeira para todo v € Wol ’Q(Q), ja que u;
¢ ortogonal ao subespaco gerado por uy,...,u;_;. Portanto u; é uma solucao fraca de

—Au = A\ju em Q.

Para ver que \; — oo, suponha por absurdo que A\; — )¢. Entao obtemos

uma sequéncia (u;) C Wy*(Q) de autofungdes associadas aos autovalores A tais que
[ujll 20y = 1€
2
Vsl i) = A = Ao

Em particular, podemos usar novamente o Teorema de Rellich-Kondrakhov para
concluir que u; — uw em L*(). Mas isso é um absurdo, pois a seqiiéncia (u;) é ortonormal

em L*(Q) e portanto satisfaz

2 2 2
[k — willz2i) = lurllza) + lwllzzg) =2

Falta apenas provar os resultados de expansao. Para v € Wol ’2(9), escreva

a; = (U, Ui) 120

k
U = Z Qi Uy,
i=1

W = UV — Vg.

Para todo 7 < k temos
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(W, uz) = <v - Za@uz,uz> (v, u;) — a; = 0,

como u; é solucao fraca, para todo ¢ < k temos também

(Vwi, Vi) 12(q) = Ai (Wi, i) f20) = 0,

consequentemente, temos

<wk’7 wkz)]}(g) = <Ua U>L2(Q) - <Uka Uk’>L2(Q) )
(Vwi, Vwk) 120y = (Vv, Vo) 12(0) = VUi, Vug) 2q) -

Da tultima identidade segue que

<vwk7 Vwk>L2(Q) < <VU, VU>L2(Q)

Pela definicao de A\, obtemos

(Vwy, Vwk>L2(Q) > N1 (W, wk>L2(Q) )

logo,

1
lwill 720y = (Wi Wi 120y < (Vv, Vo) 2() = 0.

D= Ae
Em particular, concluimos que
v=limv, +limwy = > ou;  em L*(9Q).

Para provar a segunda expansao, escreva

k
Vl)k = Z ozz-VuZ»,

assim,
k k k
||vvk||i2(ﬂ) = ZO‘? (Vug, Vug) = Zaf)‘i (i, ui) = Z A,
i=1 = i=1

Observe que,

(Vwg, Vg) 1) + (V0 Vi) o) = (Y0, Vo) p29) = [ Voell72 ) < 1IV0F2(0)

62

(5.6)

oo
e como os \; sao nao-negativos, concluimos que a série Z M\ converge, de modo que

i=1

IV (wi = w20y = IV (v = v) 720y = Z Aie]

i=k+1
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e portanto (Vwy,) também é uma seqiiéncia de Cauchy em L%(Q), ou seja, (wy,) converge

em W,?(€). Conseqiientemente, wy, — 0 em Wy(Q2), e assim,

Vo720 = lim ]|Vvk||L2 + 2lim (Vug, Vwg) + lim ||VwkHL2 = Noj.

Segue que (u;) é uma seqiiéncia ortonormal e o fecho do subespaco gerado por (u;)
é um espaco de Hilbert contendo Wy*(Q) contido em L2(Q). Como Wy’ ( ) = L*(Q),

concluimos que {u;} é um sistema ortonormal completo para L?(12). O

Observagao 12 Seque deste teorema, em particular, que aquelas fungoes v em L*(Q) que

ndao estao em Wol’z(Q) podem ser caracterizadas pelo fato que Y \; <U,Ui>L2(Q) diverge.
i=1

Observagao 13 Pelo Teorema 19, se 02 for de classe C*°, entdo as autofuncoes do

problema de Dirichlet estio em C™(Q) e sdo solucées cldssicas.

Teorema 21 Seja (2 C R™ um aberto limitado. Entao o problema de autovalor

—Au=> u emQ, uecW-Q)

possui um numero infinito enumerdvel de autovalores

O=X<M<h<... <A<

tais que

e autofungoes {u;} que satisfazem

ou
on

e constituem um sistema ortonormal completo para L*(Q), isto é,

=0 sobre 0f)

o
vV = Z ;U
i=1
para todo v € L*(Q). Em particular,

o0

2
||U||%2(Q) = Z (U»Uz‘>L2(Q) :

=1

Além disso, para todo v € WH2(Q) vale
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= 2
Vo720 = Z)\z‘ (v, i) 20 -

=1

Na demonstracao do Teorema 21 usamos o principio de Rayleigh para obter o
primeiro autovalor do laplaciano como o minimo do funcional de Rayleigh. Como os
autovalores do laplaciano formam uma seqiiéncia infinita que cresce arbitrariamente em
moédulo, o funcional de Rayleigh para o laplaciano nao possui um méaximo. Entretanto, da
mesma forma que no caso de operadores lineares em dimensao finita, podemos também

derivar um principio de minimax para obter os demais autovalores do laplaciano:

Teorema 22 Seja (2 C R"™ um aberto limitado. Sejam

os autovalores do laplaciano com condicao de Dirichlet:

—Au= u emQ, ueW,*Q).

Entao, se L; denota o conjunto dos subespagos vetoriais de Wol’Z(Q) de dimensao j, temos

A; = min maLX<Vu, Vu) 2y | = min (max me(ﬂ)) (5.7)

) ) 2
LeL; ey LeL; uek w720

ou, dualmente,

Aj = max min (Vu, Vu) 20y | = max (min (5.8)

Leﬁj,l U LGLJ',1 ulL
[Jul|=1 u#0

<VU, Vu) L2(Q) )

HUH%%Q)

O resultado andlogo vale para os autovalores do laplaciano com condi¢io de Neumann
trocando-se W, () por WH2(Q) e A; por \j_;.

Demonstragao: Vimos na demonstragdo do Teorema 19 que se L = (uy,...,uj_1) é 0
subespaco gerado pelas primeiras j — 1 autofungoes uy, ..., u;_; do laplaciano, entao
Vu, Vu
)\j = min 4< ’ ) >L2(Q)7
uld HUHL2(Q)
de fato, o minimo é realizado em u = u;. Por outro lado, se L' = (uy, ..., u;) é o subespago
gerado pelas primeiras j autofungoes uy, ..., u; do laplaciano, também temos
Vu,Vu
Aj = max —< 5 )1(c)
well ull7aq)

u#0
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De fato, para todo u; com < j vale

<V’LLZ‘, Vui>L2(Q) _

2
||Uz‘||L2(Q)

Ajs
enquanto que

(Vuy, vuj>L2(Q)

5 —
||uj||L2(Q)

j.

n
Portanto, se u = Z a;u; € L', temos
i=1

<; aNui,Z;aiVui> Za? (Vui,vui>L2(Q)

L2(Q) i=1

<VU, VU>L2(Q) . (VU, VU>L2(Q)

2 - - n n
[ullZ2(0) (u, u) 120 <ZazuzZmU> > af (ui, wi) o
=1 =1

L2 Q) =1

n

Z/\ia? <uiaui>L2(Q) ZazQ uwuz L2(Q)
= <\l =\

> R

Za? <uivui>L2(Q) Zaf uz,uz L2(Q)
=1

e o maximo ¢ realizado em u = u;.

Agora, para provar (5.7) , seja L' C L; outro subespaco de W, () de dimensao 7,

j

digamos L' = (vy,...,v;). Afirmamos que existe um vetor ndo nulo v =» _a;v; € L’ tal
i=1

que v L u; parai=1,...,7 — 1. De fato, basta tomar uma das solu¢oes nao triviais do

sistema homogéneo

j
(v,uj1) =Y ai (vi,u;1) =0
=1

que possui j — 1 equagoes e j incognitas. Logo, disso e do Teorema 21 segue que

Ai (v, Uz‘>2 ZAi (v, ulﬁ? Q Aj Z <Uaui>i2 Q
(Vo Vo Vol 250 @ Ngtwe
[v]|7 S 2 = T 2 -
) ) Z<U7ui>L2(Q) > (v, w) L2 Z<U7ui>L2(Q)
1=1 i=j i=j

e portanto
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Vu,Vu
max YLV 5
vl Tl

Isso prova (5.7).

Para provar a afirmativa dual (5.8), seja L C £; um subespaco de Wy*(Q) de

dimensao j — 1, digamos L = (vy,...,v;_1). Afirmamos que existe um vetor nao nulo
J

v = Z a;u; L L, combinacao linear dos vetores uy,...,u;. De fato, basta tomar uma das
i=1

solugodes nao triviais do sistema homogéneo

(v,v1) Zaz u;,v1) =0

n

(v,v;21) = > a; (ui,v,1) =0

i=1

que possui j—1 equacoes e j incognitas. Entao algum dos vetores uy, . . ., u; ¢ perpendicular

a L, digamos u;. Logo, disso e do Teorema 19 segue que

Mg
M~

j 2
Toll2 {v, “1>L2<Q> 2ty < ku’“’ui> a Ni (wi,ui) 72 g
<VU vv)LQ(Q) _ H UHL2(Q) =1 k=1 L2(Q) i

=1
]I el o o [ J ? it
L3(Q) L2(Q) (0, )2 . a2 (ug,ui)2
L () ARUL, Uj z L2(Q)
k=1 LZ(Q)

i=1

=1

<.

Aj af (ul,m}LQ(Q)
< i=1 —

o VAl

Z a? (ui, ul)QLQ(Q)

i=1

e portanto
Vu,V
mmM <,
Qj;ﬁ ||U||L2(Q)
o que prova (5.8). O

5.4  Defini¢oes Preliminares

Definicao 5.4.1 Uma métrica num conjunto M ¢é uma fungio d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condig¢oes para quaisquer

x, Y,z € M:
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d1) d(z,z) = 0;
d2) Se x # y entao d(x,y) > 0;
d3) d(z,y) = d(y, v);

d4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em M.

Definicao 5.4.2 Seja E um Espaco Vetorial sobre o corpo K =R ou C. Uma Norma
em E é uma fungio real || || : E — R{, que associa a cada vetor x € E o nimero real

l|z||, chamado a norma de x, de modo a serem cumpridas as condi¢oes abaizo:
(a) ||Az|| = |A|||x]| para todos x € E,\ € K;
(0) [l +yll < [|=[| + [lyl| para todos x,y € E;
(c) ||z|| = 0 implica x = 0 para todo x € E.

A um Espago Vetorial munido de uma norma chamamos Espaco Normado.

Definigao 5.4.3 Uma seqiiéncia (x1,) em RY diz-se uma seqiiéncia de Cauchy quando

para todo € > 0 existe ky € N tal que k,r > ko = |z — x| <e.

Definicao 5.4.4 Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda seqiiéncia de

Cauchy em M € convergente.

Definicao 5.4.5 Um Espaco de Banach ¢ um espagco normado que é completo com a
métrica d dada por d(z,y) = ||x — y|| para x,y € E. Ou seja, é um espago normado tal

que toda seqiiéncia de Cauchy no espago considerado é convergente.

Definicao 5.4.6 Chamase espaco de Hilbert a todo espago vetorial E, munido de um

produto interno (x,y) e completo relativamente a norma |x| = \/{x, x).

Definicdo 5.4.7 Sejam x,y € RY. O segmento de reta de extremos x,y é o conjunto
[z, y] ={(1 =)z +1y; 0 <t <1}.

Um subconjunto X C RN diz-se convexo quando contém qualquer segmento de reta cujos

extremos pertencam a X, ou seja, v,y € X = [z,y] C X.

Definicdo 5.4.8 Um subconjunto X C RY diz-se limitado quando existe um niimero real
¢ > 0 tal que |x| < ¢ para todo x € X. Isto equivale a dizer que X estd contido na bola

fechada de centro na origem e raio c.
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Definicdo 5.4.9 Seja X um subconjunto do espaco euclidiano RY. Um ponto a € X
chama-se um ponto interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida em X, ou
seja, quando existe 6 > 0 tal que |x —a| < 0 = x € X.

O interior de X € o conjunto intX, formado pelos pontos interiores a X.

Definicao 5.4.10 Um conjunto X C RN chama-se aberto quando todos os seus pontos

sao interiores, isto é, quando para cada x € X existe 6 > 0 tal que B(x;d) C X.

Definicdo 5.4.11 Um ponto a € RY diz-se aderente a um conjunto X C RY quando é
limite de uma seqiiéncia de pontos desse conjunto.

O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e € indicado com a notagdo
X.

Definicao 5.4.12 Um conjunto X C RN chama-se fechado quando contém todos seus

pontos aderentes, isto é, quando X = X.

Defini¢ao 5.4.13 Diremos que um conjunto K C RN é compacto quando ele for limitado
e fechado.

Definigao 5.4.14 Seja X C RY. Uma cobertura de X é uma familia C = {Cy, A € A},
tal que C\ C X, para todo A € A, e X C U C,.

AEA
Se

X C UC,\
AEA

onde A C A, dizemos entio que C' = {Cy, A € A} C C € uma subcobertura, ou refinamento,
de C. Se card(\) < oo, dizemos que a cobertura C € finita. Se os conjuntos C\ sao abertos,

dizemos que a cobertura C € aberta.

Definicdo 5.4.15 Um subconjunto X C RN é dito ser compacto se toda subcobertura
Cy, X € A, tal que

X C UC,\
AEA

admite um refinamento finito, isto é, existem indices Ay,--- , Ay, tais que

XCC,\lLJ"‘UC)\N-

Um subconjunto C C RN é dito ser compacto se toda cobertura aberta possui

uma subcobertura finita.

Definicao 5.4.16 Dizse que um subconjunto S de um espaco topologico X é relativamente

compacto quando seu fecho S é um subconjunto compacto de X.
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Definicdo 5.4.17 Seja f : X — RN uma aplicacio definida no conjunto X C R™. Diz-
se que f € continua no ponto a € X quando, para qualquer € > 0 dado, se pode obter § > 0
tal que todo ponto x € X cuja distancia ao ponto a seja menor do que § € transformado

por f num ponto f(x) que dista de f(a) menos que €. Em linguagem simbolica

Ve>030>0;z€ X, |[x—a|l<d=|f(z)— fla)] <e.

Definicdo 5.4.18 Uma aplicacio f : X — RY, definida em X C R™, diz-se uniforme-

mente continua quando, para todo € > 0 dado, pode-se obter § > 0 tal que

vy e X, [r—yl <d=|fz) = fy)| <e

Definicao 5.4.19 Sejam X um espaco topologico e M um espaco métrico. Um conjunto
E de aplicagoes f : X — M diz-se eqiiicontinuo no ponto xo € X quando, para todo
e > 0, existe uma vizinhanga V' de xo em X tal que, para todo x € V,d(f(x), f(zo)) < €,
qualquer que seja f € E.

Se E ¢ eqiiicontinuo no ponto xy, entdo todas as aplicacoes f € E sao continuas

no ponto xy e todo subconjunto de E € eqiiicontinuo no ponto xy.

Diz-se que um conjunto E de aplicagoes f: X — M € eqiiicontinuo quando E €

equicontinuo em todos os pontos de X.

Se X também for um espaco métrico, um conjunto E de aplicacoes f: X — M
dirse-d uniformemente eqiiicontinuo se, para cada € > 0, existir § > 0 tal que d(x,y) <

5, z,y € X, implique d(f(x), f(y)) < €, qualquer que seja f € E.

Definigao 5.4.20 Seja X um espago métrico e suponha que D C A C X. Dizemos que D
¢ denso em A se toda bola aberta centrada em elementos de A contém algum elemento de
D. Observe que isso significa que todo elemento de A é aderente a D. Entao, D é denso
em A se D D A.

Um subconjunto A C X ¢é dito separdvel se possui um conjunto enumerdvel denso.

Definigao 5.4.21 Sejam X e Y espagos normados. Denotaremos por L(X;Y) o espago
vetorial das aplicagoes lineares continuas (ou limitadas) de X emY. As operacoes de espago

vetorial em L(X;Y) sao as usuais.

Em particular, se Y = K denotaremos L(X;K) por X*. Ou seja, X* € o espago
de todos os funcionais lineares continuos definidos em X. Note que X* € sempre Banach,

pois K é completo.
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Definig¢ao 5.4.22 Se X é um espago normado, o dual (topoldgico) de X € o espago de
Banach X* 2£ L(X;K). O espago vetorial dos funcionais lineres em X é chamado de

dual algébrico de X e é denotado por X7.

Definicao 5.4.23 Seja X um espaco normado. O bidual é o espaco de Banach X** det
(X™)".

Definicao 5.4.24 Um espaco normado é reflexivo se a imersao canonica ix : X — X**

for sobrejetora.
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