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APRESENTAGCAO

O produto educacional apresentado, foi elaborado a partir da dissertacdo de
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica da Universidade Federal de Juiz de
Fora, cuja pesquisa é intitulada “Uma Analise dos Numeros Reais em Livros Didaticos
por meio de Pistas Semidticas”, defendida no ano de 2023.

Para Beillerot (2001), uma pesquisa se configura a partir de trés condi¢des
necessarias, sendo elas: a produgcao de novos conhecimentos, ter uma metodologia
rigorosa e estar disponivel para acesso de forma publica. Portanto, ter um caminho
bem estruturado é o ideal para cumprir os objetivos da pesquisa para viabilizar a
melhor forma de ensino e aprendizagem, com aporte teérico bem fundamentado para,
por fim, disseminar o conhecimento produzido afim de colaborar com a
democratizacédo da educacgao.

A dissertagcédo foi planejada com o objetivo de buscar novas possibilidades
metodoldgicas para o ensino e a aprendizagem de numeros reais atraveés de seus
diversos conceitos e definicbes, na busca dos variados significados que podem ser
dados a este objeto, embasado na Semidtica de Peirce para o tratamento deste objeto
e a Complementaridade de Otte como suporte para entender o processo semioético
que ocorre entre 0 meio e os objetos de conhecimento, principalmente no que se
refere a ideia de ter os Experimentos Mentais como uma proposta de metodologia.

Este produto educacional é constituido por uma sequéncia de atividades
didaticas a serem aplicadas como uma possibilidade de suporte ao professor e, neste
sentido, convidamos todos a tentarem desenvolvé-las. Ao final da sequéncia, vocés
terdo a oportunidade de verificar a resolugdo de algumas atividades por meio da
perspectiva do autor, pois a mesma podera auxiliar vocé, professor, disposto a
aprender e pensar na perspectiva metodologica dos experimentos mentais.

Utilizamos como suporte para os Experimentos Mentais o software de
Matematica Dinamica Geogebra, porém, todas as atividades aqui propostas podem
ser também realizadas utilizando materiais como folha de papel A4, lapis, borracha,
régua e compasso. Esperamos que vocé — professor, aluno e leitor — consiga utilizar

este material com bastante sabedoria.

Um abraco!
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EXPERIMENTOS MENTAIS

E desafiador pensar em uma descricdo especifica do que é a matematica
propriamente dita, afinal, sempre surgem perguntas e uma das principais é: a
matematica € um conhecimento de qué? Segundo Silva (2007), a matematica é fonte
constante de questionamentos, que perpassam seus limites e requerem um contexto
filosdfico para serem adequadamente tratados, pois existem questdes que estdo além
dos seus dominios, sendo estas as questdes metodoldgicas, epistemoldgicas e
ontoldgicas, que s6 podem ser objetos de reflexdes filosoficas.

Desde que iniciado este estudo sobre numeros reais, entendemos que é
necessario estudar acerca da producdo do conhecimento matematico. Uma das
possibilidades sustentadas por pesquisadores que sao as principais referéncias
tedricas deste trabalho, como Peirce, Otte e Cruz, para o entendimento e produgao
do conhecimento matematico, é a utilizagcdo do pensamento abdutivo e do raciocinio
diagramatico.

A matematica pode ser estudada de maneira dual onde procuramos entender
seus aspectos internos e externos na producgao de saber, assim como pelas questbes
relacionadas a natureza dos seus objetos, as experiéncias, ao seu rigor, as verdades
e as direcoes filosoéficas que buscam analisar a mesma enquanto fendmeno social e
cultural.

Nosso conhecimento surge de duas fontes: da receptividade das impressdes
ou da espontaneidade dos conceitos. A receptividade das impressdes acontece
quando um objeto nos é dado, ja a segunda fonte acontece quando o objeto dado é
pensado em conexdo com a representacdo que € apresentada. “Essa é a dindmica
do ciclo hermenéutico perceptivo, associar algo novo a um sistema de conhecimentos
que ja possuimos, para adquirirmos conhecimento sobre esse algo” (CRUZ, 2019,

p.117). A respeito da forma intuitiva de pensamento é importante considerar que

Se a intuigdo tiver que se guiar pela natureza dos objetos, ndo vejo como
deles se poderia conhecer algo a priori; se, pelo contrario, o objeto (como
objeto dos sentidos) se guiar pela natureza da nossa faculdade de intui¢ao,
posso perfeitamente representar essa possibilidade (KANT, 2001, p.46).
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Kant dizia que existem certos juizos que sao indispensaveis a todo
conhecimento, e classificou-os como analiticos ou sintéticos, e a priori ou a posteriori
(SILVA, 2007). Os juizos analiticos de Kant sdo, de forma simpldria, aqueles que
dependem unicamente do seu significado para ter um valor de verdade. Por sintético,
entendem-se aqueles juizos que ndo sdo analiticos, ou seja, ndo contidos no conceito
original de forma implicita, como, por exemplo, afirmar que “a bola é redonda” € uma
maneira analitica de juizo, pois ser redonda esta concernente a existéncia da bola. Ja
“a bola é brilhante”, é um juizo sintético porque diz sobre a bola algo além do que esta
contido no conceito original, da mesma forma que uma afirmagéo empirica, ou seja,
baseado na observagao e na experiéncia.

Este pequeno exemplo visa mostrar que juizos analiticos costumam cair na
trivialidade, pois a caracteristica principal do objeto “bola” lhe € necessaria para se
avaliar o valor de verdade, ou seja, de ser redonda. O que a tornara verdadeira, sera
a confrontacdo com o mundo, ndo apenas o significado implicito.

Além disso, a ideia de ser um juizo a priori ou a posteriori € basicamente o
que Kant distingue como os conhecimentos puro e empirico. O conhecimento a priori
(ou puro) é aquele que independe de uma experiéncia para a sua existéncia e esta
ligado a abstracdo. Enquanto o que chamamos de a posteriori, trata-se de um
conhecimento que s acontece apos a experiéncia, sendo empirico.

Inicialmente, para Kant, esses juizos a priori deveriam ser vistos como
necessarios e universais, e tinham de ser verdadeiros antes de qualquer experiéncia,
sendo constituidos somente pelo uso da razdao (STRATHEN, 1997).

Mas em relacdo a matematica, como podemos entendé-la? Ela € uma
descoberta ou uma invencdo? Ela é analitica ou sintética? Na perspectiva da
concepgao idealista, a realidade matematica é condicionada pelas construgdées que
determinam esta realidade, ou seja, sdo humanamente inventaveis, e existem apenas
por conta do pensamento de um criador. Ja na perspectiva do realismo, 0 universo
matematico € autbnomo, seus objetos tém realidade e propriedades proprias que
independem de um sujeito, que somente a descobre.

Na realidade do professor, tanto o realismo quanto o idealismo, embora
estejam em posi¢des contrarias e até extremas, sdo simultdneos. A matematica pode
ser vista como uma revelagdo ou uma passagem do concreto para o abstrato, mas
também pode ser aplicavel ao mundo fisico, mesmo partindo de algo considerado

6
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inteiramente abstrato. Por isso, para Becker “O conhecimento matematico depende
das percepcbes e nado pode ser puramente intelectual” (BECKER, 1965, p.170).
Segundo Ferreira (2007, p.14), para Kant os juizos matematicos sao extensivos, ou
seja, informam algo de novo. Retornando a questdes referentes aos juizos analiticos
ou sintéticos a priori, o autor analisa que os juizos aritméticos sdo, para Kant,
considerados sintéticos a priori.

Estes juizos, para Kant, serao suficientemente validos quando o objeto se da
no mundo dos fendmenos, logo, poderéo ser concebidos diferentemente daquilo que
nao se da nem no tempo e nem no espago. Os objetos da metafisica — Deus, alma,
liberdade — sédo transcendentes e nao pertencem ao mundo fenomenal, e estao além
da nossa capacidade cognitiva, sendo concebidos de forma aprioristica. Para Kant,
podemos conceber, mas ndo podemos reconhecer objetos da metafisica e, com isso,
o autor entende que existe em ndés um conceito que € puro e a0 mesmo tempo
sintético sobre Deus e sua existéncia, e existe sobre os juizos sintéticos a priori da
matematica e fisica, muito embora os objetos da matematica e fisica sejam
perceptiveis no mundo natural, dos fenbmenos.

Podemos definir esta abordagem como um quase-empirismo. Esta abordagem
procura descrever e caracterizar a matematica, partindo das praticas reais dos
matematicos.

Lakatos' (1974) enfatiza que a ciéncia esta fundamentada na experiéncia e na
observacao empirica, e que a razdo deve ser usada para interpretar e analisar essas
observagdes. Ele argumenta que a experiéncia é crucial para a formacado do
conhecimento cientifico, mas que a razio € necessaria para avaliar e interpretar essas
experiéncias. Portanto, a ciéncia, enquanto teoria deveria, ser utilizada para explicar
fendmenos, obedecendo a uma estrutura légica que permite serem feitas inferéncias
sobre o mundo natural, a fim de avaliar com base em sua capacidade de explicar e
prever observagdes empiricas, sendo um empreendimento racional e fundamentado
nestas observagdes. Por outro lado, Lakatos (1974) determina a existéncia de uma
pseudociéncia, sendo aquela que nao segue os mesmos critérios de validagao

empirica e racional da ciéncia, e pode ser, muitas vezes, baseada em crengas

1 Outro trabalho importante de Lakatos é "Provas e Refutagbes" (1976), onde ele apresenta uma abordagem
historica e filosofica da evolugao do conhecimento cientifico, mostrando como as teorias cientificas séo testadas e
modificadas ao longo do tempo. Nessa obra, ele enfatiza a importancia da experiéncia na avaliagdo das teorias
cientificas, mas também reconhece o papel da razédo na formagao do conhecimento cientifico.
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infundadas, afirmacdes nao testaveis e evidéncias aneddticas ou pessoais, logo,
sendo uma atividade irracional e n&o cientifica, que ndo segue os critérios de
validagao empirica e racional.

A abordagem quase-empirista ha matematica reconhece que a matematica &
baseada em axiomas e dedug¢des, mas enfatiza a importancia da experiéncia empirica
e da intuicdo matematica na construcido e desenvolvimento de novas teorias e
conceitos matematicos. Essa abordagem reconhece que muitas vezes as ideias e
teorias matematicas surgem a partir de problemas praticos do mundo real ou da
observacdo empirica de padrées e relagdes matematicas. Este quase-empirismo
destaca que a matematica constitui uma atividade humana, individual e social,
dialogando entre pessoas que visam resolver problemas. Estes produtos matematicos
podem se modificar a medida que surgem novos desafios e significados, na mudanca
de padrdes de rigorosidade, logo, € por meio de uma discusséo critica de ideias sobre
0s objetos matematicos que existe a possibilidade de reconhecer novos saberes,
concepgoes etc.

Estas “coisas” matematicas, que sdo os objetos, s&o apresentadas a nos na
medida que se transformam em percepgdes gragcas a intuicdo empirica. Na
matematica, por exemplo, “muito embora os conceitos puros do entendimento mesmo
aplicados a intui¢gdes a priori, nos proporcionam conhecimentos na medida em que
estas intuigcdes, e portanto também os e conceitos de entendimento podem ser
aplicados a intuicdes empiricas” (KANT, 2001, p. 173).

Logo, entendemos que por meio somente da intuicdo pura ndo se categoriza
nenhum conhecimento, mas por meio da aplicacéo a intuicdo empirica a perspectiva
de possibilidade de conhecimento € outra, propiciando o conhecimento empirico, ou
seja, a experiéncia. A abordagem quase-empirista na matematica também reconhece
a importancia da logica e da deducgao na construgdo do conhecimento matematico.
Os axiomas e as dedugdes matematicas sao fundamentais para estabelecer a
validade e a consisténcia das teorias e conceitos matematicos, e a abordagem quase-
empirista ndo nega isso.

Os Experimentos Mentais se fundamentam destes processos de analise de
conceitos sintéticos para suas atividades supostas. Cruz (2018, p. 164) define os
‘experimentos mentais como formas que o sujeito tem para colocar seu proprio
pensamento em um determinado contexto, como um objeto de consideracéo e por

8
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meio de uma representacao”. Tais Experimentos, em Educacdo Matematica, passam
por um processo de estruturagao, onde o sujeito cognoscente desenvolve um sistema
de atividades supostas afim de criar hipoteses, questionar, inferir e validar aquilo que
ele estda querendo provar. Para Cruz (2019, p. 24) “o pensamento intuitivo
desempenha um papel importante na aplicacdo desses experimentos”, mas € preciso
ir além da intuicao para desenvolvé-lo.

Segundo Cruz (2019, p. 24) “No experimento mental, cria-se a possibilidade de
construcao da referéncia a base de um pensamento especulativo. Ndo € uma simples
intuicdo, mas uma experiéncia a base de um contexto tedrico, um pensamento
abdutivo, um passo intermediario”.

A matematica € uma atividade semidtica e ela acontece por meio da
construcdo de diagramas, além das observagdes das relagbes encontradas nesta
construcéo e ndo pela analise dos significados dos conceitos matematicos. A exemplo,
linguagem em matematica pode ser caracterizada de duas formas: a geométrica e a
algébrica. “Elas sao caracteristicas complementares, que refletem diretamente da
complementaridade existente na Matematica como ciéncia, numa relagéo entre os
conceitos de continuo e discreto, entre a Geometria e a Algebra” (BARROS; FRANCA,
2018, p. 3).

A semiotica, como meio de representar os pensamentos gerando significados,
vai trazer, junto aos experimentos mentais, a constru¢ao das possiveis relagdes entre
os aspectos intuitivos e formais que o interpretante possa utilizar no raciocinio
diagramatico. Entende-se que, para que estes diagramas (algébricos ou geométricos)
tenham sentido, eles precisam de um sistema de representacdo bem definido, que
seja coerente. O sistema de representacdo € o universo de discurso, e ele é
importante porque permite que sejam comunicados ideias e resultados de maneira
precisa e consistente. A definicdo clara e precisa de termos matematicos e o seu
contexto no universo do discurso sdo fundamentais para a compreensao e resolugao
de problemas matematicos. Além disso, a escolha do universo do discurso em um
problema matematico pode influenciar as solu¢des possiveis e as abordagens a
serem tomadas. Por exemplo, ao resolver um problema de geometria, a escolha do
universo do discurso pode levar a diferentes tipos de argumentos e técnicas de

resolugao.
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No que tange ao trabalho, a busca por utilizar experimentos mentais — que é
0 que compora nosso produto educacional —, € a de fazer pensar novas formas de
atividades: que supbdem, tém hipoteses, contemplem dedugdes e indugdes,
apresentem novas ideias (abdugao) a fim de trazer a evolugao das ideias anteriores,
utilizando argumentos e conhecimentos que s&o validos para a comunidade cientifica.
As hipdteses matematicas que desencadeiam do pensamento abdutivo, ndo ocorrem
de forma sola, pois, além de serem necessarios aspectos relacionais entre as partes,
estabelecendo um processo dedutivo dentro do estudo dos signos, necessitam
também de indugéo pois nem a matematica como ciéncia de observagao e de medidas
escapa do raciocinio indutivo.

Os Experimentos Mentais sao desenvolvidos seguindo caracteristicas
essenciais para este processo, e para Cruz (2021), estas constituem a heuristica
condicionante para considerar tais processos como uma possivel metodologia para o
ensino de matematica. “Essas caracteristicas sdo nomeadas como: Forma, Estrutura,
Compreenséo, Dependéncia, Revelagao e Comparagao” (CRUZ, 2021, p. 32).

Desta forma, cada caracteristica da Metodologia dos Experimentos Mentais
tem um objetivo, e elas podem acontecer individualmente ou simultaneamente.

Verificaremos como se da o processo de desenvolvimento de cada caracteristica:

Forma: segundo Cruz (2022, p. 33), a forma “tem o significado de atividades
supostas.” Ou seja, os experimentos mentais sdo baseados em atividades supostas,
logo, elas partem de conjecturas e hipdteses que sao desenvolvidas em uma
representacéo particular de um objeto geral (CRUZ, 2022).

A forma é o processo de generalizagdo do pensamento, logo, parte de um
processo cognitivo da mente em potencial ou real que precisa significar esta atividade
suposta, portanto € desenvolvida a partir de uma generalizagdo que € direcionada a
uma epistemologia matematica do ponto de vista semi6tico, por meio da relagao de

signos e objetos.

Estrutura: Cruz (2021) diz que em cada experimento mental, muitas coisas
s&o implicitamente assumidas, ou seja, estes ndo tém uma estrutura rigida. Assim
sendo, aplica-se a sintese abdutiva, que é a introdu¢cdo de novas ideias que nao
estavam no problema, atividade ou prova, a fim de permitir que estes sejam

10
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solucionados. No pensamento matematico formal, ha a necessidade de se fazer tudo
explicitamente e de ter condigdes necessarias e suficientes para de fato provar o que
queremos, logo, a sintese abdutiva busca dar énfase ao que a mente é obrigada a

fazer de forma inteligivel, indo além das representagdes.

Compreensao: Cruz (2021) escreve que a compreensao € O que, nos
Experimentos Mentais, combina experiéncias e conhecimentos que “devem seguir
uma légica de consideragdes heuristicas com dedugdes e calculos formais quando
necessarios. E o processo dedutivo no desenvolvimento da experimentacdo mental”
(CRUZ, 2022, p. 34).

Como deducéo, baseados no pensamento de Peirce (2005), entende-se o
modo de raciocinio que investiga o estado de informagbes que foram postas na
premissa, e que também esta ligado ao raciocinio diagramatico, percepgao, relagéao
do estado das coisas que estdo nesta premissa. Estas podem estar implicitamente
colocadas, de forma que a dedugéo seja capaz de concluir a necessidade de sua

utilizagcado para uma possivel verdade no que se esta estudando.

Dependéncia: Os experimentos mentais dependem de um conhecimento,
obviamente, e também de argumentos que sejam comuns e aceitos pela comunidade
cientifica, mesmo que ndo sejam estritamente logicos (CRUZ, 2021).

Logo, segundo Cruz (2022, p. 35), “este processo nos possibilita compreender
que para aprender coisas novas, ndo se pode apenas contar com as relagdes dos
conceitos e a coeréncia que a teoria traz, mas de que as aplicagdes destes conceitos

ou dos objetos € na complementaridade entre teorias e fatos”.

Revelagao: A revelacdo mostra que existem contradicbes no nosso proprio
sistema de conhecimento. “Muitas vezes, porém, novas leis sdo descobertas desta
maneira. Se existem apenas duas possibilidades e uma delas é falsa, a outra deve
ser verdadeira. E claro, a nova teoria também & apenas uma teoria e ndo a verdade
absoluta” (CRUZ, 2021, p. 17).

Os Experimentos Mentais tém a capacidade de revelar um desajuste no
aparato conceitual tradicional, permitindo ao experimentador ou ao cientista
utilizar seus conhecimentos da mesma forma que utilizava antes, por outro

11
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lado, esses experimentos mostram contradi¢des e/ou confusdes légicas no
desenvolvimento da dada atividade, provas e/ou problema apresentado.
(CRUZ, 2021, p. 17-18).

Comparagao: é nesta caracteristica que podemos “afirmar que é possivel
comparar o conhecimento com outras possibilidades de solugdo em uma dada
atividade, prova ou problema. Nés muitas vezes ganhamos novos conhecimentos
quando algo que ja foi dito uma vez é dito mais de uma vez de um modo novo” (CRUZ,
2022, p. 37).

Portanto, o intuito das atividades propostas neste material € aplicar os
Experimentos Mentais como uma nova metodologia alternativa para o ensino de

Matematica.

12
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ATIVIDADE 1

Dados dois numeros reais a € b, desenvolva um experimento mental onde podemos

verificar a soma a + b.

Primeira Parte

Forma: Tome um segmento de reta horizontal AB, denominada r e um
segmento AC obliquo a r a qual chamaremos de reta s. A € o ponto de intersecao de

r e s. Considere, simbolicamente, A = 0.

Estrutura: Tome dois pontos, D e D’ sobre as retas r e s respectivamente,

formando assim os segmentos AD e AD’, de forma que AD = 1u.c.= AD’.

Compreensao: Trace um segmento que intercepte os pontos D e D’ e

identifique qual medida este segmento representa.

Dependéncia: Sobre as retas r e s, determine dois pontos E e E’, de forma

que ao interceptar estes pontos, EE’ // DD’.

Revelagao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

Segunda Parte

Forma: Determine um ponto F qualquer na reta r, de forma que AE = a e AF =

b. Seguiremos fazendo a soma destes segmentos através de retas paralelas.

Estrutura: Conduza uma paralela a reta s até o ponto F, a qual
denominaremos t. E conduza, em seguida, uma paralela a reta r interceptada por D’,

a qual denominaremos de u.

13
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Compreensao e Dependéncia: Busque relagdes que envolvem as partes da
figura construida no intuito de encontrar uma relagao geral que envolva os segmentos

AE e AF com asretas t e u.

Revelagao: Quais relagbes vocé utilizou para determinar a soma dos

segmentos a e b?

Comparacgao: Verifique se ha outras formas de desenvolver esta atividade,

além da que utilizou e compare-as. Ha contradicbes?

14
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ATIVIDADE 2

Dados dois numeros reais a e b, desenvolva um experimento mental onde

podemos verificar a relacdo do produto a x b.

Primeira Parte

Forma: Tome um segmento de reta horizontal denominada r e um segmento

C =1 u.c. coincidente a r.

Estrutura: Trace uma reta s secante ar, onde A é o ponto de intersecéo de r
e s. Agora, trace um segmento de reta AD = a, coincidente a r e um segmento AE =

b coincidente a s.

Compreensido: Meca os segmentos AD e AE e faga a operagdo de

multiplicagao.

Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo tedrico vocé

desenvolveu a compreensao anterior.

Revelagao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

Segunda Parte

15
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Estrutura: Trace uma reta intersectando o ponto C e o ponto E, e, em seguida,

trace uma reta paralela a CE que passe pelo ponto D.

Compreensao: Busque relagbes que envolvem as partes da figura construida

no intuito de encontrar uma relag&o geral que envolva os segmentos AC e AE.

Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo tedérico vocé

desenvolveu a compreensao anterior.

Revelagao: Compare os resultados da primeira parte com os resultados da

segunda parte e escreva uma conclusado. Ha alguma contradi¢ao?

Comparacgao: Verifique se ha outras formas de desenvolver esta atividade,

além da que utilizou.
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ATIVIDADE 3

A partir das consideragdes desenvolvidas na ATIVIDADE 2, busque as possibilidades
de resolugcdo para as atividades seguintes, descrevendo cada etapa por meio da

Metodologia de Experimentos Mentais:

a) a<0eb<0€eR=a.b>0€R
b) a< 0eb>0€R =>a.b <0€ER
c) a>0eb<0€ER=>a.b<0€ER

Revelacgao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

Comparacgao: Verifique se ha outras formas de desenvolver esta atividade,

além da que utilizou.
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ATIVIDADE 4

A partir das consideragoes desenvolvidas na ATIVIDADE 2, busque as possibilidades

de resolugdo para a seguinte atividade, descrevendo cada etapa da Metodologia de
Experimentos Mentais:

1) Dados dois numeros reais a € b, desenvolva um experimento mental onde pode

ser verificado o quociente b/ a. (Sugestdo: Considere % =a+ % )

Revelagao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

Comparacgao: Verifique se ha outras formas de desenvolver esta atividade,
além da que utilizou.
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ATIVIDADE 5

1) Responda da forma que vocé conhece, o que é V4?

2) Responda da forma que vocé conhece, o que é v2?

3) Convidamos vocé a aplicar um Experimento Mental para pensarmos em algumas

relagdes que podem envolver a /2.

Primeira parte

Forma: Considere um segmento AB de comprimento 1 (u.c) e um segmento

adjacente BC de comprimento 2 (u.c). (use o Geogebra para auxiliar).

Estrutura: Descreva uma semicircunferéncia de diametro AC e por B, trace
uma perpendicular a AC, até encontrar a semicircunferéncia em um ponto que pode

ser indicado por D.

Compreensao: Mecga o segmento BD construido e indique o resultado com 2,

3, 5, 10 e 15 casas decimais.

Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo teérico vocé

desenvolveu a compreensao anterior.

Revelagao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?
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Segunda parte

Estrutura: Una os pontos A, D e C e identifique a figura construida,

classificando-a.

Compreensao: Busque relagbes que envolvem as partes da figura construida

no intuito de encontrar uma relagéo geral que envolva o segmento BD.

Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo tedérico vocé

desenvolveu a compreensao anterior.

Revelagao: Compare os resultados da primeira parte com os resultados da

segunda parte e escreva uma conclusdo. Ha alguma contradigao?

Comparagao: Vamos contar uma histéria sobre a representagdo decimal da

raiz quadrada de 2.
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ATIVIDADE 6

1) Responda da forma que vocé conhece, o que é 4? E 1/9?

2) Responda da forma que vocé conhece, o que é v3? E/7

3) Convidamos vocé a aplicar um Experimento Mental para pensarmos em

algumas relagdes que podem envolver a soma de raizes quadradas nao exatas.

Primeira Parte

Forma: Considere um segmento AB de comprimento 1 u.c. € um segmento

adjacente BC de comprimento 3 u.c.

Estrutura: Descreva uma semicircunferéncia de didmetro AC e por B, trace
uma perpendicular a AC, até encontrar a semicircunferéncia em um ponto que pode

ser indicado por D.

Compreensao: Meca o segmento AD construido e indique o resultado com 2,

3, 5, 10 e 15 casas decimais.

Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo tedérico vocé

desenvolveu a compreensao anterior.
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Revelacgao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

Comparacgao: Repita este processo do experimento considerando o segmento
AB =7 u.c.
Sequnda Parte

4)  Se somarmos V4 a+/9, qual resultado obteremos? E se somarmos V3 e +/7?

Revelagao: Verifique se é possivel determinar estas somas através do
experimento mental desenvolvido anteriormente. O que dizer dos resultados

encontrados na compreensao anterior?

Comparacgao: Verifigue se ha outras formas de desenvolver esta atividade, além da

que utilizou.
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ATIVIDADE 7

a ’ 7
1) Responda, como vocé conhece o numero ;’?

2) Responda da forma que vocé conhece, o que é v/2?

~ 7 , . . .
3) Se efetuarmos a operacao s /2, teremos um numero racional ou irracional?

4) Determine um experimento cuja soma possa ser demonstrada, de forma que

possamos verificar a racionalidade ou irracionalidade desta operagao.

Revelagao: Verifique se é possivel determinar estas somas através do
experimento mental desenvolvido anteriormente. O que dizer dos resultados

encontrados na compreensao anterior?

Comparacgao: Verifigue se ha outras formas de desenvolver esta atividade, além da

que utilizou.

23



Programa de Pd6s-graduagdo em Educacéo Matematica Aﬁ f

Universidade Federal de Juiz de Fora

SUGESTAO DE RESOLUCAO DE
ALGUMAS ATIVIDADES BASEADAS NA
CONCEPGCAO DO AUTOR
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ATIVIDADE 1 — Soma de dois numeros ae b € R.

Primeira Parte

Forma: Tome um segmento de reta horizontal AB, denominada r e um
segmento AC obliquo a r a qual chamaremos de reta s. A é o ponto de intersecgéo de

r e s. Considere, simbolicamente, 4 = 0.

Figura 1 — Segmentos r e s intersectados pelo ponto A

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Estrutura: Tome dois pontos, D e D’ sobre as retas r e s respectivamente,

formando assim os segmentos AD e AD’, de forma que AD = 1lu.c.= AD’.

Figura2 —PontosDe D nasretasre s

~ Janela de Visualizagio B

Fonte: (O AUTOR, 2022)
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Compreensao: Trace um segmento que intercepte os pontos D e D’ e

identifique qual medida este segmento representa.

Figura 3 — Segmento D e D’

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)
Como AD =1lu.c.= AD’,temos que DD’ é o segmento unidade.

Dependéncia: Sobre as retas r e s, determine dois pontos E e E’, de forma

que ao interceptar estes pontos, EE’ // DD’.

Figura 4 — Reta EE’ paralela a DD’

imentas Janela Ajuda

QOO .=l 2,

* Janela de Visualizagio %

Fonte: (O AUTOR, 2022)
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Revelacgao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

Podemos perceber que EE’ é paralelo a DD’ — o nosso segmento unidade — e,

portanto, os segmentos AE e AE’ sdo iguais, ou seja. AE = AE’ ou AE’ = AE.

Segunda Parte

Forma: Determine um ponto F qualquer na reta r, de forma que AE = a e AF =

b. Seguiremos fazendo a soma destes segmentos através de retas paralelas.

Figura 5 —Ponto Fnaretar

~ Janela de Visualizagio i

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Estrutura: Conduza uma paralela a reta s até o ponto F, a qual
denominaremos t. E conduza, em seguida, uma paralela a reta r interceptada por E,

a qual denominaremos de u.
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Figura 6 — Reta t paralela a reta s passando pelo ponto F

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Figura 7 — Reta u paralela a reta r, passando pelo ponto E

~ Janela de Visualizacéo

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Compreensao e Dependéncia: Busque relagdes que envolvem as partes da
figura construida no intuito de encontrar uma relagao geral que envolva os segmentos

AE e AF com asretas t e u.

As retas t e u se interceptam no ponto G, como na figura abaixo
28
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Figura 8 — Intersecgao entre as retas t e u no ponto G

~ Janela de Visualizagio X

1

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Portanto, se percorrermos com uma reta paralela a EE’, a qual chamaremos de
v, até o ponto de intersecao das retas t e u — o ponto G — encontramos na intersegao

das retas r e v um ponto H, e na intersec¢ao das retas s e v um ponto H’

Figura 9 — Reta paralela a EE’

~ Jangla de Visualizagio X

1

Fonte: (O AUTOR, 2022)
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Podemos considerar que AH = AH' = c, representando a soma dos

segmentos AE = a e AF = b, 0 que, algebricamente é representado por
c=a+boua+b=c

Revelagao: Quais relagbes vocé utilizou para determinar a soma dos

segmentos a e b?

R: Utilizamos o Teorema de Desargues. Este teorema diz que quando dois
tridangulos estdo num plano, de tal modo que cada dois lados correspondentes séo
paralelos entre si, entdo as retas de ligagao dos vértices correspondentes passam por
um mesmo ponto ou sdo paralelas entre si, e reciprocamente, quando dois tridngulos
estdo num plano de tal modo que as retas que ligam os vértices correspondentes
passam por um plano ou sao paralelas entre si, e quando, além disso, dois pares de
lados correspondentes dos tridngulos sdo paralelos, entdo os terceiros lados dos dois

triangulos também s&o paralelos entre si.

Portanto, “Poder-se-a obter a soma de dois segmentos, de uma maneira mais
geral. O ponto C, que da a soma a + b, sobre aquela reta em que estdo A e B, é
independente da escolha do segmento-unidade, inicialmente fixado, ou seja, obtém o
ponto C por meio de construgdes, sem considerar o segmento-unidade” (CRUZ, 2022,
p. 67).

Comparacgao: Verifique se ha outras formas de desenvolver esta atividade,

além da que utilizou e compare-as. Ha contradi¢des?

Deixamos esta parte da atividade para o leitor desenvolver.
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ATIVIDADE 2 — Multiplicacao de dois numerosae b € R.

Primeira Parte

Forma: Tome uma reta horizontal denominada r e um segmento AC = 1 u.c.

coincidente a r.

Figura 10 — Reta horizontal r

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Figura 11 — Segmento AC = 1 u.c.

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)
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Estrutura: Trace uma reta s secante ar, onde A é o ponto de intersecdo de r e s.
Agora, trace um segmento de reta AD = a, coincidente a r e um segmento AE = b

coincidente a s.

Figura 12 — Reta s secante ar

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Figura 13 — Segmento de reta AD = a coincidente a r

Janela de Visualizagéo 1

Fonte: (O AUTOR, 2022)
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Figura 14 — Segmento de reta AE = b coincidente a s.

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Compreensio: Meca os segmentos AD e AE e faga a operagéo de multiplicagéo.

Neste exemplo, tomamos a > 0eb > 0 € R. Numericamente, a = 3,17 e b =

1,65, como mostra a figura abaixo:

Figura 15 — Valores numéricos dos segmentos a e b.

¥ Janela de Algebra P
® A=(-178,034)
B = (5.46, 0.34)
® rny=034
® C={-0.78,0.34)
® f=1
L=(52,7.26)
® s:.6.92x+ 698y =14.69
® D=(1.39,0.34)
® a=317
® E=(-061,1.5)
L]
® 0:1.16x-017y=-097

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Portanto,a - b = 3,17 - 1,65 = 5,23.
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Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo teérico vocé

desenvolveu a compreensao anterior.

R: A compreenséo foi feita através da ideia de medir, onde os segmentos passam a

ser significados como numeros.
Revelagao: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?

R: Ocorreu uma algebrizagcdo da geometria, onde entende-se que, multiplicando os
dois numeros encontrados na mudancga de significado aplicada aos segmentos a € b,
através de propriedades presentes na pista semidtica de corpo ordenado completo,

conseguimos idealizar a medida do segmento a - b

Segunda Parte

Estrutura: Trace uma reta interceptando o ponto C e o ponto E, e, em seguida,

trace uma reta paralela a CE que passe pelo ponto D.

Figura 17 - Reta que passa pelos pontos C e E

Fonte: (O AUTOR, 2022)
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Figura 18 — Reta paralela a reta que intercepta CE e passa pelo ponto D.

~ Janela de Visualizacio

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Compreensao, Dependéncia e Revelagao: Busque relacdes que envolvem
as partes da figura construida no intuito de encontrar uma relagcéo geral que envolva

os segmentos AC e AE.

R: Pondo um ponto F na intersecdo da reta s com a reta paralela a CE que passa por
D temos que os tridngulos ACE e ADF sao semelhantes, e seus segmentos séo
proporcionais vistos na perspectiva do Teorema de Tales.

O Teorema de Tales afirma que um feixe de retas paralelas determina, em duas
transversais quaisquer, segmentos proporcionais, ou seja, se temos duas retas
paralelas “cortadas” por duas transversais, os segmentos formados por essa
interseg¢ao sao proporcionais. Portanto, temos que

AF 4D
AE  AC
E como AC = 1u.c.,temos entdo que

E

D S AF-1 =AE - AD = AF = AE - AD = AF = AE - 4D

AF
AE

ey
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Figura 19 — Relacao entre os segmentos a e b através do Teorema de Tales

= Jlanela de Visualizacio X

Fonte: (O AUTOR, 2022)

Comparacgao: Verifigue se ha outras formas de desenvolver esta atividade, além da

que utilizou.

R: Os resultados sao exatamente os mesmos obtidos quando se utiliza a
representagao algébrica dos segmentos a e b. Uma observagao importante:
Tomamos o ponto A = 0, e os segmentos das retas r e s interceptadas por
A seguindo os sentidos de vertical para cima e horizontal para a direita como partes
positivas destas retas.

Se tomarmos toda a esquerda de r como uma colegdo de numeros negativos, assim
como toda a vertical para baixo de s como uma colecdo de numeros negativos —

representados como segmentos — é facil ver que

Sea <0eb >0¢€ R, entdoa.b = —a.b = —(a.b) = —ab
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ATIVIDADE 4 - Construgao do segmento %

Forma, Estrutura, Compreensao e Dependéncia: Utilizaremos como auxilio
a construcao feita na Atividade 2, donde encontramos, por meio de experimentos

mentais, o produto a X b.

Comparagao: Sobre a reta s, obliqua a reta r, marque um ponto C’, de forma

que AC’ = 1u.c = AC. Além disso, una os pontos CC’, criando assim o segmento

unidade.

Figura 20 — Construgéo do segmento CC’

~ Janela de Visualizagéio |

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Trace agora os segmentos AE” = b = AEe AF’ = a-b = AF sobre aretar.

Trace um segmento paralelo a CC’ sobre os pontos E e E’.
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Figura 21 — Segmentos CC’ e EE’

~ Janela de Visualizagao X

C

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Tracando segmentos que partem de ¢’ a D e de E a F’, teremos entéo,
justificados pelo Teorema de Desargues, levando estes tridngulos a terem lados

correspondentes, logo, a medida AF’ = a X b.

Figura 22 — Multiplicagédo de a por b

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Revelagao: Agora, busquemos compreender como encontrar maneiras de

demonstrar o segmento % por meio do experimento acima. Utilizaremos somente a
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reta r, e os pontos presentes nela, visto que estes sédo suficientes por serem

semelhantes aqueles da reta s, portanto, iniciaremos a partir desta perspectiva:

Figura 23 — Reta R com os segmentos AC, AD e AE’

~ Janela de Visualizagho X

v |

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Tomemos uma circunferéncia ¢, cujo seu centrosejaderaioR = 1u.c.= AC.

Figura 24 — Circunferéncia c;

* Janela de Visualizagéo x|

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Em seguida, tome uma circunferéncia c,, onde A é um de seus pontos e seu

diametro é AD = a.
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Figura 25 — Circunferéncia c,

~ Janela de Visualizagio B

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Tome o ponto G, onde este sera o ponto de intersecgao das circunferéncias c;

Figura 26 — Intersecgdo G das circunferéncias c; e c,.

~ Janela de Visualizagio X

Y Cv

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Tracemos dois segmentos, de G até A, e de G até D, formando assim, o triangulo
ADG.
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Figura 27 — Tridngulo ADG

~ Janela de Visualizagéio DY

Fonte: (O AUTOR, 2023)

Tracaremos uma reta perpendicular a reta r que passe pelo ponto G, que nos dara a
altura do triangulo ADG.

Figura 28 — Altura GH do tridngulo ADG

~ Janela de Visualizagao X

]
N

Fonte: (O AUTOR, 2023)

GH é, entdo, a altura do triangulo ADG.
Através das relagdes métricas do triangulo, podemos verificar que

(AG)?> = AH x AD
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Como AD = b, entdo podemos dizer que (AG)*> = AH X b. Sabemos também

que AG = R = 1u.c., portanto, passamosater 1> = AH X b eentdo AH = i Logo
temos que (AG)? = AH x AD & 1> = AH X b © AH = %: a~! . Logo, temos

b 1 —
que o segmento - = -xb = a 1'% b.
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