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RESUMO

Este estudo tem o objetivo de apresentar os teoremas de ponto fixo de Brouwer e de
Kakutani, e de detalhar o modelo e a demonstragao de existéncia de equilibrio apresentada
por Debreu (1959). Assim, essa monografia pode servir como uma primeira introdugao a

pesquisa desenvolvida em equilibrio geral na década de 1950.

Palavras-chave: existéncia de equilibrio geral; teoremas de ponto fixo; modelo de

Arrow-Debreu.



ABSTRACT

This study aims to present the fixed-point theorems of Brouwer and Kakutani
and to detail the proof of existence of general equilibrium presented by Debreu (1959).
Thus, this monograph can be a first introduction to the research conducted in general

equilibrium during the 1950s.

Keywords: existence of general equilibrium; fixed-point theorems; Arrow-Debreu model.
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1 Introducao

Este trabalho tem o objetivo de apresentar os teoremas de ponto fixo de Brouwer
e de Kakutani e, a seguir, detalhar a maneira como se d4 demonstracao da existéncia
de equilibrio geral em Debreu (1959), dando especial enfoque a utilizagdo do teorema de

ponto fixo de Kakutani na demonstracao.

Segundo Arrow e Hahn (1971), apesar de uma nogao geral da capacidade de um
sistema competitivo de alcangar uma alocacao de recursos considerada eficiente ja ser
conhecida por economistas como Adam Smith e David Ricardo, o reconhecimento do
conceito de equilibrio geral é inequivocamente atribuido ao economista francés Léon Walras,

que formalizou um modelo de economia competitiva em Walras (1874).

Debreu (1982) afirma que o modelo matemético de uma economia competitiva de
Léon Walras foi concebido como uma tentativa de explicar o estado de equilibrio alcangado
por um grande nimero de pequenos agentes interagindo através de mercados. Embora
Walras tivesse percebido a importancia de um argumento matematico para demonstrar a
existéncia de um estado de equilibrio, seu argumento a partir da igualdade entre o niimero

de equagdes e varidveis era pouco convincente.

De acordo com Takayama (1985), apesar de seu reconhecimento da questao da
existéncia de equilibrio ser muito engenhosa e estar a frente do seu tempo, o método
empregado por Walras possuia claras falhas e, embora pudesse dar condigbes necessarias,
nao era capaz de descrever de forma geral condig¢oes suficientes para a existéncia de uma

solugao de equilibrio.

Assim, apesar da descricado de Walras ter sido influente o suficiente para que Debreu
(1984) afirmasse que Walras fosse o fundador da teoria matematica de equilibrio geral,
a existéncia de equilibrio constituia um importante problema em aberto nas ciéncias

econdmicas.

Segundo Arrow e Hahn (1971), o maior avanco na solugao desse problema depois
de Walras viria de Wald (1933) e Wald (1934), artigos em que Abraham Wald demonstrou
a existéncia de equilibrio em uma série de modelos alternativos, incluindo um modelo

simplificado desenvolvido por Cassel (1924) e um modelo de trocas puras.

No entanto, o trabalho de Wald possuia grande complexidade matematica, e sua

contribuigdo nao chamou a atengao dos economistas.(DEBREU, 1989)

A maior contribuicao para o desenvolvimento da demonstracao da existéncia de
equilibrio geral que viria teve origem em dois artigos de John von Neumann. No primeiro
deles, von Neumann (1928) estabeleceu a existéncia de um par de estratégias de equilibrio
para um jogo de soma-zero de duas pessoas, constituindo um ponto de sela para a utilidade
dos jogadores. No segundo, von Neumann (1937) transformou o problema de existéncia de

equilibrio em um modelo de economia dinamica em um problema equivalente de ponto de



sela. (DEBREU, 1982)

Para resolver esse problema, von Neumann generalizou um teorema de ponto fixo
que havia sido desenvolvido por Brouwer (1911). A importancia desse artigo resulta do fato
dele conter o primeiro uso nas ciéncias economicas de ferramentas hoje comuns: argumentos

de dualidade, técnicas de pontos fixos para uma prova de existéncia, e argumentos de
convexidade.(WEINTRAUB, 1983)

Segundo Debreu (1989), von Neumann (1937) continha um lema que seria reformu-
lado de maneira mais conveniente e com uma prova consideravelmente mais simples em

Kakutani (1941), que entdao ganhou o nome de teorema de ponto fixo de Kakutani.

O teorema de ponto fixo de Kakutani seria posteriormente utilizado por Nash (1950)
para provar a existéncia de equilibrio em um jogo finito, resultado que ficou conhecido

como teorema de equilibrio de Nash.

Tudo isso culminaria, em 1954, na demonstragao da existéncia de equilibrio geral,
com a publica¢do quase simultdnea dos artigos de Mckenzie (1954) e de Arrow e Debreu
(1954) na revista Econometrica. Enquanto o artigo de Mckenzie se concentrava em um
modelo de comércio internacional e demonstrava a existéncia de equilibrio utilizando
diretamente o teorema desenvolvido por Kakutani (1941), o artigo de Arrow e Debreu
lidava com um modelo de producao e consumo integrados, que ficou conhecido como o
modelo de Arrow-Debreu, cujo equilibrio foi demonstrado a partir de uma generalizacao
do teorema de Nash (1950).

Segundo Ingrao e Israel (1990), apesar de muitos manuais terem sido publicados
desde a década de 50, quase toda literatura avancada no campo de equilibrio geral utilizou
a linguagem da apresentacao axiomdtica do Debreu (1959) e esse livro constituiu um

importante ponto de referéncia para toda a literatura subsequente na area.

Debreu (1959) apresenta a teoria de equilibrio geral por meio de uma abordagem
axiomatica, em que as premissas e as deducoes que levam as conclusdes sao expressadas
de maneira explicita, retirando as ambiguidades dos conceitos ao descrevé-los através
de objetos matematicos. Além disso, ele descreve um modelo mais geral do que Arrow
e Debreu (1954) e utiliza uma demonstracao mais proxima de Mckenzie (1954) para a
existéncia de equilibrio. No entanto, a caracteristica formal desse livro, ao mesmo tempo
que traz a vantagem da clareza matematica, pode dissuadir leitores menos habituados a

abstracao de textos de economia matematica.

Nao faltam referéncias que facam uma introducao a teoria do equilibrio geral,
descrevendo um modelo de economia e demonstrando a existéncia de equilibrio geral em

niveis variados de detalhe e complexidade.

Textos como Hildebrand e Kirman (1976) e Florenzano (2003) apresentam modelos

matematicamente mais complexos. Mas-Colell, Whinston e Green (1995) e Araijo (2011)



apresentam modelos simplificados. Border (1985) e Ok (2011) tém como objetivo principal
descrever a matematica necessaria e deixam de lado a descricao de equilibrio geral. Embora
Starr (2011) se proponha a ser um livro de introdugao a Debreu (1959), ele utiliza hipdteses
mais fortes para simpificar a demonstracao e deixa importantes passos das demonstragoes

como exercicios ao leitor.

Sendo assim, esse trabalho se propoe a preencher essa lacuna expositiva, detalhando
as demonstragoes mais complexas de Debreu (1959) e apresentando os teoremas de ponto
fixo que, apesar de sua importancia para a teoria de equilibrio geral, nao sao explorados de
maneira pormenorizada em Debreu (1959). Dessa maneira, esse trabalho pode, ao reunir
e esclarecer detalhes sobre os teoremas de ponto fixo e a demonstracao de existéncia de

equilibrio geral, servir como introducao & Debreu (1959) e a literatura que dele derivou.

Sendo assim, esse trabalho serd divido, além dessa introducao, em trés capitulos.
No segundo, introduziremos os principais conceitos e teoremas cujo conhecimento prévio
é necessario para os capitulos seguintes, mas cujas demonstragoes fogem do escopo do
trabalho. No terceiro capitulo, os teoremas de ponto fixo de Brouwer e Kakutani serao
apresentados. O quarto capitulo se dedica a descricao do modelo de economia e do
detalhamento da demonstragao de existéncia de equilibrio presente em Debreu (1959). No

quinto capitulo concluimos o trabalho, com uma indicacao do desenvolvimento posterior a
Debreu (1959).



2 Preliminares Matematicos

Aqui lembraremos algumas defini¢oes e resultados essenciais para as segoes que se

seguem.

2.1  Conjunto fechado

Definigdo 2.1.1. Um conjunto X C R"™ é fechado se dada uma sequéncia (z*)ren tal que

para todo k €N, zF € X, elima* = a, temos a € X.

Definicao 2.1.2. Seja X C R®. Um ponto x € R™ é dito aderente a X quando existe
uma sequéncia de pontos de X que converge para x. O fecho de X, denominado cl(X) € o

conjunto de todos os pontos de aderéncia de X.

2.2 Conjunto compacto

Definigao 2.2.1. Um conjunto é compacto quando é fechado e limitado.
Teorema 2.2.1. A soma de um numero finito de conjuntos compactos é compacto.

Teorema 2.2.2. A intersecdo de um niumero finito de conjuntos compactos € um conjunto

compacto.
Teorema 2.2.3. O produto cartesiano de conjuntos compactos é compacto.

Proposigao. Se K C R" ¢ compacto, entdo existem x1, ..., x, € K tais que (Vs5(2;))ienn(o.n)

¢ uma cobertura aberta de K.
Teorema 2.2.4. Seja f : S — R. Se f é continua em S e S é compacto e ndo-vazio,

entdao f(S) possui elemento mdximo e minimo.

2.3 Conjunto convexo

Definigao 2.3.1. Um conjunto X C R"™ é convexo se para todo x,y € X e A € [0,1],
temos Ax + (1 — Ny € X.

Teorema 2.3.1. A soma de um niumero finito de conjuntos convexos é um conjunto

CONVETo
Teorema 2.3.2. A intersegcio de conjuntos convexos ¢ um conjunto convexo

Teorema 2.3.3. O produto cartesiano de conjuntos convexos € convero.

s

Definicao 2.3.2. A combinagcio convexa de um nimero finito de pontos x1,...,x, € 0

conjunto {r € R" |z = \x1 + ... + Ay, SA=1, \; >0parai=1,...,n}
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Defini¢ao 2.3.3. A envoltoria convexa de um conjunto X C R", denotada co(X) € o

conjunto de todas as combinagoes convexas de pontos de X.

Definicao 2.3.4. Seja X C R". Um ponto x é dito interior de X se existe € > 0 tal que

a bola aberta de centro x e raio € estd contida em X

Teorema 2.3.4. (Teorema de Caratheodory) Seja E C R™. Se x € co(E), entdo x pode
ser escrito como uma combinacao convexa de nao mais do que m + 1 pontos em E, i.e.,

existem 2°,..,2™ € E € Ao, ..., A € Ry com S0 N\ =1 tal que x = Y1y \i2".

Definicao. Seja k um nimero real nao-negativo. O conjunto K = {x € R™ | Max{|z1], ..., |zn|} <

k} é um cubo fechado de R™ com centro 0 e largura 2k.
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3 Teoremas de Ponto Fixo

Uma das técnicas essenciais para a demonstracao de existéncia de equilibrio geral
em Debreu (1959) que explicaremos no capitulo seguinte é a utilizagdo do teorema de

ponto fixo de Kakutani.

Dada uma funcao real f: X — X, um ponto fixo de f é um ponto = € X tal que
f(x) = z. Um teorema de ponto fixo é uma proposigao que afirma que uma fungao que

satisfaz determinadas condi¢oes deve ter um ponto fixo.
Apresentaremos nesse capitulo os teoremas de ponto fixo de Brouwer e de Kakutani.

O teorema de ponto fixo de Brouwer, cuja enunciacao original é devida a Brouwer
(1911), nos diz, em uma forma mais geral, que, dado um conjunto X C R¥ ndo-vazio,

compacto, e convexo, uma fungao continua f : X — X possui um ponto fixo.

A importancia desse teorema para as ciéncias econémicas foi exposta por Uzawa
(1962), que mostrou que nao s6 o teorema de ponto fixo de Brouwer é condigao suficiente
para a existéncia de equilibrio em uma economia com uma funcgao de excesso de demanda,

mas ele é também uma condi¢do necessaria.

No entanto, existem situagoes em que as regras que definem as fung¢oes que descre-
vem o comportamento dos agentes econémicos associam a um elemento do dominio da
funcdo mais do que um sé elemento do contradominio. Nesses casos se faz necessério a
utilizagao de correspondéncias, uma generalizacao do conceito de fungao. Nesses casos,

nao é mais possivel utilizar o teorema de Brouwer.

Um teorema que generaliza o teorema de ponto fixo de Brouwer para correspon-
déncias foi apresentado por Kakutani (1941), motivado pelo uso de pontos fixos em von
Neumann (1937). Esse resultado ficou conhecido como o teorema de ponto fixo de Kaku-
tani e ele afirma que, dado um conjunto K C R¥ nao-vazio, compacto e convexo, uma
correspondéncia hemicontinua superior ¢ : X — X com valores convexos e nao-vazios

possui um ponto fixo, ou seja, existe x € X tal que x € ¢(x).

Entre as aplicagoes do teorema de ponto fixo de Kakutani nas ciéncias econémicas,
pode-se citar Nash (1950), em teoria dos jogos, e Mckenzie (1954) e Debreu (1959) na

teoria de equilibrio geral.

Nesse capitulo, apresentaremos primeiro o teorema de ponto fixo de Brouwer e
sua demonstracao, utilizando para isso o lema de Sperner. Para apresentarmos depois a
demonstracao do teorema de ponto fixo de Kakutani, usaremos o teorema de ponto fixo

de Brouwer e o lema de aproximac¢ao de von Neumann.

3.1 Teorema de ponto fixo de Brouwer

Mostraremos nessa se¢ao o teorema de ponto fixo de Brouwer e sua demonstragao.
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Primeiro demonstraremos o teorema de ponto fixo de Brouwer para um tipo de
conjunto convexo, compacto e nao-vazio mais simples, chamado o simplexo fechado. Para
isso, descreveremos os simplexos fechados e um importante resultado chamado o lema de

Sperner, que sera utilizado na demonstracao.

Depois, mostraremos que o teorema se estende para qualquer conjunto que seja

convexo, compacto e ndo-vazio e teremos o resultado final que almejamos.

Park (1999) enfatiza duas abordagens para a demonstracdo do teorema de ponto
fixo de Brouwer: a de Sperner (1928), que utiliza o resultado que ficou conhecido como
lema de Sperner, e a de Knaster, Kuratowski e Mazurkiewicz (1929), que utilizaram o lema
de Sperner para demonstrar a equivaléncia entre o que agora é chamado de teorema de
KKM e o teorema de ponto fixo de Brouwer. Uma descri¢do da demonstragao do teorema
de ponto fixo de Brouwer utilizando o teorema de KKM pode ser encontrada no capitulo
9 de Starr (2011) ou nos capitulos 5 e 9 de Border (1985).

3.1.1 Simplexos

Descreveremos agora o conjunto convexo, compacto e nao-vazio chamado o N-
simplexo fechado para o qual provaremos inicialmente o teorema de Brouwer. A descrigao
adiante se baseia no capitulo 3 de Border (1985) e no capitulo 9 de Starr (2011).

Sejam 1, ..., zx4+1 N + 1 pontos linearmente independentes em R¥ | tal que K > N.
O N-simplexo fechado definido por xy,...,zy1 € a envoltéria convexa de xy, ..., Tni1,

ou seja, ¢ o seguinte conjunto S de combinagoes convexas:

N+1 N+1
S = {SL’ | T = Z )\il’i, )\1 > O, Z /\z = 1, 1= 1,,N+ 1} = CO({LL’l, ...,LL’N+1})

i=1 =1

Podemos distinguir os simplexos em simplexos fechados, como o definido acima, e
simplexos abertos, como definidos em Border (1985) substituindo-se a condigao A\; > 0
acima por \; > 0. Nesse trabalho, consideraremos apenas os simplexos fechados, como
descritos em Starr (2011).

A i-ésima coordenada baricéntrica de x € S é o termo A; na soma que define S.
Os vértices de S sdo os pontos x1, 9, ...,xy11. Uma face F' do simplexo S é o simplexo
definido por um subconjunto dos vértices de S. Definimos o conjunto C(z) = {i | \; > 0}

de forma que se C(x) = {1, ..., k}, entdo z pertence a face co({x;1, ..., Ti }).
Uma subdivisao simplicial de S é uma colegdo J de simplexos {5;};es tal que:
i)us;==s.
(ii) para quaisquer j,k € J, S; NSy ou é vazio, ou é igual uma face comum;
(iii) os elementos de {S;} tém interiores disjuntos.

Dessa maneira, cada vértice original de S pertence a somente um S;, e os vértices



13

de S; no interior de S pertencem a mais de um S;, desde que J possua mais do que um

elemento.

Seja {S;} uma subdivisao simplicial de S, um N-simplexo, e seja V' o conjunto de
todos os vértices de todos os subsimplexos. Rotularemos os vértices de cada subsimplexo
com um dos nimeros 1,2, ..., N + 1 de acordo com uma fungao v : V — {1,..., N + 1}, em
que y(v) € C(v). Temos uma rotulagao admissivel se existe tal fungao, de modo que
todos os vértices v;; de cada S; sdo rotulados com o indice de um dos elementos de C'(v;;).
Um simplexo possui um conjunto completo de rétulos quando v assume todos os

valores 1, ..., N 4+ 1 em seu conjunto de vértices.

3.1.2 Lema de Sperner

Apresentamos agora o lema de Sperner e sua demonstragao como descrita no
capitulo 9 de Starr (2011).

Lema 3.1.1. Seja {S;} uma subdivisao simplicial do N-simplezo. Rotulemos {S;} por
uma rotulagem admissivel. Entdo existe S’ € {S;} tal que S" possui um conjunto completo

de rotulos.

Demonstracao. Vamos provar que o numero de subsimplexos com um conjunto completo
de rotulos é impar. Como 0 nao é impar, entao estard provado que existe ao menos um tal

subsimplexo.

A prova se dara por inducao em N.

Para o caso em que N=1, o 1-simplexo tera os rotulos 1 e 2 e cada subsimplexo da
subdivisao simplicial possuira dois vértices.

Seja a o nimero de subsimplexos em que ambos os vértices sao rotulados 1, e b o
numero de subsimplexos em que um dos vértices é rotulado 1 e o outro é rotulado 2. Com

isso, o nimero total de vértices de {S;} rotulados por 1 serd 2a + b.

Se representarmos por ¢ o nimero de vértices no interior de {S;} rotulados por 1,

teremos que o nimero total de vértices de {5} rotulados por 1 serd 2c + 1.
Logo, temos que 2a + b = 2¢ + 1.

Como (1 + 2¢) é impar, (2a + b) também serd impar e, portanto, b é impar. Como
b representa o niimero de subsimplexos em que um dos vértices é rotulado 1 e o outro é
rotulado 2, b é o niimero de subsimplexos com um conjunto completo de rétulos. Logo, a
proposicao ¢ valida para o 1-simplexo.

Agora, supondo que a proposi¢ao é verdadeira para o (N-1)-simplexo.

Pela hipétese indutiva, uma subdivisao simplicial {S5;} e uma rotulagem admissivel
de um N-simplexo seja suficiente para que cada face de dimensao (N-1) do N-simplexo

possua um nimero impar de subsimplexos com um conjunto completo de rotulos.
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Denominemos por a os subsimplexos de {S;} rotulados com {1, ..., N} mas nao
com N + 1, e por b os subsimplexos de {S;} com um conjunto completo de rétulos, que
terao entdo uma face rotulada com {1, ..., N}. Como os N-simplexos de {S;} possuem cada
um N + 1 vértices e os subsimplexos a sdo rotulados apenas com {1,..., N}, um desses
rotulos tera de ser usado duas vezes. Logo, se contarmos o niimero de faces rotuladas com
{1,..., N}, os subsimplexos a contardo com duas tais faces e os subsimplexos b terdo uma.

Assim, no total, teremos 2a + b.

Considerando agora as faces de dimensao (N —1) que utilizam exatamente os rotulos
{1,2,...,N}. Chamaremos de c as faces no interior de {S;} e que, portanto, aparecem em
dois simplexos adjacentes, enquanto as faces d no exterior de {5;} aparecem em apenas

um simplexo. Temos entao um total de 2¢ + d faces rotuladas com {1, ..., N}
Assim, conseguimos a equagao 2a + b = 2¢ + d.
As faces exteriores de {S;} rotuladas com {1,..., N} devem pertencer as faces

do simplexo original cujos vértices sao rotulados com {1, ..., N} Essa face original é um

(N-1)-simplexo.

Pela hipétese indutiva, toda subdivisdo simplicial desse (N-1)-simplexo possui um
nimero fmpar de subsimplexos com um conjunto completo de rétulos {1, ..., N}. Logo,

podemos dizer que d é impar e, sendo 2a par, b serd impar.

Dessa maneira, se uma subdivisao simplicial com uma rotulagem admissivel de um
(N-1)-simplexo possui um ntimero impar de subsimplexos, entdao o mesmo é verdadeiro
para o n-simplexo. Entao, em conjunto com a demonstracao para o caso N=1, completa-se

a prova por indugdo do Lema de Sperner.

]

3.1.3 Teorema de ponto fixo de Brouwer

Apresentamos agora o teorema de ponto fixo de Brouwer para simplexos e sua

demonstra¢ao como descrita no capitulo 6 de Border (1985).

Teorema 3.1.1. Seja S C RN+ um N-simplezo e f : S — S uma fungdo continua. Entdo

existe v* € S tal que f(x*) = x*.

Demonstracao. Seja € > 0 e consideremos uma subdivisdao simplicial {S]E } em que cada S;

estd contido em uma (n+1)-bola de raio menor ou igual a e.

Seja V' o conjunto de vértices da subdivisdao e definamos una fungao de rotulacao

r:V —{1,.., N+ 1} tal que para v € co(x;, ..., ;) temos:

r(v) € {i, ..., i} N{i | N(f(v)) < Ni(v)}
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Essa intersecdo é nao-vazia, pois se tivessemos \;(f(v)) > \;(v) para todo i €
{ig, ..., ix }, teriamos a seguinte contradigao:

N+1 k N+1

1:;&mm>z&@:2&@:1

Logo, temos uma subdivisao simplicial com um conjunto completo de rétulos e
podemos aplicar o lema de Sperner(3.1.1) e teremos a garantia de que existe um subsimplexo

com um conjunto completo de rétulos.

Entéo existe um simplexo co({p7, ..., piv;1}) tal que para todo i temos X;(f(p5)) <
Ai(p5)-

Se definimos uma subdivisao simplicial {S¢} para cada € > 0, com € — 0, entdo,
sendo cada subsimplexo compacto, podemos extrair uma subsequéncia convergente de
simplexos tal que li_r%pf =a* paratodoi=1,..., N + 1.

Sendo f continua, temos X\;(f(z*)) < \i(z*), para i = 1,..., N + 1. Entao, como
X Ai(f(27)) = X Aiz") = 1, temos f(2") = z”.

O

Agora, enunciamos a generalizacao do teorema de Brouwer para qualquer conjunto

convexo, compacto e nao-vazio.

Teorema 3.1.2. Seja K C R™ convezo, compacto e ndo-vazio, e seja f : K — K continua.

Entao f tem um ponto fixo.

Demonstracio. A demonstragao desse resultado esta presente no capitulo 6 de Border

(1985).
C

3.2 Teorema de ponto fixo de Kakutani

Nesta secao apresentaremos o teorema de ponto fixo de Kakutani e a sua demons-

tragao.

Primeiramente vamos expor o conceito de correspondéncias e algumas defini¢oes e
resultados importantes de correspondéncias para a demonstragao do teorema de ponto
fixo de Kakutani e na demonstracao de existéncia de equilibrio que faremos no proximo

capitulo.

Para a demonstragao do teorema de ponto fixo de Kakutani, utilizaremos o teorema
de ponto fixo de Brouwer, que demonstramos na se¢ao anterior, e os lemas de aproximacao

de von Neumann e de Cellina, que apresentaremos nessa se¢ao.

O caminho escolhido para essa demonstracao se baseia na descricdo que Border

(1985) faz do teorema de Cellina (1969), que tem como corolario o teorema de ponto
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fixo de Kakutani e que foi demonstrado utilizando um lema de von Neumann (1937) e o

teorema de ponto fixo de Brouwer.

3.2.1 Correspondéncias

A seguinte descrigao se baseia em Ok (2011), Border (1985), Aliprantis e Border
(2005) e Debreu (1959).

Uma correspondéncia ¢ com dominio em X C R" e contradominio em Y C R™
associa a cada x € X um subconjunto ¢(z) de Y. Para distinguir ¢ de uma fungao,

escrevemos a correspondéncia como ¢ : X —— Y.

Podemos ter uma correspondéncia em que para todo = € X, ¢(x) é composta de
um so elemento. Assim, poderiamos descrever ¢ através de uma funcao f: X — Y, de
modo que ¢(x) = {f(x)}. Chamaremos esse tipo de correspondéncia de correspondéncia

univalorada.

Associamos a correspondéncia ¢ : X —— Y um grafico Gr ¢, dado por:
Gro={(z,y) € X XY |y € o)}

Uma correspondéncia ¢ : X —— Y possui grafico fechado quando para qualquer
sequéncia de elementos de X, (z™), com " — x, e uma sequéncia (y"), com y" € p(z") e
y" — y, temos y € p(z).

Existem duas formas naturais de se definir o inverso de uma correspondéncia
¢ : X —-— Y de forma que para correspondéncias univaloradas se tem uma defini¢ao

equivalente ao inverso de fungoes:

« O inverso superior de um conjunto A C Y é:

Al ={r e X | p(z) C A}

e O inverso inferior de um conjunto A C Y é:
o [Al ={r € X | p(x) N A # 0}

O conceito de continuidade de uma fungdo é comumente ser estendido de duas
maneiras distintas para as correspondéncias de forma a preservar a continuidade para
correspondéncias univaloradas: a hemicontinuidade inferior e a hemicontinuidade superior.
Assim como para fungoes, podemos definir a hemicontinuidade de correspondéncias a

partir de vizinhancas e a partir de limite de sequéncias.

Pela primeira abordagem, utilizada por Border (1985), temos as defini¢des de

hemicontinuidade a partir dos inversos da correspondéncia:
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Definig¢ao 3.2.1. Dada uma correspondéncia ¢ : X —— Y e um conjunto aberto A C Y.

@ € hemicontinua superior quando, para todo x € X, temos:
r € ¢ [A] = Fe > 0tal que Vi(z) C o' [A]
Definig¢ao 3.2.2. Dada uma correspondéncia ¢ : X —— Y e um conjunto aberto A C Y.

@ € hemicontinua inferior quando, para todo r € X, temos:

r € ¢ [A] = Je>0tal que Vi(x) C ¢ [4]

Pela segunda abordagem, que é a utilizada por Kakutani (1941) e por Debreu

(1959), temos a definigao sequencial:

Definicao 3.2.3. Dada uma correspondéncia ¢ : X —— Y. ¢ é hemicontinua

supertor se, para todo x € X, temos:

1. 'Y é compacto .
2. Gry € fechado, ou seja, se x™ — x e y™ € p(z"), com y" — y, entio y € p(x).

Definicao 3.2.4. Uma correspondéncia ¢ : X —— Y €é hemicontinua inferior se,
para todo x € X, dada uma sequéncia de pontos de X, (z™), com =" — x, e um ponto

y € p(x), temos uma sequéncia (y"), com y"™ € p(x"), tal que y™ — y.

As duas defini¢bes de hemicontinuidade superior s6 sao equivalentes quando a

correspondéncia possui valores compactos e um contradominio compacto.

Como o nosso objetivo principal nesse trabalho é detalhar as demonstragoes de
Debreu (1959), consideraremos durante todo o trabalho apenas a defini¢ao sequencial de

hemicontinuidade.

Enunciaremos agora alguns resultados sobre correspondéncias presentes no capitulo

1 de Debreu (1959) e que serao importantes para as demonstragoes do capitulo seguinte.

Definicao 3.2.5. Uma correspondéncia é dita continua quando ela é hemicontinua superior

e hemicontinua inferior.

Proposigao. Se temos N correspondéncias hemicontinuas superiores @,, paran = 1,...N,
entao Zflv:l Yn € hemicontinua superior.

Da mesma maneira, se temos N correspondéncias hemicontinuas inferiores p,,

paran = 1,..N, entdo 2_, p, é hemicontinua inferior.

Teorema 3.2.1. (Teorema de Mdzimo de Berge)

Seja X; CRE, PCRE, u: X, >R, eB;: P—— X,, esejaD; : P—— X,
onde D;(p) = {z* | 2* maximiza u;(z) para © € B;(p)}. Se u; € continua em X; e B; é
continua (hemicontinua superior e inferior) em x*, entdo D; é hemicontinua superior em

x* e a fungao dada pelo mazimo de u(x), para x € D;(p) € continua.
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Demonstracao. A demonstracao desse teorema esta disponivel no capitulo 23 de Starr
(2011). 0

3.2.2 Lema de Cellina

Aqui enunciaremos uma versao menos geral do lema de Cellina, demonstrado no
capitulo 13 de Border (1985).

Lema 3.2.1. Seja v : E —— F uma correspondéncia hemicontinua superior com valores
convexos e ndo-vazios, onde E C R™ é compacto e I C R¥ é convexo e fechado. Para

§ > 0, definimos v°(z) como 7°(z) = co v(2). Entdo para todo € > 0, existe um

U
z€Vs(x)
0 > 0 tal que:

Gr+° C V.(Gr )

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que existe € > 0 tal que para todo o > 0,
Gr +° ¢ V.(Gr 7). Entéo existe uma sequéncia (z,,yn), com (2,,y,) € Gr y= tal que
dist((xn, yn), Gr v) > € > 0.

-

Se (T, yn) € Gry7, entdo yy € 77 (z,) = co (%)

zeV1 (:Bn)

Pelo teorema 2.3.4, existem 30 ...,y € U  7(2), tais que y,, = >F , Xy | com
z€V1 (zn)

AN >0, YN =1, eyl €y(zh) com |2} — z,| < L.

Como v é hemicontinua superior, podemos aplicar a definicao sequencial de hemi-
continuidade superior, e temos sequéncias convergentes tais que z,, — x, y- — y, AL — A%,
2t — x, para todo i, y = Zk:l Nyte (z,9") € Grr.

i=

Como 7y possui valores convexos, (x,y) € Gr~, o que contradiz dist((x,, y,), Gry) >

€ para todo n.

]

3.2.3 Lema de aproximacao de von Neumann

Utilizando o lema de Cellina, demonstrado na se¢ao anterior, poderemos agora pro-
var uma versao menos geral do Lema de aproximacao de von Neumann, cuja demonstragao

se encontra no capitulo 13 de Border (1985).

Lema 3.2.2. Seja ¢ : E —— F uma correspondéncia hemicontinua superior com valores
nao-vazios e convexros, onde E C R™ é compacto, e F C R¥ é convezo e fechado. Entdo,

para todo € > 0, existe uma fungio continua g tal que Gr g C Vo(Gr p).

Demonstracio. Segundo o lema 3.2.1, para todo € > 0, existe § > 0 tal que para 7=
temos Gr v° C V.(Gr ).
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Como F é um conjunto compacto, o teorema 2.2 nos assegura a existéncia de

uma cobertura aberta (Vs(;))ienn(1,n), com @1,...,z, € E. Escolhemos y; € v(z;) e

consideramos f1, ..., f, uma particdo da unidade subordinada & essa cobertura e g(z) =

f} fi(z)y;. Entao g é continua e como f; tem valor zero fora de Vs(z;), fi(z) > 0 implica
Ze;rll lz; — x| < 8, logo g(x) € ¥°(x) e entdo Gr f C V.(Gr7).

]

3.2.4 Teorema de ponto fixo de Kakutani

Finalmente, temos a enunciacdo do teorema de ponto fixo de Kakutani. A demons-

tragao a seguir se baseia na exposta no capitulo 15 de Border (1985).

Teorema 3.2.2. Seja K C R™ nao-vazio, compacto e convero. Seja ¢ : K —— K uma
correspondéncia hemicontinua superior e com valores convexos e nao-vazios. Entdo existe

um z* € K tal que x* € ¢(x*), ou seja, ¢ tem um ponto fizo.

Demonstracio. Por meio do lema 3.2.2, podemos construir uma sequéncia de fungoes
gn : K — K tais que Gr g, C V%(Gr ©).

Por 3.1.2, cada g, possui um ponto fixo z, tal que z, = g,(z,). Portanto,
(s 9a(0)) € V2 (Gr )

Como o conjunto K é compacto, podemos extrair uma subsequéncia convergente
de z,, de modo que x,, — g e gn(x,) — go(zo).

Como v é hemicontinua superior, entao (xg, go(xo)) = (z0,70) € Gr v e entdo
xo € (o).

]
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4  Existéncia de equilibrio geral

Nesse capitulo apresentaremos o modelo de economia de Arrow-Debreu descrito
em Debreu (1959) e detalharemos a demonstragao de existéncia de equilibrio nele exposta.

Nesse modelo, uma economia pode ser completamente descrita pela seguinte expressao:
& = ((Xi, Ziywiier, (Yj)jer, (0ig)ier jes)

Essa economia possui dois tipos de agentes, as firmas e os consumidores, que
agem de acordo com os pregos dados nos mercados. As firmas compram os insumos
disponiveis no mercado para produzir bens de forma a maximizar seu lucro. O lucro das
firmas é distribuido para os consumidores e, junto com o valor da venda de seus recursos,
compoe o or¢camento do consumidor, que sera utilizado para comprar, de acordo com suas
preferéncias, as mercadorias produzidas pela firma. Dessa maneira, o modelo integra a

producao das firmas e o consumo dos consumidores.

A generalidade desse modelo é comprometida pelo conjunto de premissas utilizadas
por Debreu (1959) para a demonstragao de existéncia de equilibrio. Levando isso em conta
e considerando o objetivo comedido desse trabalho, a descricao do modelo nesse trabalho

serd feita apenas de maneira tao geral quanto essas premissas permitem.

Duas limitagdes a se destacar sdo o niimero finito de bens, consumidores e firmas,

e o fato da relacao de preferéncias dos consumidores ser transitiva e completa.

Na demonstragao de existéncia que descreveremos, devida a Debreu (1959), daremos
especial atencao a duas técnicas essenciais para o resultado: a equivaléncia do equilibrio na
economia original e em uma economia restrita que construiremos de maneira a satisfazer
as condig¢Oes para a aplicacao do teorema de ponto fixo de Kakutani, e a aplicacao do

teorema de Kakutani em si numa correspondéncia de ajuste de pregos.

4.1 Mercadorias e precos

Consideramos uma economia composta por um nimero L € N de mercadorias.
Descrevemos uma lista das quantidades de cada uma das mercadorias como um ponto em
RL

Economicamente, as mercadorias sao interpretadas como bens ou servigos distingui-
veis pelas suas caracteristicas fisicas, temporais e espaciais. Isso significa que um mesmo

bem em dois lugares diferentes é considerado como dois bens distintos e, podendo ser

negociado para datas diferentes, é descrito como sendo outra mercadoria.

Podemos diferenciar dois tipos de mercadorias: os insumos, que sao as mercadorias
utilizadas pelas firmas na producao, e os produtos, que sdo as mercadorias produzidas
pelas firmas e que poderao ser utilizadas como insumo por outras firmas ou consumidas

pelos consumidores.
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A cada mercadoria ¢ estd associado um preco p, € R, que forma o vetor de precos

p:(plw"apfv"'?pL)ERL-

4.2 Firmas

Consideramos um conjunto finito J de firmas. Com um certo abuso de notagao,
denotaremos o nimero de firmas também como J, podendo assim indexa-las com j =

1,

Cada firma j € J é completamente caracterizada por seu conjunto de producgao
Y; C R, composto pelos planos de produgao y; da firma. Dado um vetor de pregos p, as

firmas escolhem um plano de producao de forma a maximizar seu lucro.

Detalharemos a seguir o conjunto de producao da firma e depois descreveremos

seu comportamento de maximizagao de lucro.

4.2.1 Conjunto de produgao da firma

O conjunto de produgao da firma j € J, Y; C RY, contém todas as combinagdes
tecnicamente possiveis de insumos e produtos de uma firma. Isso quer dizer que caso os
insumos especificados sejam fornecidos, a firma sera capaz de produzir tal quantidade de

bens.

Um ponto y; = (yjl-, ,y]L) € Y}, chamado um plano de producao da firma j,
especifica uma quantidade de mercadorias que uma firma j pode produzir (y]Z > 0) ou

utilizar para sua producao (yf < 0).
Dados os planos de produgao y; € Y, de cada firma, definimos o plano de

J
producao total como y = > y;, que agrega um dos planos de producao de cada uma
j=1
das firmas da economia.

J
O conjunto Y = > Y} é chamado o conjunto de producao total, e representa
j=1
as possibilidades de produgao de toda a economia.

Para a demonstracao de existéncia de equilibrio, utilizaremos as seguintes premissas:

(P.1) Para todo j € J, 0 €Y.
(P.2) Y é fechado.

(P.3) Y é convexo.

(P4) YN(=Y)cCo.

(P.5) (-RE) C Y.
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Note que enquanto a premissa (P.1) faz uma afirmagao sobre os conjuntos de
producao Y; de cada uma das firmas j € J, as premissas (P.2),(P.3.),(P.4) e (P.5) fazem

afirmacoes sobre o conjunto de produgao total Y = 37, Y.

A premissa (P.1) nos permite dizer que é possivel para cada firma escolher nao
produzir, deixando entao de utilizar quaisquer insumos. Dessa maneira, sob um sistema de
precos desfavoravel, a firma nao é obrigada a ter prejuizos. E facil ver que essa premissa

implicaem 0 € Y.

A premissa (P.2) nos diz que o conjunto de produgao total Y é fechado. Precisaremos
dessa premissa para demonstrar a equivaléncia dos equilibrios da economia restrita e da

nao-restrita. Note que o fato de Y ser fechado nao quer dizer que todos os Y; sao fechados.

A premissa (P.3.) nos diz que o conjunto de producao total Y é convexo. Em
conjunto com a premissa (P.1) permite afirmar que Y apresenta retornos nao-crescentes
de escala. Assim como na premissa anterior, essa hipotese nao é suficiente para garantir

que todos os Y sao convexos.

A premissa (P.4) pode ser interpretada como significando a irreversibilidade da
producgao. Se temos um determinado plano de producao y com insumos e produtos

nao-nulos, entao o plano de produc¢ao —y nao ¢é possivel.

(P.5) é uma premissa de free disposal. Ela nos diz que é possivel para os produtores
se desfazerem de toda a sua produc¢do. Em conjunto com as premissas (P.3.) e (P.2),
essa premissa nos diz que Y — Ri C Y, que é a condicao de free disposal exposta em
Mas-Colell, Whinston e Green (1995).

4.2.2 Maximizacao do lucro

Dado um sistema de precos p definido de forma exdégena e um plano de producao

y; € Yj, o lucro de j € J ¢é determinado pelo produto interno p - y;.

No entanto, dependendo do vetor de pregos p escolhido e do conjunto Y}, pode nao
haver y; € Y; que maximiza o lucro. Mais adiante mostraremos que a limitacao do espago
de precos a um conjunto P e a escolha de um Y; compacto na restrigio da economia sao

suficientes para assegurar a existéncia de um lucro maximo.

Podemos definir uma fun¢ao que nos da o lucro méaximo que a firma j € J pode

ter para precos p, chamada a fungao de lucro da firma:

mj: P =R, m(p) =max p-y,
Yi€Y;

Podemos definir também a correspondéncia de oferta, que nos da o conjunto

de planos de producdao que maximizam o lucro para determinado p € P:

Sj: P ==Y, Sj(p)={yj€Yj|yj=argmaXp-yj}

y; €Y
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Agregando o comportamento de todas as firmas, determinamos a fungao de lucro

total da economia:

J
T=P—=R | w(p) = ij(p)
Podemos também definir a correspondéncia de oferta total da economia:

S:P—-—=Y | S :ZSj(p)

J=1

Sendo assim, conseguimos descrever de forma completa as firmas de uma economia

& através de (Y;)jes, em que Y; C RE.

4.3 Consumidores

Consideramos um conjunto finito I de consumidores. Com um certo abuso de
notacao, denotaremos o nimero total de consumidores também como I, podendo assim

indexa-los com i =1, ..., 1.

Cada consumidor ¢ € I é completamente caracterizado por sua relagao de preferéncia
=, sua dotagdo inicial w; € R”, sua participagdo acionéria 6;; nas firmas j € J, e por seu
conjunto de consumo X; C R, composto pelas cestas de consumo z; do consumidor. Dado
um vetor de pregos p, os consumidores escolhem uma cesta de consumo que maximizam
suas preferéncias, observando sua restricao orgcamentaria, constituida pelo valor de sua

dotagao inicial e de sua parte nos lucros das firmas.

Detalharemos a seguir o conjunto de consumo do consumidor, sua relagao de
preferéncia e sua restricdo orcamentaria, e depois especificaremos o seu comportamento de

satisfacao de preferéncias.

4.3.1 Conjunto de consumo

O conjunto de consumo do consumidor i € I, X; C R’ contém todas as
combinagoes possiveis de mercadorias que um consumidor é capaz de consumir.

Um ponto x; = (z},...,2F) € X;, chamado um plano de consumo, especifica a

quantidade de mercadorias consumidas por ¢ € I.
Dado um conjunto de planos de consumo z; de cada ¢ € I, definimos o plano de
I

consumo total da economia como z = >_ z;.
i=1

O conjunto X = Z X, que agrega os conjuntos de consumo de cada i € [ é
chamado o conjunto de consumo total da economia.

Para a demonstracao de existéncia de equilibrio, consideraremos as seguintes

premissas sobre o conjunto de consumo:
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(C.1) X, é fechado, para todo i € I.
(C.2) X, é convexo, para todo i € I.

(C.3) X; é limitado inferiormente, para todo i € I.

Ao contrario das hipéteses sobre o conjunto de producdo, essas premissas sao todas

feitas em relacdo ao conjunto de consumo individual de cada consumidor.

A premissa (C.1) nos diz que o conjunto de consumo X; de cada i € I é fechado.

Note que o fato de cada X; ser fechado nao quer dizer que X ¢é fechado.

A premissa (C.2) nos diz que o conjunto de consumo X; de cada i € I é convexo.

Isso implica que o conjunto X é convexo, pois ele serd a soma de conjuntos convexos.

A premissa (C.3) nos diz que o conjunto de consumo X; de cada i € I possui um
limite inferior. Essa premissa, em conjungdao com (C.1) é suficiente para demonstrar que o

conjunto X ¢é fechado.

4.3.2 Preferéncias

A cada consumidor i € I estd associada uma relagado de preferéncia 77; em X,

por meio da qual o consumidor ¢ ordenara os planos de consumo z; € X;.

Presumimos que ~~; é uma relacao binaria completa, transitiva e simétrica em Xj;.

Sendo completa, quaisquer elementos de X; podem ser comparados com 2=,

ou seja, para
todo x; e para todo y; em X;, temos uma das alternativas nao-exclusivas: x; 77; y; ou
Yi 7o ;. Se 7o; € transitiva, entdao dados x;, i, 2; € X5, se x; 7 yi € y; i i, entao x; 7z

Por tltimo, se 7—; é simétrica, entdo para todo z; € X;, temos x; 7~; x;.

Dados z; e y; em X;, podemos definir x; >=; y; e x; ~ y;:
T =i Yi = T Tili € Yi ZiTi
T~ Y =T i € Yi i T

Introduzimos agora trés premissas sobre a relagao de preferéncia 7~; do consumidor
1 €1 em X;:

(C.4) Para todo z; € X;, existe 2} € X; tal que «} > x;, para todo i € 1.

(C.5) Seja z;,2; € X; e v € (0,1). x >; x; implica em az} + (1 — a)x; >; x;, para todo
1€ 1.

(C.6) Paratodo x; € X;, os conjuntos {y; € X; | y; =i x:} e {y; € X; | x; 7Z; yi} sdo fechados
em X;, para todo i € I.
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A premissa (C.4) nos diz que o consumidor ¢ € I ndo possui um plano de consumo

que seja preferivel a todos os outros, ou seja, nao existe um ponto de saciacao em Xj.

(C.5) é a hipodtese de convexidade das preferéncias. Ela corresponde a ideia de uma

taxa marginal de substituicao decrescente.

A premissa (C.6) é necesséria para assegurar a existéncia de uma funcao de utilidade
continua que representa ;. De fato, com ela temos o seguinte teorema, apresentado em

Debreu (1959):

Teorema 4.3.1. Supondo (C.1), (C.2), (C.8) e (C.6). Seja -; uma relagio bindria
completa, transitiva e simétrica em X;. Entdo existe u; : X; — R, com u;(+) continua em
X, tal que ui(+) € uma fungao de utilidade representando 7;, ou seja, para todo x;,y; € X;,

w;i(z;) > wi(y;) se e somente se x; 7; y;.

Demonstragdo. A demonstracao desse teorema foge do escopo desse trabalho. No entanto,

ela estd disponivel no capitulo 4.6 de Debreu (1959). O

Além disso, podemos afirmar que as premissas (C.4) e (C.6) implicam na condi¢ao
de convexidade fraca, ou seja, para z;, z; € X; e a € [0, 1], } 7Z; x; implica em oz, + (1 —

1~

a)x; 7 T, para todo i € I.

4.3.3 Restri¢do orcamentaria

Considera-se que os consumidores podem ter, ja de inicio, parte dos recursos
da economia, que serao vendidos a preco de mercado para compor parte da renda dos

consumidores.

Assim, cada consumidor possui uma dotagao inicial de recursos, que denotamos
por w;. A dotacao total de recursos da economia é composta por w = > w;.
i€l
Consideraremos a seguinte hipotese sobre a dotagao inicial de cada consumidor
1€ I:

(C.7) Existe 2? € X; tal que 29 < w;, para todo i € I.

A premissa (C.7) nos assegura a existéncia de um vetor de consumo possivel que

pode ser comprado pelo consumidor. De fato, se p > 0, entdo p- 2?9 < p - w;.

Cada consumidor 7 € [ pode possuir direito a uma parcela dos lucros de cada
firma j de acordo com sua participag¢ao acionaria 6;;, de modo que para cada j, temos
é@ijzl,eparatodoielejGJ, t;; > 0.
i=

Podemos definir agora a renda w; de um consumidor ¢ € I. Dado um sistema de

precos p, temos:



26

J
wi =p-w;+-Y 0 m(p)
j=1

O valor do plano de consumo escolhido por ¢ € I tem que ser menor ou igual a sua
renda. Porém, dependendo do vetor de precos p e do conjunto X;, pode nao haver x; € X;
com valor menor ou igual do que a renda. Mais adiante mostraremos que com a limitacao
do espago de pregos & um conjunto P e com a premissa (C.7), temos condigoes suficientes

para assegurar a existéncia de tal plano de consumo.

Definimos a correspondéncia do conjunto orgcamentario:

J

j=1
Note que a correspondéncia acima depende do comportamento das firmas para ser
definida. Poderiamos, de forma mais geral, definir a correspondéncia a partir do vetor
de precos p e de um valor de renda definido de forma exdgena, permitindo, assim, uma

analise mais ampla do comportamento especifco do consumidor.

4.3.4 Demanda do consumidor

Dado um vetor de precos p, o consumidor ¢ € I escolhe o maior elemento do
conjunto B;(p) segundo sua relacao de preferéncias ;. Equivalentemente, se vale o

teorema 4.3.1, entdo o consumidor ¢ € I escolhe z; € B;(p) que maximiza sua funcao de
utilidade w; em B;(p).

Mesmo que o conjunto P garanta que B;(p) é ndo-vazio, é necessario também que
exista um elemento maximo em B;(p). Esse requerimento é satisfeito, pelo teorema 2.2.4,
com a continuidade de u; e a consideracao de um conjunto X; compacto e nao-vazio na

economia restrita.

Podemos entao definir uma correspondéncia de demanda que indica, dado um

preco p, o conjunto dos planos de consumo que poderao ser escolhidos por i € I:

D;: P —— X; , Di(p)={x: € Bi(p)|x: Z ys, para todo y; € B;(p)}

Equivalentemente, podemos descrever a correspondéncia de demanda em termos

da funcao de utilidade:
Di: P—— X; , Di(p) ={x; € Bi(p) | ui(z;) > u;i(y;), para todo y; € Bi(p)}
Podemos também definir a correspondéncia de demanda total da economia:

D:P—— X, D(p) :zI:Di(p)

=1
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Podemos entao descrever de forma completa os consumidores de uma economia

& através de ((X;), =i, wi)ier € (0ij)ierjes, onde X; C RE) w; € R =, é uma relagio

3~

bindria transitiva, simétrica e completa em Xj, e Vi € IVj € J, 0;; > 0e 32,0, = 1.

4.4  FEstados atingiveis, excesso de demanda e equilibrio

Apresentaremos agora um conjunto de defini¢oes adicionais sobre elementos da

economia.

Um estado ((z;), (y;)) da economia & é uma (I + J)-ttpla de pontos de RE. Ele
especifica o plano de consumo z; € X; de cada i € I e o plano de produgao y; € Y de
cada j € J.

Um estado ((x;), (y;)) da economia &£ é dito atingivel se x —y = w. O conjunto

de estados atingiveis de £ é denotado A.

Dado um estado ((x;), (y;)) da economia &, o ponto z = x —y — {w} é chamado um

ponto de excesso de demanda de £. Cada ponto z pertence ao conjunto F = X —Y —{w}.

Definimos entao a correspondéncia de excesso de demanda:

Z:P—o—E , Z(p)=D({p) — Sp) — {w}

Dado um sistema de precos p € P, Z nos da um conjunto de excessos de demanda

compativeis com a escolha 6tima de cada consumidor e firma da economia.

Definimos adicionalmente uma correspondéncia que nos da o conjunto de precos

para os quais o valor de um ponto de excesso de demanda é maximizado:
p:E——P | pz)= {p€P|p:argmaxp~z}
peEP

Definigao 4.4.1. Um equilibrio da economia € é uma (I + J + 1)-tupla ((z}), (y;), p*)
de pontos de R* tal que:

(a) Para todo i € 1, x é o maior elemento de {z; € X; | p*-z; < p* 'WH-Z}]:1 0iip* Y5 }

para ;.
(b) Para todo j € J, y; mazimiza lucros relativo a p* em Y.

(c) " —y" =w

O critério (a) nos diz que em equilibrio, para cada consumidor i € I, z € D;(p*).

)
O critério (b) nos diz que em equilibrio, para cada firma j € J, y; € S;(p”).

O critério (c¢) nos diz que em equilibrio, tem-se uma alocacao atingivel e que
Z(p*) =0.
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4.5 A demonstracao de existéncia de equilibrio

Definida a economia & = ((X;, 77, wi)ier, (Yj) et (0ij)icr jes), € definidas as premis-
sas P.1-P.5 e C.1-C.7, podemos dar inicio ao processo de exposi¢cao da demonstracao de

existéncia de equilibrio em Debreu (1959).

Juntando todas as premissas apresentadas anteriormente, temos:

(P.1) Para todo j € J, 0 €Y

(P.2) Y é fechado.

(P.3) Y é convexo.

(P4) YN (=Y)CO

(P.5) (-RY) CY

(C.1) X; é fechado, para todo i € I.

(C.2) X, é convexo, para todo i € I.

(C.3) X; é limitado inferiormente, para todo i € I.

(C.4) Para todo z; € X;, existe z; € X, tal que z} > x;, para todo i € I.

(C.5) Sex; € X;, 2 € X; e € (0,1), entdo: x} =; x; implica em ax} + (1 — a)x; =; z;,
para todo 7 € I.

(C.6) Paratodo x; € X;, os conjuntos {y; € X; | y; =i v} e {y; € X; | x; 7Z; yi} sdo fechados
em X;, para todo i € I.

(C.7) Existe 2? € X; tal que 29 < w;, para todo i € I.

Formalmente, o teorema que iremos demonstrar é:

Teorema 4.5.1. Se temos as premissas P.1-P.5 e C.1-C.7, entdo a economia £ possui

um ponto de equilibrio ((x7), (y;),p)-

Pelas premissas consideradas, alguns dos conjuntos Y; podem nao ser convexos
e compactos, e alguns dos conjuntos X; podem nao ser limitados. Assim, ndo podemos
garantir que as correspondéncias e fungdes que caracterizam o comportamento das firmas

e do consumidores serao bem-definidas.

No entanto, se consideramos uma economia restrita em que, além das premissas
anteriores, todos os Y} sao fechados, convexos e limitados, e todos os X; sao limitados, entao
o orcamento, a demanda, a oferta e o lucro sao sempre bem-definidos, pois representam

uma otimizacao em um conjunto compacto.
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Como dito anteriormente, um dos aspectos fundamentais da demonstracao de
Debreu (1959) se baseia na possibilidade de se demonstrar que um equilibrio da economia

original é também um equilibrio da economia restrita.

Além disso, pode-se escolher os conjuntos da economia restrita de forma que serd
possivel aplicar o Teorema de Kakutani em uma correspondéncia de ajustes de precos.
Se, dado um conjunto de informacoes sobre o estado da economia, ajustamos os pregos
de forma a se aproximar do cumprimento dos critérios de equilibrio, em um estado de
equilibrio a correspondéncia de ajuste retornaria o prego que levaria a esse mesmo estado

da economia, caracterizando entao um ponto fixo.

A demonstragao de existéncia se dividira em trés partes gerais:

(1) Criaremos uma economia restrita £ e mostraremos que um equilibrio na economia
original também é um equilibrio na economia restrita, e que teremos p* > 0. Isso

permite que nos limitemos ao problema de existéncia de equilibrio em &.

(2) Mostraremos que é possivel aplicar o teorema de ponto fixo de Kakutani em uma
correspondéncia de ajuste de precos definida com os objetos de £ e, assim, obter um

p* € P de equilibrio.

(3) Mostrar que o comportamento de cada firma e consumidor dado o sistema de pregos

p* obtido anteriormente constitui de fato um equilibrio em £.
Apresentaremos agora a demonstracao de Debreu(1959) em detalhes:

4.5.1 Parte (1): restringindo a economia

Mostraremos que se ((x}), (y;), p*) é um equilibrio da economia original £, entao
ele também é um equilibrio da economia restrita £, definida a partir dos conjuntos X; e

—~

Y'; que escolheremos para serem compactos, convexos e nao-vazios.

Um &-equilibrio é um equilibrio da economia:
&= ((Xi, Zi,wi), (Y5), (0:5))

Consideremos uma economia alternativa & substituindo cada conjunto Y; pelo
fecho de sua envoltéria convexa, cl(co(Y})), que denotaremos }_/] Por definicao, cl(co(Y;))
é fechado e convexo. Como, pela premissas (C.1) e (C.2), os X; sdo fechados e convexos,
temos X; = cl(co(X;)).

Definimos entdao a economia &:

€ = ((Xi, Z0), (Y7), (wi), (03))
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Como somente os conjuntos Y; foram modificados, para verificar que se ((x}), (y}), p")

¢ um E-equilibrio, entdo ((z7), (y;),p*) ¢ um &-equilibrio, precisaremos demonstrar que:

*_

Yj

*_

arg max p*-y; = y;=argmax p-y;
v €Y; y;€Y;
Consideremos o conjunto {y; € R" | p*-y; < p*- y;‘} Ele contém Y; e, como ele é
convexo e fechado, ele contém também Y; Logo, y* também ¢é arg max de p*- y; em Y]
Portanto, podemos afirmar que se ((x}), (yj),p*) € um equilibrio da economia &, entao é

também um equilibrio da economia &.

Utilizaremos o lema 4.5.1 para provar que o conjunto de estados atingiveis de Eé

limitado.

Lema 4.5.1. Seja £ uma economia tal que X seja limitado inferiormente, Y seja fechado,
convero e Y NRY = {0} Sen=1 ouY N(=Y) C {0}, entdo o conjunto de estados de €

atingiveis A ¢é limitado. Além disso, se X € fechado, entao X —Y ¢€ fechado.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada no capitulo 5 de Debreu (1959).

]

Entao, precisamos assegurar que X ¢é limitado inferiormente, YN (—{/) c {0},
Y NREY = {0}, e que 33, Y; é fechado e convexo,

Pela premissa (C.3), X é limitado inferiormente. Pela premissa (P.4), Y N (=Y) C
{0} e entdo Y N (=Y) c {0}.

Para ver que Y NR% = {0} bastar notar que (P.5) implica em RY C =Y, 0 que
nos permite dizer, com (P.4), que Y NRZ C {0}. Com a premissa (P.1), temos também
que Y N RY 5 {0} e entdo temos Y NRY = {0}. E facil ver que o argumento se estende
para Y NRE = {0}

Para provar que Y 6 fechado e convexo, veremos que _; 1;] =Y, que é fechado e
convexo pelas premissas (P.2) e (P.3.). Por defini¢io, temos Y; C Yj e entdo Y C ¥, V.
Como a soma de conjuntos convexos é convexo, > ;co(Y;) = co(Y’). Tomando o fecho de
cada um dos dos lados, -, Yj C Y. Como, por (P.2) e (P.3.), Y ja é fechado e convexo,
entao _; Y] CY eentao }; Y} =Y.

Entao podemos aplicar o lema 4.5.1 e dizer que o conjunto de estados de £ atingiveis,
A, é limitado.

Consideremos um cubo fechado K em R* com centro 0 e raio grande o suficiente

para conter em seu interior o conjunto de todos os x; e y; atingiveis.

Definimos entao:
X,=X;NK e Y;=Y;NK
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Um &-equilibrio é um equilibrio da economia:
€ = ((Xi, Zi,wi), (Yy),, (655))
Como intersecao de conjuntos compactos e convexos, X; e Y, sao compactos e

convexos.

Pela condicdo (c) de equilibrio, se ((27), (y7), p*) ¢ um E-equilibrio, entdo ((z]), (y;))
é atingfvel para &, logo z¥ € X C X, e y; € 37] C Y;. Entdo ((z*), (y*),p*) é um &
equilibrio.

Portanto, agora podemos dizer que todo £-equilibrio é um g—equilibrio.

]

Vamos agora mostrar que, em equilibrio, o vetor de precgos é p* > 0, ou seja, todas
as coordenadas de p sdo maiores ou iguais a zero e pelo menos ¢é estritamente maior do

que zero.

Pela premissa (P.5), —RJLF C Y. Se tivéssemos p* < 0, ou seja, em todas as
coordenadas de p, tivéssemos p; < 0, entao o problema de otimizacao p* - y; nao atingiria
maximo em Y;. Para provar isso, basta ver que dado p* < 0, para todo y; € Y, pode-se
escolher um y; € —R% tal que Y; < yj, e entdo p* - y; > p* - y;. Logo, se p* < 0, entdo
S;(p*) = 0 e nao podemos ter um y; de equilibrio.

Pela premissa (C.4), Vo; € X; 3z, € X; tal que z} = x;. Se p* = 0, ou seja,
em todas as coordenadas de p*, p; = 0, entao, para todo z; € X;, p* - z; = 0, e entao
X; = B;(p*). Logo, se p* = 0, entdao para todo x; € B;(p*), existe x, € B;(p) tal que

@} > x; e, portanto, D;(p*) = () e ndo podemos ter um z} de equilibrio.
Por consequéncia, em equilibrio devemos ter p* > 0 e p* # 0, entao p* > 0.

E facil ver que tanto D; quanto S; sao homogéneos de grau zero em p. Logo,

podemos entao nos restringir a considerar somente os pregos que estao no simplexo unitario

P:

L
P = {pERi| Zpl =1, p, >0, para todo ¢ = 1,...,L}
=1

4.5.2 Parte (2): aplicando o Teorema de Ponto Fixo de Kakutani

Formalmente, iremos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.5.2. Se temos as premissas P.1-P.5 e C.1-C.7, entdo existe p* € P tal que
Z(p*) N (=RY) # 0.
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Note que esse teorema diz que a economia pode satisfazer uma condi¢do um pouco

mais geral do que a condigao (c) de equilibrio, a de que E(p*) <0

Consideraremos uma correspondéncia de ajuste de precos dada por:

~

0:PXxE——>PxE, em que @(p, z) = u(z) x Z(p)

A cada ponto de excesso de demanda, ¢ associa um conjunto de precos que
maximizam seu valor. A cada sistema de precos,  associa um conjunto de excessos
de demanda compativeis com a escolha étima, segundo um sistema de precos, de cada
consumidor e firma da economia. Entao, em um ponto de equilibrio terfamos (p,z) €

©(p, z), um ponto fixo.
Para encontrar esse ponto fixo, utilizaremos o teorema de ponto fixo de Kakutani.

Para aplicar o Teorema de Ponto Fixo de Kakutani em ¢, precisaremos das seguintes

condicoes, que enunciaremos como teoremas nessa segao:

1. P x E é nao-vazio, convexo e compacto. (Teorema 4.5.3)

~

2. o(p,z) = p(z) x Z(p) é hemicontinua superior. (Teorema 4.5.4)

~

3. v(p,z) = p(z) x Z(p) possui valores ndo-vazios e convexos. (Teorema 4.5.5)

Provaremos que P x E é nao-vazio, convexo e compacto no teorema 4.5.3. Para
isso, vamos primeiro provar, no lema 4.5.2, que P é nao-vazio, convexo e compacto, e, no

lema 4.5.3, que E é nao-vazio, convexo e compacto.

Lema 4.5.2. P é nao-vazio, convexo e compacto.

Demonstracao. O conjunto P é, por definicao, um simplexo fechado, logo, é nao-vazio,

convexo e compacto. ]

Lema 4.5.3. E =X — Y — {w} € nao-vazio, convexo e compacto.

Demonstracao. Sabemos, pelo teorema 2.2.1, que a soma de um ntimero finito de conjuntos
compactos é um conjunto compacto. Além disso, pelo teorema 2.3.1, a soma de um nimero
finito de conjuntos convexos ¢ um conjunto convexo. A soma de conjuntos nao-vazios ¢é
nao-vazio.

Da secao 4.5.1, sabemos que, por defini¢do, os conjuntos X eV sio convexos,
compactos e ndo-vazios. w é, por definicdo, um ponto de R*, logo é convexo, compacto e
nao-vazio.

Portanto, o conjunto £ = X —Y — {w} é ndo-vazio, convexo e compacto.
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Teorema 4.5.3. P x E ¢ nao-vazio, convero e compacto.

Demonstracao. Pelo teorema 2.2.3, o produto cartesiano de dois conjuntos compactos é
compacto. Pelo teorema 2.3.3, o produto cartesiano de dois conjuntos convexos é convexo.

O produto cartesiano de dois conjuntos nao-vazios é nao-vazio.

Pelos lemas 4.5.2 ¢ 4.5.3, P e E sio nao-vazios, convexos e compactos, logo, P X E

¢ nao-vazio, convexo e compacto.

]

Demonstraremos no teorema 4.5.4 que ¢(p, z) = u(z)x E(p) é hemicontinua superior.

Para isso, precismos que as correspondéncias p e 7 sejam hemicontinuas superiores.

Mostramos a hemicontinuidade superior de p no lema 4.5.5.

Sendo E(p) = B(p) — g’(p) — {w}, para provar no lema 4.5.8 que 7 6 hemiconti-
nua superior, mostraremos primeiro que as correspondéncias De S’ sao hemicontinuas
superiores.

A hemicontinuidade superior de Sé exposta no lema 4.5.4. Para provar, através
do teorema de méaximo de Berge (teorema 3.2.1), que D é hemicontinua no lema 4.5.7,

precisamos da hemicontinuidade de cada u;, estabelecida anteriormente no teorema 4.3.1,

e da continuidade de cada correspondéncia Ei, provada no lema 4.5.6.

Lema 4.5.4. A correspondéncia S € hemicontinua superior

Demonstracao. Mostraremos primeiro que para todo j € J, a correspondéncia de oferta
S;: P ——Y; ¢ hemicontinua superior.

Sendo gj hemicontinua superior, o contradominio ?J é compacto e para todo ponto
p’ € P, a seguinte afirmacio é verdadeira: se (p),en € uma sequéncia de termos de P
com p¥ — p°, e (y!)ven € uma sequéncia tal que y? € S;(p*) e y¥ — 3, entdo y) € S;(p°).

Suponhamos, por absurdo, que para tais sequéncias temos y; ¢ gj (p°). Como ?j é
fechado, temos y° € Y;. E sendo 3 ¢ S;(p°), existe y; € Y; tal que p® -y < p”- /.

Logo, como p” — p°, y§ = yY, e, trivialmente, y; — ¢, temos: p”-y* — p”-¢° e
Py =y

Portanto, existe v* € N tal que para todo v > v, temos p” - y? < p” - y.

Mas como definimos y € gj (p?), tem-se p* - y7 > p¥ - ¢, uma contradigao. Entdo

temos y? € S;(p°) e a correspondéncia S; é hemicontinua superior.

Como a correspondéncia S é definida a partir da soma das correspondéncias S,

pelo teorema 3.2.1, S é hemicontinua superior.

Lema 4.5.5. u é hemicontinua superior em 7.
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A demonstracao se dd da mesma maneira que a demonstracio da hemicontinuidade

de gj, substituindo-se apenas o conjunto P em gj por E e substituindo ?j por P.

[]

Para demonstrar que D é hemicontinua superior utilizaremos o Teorema de Maximo
de Berge, que enunciamos em 3.2.1. Para isso, precisaremos que u; seja uma func¢ao continua
e que B; seja uma correspondéncia continua, ou seja, que B; seja hemicontinua superior e

hemicontinua inferior.

A continuidade de u; em X; segue do teorema 4.3.1. Ja a continuidade de EZ sera

demonstrada a seguir.

Lema 4.5.6. A correspondéncia B; : P —— X, é continua, ou seja:

1. B; € hemicontinua superior

2. B; € hemicontinua inferior

Demonstracao. Vamos primeiro provar que B; é hemicontinua superior.

—

Como o contradominio da correspondéncia B;, X; é compacto, basta provar que B;

possui o grafico fechado em P x X i

Por defini¢ao, para todo p € P e dado um y* de equilibrio:

J
Bi(p) = {x, € Xil|p-m gp-wi+p-29¢j-y;}
j=1
Pela premissa (C.7), para todo p € P, p > 0, existe z¥ € X; tal que p-2? < w;.
Além disso, a premissa (P.1) nos assegura que 0 € Y}, logo, como vimos na segao
4.2.1, para todo p € P, m;(p) > 0.

Pela deﬁnigéo de E( ), temos x; € f tal que p-z; <p-w; +p- 2,05 -y;?, entao,
sendo X; limitado inferiormente e fechado, podemos ver que o conjunto B; (p) é

compacto e possui um grafico fechado em P x X Logo, B ¢ hemicontinua superior.
Vamos agora provar que BZ- ¢ hemicontinua inferior.

Seja (p”) uma sequéncia de pontos de P tal que p* — p' e 2V € Ei(po), ou seja,

p? - 2? < W, sendo w? a renda w; definida para pregos p°. Para que B; seja

hemicontinua inferior, deve existir uma sequéncia (z¥

), com z¥ € B;(p°) tal que
x] — x?.

Sendo z¢ € Ei(po), temos p¥ - ¥ < w?

Consideraremos dois casos:
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SO

(a) p°-a? < wy
(b) p°-a

No caso (a), precisamos de que exista v € N tal que: v > v = p” 2y < w}!.

0_ ,.0
i Wy

Podemos definir entdao (z¥) em que: se v < v/, entdo z¢ é um ponto qualquer de
Bi(p); se v > v/, entdo z¥ = V.

Entéo temos z¥ € B; e z¥ — 2.

i
Considerando agora o caso (b).
Pela premissa (C.7), podemos dizer que existe z} € X; tal que p° - 2} < wp.

Entao existe v € N tal que:

/ 0

v>v = p’ai<w] A p'-ai<p’-a;

A tltima desigualdade segue do fato que p* — p¥ e p* - 2 = w.

i)

i

Consideremos entao uma sequéncia (a') em que cada av é o ponto onde [z},
intercepta o hiperplano renda determinado por p” e w".
Para todo v > v/, a" existe, a” é tnico, e a’ — z9.

Define-se entao a sequéncia (z¥) como: se v < v’, entdao z} é um ponto qualquer de
B;(p"); se v > v/, entdo x} = a’.

Entdo z¢¥ € B; e ¥ — z?, e a demonstracio est4 concluida.

Agora podemos mostrar que D é hemicontinua superior.

Lema 4.5.7. A correspondéncia D é hemicontinua superior.

Demonstracao. Pelo teorema 4.3.1, a fungdo u é continua em X, resultado que pode ser

estendido para X ;. Pelo lema 4.5.6, a correspondéncia El é continua. Pelo teorema 3.2.1,

temos que D; é hemicontinua superior, para todo 7 € I. A correspondéncia D, como soma

de correspondéncias hemicontinuas superiores, €, portanto, hemicontinua superior.

]

Lema 4.5.8. A correspondéncia Z € hemicontinua superior

Demonstracao. Pelos lemas 4.5.7 e 4.5.4, D e S sio correspondéncias hemicontinuas

superiores.

A correspondéncia Z é hemicontinua superior pois é soma de correspondéncias

hemicontinuas superiores.

]
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~

Teorema 4.5.4. ¢(p,z) = p(z) x Z(p) é hemicontinua superior.

Demonstracao. Com os lemas 4.5.8 e 4.5.5, podemos dizer que ¢ ¢ hemicontinua superior

pois é o produto cartesiano de duas correspondéncias hemicontinuas superiores.

]

~

Mostraremos no teorema 4.5.5 que ¢(p, z) = pu(z) x Z(p) possui valores nao-vazios

€ Convexos

Para isso, vamos mostrar, no lema 4.5.9, que p possui valores nao-vazios e convexos,

e, no lema 4.5.12, que Z possui valores nao-vazios e convexos.
Para provar que Z possui valores nao-vazios e convexos, mostraremos que D e §

possuem valores nao-vazios e convexos, nos lemas 4.5.10 e 4.5.11, respectivamente.

Lema 4.5.9. u possui valores nao-vazios e convexos.

Demonstra¢io. Como P é nao-vazio e compacto, p atinge maximo em P e entdo pu(z) é
nao-vazio.

Para demonstrar a convexidade de p basta observar que ou z = 0 ou z # 0.

Se z =0, entdo u(z) = P.

Se z # 0, entdo pu(z) é a intersegao de P com o hiperplano {p € P | p-z = réleagp-z}.
Como interse¢ao de dois conjuntos convexos, fi(z) serd convexo.

]

Lema 4.5.10. D possui valores nao-vazios e convexos.

Demonstragio. Se p € P e z},x? € D;(p), entdao z} ~; z7. Como vimos na se¢ao 4.3.2,

as premissas (C.4) e (C.6) implicam na condic¢ao de convexidade fraca.
Entdo, para todo a € [0, 1], ax? + (1 — )z} =; ;.

1~

Logo, como ; € Bi(p), para todo x; € Ei(p), r) =i ;e entdo ax?+(1—a)z! = ;.
Pela definicio de B;, podemos ver que ar? + (1 — a)z} € B;i(p)
Entao az? + (1 — a)z} € Bz(p) e Bz(p) é convexa em P.

Pelo teorema 2.2.4, D;(p) é ndao-vazio pois D; contém os maximizadores de u; em

B;, um conjunto compacto.

O resultado segue do fato de todos os D; possuirem valores convexos e nao vazios.

]

Lema 4.5.11. S possui valores nao-vazios e convexos.
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Demonstragio. Se y;,yj € gj, entdao yj,yj € 17]- e Vy; € Yj, temos p-y; > p-y; e
Py > py;

Sendo }7]' por definigdo convexo, temos Vo € [0,1], p- (ay; + (1 — a)y]) > p - y;.
Entao S;(p) é convexo.

Ele é nao-vazio pois gj maximiza uma funcdo continua p - y; em um conjunto

compacto.

Como soma de conjuntos nao-vazios e convexos é convexo, S; possui valores

nao-vazios € convexos.

]

~

Lema 4.5.12. Z(p) = ﬁ(p) - g'(p) — {w} possui valores nao-vazios e convexos.

Demonstragio. Como Z(p) é soma de conjuntos nao-vazios e convexos, entao Z(p) sera

nao-vazio e convexo para todo p € P.

]

Teorema 4.5.5. ¢(p,z) = p(z) x Z(p) possui valores nao-vazios e convexos.

Demonstracao. Como ¢ é o produto cartesiano de correspondéncias nao-vazias e convexas,

© possuira valores nao-vazios e convexos. O]

Satisfeitas todas as condi¢des do Teorema de Kakutani, podemos afirmar que ¢

possui um ponto fixo, logo, (p*, z*) € u(z*) x E(p*), para algum p* € P.

Como p* € u(z), entdo para todop € P, p-z* < p*-z*. Como 2* € E(p*), entao
p*-z* <0.

Logo, para todop € P, p- 2" <0.

Como p* > 0, temos z* € —RZ. Entao, existe p* € P tal que E(p*) N (=RL) #£ 0.

4.5.3 Parte (3): equilibrio da economia restrita ¢ um equilibrio da economia

Agora mostraremos que o comportamento dos agentes quando o preco é o p*

definido na se¢ao anterior é um ponto de equilibrio da economia.

Como z € Z(p*), existe, para todo ¢ € I um consumo x; € Ez(p*) e, para todo

j € J, uma produgao y; € S;(p*) tal que:
I J
fo—Zyj—w:z (4.1)
i=1 j=1

Sendo }7]- - )}] e Z‘jjzl };J =Y, temos Z}-le yy=yeY.

Como vimos na segdo 4.2.1, as premissas (P.2), (P.3.) e (P.5) implicam em
(Y —RZ) CY. Logo, sendoy € Y e z € —R%, temos y + z € Y.
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Entao existe, para cada j € J, um y; € Yj tal que:

Agora vamos ver que ((x7), (y7),p*) é um equilibrio de £.

Substituindo 4.2 em 4.1, temos:

;=Y Yy —w=0 (4.3)

=1 7j=1

Logo, ((z}), (y;)) é atingivel em ST, entdo todo z; e todo y; estdao no interior do

cubo K. Temos entao a condi¢ao (c) de equilibrio

Definiremos agora:
J
wi =p - wi+ Y 0ip" -y,
j=1

*

Como zf € D;(p*), o consumo x; é o maior elemento segundo 7~ do conjunto
Para ver que z} também é o maior elemento segundo 7-; de B;(p*), da economia &

inicial, suponhamos, por absurdo, que z; nao é o maior elemento de B;(p*) segundo 7Z;.

Entao existe z, € B;(p*) tal que z, >; x}.

Pela premissa (C.5) e como B;(p*) é convexo, para todo a € (0,1), 2" = az, + (1 —
a)xf = af e xf € Bi(p").

Como z é atingivel, ele pertence ao interior do cubo K, logo, existe o € (0, 1) tal
que z € B;(p*) = B;(p*) N K, logo, &} nao seria o maior elemento segundo - de B;(p*),
uma contradicgao.

Portanto, temos que x; é o maior elemento segundo 7-; de B;(p*), da economia &
inicial.

Mostraremos agora que p* - x; = w;. Suponhamos, por absurdo, que p* - z; < w;.

Pela premissa (C.7), existe z; € X; tal que x} >=; x;. Ou p* -z, < p* -z} ou
p-x,>p-al.

Se p* -z < p* - af, entdo x} ¢ D;(p*). Logo, p* - x}, > p* - x}.

Com p* - &} < w; e pela premissa (C.5), existe a € (0, 1) tal que =} = oz + (1 —
a)xf = xf e w; > p*-x. Entao terfamos xf ¢ D;(p*).

Portanto, nao poderiamos ter p* - x} < w;.

Consequentemente, p* - 27 = w;, para z} € D;(p*).
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Somando cada componente de p* - 7 = w; em relacao a 7, temos:
I I I J
P ri =) wit ) ) by
i=1 i=1 i=1j=1

— p -t =p w+py = p-2=0

Por 4.2, temos p* - y* = p* - y.

Como y; € S;(p*), para precos p*, y; maximiza lucros em Y;, para todo j € J.
Portanto, y maximiza lucros em Y, assim como y*. Sendo assim, podemos afirmar que,

dado o sistema de pregos p*, y; maximiza lucros em ?j, para todo j € J.
Além disso, como p* - y* = p* - y;, temos

J
w; = p*owi+ Y 0" Y;
j=1

Entao, agora temos a condi¢ao (a) de equilibrio para &.

Para verificarmos a validade da condigao (b), suponhamos, por absurdo, que existe

Y, € Yy tal que p -y, > p - yi e entao

J J
y=>utu>>u =y
7k i=1

Sendo y; interior a K e Y convexa pela premissa (P.3.), poderfamos ter a € [0, 1]
tal que ay + (1 —a)y* >y *eay + (1 — a)y* € }7, uma contradicao.
Logo, temos a condigdao (b) para .

Portanto, temos todas as condigoes de equilibrio e provamos que se temos as premis-

sas P.1-P.5 e C.1-C.7, entdo a economia & possui um ponto de equilfbrio ((x7), (y;), p*).
[l
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5  Consideragoes Finais

O presente trabalho centrou-se na apresentagao dos teoremas de ponto fixo de

Brouwer e Kakutani e na demonstragao da existéncia de equilibrio em Debreu (1959).

Como vimos no capitulo 1, o desenvolvimento da teoria de pontos fixos foi essencial
para o processo que resultou na demonstracao de existéncia de equilibrio em Mckenzie
(1954) e Arrow e Debreu (1954). Detalhamentos sobre a histéria do desenvolvimento da
demonstracao de existéncia de equilibrio geral e da teoria de equilibrio geral foram elaboras
por Weintraub (1983), Ingrao e Israel (1990), Blaug (2003) e Weintraub (2002).

Esperamos que com os detalhamentos providos nos capitulos 3 e 4, seja possivel
fazer uma leitura mais diligente do texto original de Debreu (1959), além de explorar
os trabalhos que possuem um objeto de estudo semelhante como Nash (1950), Arrow e
Debreu (1954) e Mckenzie (1954).

Algumas das restri¢oes que citamos no modelo de Debreu (1959) foram relaxadas
em trabalhos como McKenzie (1959), Aumann (1966) e Mas-Colell (1974). Detalhamentos
acerca desses desenvolvimentos estdo disponiveis em Arrow e Hahn (1971), Hildebrand
e Kirman (1976), Arrow e Intriligator (1982), Mas-Colell, Whinston e Green (1995),
Florenzano (2003) e Starr (2011).

No desenvolvimento posterior da teoria de equilibrio geral, outros teoremas de
ponto fixo foram desenvolvidos, permitindo demonstra¢des com premissas menos restritas
e com modelos mais gerais. Uma revisao desses desenvolvimentos pode ser vista em Ben-
El-Mechaiekh et al. (2009). Surgiram também outras técnicas de demonstracao distintas

das de Debreu (1959). Uma revisao dessas técnicas pode ser vista em Florenzano (2003).
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