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Resumo

A modelagem computacional da fisiologia cardiaca é uma ferramenta importante que au-
xilia o desenvolvimento de técnicas de tratamento e o diagnostico de doencas cardiacas.
A busca por modelos celulares mais realistas tem incentivado o uso de Cadeias de Markov
para a modelagem de estruturas subcelulares, por exemplo, para os canais ionicos que
permeiam a membrana celular. Porém, a presenca de Cadeias de Markov nos modelos ba-
seados em equacoes diferenciais ordinarias aumenta os custos computacionais de resolucao
numérica.

Neste trabalho, avaliamos combinagoes de metodologias numéricas para a solucao
de tais modelos, de modo que o custo computacional adicionado por modelos de Markov
seja atenuado por técnicas incondicionalmente estéaveis, como o método de Uniformizagao,
porém mantendo a utilizagao de tradicionais métodos condicionalmente estaveis, visando
o baixo consumo em termos de memoria RAM e a viabilizacao da simulagao de complexos

tecidos cardiacos.

Palavras-chave: Eletrofisiologia Cardiaca, Modelagem Computacional, Equacoes Dife-

renciais Ordinarias, Métodos Numéricos, Cadeias de Margava



Abstract

The computational modeling of cardiac physiology is an important tool for development
of new techniques of treatment and diagnosis of cardiac disease. The research on realistic
cellular models has encouraged the usage of Markov Chains for modeling cell substructu-
res, i.g. the ionic channels that permeate the cell membrane.

In this work, we combinate different numerical techniques for these models’ eva-
luation, so the computational cost associated with the Markov models is softened by
unconditionally stable methods, such as the Uniformization method. Besides, we search
for solvers that keep a low memory consumption to enable the simulation of complex

cardiac tissue.

Keywords: Cardiac Electrophysiology, Computational Modeling, Ordinary Differential

Equations, Numerical Methods, Markov Chains
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1 Introducao

A modelagem da fisiologia cardiaca é hoje uma area de pesquisa extremamente ativa,
envolvendo multiplas areas do conhecimento cientifico. Depois da publicacao de Hodgkin
e Huxley (Hodgkin-Huxley, 1952) os modelos celulares tém evoluido constantemente. O
desenvolvimento recente da Genética tem auxiliado a formulagao destes modelos através
da identificacao das proteinas que formam os diversos canais ionicos que permeiam a
membrana celular (Schram, 2002).

Os canais ionicos possuem um papel essencial na geracao do potencial de acao
(PA). Pesquisas recentes tém permitido a compreensao minuciosa acerca dos canais i6nicos,
das suas fungoes e das conformacoes das proteinas que compoem sua estrutura. Muitas
doencgas alteram as propriedades eletrofisiologicas das correntes ionicas associadas a ca-
nais ionicos, por exemplo, de células do coracao. Essas alteracoes podem ser descritas
matematicamente por cadeias de Markov.

Modelos da eletrofisiologia cardiaca sao compostos por sistemas de equacoes dife-
renciais de dificil resolu¢ao numérica (Rush, 1978). As equagoes derivadas dos modelos de
Markov aumentam a complexidade do sistema como um todo, demandando a utilizagao de
pequenos passos de tempo em métodos numéricos condicionalmente estaveis - por exem-
plo, o método de Euler -, os quais sao largamente utilizados para a simulacao de tecidos
cardiacos, devido a sua intrinseca utilizacao de memoria reduzida. Portanto, é de grande
importancia a busca por técnicas numéricas que venham a aumentar o desempenho de

métodos numéricos para os modelos baseados em cadeias de Markov.

1.1 Justificativa

As doencas cardiacas sao responsaveis por um terco do total de mortes registradas em
todo o mundo (OMS). Acredita-se que mais de 300 mil pessoas morrem anualmente no
Brasil vitimas de patologias relacionadas principalmente a atividade elétrica do coracao.

Muitos esforcos tém sido feitos para compreender as causas das doencas cardiacas, de
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modo a proporcionar, para a comunidade cientifica, solidas bases para o desenvolvimento
de novas formas de trata-las e de detecta-las.

Para o cumprimento de tais objetivos, faz-se necessaria uma profunda compre-
ensao acerca do funcionamento do coragao. Entretanto, a sua grande complexidade, desde
o nivel molecular até o nivel dos tecidos, torna a tarefa extremamente dificil. Todavia,
alguns de seus aspectos podem ser melhor compreendidos através da modelagem compu-
tacional (Martin, 1968), que permite aos pesquisadores realizarem um vasto nimero de
experimentos em um curto periodo de tempo, sem que sejam necessarios estudos in vivo
ou in vitro. Espera-se que, a longo prazo, possa-se vislumbrar um cenario em que todo
o sistema circulatério humano podera ser simulado computacionalmente, permitindo aos
cientistas desenvolverem e testarem medicamentos contra as mais diversas doencas que
atacam o coracao através de experimentos virtuais - in silico -, ou seja, sem riscos e em
tempo menor do que em situacoes de experimentagao com cobaias.

A utilizacao de modelos computacionais para a descricao matematica de com-
plexos sistemas naturais foi incluida pela Sociedade Brasileira de Computagao (SBC) na
lista dos Grandes Desafios da Computacao para o periodo 2006/2016 (Carvalho, 2006).
O Comite de Pesquisa em Computacao do Reino Unido e a Sociedade Britanica de Com-
putagao estabeleceram em 2004 (Hoare, 2004) a personifica¢ao computacional de animais,
plantas e organismos unicelulares como um dos Grandes Desafios da Computagao para os
proximos anos. As sociedades de computacgao inglesa e brasileira estao cientes de que a
complexidade envolvida na modelagem dos sistemas naturais ird impor a necessidade de
melhorias nas atuais técnicas de solugao numérica e de um grande suporte computacional
para sua simulagao.

Em virtude das grandes demandas computacionais inerentes a simulagao dos com-
plexos sistemas naturais, faz-se necessaria a utilizacao de técnicas eficientes para a solugao
numérica de sistemas de equagoes diferenciais. Além disso, a simulacao de extensos siste-
mas celulares demanda a utilizacao de agregados computacionais (clusters), que fornecem
a possibilidade da computacao em paralelo de tais sistemas.

Sobre a simulagao da eletrofisiologia do 6rgao cardiaco, o elevado nimero de

células presentes nos tecidos do coragao implica na simulagao de malhas computacionais
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com elevada quantidade de nés, sendo que cada um dos mesmos representa um diferente
sistema de equagoes diferenciais ordindarias a ser resolvido numericamente. Deste modo,
¢ de extrema importancia a utilizacao de métodos numéricos com baixa demanda de
meméria RAM no processo de solugao de cada um desses sistemas. Por isso, métodos
condicionalmente estaveis, como o método de Euler, o método de Runge-Kutta e o método
de Rush-Larsen (Rush, 1978) sao amplamente utilizados em simulagao eletrofisioldgica de
tecidos cardiacos.

Tais técnicas, por sua natureza, limitam o tamanho dos passos de tempo toma-
dos no processo de simulacao, devido as suas condigcoes de estabilidade. Tal limitacao é
acentuada com a presenca de equagdes do tipo stiff (rigidas), que sao equagoes diferen-
ciais ordinarias em que as complicacoes de instabilidade por tamanho do passo de tempo
sao consideravelmente elevadas. O método de Rush-Larsen (Rush, 1978) busca atenuar
o problema de instabilidade sobre determinados tipos de equacoes presentes em mode-
los eletrofisiolégicos. Quando tais equagoes constituem a parte mais rigida do sistema
como um todo, como no caso do modelo proposto por Tusscher (2006), o método per-
mite a utilizacao de passos de tempo consideravelmente maiores, diminuindo o tempo de
computagao de forma acentuada (MacLachlan, 2005).

Determinados modelos celulares de eletrofisiologia cardiaca, como o modelo para
midcitos de camundongos proposto por Bondarenko (2004) e o modelo para células cardiacas
humanas proposto por Iyer (2004), utilizam modelos de Markov (Jensen, 1953) para des-
crever o comportamento de canais ionicos. Tal modelagem permite uma descricao mais
completa do funcionamento de tais estruturas, fornecendo a possibilidade da simulacao
dos efeitos de drogas e de toxinas sobre tais canais e, consequentemente, sobre a atividade
elétrica do coracao.

A presenca de equacgoes derivadas de cadeias de Markov em modelos celulares de
eletrofisiologia cardiaca frequentemente faz com que o tamanho do passo de tempo uti-
lizado em simulacao seja limitado pelas condigoes de estabilidade de tais equacgoes, pois
as mesmas geralmente figuram-se como a parte mais rigida do modelo de MacLachlan
(2005), que é o caso dos modelos descritos em Bondarenko (2004); Iyer (2004). Conse-

quentemente, o método de Rush-Larsen, quando aplicado a tais modelos, passa a nao
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oferecer ganho em desempenho computacional.

A técnica de uniformizacao (Melamed, 1984) é um método incondicionalmente
estavel para a solugao numérica de sistemas de equacoes diferenciais ordinéarias derivadas
de cadeias de Markov. Segundo recentes experimentos (Gomes, 2011), sua utilizagao, em
conjunto com o método de Euler, em modelos de eletrofisiologia cardiaca, permite consi-
deravel aumento de tamanho em passos de tempo e diminui¢ao nos tempos de computacao,
mantendo a reduzida utilizagao de memoria caracteristica do método de Euler.

Abordagens como o método de Euler e o método de Runge-Kutta de 2* ordem,
utilizando-se passo de tempo adaptativo, também resultaram em ganhos de desempenho
na simulagao de vérios modelos desta natureza (Campos, 2011). Portanto, a pesquisa so-
bre a utilizacao do método de uniformizagao em conjunto com essas demais técnicas pode
vir a trazer resultados bastante relevantes no que se refere ao aumento de desempenho no

processo de simulagao numeérica de tecidos cardiacos.

1.2 Objetivos

A modelagem matematica da eletrofisiologia de células cardiacas tem por objetivo prin-
cipal fornecer a pesquisadores da area da saude ferramentas computacionais capazes de
auxiliar na busca por novas técnicas de tratamento e de diagnéstico de doencas cardiacas,
as quais, segundo a Organizacao Mundial da Satde, constituem a principal causa de mor-
tes em todo o mundo nos dias de hoje. A pesquisa por técnicas eficientes para a solucao
numérica de tais modelos é fundamental para que tais ferramentas possam ser geradas e
efetivamente utilizadas, uma vez que a complexidade envolvida é consideravel.

Vérios modelos dessa natureza possuem formulagao para o comportamento dos
canais ionicos baseada em cadeias de Markov, sendo esses os modelos mais indicados para
a simulacao do efeito de drogas e de toxinas que afetam a dinamica dos fons existentes em
nossas células, em especial, os midcitos cardiacos. As equagoes derivadas de tal modela-
gem sao consideradas altamente stiff (MacLachlan, 2005), ou seja, trazem problemas de
estabilidade quando resolvidas por métodos condicionalmente estaveis (como os métodos
de Runge-Kutta), demandando a utilizagao de pequenos passos de tempo, o que aumenta

de forma consideravel o tempo de computacao na simulagao de tais modelos.
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Os métodos de Euler e Runge-Kutta sao largamente utilizados na simulacao de
tecidos celulares, uma vez que apresentam baixo custo em utilizacao de memoria RAM. O
método de Uniformizacao (Melamed, 1984), tradicionalmente utilizado para a solugao de
problemas computacionais (por exemplo, teoria de filas), é um método incondicionalmente
estavel para a solucao de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias baseadas em modelos
de Markov. Sua aplicacao aos modelos de eletrofisiologia, em conjunto com métodos
condicionalmente estéveis, prové aumentos consideraveis de desempenho na solugao de
tais modelos, sem no entanto acarretar num considerdavel aumento de custo em utilizacao
de memoria RAM.

O estudo proposto busca aplicar o método de uniformizacao conjugado a métodos
tradicionalmente utilizados de modo a diminuir o tempo de computacao na solugao dos

modelos de eletrofisiologia baseados em cadeias de Markov.

1.2.1 Meétodos

Levando-se em consideragao os objetivos apresentados em relagao ao trabalho proposto,
iremos realizar experimentos computacionais quantitativos, visando a obtencao da ma-
neira mais eficiente de se empregar métodos numéricos em associagao ao método de uni-
formizacao (Melamed, 1984) para a simulagao de modelos de eletrofisiologia cardiaca
baseados em cadeias de Markov.

Como ferramenta de auxilio no desenvolvimento do trabalho, iremos utilizar a
plataforma AGOS (Barbosa, 2006), desenvolvida pelo Laboratério de Fisiologia Compu-
tacional da UFJF (Fisiocomp), cujo conjunto de funcionalidades permite a geracao de
cddigos fonte C++ a partir de modelos de equacoes diferenciais ordinarias descritos sob o
padrao CellML (Cuellar, 2003). Tais cédigos fonte possibilitam a simulagdo dos modelos
em questao com a utilizacao de alguns métodos numéricos amplamente utilizados, como
o Método de Euler e o método de Runge-Kutta (2* ordem).

Deste modo, empregaremos o método de uniformizagao em diferentes versoes de
solvers, combinando-o com diferentes métodos condicionalmente estaveis. Implementare-
mos a simulagao de varios modelos de eletrofisiologia cardiaca sob cada um dos solvers

produzidos. Posteriormente, avaliaremos erros numéricos e tempos de computagao obti-
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dos em tais versoes, para que entao facamos comparagoes quantitativas entre os métodos

propostos e as técnicas comumente utilizadas.

1.2.2 Sumario

Nesta secao, descreveremos brevemente a organizagao do conteudo deste trabalho através
dos capitulos que compoem este documento de monografia.

O primeiro capitulo foi de introducao, onde os aspectos gerais e objetivos do
trabalho foram apresentados, bem como a justificativa para a pesquisa desenvolvida na
area do conhecimento em questao.

No capitulo 2, iremos apresentar o contetido tedrico basico para a formulacao
de modelos eletrofisiolégicos para células cardiacas, introduzindo conceitos fundamentais
para a formulacao geral das equagoes envolvidas.

O terceiro capitulo aborda, em maiores detalhes, os métodos numéricos utiliza-
dos nos experimentos realizados neste trabalho, incluindo as técnicas empregadas para
a conjugacao de diferentes métodos na resolugao numérica de modelos de eletrofisiologia
cardiaca, bem como o método e a implementacao do processo de experimentacao.

O quarto capitulo apresenta os resultados obtidos e uma discussao com base nos
mesmos, levando-se em consideracao o objetivo de comparar a eficiencia computacional
das técnicas propostas com os métodos classicamente utilizados.

O quinto capitulo inclui a conclusao e a citagao de trabalhos futuros cabiveis.
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2 Modelagem da Eletrofisiologia Cardiaca

A modelagem da eletrofisiologia cardiaca parte, fundamentalmente, de formulacoes ma-
tematicas para fenomenos evidenciados no nivel celular. Neste capitulo apresentaremos
conceitos basicos em relagao a eletrofisiologia de células excitaveis e estabeleceremos os
passos fundamentais para a formulacao matematica de modelos que descrevem o compor-

tamento elétrico das estruturas envolvidas.

2.1 Introducao

O coracao é um 6rgao muscular, cuja principal funcao é fornecer oxigénio e nutrientes
para as células por meio do bombeamento de sangue para todo o corpo do individuo. Tal
processo se da pelo mecanismo periédico de contragao (sistole) e de relaxamento (didstole)
do musculo cardiaco (Constanzo, 2007).

A Figura 2.1 ilustra a estrutura béasica do coragao de um mamifero, composta por
dois atrios e dois ventriculos. Os atrios sao as estruturas que recebem o sangue, enquanto
os ventriculos sao as estruturas que expulsam o sangue para o restante do organismo.

A visao geral do ciclo cardiaco é relativamente simples: o atrio direito recebe o
sangue desoxigenado do corpo, leva-o para o ventriculo direito, de onde sera levado para
os pulmoes com a finalidade de receber oxigénio. Apds esse processo, o sangue retorna
ao coracao pelo pelo atrio esquerdo e é levado ao ventriculo esquerdo, para finalmente ser
bombeado para o restante do corpo.

Os tecidos musculares que compoem o musculo cardiaco sao compostos de células
musculares denominadas midcitos. Tais células, ao serem submetidas a um pequeno
estimulo elétrico, sofrem um processo de variacao temporal do seu potencial transmembranico,
que ¢ a diferenca de potencial elétrico entre os meios intracelular e extracelular. Tal pro-
cesso é denominado potencial de a¢ao (PA), o qual é dividido nas fases de despolarizagao
e repolarizacao. Na situagao de repouso, o potencial transmembranico é negativo. Com a

aplicacao de um estimulo elétrico, tal potencial varia rapidamente para um valor positivo,
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Artéria Aorta

Artéria pulmonar

Veia cava
superior
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Atrio ;A | /
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Ventriculo
Direito ) i
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eia cava : Esquerdo

inferior

Figura 2.1: Estrutura do coragao de um mamifero (adaptado de Guyton (2005))

o que caracteriza a fase de despolarizacao. Posteriormente, o potencial de repouso sera
retomado através de uma diminuicao lenta e gradativa do potencial transmembranico, o
que consiste na fase de repolarizacao.

Os midcitos cardiacos sao considerados células excitaveis e contrateis, sendo que o
processo de contracao é sempre precedido pelo advento do potencial de agao. Para garantir
o sincronismo entre midécitos no processo de contracao, o PA é propagado entre todos os
miécitos cardiacos, tendo sua origem no chamado nodo sinoatrial (veja a Figura 2.2).
O sinal elétrico percorre o 6rgao cardiaco através de fibras de alta condutividade, sendo
que o mesmo atinge os ventriculos em tempo suficientemente posterior a sua chegada aos
atrios, de modo que os ventriculos sofram contracao apds o sangue ter sido devidamente
bombeado pelos atrios (Jenkins, 2002).

Os processos bioffsicos envolvidos na geracao e na propagacao do PA celular sao
de elevada complexidade e de natureza nao linear, sendo sua compreensao fundamental
para o entendimento e para a exploracao dos complexos fenomenos da fisiologia celular
(Campos, F., 2008). Portanto, diversos modelos computacionais para a descrigao do PA
em células cardiacas vém sendo formulados desde a segunda metade do século XIX, com o

objetivo de auxiliar no processo de compreensao do funcionamento do coracao e na busca
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por novas técnicas de tratamento e de diagnéstico de doencas cardiacas.

Nodo

Sinoatrial i J e

Atrio Atrio
direito esquerdo
Nodo L\

Atrioventricular

Feixe de His

Ventriculo

Ventriculo esquerdo "

direito

Fibras de
Purkinje

Figura 2.2: Origem e propagacao do estimulo elétrico no cora¢ao de um mamifero (adap-
tado de Constanzo (2007))

2.1.1 Estruturas Subcelulares

Conforme mostrado em Alberts (2003), a célula tem seu interior delimitado por uma
membrana que controla o fluxo das substancias que entram e saem do citoplasma. A
membrana é constituida de uma bicamada fosfolipidica continua que mantém uma relacao
ambivalente com a dgua (Figura 2.3). Ambos os meios intracelular e extracelular sao
solucoes aquosas compostas por sais dissolvidos, principalmente NaCl e KCI, os quais se
dissociam em fons Na™, K+ e Cl~. A bicamada fosfolipidica age como uma barreira
ao livre fluxo desses fons, mantendo assim uma diferenca de concentracao e de potencial
elétrico entre os meios.

O transporte de ions e de moléculas entre os meios intracelular e extracelular
pode ocorrer por meio de processos ativos (com gasto energético) e passivos (sem gasto
energético) (Alberts, 2003). O transporte passivo de fons ocorre pelo processo de difusao
através de estruturas altamente seletivas denominadas canais ionicos. Os canais ionicos
sao altamente sensiveis a determinadas variaveis do sistema celular, sendo que a maior
parte tem seu comportamento regulado pelo potencial transmembranico. A Figura 2.4

ilustra determinado canal idnico tendo seu estado de condutividade alterado pelo potencial
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Figura 2.3: Estrutura basica da membrana celular e fluxo de ions através de um canal
ionico (extraido de Campos, F. (2008))

transmembranico.

+++F +F +

¢
»bi&%%»

A \

D )) ) ;)) )) ) )

?  -2$’&Z)E

FH+F++++

Figura 2.4: Dinamica de abertura e fechamento de canais i0nicos sensiveis ao potencial
transmembranico (extraido de Aires (2004))

2.2 Potencial de Acao e Excitabilidade

Conforme visto na se¢ao anterior, a membrana plasmatica admite a existéncia de fluxos
ionicos através de estruturas proteicas presentes em toda a sua extensdao. A regulacao
do potencial transmembranico (a diferenca de potencial entre os meios intracelular e

extracelular) pelos canais i6nicos é uma das fungoes mais importantes da célula (Alberts,
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2003). Varios tipos de células, como neur6nios e células musculares, usam este potencial
como forma de comunicacao intercelular. Assim, o funcionamento do sistema nervoso e
da contracao muscular, por exemplo, dependem da geracao e da propagacao de sinais
elétricos, isto ¢, do chamado potencial de acgao.

Para que possamos estudar os sinais elétricos nas células, precisamos classifica-
las em dois grupos distintos: células excitaveis e células nao-excitaveis. Muitas células
mantém um potencial de equilibrio estavel. Para algumas delas, se correntes elétricas
sao aplicadas em um periodo curto de tempo, o potencial retorna diretamente para o
equilibrio depois que a corrente é removida. Tais células sao chamadas de nao-excitaveis.

Por outro lado, as chamadas células excitaveis, ao receberem uma corrente elétrica
de intensidade suficiente através de sua membrana, percorrem um longo caminho de va-
riagao do seu potencial transmembranico, ou seja, o Potencial de Agao (PA). Tais células,
quando na situacao de repouso, possuem um potencial transmembranico negativo, em
torno de —80mV para células nervosas. Essa diferenca de potencial é mantida devido a
uma grande diferenca de concentracao ionica entre os meios intracelular e extracelular.
A Tabela 2.1 mostra as concentragoes de repouso dos ifons de sédio e de potdassio em um

axonio gigante de lula.

Tabela 2.1: Diferencas entre as concentragoes dos fons Na™ e Kt nos meios intracelular
e extracelular de um axonio gigante de lula

fon | Conc. meio intracelular (mM) | Conc. meio extracelular (mM)
KT 397 20

Na™* 50 497

A Figura 2.5 ilustra esquematicamente um potencial de agdo medido na mem-
brana de um miocito cardiaco. Um midcito cardiaco em estado de repouso é submetido
a uma corrente elétrica de estimulo. Imediatamente apds tal evento, o potencial trans-
membranico sofre uma rapida elevagao, ou seja, sofre o processo de despolarizacao. Apods
uma rapida queda no potencial, uma fase relativamente longa, denominada fase Plateau,
¢ iniciada. Finalmente, a repolarizacao leva a célula novamente ao potencial de repouso.

Na literatura, o PA é dividido em quatro fases distintas (Aires, 2004), as quais
sao mostradas na Figura 2.6. A fase de repouso é aquela em que a membrana diz-se

polarizada, com o potencial transmembranico constante em um valor menor que zero.
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Figura 2.5: Potencial de acao medido sobre a membrana sarcoplasmatica de um midcito
cardiaco (adaptado de (Sachse, 2004)).

A fase de despolarizacao, conforme descrito anteriormente, ocorre imediatamente apés a
aplicacao de uma corrente elétrica que eleva o potencial para um valor acima do chamado
potencial limiar. Nessa fase, a membrana subitamente torna-se fortemente permeavel aos
ions de sédio, os quais dirigem-se para o interior da célula em um grande fluxo que eleva
o potencial transmembranico a um valor positivo. Na fase de repolarizagao, ocorre a
inativacao dos canais de s6dio e um considerdvel aumento na condutividade dos canais
de potassio, gerando um fluxo de potéassio para o meio extracelular, o que leva ao lento
restabelecimento do potencial de repouso. A fase de hiperpolarizacao ocorre quando a

fase de repolarizagao leva o potencial a um valor inferior ao potencial de repouso.

2.3 Modelo Elétrico para a Membrana Celular

A membrana celular, sendo composta por uma camada separadora e isolante elétrica,
além de estruturas pelas quais ocorrem fluxos de cargas (ou correntes elétricas), pode ser
modelada por um circuito elétrico composto por um capacitor e varias resisténcias em
paralelo (Figura 2.7). Conforme veremos adiante, as resisténcias associadas aos canais

ionicos sao fungoes nao lineares da diferenga de potencial entre os meios intracelular e
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Figura 2.6: Visualizagao das quatro fases de um Potencial de A¢ao (adaptado de Costa,
C. M. (2011))

extracelular (Hodgkin-Huxley, 1952). Por defini¢ao, tal diferenga de potencial é chamada

potencial transmembranico, o qual é dado por V' = Viiraceiuiar — VEztracelular-

Meio Extracelular

N h

Meio Intracelular

Figura 2.7: Modelo elétrico para a membrana celular

A partir do modelo elétrico apresentado na Figura 2.7, podemos extrair uma
equacao diferencial para o potencial transmembranico, a qual é obtida da lei de Kirchhoff
para correntes elétricas, ou seja, o somatorio de correntes que saem de um noé pertencente
a um circuito elétrico é nula.

Para um capacitor de capacitancia C,,, sabe-se que ¢ = C,,,V,, onde ¢ é a carga
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elétrica acumulada no capacitor e V. é a tensao sobre os seus terminais. Derivando-se

ambos os membros de tal equagao em relacao ao tempo, obtemos a Equacao 2.1. Como

da _

ot = Lo, tem-se a Equagao 2.2.

dq dV,

“_qc, = 2.1

dt dt (2.1)
dV,

I.=C,—= 2.2
o (2.2)

Aplicando-se a lei de Kirchhoff para correntes elétricas sobre o né inferior do
circuito da Figura 2.7, obtemos a Equacao 2.3, onde (), é a capacitancia elétrica da
membrana plasmatica, I;,, é o somatorio das correntes iOnicas que atravessam os canais
ionicos e Iy, ¢ uma corrente de origem externa, denominada corrente de estimulo.

% = _Oim<lion + ]stim) (2?))

As diferencas nas concentracoes fazem com que os fons se movam no sentido
contrario ao dado pelo gradiente de concentragao. Em contrapartida, a for¢a do campo
elétrico gerada pelo potencial transmembranico dirige os ions no sentido contrario ao movi-
mento de difus@o. Um equilibrio sera alcangado quando o fluxo difusivo dos fons se igualar
ao fluxo devido a diferenca de potencial elétrico. O valor do potencial transmembranico
para tal equilibrio, relativo a um fon isolado, é dado pela equagao de Nernst (Equagao
2.4), onde R é a constante dos gases (8,314 J/Kmol), T' é a temperatura absoluta, z é
a valéncia do fon, F' é a constante de Faraday (9,648x104 C/mol), c. e ¢; denotam as
concentragoes externa e interna do ion, respectivamente.

RT Ce

Veqg = —=In(

F Ci> (2.4)

A Equacao 2.4 é valida para o caso em que um tnico tipo de fon pode atravessar
a membrana. Neste caso, na situagao de equilibrio, ou seja, V' = v¢4, 0 fluxo do fon em
questao através da membrana serd nulo. Para o caso em que a membrana é permeavel para

dois ou mais fons diferentes, é utilizada a formulagdo de Goldman-Hodgkin-Katz (Keener,
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1998), também chamada de equacao GHK. A titulo de exemplo, considerando-se os fons

K* e Na*, a equacao GHK é dada por 2.5.

) (2.5)

2.4 Modelos para a Corrente Ionica

Os modelos para a relagdo corrente-voltagem (I-V) em determinado canal idonico mais
utilizados em formulagoes de eletrofisiologia cardiaca sao o Modelo Linear (Equagao 2.6)
e a equagao GHK, cuja demonstragao pode ser encontrada em Keener (1998). O modelo
linear para o fon .S, dado pela Equacao 2.6, estabelece que a corrente ionica Ig é funcao
linear da diferenca entre o potencial transmembranico e o potencial de repouso Eg do ion

S, sendo g a condutancia do canal ionico em questao.

Is =g(V — Es) (2.6)

A equacao GHK estabelece uma relacao nao-linear entre a corrente ionica e o
potencial transmembranico, sendo obtida a partir da hipétese de campo elétrico constante
sobre a membrana sarcoplasmatica (Keener, 1998). Sendo I a corrente relativa ao fon S,
Pg a permissividade da membrana ao fon S, ¢; e ¢, as concentragoes interna e externa,
respectivamente, do ion S, temos que a equacao GHK, para a situagao de todos os canais

ionicos abertos, ¢ dada por 2.7.

[ it A G e ce)j;ﬁv
RT 1 — e rT

(2.7)

Geralmente, a condutancia g associada a uma corrente ionica é funcao do poten-
cial transmembranico ou de determinadas concentracoes ionicas, sendo usualmente des-
crita através de modelos para o comportamento do canal ionico associado. Tais modelos

sao descritos na proxima segao.
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2.5 Modelos para os Canais I6nicos

A ampla variedade de canais idnicos presentes na membrana celular demanda a realizacao
de experimentos sofisticados para se avaliar quantitativamente seu comportamento. A
metodologia mais utilizada atualmente é denominada patch-clamp (Keener, 2002), na
qual se mede correntes ionicas através dos canais sob valores constantes de potencial
transmembranico. Através de observacgoes experimentais, verifica-se que os canais i06nicos
alternam-se entre estados condutivos e nao condutivos, o que leva a formulagao de diversos

tipos de modelos estocasticos para os mesmos.

2.5.1 Modelo de Dois Estados

Muitos modelos para o comportamento de canais ionicos descrevem um espaco de estados
discreto para os mesmos, de modo que algumas configuracoes permitem a passagem de
corrente ionica e outras nao. O modelo mais simples para ilustrar esse conceito é o
chamado modelo de dois estados, que estabelece dois possiveis estados para um canal
ionico: aberto (O) e fechado (C) (Figura 2.8). Sendo n a propor¢ao de canais no estado
O, pode-se formular a EDO 2.8 em funcao das taxas de transigao a(V') (O para C) e S(V)

(C para O), as quais usualmente sdo modeladas como fungoes nao lineares de V.

dn
e a(V)(1—=n)—=B(V)n (2.8)
Fazendo-se
~ aV)
1V) = Sy + BV) 29
1

temos que a equacao diferencial 2.8 toma a forma:

dn Neo(V) —n

T o) (2.11)
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A Equacao 2.11 torna conveniente o ajuste de parametros a ser realizado, uma vez
que as fungoes no (V) e 7,,(V'), respectivamente chamadas de valor assintdtico de n e cons-
tante de tempo de n, sao mais facilmente obtidas através de procedimentos experimentais

(Keener, 1998).
a(v)
—
C_O0
I-n
B(v)

Figura 2.8: Modelo de dois estados

Seja gmaz,s & condutancia para a populagao de canais ionicos do fon S no caso
de todos os canais estarem no estado O. Se n, dado por 2.8, é a proporcao dos canais
que encontram-se no estado O, temos que Ig é dada pela Equacao 2.12 (utilizando-se o

modelo linear para a relacdo entre corrente e potencial transmembranico).
[S = n.gmax,5<v - ES) (212>

2.5.2 Modelo de Subunidades

Podemos assumir, como uma generalizacao do modelo de dois estados para o canal ionico,
a existéncia de multiplas subunidades idénticas como componentes estruturais do canal,
sendo cada uma delas sujeita aos estados aberto (O) ou fechado (C). Suponha, por exem-
plo, que determinado canal i6nico seja composto de duas subunidades. Deste modo, o
canal pode assumir qualquer um dos quatro estados Eyy, E11, E1g e Ey1, onde os indices
denotam as diferentes subunidades, com 1 e 0 denotando a subunidade aberta e fechada,
respectivamente. No entanto, tal espaco de quatro estados somente é utilizado quando
consideramos que as subunidades sao distintas entre si, sendo que as taxas de transicao «
e [ sao caracteristicas de cada subunidade (veja a Figura 2.9). Assumindo as subunidades
idénticas entre si, podemos concluir que os estados Fy, e Eig sao equivalentes, de modo

que ¢é possivel uma representagao que gere um espaco de estados mais compacto.
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Figura 2.9: Espaco de estados para o modelo de duas subunidades distintas

Considerando F; o estado em que exatamente ¢ subunidades encontram-se aber-
tas, nosso exemplo tem seu espago de estados reduzido para Ey, Ey e Fy. A Figura 2.10
mostra o espago de estados com as transicoes possiveis e suas respectivas taxas, sendo «
a taxa de transicao C' — O de uma subunidade e  a taxa de transicao O — C' de uma

subunidade do canal i0nico.

200
Eo——F;

(\@]
=| |R

Figura 2.10: Espaco de estados para o modelo de duas subunidades idénticas

Ambos os modelos representados nas Figuras 2.9 e 2.10 tratam-se de cadeias
de Markov (veja a Segdo 2.5.3), que resultam em equagoes com certa complexidade de
resolucao. Pode-se mostrar (Keener, 1998) que, sendo zg e x5 as varidveis adimensionais
associadas aos estados Ey e Fy, respectivamente, temos que o = (1 — n)? e que 9 = n?,
onde n é a varidavel adimensional dada pela Equacao 2.8. De modo geral, tem-se que a
condutancia maxima em um canal ionico que contém k subunidades idénticas é dada por
1* Grmaz, onde n satisfaz a Equacao Diferencial 2.8.

Observa-se em determinados canais ionicos, por exemplo os chamados canais de
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corrente rapida de sodio, uma rapida resposta condutiva a elevacao do potencial trans-
membranico, seguida de uma lenta fase de transi¢ao para o estado nao-condutivo. Tais
fases, para os canais de sédio, sao chamadas, respectivamente, de ativacao e inativacao.
Conforme proposto por Hodgkin-Huxley (1952), consideram-se trés subunidades idénticas
m para a ativacao e uma subunidade A relacionada a inativacao, sendo as equacoes resul-

tantes dadas por 2.13.

]5 = m3hgmax(V — Es)

dm  me(V)—m

dt (V)
dh  heo(V) —h
A a0 (2.13)

2.5.3 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é uma forma particular de um processo estocastico em que
considera-se um conjunto discreto de estados (ou seja, uma variavel aleatéria discreta) tal
que a predicao de estados futuros independe dos estados anteriores. Diversos dos novos
modelos para células excitaveis tém empregado cadeias de Markov como alternativa ao
modelo de subunidades para descrever o comportamento dos canais i6nicos (Bondarenko,
2004; Iyer, 2004; Clancy and Rudy, 2002; Wang, 1997), pois no ultimo, o processo de
ativagao e o processo de inativagao sao modelados de forma independente. Contudo, ex-
perimentos revelam que a inativacao de um canal i6nico é um processo intrinsecamente
acoplado a ativagao (ALDRICH, 1983; ARMSTRONG, 1977), o que pode ser levado em
consideracao na modelagem de canais ionicos por cadeias de Markov.

A titulo de exemplo, consideremos um simples modelo de Markov, no qual o
canal idnico pode estar em um dos trés estados: aberto (O), fechado (C) ou inativo (I).
Consideraremos neste exemplo que, uma vez no estado inativo, o canal nao pode retornar
para os estados aberto ou fechado. A Figura 2.11 ilustra o conjunto de estados e as
possiveis transicoes, com suas respectivas taxas.

Ainda para o exemplo considerado, sendo i, o e ¢ as proporcoes de canais idnicos

do ion S nos estados inativo, aberto e fechado, respectivamente, a corrente ionica Is para
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Figura 2.11: Cadeia de Markov com os estados aberto (O), fechado (C) e inativo (I)

tal fon pode ser modelada pelo conjunto de EDOs 2.14, onde «, 3, v e § sao as taxas de

transicao entre os estados, representadas na Figura 2.11.

IS' = OgS,ma.t(V - ES)

dc
%——(a+5)c+ﬂo
o3
%: dc+ o (2.14)

Os estados inativo e fechado produzem o mesmo efeito de nao permitirem a
passagem de fons, ou seja, conferem estados nao condutivos para o canal idnico em questao.
Contudo, a transicao do estado aberto para o estado inativo é geralmente favorecida em
situacgoes de valores positivos para o potencial transmembranico, enquanto a transicao
do estado aberto para o estado fechado ocorre com mais frequéncia em potenciais mais
negativos (Wang, 1997).

A biologia molecular tem sido fundamental na compreensao de fenomenos fi-
siolégicos e na obtencgao de informagoes acerca da estrutura e da fungao dos canais i6nicos.
Gragas a tal area do conhecimento, é possivel capturar detalhes sobre a conformacgao pro-
teica dos canais i0nicos e as alteragoes morfoldgicas promovidas por drogas ou por doencas
genéticas.

As alteragoes das propriedades eletrofisiolégicas decorrentes das doencas cardiacas
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podem se refletir em mudancas nas taxas de transicao de modelos de Markov para os canais
ionicos. Portanto, a utilizacao de tal formalismo na modelagem do comportamento de
canais i0nicos pode vir a ser adequada em futuros estudos sobre consequéncias fisiolégicas
associadas a patologias cardiacas, bem como no processo de desenvolvimento de novos
medicamentos para o tratamento de tais doencas. Maiores detalhes sobre a relagao entre
a estrutura molecular dos canais ionicos e as cadeias de Markov podem ser encontrados
em Wang (1997).

Modelos baseados em cadeias de Markov para os canais ionicos podem assumir
elevada complexidade, levando em consideracao um grande niimero de estados e, conse-
quentemente, demandando o ajuste de uma grande quantidade de parametros (taxas de
transicao), os quais podem ser determinados somente com a utiliza¢do das mais avangadas
técnicas de medigao experimental. [lustramos essa possivel complexidade com a Figura
2.12, que mostra a cadeia de Markov para os canais ionicos da chamada corrente rapida

de sodio, considerada no modelo para miécitos de camundongo proposto por Bondarenko

(2004).

Figura 2.12: Cadeia de Markov para os Canais Ionicos da Corrente Rdpida de Sodio
(Bondarenko, 2004)

2.6 O Modelo de Hodgkin-Huxley (1952)

O modelo de Hodgkin e Huxley descreve a eletrofisiologia da membrana do axonio gigante
de lula e foi desenvolvido a partir de medidas do comportamento elétrico passivo e ativo

da célula (Hodgkin-Huxley, 1952). A base da descrigado do potencial de a¢do proposto
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por Hodgkin e Huxley é o comportamento dos canais de sédio e de potassio, conforme

ilustrado pela Figura 2.13.

................

Figura 2.13: Esquematizacao da membrana celular e dos canais ionicos considerados no
modelo de Hodgkin-Huxley (1952)

Conforme descrevemos em secoes anteriores, o Potencial de Agao é dividido nas
fases de repouso, despolarizacao, repolarizacao e hiperpolarizacao. Os principais compo-
nentes responsaveis pelo comportamento do potencial transmembranico em tais fases sao
os canais ionicos de sodio e de potdssio, os quais sofrem variagoes em suas condutividades
durante a trajetéria do PA. Esta relacao entre potencial de acao e as variagoes das con-
dutividades dos canais ionicos de sédio e de potéassio pode ser observada nas Figuras 2.14
e 2.15.

Conforme discutido em secoes anteriores, é possivel a obtencao de uma equacao
diferencial para o potencial transmembranico V' em funcao da corrente de estimulo e
do somatério de correntes que atravessam a membrana, conforme mostrado na equacao
abaixo:

& —Cimum T Lim) (2.15)
onde C,, é a capacitancia da membrana, I,, é a corrente transmembranica e Ig;,,

é uma corrente de estimulo. O modelo de Hodgkin e Huxley leva em consideracao apenas

as correntes de sédio e de potéssio, sendo sua corrente transmembranica, portanto, dada
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Figura 2.14: Potencial de acdo do modelo de Hodgkin-Huxley (1952) (adaptado de Keener
(1998)).
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Figura 2.15: Variacao das condutividades g,, e gr do modelo Hodgkin-Huxley durante
um potencial de agao (adaptado de Keener (1998)).

por

Im ::ING_F]R'+_Q )

sendo Iy, a corrente de sédio, Ix a corrente de potassio e I; uma corrente de fuga. A
corrente de fuga I; é um somatorio de diferentes correntes ionicas, majoritariamente de

cloro. As equacgoes para as corrente ionicas sao dadas por
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Ine = gna(Vin — Ena) (2.16)

-[l = gl<Vm - El) )

onde gy, grx € ¢; sao as condutancias associadas as correntes e Fy,, Ex e E)
sao os potenciais de Nernst relativos aos respectivos ions envolvidos. Assume-se que a
condutividade g; é constante e que as demais condutividades variam com tempo e sao
dependentes do potencial transmembranico. Além disso, o modelo considera as concen-
tragoes ionicas constantes e, consequentemente, os potenciais de Nernst constantes.

A condutancia associada a corrente de sédio gy, é dada por

9gNa = m3h§Na 3

onde gy, é a condutividade maxima de sédio, m é a variavel adimensional associada as
subunidades de ativacao do canal idnico e h é a varidvel adimensional de inativacao. As
taxas de transicao au,, Om, an e By sao funcoes nao lineares do potencial transmembranico.

As equagoes diferenciais para as variaveis m e h sao

dm

- 1— _

yr (1 —m) = Bpm
dh

% = Oéh(l — h) — th .

A condutancia associada a corrente de potassio g, é dada por

gk = gKn4 )

onde g representa a condutividade méaxima de potéassio e n é a proporc¢ao de subunidades

de canais de potéassio no estado condutivo, sendo controlada pelas taxas de transicao ay,

e Bn:
dn

M 01— )~ un (218)
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As funcgoes nao lineares para as taxas de transicao do modelo sao dadas por:

25—V,
= 0.1% AN (2.19)
P\"10
V.,
— 4 —im 2.2
o = demn (5. (2.20)
_Vm
ap = 0.07exp (W)’ (2.21)
5, = 1 (2.22)
b ex 30—V —1—17 '
P\ 10
10 =V,
a, = 0.01 EEAN (2.23)
P\"10
B, = 0.125ex Vi (2.24)
h = . P 30 . .

2.7 O Modelo de Bondarenko (2004)

O modelo de eletrofisiologia cardiaca proposto por Bondarenko (2004) descreve quanti-
tativamente a atividade ionica em midcitos ventriculares oriundos do apice e do septo
cardiacos de camundongos. O modelo busca explicar as variagoes regionais observadas
na fase de repolarizagao dos midcitos de camundongos a partir das diferentes expressoes
das correntes de potassio em tais regioes. Através de um conjunto de 41 EDOs, o modelo
simula correntes ionicas, bombas ionicas e a homeostase celular para a reproducao do
Potencial de Acao. Os fluxos ionicos considerados pelo modelo estao representados na

Figura 2.16, os quais determinam a seguinte EDO para o potencial transmembranico:

dv
_Cm% = lcar + Ipca) + INaca + Icap + INa + INab

Hinar + Iktor + Ik tos + Tx1 + Trs + Tiur

+]Kss + IKT + ]C’l,Ca + Iapp (225>

Algumas das equacOes para o comportamento de canais iOnicos sao baseadas

no formalismo de Hodgkin-Huxley (1952), porém estao presentes no modelo cadeias de
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Markov que modelam, por exemplo, as correntes ionicas Ioq 1, Ina € Ix,. A cadeia de
Markov para a corrente Iy, (fast Na™ current) foi mostrada na figura 2.12. O conjunto

completo de equagoes que modelam a corrente Iy, encontra-se abaixo:

Ine = GnaOna(V — Ena)  (2.26)
RT, 0.9[Na'], +0.1[K*],
Eng = —1 2.2
Ne = T M 0.9[Nat; + 0.1[K (227)

Cnaz =1 —(Ona + Cna1 + Cna2 + I Fng + I1ng + 1250 + ICna2 + ICna3)  (2.28)

di’g(ﬂ = aNa11CONa3 — BNa11CNa2 + BNa12CNa1 — Ana12CNa2
+ana3ICnaz — Bna3Cnaz  (2-29)

d%};m = ana120Na2 — BNa120Na1 + BNa130na — ANa13CNa1
+ana3l Fna — Bna3Cnar - (2.30)
dijﬁ\m = ana13CNa1 — BNa130Na + Bna2l Fva — ana2Ona - (2.31)

dICZ;Na = ane2OnNa — Bna2l Fna + Bna3CNat — ONa3I Fivg
+0Na I 1Ne — ONaal Fng + Ona12l Cnaz2 — Byai2l Fna  (2.32)
dl;tNa = angal Fng — Bnaal1ne + BnasI2na — OnasIIng  (2.33)
dltha = anasIINa = BrasI2na  (2.34)

dlg;va2 = ana11LCNa3 — BNa11l CNaz + Bna12d Ena — ana12l Cnaz
+BNa3CNa2 — aNa3l Cnaz  (2.35)

dICNa3

T Bna11lCNa2 — aNa11ICNas + BNa3CNas — OnasICnas  (2.36)
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Figura 2.16: Tlustracao esquematica dos fluxos ionicos e compartimentos celulares consi-
derados pelo modelo de Bondarenko et al. (Imagem extraida de Bondarenko (2004)).
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3 Metodologia de Resolucao Numérica

3.1 Meétodos Numéricos

Nesta secao, iremos apresentar cada um dos métodos numéricos utilizados no presente
trabalho para a construcao de técnicas de simulagao numérica de diferentes modelos para

a eletrofisiologia celular. Tais técnicas serao detalhadamente descritas na proxima secao.

3.1.1 Método de Euler Explicito

O método de Euler explicito é um método de 1* ordem para a solugao aproximada de
equagdes diferenciais ordindrias (EDOs). Considere a EDO % = f(y,t), onde f(y,t) é
uma fungao dada e y(t) é uma funcado a ser determinada (ou aproximada). Expandindo-se

y(t) em uma série de Taylor em torno de ¢, tem-se

i+ h) = 30 + A0 + 0. + DO+ ()

onde h é um valor de pequena magnitude denominado passo. Tomando-se uma
aproximagcao para y(t + h) a partir do truncamento de termos cuja poténcia de h seja

superior a 2, ou seja, termos de ordem superior a 2, temos

Gt +h) =y(t) + nf(y(t),t) = y(t + h) + O(h?) . (3-2)

Sejam yo = y(to) e y1 = Y(to+ h), para n = 2,3, ... é estabelecido pelo método de

Euler que

Yn = Yn—1 + hf(anla tnfl) 5 (33)

onde t,, = ty + nh. E possivel demonstrar (Burden, 2008) que o erro cometido

ao aproximar-se y(to + nh) por y, é da ordem de h. Além disso, pode-se verificar que
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o método de Euler explicito possui estabilidade condicionada ao passo utilizado e as
caracteristicas da EDO a ser aproximada, sendo classificado, portanto, como um método

condicionalmente estavel.

3.1.2 Método Runge-Kutta de 22 Ordem

Os métodos de Runge-Kutta (Holmes, 2007) sao métodos explicitos, também para a
solugao numérica de EDOs, com formulagoes para diferentes ordens de precisao. Neste
trabalho, utilizaremos a versao de 2% ordem, doravante referida por RK2, a qual é ilustrada

pelas Equacgoes 3.4, onde a +b =1, a = [ e 2ba = 1.

dy
% - f(y7t)
t, = nh+tg
Yo = y(to)
fn = f(ynatn)

3.1.3 Meétodo de Rush-Larsen

O método proposto por Rush e Larsen (Rush, 1978) (denotaremos este método por RL)
é largamente utilizado em solvers numéricos para modelos de eletrofisiologia que contém
as chamadas gating variables provenientes da formulagao de Hodgkin e Huxley (Hodgkin-
Huxley, 1952) para canais i6nicos. As equagoes associadas a tais varidveis possuem a

forma da Equacao 3.5 e sao comumente chamadas de equagoes quasi-lineares.

dy’

o =l - y) — By (3.5)

Esse método assume que os coeficientes o; e §; da Equagao 3.5 sao aproximada-
mente constantes em um pequeno intervalo de tempo, embora sejam funcoes nao lineares

do potencial transmembranico. Portanto, o método consiste na linearizacao local das
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equacoes quasi-lineares, onde as mesmas sao calculadas pela Equacao 3.6, a qual é a

solucao exata das EDOs lineares resultantes.

Y
a; + f;

Q;
Oéj -+ ﬁj

Yo = (¥ — Jem (A 4 (3.6)
As demais equacoes do modelo, ou seja, aquelas nao quasi-lineares sao resolvidas
pelo método de Euler explicito, fazendo com que o método resultante seja de primeira

ordem, com uma melhor estabilidade para modelos com um grande niimero de equagoes

quasi-lineares (MacLachlan, 2005).

3.1.4 Método de Sundnes et al.

Em 2009, Sundnes et al. propuseram uma extensao do método de Rush-Larsen na qual
equacoes semelhantes a 3.6 sao utilizadas para a solugao de todas as EDOs em modelos de
eletrofisiologia (Sundnes, 2009). A partir de uma linearizagao local de todas as EDOs do
sistema e através de uma simplificacao por diagonalizagao do Jacobiano, pode-se chegar
4 equacgao 3.7, onde t, = to + nh, y) representa a aproximacao da j-ésima varidvel do
sistema avaliada no tempo t,, ?n = (y, 92, ...,y™) é o vetor aproximado de varidveis
do sistema no instante ¢,, e fj(7, t) é o lado direito da EDO correspondente a variavel
dyi

Y’ ou seja, o= fi (7,t). A derivada parcial presente na formulacao citada pode ser

aproximada com uma diferenca finita regressiva.

0Pt

o (3.7)

A aplicagdo da Equacao 3.7 sobre todas as EDOs do sistema constitui a versao
de 1* ordem do método de Sundnes, a qual chamaremos de método SAST1. Pode-se
facilmente verificar que a Equagao 3.7 aplicada as equacoes do tipo quasi-linear - ilustradas

pela Equagao 3.5 - é equivalente a formulacao 3.6, o que dispensa, para tais equacgoes, a
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aproximacao da derivada parcial de f7.
Originalmente, o método proposto por Sundnes (2009) consiste na realiza¢ao dos

dois seguintes passos principais:

1. Seja 7n o vetor solugao calculado mais recentemente, calculemos 7n+1 /2 através

da seguinte equagao, para = 1,2, ...,m:

yiri—l/Q =y, + " 1) (3-8)

—
L J— (s 2 J m
2. Para cada uma das variaveis y’, tomemos o vetor W7 = (yn+1/27 Yn1/20 -+ Yo - yn+1/2)

e calculemos o valor de y; , através da equagao:

j j J Wju tn
i =i+ DOt ey (39)

O método descrito pelos dois passos anteriores sera referenciado neste trabalho
por SAST2 o qual possui acuracia de segunda ordem, conforme mostrado experimental-

mente em Sundnes (2009).

3.1.5 Método de Uniformizagao

O método de Uniformizacao (Melamed, 1984) é tradicionalmente utilizado para a anédlise
da confiabilidade de redes e sistemas computacionais. Trata-se de um método incondicio-
nalmente estavel para a solugao numérica de EDOs associadas a cadeias de Markov. Este
método podera ser referenciado neste texto como UNI.

Sejam () a matriz de transigoes e ?(t) o vetor de probabilidades da cadeia de Mar-
kov de tempo continuo em questao (CMTC). Se considerarmos os termos [Q];; constantes
desde o instante 0 até o instante ¢, o sistema de EDOs associado a CMTC, ?(t) = Q?’(t),
serd localmente linear. Portanto, a solucdo do sistema ¢é dada por ?(t) = ?(O)etQ, onde

a exponencial matricial é definida pela série de Taylor da seguinte maneira:
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A utilizacao direta da matriz () leva a erros numéricos e a problemas de con-
vergéncia para o calculo da série, uma vez que os termos diagonais de () sao negativos
e os demais termos sao positivos. Além disso, pode haver termos com magnitude maior
que 1, exigindo a normalizagao de (). A técnica de Uniformizagao define Q* = Q/q + I,
onde ¢ > maxi<;<p|[Qii| € n é o nimero de estados da CMTC. Como @ = ¢(Q* — I),
segue que ?(t) = ?(O)eqt(Q**I) = ?(O)e*qteth*, entao a solugao resultante utilizando-se

a série de Taylor é dada pela equagao abaixo (Sidje, 1996).

P)=P0)e Y (qt?

i—0
A formulagao final para o tempo t até t+ h ¢é ilustrada pelas Equacgoes 3.10, 3.11 e
3.12, onde Q(t) ¢ a matriz de transicdo da CMTC avaliada no tempo ¢ e ?(t) é o vetor de
probabilidades correspondente, contendo as variaveis da CMTC como suas componentes.
O truncamento do somatério na Equacgao 3.10 é determinado pelo parametro N, o qual
pode ser determinado pela Equacao 3.13, dada uma tolerancia A. O valor A é um limitante

superior para o erro absoluto de truncamento obtido em cada componente de ?(t + h).

7

Blesh) = Be s (@ ()alt)h) (310)

1.

(t)

Q(t) = ol I (3.11)
q(t) > maz1<i<a|[Q(t)]ii] (3.12)
A<1—eany” @ (3.13)

3.2 Experimentos Numeéricos

3.2.1 Modelos Utilizados

Utilizamos quatro modelos eletrofisiologicos para células excitaveis em nossos experimen-
tos numéricos, sendo que trés deles possuem modelos baseados em cadeias de Markov
para canais i6nicos, enquanto que o modelo de Rudy (2006) possui apenas formulagoes de

Hodgkin e Huxley. Tal modelo foi incluido em nossos experimentos para a constatacao
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experimental de que o método de Rush-Larsen ¢ suficiente para melhorar a estabilidade
apenas em modelos nao baseados em cadeias de Markov, conforme sera visto em sec¢oes

subsequentes.

Modelo de Bondarenko (2004)

O modelo de Bondarenko (2004) descreve a atividade elétrica em midcitos do ventriculo
esquerdo de camundongos. O mesmo consiste de 41 EDOs, sendo que 22 estao associadas
a Cadeias de Markov e 3 sao equagoes quasi-lineares associadas a variaveis do tipo gate.

Para este modelo, simulamos 160ms de atividade elétrica.

Modelo de Iyer (2004)

O modelo proposto por Iyer (2004) representa matematicamente a eletrofisiologia dos
midcitos do ventriculo esquerdo humano. E constitufdo de um extenso sistema de 61
EDOs, das quais 57 pertencem a modelos de Markov. Este modelo nao apresenta variaveis
do tipo gate. Simulamos 1s de atividade elétrica para este modelo nos experimentos do

presente trabalho.

Modelo de Winslow (1999)

O 1ltimo modelo baseado em cadeias de Markov que utilizamos neste trabalho é o modelo
para o miécito do ventriculo canino, proposto por Winslow (1999). O mesmo é composto
por 33 EDOs, sendo que 17 sao provenientes de cadeias de Markov e apenas 3 sao associa-
das a variaveis do tipo gate. As simulagoes deste modelo realizadas no presente trabalho,

assim como no caso do modelo de Iyer (2004), foram de 1s.

Modelo de Luo-Rudy (1991)

O modelo proposto por Luo-Rudy (1991) descreve matematicamente o potencial de agao
em midcitos do ventriculo cardfaco. E composto por 8 EDOs; sendo 6 do tipo quasi-linear,
ou seja, associadas a variaveis do tipo gate. Neste trabalho, os experimentos realizados

com este modelo foram simulagoes de 2s de atividade elétrica.
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3.2.2 Esquemas Hibridos de Resolucao Numérica

No presente trabalho, utilizamos combinagoes de diferentes métodos numéricos com o
objetivo de explorar alternativas para a melhoria de estabilidade nos tradicionais solvers
baseados em métodos explicitos, para a simulagao de modelos da eletrofisiologia de células
cardiacas. Ao todo, foram gerados 3 diferentes solvers hibridos, utilizando o método
de Uniformizacao. Tal técnica foi associada somente a métodos de 1* ordem, ou seja,
ao método de Euler, ao método RL e ao método SAST1. A associagao do método de
Uniformizacao com métodos de 2* ordem demandaria uma adaptacao do mesmo para tal

ordem de precisao.

Euler 4+ UNI

O esquema de resolugao numérica qual chamamos de Euler + UNI consiste na utilizagao
do método de Euler explicito para a solu¢ao de EDOs nao associadas a cadeias de Markov
e na aplicacao do método de Uniformizacao sobre as demais equagoes, uma vez que o
ultimo trata-se de um método especifico para a solu¢ao numérica de cadeias de Markov.

Conforme vimos na Secao 3.1.5, do ponto de vista de utilizacdo de memoria,
o método de Uniformizacao adiciona apenas a alocacao de uma matriz quadrada, cuja
ordem é o ntumero de estados da cadeia de Markov considerada. Embora tal overhead
em memoria seja pequeno, tal método apresenta um consideravel custo computacional,
principalmente se realizado a cada passo de tempo em uma simulacdo (Gomes, 2011).
Diante de tal fato, propomos a utilizacdo do método de Uniformizacao com um passo
de tempo maior que aquele utilizado pelo método de Euler, de modo que o mesmo seja
aplicado em um menor numero de iteragoes durante uma simulacdao. A forma para se
implementar tal técnica é ilustrada pelo Algoritmo 1, onde h é o passo de tempo utilizado

pelo método de Euler e Dh é o passo de tempo para o método de Uniformizagao.

RL + UNI

O solver RL + UNI, assim como o seu antecessor, aplica o método de Uniformizacao
sobre as equagoes provenientes de cadeias de Markov. Porém, para as equagoes restantes,

aplicamos o método de Rush-Larsen (ou RL) em substitui¢ao ao método de Euler. Para
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Algoritmo 1: Ilustracao do esquema numérico hibrido Euler + UNI

tempo < 0
1< 0
while i < numero de iteracoes do
Calcula as variaveis referentes ao método de Euler para tempo + h
if (i —1)%D =0 then
Calcula as variaveis referentes ao método de Uniformizacao para
tempo + Dh
end if
else
if 1% D =0 then
‘ Salva varidveis em arquivo (aqui elas coincidem em tempo)
end if
end if
tempo < tempo + h
141+ 1
end while

este esquema de resolucao numérica, também aplicamos a estratégia de diferentes passos
de tempo, procedendo de forma andloga a ilustrada pelo Algoritmo 1 para o solver Euler

+ UNL

SAST1 + UNI

A versao de solver intitulada SAST1 4+ UNI utiliza o método de uniformizacao para
as equacoes associadas as cadeias de Markov e a versao de primeira ordem do método
proposto por Sundnes (2009) para as demais equagoes diferenciais dos modelos a serem
simulados. Para este esquema de solu¢cao numérica, também utilizamos a técnica de dife-
rentes passos de tempo, visando a utilizagao menos frequente do método de Uniformizacao

durante as simulagoes.

Outros esquemas com passos de tempo distintos

Além dos esquemas citados utilizando diferentes passos de tempo para o método de Uni-
formizagao, desenvolvemos solvers com técnica semelhante para os métodos RL, SAST1
e SAST2. Em tais situagoes, passos de tempo maiores foram utilizados sobre as equagoes
do tipo quasi-linear, uma vez que a formulacao dada pela equacao 3.6 é solugao exata
para tais equacoes, assumindo-se a hipdtese de a e 5 constantes em um pequeno intervalo

de tempo.
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3.2.3 Implementacao

Todos os solvers produzidos neste trabalho foram implementados na linguagem C++,
com a utilizacao de algumas ferramentas para a obtencao de equacoes dos modelos e
de algumas rotinas para o método de uniformizacao. Tais ferramentas sao descritas nas

secoes a seguir.

O padrao CellML

O CellML (Cuellar, 2003) é um padrao baseado em XML, largamente utilizado para a
representacao de modelos celulares. Suas principais vantagens sao o compartilhamento de
modelos em um formato padronizado e a possibilidade de reaproveitamento de componen-
tes em diferentes modelos, o que permite uma maior integracao e aceleragdo no processo
de desenvolvimento de modelos. O CellML inclui o padrao MathML (W3C, 2011) para a

representacao completa de equacoes matematicas.

A ferramenta AGOS

Ambos os padroes CellML e MathML permitem a representacao sistemética de modelos
matematicos. No entanto, a solucao dos mesmos deve ser fornecida por ferramentas que
traduzam suas equacgoes para alguma linguagem de programacao e que produzam métodos
numeéricos para resolvé-las. Com esta finalidade, utilizamos a ferramenta AGOS - API
Generator for ODE Solution - (Barbosa, 2006; Costa, 2008) para extrair as equagoes dos
modelos utilizados neste trabalho, além de utilizar as implementacoes do método de Euler
e do método RK2 geradas pela ferramenta na linguagem C++4. A ferramenta AGOS é
capaz de gerar, em linguagem C+-+, solvers para modelos baseados em CellML utilizando
o método de Euler Explicito, o método RK2, o método de passo adaptativo (Campos,
2011) e a colegao de métodos implicitos Backward Differentiation Formula (Holmes, 2007)

providos pela biblioteca CVODE (Cohen, 1996).

A ferramenta Tangram II

A implementagao do método de Uniformizagao foi realizada com a utilizacao de rotinas

providas pela ferramenta Tangram IT (LAND, 2010), versao 2.0, produzida pelo labo-
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ratério LAND (Laboratory for modeling, analysis and development of networks and com-

puter systems).

3.2.4 Calculo de Erro

Os erros mostrados na Secao 4.1 foram calculados através da Equagao 3.14, onde a solucao
considerada como exata foi aquela obtida pelo método RK2, executado com um passo de
tempo de uma ordem de grandeza inferior ao menor passo de tempo utilizado para a
obtencao das solucoes aproximadas, para cada modelo separadamente. Deste modo, os
valores de passos de tempo utilizados na resolucao dos modelos com o RK2 para a geragao
das solugoes de referéncia foram 10~°ms para os modelos de Luo-Rudy (1991), de Iyer
(2004) e de Bondarenko (2004) e 107%ms para o modelo de Winslow (1999). Em todos

os casos, a variavel utilizada para o célculo do erro foi o potencial transmembranico V.

\/Z (VBrato _ )2

erro = (314)

Z (‘/iE:cato)2

3.2.5 Ambiente Computacional

Todos os experimentos numéricos realizados neste trabalho foram realizados em uma
maquina com processador Intel(R) Core(TM) i7, 2.8 GHz, de 4 ntcleos e com 8GB de

memoria RAM, cujo sistema operacional instalado é o Linux Fedora (Constantine).
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4 Resultados e Discussao

Neste capitulo, apresentaremos os resultados obtidos com a simulagao dos quatro modelos
descritos na Secao 3.2.1, através do método de Euler Explicito, dos métodos RK2, RL,
SAST1 e SAST2 e dos solvers hibridos apresentados na Secao 3.2.2. Além disso, apresen-
taremos uma discussao sobre o desempenho alcancado por cada uma das metodologias,

levando em consideracao cada modelo simulado.

4.1 Resultados

Primeiramente, consideraremos os experimentos de passo de tempo tinico, ou seja, aqueles
em que os solvers hibridos utilizam o mesmo passo de tempo para os diferentes métodos
numéricos aplicados. As Tabelas 4.1 e 4.2 mostram os resultados obtidos para essa cate-
goria de experimentos, onde h é o passo de tempo utilizado (em ms), Tempo é o tempo de
computagao da simulagdo (em segundos) e Erro é o erro obtido pela Equacao 3.14, dado
em porcentagens. E importante observar que, para o modelo de Luo-Rudy (1991), nao
se aplica a utilizacao do método de Uniformizagao, uma vez que o mesmo nao apresenta
cadeias de Markov em sua formulagao. Portanto, na Tabela 4.1 nao evidenciamos sua
simulacao pelos métodos SAST1 + UNI, Euler + UNI e RL + UNI. Além disso, o modelo
de Iyer (2004) nao apresenta variaveis do tipo gate, o que justifica a ndo realizagao de
experimentos com os métodos RL e RL + UNI para este modelo.

Com relagao aos experimentos com a utilizacdo de diferentes passos de tempo
nos solvers hibridos, as Tabelas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 mostram os resultados para os modelos
de Luo-Rudy (1991), de Bondarenko (2004), de Winslow (1999) e de Iyer (2004), respec-
tivamente, onde Tempo é o tempo de computacao em segundos, h2 (ms) é o passo de
tempo utilizado pelo método de Uniformizacao ou para as equacoes do tipo quasi-linear
nos métodos RL, SAST1 e SAST2, e hl (ms) é o passo de tempo aplicado na resolugao
das demais equacoes. Na Tabela 4.6 nao estao presentes os métodos SAST1 e SAST2,

uma vez que o modelo de Iyer (2004) nao possui equagoes do tipo quasi-linear, nao sendo
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Tabela 4.1: Resultados das Simulagoes (A)
Luo-Rudy Bondarenko et al.
Método Erro(%) | h(ms) | Tempo(s) | Erro(%) | h(ms) | Tempo(s)
Euler 2.5e-1 1.2e-2 0.201 8.2e-3 1.9e-4 2.328
Euler + UNI - - - 4.6e-1 1.0e-3 3.743
RL 7.3e-1 4.9e-2 0.064 8.3e-3 1.9e-4 2.461
RL 4+ UNI - - - 4.6e-1 1.0e-3 3.635
SAST1 7.2e-1 4.9e-2 0.092 9.5e-2 2.0e-4 5.240
SAST1 + UNI - - - 5.6e-1 2.1e-2 0.215
RK2 2.2e-1 1.2e-2 0.405 6.0e-3 1.9e-4 4.614
SAST2 8.8e-1 2.0e-1 0.049 5.8e-1 1.3e-2 0.297
Tabela 4.2: Resultados das Simulacoes (B)
Winslow et al. Lyer et al.
Método Erro(%) | h(ms) | Tempo(s) | Erro(%) | h(ms) | Tempo(s)

Euler 9.3e-3 1.1e-4 2891 1.2e-3 1.8e-4 17.18
Euler 4+ UNI 4.8e-1 2.5e-3 8.315 8.6e-1 3.2e-3 21.32

RL 1.1e-2 1.1e-4 29.13 - - -

RL + UNI 4.7e-1 2.5e-3 8.317 - - -
SAST1 9.7e-1 9.4e-5 92.81 9.8e-1 4.3e-4 22.99
SAST1 + UNI 7.7e-1 1.4e-2 1.864 2.9e-1 4.4e-2 2.353
RK?2 3.4e-3 1.1e-4 59.35 1.2e-5 1.8e-4 37.18
SAST2 9.6e-1 5.6e-4 38.57 9.0e-1 2.5e-3 8.388

Tabela 4.3: Resultados das Simulagdes com Diferentes Passos de Tempo (A)

Luo-Rudy
Método | Erro(%) | h1(ms) | h2(ms) | Tempo(s)
RL 7.9e-1 4.9e-2 9.8e-2 0.039
SAST1 8.3e-1 4.9e-2 1.5e-1 0.064
SAST2 9.1e-1 2.0e-1 6.0e-1 0.044

factivel a utilizacao de um segundo passo de tempo em tais métodos para este modelo.

Em todas as tabelas desta secao, os experimentos exibidos sao aqueles com os

maiores passos de tempo utilizados, determinados empiricamente com o objetivo de man-

ter os respectivos erros numéricos inferiores a 1%. Ou seja, para cada um dos modelos e

para cada método utilizado foram realizadas varias simulagoes, com os respectivos erros

numéricos calculados. A cada nova execucao o passo de tempo foi gradativamente au-

mentado, até a situacdo em que o erro numérico fosse superior a 1% ou que problemas

de instabilidade numérica fossem constatados. No caso dos métodos com dois passos de

tempo distintos hl e h2, o passo h2 foi incrementado somente apds o passo hl ter sido

ajustado conforme descrito anteriormente.
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Tabela 4.4: Resultados das Simulagdes com Diferentes Passos de Tempo (B)

Bondarenko et al.

Método Erro(%) | h1(ms) | h2(ms) | Tempo(s)
Euler + UNI 9.8e-1 1.0e-3 2.5e-1 0.391
RL 8.8e-1 1.9e-4 1.3e0 1.905
RL + UNI 9.9e-1 1.0e-3 2.5e-1 0.191
SAST1 9.3e-1 2.0e-4 1.4e0 5.215
SAST1 + UNI 9.9e-1 2.1e-3 2.5e-1 0.089
SAST2 9.1e-1 1.3e-2 1.4e0 0.293

Tabela 4.5: Resultados das Simulagoes com Diferentes Passos de Tempo (C)

Winslow et al.

Método Erro(%) | h1(ms) | h2(ms) | Tempo(s)
Euler + UNI 9.3e-1 2.5e-3 7.5e-2 1.140
RL 7.7e-1 1.1e-4 1.2e-1 27.55
RL + UNI 8.9e-1 2.0e-3 7.8e-2 1.188
SAST1 9.2e-1 9.4e-5 1.2e-1 89.37
SAST1 + UNI 5.0e-1 1.0e-2 5.0e-2 1.002
SAST2 9.3e-1 5.4e-4 1.2e-1 37.49

Tabela 4.6: Resultados das Simulacoes com Diferentes Passos de Tempo (D)

Iyer et al.
Método Erro(%) | h1(ms) | h2(ms) | Tempo(s)
Euler + UNI 9.4e-1 2.0e-3 1.7e-1 1.578
SAST1 + UNI 9.4e-1 1.1e-2 1.7e-1 1.369

4.2 Discussao

Podemos notar, a partir das Tabelas 4.1 e 4.2, que foi atingido um consideravel ganho
em desempenho pelo método RL em relacao ao método de Euler para o modelo de Luo-
Rudy (1991), diferentemente ao que pode ser observado com relagao aos demais modelos.
Isso foi possivel devido ao fato de tal modelo nao apresentar cadeias de Markov em sua
formulacao, além de uma consideravel proporcao de equacoes do tipo quasi-linear. Os
demais modelos nao apresentaram ganhos significativos com o RL por incluirem cadeias
de Markov, cujas equagoes diferenciais contribuem mais fortemente com a stiffness de seu
sistema de EDOs (MacLachlan, 2005).

O método SAST2 apresentou o segundo melhor desempenho para os modelos de
Iyer (2004) e de Bondarenko (2004), enquanto mostrou-se menos eficiente que o método
de Euler e mais eficiente que o método SAST1 para o modelo de Winslow (1999). Para os

trés modelos, os métodos RL e RL + UNI foram tao similares entre si quanto os métodos
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Tabela 4.7: Ganhos em tempo de computacao obtidos pelo método SAST1 + UNI: Caso
de passo de tempo tinico
Método Bondarenko et al. | Winslow et al. | Iyer et al.
Euler 10.83x 15.51x 7.30x
Rush-Larsen 11.45x 15.63x -

Euler e Euler + UNI, uma vez que a utilizacao do método RL s6 produz ganho em relacao
ao método de Euler na presenca significativa de equagoes do tipo quasi-linear.

O método Euler + UNI obteve um melhor desempenho em comparacao ao método
de Euler apenas no modelo de Winslow (1999), sendo computacionalmente mais caro que
o método de Euler nos demais casos. Toda essa informacao sugere que o método de
Uniformizacao é capaz de aumentar o passo de tempo em simulacoes de modelos dessa
natureza por fornecer estabilidade ao processo de solucao das EDOs associadas as ca-
deias de Markov. Por outro lado, seu custo computacional mostrou-se consideravelmente
expressivo.

Os melhores desempenhos para os modelos de Iyer (2004), de Bondarenko (2004) e
de Winslow (1999), no caso de passo de tempo tnico, foram obtidos pelo método SAST1 +
UNI. Este fato pode ser melhor evidenciado através da Tabela 4.7, na qual sao mostrados
os ganhos em tempo de computacao obtidos por tal método em relacao aos métodos de
Euler e de Rush-Larsen.

Analisemos agora os resultados dos experimentos com a utilizacao de diferentes
passos de tempo mostrados nas Tabelas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6. Podemos notar, neste caso, um
consideravel ganho de desempenho dos métodos RL + UNI e Euler + UNI em comparacao
ao método RL e ao método de Euler (veja as Tabelas 4.1 e 4.2), respectivamente, para os
trées modelos baseados em cadeias de Markov. Esse ganho em desempenho se deu ao fato
de contornarmos o custo computacional do método de Uniformizacao pela utilizacao de
passos de tempo maiores na aplicagao do mesmo.

Para os trés modelos citados, o método mais eficiente foi o SAST1 + UNI, o
qual reduziu de forma significativa o tempo de computagao em comparagao as técnicas
numeéricas usuais - método de Euler, RK2 e RL. A Tabela 4.8 exibe os ganhos em de-
sempenho obtidos pelo método SAST1 + UNI em relagao aos métodos de Euler e de

Rush-Larsen, no caso de diferentes passos de tempo. O melhor resultado obtido foi rela-



4.2

Discussao

48

Tabela 4.8: Ganhos em tempo de computacao obtidos pelo método SAST1 + UNI: Caso
de diferentes passos de tempo

Método Bondarenko et al. | Winslow et al. | Iyer et al.
Euler 26.16x 28.85x 12.55x
Rush-Larsen 27.65x 29.07x -

tivo ao modelo de Winslow (1999), para o qual o método SAST1 + UNI reduziu o tempo

de execucao em cerca de 29 vezes em comparacao ao método de Euler e ao método RL.

A Figura 4.1 mostra, a titulo de ilustragao, os potenciais obtidos pelo método SAST1 +

UNI (Tabela 4.4) e pelo método de Euler para o modelo de (Bondarenko, 2004).
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Figura 4.1: Comparativo entre potenciais obtidos para o modelo de Bondarenko (2004)
pelo método de Euler (Tabela 4.1) e pelo método SAST1 4 UNI (Tabela 4.4)
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5 Consideracoes Finais

A partir da experimentacao em simulacoes computacionais de diversos modelos celulares
de eletrofisiologia cardiaca, utilizando-se diferentes metodologias de solugao numérica e
comparando-as com os solvers produzidos com a implementacao do método de unifor-
mizacao, obtivemos significativos ganhos em desempenho. Os resultados sugerem que
tais melhorias de desempenho foram alcangadas devido ao emprego de um método incon-
dicionalmente estavel para a solucao das equacoes derivadas de modelos de Markov, as
quais sao consideradas a parte mais rigida - stiff - dos sistemas de equacgoes diferenciais
ordindrias referentes aos modelos envolvidos.

Levando-se em consideragao as caracteristicas de implementacao do método de
uniformizagao, espera-se que o overhead em termos de utilizacao de meméria RAM seja
infimo ao empregarmos o mesmo em associagao a métodos condicionalmente estaveis,
proporcionando, assim, uma consideravel vantagem sobre os métodos implicitos na solugao
numérica de tais modelos, principalmente nas situagoes de simulagao de tecidos cardiacos.
Como trabalhos futuros, poderemos implementar a técnica de Uniformizacao na simulacao
de tecidos cardiacos, associada as mais recentes técnicas de passo de tempo adaptativo
(Campos, 2011) e de malhas espaciais adaptativas, buscando nos aproximar cada vez mais

de simulagoes em tempo real, utilizando modelos realistas para a eletrofisiologia cardiaca.
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