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RESUMO

Um importante conceito da teoria de cddigos é o do raio de empacotamento
de um codigo, o qual definimos como sendo o raio maximo que nos permite cobrir
0 espago em que o codigo esta contido com bolas disjuntas centradas nas palavras
do cédigo. Neste sentido, os codigos perfeitos sao codigos tais que nao ocorre o
caso de uma palavra errada estar fora de todas as bolas centradas nas palavras do
c6digo. O fato de um codigo ser perfeito ou nao depende da métrica considerada.
Nesse trabalho, vamos apresentar um estudo sobre os cddigos perfeitos na métrica
de Lee e os critérios para otimizar o raio em torno dos elementos do cédigo. Por
fim, apresentaremos a Conjectura de Golomb-Welch (1968) a qual afirma que nao
existem codigos lineares perfeitos de Lee para certos valores de dimensao e raio para
alfabetos grandes. A demonstragao geral ainda é um problema em aberto da Teoria
dos Codigos, porém para raio 2, veremos uma demonstracao de sua validade para

infinitas dimensdes relacionadas com um conjunto especifico de niimeros primos.

Palavras-chave: Codigos corretores de erros. Codigos perfeitos. Reticulados.



ABSTRACT

An important concept in coding theory is the packing radius of a code,
which we define as the maximum radius that allows us to cover the space in which
the code is contained with disjoint balls centered at the code words. In this sense,
perfect codes are codes where the case of a wrong word being outside all the balls
centered at the code words does not occur. Whether a code is perfect or not
depends on the chosen metric. In this work, we will present a study on perfect
linear codes in the Lee metric and the criteria to optimize the radius around the
code elements. Finally, we will present the Golomb-Welch Conjecture (1968), which
states that there are no perfect Lee codes for certain values of dimension and radius
for large alphabets. The general proof of this conjecture still remains an open
problem in Coding Theory, however, for radius 2, we will see a demonstration of

its validity for infinite dimensions related to a specific set of prime numbers.

Keywords: Error correcting codes. Perfect codes. Lattices.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, os avancos nas tecnologias de comunicacao e armazena-
mento de dados tém desempenhado um papel fundamental em nossa sociedade
cada vez mais digital. No entanto, a medida que nos tornamos mais dependentes
desses sistemas, os erros de transmissao e armazenamento se tornaram uma preocu-
pacao critica e é exatamente neste contexto que vemos a importancia dos coédigos

corretores de erros.

Os codigos corretores de erros desempenham um papel vital em uma ampla
gama de aplicacoes, desde comunicagoes sem fio e transmissao de dados via satélite
até sistemas de armazenamento em nuvem e memoéria de computadores. Eles
sao projetados para detectar e corrigir erros introduzidos durante a transmissao
ou o armazenamento de dados, garantindo a integridade e a confiabilidade das

informagoes, mesmo em ambientes propensos a ruidos e interferéncias.

Na busca para aprimorar as técnicas de corregao de erros e projetar sistemas
mais eficientes surgem, dentre os cddigos corretores de erros, os codigos perfeitos
que, apresentando uma simetria e estrutura intrinseca, sdo capazes de atingir limites
teodricos superiores em termos de capacidade de detecgao e correcao de erros. Um
codigo linear é dito perfeito se bolas centradas em suas palavras cobrem todo o
espaco. Utilizando a métrica de Hamming, que mede a distancia entre palavras
pela contagem das entradas distintas, sdio bem conhecidos exemplos de cédigos

perfeitos.

Nosso interesse, nesse trabalho, esta nos cédigos perfeitos na métrica de
Lee, que leva em conta nao s6 quantas sao as entradas diferentes de duas palavras,
mas também seus valores. Nesse sentido, o norteador do trabalho é a Conjectura
de Golomb-Welch, proposta em 1970: nao existem, na métrica de Lee, codigos

lineares perfeitos LP(n,e) para os parametros dimensdao n > 3 e raio e > 2.

A conjectura ja foi mostrada valida para infinitas classes de parametros,
porém continua sendo uma questao em aberto na teoria dos cédigos corretores
de erros pois, até o momento, nao foi completamente resolvida. No entanto, ao
longo dos anos, foram feitos avancos significativos na compreensao da conjectura

e na construcao de codigos que se aproximam dos limites impostos por ela. As
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técnicas e ferramentas matematicas para estudar a conjectura e seus efeitos in-
clusive apresentam contribuigoes em outras areas da Matematica e da Ciéncia da

Computacao.

Nesta direcao, o Capitulo 2 é dedicado a apresentacao dos conceitos basicos
do que serd abordado no trabalho. Comecamos por apresentar a ideia do que é
um c6digo e uma das principais aplicagoes que motivou os avangos da teoria. Em
seguida, definimos formalmente os codigos lineares e reticulados, bem como a nocao

de métrica em um espago de codigos, correcao de erros e coédigos perfeitos.

O Capitulo 3 trata de relacionar os cddigos perfeitos na métrica de Lee com
o que ja conhecemos sobre os c6digos de Hamming, discutido no final do capitulo
2. Iniciamos introduzindo a geometria do espago em que iremos trabalhar e em
seguida abordamos o problema de empacotar tal espaco com bolas na métrica de
Lee. Ao final do capitulo apresentamos as discussoes introduzidas por Golomb
e Welch que os levaram a formulagao da Conjectura, além de alguns resultados

notaveis de outros pesquisadores na direcao de sua demonstracao.

No Capitulo 4, apresentaremos a abordagem do problema feita por Claudio
Qureshi, Antonio Campello e Sueli Costa quando o raio é igual a 2. Vamos introduzir
um conjunto especial de nimeros primos, chamados amigaveis, juntamente com
uma fungao injetiva cujo dominio é este conjunto de primos. A seguir, mostraremos
que nenhum codigo linear perfeito de Lee existe com raio 2 e dimensao n, onde
2n? 4+ 2n + 1 tem como maior divisor um primo amigavel. Por fim, provaremos que
existem infinitos primos amigaveis, finalizando a demonstracao de que a Conjectura

de Golomb-Welch é verdadeira se o raio ¢ 2 para infinitas dimensoes.
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2 TEORIA DE CODIGOS CORRETORES DE ERROS

O principal objetivo deste capitulo é introduzir os codigos corretores de
erros, bem como algumas aplicagdes que motivaram os avancos dos estudos nesta
area e algumas das suas propriedades mais importantes. Estudaremos também os

chamados codigos perfeitos e em particular, os Codigos de Hamming.

2.1 O QUE E UM CODIGO?

O exemplo mais familiar de um codigo corretor de erros é um idioma. Por
exemplo, a lingua portuguesa tem 23 letras, mas vamos considerar ainda o espaco
em branco, o ¢ e as vogais acentuadas separadamente, fazendo com que o alfabeto
A tenha mais letras e a lingua portuguesa possa ser considerada como um elemento

de A%, Esse ntimero 46 ¢ o tamanho da mais longa palavra dessa lingua, o termo

médico “PNEUMOULTRAMICROSCOPICOSSILICOVULCANOCONIOTICO”.

Como conhecemos a lingua, se recebemos uma mensagem, digamos “DI-
NOSSALRO” (no caso, ¢ DINOSSALRO com 36 espagos em branco em seguida),

sabemos corrigir, pois a palavra que mais se assemelha é “DINOSSAURQO”.

No entanto, esse codigo nao é eficiente. De fato, a lingua portuguesa
tem palavras muito “proximas” das outras. Por exemplo, “FATO”, “GATO”,
“JATO”, “MATO”, “PATO”, “RATO” e “TATO” tém apenas uma letra de diferenca.
Assim, ao receber “AATO”, sabemos que hé erro, mas nao sabemos corrigir; ja ao

recebermos “GATO” nao temos nem como saber se a mensagem possui algum erro.

Para corrigir esse tipo de problema, os c6digos corretores de erros tém como
funcao acrescentar novas informagcoes que serdao transmitidas fazendo com que estas
possam ser corrigidas quando ocorrem ruidos. Vejamos um exemplo de cédigo

binario na detec¢ao e correcao de erros:

Exemplo 2.1.1. [9] Os cddigos bindrios de corregdo de erros operam no nivel dos
bits, e cada bit é considerado como um digito podendo ser 0 ou 1. Neste caso,

utilizaremos um cédigo com 5 bits por letra codificada.

Neste exemplo, trabalharemos com mensagens apenas com letras de A a Z.

Dada uma mensagem, devemos proceder da seguinte maneira:
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« Retirar todos os espacgos entre palavras, acentos e caracteres especiais;

o Verificar se a mensagem possui uma quantidade multipla de 5 letras;

o (aso o item anterior seja falso, adicionar o caractere () até que seja verdadeiro;
o Separar a mensagem em blocos de 5 elementos;

o Considerar cada bloco como uma matriz coluna;

o Associar cada letra do vetor coluna a sua respectiva codificagdo de 5 bits.

O tultimo item faz mencdo a Tabela Emicode (Tabela 1), em que cada

simbolo do cédigo é representado por uma sequéncia de 5 bits.

Letra | Cédigo | Letra | Cédigo | Letra | Codigo
A 11100 J 10001 S 01000
B 11001 K 10000 T 00111
C 01110 L 01111 U 00110
D 10111 M 11000 \Y 00101
E 10110 N 01101 W 00100
F 10101 O 01100 X 00011
G 10100 P 01011 Y 00010
H 10011 Q 01010 Z 00001
I 10010 R 01001 0 00000

Tabela 1 — Tabela Emicode.

Consideremos a mensagem, ja encriptada, “K nzm zh Jptd Xqtg”. Apods
realizarmos as 4 primeiras etapas do processo de tratamento da mensagem, dado
anteriormente, obtemos KNXMZ HJPTD XQTG(). Faremos os proximos passos
apenas com o primeiro bloco KNXMZ.

De acordo com a Tabela Emicode, obtemos:

K] [1 000 0]
N 01101
X|=|00011
M 11000
'z ] (0000 1]
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Agora, vamos inserir uma linha abaixo e uma coluna a direita da matriz de
maneira que se a soma dos elementos da linha (ou da coluna) for impar adicionamos
um digito 1 e, se for par, 0. A matriz 5 x 5 original esta associada a informagcao

em si enquanto a coluna e a linha inseridas sao utilizadas para detecgao e correcao

de erros. _ -
100 0 01
01 1011
000110
110 0 00
000011
001111

Dada esta nova matriz, podemos gerar uma grade quadriculada com células
pretas e brancas fazendo correspondéncia com as entradas iguais a 1 e 0, respecti-
vamente. Note que depois de inserirmos as redundancias, todas as linhas e colunas
possuem uma quantidade par de 0’s e 1’s. A Figura 1 a seguir é a mensagem

codificada que iremos transmitir, uma espécie simplificada de QR Code.

Figura 1 — Mensagem codificada Figura 2 — Mensagem codificada
que sera transmitida. que foi recebida.

Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: Elaborada pelo autor
(2023). (2023).

Suponhamos agora que devido a interferéncias na transmissao de dados



15

tenha ocorrido algum erro e a mensagem que recebemos foi a da Figura 2. Neste
caso, como fariamos para perceber que ha um erro na mensagem e possivelmente

como vamos corrigi-lo?

Primeiramente, pela forma que a mensagem foi gerada, devemos ter uma
quantidade par de quadrados pretos e brancos em cada linha e coluna. Desta
maneira, como ha um erro na mensagem, alguma linha e coluna deve possuir uma
quantidade impar de quadrados de mesma cor. Entao, devemos encontrar a linha e

a coluna e, sua intersecao ¢é exatamente o quadrado em que ha erro.

Por fim, como sabemos exatamente a célula em que ha erro, basta inverter-
mos sua cor na mensagem que foi recebida e teremos exatamente a mensagem que
foi transmitida, livre de erros. Este cddigo é capaz de detectar e corrigir 1 erro,

como veremos mais a frente quando estivermos estudando os cédigos de Hamming.

O procedimento do Exemplo 2.1.1 pode ser esquematizado como na Figura 3.
O canal pode ser, por exemplo, de radiofrequéncia, de micro-ondas, cabo, circuito
integrado digital, fita magnética, disco de armazenamento, etc, e é onde ocorre
o ruido ou interferéncia na mensagem. Iremos considerar, durante todo o texto,
canais simétricos, isto é, canais em que todos os simbolos transmitidos tém a mesma
probabilidade (pequena) de serem recebidos errados e se um simbolo é recebido

errado, a probabilidade de ser qualquer um dos outros é a mesma.

Figura 3 — Esquema de Codificagdo e Decodificacao.

Codificador Codificador
Fonte da Fonte do Canal
> o ©
s
v
s
s
Canal

* ® X

Decodificador Decodificador Usuério
do Canal da Fonte

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Como dissemos anteriormente, o Exemplo 2.1.1 apresenta uma versao sim-
plificada de um QR Code. Entretanto, um QR Code é composto por um padrao
de quadrados pretos e brancos organizados em uma matriz quadrada e composto
por zonas de corregdao de erros. Cada padrao representa um conjunto de dados
codificados de informacgao. As zonas possuem uma caracteristica de correcao de
erros embutida. Isso significa que, mesmo que haja danos ou distor¢oes na imagem

do codigo, o contetido ainda pode ser decodificado com sucesso.

Figura 4 — Exemplo de
QR Code.

Fonte: Elaborada pelo
autor (2023).

Na década de 1970, a industria emergente de computadores e a industria
telefonica foram os primeiros usudrios das tecnologias de correcao de erros. Os sis-
temas de memoria de computadores utilizam coédigos de Hamming para evitar erros
durante a transferéncia de dados dentro do computador. Com o inicio do programa
espacial, a NASA (em inglés, National Aeronautics and Space Administration) se
tornou uma grande usuaria e desenvolvedora de tecnologias de codigos de correcao
de erros. A capacidade limitada de carga dos foguetes exigiu a miniaturizacdo das
cargas uteis e a otimizacao do peso, o que levou ao uso de cédigos de correcao de
erros para melhorar a precisao da transmissao de sinais com baixa poténcia dos

radios e transmissores usados para enviar informacoes de volta a Terra.

Em 1965, a espagonave Mariner 4, se tornou a primeira a fotografar de
perto outro planeta e, obteve fotografias (sem cor) de Marte. As imagens tinham

200 x 200 pixels, sendo que cada pixel era atribuido a um dos 64 niveis de brilho (6
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bits). A transmissdao de uma tunica imagem levou cerca de 8 horas com velocidade
de transmissao de aproximadamente 8 bits por segundo. J4 a espagonave Mariner
9, em 1972, obteve imagens muito melhores usando um cédigo de Reed-Muller com
6 bits de informagao e 26 bits adicionais para fornecer correcao de erros. Embora a
velocidade de transmissdo agora fosse de cerca de 1,6 x 10* bits por segundo, as
imagens individuais eram maiores, entdao cerca de 10° bits por segundo estavam
sendo adquiridos pelas cameras. Isso significava que as imagens eram armazenadas
para transmissao. A Viking 1, que pousou em Marte em 1976, conseguiu capturar
imagens coloridas. A NASA utilizou diversos cddigos de correcao de erros, como
o Reed-Muller, o Golay e o Reed-Solomon, dependendo das caracteristicas e
necessidades de cada missao. No entanto, encontrar um sistema de correcao de
erros que se ajuste a todas as missdes continua sendo um desafio devido a diversidade

das situagoes enfrentadas em diferentes espagonaves e distancias da Terra.

Figura 5 — Fotografia de Marte cap- Figura 6 — Primeira foto colorida
turada pela espagonave Mariner 4 transmitida da superficie de Marte
(1965). pela sonda Viking 1 (1976).

Fonte: https://www. jpl.nasa.gov/i
mages/pia00563-first-color-image

Fonte: https://www.nasa.gov/image

-feature/mariner-4-image-of-mars.
Acesso em 20 jul. 2023. -from-viking-lander-1. Acesso em

20 jul. 2023.

Embora o estudo dos codigos corretores de erros seja de grande interesse de

engenheiros e cientistas de Telecomunicagoes e Computagao, este texto tem por
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objetivo apresentar uma andlise dos aspectos mais essenciais e fundamentais da

teoria, os de natureza algébrica.

No decorrer do texto utilizamos a seguinte convencao: dados p € Z primo
en € N, o corpo finito com g = p" elementos serd denotado por F,, enquanto Z,

representa o anel dos residuos inteiros modulo q.

2.2 CODIGOS LINEARES E RETICULADOS

Nesta secao, exploraremos os codigos corretores de erros lineares e reticula-
dos, que desempenham um papel fundamental na transmissao e armazenamento

confidveis de informagoes em sistemas de comunicagdo e armazenamento de dados.

Abordaremos ainda os conceitos fundamentais, propriedades e técnicas de
codificagao relacionadas a esses dois tipos de cddigos. Exploraremos a estrutura dos
cddigos lineares, incluindo a matriz geradora e a matriz de verificacao de paridade,
bem como os algoritmos de codificacao e decodificagdo. Além disso, investigaremos

os codigos reticulados, destacando suas propriedades especiais e aplicagoes praticas.

E importante salientarmos que neste texto trataremos de codigos sobre
anéis de residuos, corpos finitos e corpos de caracteristica 0. Em cada caso sera
dado o espago em que estaremos trabalhando. Porém, a definicao de um cédigo

linear pode ser feita de maneira mais geral, como faremos a seguir:

Definigao 2.2.1. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A-médulo.

Dizemos que C é um codigo linear se C for um A-submédulo de M.

A partir dai, cada caso e suas particularidades, serdo tratados como em [11]

para corpos finitos e como em [17], caso contrario.

Definicao 2.2.2. Seja ¢ € N. Um cddigo linear q-drio C é um Z,-submodulo de
Zy. Chamamos Z, de alfabeto e seus elementos de letras. Por sua vez, chamamos

C de dicionario e seus elementos de palavras.

Quando ¢ € N ¢ primo, Z, = F, e assim, podemos definir:
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Definigao 2.2.3. Um (n;m) cddigo C sobre F, é um subconjunto préprio de [y
com m elementos de comprimento n. Dizemos que C C Fy é um [n; k] codigo linear

sobre F, se C for um subespago vetorial de dimenséao & de Fy.

Podemos estender a definicao de codigo para o espago Euclidiano real

n-dimensional como faremos a seguir:

Defini¢ao 2.2.4. Seja {vy,vs,...,v;} um conjunto de vetores linearmente inde-

pendentes em R” tal que k£ < n. Dizemos que um reticulado é o conjunto

k
A:{Zcivi L ¢ €7, Vizl,?,...,k}
i=1

e {v1,va,...,v} é uma base do reticulado.

Observacao 2.2.5. Note que um reticulado ¢ um codigo linear em R"™, pois é um
Z-submodulo de R™.

A principal caracteristica de um reticulado é a regularidade de sua estrutura.
Os pontos do reticulado estao dispostos de forma uniforme, seguindo um padrao
especifico de espacamento entre eles. Essa regularidade permite que os reticulados
sejam utilizados para discretizar o espaco continuo, transformando-o em uma grade
matematica discreta. Além disso, os reticulados possuem propriedades adicionais,
como a propriedade de fechamento sob soma e multiplicagao por escalares, o que

os torna ferramentas poderosas em varias areas de estudo.

O teorema a seguir e sua demonstragao podem ser encontrados em [25].

Teorema 2.2.6. A C R"™ é um reticulado se, e somente se, A é um subgrupo

aditivo discreto.

Uma pergunta natural que poderia surgir a partir da definicao de cédigos
lineares e reticulados é se seria possivel determinar uma relagao entre estes dois
tipos de objetos. Os resultados a seguir demonstram uma conexao entre esses dois
conceitos fundamentais, revelando a importancia de explorar a interagao entre a
algebra linear e a geometria para o desenvolvimento de codigos de correcao de erros

eficientes e de alta qualidade.
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Teorema 2.2.7. Considere a aplica¢ao sobrejetora

¢ Lt — Ly
(1, ..oy xp) — (Tq, ..., Tn),
onde T; € obtido de x; por meio de redugao modulo q para todo i =1,...,n. Temos

que C C Zy € um codigo linear q-drio se, e somente se, ¢~ H(C) CZ" é um reticulado
em R™. Além disso, qZ™ C ¢ 1(C).

Demonstragio. Seja C um cddigo linear g-ario. Como ¢~ !(C) C Z" é um conjunto
discreto, basta mostrarmos que ¢~*(C) é um grupo aditivo e assim, pelo Teorema
2.2.6 teremos que ¢~!(C) é um reticulado. Mostremos entdao que ¢~*(C) é um grupo

aditivo. Note que:

e 0€ ¢ C), pois ¢(0) =0 € C, e;
e Sea,be ¢1(C), entdo ¢p(a) =a € C e ¢(b) =b e C. Assim,
pla—b)y=a—-b=a—-beC.

Portanto, a — b € ¢ !(C), donde ¢~ *(C) é subgrupo aditivo de R".

Agora, seja C € Z tal que ¢~ (C) é um reticulado. Temos que C = ¢(¢~"(C)) é sub-
grupo de Zy, pois ¢ a imagem inversa de um subgrupo de Z" via um homomorfismo

de grupos. Portanto, C é um codigo linear g-ario. [

Definigao 2.2.8. Chamamos de Construcio A a aplicagdo ¢ do Teorema 2.2.7
que relaciona um cédigo linear g-ario C a um reticulado ¢~!(C) e chamamos o
reticulado A4(C) = ¢~(C) de reticulado g-drio.

Proposigao 2.2.9. Se C C Zy ¢ um cédigo linear q-drio, entdo o posto de A4(C)

en.

A Proposigao 2.2.9 pode ser encontrada em [4] e sua demonstragao utiliza o

seguinte lema, cuja demonstragao estd em [17]:

Lema 2.2.10. Sejam v; = (vi1, ..., vp) € Z" para i =1,...,m, com m < n. Se
{v1,..., 0} € linearmente independente sobre Z, entao {v1,...,v,} € linearmente

independente sobre R.



21

Exemplo 2.2.11. A Figura 7 mostra o reticulado gerado pelo codigo 7-ario
¢ =((1,3)) ={(0,0),(1,3),(2,6),(3,2)(4,5), (5,1), (6,4) }.
Os pontos de mesma cor representam cépias da caixa [0,7)? em R

Figura 7 — Reticulado A(C) 7-4rio em R

© -6 o
(o] (f ]

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Deste ponto até o final da se¢@o, vamos tratar apenas de cédigos sobre [,

como na Defini¢ao 2.2.3.

A de um cédigo linear C é definida como o nimero de elementos de uma base,
ou seja, a quantidade minima de elementos vy, vs, ..., v € C tal que todo elemento
v € C pode ser descrito como combinagao linear v = Ajvy + A\ovg + ... + A\pvg, com
A1, Az, ..., A escalares em ;. Essa nogao coincide, claramente, com a de dimensao

de um espaco vetorial sobre F,.
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Observe ainda que cada um dos k escalares pode assumir ¢ valores distintos
e, como estamos considerando uma base de C, obtemos ¢* combinacoes lineares
distintas, ou seja, C tem ¢* elementos e um [n; k] cédigo linear é um (n;¢*) cédigo
sobre F,.

Apenas a estrutura de espaco vetorial ja permite detectarmos erros. Se
considerarmos um [n; k] c6digo linear C, com k < n e v € C uma palavra, suponha
que ao transmitirmos a palavra v recebamos a palavra w (podendo inclusive ocorrer
v = w). Ao recebermos a mensagem w, procedemos antes de tudo com a verificagao
de que esta mensagem é uma palavra do nosso dicionario, ou seja, verificamos se
w € C. Isto se da de maneira simples, se lembrarmos que um subespacgo vetorial é

definido por um sistema de equagoes lineares homogéneas. Desta forma, definimos:

Definicao 2.2.12. Se considerarmos a matriz H € M(n — k,n,F,) definida pelos
coeficientes do sistema linear, podemos representar este sistema matricialmente

pela equacao

T 0
e temos que C é o conjunto solucao deste sistema. Uma matriz H satisfazendo esta

propriedade é chamada de matriz de verificacio de paridade.

Pela Definicao 2.2.12, se w for uma palavra recebida, e denotarmos por w?
a matriz transposta (ou vetor coluna), basta efetuar o produto Hw' para sabermos
se w pertence a C. Se w ¢ C, sabemos que a mensagem recebida é equivocada, ou

seja, conseguimos detectar a ocorréncia de um erro.

Observagao 2.2.13. Se C é um cddigo linear de dimensao k, o posto da matriz H

é igual n — k. Portanto, a matriz H deve ter n — k linhas linearmente independentes.

Agora, notamos que se houve um erro, podemos ter w # v mas com
w € C. E, ainda, como C possui ¢* elementos e [y, possui ¢" elementos, entao
" — ¢* = ¢"(¢" % — 1) elementos nao pertencem a C. Se assumirmos a hipétese

de que o ruido perturba a palavra transmitida v de modo que possamos receber
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qualquer elemento de Fy, a probabilidade P de detectarmos o erro ¢ dada por:

_HeeFlegly ¢ —¢" 1

P

#E? R L

Como g >2en—Fk >1, temos que P < 1 e esta cresce conforme ¢ ou n — k
crescem. Assim, se quisermos detectar em média 999 erros a cada 1000 ocorréncias,
se tivermos g = 2, basta termos n — k > 10. Como

. . 1
lim = lim
q—00 q”_k n—k—oo qn—k

=0,

podemos detectar erros com a confianga tao grande quanto quisermos.

Além da matriz de verificacdo de paridade de um cédigo, outro conceito
importante que devemos considerar é o de matriz geradora de um codigo, a qual

veremos a seguir:

Defini¢ao 2.2.14. Seja B = {v;, v, ..., v} uma base ordenada de C. A matriz

geradora G de C associada a base B ¢ a matriz cujas linhas sao os vetores v; =

(Uﬂ,UZQ, . 7Uin)7 1= 1, 2, ce k, isto é
(%1 V11 Vi2 ... Vin
V2 V21 V22 ... Uzp
G pr— pu—
(%3 Vg1 Vk2 ... Ukn

Observagao 2.2.15. Note que a matriz geradora G para um coédigo C nao é tnica,

pois ela depende da escolha da base B.

A partir de matrizes geradoras GG podemos construir codigos lineares, bas-
tando para isso, consideramos a transformacao linear:
T:FF —F!
q q
x+— xG
Assim, temos um cédigo C = T(IF’;). Nesse caso, consideramos ]F’; como sendo o
cddigo da fonte, C, o cédigo do canal e a transformacao 7', uma codificagao.

Este fato nao serd mostrado aqui, porém, é possivel inclusive determinar
uma relagao direta entre matrizes de verificacao de paridade e matrizes geradoras

para um dado cédigo C, como feito em [11].
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2.3 METRICAS, CORRECAO DE ERROS E CODIGOS PERFEITOS

Nesta secao, veremos as métricas de Hamming, de Lee e de Manhattan em
espacgos de codigos mas antes vamos introduzir a nogao geral de métrica em um
conjunto. Utilizaremos estes conceitos para calcular um dos principais parametros
de um dado cédigo, além de necessitarmos dessas ferramentas para determinarmos
um algoritmo 1til na geracao de um cédigo linear. Em seguida, veremos a definicao
formal de um codigo perfeito e por fim, estudaremos o caso dos codigos perfeitos

com erros medidos na métrica de Hamming.

Nosso principal objetivo é observar os principais paralelos entre as métricas
que serao apresentadas e preparar o leitor para um estudo mais aprofundado dos
chamados codigos perfeitos na métrica de Lee que serao discutidos no capitulo 3.

2.3.1 Nocgoes de espagos métricos

Antes de avancarmos nosso estudo dos cddigos corretores de erros, vejamos
agora algumas defini¢oes e resultados importantes em relacao a uma métrica em

um espago qualquer.

Definicao 2.3.1. Uma métrica em um conjunto X é uma funcdo d: X x X — R

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. d(z,y) > 0sex #yed(x,x)=0, para quaisquer x,y € X;
2. d(z,y) = d(y,x), para quaisquer x,y € X;

3. d(z,z) < d(x,y) +d(y, z), para quaisquer z,y,z € X.

O par (X, d) é chamado espago métrico.

Observagao 2.3.2. Na defini¢do anterior denominamos as propriedades 1, 2 e
3 de uma métrica como positiva definida, associativa e desigualdade triangular,

respectivamente.

Defini¢ao 2.3.3. Sejam (X,d) um espago métrico, um ponto a € X e r > 0.

Definimos a bola B(a;7) e a esfera S(a;r), ambas de centro em a e raio r dadas
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por:

B(a;r) ={x € X : d(z,z) <1}

S(a;r) =4z € X :d(z,x9) =1r}.

Definigao 2.3.4. Sejam (X, d) um espago métrico e x € X. Definimos o peso do
vetor x € X como

w(z) = d(z,0).

Quando estivermos trabalhando com métricas especificas, usaremos um
subindice d,(+;-) para identificar a métrica. O mesmo subindice serd adotado para

designar todos os conceitos derivados da métrica, tais como B, (+;-), Si(+;+) € wy(-).

Definigao 2.3.5. Dado um cédigo C sobre um espago métrico (X, d), definimos a

distancia minima entre seus pontos como
Omin = Omin(C) = min{d(z,y) : z,y €C, = #y}.
Quando o cédigo C for linear, temos:
d(z,y) =d(x —z,y —x) = d(0, 2)

para quaisquer z,y € X, onde z = x — y. Ou ainda, como x — y € C sempre que
x,y € C, temos:
Omin = min{w(z) : 0 £z €C}.

Defini¢ao 2.3.6. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que uma fungao f :

X — X é uma isometria de X se preserva distancias. Isto é, se

d(f(z), f(y)) = d(z,y) VYz,y € X.

Proposigao 2.3.7. Toda isometria de ¥y € uma bijecio de Fy.

Demonstragao. Seja f : Fy — Fj uma isometria. Suponha que para z,y € Fy
tenhamos f(z) = f(y). Logo, d(x,y) = d(f(z), f(y)) = 0, o que implica que = = y.
Assim provamos que f é injetora, e como toda aplicacdo injetora de um conjunto

finito nele préprio é sobrejetora, temos que f é uma bijegao. O
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A proposigao a seguir pode ser encontrada em [11].

Proposigao 2.3.8. 1. A fungdo identidade de ¥} ¢é uma isometria.

mn

2. Se [ € uma isometria de Fy,

entio f~1 é uma isometria de Fy.

mn

3. Se [ e g sio isometrias de Fy,

entao f o g € uma isometria de Fy.

Vejamos alguns exemplos de isometrias:

Exemplo 2.3.9. Se f : F, — F, é uma bijecao, e k é um ntmero inteiro tal que

1 <k < n, a aplicacao

k . mn n
TF:F" — F

(x1, @9, ..., xy) —> (T1, @9, ..., f(Xk), ..., Tp)
¢ uma isometria.
Exemplo 2.3.10. Se 7 é uma bijegdo do conjunto {1,2,...,n} nele préprio,
também chamada de permutacdo de {1,2,...,n}, a aplicacdo permutagao de

coordenadas
T, F" — B
(xla T2y 7xn> — ($W(1)7 Tr(2)y--- 7x7r(n))

é uma isometria.

A definigdo a seguir serda muito utilizada posteriormente para métricas de

Hamming e de Lee na classe dos codigos lineares.

Definig¢ao 2.3.11. Um cédigo C C A" (onde A é finito ou infinito) é dito geome-
tricamente uniforme se, e somente se, dadas duas palavras x,y quaisquer do cddigo

existir uma isometria ¢ : A" — A" tal que:
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Observacao 2.3.12. Note que pela Definicao 2.3.11, se um cédigo C for geometri-
camente uniforme, além de ser invariante por isometrias, as bolas e esferas centradas
nas palavras do cédigo possuem a mesma cardinalidade, desde que estejamos consi-
derando o mesmo raio. De fato, basta notarmos que se ¢ é uma isometria tal que

C é geometricamente uniforme e x,y € C entao
p(B(x;r)) = B(e(x);r) = Bly;r).

2.3.2 Correcao de erros

Dada uma métrica d em Fy, temos uma boa maneira de tentar corrigir
erros. Vamos supor que a palavra transmitida foi x € C e a palavra recebida foi
y ¢ C. Se a métrica em si for razodvel (considerando-se as caracteristicas fisicas
do canal de transmissao de informacao), é plausivel supormos que a probabilidade
de y estar “longe” de x é menor que a probabilidade de estar “perto” no sentido
de que para quaisquer o, 5 € Rem > 0 com 0 < 3 < «, entao a probabilidade
de termos a < d(z,y) < a4+ m é menor ou igual que a probabilidade de termos
p <d(xz,y) < B+m. Obviamente esta probabilidade é definida pelas caracteristicas
fisicas do canal de transmissao mas como neste texto nao estamos tratando de

canais especificos, vamos sempre assumir que esta hipdtese é verdadeira.

Desta maneira, temos um mecanismo sistematico e natural para corrigir
erros: se a palavra recebida y ¢ C, escolhemos o ponto x de C mais préximo de y,

ou seja, escolhemos x € C tal que
d(y,z) = min{d(y,c) : c € C}.

Neste sentido, primeiramente ¢é 1itil obtermos um raio minimo no sentido
de que quaisquer bolas em torno das palavras do codigo nunca se interceptem, a
menos do bordo em alguns casos. Este raio é obtido a partir da distdncia minima e

sera definido como a seguir:

Definigao 2.3.13. Seja 6y, a distancia minima de um cédigo C. O raio do codigo

é definido como o inteiro nao-negativo

\‘(xnin_lJ
r=|—--/.
2
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Por vezes, dizemos que este cdédigo C é um coédigo r-corretor de erros.

Observacgao 2.3.14. Note que, de fato quando z,y € C distintos, as bolas By(x;r)
e By(y;r) sdo sempre disjuntas. Suponhamos que ¢y € C pertenga a interse¢ao

destas, temos pela desigualdade triangular

d(z,y) < d(z,co) + d(y, co)

< (Smin_1 + 5min_]-
- 2 2

<5

min_17

uma contradi¢do, pois, por defini¢ao, dmi, < d(z,y).

De modo geral, dizemos que a capacidade de correcao do cédigo é R se
podemos garantir que, caso a palavra transmitida z e a recebida y distem no
maximo R, entao temos certeza de estar corrigindo o c6digo. Dessa forma, temos
que se a distancia entre a mensagem enviada x e a mensagem recebida y for menor
ou igual a {%J, temos que x é o ponto de C mais préximo de y e estamos de

fato corrigindo o erro ocorrido durante a transmissao da mensagem.

Geometricamente, podemos pensar na capacidade de corre¢ao como sendo

o maior natural R tal que
B(z; R)N B(y; R) =0

para quaisquer z,y € C distintos. Dai, podemos definir o importante conceito de

raio de empacotamento:

Definigao 2.3.15. Seja C um codigo em Fy. Dizemos que o codigo C € um
empacotamento de [y (ou o codigo C empacota o espago IFZ) se existir um raio r > 0
tal que B(x;r) N B(y;r) = 0, para quaisquer elementos x,y distintos de C. Assim,
dizemos que o raio de empacotamento, p(C), de um cédigo C é o raio maximo que

nos permite empacotar bolas disjuntas centradas nas palavras do codigo. Isto é,
p(C) =max{r e N : B(x;r)NB(y;r) =0, Vo,y € C, z # y}.

Desta forma, a capacidade de corre¢ao de um cédigo C é definida diretamente
através do raio de empacotamento p(C) que por sua vez é limitado inferiormente

pelo raio do c6digo definido a partir da distdncia minima 0y;,.
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Além disso, o raio de empacotamento esta relacionado com o problema de
empacotamento de esferas, que consiste em dispor esferas de mesmo raio no espaco
de tal modo que a intersecao de duas delas contenha no maximo um ponto ou
bordo, dependendo da métrica adotada. O objetivo do empacotamento é encontrar
um arranjo de esferas idénticas de tal forma que a fracao do espaco coberto por

essas esferas seja o maior possivel.

Posteriormente, estaremos interessados em cédigos com raio de empacota-

mento suficientemente grande para empacotar todo o espago F Z.

2.3.3 Meétricas em espagos de codigos

Agora, podemos introduzir os conceitos de cdédigos de Hamming e c6digos

de Lee e, em seguida, vamos calcular seus respectivos raios de empacotamento.

Definigao 2.3.16. Dados z,y € F) com = = (z1,%2,...,%,) € y = (Y1,Y2, -, Yn),

a distancia de Hamming dy ¢ definida como

du(z,y)=#{i : z;—y; #0, i=1,2,...,n}. (2.1)
Proposigao 2.3.17. dy € uma métrica em Fy.

Demonstragdo. Consideremos em Fy os vetores © = (21,72, ..., Zn), ¥ = (Y1, Y2, - - - Yn)

ez=(21,20,--,2n)-

Para mostrarmos que dy é de fato uma métrica positiva definida, basta

7
notarmos que, como dg(z,y) é a quantidade de coordenadas diferentes entre z e y,
dy(x,y) é sempre maior ou igual a zero, valendo a igualdade se, e somente se, as

i-ésimas coordenadas x; e y; sdo iguais para todo 1.

Do mesmo modo, a propriedade de dy ser simétrica é satisfeita pois as
i-ésimas coordenadas de x que o diferem de y também sao as i-ésimas coordenadas

de y que o diferem de z. Isto é, dy(z,y) = dg(y, x).

Por fim, a desigualdade triangular é mostrada a partir do raciocinio que
a contribuicao das i-ésimas coordenadas de x e y para dg(z,y) é igual a zero se
x; = y;, e igual a um se x; # y;. No caso em que a contribuicao é igual a zero,

certamente a contribuicao das i-ésimas coordenadas a dg(z,y) é menor ou igual a
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das i-ésimas coordenadas a dy(z,z) + dg(z,y) podendo assumir os valores 0, 1 ou
2. No outro caso, temos que x; # y; e, portanto, ndo podemos ter x; = z; e z; = ;.
Consequentemente, a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas a dy(x, z) + dg(z,y)

é
maior ou igual a um, que ¢ a contribuicao das i-ésimas coordenadas a dy(z,y). [

A métrica de Hamming foi criada com base em uma ideia fundamental:
medir a distancia entre duas sequéncias de bits para avaliar sua similaridade ou
diferenca. Essa métrica, desenvolvida por Hamming, aparece pela primeira vez em
seu artigo [10] de 1950.

Como vimos, a métrica de Hamming conta o nimero de bits que precisam
ser alterados em uma sequéncia para se igualar a outra, de forma que quanto
maior o nimero de posi¢oes diferentes, maior a distdncia de Hamming entre as
sequéncias. Entretanto, se considerarmos um vetor © = (x1, za,...,T,) € Fy, o0
peso de Hamming wy (z) identifica o niimero de coordenadas nao nulas de x, mas
ignora totalmente o valor assumido por estas coordenadas quando estes nao se
anulam. A fim de obter um refinamento natural da métrica de Hamming, vamos

definir as métricas que sao parte fundamental do escopo deste texto.

Em seu artigo de 1958, [19], Lee definiu a métrica circular em Fy: a
distancia entre duas palavras é a soma das distancias entre suas i-ésimas letras. Lee
percebeu que as caracteristicas da métrica circular podem ser observadas em certos

dispositivos fisicos e eletronicos, como rodas de impressao ou anéis contadores.

Se considerarmos que 0 < x; < ¢g—1 para cada i =1,2,...,n e que estamos
trabalhando médulo ¢, podemos identificar F, = Z, com as i-ésimas raizes da
unidade {e°, e27/9 etmi/a  e2a=1mi/a) que sdo vértices de um poligono regular de
¢ lados no plano. Assim, dadas a e b as i-ésimas letras de duas palavras quaisquer,
a distancia circular entre a e b é o menor nimero de arestas de um poligono regular

de ¢ lados que precisamos percorrer para ligar e2*™/¢ ¢ ¢27i/a,

De forma mais rigorosa, definimos a métrica circular como a seguir:

Definigao 2.3.18. Definimos a métrica de Lee (ou métrica circular) dp(z,y) entre

dois pontos z,y € Z; como sendo

dL(% y) = dL((xh Lo, . .. 7$n)7 (?/1; Y2, .- 7yn)) = Z |$z - yi‘La (2-2)
i=1
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onde
|2 — yil . = min{w; — yi,y; — 2;}  (mod g)
= min{|z; — yil, ¢ — [z — vil}
e |- | é o valor absoluto usual em R.

Observacao 2.3.19. Na Definicao 2.3.18, nao exigimos que Z, seja corpo, como
proposto (mas nao provado) por Ulrich em [27]. Apresentamos uma demonstracao

de que (ZZ, dy) é, de fato, um espago métrico na Proposicao 2.3.21.

Exemplo 2.3.20. Sejam a,b € Z,. Queremos calcular dy(a,b). Temos

|a_b‘7 se |a—b| S g’
dr(a,b) = |a — bl = min{la — b|,q — [a — b} = 2
q—la—"b|, caso contrério.

Agora, utilizando o raciocinio geométrico, suponha que a e b sejam vértices
) Y
de um ¢-agono regular no plano. Podemos supor que a esteja posicionado entre as

faces ordenadas 1 e q. Consideremos b posicionado como na Figura 8.

Figura 8 — Exemplo da definigdo da mé-
trica de Lee em um g-agono regular.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

As trajetérias em azul e vermelho representam o caminho para ligarmos

os vértices a e b e assim, o minimo modulo ¢ é exatamente a menor trajetéria a
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ser percorrida. Note que se |a — b| < 4, a menor trajetéria serd a azul em sentido

horario e caso |a — b > £, a vermelha em sentido anti-horario.

Proposigao 2.3.21. A métrica de Lee dy, ¢, de fato, uma métrica em Zy .

Demonstragdo. Vamos utilizar a definicdo de dj para mostrar que a métrica de

Lee é positiva definida, simétrica e obedece a desigualdade triangular.

Como Zj ¢é descrito a partir de n cépias de Z,, basta mostrarmos que dy, é
uma métrica em n = 1, pois um argumento indutivo implicaria em realizarmos a

operagao de distancia entre as i-ésimas componentes do espago Z; separadamente.
Desta maneira, consideremos z,y € Z,.

Como dg(z,y) = min{z —y,y —z} (mod ¢q) (pela Defini¢ao 2.3.18), segue
imediatamente que 0 < dp(z,y) < ¢, em particular, d(z,y) > 0. Portanto, d, é

positiva definida e, dp(z,y) = 0 se, e s6, se x = y.

Novamente, utilizando a Defini¢ao 2.3.18, temos

dr(z,y) = min{z —y,y —2} (mod q)
=min{y — z,z —y} (mod q)

=dr(y,x).

Portanto, d;, é simétrica.

Por fim, note que como dy(z,y) = min{|z — y|,q — |x — y|} segue que

dr(z,y) < |z —y| e também, dr(z,y) < ¢ — [z —yl.

Dai, dado z € Z,, temos as seguintes possibilidades para |z — 2|, e |2 — y|L:
1. dp(z,2) = |z — 2| edr(z,y) = |z — y;

d(z,y) < |z —y|
=lr+z—2z—y|
= |(z —2) + (z = y)|
<o —zl+ [z -yl
=di(z,2) +dr(z,y).
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2. dp(x,z) =|x — z| edp(z,y) = ¢ — |z — y|, ou o contrario;

dr(r,y) < q— |z —yl

=q—|r+z—2—y
=q—|(x—2)+(z—y)
<q—(lz =2+ =yl
=q—|z—2—|z—y|
<qg—lz—z— |z -yl +2z— 2|
=lr—zl+q—|z—yl
=dr(z,2) +di(z,9).

3. dp(x,z2)=q—|v—z|edr(z,y) =q— |z —y|;

dp(z,y) < q— |z —y|
<2¢— |z —y|
=2¢—|r+2z—2z—y
=2q¢—|(z —2) + (2 —y)|
<2¢—(lz—z[+]z—yl)
=2¢— |z —z[— [z —yl|
=q—|r—zl+q—|z—y
=dy(z,2) + di(z,y).

Portanto, em todos os casos, dy(z,y) < dr(z, z)+d(z,y), isto é, vale a desigualdade

triangular para dj,.

Logo, como mostramos, dy, ¢ de fato uma métrica em Z,, assim pela discussao

inicial, segue que dy, é métrica em Z;. O

Analogamente a métrica de Lee, em R" definimos:

Definigao 2.3.22. Sejam z,y € R". Definimos a métrica de Manhattan (também

conhecida como métrica L', do tdxi ou da soma) como

n

dl(xay) = dl((xhx% e ,iUn), (?Jhyz, e J/n)) = Z |xz - yi|7 (2-3)

=1
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onde | - | é o valor absoluto usual em R".
Proposicao 2.3.23. A métrica de Manhattan é, de fato, uma métrica em R™.

Definigao 2.3.24. Seja C um cédigo de Lee. Para ¢ > 2, n € N e um inteiro e > 0,

definimos a bola de Lee em Z; (e Z") de raio e e centro em um ponto z € C como

qL(nu ewr) = an,e(x> = {y € ZZL : dL(y,;E) < 6}7
L(nv e7x) - Ln,e(x) = {y eZ" : dl(y,x) < 6},

Observagao 2.3.25. No decorrer do texto, nos referimos como Cddigos de Lee
tanto os codigos g-drios sobre Zj quanto os reticulados sobre Z™ munidos das
métricas de Lee e de Manhattan, respectivamente. Além disso, quando nao
houverem duplas interpretacées, podemos omitir a coordenada z e denotarmos
as bolas de Lee simplesmente por ¢L,, . e L, ., assim como nos referirmos apenas

como L, . mesmo que estejam sobre Zj.

As proposigdes a seguir mostram os respectivos raios de empacotamento

para codigos na métrica de Hamming e na métrica de Lee:

Proposigao 2.3.26. Considerando em Fy a métrica de Hamming, temos que para

todo cddigo linear C C Fy, { 5

1
J = p(C), onde dymin € a distancia minima de

C na métrica de Hamming.

min

Demonstracao. Vamos mostrar que se r > { 5

que By (z;7) N By(y;r) # 0.
Se Omin = 2k + ¢, com ¢ € {0,1}, entdo

5min_1
;m:{JH.

J entdo existem xz,y € C tais

2

Como existe = (21, T2, ...,x,) € C, tal que wy () = dmin- Entdo, z possui exata-
mente 2k + € coordenadas nao nulas. Suponhamos que estas sejam as coordenadas
no conjunto / U J U {l.} onde

I = {iy,ig,... i1},
J = {j1>j2a"'7jk:}
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e{l.} =0see=0.
Seja z = (21, 22, . .., 2») 0 vetor definido por

_{ Tm, se m¢ TU{l},

Z =
0, se melU{l}.

Temos entao
dy(z,z) =#{TU{l.})=k+e

di(2,0) = #J = k.

6min —1
Assim, z € By (0;k+¢)N By (z;k+¢), de modo que p(C) < k+¢e = J +1

6min - 1J

e concluimos que p(C) = { 5

Proposigao 2.3.27. Considerando em Z, a métrica de Lee, temos que para todo
5min -

1
5 J = p(C), onde dmin € a distancia minima de

cédigo linear q-drio C C Zy, {

C na métrica de Lee.

Demonstragao. Vamos mostrar que as bolas de Lee centradas nas palavras do

c6digo C e com raio p = p(C), ndo se interceptam.
Suponha que exista x € qL(n, p,c1) NqL(n, p,c3), com ¢, ce € C.

Entao, temos:

5min -1
dL(Cl702) S dL(Clw/E) + dL('ra CZ) S 210 S 2 <2> < 5min7

o que é uma contradigao.

Agora, mostremos que p é, de fato, o maior raio inteiro tal que as bolas de

Lee em torno de cada palavra do codigo C nao se tocam.
Seja pg =p+ 1.

Suponhamos que as bolas de Lee em torno de cada palavra do cédigo C com

raio pp nao se interceptem.
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Desta maneira, para todo a,b € C, temos que

Omin + 1, se Omin for par;

dr(a,b) >2(p+1)=2p+2=
L( ) (IO ) p {(5min+27 se 5min for impar,

o que contradiz o fato de dpin(C) = min{d(z,0); 0 # x € C}. O

Proposigao 2.3.28. Seja C C Zy um cédigo linear com raio de empacotamento
p = p(C) na métrica de Lee. Se 2p < q, entdo o reticulado q-drio A(C) C Z"
associado a C por meio da Construcao A € um codigo com raio de empacotamento

p(C) na métrica de Manhattan.

Demonstracio. Seja p(Aa(C)) o raio de empacotamento do reticulado A4(C).

Pela construgao de A4(C), temos que p(A4(C)) < p(C). Vamos mostrar
entao que, p(Aa(C)) = p(C).

Suponhamos que existam z € Z" e y;,y2 € Aa(C) tais que dj(z,y1) < pe
di(z,12) < p.

Considerando os residuos médulo ¢, temos d(Z,71) < p e dp(Z,72) < p,

com 71,72 € C.

Dai, temos que 77 = 7 pois, caso contrario, T € qL(n, p,71) N qL(n, p,7z),

que é um absurdo, dado que p(C) é o raio de empacotamento de C.

Portanto, segue que y; = y» + qy, para algum y € Z", e assim

di(y1,y2) = di(y2 + qy, y2)
= dl(qya O)
=q- dl(yu 0)7
pois A4(C) ¢é linear.

Entretanto, temos também que

di(y1,92) < di(yr, ) +di(z,y2) < p+p=2p<gq,

por hipdtese.

Assim, ¢ - di(y,0) < ¢ o que implica em y = 0 e portanto, y; = ys.
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Logo, as bolas de raio p = p(C) centradas na palavras de A 4(C) sdo disjuntas,
de modo que p(A4(C)) > p(C) o qual concluimos que p(A4s(C)) = p(C), como

queriamos provar. O

A defini¢ao a seguir decorre imediatamente da definicao de distancia minima

em um codigo de Lee:

Definicao 2.3.29. Dizemos que um cédigo de Lee C é um cddigo e-corretor de
erros se quaisquer dois elementos distintos de C tém distancia pelo menos igual a
2e + 1.

Por fim, vejamos uma proposicao que mostra a equivaléncia das métricas

de Hamming e Lee para certos espacos.

Proposicao 2.3.30. Se p =2 ou p = 3, a métrica de Lee coincide com a métrica

de Hamming em Z,.

Demonstracao. Com efeito, se a,b € Zo entao

min{0,2} =0, sea=10
min{l,1} =1, sea#b.

dL(CL, b) =

Agora, se a,b € Z3, entao

min{0,3} =0, sea=1»
min{1,2} =1, sea#b.

dL(CL, b) =

Logo, para a,b € Z,, com p = 2 ou p = 3 temos

0, sea=05b
dL(a,b) =
1, seaz#b
= dH(CL,b)



38

2.3.4 Cobdigos perfeitos na métrica de Hamming

A partir deste ponto, vamos apresentar os critérios para que um c6digo
seja perfeito utilizando a métrica de Hamming, lembrando que investigaremos
esta classe de codigos apenas sobre corpos finitos [F,. Nosso intuito ¢ iniciar uma
discussao sobre os cédigos perfeitos e deixaremos o estudo dos codigos perfeitos

com erros medidos na métrica de Lee para os proximos capitulos.

Definigao 2.3.31. Dizemos que um cddigo linear C C ) ¢ um cddigo perfeito se

U B(u;r) = F},

B(u;r) N B(v;r) =0

qualquer que seja u,v € C com u # v. Neste caso, r = p(C).

O Lema 2.3.32 e o Corolario 2.3.33 serao importantes para o estudo de

codigos perfeitos na métrica de Hamming.

Lema 2.3.32. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo linear C. Temos
que o peso de C é maior do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1

colunas de H sdo linearmente independentes.

Demonstragdo. Primeiramente, suponhamos que cada conjunto de s — 1 colunas

de H é linearmente independente. Seja ¢ = (c1, ¢a, .. ., ¢,) uma palavra ndao nula
de C, e sejam h',h% ... h™ as colunas de H. Como Hc! = 0, temos que
0=H- =) ¢h' (2.4)

i=1

Uma vez que w(c) é o nimero de componentes nao nulas de ¢, segue que se
w(c) < s —1, terfamos por (2.4) uma combinacao resultando no vetor nulo de um
nimero [ de colunas de H, com 1 <[ < s — 1, o que é um contradi¢ao. Logo,

w(c) > s e, portanto, w(C) > s.

Reciprocamente, suponhamos que w(C) > s. Suponhamos também, por ab-

surdo, que H tenha s—1 colunas linearmente dependentes, digamos h't, hiz, ... his-1.
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Dal, existiriam ¢;,, ¢;,, ..., ¢;,_,, ndo todos nulos, no corpo tais que
Cilhil + Cith2 + ...+ Ci871his—1'
Portanto, ¢ = (0,...,¢;,,0,...,¢,,0,...,¢._,,0,...,0) € C e, assim,
w(c) <s—1<s,
o que é uma contradicao. O

Corolario 2.3.33. Seja H a matriz teste de paridade de um cédigo linear C. Temos
que o peso de C € igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao

linearmente independentes e existem s colunas de H sao linearmente dependentes.

Demonstragio. Com efeito, suponhamos que w(C) = s, logo, todo conjunto de
s — 1 colunas de H é linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas
de H linearmente dependentes pois, caso contrario, pelo Lema 2.3.32, teriamos
w(C) > s+ 1.

Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s — 1 vetores colunas de
H ¢ linearmente independente e existem s colunas linearmente dependentes. Pelo
Lema 2.3.32, temos que w(C) > s. Mas w(C) nao pode ser maior que s pois, neste
caso, novamente o Lema 2.3.32 nos diria que todo conjunto com s colunas de H ¢é

linearmente independente, o que é uma contradicao. O

Definigao 2.3.34. Sejam n = 2"—1, com r > 2, e H, a matriz de ordem r x (2" —1)

cujas colunas sao todos os vetores nao nulos de . O codigo linear
H,={xcF5 ' : H -2'=0}

que tem H, como matriz de verificacao de paridade é chamado de Cddigo de

Hamming. Temos que H, é um [2" — 1;2" — r — 1] cédigo linear.

Teorema 2.3.35. Um codigo de Hamming H, tem distancia minima 3.

Demonstracao. Seja H, a matriz de verificacao de paridade de H,. Pelo Corolario
2.3.33 para mostrarmos que a distancia minima d,,;, do cédigo é igual a 3 basta
mostrarmos que quaisquer pares de colunas de H, sdo linearmente independentes e

existem 3 colunas de H, que sao linearmente dependentes.
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De fato, quaisquer 2 colunas sao sempre linearmente independentes pois as
colunas de H, sao os 2" — 1 vetores nao nulos de 5 e, desta maneira suas colunas
sao duas a duas linearmente independentes. Agora, podemos afirmar que existem
3 colunas de H, que sdo linearmente dependentes pois o conjunto {hy, hs, hs},
onde hy, he € F} e hg = hy + hy € 7, é linearmente dependente e, assim, segue o

resultado. O

Lema 2.3.36. Sejam x € F) e n € N. Enlao,

T n i
#Buten) =3 (1) o1
=0
Demonstragio. Inicialmente, note que #(By(x;r)) = #(Bg(0;7)), pois a trans-
lacdo do centro de uma bola da origem para um ponto qualquer estabelece uma
bijecao entre #(By(z;7)) e #(Bu(0;7)).
Se y € By (0;r) entdao y possui exatamente i coordenadas nao nulas para
algum ¢ < r. Desta maneira, temos (?) possiveis escolhas para as coordenadas
de y. E ainda, como cada coordenada nao nula de y pode assumir os valores

1,2,...,p— 1, temos um total de (7) (p — 1)* vetores que distam i de um ponto.

Portanto,

#Buten) =3 () o 1)

=0
como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.3.37. O cddigo de Hamming H, é um cddigo perfeito na métrica de

Hamming.

Demonstragao. Primeiramente, pelo Teorema 2.3.35, sabemos que a distancia

minima de H, é 3. Portanto, o raio de empacotamento de H, é igual a {%J =1.

. T__
Afirmamos que as bolas de raio 1 centradas nos elementos de H, cobrem F2 ~'.

De fato, pelo Lema 2.3.36 temos

#(Ba(us 1)) = (27«0_ 1) ¥ (T N 1)

=1+4(2—1)
:27”’
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para todo u € H, e

or . #C — o, (22T7r71)

—_ 22T71
= #(F; ).

’ T_ . ’ 1.
Portanto, concluimos que as bolas By (u; 1) cobrem F2 ! e assim, H, é um cédigo
) ’ 2 )

perfeito. O

Nesta secao, vimos uma classe de codigos lineares com erros medidos na
métrica de Hamming, conhecidos como Codigos Bindrios de Corregio de Erros, os
quais somos capazes de determinar os parametros a fim de que tais cédigos sejam
perfeitos. Isto é, dado r > 0, para que um coédigo de Hamming seja perfeito basta
tomarmos ¢ = 2 en = 2" —1, o que implica em um codigo linear que possui 2" —r—1
elementos em sua base e distdncia minima d,,;, = 3. Portanto, a capacidade de
correcao de um codigo de Hamming é de 1 erro e assim, sempre é possivel detectar

€ COTTigir 0s erros nas mensagens.

Entretanto, como ja discutimos anteriormente, a métrica de Hamming
considera apenas coordenadas distintas em seu calculo, e vimos inclusive, que
a métrica de Lee nos parece mais eficaz, no sentido de ponderar sobre outras

informagoes intrinsecas ao espaco em que estivermos trabalhando.

Nesta direcao, uma pergunta importante que devemos nos fazer é: é possivel
determinar, para os codigos de Lee, uma quantidade ¢ de letras para as quais
as bolas n-dimensionais de raio e em torno das palavras do c6digo nos fornecam

empacotamentos perfeitos dos espagos?
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3 CODIGOS PERFEITOS NA METRICA DE LEE

Neste capitulo, estamos interessados em tentar responder a pergunta feita
no final do capitulo anterior. Estudaremos casos especiais em que um cédigo possa
ser perfeito na métrica de Lee para certos parametros e veremos a Conjectura de

Golomb-Welch, cuja demonstragao geral ainda esta em aberto.

3.1 GEOMETRIA DOS ESPACOS E BOLAS

Antes de prosseguirmos no estudo dos cddigos perfeitos na métrica de Lee,
precisamos definir os entes geométricos com os quais iremos trabalhar, sejam eles a

estrutura das bolas ou até mesmo os espagos em questao.

Definicao 3.1.1. Sejam n € N e um inteiro ¢ > 2. Um ¢"-toro é uma hipermatriz

n-dimensional que consiste de ¢ X ¢ X --- X ¢ = ¢" células unitarias.

Se n > 3, nossa percepcao limitada de espago torna a visualizagdo geométrica

dos ¢"-toros irrealizavel. Faremos o caso particular 2-dimensional a seguir.

Exemplo 3.1.2. Sejam ¢ > 2 e n = 2. O ¢>-toro planificado é uma matriz com

q X q células unitarias (Figura 9). Esta é a representacao que associamos a Zg.

Figura 9 — ¢*>-toro planificado.

qg—1

0 1 2 ceeog—1

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Porém, como em Zg, estamos trabalhando com as operagoes de soma e
multiplicagao moédulo ¢, ¢ natural que exista um tipo de periodicidade com esta
matriz, no sentido de que os pontos (¢ — 1,y) e (0,y) sdo adjacentes, assim como
(r,qg — 1) e (z,0), quaisquer que sejam 0 < z,y < ¢ — 1. Nao entraremos nas
questoes topoldgicas, mas, a grosso modo, podemos considerar que as laterais da
matriz estao “coladas” obedecendo a orientacao formando um cilindro, que também

possui suas bordas “coladas” formando um toro (Figura 10).

Figura 10 — Visualizagdo da superfi-
cie do ¢*-toro.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

De forma geral, um ¢"-toro ¢ uma estrutura que envolve o espago Z; de
forma toroidal, permitindo a continuidade nas bordas, refletindo as propriedades
ciclicas e periddicas do espago Z;. Cada coordenada em uma dimensiao pode
ser considerada como “anel” que envolve o espago toroidal, e as coordenadas
em diferentes dimensoes se interconectam se assemelhando a uma série de anéis

entrelacados e torcidos, com furos centrais e tineis conectando os toroides.

O Exemplo 3.1.2 serve como um exercicio de visualizagao dos espacos. No

texto, utilizaremos apenas as representacoes geométricas planificadas dos ¢"-toros.

Definicao 3.1.3. Definimos como poliominé uma figura geométrica plana formada
por quadrados iguais, unidos de modo que pelo menos um lado de cada quadrado
coincida com um lado de outro quadrado. Identificamos cada poliomindé com o

prefixo grego apropriado de acordo com a quantidade de quadrados (Figura 11).
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Figura 11 — Exemplos de mono,
do, tri, tetra e pentomind, respec-
tivamente.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Exemplo 3.1.4. Por conta da definicdo das métricas de Lee e de Manhattan, as
bolas de Lee sobre Zg e Z2, respectivamente, podem ser vistas como poliominés no
espaco em que estdao inseridas. A seguir mostramos a representagdo geométrica (ou

poliominds) para os casos de bolas de Lee com parametros (n,e) € {2,3} x {1,2}:

Figura 12 — Bolas de Lee Lo, L3, Lo
e Ls o, respectivamente.

1

|

|
2]

Y

e

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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No Exemplo 3.1.4, as bolas em R™ na métrica de Manhattan nao sao
exatamente poliominods, embora sejam utilizadas por quase todos os autores sem
perda de significado. Como Z"™ é um espago discreto, se considerarmos a métrica
de Manhattan, a bola L,, . seria a principio um conjunto de pontos isolados que
estejam a uma distancia no maximo igual a e do centro da bola. Entretanto, é
usual que mesmo que estejamos trabalhando com métricas distintas, dy, e d;, para
dimensao n e raio e, as bolas sejam representadas pelo mesmo poliominé. O que

varia em cada caso, de fato, é o espaco que elas estao inseridas.

Figura 13 — Bola L(2,1,(0,0)) em R".
O tracejado indica exatamente o X-
pentominé de centro em (0, 0).

L J L 21 L L
L L ] 19 ] L
—e———— T+
L] ¢ 1@ L L]
® ® -2@ ® ®

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Defini¢ao 3.1.5. Sejam n € N e um inteiro e > 0. Para toda esfera de Lee
n-dimensional de raio e, L, ., definimos o politopo cruzado inscrito P, . como a
menor figura convexa contendo os 2n pontos centrais de suas hiperfaces extremas

(n — 1)-dimensionais.

Na Figura 14, temos uma bola de Lee Ly ; e o politopo cruzado associado

P, ;. A bola de Lee possui 5 células, sendo que a célula em cinza é a palavra do
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codigo na qual a bola esta centrada. Note que, como Lg; ¢ bidimensional, pela
definicdo, as hiperfaces extremas consideradas devem ser unidimensionais. Assim,
os pontos pretos na figura indicam as regides centrais das hiperfaces (que neste
caso sao linhas) extremas ao centro da bola de Lee. Assim, a bola de Lee Ly, é
representada pelo pentominé em formato de cruz e o politopo cruzado associado a

esfera, P, é a figura delimitada pelo tracejado, que, neste caso, ¢ um quadrado.

Figura 14 — Politopo cruzado inscrito em uma bola de Lee.

l.\\
, Lo, . N
L, A Poliomind associado & bola de Lee
I‘ \\
4
# A . .
. A Politopo cruzado inscrito
l' \‘
L Y
7 N Centro da bola de Lee
e s,
.l' \.
- ,
\\ "
- ”
. ’
~ =
N K
. "
~ ’
. /
\\ ”
~ "
\‘.’

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Exemplo 3.1.6. Na Figura 15 vemos os politopos cruzados inscritos nas bolas de
Lee com parametros (2,2) e (3, 1), respectivamente. Em dimensao 2, o politopo é

um quadrado, enquanto em dimensao 3, um octaedro regular.

Figura 15 — Politopos cruzados P35 e P ;.
Za\

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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3.2 O PROBLEMA DE EMPACOTAR ESPACOS

Em seu artigo [26], Shannon considerou o problema de um cédigo em que
fosse possivel eliminar completamente os erros em um canal usando um cédigo
5-ario, utilizando um alfabeto de inteiros médulo 5, no qual o padrao dos erros é

dado da seguinte forma, como na Figura 16.

Figura 16 — Canal de
Shannon com 5 fases.

0 0
1 1
2 2
3 3
4 4

Fonte: Elaborada pelo
autor (2023).

Quando um inteiro m é enviado, podemos receber os inteiros m ou m + 1,
com probabilidades p e ¢, respectivamente. Desta maneira, se este for um codigo,
a0 enviarmos um mesmo simbolo k vezes, ainda existe uma probabilidade ¢* de
um erro ocorrer em nossa mensagem. No entanto, existe um cédigo, utilizando

apenas duas letras do alfabeto por palavra que elimina os erros completamente.
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Para eliminarmos os erros, basta definirmos

0=(0,0)

1=(1,2)

2=(2,4) (3.1)
3=(3,1)

4= (4,3)

Neste codigo, se (a,b) é uma palavra do cédigo, toda vez que as palavras
(a,b), (a+1,b), (a,b+ 1) ou (a+ 1,b+ 1) forem recebidas, podemos assegurar que
ouve algum erro nos trés ultimos casos e a palavra enviada certamente foi (a,b). A

representacao geométrica deste fato é dada na Figura 17 a seguir.

Figura 17 — Representacao geomé-
trica do codigo.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

As 25 possiveis palavras (a,b) sdo representadas por 25 células do 5 x 5
toro, com coordenadas (a, b). As palavras do c6digo (3.1) correspondem as células
com pontos. A esquerda de cada ponto hd uma célula “ambigua”, porém, para
que alguma dessas células seja acessada, deve ter ocorrido um erro no envio da
mensagem e nao na transmissao, pois é facil ver que as células (4,0), (2,1), (0,2),

(3,3) e (1,4) ndo correspondem as palavras do cddigo ou ainda, palavras do c6digo



49

com erros provenientes do canal. Portanto, como nenhuma dessas ambiguidades

sao acessadas, qualquer mensagem recebida pode ser unicamente interpretada.

O empacotamento dos 5 quadrados 2 x 2 no 5 x 5 toro mostrado na Figura
17 é razoavelmente eficiente, mas o cédigo nao é perfeito. Em particular, ha 5
pontos que nao sao relacionados a nenhuma das bolas em torno das palavras
do cédigo. Para o canal descrito pelos possiveis erros estatisticos na Figura 16,
nenhuma melhoria adicional é possivel. No entanto, se outros erros sao remotamente
possiveis, entao é vantajoso atribuir os 5 pontos que nao sao usados as regides de
ambiguidade das 5 palavras do cédigo. Facamos do seguinte modo: onde o erro que
ocorre quando (a, b) é recebido como (a — 1,b) também serd corrigido. Como nao
h& mais pontos do toro que nao sejam relacionados a alguma palavra do codigo,
este codigo fornece um empacotamento do espaco e corresponde geometricamente

ao ladrilhamento do 5 x 5 toro utilizando P-pentominds, como na Figura 18:

Figura 18 — Empacotamento do
toro 5 x 5 por P-pentominds.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Observagao 3.2.1. A bola com centro em um ponto (a,b) em ZZ de raio e =1
na métrica de Lee é um X-pentominé cuja figura resultante é exatamente gerada
a partir da palavra do cédigo (a,b) deslocando suas componentes em 1 unidade,

para cima e para baixo.
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Figura 19 — O X-pentominé que
representa a esfera de Lee de raio
1.

(a,b+1)

(a,b)
(a—1,0) Py (a+1,b)

(a,b—1)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Este resultado mostraremos posteriormente mas, em geral, uma bola de Lee
de raio e em duas dimensdes, consiste em um poliominé que possui € + (e +1)? =

2e? + 2e + 1 quadrados.

Desta forma, para um coédigo em que estamos considerando a métrica de

Lee podemos definir o seguinte:

Definicao 3.2.2. Sejam C um codigo linear, n € N, inteiros e, g > 0 e dj, a métrica
de Lee. Dizemos que C é um cddigo de Lee perfeito e-corretor de erros se para
cada x € Zy, existe um unico elemento ¢ € C tal que dp(z,c) <e. O conjunto de
tais c6digos com estes pardmetros serd denotado por LP(n,e,q). Se ¢ > 2e + 1,
dizemos que LP(n,e,q) esta sobre um alfabeto grande e, caso contrério, sobre um
alfabeto pequeno. Definimos o mesmo para os cédigos de Lee sobre Z" com a

métrica de Manhattan d;, denotando o conjunto neste caso por LP(n,e).

Definigao 3.2.3. Dizemos que um c6digo de Lee e-corretor de erros sobre Zj (ou
Z™) é um ladrilhamento do espago em que esta contido, se este for um cédigo
perfeito e, assim as bolas de Lee, ¢L(n,e) (ou L(n,e)) centradas nos pontos do

codigo sao ditas ladrilhos do espaco.
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Observacao 3.2.4. Visto que conseguimos caracterizar as esferas na métrica de
Lee como poliominés, é natural pensarmos que exista uma equivaléncia ao cobrir o
espago em que estivermos trabalhando com tais pegas. Neste sentido podemos dizer
que se P, X C Zy, onde P é um poliominé e X um conjunto de pontos de Zy, uma
colecao P de copias de P obtidas por meio de translagoes, ¢ um empacotamento
de Zy se:

(P+z)n(P+a') =0,

para todo z,x’ € X, tais que z # 2/. Da mesma forma, dizemos que P é um

ladrilhamento de Zj, se for um empacotamento tal que

U P+ax=17Z;.
reX
Como estamos nos tratando de codigos geometricamente uniformes, assim
como fizemos para as bolas na métrica de Hamming, podemos determinar a
quantidade de palavras em uma bola de Lee para um dado raio e, qualquer que seja
a palavra do cédigo em que a bola esteja centrada. Os lemas a seguir determinam

a quantidade de palavras em uma bola de Lee e o didmetro que tais bolas possuem.

Lema 3.2.5. Sejamn € N, e >0 e ¢ > 2. Se C C Z; for um cédigo geometrica-

mente uniforme e-corretor de erros medidos na métrica de Lee, entdo:

#atne) = 2 (}) ;)

k>0

qualquer que seja x € C.

Demonstracao. Para calcularmos a quantidade de elementos em uma bola em torno
de um ponto qualquer, podemos considerar as n componentes de uma palavra do
c6digo como “caixas” e assim, teremos e “redundancias” para distribuir entre estas

caixas.

Para qualquer k£ < e, vamos estudar o problema de distribuir as e redun-
dancias em exatamente k£ caixas. Existem (Z) maneiras de escolher k das n caixas
para conter todos os incrementos. Cada k caixas escolhidas podem receber um

desvio tanto positivo quanto negativo, bastando para isso notar que toda vez que
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uma palavra com k-ésima coordenada x; for enviada podemos receber tanto z; — 1

quanto zj + 1, de forma que hé 2¥ maneiras em que isto seja feito.

Por fim, existem (Z) maneiras de distribuir e redundancias dentre as k

caixas selecionadas de modo que nenhuma caixa fique vazia. Logo, temos
n e
#(qLp (21,70, 1)) = > 2 ‘
im0 \K/\K

Como consideramos apenas propriedades relacionadas a dimensao n e raio e, a
palavra = € C, que é o centro da bola, pode ser tomada de forma arbitraria e assim,

o resultado segue. O]

Observacao 3.2.6. Note que pelo Lema 3.2.5 temos
n\ (e e\ [n
#(an,e) :sz( )( > 222k< )( > :#(qLe,n)J
im0 \kJ\k =0 \k)\k

de modo que as bolas na métrica de Lee sdo simétricas em relacao a n e e. Além

disso, como (;) nao ¢é definido quando 7 < j, podemos reescrever

min{n,e}
B NEAYE:
#ato = > 2(1)(;)

Proposicao 3.2.7. O diametro de uma bola de Lee n-dimensional, L, . C Z", é

exatamente diam(L, ) = 2e + 1, onde e é o raio da bola.

Demonstragio. Sejam a = (aq, as, ..., a,) o centro de uma bola de Lee n-dimensional
de raio e, (21,22,...,2,) € Z" e d = diam(L,(a)) o didmetro desta bola.
Se o ponto (xy,xa,...,x,) pertence a bola L, .(a), entao:
di((ar,ag,...,a,), (X1, 29,...,2,)) < €.

Portanto, os pontos
(ay + e, as, ..., ay), (a1, as+e€, ..., ay), ..., (a1, as, ..., a, +e),
assim como os pontos

(a1 —e, ag, ..., an), (a1, a0 — €, ..., ay), ..., (a1, ag, ..., a, —e€)
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pertencem a esfera com centro em a e raio e.

Por defini¢ao, o didmetro é o supremo das distancias entre dois pontos de

um subconjunto de um espago métrico.

Desta maneira, olhando para um i-ésimo eixo coordenado (i = 1,2,...,n),

temos que os pontos

(@r, ..., a;—e, ...,ap), (a1, ..., a;—e+1, ..., a,), (a1, ..., a;—e+2, ..., a,),
s (ar, g ay), (@, a1 ag),

(a1, ...,a;+e—1,...,a,), ..., (a1, ..., a;+e, ..., ap)

pertencem a bola.

Logo, o ponto (ay, ..., a; —e, ..., a,) estd a 2e pontos de distdncia do
ponto (ay, ..., a;+e, ..., a,) e, desta forma o didmetro d da bola é no minimo

2e + 1.

Suponhamos agora que o didmetro da bola é maior que 2e + 1.

Se d > 2e + 1, existe algum ponto (ay, ..., a;+e+t, ..., a,), onde t > 1,
que pertence a bola.

Porém,
di((ay, ...y a;y ooy ay),(ar, ..., aq;+e+t, ..., a,)) =la;+e+t—a;| =e+t>e,

poise >0 et > 1, o que é uma contradicao.

Logo, o diametro d da bola é exatamente 2e + 1. O]

A proposicao anterior pode ser repetida utilizando subconjuntos arbitrarios
de pontos da bola desde que estejam em uma mesma reta, porém, como o espaco
Fuclidiano Z"™ é simétrico, basta calcularmos sobre um eixo dado e utilizarmos

isometrias.

Proposicéo 3.2.8. (Cota de Hamming) Seja C C Zj um cidigo de Lee geo-
metricamente uniforme e-corretor de erros. O niumero de palavras no diciondrio de

C nao excede .

q

s ()G)
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Demonstracao. Sabemos que as palavras do codigo devem ser cercadas por bolas
disjuntas de raio e. Além disso, ha ¢ palavras neste espago, e cada palavra do
c6digo, que é centro de alguma bola, possui #(¢L,. ) delas. Entao, o cédigo deve

ter no maximo
n

4q
#C < ———
|qLn.e|
palavras.
Logo, pelo Lema 3.2.5, o resultado segue imediatamente. O

Uma condig¢ao necessaria para que exista um empacotamento é que, dados

n, e e q, #L(n,e) seja um divisor de ¢".

Exemplo 3.2.9. Consideremos um tabuleiro de xadrez no formato de um 82-toro
em que a regra padrao é mantida. Como neste caso o tabuleiro possui as bordas
opostas conectadas, a fileira 8 é adjacente a fileira 1, assim como a coluna h é
adjacente a coluna a. Um cavalo pode se mover duas casas horizontalmente e, em
seguida, uma casa verticalmente, entretanto fixemos o movimento do cavalo a duas

casas pra cima e uma pra direita, como na Figura 20.

Figura 20 — Movimento do cavalo no Figura 21 — L-tetramin6 gerado pelo
xadrez. salto do cavalo.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023). Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Considerando a casa inicial onde o cavalo esta antes do movimento, sua
trajetéria pelo tabuleiro possui a forma de um L-tetraminé (Figura 21). Neste
caso, temos uma peca com 4 células. Pela Proposicao 3.2.8, como 4 divide 64, deve
existir uma forma de cobrir este tabuleiro utilizando os tetraminods gerados pelo

salto do cavalo. Nosso trabalho agora é determinar as posi¢oes iniciais dos cavalos.

Coloquemos um cavalo em al e outro exatamente acima da casa que o
cavalo anterior termina o salto. Por exemplo, dado o primeiro cavalo em al, o
segundo estara em b4, o terceiro em c7, o quarto em d2, e assim sucessivamente.
Acontece que ao colocarmos o oitavo cavalo em h6, o nono retornaria para a casa
al. Assim, colocamos o nono cavalo na casa a5 e repetimos todo o processo. Note
que esses 8 cavalos sdo exatamente translagoes dos 8 primeiros. A disposicao final

dos cavalos é dada na Figura 22.

Figura 22 — Disposicao final dos 16 Figura 23 — Empacotamento do 8%
cavalos no tabuleiro. toro por 16 L-tetraminos.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023). Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Como cada cavalo gera uma peca que possui 4 células, podemos cobrir todo
o tabuleiro toroidal, o que pode ser visto na Figura 23. Assim, o conjunto dos 16
L-tetraminés é um codigo perfeito em Z2. Este exemplo reforca a ideia de que nao
¢é necessario que as bolas de Lee possuam cardinalidade prima para que haja um

ladrilhamento do espaco.
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3.3 CONJECTURA DE GOLOMB-WELCH

Em seu artigo [7], Golomb e Welch discutem a existéncia de cédigos
C € LP(n,e,q). Veremos nesta se¢ao suas construgoes para determinados pardme-
tros. Os estudos que realizaram juntamente com as demonstracoes apresentadas
abrem caminho para a formulacdo da chamada Conjectura de Golomb-Welch.. E
importante citarmos que neste texto, nao cobriremos codigos lineares g-arios sobre

alfabetos pequenos.
Por agora, vejamos os casos para os quais Golomb e Welch construiram

cddigos perfeitos com erros medidos na métrica de Lee:

Teorema 3.3.1. Sejam um inteiro e > 0 e ¢ = 2e + 1. FExiste um codigo perfeito
na métrica de Lee, e-corretor de erros e com palavras de comprimento 1 sobre um

alfabeto com q letras.

Demonstragio. Seja e > 0. Consideremos o cédigo C = {a}, onde a € Zg. ;.

Sabemos que, independentemente da escolha da palavra a, a bola gL .(a) possui
! 1\ /e
#atn@) =22 (1)
k=0

1\ /e 1\ [e
:20 21

(o) (6)+2G) ()
=1-1-1+2-1-¢
=2e+1

elementos. Como #Zs.,1 = 2e + 1 e C é composto por apenas uma palavra, segue

que qLy (a) = Zaet1, qualquer que seja a € Zg.41. Logo, o codigo C é perfeito. [

Teorema 3.3.2. Sejam um inteiro e > 0 e ¢ = 2e* + 2e + 1. Existe um cddigo
perfeito na métrica de Lee, e-corretor de erros e com palavras de comprimento 2

sobre um alfabeto com q letras.

Demonstragio. Seja C = {(a,(2¢ + 1)a) : a € Zg} um cédigo em Z?. Vamos

mostrar que C é perfeito na métrica de Lee.

Como C é um submddulo do Z,-mdédulo Zz em relacao a adicao, coordenada

a coordenada, C é um cddigo linear e portanto a distdncia minima d,,;,(C) é igual
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a0 seu peso minimo. Dai, sabemos que o c6digo C é e-corretor de erros se seu peso

minimo for pelo menos 2e + 1. Seja a # 0 (mod ¢) com 0 < a < ¢ — 1. Temos:
w((a, (2e +1)a)) = dy ((a, (2¢ +1)a), (0,0))
=la—0|p+|(2e+1)a—0|L
— min{|al, ¢ — |al} +min{|(2e + 1)al, ¢ — |(2¢ + L)al}.
Suponhamos que dr((a, (2¢ + 1)a), (0,0)) < 2e + 1. Neste caso, como |a|r + |(2¢ +
1)al, < 2e+1, pelo menos uma das parcelas da soma anterior é menor ou igual a e.

Se 1 <la|; < e, temos:

1. Se |a|, = a, entdo:
dr((a,(2e 4+ 1)a), (0,0)) = a + min{|(2e + 1)al, ¢ — |(2¢ + 1)a|}
= a + min{|(2e + 1)a|, 2¢* +2e+ 1 — |(2e + 1)a|}
Como 1 < a < e, temos (2¢ + 1)a < (2¢ + 1)e = 2e? + e < ¢ e assim
|(2¢ + 1)a| = (2e + 1)a. Logo:
di((a,(2e 4+ 1)a), (0,0)) = a + min{(2e + 1)a, 2¢* + 2¢ + 1 — 2ea — a}
= min{(2e + 1)a + a, 2¢* +2e + 1 — 2ea — a + a}
= min{(2e + 2)a, 2¢* + 2¢ + 1 — 2ea}
= min{(2e + 2)a, 2¢(e + 1 —a) + 1}
> 2e+ 1.
2. Se |a|L = ¢ — a, entao:
dr((a, (2e 4+ 1)a),(0,0)) = ¢ — a +min{|(2e + 1)a|, ¢ — |(2e + 1)al}
Se e =1, entdo ¢ = 5 e assim
dr((a,3a),(0,0)) =5 —a+ min{3a, 5 — 3a},
com a =3 oua =4, pois 0 < a <4 e por hipétese, 5 — a < a. Dai, temos:
d.((3,9),(0,0)) = d((3,4),(0,0))
— 53+ min{9, 5 9}
=2+ min{4, 1}
—24+1=3=2¢+1,



o8

d((4,12),(0,0)) = d((4,2), (0,0))
= 5—4+min{12, 5 — 12}
=1+ min{2, 3}
=1+2=3=2+1

Portanto, se e = 1, dr((a, (2¢ + 1)a), (0,0)) = 2e + 1, para qualquer a.
Agora, sejae>1. Sel <g—a<e—1l,entaoqg—e+1<a <q—1. Desta
maneira, |[(2e+1)(¢—e+1)] <|(2e+1)a|] <|(2¢+1)(¢ — 1), em Z,. Dai,
como ¢ = 2¢? + 2e + 1, temos:
Qe+ 1)(1—e)=2e+1—-2e*—¢

=22 +e+1

=2+1+e+1

=3e+2

(2e 4+ 1)(—1) = 2¢°.

Portanto, em Z,, (2e+1)(¢—e+1) =3e+2e (2e+1)(q— 1) = 2¢?, e assim,
temos:
3e +2 < |(2e + 1)a| < 2€°. (3.2)

Da primeira desigualdade em (3.2), segue imediatamente que

|(2¢ +1)al] > 2e+1

e, por outro lado, se multiplicarmos por (—1) e somarmos ¢ em todas as

parcelas da desigualdade, temos:
q—2e*<q—|(2e+1)a| <q— (3e+2)

donde
q—|(2e+1)a] > q—2e* =2e +1,
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isto é,
du((a, (26 + 1)), (0,0)) = ¢ — a+min{| 2e + Val, ¢ — |(2e + Dal} > 26+ 1.

Por fim, se ¢ — a = e, temos:

|(2¢ + 1)al

(2e+1)(q — )]

[(2e +1)(2¢* 4+ 2e + 1 — ¢)|
|(2e +1)(2e* + e + 1)

= |[4€® + 4 + 3e + 1|

= [(2e* 4+ 2¢e + 1)2e + e + 1]
=le+1=e+1,

e portanto,

dr((a,(2e +1)a), (0,0)) = ¢ — a + min{|(2e + 1)al, ¢ — [(2e + 1)a|}
=e+min{e+1,2e* +2e+1—(e+1)}
=e+min{e + 1, 2¢* + e}
=et+e+1l=2e+1.

Logo, em todos os casos, segue que dr,((a, (2e+1)a), (0,0)) > 2e+1, como queriamos

mostrar.

Note que nao é necessario considerar separadamente o caso em que a
segunda componente é < e, pois a palavra (a, (2e + 1)a) pode ser reescrita tomando
a=—(2e+1)b, dai

(a,(2e + 1)a) = (—(2e + 1)b, —(2e + 1)b)
= (—(2e + 1)b, —(4€* 4 de + 1)b)
= (—(2e + 1)b, —(2(2¢* +2¢ + 1) — 1)b)
= (—(2e +1)b,b)

Desta maneira, w((—(2e + 1)b, b)) = w((b, (2e + 1)b)) e retornamos ao caso em que

a primeira componente ¢ < e, o qual j4 mostramos. O
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Figura 24 — Ladrilhamento de Z2
por pentominds.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Se e = 1, o empacotamento perfeito do 5%-toro com 5 X-pentominds esté
na Figura 24. Veja que os centros estao nas mesmas posi¢oes que as da Figura 18.
Se e = 2, o empacotamento perfeito do 13%-toro com 13 triskaidekominds estd na

Figura 25.

Figura 25 — Ladrilhamento de Z3,
por triskaidekominés.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Teorema 3.3.3. Sejam um naturaln > 2 e ¢ = 2n + 1. Eziste um cddigo perfeito
na métrica de Lee, 1-corretor de erros e com palavras de comprimento n sobre um

alfabeto com q letras.

Demonstragio. Seja A o conjunto de todos os pontos a = (ay, as, ..., a,) € Ly que

satisfazem a congruéncia:

> ia; =0 (mod 2n +1). (3.3)
i=1
Para cada a € A, consideremos ¢L,, 1(a). Para uma escolha arbitraria de aq, as, . . . , ay,
suponhamos que
Y ia;=r (mod 2n+ 1). (3.4)
i=2

Como Z, é g-periédico, existe a; € Z, tal que a; +7 =0 (mod 2n + 1). Portanto,
existem ¢"~! solugdes para a equagao (3.3) pois para cada r, como em (3.4), deve
existir um tnico valor entre 0 e 2n que satisfaca a equagao. Note que cada ponto

de Z; dista 1 de algum ponto em A.
Agora, seja b= (b1, by, ...,b,) € Z}. Temos:

Z =k (mod 2n + 1), (3.5)
onde 0 < k < 2n. Temos as seguintes possibilidades:

1. Se k=0, entao b € A.

2. Se 1 < k <, consideremos o ponto b' € Z, trocando a k-ésima coordenada
de b por by — 1, de modo que b’ seja um elemento de A.
De fato,

n

> b + k(b — 1) EZ k=0 (mod2n+1),
2k =
e assim, d (b, b') = 1.
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3. Sen+ 1<k < 2n, consideremos um ponto b’ € Zy, trocando a 2n + 1 — k-
ésima coordenada de b por by, 11 + 1. Da mesma forma,

n n

PP ek =

i=1
=0 (mod 2n+1),

de modo que dp(b,b") =1 e portanto, b” é um elemento de A.

Desta maneira, todos os pontos de Z; distam no maximo 1 de algum ponto de A,
isto ¢, as bolas de Lee ¢L,1(a), a € A, possuem 2n + 1 elementos. Portanto, a

uniao das bolas em torno dos pontos de A compreendem
qn—l + qn—l .9 = qn—l(Qn 4 1) — qn

pontos, se as bolas forem todas disjuntas entre si.

Entretanto, como cada ponto de Z; estd a uma distancia 1 de um, e somente
um, ponto de A, as bolas devem necessariamente ser disjuntas e cobrir todo o
espago. Logo, as bolas ¢L,1(a), com a € A, ladrilham o espago Zq e portanto, o

cddigo é perfeito. O

Os Teoremas 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3 fornecem empacotamentos 6timos do espaco

Zy por bolas na métrica de Lee para os seguintes parametros:
en=1e>0eq=2e+1;
en=2e>0eq=c>+(e+1)2 e

eneNe=1leg=2n+1

Portanto, vimos que ¢é possivel em alguns casos, para alfabetos grandes,
construir bolas que sejam bem sucedidas em cobrir seus espagos. Inclusive, no caso
em que ¢ é um alfabeto pequeno (especificamente, um fator de 2n + 1 contendo
todos os fatores primos distintos de 2n+ 1) as vezes pode ser possivel como ilustrado

paran =4eq=3em [7].
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Entretanto, nem todas as bolas L, . sao capazes de ladrilhar o espago
n-dimensional. O primeiro contra-exemplo é o seguinte:

Teorema 3.3.4. Sejamn =3, e =2 e q > 2e + 1. Ndao existe LP(3,2)-cédigo

sobre alfabetos grandes.

Figura 26 — Bola de Lee L35 com-
posta por 25 cubos unitarios.

& ]
L#

=

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Demonstracio. Suponhamos que R3 possa ser ladrilhado e seja
E = {Lz = L372((Zi, bi, Ci) 3 = O, 1, 27 e }

um ladrilhamento por bolas de Lee de dimensio 3, raio 2 e centro em (a;, b;, ¢;) € R3.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que Ly € L, onde (ag, by, co) = (0,0, 0).
Agora, seja Ly € L a bola contendo a palavra (2,1,0). Entao,

dl((al, bl,Cl), (2, 1,0)) = |a1 - 2| + |b1 - 1| + |Cl - 0| S 2.

Note que como d;((2,1,0),(0,0,0)) = |2| + |1| > 2, segue que L; # L;. Como L é

um ladrilhamento, as bolas Ly e Ly sao disjuntas, e assim

dl((al,bl,cl), (0,0,0)) = |CL1 - 0| + |bl — 0| -+ |Cl — O| Z 5=2.2 + 1.
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Porém, temos:

lat| + b1 + 1| = a1 — 2+ 2| + |by — 1+ 1] + |1
<lag —2|+2+ by — 1|+ 1+ |ci]
=lay — 2|+ by — 1| + |e1| + 3
<2+3=5,

onde vale a igualdade se, e somente se, a; —2 > 0 e by —1 > 0. Entao, temos que
a; >2,bp >1lea+b + || =5.

Suponhamos que a; > 3. Desta maneira, temos
|a1—3|+|b1|+|01| :a1—3+b1+|01| :5—3:27

e portanto, (3,0,0) € L;.

Agora, afirmamos que a palavra (2, —1,0) estéd fora de Ly e L;. De fato,

di((2,-1,0),(0,0,0) =2 =0 + | =1 =0/ + [0 -0 =2+1+0=3

d;((2,-1,0), (a1, b1,¢1)) = |ag — 2| + |by — (=1)| + |1 — O]
= la1 = 2[ + [by + 1] + |ci]
=a; —2+b+ 1+ |c¢]

G +bi e —1=5-1=4.

Portanto, (2, —1,0) pertence a uma terceira bola, digamos L, € L. Para esta nova

bola temos:

(a3, b, ), (0,0,0)) = [az — O] + [by — O] + |z — 0] > 5 =224 1,

dl(<a2, bg,Cz), (2, —1,0)) = ‘CLQ - 2’ + ’bg + 1‘ + ‘CQ — 0| < 2.

Utilizando um argumento analogo ao anterior, podemos mostrar que a, > 2 e
as + by + |ca| = 5.
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Suponhamos que as > 3. Desta maneira, temos
d((3,0,0), (az,ba, c2)) = |ag = 3|+ b2 — 0] +[c2 — 0] = az =3+ ba +|co| =5 -3 =2,

e portanto, (3,0,0) € Lo.

Entretanto, como £ é um ladrilhamento e Ly, Ly, € £ entdao a; = 2 ou ay = 2,
estritamente, pois L1 e Ly sao disjuntas. Como R3 é simétrico, suponhamos, sem
perda de generalidade, que a; = 2 e ¢; > 0. De fato, se a; = 2, basta aplicarmos
a simetria f(a,b,c) = (b,a,c) e, se ¢ < 0, aplicamos f(a,b,c) = (a,b, —c). Temos

entdo, 3 casos a considerar:

1. (aly b17 Cl) = (27 37 O>7
Sejam Ly e Ly = L32(2,3,0) elementos do ladrilhamento L.

Note que o ponto (1,1,1) nao estd em Ly ou Ly, pois

d,((0,0,0), (1,1,1)) =1 —0[+|1=0] + |1 -0/ =14+1+1=23

4((2,3,0),(1,1,1) =2 =1+ 31+ [0 -1 =1+2+1=4.

Portanto, para algum ponto (as, b3, c3) € R3, existe Ly € £ tal que (1,1,1) €
L3. Entao, temos:

d;((0,0,0), (as, bs, c3)) = |ag — 0| + |bs — O] + |c5 — 0] > 5;
di((2,3,0), (as, bs, c3)) = |az — 2| + |bg — 3| + |c3 — 0] > 5;
dl<<a3, bg,Cg), (1, 1, 1)) = |a3 — 1’ -+ ’bg — 1‘ + ‘63 — 1‘ S 2.

Note que

5 <lag| + |bs| + |cs] = |ag — 1+ 1|+ |bs — 1+ 1|+ |cg — 1 + 1|
<laz—1]+1+bs—1|+1+4|es—1]+1
=laz— 1]+ 1]bs — 1| + |z — 1] +3
<2+4+3=5.

Dai, segue que a3 > 1,03 >1,¢c3>0e a3+ b3+ c3 = 5.
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Vamos mostrar que |ag — 2| + |bs — 3| + |c3| > 5. Suponhamos que
\a3—2|+\b3—3]+]03\ =5.
Como ag + b3 + c3 = 5, temos:

’&3—2|+|bg—3|+‘03|:CL3+63+03
=a3—2+2+b3—3+3+¢
=(a3—2)+ (bs—3)+c3+5.

Como ¢35 > 0, |e3] = c3 e, portanto |az — 2|+ |bs — 3| = (a3 —2) + (b3 — 3) + 5.

Fazendo x = a3 — 2 e y = bg — 3, temos:
2|+ [yl =z +y+5,

que ndo possui solugdo para z,y € Z. Portanto, |as — 2| + |bs — 3| + |c3] > 5.
Desta maneira, |a3 — 2| > ag apenas quando az < 2 e, um raciocinio analogo

nos diz que b3 < 3.

O caso em que az = 2 e by = 3, implica em ¢z = 0, e assim, (as, b3, c3) =

(a1, b1, 1), 0 que é uma contradi¢ao pois (1,1,1) € Ly e (1,1,1) ¢ L.

Note que mesmo quando estritamente as = 2 ou b3 = 3, a inequacgao
|a3—2|+|bg—3|+|03| > 95

nao é satisfeita. De fato, se a3 = 2 e b3 < 3, como b3 > 1, segue que b3 = 1

ou b3 = 2. Substituindo, temos

b<|2=2|+1-3|+|2|=4

5<]2=2]4+2=-3|+]|1] =2

Da mesma maneira, se ag < 2 e b3 = 3, como ag > 1, segue que ag = 1.

Substituindo, temos
5<|1=2[+3=3|+]1]=2.

Portanto, a3 <1 e b3 < 2.
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Por fim, temos duas possibilidades: (as,bs,c3) = (1,1,3) ou (as,bs,c3) =
(1,2,2). Porém, se (as, b3, c3) = (1,2,2), temos

que é uma contradi¢ao, pois, por hipdtese, (2,3,0) é o centro da bola L; e
assim qualquer de seus pontos devem estar a uma distancia pelo menos igual

a b de algum ponto de Lz. Logo, (as, bs,c3) = (1,1, 3).

Agora, seja ¢ : E* — E3 dada por p(z,y,2) = (2 —z,3 — y, 2), uma
isometria. Seja dado o ponto (1,2,1). Note que (1,2,1) ¢ Lo U Ly U Ls,
v(1,2,1) = (1,1,1) e além disso, ¢ permuta Lg e L;. De fato, se (a,b,c) € Ly

temos
di(p(a,b,¢),(2,3,0)) = di((a,b, ), ¢(0,0,0)) = di((a, b, ¢), (0,0,0)) <2,

portanto, ¢(Lg) C Lj.

Agora, dado (a/,V, ") € L; temos
di((a', V', ), 0(0,0,0)) = di((a',b,),(2,3,0)) <2,

portanto, Ly C ¢(Lg), donde segue que p(Lg) = L.

De forma andloga, mostramos que ¢(L1) = Ly.

Por fim, seja dada a bola Ly € L tal que ¢ permute L3 e Ls;. Note que o
centro da bola Ly é o ponto (1,2,3) = ¢ 1(1,1,3) e (1,2,1) € Ly pois

dl((172a3)7 (1727 1)) = ’1 - 1‘ + ‘2 - 2’ + ’3 - 1‘ = 2.
Logo, como (1,2,1) ¢ L3 e
0<di(1,2,3),(L1,3) =1 =1 +[2-1+[3-3[=1<2

as bolas L3 e L4 nao coincidem e nao sao disjuntas, o que contradiz a hipétese

de que £ é um ladrilhamento.

2. (al,bl,cl) = (2,2, 1),
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Sejam Lo e Ly = L32(2,2,1) elementos do ladrilhamento L.

Note que o ponto (1,1, —1) nao estd em Lg ou Ly, pois

d,((0,0,0), (1,1, =1) =0 = 1|+ [0 = 1|+ [0 — (=1)| =1+ 1+1=23

d((2,2,1),(1,1,-1) = 2= 1|+ 2= 1|+ [1— (=1)| =1+ 1 + 2 = 4.

Portanto, para algum ponto (as, b3, c3) € R?, existe L3 € L tal que (1,1,—1) €
L3. Entao, temos:
((0,0,0), (az, b3, c3)) = |az — O] + |b3 — O + |3 — O] > 5;
di((2,2,1), (a3, b3, c3)) = |ag — 2| + |bs — 2| + |3 — 1] = 5;
dl((a3,63,03), (1, 1, —1)) = |CL3 - 1| + |bg — 1| + ’63 + 1’ < 2.

Como no caso (1), note que

5 <lag| + |bs| + |cs| =lag — 1+ 1|+ |bs — 1+ 1|+ |3 + 1 — 1]
<laz—1]+1+bs— 1|+ 1+ s+ 1|+ 1
:|a3—1|+|b3—1|+|03—|—1|—|—3
<2+43=5.

Dai, segue que ag > 1, b3 > 1,3 < 1eag+bs+ |c3] =5.

Agora, temos |ag — 2| + |bs — 2| 4 |c3 — 1| > 5. Desta maneira, a3 < 2 e by < 2.
Afirmamos que az = 1 e b3 = 1. Com efeito, suponhamos que as = 2, e neste

caso, como 1 < b < 2, temos:

Se by = 1, entdo c3 = —2, e assim
di((2,1,-2),(2,2,1))=12=2|+ 1 -2[+|—-2—-1]=0+14+3=4<5.
Se bs = 2, entdao c3 = 1 ou ¢c3 = —1. Em ambos os casos temos
di((2,2,¢3),(2,2,1)) =12=2|+|2—=2| + |es — 1] = |es — 1| < 5.
Portanto, a3 = 1. Dali, se bg = 2, entao c3 = —2, e assim

d((1,2,-2),(2,2,1) =1 =2/ +[2—2[+|-2—-1]=14+0+3=4 <5,
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Logo, ag = 1 e by = 1, o que implica que o ponto (as, bs,c3) = (1,1,-3) é a
unica solucao das desigualdades.

Agora, seja dado o ponto (1,2, —1). Note que (1,2, —1) ¢ LyUL;U L3 e assim,
para algum ponto (a4, by, cs) € R3, existe Ly € L tal que (1,2,—1) € Ly.

Portanto, temos

d;((as,bs,¢4),(0,0,0)) = |ag — 0| + |bg — 0] + |c4 — 0] > 5
di((ag,bs,¢4),(2,2,1)) = |ag — 2| + |bs — 2| + |eca — 1| =5
di((as,bs,¢4),(1,1,=3)) =|ag — 1|+ |bs — 1| + |ca + 3| =5
di((as,bs,¢4),(1,2,=1)) = |ag — 1|+ |bgs — 2| + |es + 1] < 2
A segunda e a quarta inequagdes implicam em a4 < 3, ¢4 < —1, enquanto a
terceira e a quarta implicam em ay > 1,04 > 2, ¢4 > —1 e

a4+b4—2+\04+3\:5.

Desta forma, ¢4, = —1 e ay + by = 5. Como 1 < a4 < 3, segue que:

(a1, by, ca) € {(1,4,-1), (2,3,-1), (3,2, —1)}.

Afirmamos que (1,4,—1) é a unica solu¢ao das desigualdades. De fato, se
ay = 2, segue que (ay, by, cq) = (2,3,—1) e temos
di((2,3,-1),(2,2,1)) =2=2|+[3-2|+|-1-1=0+1+2=3 <5.
Da mesma forma, se ay = 3, (a4,by,c4) = (3,2,—1) e
4((3,2,-1),(2,2,1) = [3—2|+2—2|+|-1—1|=1+0+2=3 <5.

Logo, ay = 1 e (a4, by,c4) = (1,4,—1) é a tnica solugao das desigualdades.
Por fim, seja ¢ : E* — E? dada por ¢(x,y,2) = (2 +3,y—1, x — 1), uma
isometria. Desta maneira, temos
¢(L3) = p(L32(1,1,-3))

= L32(p(1,1,-3))

= Lsa(—3+3,1-1,1—1)

= L32(0,0,0)
— Lo
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(L4) SO(L3,2<1 4,-1))
= L3p(p(1,4,-1))
=L35(—1+3,4—-1,1-1)
= L35(2,3,0)
= Ly,

e portanto, voltamos ao caso (1).

3. (a1,b1,¢1) = (2,1,2).

O caso (3) pode ser reduzido ao caso (2), se considerarmos a simetria

f(a,b,c) = (a,c,b).
Logo, nao é possivel cobrir o espaco tridimensional com bolas de Lee de raio 2. [

Além de apresentarem um exemplo de que nao é possivel cobrir o espaco Z3
com bolas L3 5, Golomb e Welch, acreditavam que uma prova geral da incapacidade
de L,, . em ladrilhar o espago n-dimensional, para n e e grandes, residia no estudo da
aproximacao das bolas L,, . pelos politopos cruzados n-dimensionais P, . associados.
Mostraremos a seguir seus avancos neste sentido. A demonstracao da Proposicao

3.3.5 pode ser encontrada em [5].

Proposicao 3.3.5. Sejamn € N ee > 0. O politopo cruzado reqular n-dimensional

P, . possui volume dado por

D" (2e+1)"
VOl(Pn7e) = W = 7,’1' s

onde D = diam(L,,.) ¢ o didmetro Euclidiano da bola L, ..

Exemplo 3.3.6. Para um X-pentomind, L, ;, podemos calcular a por¢ao da bola

de Lee que ¢é coberta pelo politopo cruzado inscrito, P (Figura 27).

O volume do X-pentominé é exatamente a quantidade de quadrados unita-
rios que compoe a bola, isto é, #Ls; = 5, enquanto o volume do politopo, como
na defini¢do (Proposigao 3.3.5) é igual a

2-1+1)2 3 9

VOI(PQJ) = T = 5 = 5
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Logo, o politopo cobre

#Loy 5 10

da bola de Lee de dimensao 2 e raio 1, isto é, o mosaico de quadrados inscritos

VOI(PQJ) _% 9

induzido no empacotamento por X-pentominds, recobre apenas 90% da drea total.

Figura 27 — Porcao da bola Ly,
coberta pelo politopo P, .

8\
A N

4

NS

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Qualquer empacotamento de um espaco n-dimensional com bolas L,, . induz
um empacotamento com o politopos cruzados. Em geral, o fator de eficiéncia

relativa é:

Definicao 3.3.7. Sejan € N e e > 0. Dado um empacotamento de um conjunto
n-dimensional por bolas de Lee, L,, ., definimos a eficiéncia de um empacotamento
por politopos cruzados P, ., como sendo 0 < E,(e) < 1 dada por

E,(e) = V(;;(fn’e) .

Em [7], Golomb e Welch utilizaram o mesmo tipo de argumento do Exemplo
3.3.6 para provar os dois teoremas a seguir. Apresentaremos a ideia da prova

proposta por eles, sem discorrer muito em detalhes.
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Teorema 3.3.8. As bolas Lz, nao ladrilham R?, para qualquer e > ey.

Demonstragio. Se Ls . fosse capaz de ladrilhar o espaco tridimensional, isto indu-
ziria um empacotamento do espago por octaedros regulares inscritos, com uma
eficiéncia de empacotamento de
vol(P,..)
#Lo.
(2¢ +1)3/6
(83 + 12e2 + 16e + 6) /6
(2e +1)3
(2e+1)3+5(2e + 1)
B 1
C1+5/(2e+1)%

Eg(e) =

E provado em [5] que octaedros regulares nao sdo capazes de preencher

completamente o espaco tridimensional.

Ainda, é possivel mostrar que, se uma figura nao cobre o espago com uma
eficiéncia de empacotamento igual a 1, entdo existe um limite superior a > 0 para

a densidade de empacotamento com o < 1.

Assim que Ejs(e) excede a, o empacotamento por bolas de Lee induz um
empacotamento octaédrico que excede o limite na densidade do empacotamento

octaédrico.

Como Es(e) — 1 quando e — 400, Es(e) > a para e > e, eg dado. [

Teorema 3.3.9. Paran > 4 e e > e,, as bolas L, . nao consequem ladrilhar o

espaco Fuclidiano n-dimensional Z™.

Demonstracao. Em um espago Euclidiano n-dimensional, para n > 4, é sabido que

politopos cruzados regulares nao cobrem o espago (veja [5]).

Novamente, existe uma densidade de empacotamento maxima «,, que
deveria ser excedida pelas esferas inscritas, para e > e,, se 0 empacotamento por

bolas de Lee existisse.

Isto depende apenas do fato que

vol( P,
B = 9
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quando e —» 400. O

De fato, se o raio for suficientemente grande, os poliominds associados as
bolas de Lee discretas em Z" passam a se comportar como bolas de Manhattan em
R™, isto é, politopos cruzados os quais sao conhecidos por nao ladrilhar o espago

para n > 4.

Observacao 3.3.10. Para n = 3, Minkowski em [21] considerou o reticulado
A C R? com base {(1,-2,3),(-2,3,1),(3,1,—2)} e provou que sua densidade de
empacotamento na métrica de Manhattan ¢ igual a o = %. Essa ¢ a densidade
méxima na métrica de Manhattan em R3. Para n > 3, apenas alguns limitantes
inferiores sao conhecidos da densidade de empacotamento do politopo cruzado

n-dimensional (veja [6]).

O Teorema 3.3.9 nao ¢é explicito nem eficaz em termos de mostrar apenas
a existéncia de uma constante e, > 0. No entanto, Post [23] forneceu um pri-
meiro limite explicito para e, no caso de cédigos periddicos. Esse resultado foi

posteriormente melhorado de forma assintética por Astola [2], e por Lepisto [20].

Desta maneira, os teoremas anteriores nos afirmam que nao existem ladri-

lhamentos do espago Z™ por bolas na métrica de Lee para os seguintes parametros:

e n=3,e=2, ¢

e n>5, e> e, onde e, depende do limite de eficiéncia de empacotamento, «,

do politopo cruzado no espago Z".

Os resultados alcangados por Golomb e Welch foram fundamentais para o
desenvolvimento da teoria dos codigos corretores de erros, destacando-se pelo rigor
matematico e pela elegancia das construcoes apresentadas. Esses casos especificos

abrem caminho para a formulacdo da conjectura geral, que serd postulada a seguir:

Conjectura 3.3.11. (Golomb-Welch, Versdo Fraca) Sejamn € N, e >0 e
q > 2e+ 1. Nao existem LP(n,e,q)-codigos sobre alfabetos grandes para n > 3 e
e> 2.
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Na tltima segao de seu artigo [7], Golomb e Welch formulam sua Conjectura
em termos de ladrilhamentos do espaco euclidiano n-dimensional Z". Assim, em

relagdo ao Teorema 2.2.7, a seguinte conjectura é natural:

Conjectura 3.3.12. (Golomb-Welch, Versao Forte) Sejam n € N e e > 0.
Nao ezistem LP(n,e)-cdédigos paran >3 ee > 2.

Embora a Conjectura ainda permaneca aberta em sua totalidade, pesqui-
sadores tém se dedicado a investigar casos especificos que oferecem perspectivas

promissoras. Neste sentido, destacamos os seguintes resultados:

Teorema 3.3.13. [15] Nao eziste LP(n,e)-cédigo para

1
<n<T74 ~n—-— — 2 92V «
3<n<T74 e max{2n 1 5 <e,

n—21
T5<n<405 e max{I8 v2n+40} <e< .

V2 o3 1
oy _ 2_7<
ou 2n 4\/_ 2_6,

_91
A06<n<876 ¢ VIn+tdi<e<: 5

ou e > 285,

n>876 e +2n+40 <e.

O caso mais dificil da Conjectura de Golomb-Welch parece ser quando
e = 2. Nos dedicaremos a ele, considerando infinitas dimensoes n € N sobre certas
condi¢bes no proximo capitulo. Entretanto, algumas abordagens ja foram feitas

anteriormente.

Em [18], o autor prova, utilizando uma técnica completamente nova, que
se o volume da esfera #L,o = 2n? + 2n + 1 é primo e uma certa condigdo é
satisfeita, entdo os cédigos LP(n,2) ndo existem. Mas, como apontado por Horak
em [15], esta condigdo nao é restritiva. Por exemplo, de 12706 nimeros n < 10°
com p = 2n? + 2n + 1 primo, apenas 4 ntiimeros n ndo satisfazem a condicdo. J4
a nao-existéncia de um LP(6,2)-cdédigo é mostrada em [12]. Mais geralmente,
a nao-existéncia de LP(n,2)-cédigos para n < 2 é provada em [14] usando um

método computacional. A prova é baseada no fato de ndo existir um homomorfismo
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¢ : L™ — G, onde G é um grupo abeliano de ordem |L(n,2)|, cuja restrigdo de ¢ a
L(n,2) é uma bijecao em G. O método torna-se computacionalmente invidvel, no
entanto, & medida que n aumenta. Uma abordagem similar é usada em [29] para

mostrar a ndo-existéncia de:

e LP(n,3)-codigos para alguns valores de n = 12, 21 (mod 27), e;

e LP(n,4)-cédigos para alguns valores de n = 3, 5, 21, 23 (mod 27).

Uma representagao grafica do estado em que se encontra a Conjectura para

dimensoes n e raios e, ambos menores que 14, estd na Figura 28.

Figura 28 — Estado da Conjectura de Golomb-Welch restrita a codigos lineares
paral1 <n <13 e 1 <e<13.

. Existe codigo linear perfeito
. Nao existe codigo linear perfeito

Dimensaon

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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4 O CASO DO RAIO 2 PARA INFINITAS DIMENSOES

Neste capitulo, apresentaremos a abordagem da Conjectura de Golomb-
Welch para raio e = 2 feita por Qureshi, Campello e Costa em [24]. A técnica se
assemelha ao que foi proposto em [18], porém, em vez de impor a condi¢ao de que
2n? + 2n + 1 seja um ndmero primo, é exigido apenas que tal ntimero seja divisivel

por um nimero primo do tipo amigdvel, que definiremos em breve.

No decorrer de todo o capitulo consideramos apenas cédigos lineares em Z"

(ou seja, reticulados), que sao subgrupos aditivos de Z".

4.1 COBERTURAS HOMOGENEAS

Consideremos L, . a bola em Z" de raio e > 0, centrada em 0, em relagao a
métrica de Manhattan. O resultado a seguir, de Horak e AlBdaiwi [13], nos fornece

um critério para determinar se LP(n,e) é vazio ou nao.

Teorema 4.1.1. LP(n,e) =0 se, e somente se, existe um grupo abeliano G e um
homomorfismo ¢ : Z"™ — G tal que ¢

Lo L,.— G é uma bijegao.

Mais geralmente, podemos definir:

Definicao 4.1.2. Dizemos que um reticulado C C Z" é uma \-cobertura homogénea
com raio e > 1 se, cada ponto x € Z" pertence a exatamente \ esferas de Lee de
raio e e centro em alguma palavra do cédigo. Isto é, existem cq,ca,...,c) € C tais
que

x € ﬂ L(n,e,c),

1<i<A

x ¢ L(n,e,c)¥e e C\A{cy,...,cn},

qualquer que seja z € Z". Denotamos por Cov*(n,e) o conjunto de todas as

A-coberturas homogéneas C C Z" com raio e. Em particular, se A = 1, entao
Cov'(n,e) = LP(n,e).

O teorema a seguir é uma reformulacao do Teorema 4.1.1 em relacao as

A-coberturas homogeéneas.
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Teorema 4.1.3. O conjunto Cov*(n,e) é nio-vazio se, e somente se, existe um

grupo abeliano G e um homomorfismo ¢ : Z" — G tal que ¢

i Lye — G € uma

aplicacao A-para-1. e
Demonstracao. Temos as seguintes equivaléncias:
i. C € Cov*(n,e);
ii. Para cada x € Z" existem exatamente \ palavras do cédigo, c1,¢cs,...,cy € C,

tais que € ¢; + Ly, com ¢ = 1,2,... X

iii. Para cada x € Z" a equagao z = y + ¢ possui exatamente \ solucoes, com
y€ L,.eceC;

iv. Para cada x € Z", existem exatamente A valores de y € L, . tais que
y+C=x+C;

v. A aplicacao m¢ : Z" — Zc—n dada por 7m¢(x) = x 4+ C é uma aplicagdo A-para-1

quando restrita a esfera L, ..

(=) Seja C € Cov*(n,€). Basta tomarmos G = % ¢ ¢ : Z" — G dada por

¢(x) = x + C e o resultado segue pelas equivaléncias anteriores.

(<) Seja ¢ : Z™ — G um homomorfismo tal que ¢|,, ., : L, — G é uma
aplicagdo A-para-1. Definamos C = ker(¢). Entao, pelo Primeiro Teorema do
Isomorfismo de grupos, a aplicacio v : Zc—n — G dada por ¢(z +C) = ¢(x) é um
isomorfismo. Logo, m¢ =Y o ¢ : Z™" — Zc—n dada por m¢(z) = x + C é uma aplicagao
A-para-1 quando restrita a esfera L, .. Portanto, pelas equivaléncias anteriores,

segue que Cov*(n,e) é ndo-vazio. ]

4.2 CONJECTURA PARA PRIMOS AMIGAVEIS

Em [24], os autores provam que a Conjectura de Golomb-Welch é verdadeira
para raio 2 e dimensdes n > 3 tais que o maior divisor primo de 2n% + 2n + 1 seja
amigavel. Nesse sentido, nesta se¢do, vamos apresentar os primos amigaveis, que
¢ um subconjunto infinito dos primos, fato que também vamos mostrar na se¢ao

seguinte.
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Definigao 4.2.1. Uma raiz primitiva r ¢ um gerador do grupo Z;. E ainda,

equivalentemente, a ordem multiplicativa de r médulo p é ord,(r) = p — 1.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat:
p]rp’l—lz(rpT_l—i—l)(r%l—l).

Note que riT # 1 (mod p), pois p — 1 é o menor inteiro positivo tal que

r? =1 (mod p). Desta forma, temos r'= = —1 (mod p).

p—1

Portanto, quando p = 1 (mod 4) o ntimero i = r 4

médulo p, isto é, i? = —1 (mod p).

é uma raiz de —1

Agora, consideremos uma funcao
n:{peN: péprimo} —Z*
que possui a propriedade como no Lema 4.2.2 a seguir:

Lema 4.2.2. Seja p um nimero primo onde p = 1 (mod 4). FEziste um tnico

inteiro 1(p) =, tal que 202 +2n, + 1 =0 (mod p) e 0 < n, < 232,

Demonstra¢io. Como p =1 (mod 4), pelo Pequeno Teorema de Fermat, —1 é um

quadrado moédulo p.

Note que o discriminante do polindmio f(z) = 2z? + 2z + 1,
A=22—4-2-1=—4=(2i),

também é um quadrado modulo p.

Portanto, existem duas raizes diferentes médulo p.

Sejam 1y e 1y os Unicos inteiros satisfazendo 0 < ny < < p — 1 tais que
f(no) = f(m) =0 (mod p).

Pela relagao entre raizes e coeficientes temos 19 + 1 = —1 (mod p).

Dai, segue que g +11 =p — 1, pois 0 < ny + 11 < 2p — 1 e entao

p—1
OéﬂoéTSm-
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1) =2 () ()

—1)?
2(292)+p—1+1
2
_pr—=2p+1
PP =2p+1+2p pP+1
B 2 2
N e p—1 p—3
nao sao multiplos de p, temos que0<n0§T—1:T.
Por fim, definamos 1, = 71, e, o resultado segue. O]

Como sabemos, dado n € N, uma bola de Lee n-dimensional de raio e = 2,

L, 2, em torno de um ponto qualquer de Z", possui

#a=2 2())

-2(0)(0) 2 ()0 +=2())
n!
:1-1-1+2-n-2+4-m~1
=1+4n+2n(n—1)
—144n+2n>—2n

=%+ 2n+1

pontos.

Estamos interessados nos casos em que a dimensao n esteja relacionada de
alguma forma com a cardinalidade das bolas de Lee em Z™ de raio 2. O proximo
lema trata destes casos, em que 2n? + 2n + 1 seja multiplo de um primo p, além de

garantir a injetividade da funcao 7.

Lema 4.2.3. Seja P o conjunto dos primos p =1 (mod 4). A fungao n: P — Z*
definida a partir do Lema 4.2.2 é injetiva. Além disso, se n(p) =n, com p € P,
entdo 2n® + 2n + 1 = mp, para algum inteiro positivo m < p. Em particular, p € o

maior primo divisor de 2n* 4+ 2n + 1.
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Demonstragcio. Comecemos por mostrar a segunda afirmagao, isto é, que

2n(p)* + 2n(p) + 1 =mp

para algum m < p.

Por definigao, temos 2n(p)? + 2n(p) + 1 = mp para algum inteiro positivo

m. Logo,

2mp = 2 (2n(p)* + 2n(p) + 1)
= 4n(p)? + 4n(p) + 2
= (2n(p) +1)* +1

-3 2
§(2-pz+1> 1
=(p-2°+1<p’+p* =2

de onde obtemos m < p.

Agora, vamos mostrar que de fato n é injetiva. Sejam p, ¢ € P. Suponhamos
que n(p) = n(q). Como p é o maior primo divisor de 2n(p)% + 2n(p) + 1 e como,
por hipétese, n(p) = n(q), p é também o maior primo divisor de 2n(q)? + 2n(q) + 1.
Entretanto, para ¢ € P, o resultado que mostramos anteriormente também garante

que ¢ é o maior primo divisor de 2n(q)* + 2n(q) + 1.

Logo, p e ¢ devem ser iguais donde segue que n é um funcao injetiva. [

Vamos definir a seguir o conjunto de nimeros primos que é o objeto principal

do estudo apresentado no decorrer deste capitulo.

Definig¢ao 4.2.4. Sejam p um primo tal que p =1 (mod 4), ¢ a raiz quadrada de
—1 médulo p e (4), o subgrupo multiplicativo de Z,, gerado por 4. Dizemos que p
é amigdvel se, 21 ¢ (4), ou —2i ¢ (4),,. Denotaremos por F o conjunto de todos os

primos amigaveis.

Lema 4.2.5. (Condicdo de Amigabilidade) Sejam p um nimero primo com
p=1 (mod 4) ei tal que i* = —1 (mod p). Entdo, 2i € (4), se, e somente se,
—2i € (4),.
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Demonstragio. Seja 2i € (4),. Entdo, existe um inteiro z, tal que 2¢ = 4* (mod p).
Dai,

(2i) = 2%° = —8i = —2i-4=4* (mod p).
Logo, —2i = 4%~! (mod p), donde, —2i € (4),. A reciproca ¢ valida utilizando o
mesmo raciocinio e, assim, o resultado segue. O
Exemplo 4.2.6. Vamos verificar se 5, 13 e 17 s@o amigaveis.

Primeiramente, notemos que todos sao da forma 4k + 1, para algum k € N.
Agora, precisamos determinar ¢ € Z; tal que i> = —1 (mod p) e calcular o subgrupo

multiplicativo gerado por 4 em cada caso.
Para p = 5, é facil ver que 22 =4 = —1 (mod 5) e portanto i = 2, —i = 3.

Além disso,

(4)5 = {4°, 4 4% 43 4"}
= {1,4,16, 64,256}
={1,4,1,4,1}
= {1,4}.

Portanto, 4 = 2i € (4); e desta maneira, 5 ¢ F.
Para p = 13, temos 5% = 25 = 12 = —1 (mod 13) e, entdo, i = 5, —i = 8.

Além disso,

(4)13 = {4°,41, 4% ... 4"}
= {1,4, 16,64, 256, 1.024, 4.096, 16384, 65536,
262144, 1048576, 4194304, 16777216}
={1,4,3,12,9,10,1,4,3,12,9,10, 1}
={1,3,4,9,10,12}.

Portanto, 10 = 2i € (4)13 e desta maneira, 13 ¢ F.

Vimos que 5 e 13 nao sdao primos amigaveis. Vejamos agora o caso p = 17.
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Note que 42 = 16 = —1 (mod 17) e, entdo, i = 4, —i = 13. Além disso,

(4)17 = {4° 41 4% ... 41%)
= {1,4,16, 64,256, 1024, 4096, 16384, 65536, 262144, 1048576, 4194304,
16777216, 67108864, 268435456, 1073741824, 4294967296}
={1,4,16,13,1,4,16,13,1,4,16,13,1,4, 16,13, 1}
= {1,4,13,16}.

Portanto, 8 = 2i ¢ (4)17 e desta maneira, 17 € F, isto é, 17 é o primeiro primo

com a propriedade de ser amigavel.

Quando os primos crescem, o custo para determinar (4), e i aumenta e,
neste sentido, facilita utilizar recursos computacionais para os calculos. Para fins de
comparacao, vejamos agora esse processo para um primo de 4 digitos que, de certa
forma, é um primo razoavelmente pequeno porém nos renderia uma quantidade

massiva de célculos se fosse feito & mao.

Para p = 1997, temos ¢ = 412 e —i = 1585, de forma que

412? = 169744 = 84 x 1997 + 1996 = —1  (mod 1997)

(4)1907r = {1, 4, 6, 7,9, 10, 15, 16, 17, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 33, 36, 37, 38,
39, 40, 42, 46, 49, 53, 54, 55, 57, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 67, 68, 69, 70, 71, 79, 81, 82,
86, 88, 89, 90, 93, 94, 95, 96, 100, 101, 102, 104, 105, 109, 112, 115, 116, 118, 119,
121, 123, 129, 132, 135, 139, 141, 143, 144, 146, 148, 150, 151, 152, 153, 154, 155,
156, 157, 160, 163, 166, 168, 169, 170, 174, 175, 177, 182, 184, 193, 194, 196, 198,
199, 203, 205, 206, 209, 212, 214, 215, 216, 219, 220, 222, 223, 225, 226, 227, 228,
220, 231, 233, 234, 235, 239, 240, 244, 247, 248, 249, 250, 251, 252, 253, 254, 255,
256, 257, 259, 260, 261, 262, 263, 266, 268, 271, 272, 273, 274, 276, 280, 283, 284,
289, 290, 291, 293, 294, 295, 297, 298, 299, 307, 309, 313, 316, 317, 318, 321, 322,
324, 328, 330, 333, 334, 337, 339, 341, 342, 343, 344, 346, 351, 352, 353, 356, 358,
359, 360, 361, 362, 365, 366, 367, 370, 371, 372, 374, 375, 376, 378, 380, 381, 382,
384, 385, 389, 390, 393, 394, 397, 399, 400, 401, 402, 403, 404, 408, 409, 411, 414,
415, 416, 419, 420, 421, 422, 425, 426, 427, 431, 434, 435, 436, 437, 441, 442, 443,
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447, 448, 451, 455, 457, 460, 461, 464, 467, 469, 472, 4T3, AT4, 476, 477, 479, 482,
483, 484, 485, 486, 487, 490, 491, 492, 493, 495, 497, 499, 501, 503, 509, 513, 515,
516, 517, 519, 523, 528, 529, 530, 533, 534, 535, 537, 538, 540, 543, 549, 550, 553,
554, 555, 556, 557, 558, 559, 561, 562, 563, 564, 565, 567, 570, 572, 573, 574, 576,
584, 585, 587, 589, 591, 592, 593, 599, 600, 602, 603, 604, 606, 607, 608, 610, 611,
612, 613, 616, 619, 620, 621, 622, 623, 624, 625, 628, 629, 630, 633, 635, 638, 639,
640, 641, 646, 647, 649, 650, 651, 652, 654, 655, 658, 659, 661, 662, 663, 664, 665,
670, 672, 676, 677, 630, 683, 685, 690, 691, 694, 696, 698, 700, 701, 707, 708, 709,
710, 711, 713, 714, 723, 725, 726, 728, 729, 733, 735, 736, 738, 743, 745, 746, 754,
758, 761, 763, 766, 767, 769, TT2, T74, 776, TT9, 782, 784, 787, 790, 792, 795, 796,
801, 803, 805, 807, 809, 810, 812, 814, 817, 820, 821, 824, 825, 826, 831, 833, 834,
835, 836, 837, 839, 841, 843, 846, 847, 848, 855, 856, 858, 859, 860, 861, 864, 865,
866, 876, 877, 878, 880, 888, 890, 892, 893, 895, 898, 900, 901, 903, 904, 905, 906,
907, 908, 909, 912, 913, 915, 916, 918, 919, 924, 925, 926, 930, 932, 933, 935, 936,
940, 942, 943, 945, 947, 949, 950, 953, 955, 956, 957, 960, 961, 962, 969, 973, 975,
976, 977, 978, 981, 983, 985, 987, 988, 989, 992, 993, 996, 997, 1000, 1001, 1004,
1005, 1008, 1009, 1010, 1012, 1014, 1016, 1019, 1020, 1021, 1022, 1024, 1028, 1035,
1036, 1037, 1040, 1041, 1042, 1044, 1047, 1048, 1050, 1052, 1054, 1055, 1057, 1061,
1062, 1064, 1065, 1067, 1071, 1072, 1073, 1078, 1079, 1081, 1082, 1084, 1085, 1088,
1089, 1090, 1091, 1092, 1093, 1094, 1096, 1097, 1099, 1102, 1104, 1105, 1107, 1109,
1117, 1119, 1120, 1121, 1131, 1132, 1133, 1136, 1137, 1138, 1139, 1141, 1142, 1149,
1150, 1151, 1154, 1156, 1158, 1160, 1161, 1162, 1163, 1164, 1166, 1171, 1172, 1173,
1176, 1177, 1180, 1183, 1185, 1187, 1188, 1190, 1192, 1194, 1196, 1201, 1202, 1205,
1207, 1210, 1213, 1215, 1218, 1221, 1223, 1225, 1228, 1230, 1231, 1234, 1236, 1239,
1243, 1251, 1252, 1254, 1259, 1261, 1262, 1264, 1268, 1269, 1271, 1272, 1274, 1283,
1284, 1286, 1287, 1288, 1289, 1290, 1296, 1297, 1299, 1301, 1303, 1306, 1307, 1312,
1314, 1317, 1320, 1321, 1325, 1327, 1332, 1333, 1334, 1335, 1336, 1338, 1339, 1342,
1343, 1345, 1346, 1347, 1348, 1350, 1351, 1356, 1357, 1358, 1359, 1362, 1364, 1367,
1368, 1369, 1372, 1373, 1374, 1375, 1376, 1377, 1378, 1381, 1384, 1385, 1386, 1387,
1389, 1390, 1391, 1393, 1394, 1395, 1397, 1398, 1404, 1405, 1406, 1408, 1410, 1412,
1413, 1421, 1423, 1424, 1425, 1427, 1430, 1432, 1433, 1434, 1435, 1436, 1438, 1439,
1440, 1441, 1442, 1443, 1444, 1447, 1448, 1454, 1457, 1459, 1460, 1462, 1463, 1464,
1467, 1468, 1469, 1474, 1478, 1480, 1481, 1482, 1484, 1488, 1494, 1496, 1498, 1500,



84

1502, 1504, 1505, 1506, 1507, 1510, 1511, 1512, 1513, 1514, 1515, 1518, 1520, 1521
1523, 1524, 1525, 1528, 1530, 1533, 1536, 1537, 1540, 1542, 1546, 1549, 1550, 1554,
1555, 1556, 1560, 1561, 1562, 1563, 1566, 1570, 1571, 1572, 1575, 1576, 1577, 1578,
1581, 1582, 1583, 1586, 1588, 1589, 1593, 1594, 1595, 1596, 1597, 1598, 1600, 1603,
1604, 1607, 1608, 1612, 1613, 1615, 1616, 1617, 1619, 1621, 1622, 1623, 1625, 1626,
1627, 1630, 1631, 1632, 1635, 1636, 1637, 1638, 1639, 1641, 1644, 1645, 1646, 1651
1653, 1654, 1655, 1656, 1658, 1660, 1663, 1664, 1667, 1669, 1673, 1675, 1676, 1679,
1680, 1681, 1684, 1688, 1690, 1698, 1699, 1700, 1702, 1703, 1704, 1706, 1707, 1708,
1713, 1714, 1717, 1721, 1723, 1724, 1725, 1726, 1729, 1731, 1734, 1735, 1736, 1737,
1738, 1740, 1741, 1742, 1743, 1744, 1745, 1746, 1747, 1748, 1749, 1750, 1753, 1757,
1758, 1762, 1763, 1764, 1766, 1768, 1769, 1770, 1771, 1772, 1774, 1775, 1777, 1778,
1781, 1782, 1783, 1785, 1788, 1791, 1792, 1794, 1798, 1799, 1801, 1803, 1804, 1813,
1815, 1820, 1822, 1823, 1827, 1828, 1829, 1831, 1834, 1837, 1840, 1841, 1842, 1843,
1844, 1845, 1846, 1847, 1849, 1851, 1853, 1854, 1856, 1858, 1862, 1865, 1868, 1874,
1876, 1878, 1879, 1881, 1882, 1885, 1888, 1892, 1893, 1895, 1896, 1897, 1901, 1902,
1903, 1904, 1907, 1908, 1909, 1911, 1915, 1916, 1918, 1926, 1927, 1928, 1929, 1930,
1032, 1933, 1934, 1935, 1936, 1937, 1940, 1942, 1943, 1944, 1948, 1951, 1955, 1957,
1958, 1959, 1960, 1961, 1964, 1968, 1969, 1971, 1972, 1973, 1975, 1980, 1981, 1982,
1987, 1988, 1990, 1991, 1993, 1996}.

Portanto, como 2i = 824 é um elemento de (4)1997, 1997 ndo é um primo

amigéavel.

Observacao 4.2.7. Os primos amigaveis menores que 1000 sao: 17, 73, 89, 97,
193, 233, 241, 257, 281, 337, 353, 401, 433, 449, 557, 601, 617, 641, 673, 769, 881,
929, 937 e 977. O conjunto de todos os nimeros primos possui 168 elementos

menores que 1000, ao passo que F possui 24 elementos menores que 1000. Assim,

#peF p<ay 24 1

241000 #{pprimo : p<ax} 168 T

Neste ponto, vamos mostrar que para primos amigaveis e certos A > 0, o
conjunto das A-coberturas homogéneas em dimensao n e raio igual a 2 ¢é vazio,
mas antes, definamos um conjunto particular de inteiros que sera utilizado como

suporte na demonstragao deste teorema principal.



85

Definicao 4.2.8. Sejam dados p primo e n € N. Tomemos a, b os menores inteiros
positivos tais que:
p|4"+4n+2

pl4b—1.
Definamos X,, como o conjunto dos inteiros da forma az + by, com z > 1,y > 0.

Observacao 4.2.9. Notemos que o conjunto X, da Defini¢ao 4.2.8 ¢é fechado para
a adigao. De fato, dados ki, ko € X, existem x1, 22 > 1 e y1, 2 > 0, tais que

kl -+ kg = (a:vl -+ byl) -+ (CLIL’Q -+ byQ) = a(a:l -+ 33'2) + b(y1 + Z/Q) € Xp.

Agora, vejamos o teorema de maior importancia, até o momento, e sua

demonstracao feita em [24], como a seguir:

Teorema 4.2.10. Seja n : F — Z* como no Lema 4.2.3. Se p é um primo
amigdvel e n = n(p), entio Cov*(n,2) =), para todo \ tal que p nao divide \. Em
particular, Cov'(n,2) = LP(n,2) = 0.

Demonstrag¢io. Sejam p é um primo amigavel e n = n(p).

Pelo Lema 4.2.3, temos que 2n? + 2n + 1 = mp, onde m < p é um inteiro

positivo. Além disso, 0 < n < pT’ pois, por hipétese, n = n(p).

Suponhamos, por contradi¢do, que exista uma A-cobertura homogénea
C CZ" comraio e =2epfA.

Pelo Teorema 4.1.3, existe um homomorfismo ¢ : Z™ — G tal que a restri¢ao

AlL,s : Lno — G é uma aplicagao A-para-1. Em particular,

H#L,0=2n"+2n+1=)\G|.

Desta maneira, p | |G| pois, por hipétese, p //A. Portanto, existe um

homomorfismo sobrejetor ¢’ : G — Z,. Deste modo, esta aplicagao é %‘—para—l.

Agora, consideremos o homomorfismo ¢ = ¢’ o ¢ : Z" — Z,. Note que, a

aplicacao 1 restrita & Ly, ¥|1,,, : Ln2 — Z, ¢ uma aplicagdo m-para-1.
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Seja r uma raiz primitiva médulo p. Como 2n < p — 1, pela formula da

série geométrica e Pequeno Teorema de Fermat, temos

p—1 p—2 ) m 7’-2k(p71) —1
Yo @) =md y*r=md = ( — ) =0 (modp), (4.1
y=1 =0

$6Ln,2

para todo 1 < k < n.
Seja {eq, eq,...,e,} a base candnica de R". Consideremos, x; = 1 (e;), para
n

todol1 <1< n,elS; :Zx?k
i=1

Em [18], o autor obtém a seguinte igualdade:

k-1
Yo (@) =4 +4An+2)Sy, +2) <2k> SotSa(k—t)- (4.2)

€Ly 2 t=1 2t

Como p é um primo amigével, temos que p nio divide 4* 4 4n + 2. De fato,

como 2n% +2n + 1 =0 (mod p), entdo

(2n+1)>=—1 (mod p)

2n+1==4i (mod p),

onde i é uma raiz quadrada de —1 mdédulo p, que existe pois p =1 (mod 4).

Portanto, como p é amigavel, pelo Lema 4.2.5, temos
4P 4 an +2=4"+2i#0 (mod p),

ja que, caso contrario, terfamos +2i =1 (mod 4), o que é uma contradicao, pois o

quadrado do primeiro termo é congruente a 0 médulo 4.
Entdo, existe um inteiro a; € Z, tal que (4% +4n +2) - ax = 1 (mod p).
Multiplicando por a; ambos os lados da equagao (4.2) e, utilizando a equagao (4.1),

temos

k—1 2]€
Sor = —2ay, Z <2t>52t52(k_t) (mod p), (4.3)
=1

para todo 1 < k < n.
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Utilizando a equagao obtida em (4.3), vamos provar por indugdo em k que,

sel <k< % nao é um elemento do conjunto X,,, entao Sy = 0.

De fato, suponhamos que Sy, = 0, para todo k£ < kg — 1 que nao esta em

X,. Vamos mostrar que Sa, = 0 se ky ¢ X,,. Suponhamos que ko ¢ X,
Como para qualquer k tal que p | 4% + 4n + 2 é da forma a + by e, assim

sendo é um elemento de X,,, seque que p f4F + 4n + 2. Além disso, como X, é
fechado para a adicao e ko ¢ X, segue que ao menos t ou kg — ¢ nao pertence ao

conjunto X,,, onde 1 <t < ky — 1. Dal, temos

o ko—1 2k0
0= (4" +4n +2)So, +2 > of S2t59 (ko —1)
t=1

= (4% 4+ 4n + 2) Sy,

em Z,. Logo, como 4% + 4n + 2 # 0, temos que Soy, = 0.

Agora, denotemos por

— 2 2
€ — Z Qiil...QJik,
1<iy <-—<ix<n

o0 k-ésimo polindémio simétrico elementar em %, x3, ..., x2. Dali, pela identidade de
Newton, para todo 1 < k£ < n temos

k
ker =Y (—1)""ef_iSy =0 (mod p).

i=1
Como 0 < k < n < p, segue que e = 0 (mod p) para todo 1 < k < n. Pelas

relagoes entre coeficientes e raizes, obtemos:

n n

[[(z—2})=> (-1)eiz" " =2" (mod p).

i=1 i=0

2n
i

contradicdo, pois ¢ é sobrejetora. Portanto, Cov*(n,2) = (). ]

Isto implica que, z;" = 0 em Z, e, entao, z; = 0 para 1 <7 < n, o que é uma

Como, para q > 2e + 1, cdédigos perfeitos de Lee em Z" correspondem a

codigos perfeitos de Lee em Zy, segue imediatamente do Teorema 4.2.10 que:

Corolario 4.2.11. Se p é um primo amigdvel e n = n(p), entao nao existe cidigo

linear perfeito de Lee de raio 2 em Z; para q >'5.
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Observagao 4.2.12. A funcao injetiva n : F — Z* definida como no Lema 4.2.2
nao possui uma lei geral de formagao, entretanto por suas propriedades apresentadas
podemos utilizar uma forma computacional simples para calcular a imagem dos
primos amigaveis em seu dominio. A seguir apresentamos um algoritmo em Python
que retorna o inteiro positivo n(p) a partir de um primo p =1 (mod 4) dado:

| def find_eta_p_cong_1(p):

2 eta_p = None

3 limit = (p - 3) // 2

| for eta in range (1, limit + 1):

5 if (2 * eta*x*2 + 2 * eta + 1) % p == O0:

6 eta_p = eta

7 break
9 return eta_p

Algoritmo 4.1 — Fung¢ao n em linguagem Python.

Utilizando tal algoritmo podemos calcular as imagens de 1 para os primos

amigaveis menores que 1000 (da Observagao 4.2.7):

n(17) = 6 n(281) = 26 n(617) = 211
n(73) =13 n(337) = 94 n(641) = 243
n(89) = 27 n(353) = 155 n(673) = 307
n(97) = 37 n(401) = 190 n(769) = 353
1(193) = 40 1(433) = 89 n(881) = 193
n(233) = 44 n(449) = 33 1(929) = 302
n(241) = 88 n(557) = 219 n(937) = 370

n(257) = 120 1(601) = 62 n(977) = 362

4.3 SOBRE A INFINITUDE DE F

Sabemos que primos amigaveis estao relacionados com alguns casos particu-
lares da Conjectura de Golomb-Welch. Como vimos, se p for um primo amigavel,
podemos mostrar que nao existem ladrilhamentos do espago para certos parametros.
E natural nos perguntarmos se essa abordagem nos permite ter uma quantidade

consideravel de casos particulares, visto que estamos trabalhando apenas com
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alguns tipos de primos especificos. Neste sentido, agora, vamos nos concentrar em
provar que existem infinitos primos amigaveis, o que nos daria uma quantidade

também infinita de casos provados da Conjectura.

Como na Observagao 4.2.7, é util possuirmos uma maneira sistematica de
determinarmos o quao “denso” é um subconjunto em relagdo ao conjunto dos
nuimeros primos, no sentido de que quando estivermos interessados em estudar a
infinitude (ou ndo) de certos subconjuntos de primos, bastaria investigar como tal

subconjunto se distribui em relagao ao conjunto maior em que ele esta contido.

Para tanto, consideremos a definicdo a seguir:

Definicao 4.3.1. A densidade de um conjunto X em relacao aos niimeros primos

é dada por

cp <
D(X) = lim FLEX pET)
z=o0 #{p primo : p < x}

quando o limite existir.

Observagao 4.3.2. Pelo Teorema dos Numeros Primos, podemos notar que a

densidade do conjunto X, na definicdo anterior, é equivalente a

< .
D(X) = lim #{peX :p<uz} ln:z;,

T—00 x

Se considerarmos que X possua n elementos, onde n é um inteiro nao-

negativo, pela equagao anterior temos:

Portanto, todo conjunto finito de niimeros primos possui densidade nula,
isto é, mostrar que um subconjunto de niimeros primos possui densidade positiva é

suficiente para concluirmos que este conjunto contém infinitos elementos.

Mostraremos entao que F possui densidade positiva.

Definicao 4.3.3. Sejam a > 1, r > 0 inteiros quaisquer e ¢ primo. Definimos o

subconjunto de primos B(a, ¢, r), dado por

B(a,q,r) ={p : ordy(a) = mq", para algum m € Z tal que ¢/ m}
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onde ord,(a) é a ordem multiplicativa de a médulo p, isto é, dado p € B(a,q,7),

existe m € Z, qfm, tais que
a™ =1 (mod p).
Definigao 4.3.4. Dados 2 € R e Y C Z, definimos a fungao N,(-) dada por
No(Y)=#{yeY : y<a},

que conta a quantidade de elementos menores ou iguais a x de Y.

Quando, em particular, a = ¢ = r = 2, temos o seguinte resultado, que

pode ser encontrado em [28]:

Teorema 4.3.5. Seja N, (B(2,2,2)). Eziste um nimero real xo tal que para x > x,

N,(B(2,2,2)) = - Lo (tyinlntnn)) (4.4)
3lnz Inzy/In (Inz)

Uma consequéncia direta deste teorema ¢ que a densidade do conjunto

temos:

B(2,2,2) em relagao ao conjunto dos nimeros primos é dada por:

. #{peB(222) :p<z)
D(B(2,2,2)) = Jim #{pprimo : p < x}
N.(B(2,2,2)) - Inxz

= lim

T—00 X

- xy/In (In (Inz))
3lnx 1 In (Inx) e
nzy/In (Inz

= lim

00 X

z+/In (In (Inz
woo 3lnx  x  wooo Inzy/In (Inz) r
3 3

Vamos estabelecer uma relacgao entre o conjunto B(2,2,2) e o conjunto F

dos ntimeros primos amigaveis, mas antes vejamos o seguinte lema:

Lema 4.3.6. Seja p > 2 um numero primo. Ezxiste uma raiz primitiva v modulo p

tal que 2 = r* (mod p) para algum « divisor de p — 1.
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Demonstragio. Consideremos uma raiz primitiva ro modulo p.

Assim, podemos escrever

2=rg (mod p),

onde 0 < B <p—1.

Sejam o = mdc(B,p — 1) e o 0 produto dos primos divisores de p — 1 que
~ .. p—1 . o . . .
nao dividem #—. Convencionamos o = 1 se este conjuntos de primos for vazio.

¥ é a decomposicao em primos de p — 1, como

Dai,se p—1=¢"" ... q."
a =mde(5,p — 1),
existem inteiros nao-negativos nq,...,ng, com 0 < n; < my;, 1 <i <k, tais que

— N1 Nk
a=dqy ... q -

Desta maneira segue que

p— 1 mi—ni

mE—ng
=q ... q )
Q ! K
Agora, seja Z = {iy,...,i,} o conjunto de indices tais que m;, —n;; = 0,

paral <75 <r.

Note que ag = H Gi; = Giy - - - Giy-

;€7
Como mdc (p — ,a0> = 1, pelo Teorema Chinés do Resto, existe u € Z™
satisfazendo as congruéncias
—1
u= p (mod p) e u=1 (mod o). (4.5)
Q@ Q

Portanto,

-1 -1
mdc(u,p ) = mdc(ﬂ,p>
o) a o«

QlIrmR |+
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mdc(u, ap) = mde(1, ap) = 1.

Desta maneira, como mdc (u, E) = 1 = mdc(u, ag), temos:

«

-1
1 = mdc <u, p ) = mdc(u, gL q}?’“*"’“)

e da mesma forma

(6]
_ mdc(u, q?u—”l) .. .de<U, q?k_nk),

1 = mde(u, ap) = mde(u, g, - .. ¢;,) = mde(u, q;,) ... mde(u, g;,.),

pois ¢;, gy sdo primos entre si, para todo 7 # 7.

Isto é, mdc(u,q;) = 1,1 <1 <k.

Dai, segue que

Como u =

escrever

para algum h € Z.

Assim,

mdc(u,p — 1) = mde(u, ¢7"* ... qx")

= mdc(u, ¢"") ... mde(u, gp*)

=1...1=1.
s p—1 _
— (mod —— ), temos que = au (mod p — 1) e podemos
« «

B =au+ (p—1)h,

au+(p—1)h u\a —
=rg =" = () (i7" (mod p).

Pelo Pequeno Teorema de Fermat, 75" =1 (mod p), e entio

2=(ry)* (mod p).

Definamos 7 := 7.

Como

concluimos que r também ¢é uma raiz primitiva e 2 = r* (mod p) onde «v | p—1.

p—1 p—1
d frg = = — ]_
ordy (r) mdc(p — 1, u) 1 P>
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Teorema 4.3.7. Seja P = {pprimo : p=1 (mod 4)}, F o conjunto dos primos
amigaveis e B(2,2,2) o conjunto dos primos p tais que a ordem multiplicativa de 2
modulo p € ord,(2) = 4m para algum m inteiro impar. Entdo, B(2,2,2) C P e o

conjunto dos primos amigdveis é dado por
F=P\B222)={peP:p¢B222)}

Demonstragao. Seja p € B(2,2,2).
Entao, ord,(2) = 4m.
Pelo Teorema de Lagrange, 4m divide #Z, = p — 1.
Portanto, p = 1 (mod 4) e assim p € P.
Logo, B(2,2,2) C P.
Agora, sejam p € P e r uma raiz primitiva médulo p.

Tomemos ord,(2) = 2"m, onde m é um inteiro impar, v > 0e 2 = r

(mod p) com 0 < a < p—1.

Pelo Lema 4.3.6, sem perda de generalidade, podemos supor que o | p—1 e

assim, temos:
ord,(r) p—1
2'"m = ord,(2) = 2 = . 4.6
m = ord,(2) mdc(ord,(r), ) a (4.6)

. p=1
Tomemos 1 = r 7 .

Dai, como p € P, temos as seguintes equivaléncias:

pEF
& 2i=4" (mod p) para algum x € Z
O T (mod p) para algum x € Z
-1
& a+ pT =2ax (mod p—1) para algum x € Z
1
& pT =2z —1a (modp-—1) para algum x € Z
-1 4p—1
PR g 4(2x — 1) (mod M) para algum x € Z
a
& 22m=4(2x—1) (mod 277%m) para algum z € Z
& 42x —1)+2my = 2'm para alguns z,y € Z
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Afirmamos que a equagdo 4(2x — 1) + 27™?my = 27m para alguns z,y € Z,

possui solucao se, e somente se, v = 2.
De fato, se v < 1, entao
42z — 1) + 272 my = 4(27my + 22 — 1)
é multiplo de 4, enquanto 27m nao o é.
Da mesma forma, se v > 3, entao
2'm =8-27"%m
é multiplo de 8, enquanto
402z — 1)+ 272 my = 8(2" 'my + x) — 4
nao o é.

Agora, se v = 2, a equagao pode ser reescrita da seguinte forma, visto que

m € um inteiro impar:

42z — 1) + 2*2my = 2°m

& 4(2x —1)+4(4dmy) =4m

& 420 — 1 +4my) =4m

& 20 —1+4my =m

& 2c+4my =m+1
m+1

e possui a solugdo inteira (z,y) = (mTH, 0).

Portanto, p € P\F se, e somente se, v = 2. Isto é, se, e somente se,
p € B(2,2,2).

Logo, F = P\B(2,2,2).

Cb'\r—l ]

Corolario 4.3.8. O conjunto dos primos amigadveis possui densidade D(F) =

Em particular, existem infinitos primos amigdveis.

Demonstragio. Pelo Teorema dos Ntimeros Primos, o conjunto

P ={pprimo: p=1 (mod4)}
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1
tem densidade D(P) = 7

Agora, pelo Teorema 4.3.5, a densidade do conjunto B(2,2,2) relativa aos
nimeros primos € igual a
1
D(B(2,2,2)) = 3

Por fim, pelo Teorema 4.3.7, a densidade de F é dada por

D(F)=D(P\B(2,2,2)) =D(P) — D(B(2,2,2)) =

DN | —
Wl =
(@]

Como um conjunto finito possui densidade nula, concluimos entdao que o

conjunto F deve possuir infinitos elementos pois sua densidade é positiva. O

Corolario 4.3.9. Ezistem infinitas dimensoes n > 3 para as quais LP(n,2) = (.

Demonstracao. Pelo Corolario 4.3.8, o conjunto F dos primos amigéveis possui
infinitos elementos e como a fungdo n é injetora, temos que sua imagem 7(F)
também possui infinitos elementos. Por fim, pelo Teorema 4.2.10, LP(n,2) = 0,
para todo n € n(F). O

Dessa forma, existem infinitas dimensoes n para as quais nao existe codigo

de Lee perfeito de raio 2 e dimensao n.

Encerramos destacando que essa demonstrcao levanta uma aparente conexao
entre os primos amigaveis e os primos representados pela forma quadratica f(x,y) =
422 + 4y + 9y%. Os primeiros valores desta sequéncia de primos sdo 17, 73, 89, 97,
193, 233, 241, 281, 401, 433, 449, 601, 617, 641, 673, 769, 929, 937, 977, que sao
todos primos amigaveis. Primos representados por formas quadraticas compoem
uma area muito importante da teoria dos ntimeros e tém conexao com curvas
elipticas e teoria dos corpos de classes. Esse resultado pode levar a uma prova
alternativa da existéncia de infinitos primos amigaveis e, consequentemente, uma
nova prova da nao existéncia de codigos perfeitos lineares com parametros (n,2)
para infinitos valores de n > 2. Essa consideracdo nos leva a questionar se a
utilizagao de formas quadraticas mais abrangentes poderia auxiliar na prova de
outros resultados de nao existéncia em relagao a métrica de Lee e fornecer novas
perspectivas em relacao a Conjectura de Golomb-Welch como um todo em seu caso

geral.
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5 CONCLUSAO

Ha mais de 50 anos, Golomb e Welch propuseram a conjectura que afirma
que nao ha codigos lineares perfeitos para os pardmetros dimensao n > 3 e raio
e > 2, com erros medidos na métrica de Lee. Nesse trabalho, vimos alguns dos
casos elementares e, finalmente, o caso com e = 2 para infinitas dimensoes, que tém
relacdo com um conjunto especial de primos. No entanto, a conjectura permanece
aberta para infinitos casos, apesar de muitos esforcos de diferentes pesquisadores, o
que significa que ha espaco para estudo no tema. Notamos ainda que cada passo
dado na direcao de algum caso particular muitas vezes é apoiado numa nova ideia
disruptiva que pouco se relaciona com os outros casos ja provados. Isto parece
dificultar, de alguma forma, uma demonstracao geral da conjectura. De qualquer
modo, depois do estudo para essa dissertacao, nossa expectativa é que, em geral, a
Conjectura de Golomb-Welch seja verdadeira e esperamos, futuramente, contribuir

para essa conclusao.
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