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RESUMO

Neste trabalho, estudamos condigoes para que uma variedade flag, possuindo
estruturas invariantes, admita uma estrutura aproximadamente Kéhler que nao seja
Kahler. Esta é uma resposta parcial a uma conjectura feita por Wolf e Gray, que foi
estudada em um artigo de Luiz A. B. San Martin e Rita de Cassia de J. Silva. Além disso,
criamos uma sequéncia de resultados que possam servir de guia de estudo para aqueles
interessados em estudar a geometria de variedades flag, uma vez que a literatura é escarca

em um material introdutoério neste tépico.

Palavras-chave: Variedade flag. Estrutura de Kéhler. Estrutura aproximadamente

Kéhler. Grupo de Lie complexo



ABSTRACT

In this work, we study conditions for which a flag manifold having invariant
structures, admits a nearly-Kéhler structure that is not Kéahler. This is a partial answer
to a conjecture by Wolf and Gray, that was studied in an article by Luiz A. B. San Martin
and Rita de Cassia de J. Silva. Moreover, we create a sequence of results that can be
utilized as a study guide to those interested in studying the geometry of flag manifolds,

as the literature is scarce in introductory resources to this topic.

Keywords: Flag manifold. Kahler structure. Nearly-Kéahler structure. Complex
Lie group
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, estaremos interessados em estudar a geometria de variedades flag,
ou mais especificamente, estruturas chamadas de Kéhler nessa variedade. O estudo de
variedades flag é de grande interesse para a matematica. Como veremos durante o trabalho,
alguns exemplos desse tipo de variedade sao os espacos projetivos e as grassmannianas,
que possuem uma grande variedade de aplicagoes, nao apenas na matematica e na fisica,
mas também em areas como computacao. Além disso, as variedades flag sdo um tipo de
espago homogéneo, que pode ser visto como um quociente de um grupo de Lie. Ainda
veremos que, no caso em que esse grupo de Lie é complexo e semissimples, ele pode
ser tomado, sem perda de generalidade, de forma a ser compacto, o que facilita sua
manipulacao, tendo em vista os diversos resultados ja obtidos para grupos compactos. Por
outro lado, o estudo de estruturas Kahler, apesar de ser interessante pelo lado matematico,
possui sobretudo importancia na fisica. Variedades como as variedades de Kéahler-Einstein,
Calabi-Yau e de Fano surgem no estudo da Relatividade Geral. Uma outra aplicacao
para uma métrica de Kahler é conhecida como a métrica de Fubini-Study. Ela é uma
métrica introduzida no espaco projetivo que é de interesse particular para a Mecanica
Quantica. Uma introducao mais matematica para essa métrica pode ser encontrada em
[1] enquanto as aplicagdes desta métrica na fisica podem ser encontradas em [2]. Esta

segunda referéncia, em particular, motiva a introducao desta métrica de forma geométrica.

Para tentar explorar este topico mais afundo, nos basearemos no artigo intitulado
“Invariant nearly-Kdihler structures” dos autores Luiz A. B. San Martin e Rita de Céssia
de J. Silva [3]. Nele, os autores buscam responder & uma conjectura feita por Wolf e Gray

em [4] formulada como:

“Seja U/H um espag¢o homogéneo, que nao é um espago simétrico
hermitiano de um grupo de Lie compacto e conexo U atuando
efetivamente tal que H tem posto maximo em U. Entao, existe em
U/H uma estrutura quase Hermitiana invariante aproximadamente
Kahler que nao é Kéahler se, e somente se, a subdlgebra de isotropia
¢ o conjunto de pontos fixos de um automorfismo ¢ de ordem
trés.”

O artigo responde a essa conjectura de forma parcial, uma vez que ela é respondida apenas
no caso particular dos espacos homogéneos formados por variedades flag. Porém, esse
caso cobre a maior parte dos espagos homogéneos, de forma que esta resposta é quase

completa.

Apesar da grande importancia no estudo desse tipo de variedade, é dificil encontrar
na literatura um material introdutoério neste tépico. Encontramos mengoes tanto em livros
sobre Teoria de Lie que abordam o tema a partir as algebra de Lie, ou em livros sobre

topologia diferencial, onde o tema é abordado em termos de espagos quocientes. Portanto,
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nao ¢é facil encontrar um material unificado que permita um leitor a se introduzir neste
topico. Assim, tentamos fornecer aqui uma sequéncia de resultados que possa auxiliar aos

interessados neste assunto a se adentrar no estudo de variedades flag.

O trabalho esta particionado da seguinte maneira: no Capitulo 2, introduziremos
os conceitos basicos necessarios para estudarmos as variedades flag. Alguns dos temas
abordados serao as subdlgebras e os subgrupos parabdlicos, a geometria de variedades
quocientes e uma caracterizacao de espacos homogéneos em termos de quocientes de
grupos de Lie. Finalizaremos o capitulo mostrando como as variedades flag a conexao
entre flags em espacos vetoriais e variedades flag. A saber, o conjunto de flags de um
espago vetorial de dimensao finita formam uma variedade flag, isso ¢, ¢ um quociente de
um grupo de Lie por um subgrupo parabdlico. Como corolario deste exemplo, concluimos

que os espagos projetivos e as grassmannianas sao de fato variedades flag.

No Capitulo 3, entramos no artigo propriamente dito, apresentando os conceitos
de métricas e estruturas quase complexas invariantes - fundamentais para responder a
conjectura de Wolf e Gray - seguindo com a defini¢cao de estrutura quase Hermitiana. A
partir dela, definimos a forma fundamental, ou forma de Kdihler e terminamos distinguindo

estruturas Kéhler, quase-Kahler e aproximadamente Kahler.

No Capitulo 4, utilizamos os resultados obtidos no Capitulo 3 para mostrar que a
estrutura quase complexa na variedade é completamente determinada por seus autovalores.
Um resultado similar é encontrado para a métrica. Durante o capitulo veremos que as
propriedades mais importantes da estrutura quase Hermitiana podem ser encontradas a
partir de trincas de raizes. Dependendo de como estas raizes estao relacionadas entre si, os
nimeros que definem a métrica e a estrutura quase complexa mudam seu comportamento,

permitindo conectar as raizes e a propria estrutura no espago.

Finalmente, no capitulo 5, pretendemos responder a conjectura de Wolf e Gray.
Para isso, introduzimos o conceito de altura de raizes com respeito a um certo conjunto de
raizes simples pré-determinado. Isso nos permite encontrar uma equivaléncia para quando
uma variedade flag admite uma estrutura aproximadamente Kahler que nao é Kéhler em

termos destes automorfismos de ordem 3.

Finalizamos o trabalho com dois apéndices. O primeiro deles fornece uma in-
trodugao aos basicos da Teoria de Lie e o segundo descreve alguns resultados sobre a

complexificagdo de espacos vetoriais, que sao utilizados durante o trabalho.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste trabalho, estaremos interessados sobretudo no estudo de grupos e algebras
de Lie complexos. Assim, denotaremos por G um grupo de Lie complexo e por g sua

algebra de Lie correspondente, a nao ser que seja explicitado antes.

2.1 Variedades quocientes

Nesta se¢ao seguiremos sobretudo a referéncia [5].

2.1.1 Acgdes de grupos

Primeiramente, devemos nos relembrar de alguns conceitos de Teoria de Grupos.

Dado um grupo G e um conjunto X, uma agao (a esquerda)’ de G em X é uma
aplicagdo o : G x X — X, denotada usualmente por a(g,z) = g -z ou a(g,z) = gz, tal

que
(a) e-x = para todo x € X; e
(b) g-(h-z)=(gh)-x para todos g,h € Gex € X,

onde e denota o elemento neutro de G.

Ainda, considerando a notagao acima, tomando x € X, definimos a 6rbita de x

como o conjunto
G-x={g-x]|ge G}
O grupo de isotropia de x € X, por sua vez, ¢ definido como o conjunto
G, ={9€G|g-z=u}
Se para cada = € X, G, = {e}, dizemos que a acao é fiel.

Quando, para todo = € X, G - x = {e}, dizemos que a ac¢ao « é livre.

Quando a acao a possui apenas uma orbita, isso é, X = G - x para algum x € X
(nesse caso a érbita de todos os elementos de X é a mesma) dizemos que « é transitiva.
Equivalentemente, a acao ¢ transitiva quando, para todos z,y € X, existe g € G tal que
y=g-x
Proposicao 2.1. Seja a: G x X — X uma agdo de G sobre X. Nesse caso, a relagao
em X

T~y dgeG tal que y=g-x

1 Neste trabalho, trataremos apenas de ac¢oes a esquerda. Portanto, para evitar sobrecarregar

a nomenclatura, nos referiremos a acoes a esquerda simplesmente pelo termo acao.
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¢ de equivaléncia.

Demonstracao: Pela definicao de acao, ez = x mostrando que ~,, é reflexiva. Tomemos

agora =,y € X tal que x ~, y. Assim, existe g € G tal que y = g - y. Portanto,

g y=g"(gra)=(g"'g) x=cr=0,

isso é, ~, ¢é simétrica. Finalmente, dados x,y,z € X tais que © ~, y e y ~, 2, entao,
existem g, h € G taisque y =g-x e z = h-y. Assim,

z=h-y=h-(g-2)=(g9h) -z,

mostrando que ~, é transitiva. Logo, ~, é relacao de equivaléncia. O

Corolario 2.2. As classes de equivaléncia de ~, sdo as orbitas da agdo «.

Pela Proposigao 2.1 temos o direito de pensar no espago quociente X/ ~, que

nada mais é do que o conjunto das drbitas de @ e é normalmente denotado por X/G.

Consideremos agora X um espaco topolégico. Podemos definir uma agao em X
como uma aplicacdo de um grupo G sobre o conjunto subjacente de X. Todas as defini¢oes
acima ainda sao validas nesse caso. Notamos, no entanto, que nesse caso a projecao
canbnica 7 : X — X/G pode ser utilizada para definir uma topologia quociente em X/G.
Assim, podemos considerar X/G como um espago topolégico (com a topologia quociente)

que é denominado de espago das é6rbitas de «.
Definicao 2.3. Seja G um grupo dotado de uma topologia. Quando as aplicagoes

p:GxGE—G
(9,h) — gh

1:G—G
g9
sao continuas (no caso de p, consideramos a topologia produto em G x G ), dizemos que G

¢ um grupo topoldgico.

Definicao 2.4. Sejam X um espaco topologico e G um grupo topoldgico. Se G age sobre

X por uma ac¢do

a:Gx X —X

(9,2) — g -,
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tal que a é uma aplicagio continua (considerando-se a topologia produto em G x X ), entdo
dizemos que « é uma a¢d@o continua e dizemos que G age continuamente sobre X. No
caso em que G € um grupo de Lie e X ¢é uma variedade diferencidvel, dizemos que a ag¢do
¢ diferencidvel quando « for diferencidvel. Ainda, quando X é uma variedade suave, e

a € uma aplicacdo suave, entdo dizemos que a acdo é suave.

Consideremos, agora, uma variedade topolégica M e um grupo topologico G.

Quando G age transitivamente e continuamente sobre M, dizemos que M é um G—espago.

Lema 2.5. Seja U C M e defina o conjunto
g-U={g-z|xeU}.
Assim, se m: M — M/G € a proje¢io candnica, entdo

w0 = Ug-U

geG

Demonstragio: Com efeito, se p € 7! (7(U)), entdo 7(p) = 7(u) = G - u, para algum
u € U. Assim, p € G-u e, portanto, p € Uye g-U. Por outro lado, se y € Uy g-U, entao
existem g € G e u € U tais que y = g - u. Portanto, 7(y) = m(u), ou, equivalentemente,
y e n (n(U)). Logo,

HxU) =g U

geG

Lema 2.6. Sejam G um grupo topologico e X um espago topologico. Dessa forma, se a

agao de G em X € continua, entao a proje¢io candnica m: X — X/G € aberta.

Demonstragao: Seja U C X um aberto. Como a topologia em X/G é quociente,

queremos mostrar que 7 (7 (U)) é aberto em X. Porém, note que pelo Lema 2.5,
# i w(U)) = Ug - U.
g

Como o mapa p — ¢ - p é um homeomorfismo, temos que g - U ¢é aberto para todo g € G.

Logo, 7~ 1(m(U)) é aberto em X e, portanto, 7(U) é aberto, por definigao. a

Necessitaremos da seguinte definicao, usual nos textos de topologia.

Definicao 2.7. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma aplicacao. Dizemos
que f ¢ prépria quando, para todo compacto K CY, f~Y(K) é compacto.
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Definicao 2.8. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topologica e o : GX M — M

uma acdo continua. Nesse caso, a € dita propria quando a aplicacdo

GxM— MxM
(9,p) = (9-p,D)

for propria.

Observagao 2.9. Em geral, a Definicio 2.8 € mais fraca do que pedir que a a¢do o seja
propria no sentido topolégico, como uma aplicagcao continua. [5, p.542].
Antes de seguir para o proximo resultado, devemos chamar atencao para o seguinte

resultado de topologia.

Teorema 2.10. Sejam X um espago topologico e Y um espaco de Hausdorff localmente

compacto. Dessa forma, toda aplicacao propria e continua f: X — Y é fechada.

Demonstragao: [5, p. 611]. O

Proposicao 2.11. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topoldgica e o : G x M X

M € uma agdao continua e propria. Dessa forma, o espago das orbitas M /G é Hausdorff.

Demonstracao: Consideremos a aplicagao

- GxM-—->MxM
(g9,p) — (g-p,p)

que ¢é propria, pois a agao ¢ propria por hipotese. Consideremos o conjunto
MxM2D0=dGxM)={(g-p,p) e M xM|pe M,geG}.

Pelo Teorema 2.10, o conjunto O é fechado em M x M. Assim, como 7 : M — M/G é
aberta pelo Lema 2.6, o exercicio A.36 em [5, p. 606] mostra que M /G é Hausdorff. O

Definigao 2.12. Seja X um espaco topologico e A C X um subconjunto. Dizemos que A

¢ relativamente compacto quando o fecho de A é compacto.

Proposicao 2.13 (Caracterizagiao de agdes préprias). Sejam G um grupo de Lie,
M uma variedade topoldgica e o uma agdo continua de G em M. Dessa forma, sao

equivalentes

(i) « € propria.
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(i) Se (p;) e (g;) sao sequéncias em M e G, respectivamente tais que (p;) € (g; - p;)

convergem, entao (g;) possui alguma subsequéncia convergente.

(iii) Para todo subconjunto compacto K C M, o conjunto Gx = {g € G | (¢9- K)NK # 0}

¢ compacto.

Demonstragao: (i) = (ii). Suponhamos que a aplicagdo ©(g,p) = (g - p, p) seja propria
e tomemos sequéncias (p;) € M e (g;) C G tais que (p;) e (g; - p;) sdo convergentes.

Denotemos os limites por
p=limp; e g=limg;-p

e sejam U,V C M vizinhangas relativamente compactas de p e ¢, respectivamente. Assim,

para ¢ suficientemente grande temos que
O(gi,pi) = (gi - pirpi) €V x U.

Como V x U é compacto e © é prépria, entdo O 1(V x U) é compacto. Além disso,
temos (g;,p;) € ©~ YV x U) para todo i. Portanto, existe uma subsequéncia de (g;, p;)
que converge em G x M. Em particular, (g;) possui uma subsequéncia convergente em G.

(17) = (i27). Suponhamos que a afirmacao (i7) é vilida e seja K’ C M um compacto.

Consideremos o conjunto
Grk={9€G|(9-K)NK #0}

como no enunciado e tomemos uma sequéncia (g;) C Gx. Assim, por definigao, para cada
i existe p; € (g;- K) N K, ouseja, p; € K e g;* - p; € K. Como K é compacto, temos que
(pi) e (g;' - pi) convergem, passando a subsequéncias se necessario. Assim, por (ii) existe
uma subsequéncia (g;,) de (g;) que converge. Logo, toda sequéncia de G possui uma
subsequéncia convergente, o que mostra que G é compacto.

(791) = (i). Suponhamos que (i7i) é valida. Assim, tomemos um compacto
LCMxM eseja K=m(L)Umy(L), onde 7y, m : M x M — M sdo as projegdes na

primeira e na segunda coordenadas, respectivamente. Assim, como L C K x K,
O (L) CO K xK)={(g9;p)|g-peK e peK}CGxxK.

Como O ¢é continua, ©7!(L) é fechado e, como G x K é compacto, temos que ©71(K) é

compacto. Logo, © é propria. O

Corolario 2.14. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topologica e ov : G X M —

M uma agdo continua. Dessa forma, se G for compacto, entao o € propria.
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Demonstragao: Sejam (p;) e (g;) s@o sequéncias satisfazendo as hipétese da afirmagao
(77) da Proposi¢ao 2.13. Assim, como toda sequéncia (g;) de G possui uma subsequéncia
convergente (pois G é compacto), entao a tese da afirmagao (ii) é satisfeita. Logo, isso

equivale a dizer que a agao é prépria. O

Proposicao 2.15 (()rbitas de agGes préprias). Sejam G um grupo de Lie, M uma
variedade suave e a: G X M — M uma ag¢ao propria e suave. Dessa forma, para cada

p € M o mapa orbital

a? G — M
g—g9-p

é proprio e, consequentemente, a orbita G - p € fechada em M.

Demonstragio: Seja K C M um compacto. Assim, (a®)~!(K) é fechado em G pela

continuidade de a®. Agora, temos que
(@®)"HK) € Grugpys

o que mostra que (a?)~'(K) é compacto, pois G Kufp} ¢ compacto, uma vez que a acao
o é prépria. Logo, a® é uma aplicacdo prépria e, portanto, G - p = a®(G) é fechado

pelo Teorema 2.10. O

Corolario 2.16. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topologica e ov : G X M —
M uma acao continua. Dessa forma, se o é propria, entdo cada orbita € um fechado de

M e cada grupo de isotropia € fechado.

Demonstragao: As oOrbitas sdo fechadas como consequéncia da Proposicao anterior.
Agora, note que cada grupo de isotropia G, é o préprio conjunto Gy = {9 € G | (g
{p}) N {p} # 0}. De fato, se g € G, entao g-p = p e, portanto, g-p € g-{p} N {p}, ou
seja, g € Gypy. Por outro lado, se g € Gy, entdo g- {p} N{p} # 0, isso é, g-p = p. Logo,

pela Proposicao 2.13, os grupos de isotropia sao compactos. O

2.1.2 O Teorema da variedade quociente

Teorema 2.17 (Teorema da Variedade Quociente). Sejam G um grupo de Lie, M
uma variedade suave e o : G X M — M uma acao suave, livre e propria. Nessas hipoteses,
o espago orbital M /G é uma variedade topoldgica de dimensio dim M — dim G e possui
uma dnica estrutura suave tal que a aplicagao quociente m: M — M/G é uma submersao

suave.
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Demonstracao: A demonstracao deste teorema é extensa e, por brevidade a evitaremos
aqui. Porém, para o leitor interessado, sugerimos a referéncia [5, p. 544] que serviu de
base para o que fizemos até aqui e, portanto, utiliza notagoes e termos similares ao que

foi feito até agora. O

2.1.3 Espacos Homogéneos

Sejam M uma variedade suave, G um grupo de Lie e a : G X M — M uma acao
diferenciavel sobre M. Quando « é transitiva, dizemos que M é um espaco homogéneo

de G ou um G—espago homogéneo.

A partir de um grupo de Lie, podemos construir uma grande quantidade de espacos
homogéneos. Antes de mostrar como fazer essa construcao, porém, relembremos o Teorema

de Cartan, também conhecido como o Teorema do Subgrupo Fechado.

Teorema 2.18 (Teorema de Cartan). Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo
de GG. Dessa forma, se H ¢ fechado, entdo H ¢ um subgrupo de Lie mergulhado de G.

Para o leitor interessado na demonstracao deste Teorema, sugerimos [5, p. 523].

Teorema 2.19 (Teorema de Construgao de Espacos Homogéneos). Sejam G um
grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado de G. Dessa forma, o quociente G/H é uma
variedade topoldgica com dim G/H = dim G — dim H e possui uma unica estrutura suave

tal que m: G — G/H € uma submersao. Além disso, a a¢do
GxG/H—G/H
(91,92H) — g192H

transforma G/H em um G—espago homogéneo.

Demonstracgao: Consideremos a acao a direita induzida por H, isso ¢,

a:GxH—G
(g, h) = gh.
Agora, dados g1, g2 € G, note que g, € g1 H se, e somente se, existe h € H tal que go = g1h

ou equivalentemente, go estd na orbita de g;. Isso mostra que o espaco das dérbitas dado

pela acao a direita de H é o conjunto das classes laterais a esquerda de H.

O Teorema de Cartan garante que H é um subgrupo de Lie mergulhado de G.
Além disso, a agao a direita de H em G é suave, livre e propria. De fato, ela é suave por

ser a restricao do produto em G. Ela é livre, pois

gh=g& h=e.
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Finalmente, para ver que é prépria, seja (g;) € G uma sequéncia convergente, (h;) C H

uma sequéncia tal que (g;h;) C G converge. Por continuidade do produto, temos que
hi = g; *(gihi)

converge em (. No entanto, como H é fechado e possui a topologia de subespago, (h;)

converge em H. Portanto, pela Proposicao 2.13, temos que a acao é propria.

Com essas propriedades, podemos aplicar o Teorema da Variedade Quociente 2.17,
o que mostra que o espago das érbitas G/H possui uma unica estrutura suave onde a

projecao candnica é uma submersao suave. Assim, o mapa
idegxm:GxG—GxG/H
é uma submersao suave. Dessa forma, consideremos o diagrama

GxG —2— @

idg Xﬁl lﬂ

GxG/H — G/H

onde p: G X G — G é o produto em G e a é a agdo enunciada. Afirmamos que 7o p

é constante nas fibras de idg x7. Com efeito, seja (g1,9.H) € G x G/H. Tomemos
(g1,7), (g1,y) € (idg xm) " ({(g1,92H)}). Assim, temos

mop(g,r) = m(g1x) = 7(g192h) = 7(g192) = 7(9192h") = w(g1y) = ™o p(g1,¥),

onde h,h' € H sao tais que © = goh e y = goh’, que existem, pois 7(z) = goH = 7(y).
Assim, pelo Teorema 4.30 de [5, p. 90], temos que a estd bem-definida e é suave.

Finalmente, dados g1 H, goH € G/H, temos que

(9291 ") - 1 H = goH,

ou seja, « é transitiva. O

Definicao 2.20. Sejam M e N wvariedades suaves e G um grupo de Lie. Se G age
suavemente sobre M e N, entdo uma aplicagio f : M — N é chamada de equivariante

com respeito a agdo de G quando, para cada g € G,
flg-p) =g f(p)Vpe M.

O Teorema acima é de importancia central no estudo de Espagos homogéneos, uma
vez que, como veremos no proximo resultado, todo espago homogéneo pode ser descrito

como um quociente de um grupo de Lie por um subgrupo fechado.
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Teorema 2.21 (Teorema de Caracterizagdo para Espacos Homogéneos). Sejam
G um grupo de Lie, M um G—espaco homogéneo e p € M. Nesse caso, o grupo de isotropia

G, € um subgrupo fechado de G e a aplicagdao
F:G/G,— M
9Gp—g-p
¢ um difeomorfismo equivariante.

Demonstragao: Denotemos a acao de G em M por « e consideremos o mapa orbital

al®) 1 G — M. Como ') é continuo, temos que G, é fechado, pois

Para mostrar que F' é bem-definida, sejam ¢1G,, oG, € G/G, tais que 1G, = ¢2G,.

Assim, existe algum h € G, tal que g2 = g1h e, portanto,
F(g2Gy) = g2 p=gth-p=g1-(h-p) =g1-p= F(g ),
mostrando que F' é bem-definida. Agora, F' é equivariante, pois
F(ghG,) = (gh) -p =g (h-p) =g F(hG,).
Finalmente, F' é suave, pois

G

|

G/Gy —— M

comuta e a?) é suave. Assim, podemos usar o Teorema 4.30 ([5, p. 90]), para mostrar

que I é suave.

Finalmente, mostraremos que F' ¢é bijetiva. Dado ¢ € M, a transitividade de «
garante que existe um g € G tal que ¢ = g - p e, portanto, F(ng) = ¢, mostrando
que F' é sobrejetiva. Para mostrar a injetividade, sejam ¢;:G,, oG, € G/G), tais que
F(q1G,) = F(g2G,). Assim, g,-p = ga-p o que implica em g; 'go-p = p. Assim, g; 'g2 € G,
ou, equivalentemente, ¢1G, = ¢2G,. Logo, F' é uma bijecao suave e equivariante o que,

pelo Teorema do Posto Equivariante [5, p. 165], mostra que F' é um difeomorfismo. O

2.2 Subalgebras de Borel e parabdlicas

Nesta secao, apresentaremos uma série de defini¢bes e resultados necessarios

para que compreendamos a definicdo de uma variedade flag. Estamos assumindo certa
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familiaridade com Teoria de Lie, porém, para o leitor interessado, apresentamos no

Apéndice A a maior parte do que precisaremos usar durante o restante do trabalho.

Por brevidade, evitaremos fazer as demonstragoes nesta sec¢ao, porém todos os

resultados podem ser encontrados em [6].

Tomemos uma &lgebra de Lie semissimples g com uma subdlgebra de Cartan
. Denotemos por II um sistema de raizes correspondentes a b e II™ um conjunto das
raizes positivas. A partir desse sistema, definimos a subalgebra de Borel canénica

correspondente ao sistema II por

b=hHd D ga.

a€ellt

Observacao 2.22. Em geral as subdlgebras de Borel sdo definidas como subdlgebras

conjugadas da dlgebra acima.

Denotemos por G um grupo de Lie complexo e conexo cuja algebra de Lie é g.
Nesse caso, definimos o subgrupo de Cartan de G como o centralizador em G de b,

isso é,
H=7:0b) ={9ge G| Ad(g)H = H, VH € bh}.

Proposicao 2.23. O subgrupo de Cartan tem dlgebra de Lie b e é conezxo.

De forma similar, definimos um subgrupo de Borel, correspondente a uma

subalgebra de Borel b, de G como o normalizador no grupo G de b, isso é,
B := Ng(b) ={g € G| Ad(g)b = b}.

Proposicao 2.24. Seja B um subgrupo de Borel de G. Dessa forma, B possui dlgebra
de Lie b, é um subgrupo fechado e conexo de G e N(B) = B.

Proposicao 2.25. Se B C GG € um subgrupo de Borel, entdo B ¢ soluvel maximal.

Definicao 2.26. Seja p C g uma subdlgebra. Nesse caso, dizemos que p € uma subdlge-

bra parabdlica quando p O b para alguma subdlgebra de Borel b.

A partir de um sistema de raizes podemos encontrar uma subalgebra parabdlica.
Com efeito, consideremos II um sistema de raizes e ¥ um sistema simples de raizes de II.
Dado um subconjunto arbitrario © C X, para cada « € Il existe uma tnica decomposicao

da forma
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onde ng(a) € Z e todos do mesmo sinal que a raiz a. Agora, consideremos os conjuntos

O ={aecll|ngla) =03 & O}

O"={aelt|agO®}={aecll|IB €O : ngla) > 0}.

Definigao 2.27. Denotaremos por (©) o subconjunto de 11 formado pelas combinagies

lineares inteiras de ©.
Proposicao 2.28. 0" = (0) ¢ " =1IT\ (0).

Demonstragao: Com efeito, se a € (0), temos que sua decomposi¢do em raizes simples
possui apenas componentes em ©, ou seja, ng(a) = 0 para todo 5 ¢ ©. Portanto, o € ©".
Por outro lado, se @ € O, entao o é uma combinacao linear de elementos de ©. Com

isso, mostramos a primeira igualdade.

Para a segunda, notemos que a € I \ (O) se, e somente se, o € [T e o & O

pela primeira igualdade. Com isso, concluimos a proposicao. O

A partir desses conjuntos, definimos
Po = h D Z 9o O Z Ja- (21)
ac(O) a€llt\(O)

Proposicao 2.29. pg é uma subdlgebra de g tal que pe 2 b a subdlgebra canonica de
Borel.

Proposicao 2.30. Seja p uma subdlgebra que contém a subdlgebra de Borel candnica.

Nesse caso, existe um conjunto de raizes simples © C X tal que p = po.

A Proposicao 2.30 mostra que qualquer subalgebra parabdlica é encontrada a partir

de um conjunto de raizes simples.

Consideremos uma subalgebra parabdlica p C g. Definimos o subgrupo parabé-

lico correspondente a p como o normalizador de p em G, isso é,
P = Na(p) ={g € G| Ad(g)p = p}.

A Proposicao a seguir descreve algumas propriedades dos subgrupos parabdlicos.

Proposicao 2.31 (Propriedades dos subgrupos parabdlicos). Se P C G ¢ parabo-
lico correspondente a subdlgebra parabolica p, entdo P possui algebra de Lie p, é um

subgrupo fechado e conero de G ¢ N(P) = P.
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Demonstragio: A demonstragao desses fatos pode ser encontrada em [6]. O fato de que
subgrupos parabdlicos sdo conexos, em particular, utiliza de topicos mais aprofundados
de Teoria de Representacoes que decidimos evitar neste trabalho. No entanto, esta prova
serd revisitada mais adiante, a saber na Proposicao 2.51, em um contexto mais especifico

da proposta inicial. O

Notemos que, diferentemente da definicdo de subalgebra parabdlica, a definicao de
subgrupo parabdlico nao envolve subgrupos de Borel. Assim, surge uma pergunta natural:
um subgrupo é parabdlico se, e somente se, ele contém algum subgrupo de Borel? Como
esta foi a definicao para uma subdalgebra parabdlica, ¢ natural pensarmos que essa relagao

se reflete no grupo. Com efeito, a resposta para essa pergunta é positiva.

Teorema 2.32. Seja G um grupo de Lie com dlgebra g. Dessa forma, P C G é um

subgrupo parabolico se, e somente se, existe um subgrupo de Borel B tal que B C P.

2.3 Decomposigoes

2.3.1 Decomposicoes de Cartan

Nesta secao, utilizaremos alguns conceitos de complexificacao de espagos vetoriais

que podem ser encontrados no apéndice B.

Consideremos uma algebra de Lie semissimples real g. Nesse caso, segue que sua
complexificacdo gc também é semissimples. Além disso, denotaremos por u a forma real

compacta de gc, como definida na Secao A.11.

Uma decomposic¢ao de Cartan de g é uma soma direta do tipo
g=tds,

onde t=gNues=gniu. Uma decomposicao desse tipo sempre existe, pelo Teorema
A.58. De fato se o é a conjugacao® relacionada a g entdo, ainda pelo Teorema A.58,
existe uma forma real compacta u cuja conjugacao 7 comuta com o. Essa comutatividade

implica que 7(g) = g e o(u) = u. Assim, dado X € g qualquer, podemos escrever

X +T(X) X —T7(X)
=

X

Por um lado, como 7(g) = g, temos que ambos os termos acima pertencem a g. Por outro

lado, podemos escrever X = A +iB, onde A, B € u. Nesse caso, temos que

XA70) _ g o 227 g e

2 2

2 Definicao B.1
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Assim, existe a decomposigao de Cartan g = gNu@ gNiu. Essa decomposi¢ao nao é unica,
porém, como podemos passar de uma decomposi¢ao para outra por um automorfismo

interno, de forma que os resultados obtidos para uma ainda sao vélidos para as outras.
Proposicao 2.33. Valem as sequintes propriedades para as decomposicoes de Cartan:
(i) B8] Ct [ts] Csels,s] CE

(ii) se 8 = 7|y, entdo 62 =id,y. Além disso seu autoespago associado ao autovalor 1 é ¢

e o autoespago associado a —1 é s (0 é chamada de involugdo de Cartan);
(11t) a forma de Cartan-Killing ICy € negativa definida em € e positiva definida em s;

(iv) se g = & @ 51 = b D 59 sao duas decomposicoes de Cartan, entdo eziste ¢ um

automorfismo de go tal que ¢(8)) = €2 e P(s1) = 5o,
(v) se X €t eY e€s, entio Ky(X,Y) =0;
(vi) a forma bilinear By(X,Y) = —K4(X,0Y) € um produto interno;
(vii) se X € t e Z,W € g, entao

BG([sz]’W) :_B9(Z7 [X,WD,
(viii) se Y € s e Z,W € g, entdo

BG([Y7 ZL W) = BG<Zv [Y7 W])?
(iz) € é uma subdlgebra compacta maximal;

(x) se g € o realificado de uma dlgebra complexa semissimples, entdo as decomposi¢oes

de Cartan de g sao dadas por g = u & iu, onde u é uma forma real compacta de g;

(xi) o isomorfismo ad : g — Derg e a involugao de Cartan definem um automorfismo

0 : Derg — Derg tal que

| Js

Derg —5 Derg

Exemplo 1. Considerando a élgebra sl(n,R), temos que sua complexificagao é sl(n, C)
e a forma real compacta de sl(n,C) é u = su(n). Com isso, temos que £ = gNu = so(n) e
§ = gNiu é o espago das matrizes simétricas de trago zero. Além disso, em relagdo a esta

forma real compacta, a conjugacao 7 é dada por

7(Z2)=-Z
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e a involugdo de Cartan por

0(X)=—X".

2.3.2 Decomposigoes globais

Nosso objetivo agora é passar a decomposicao de Cartan para os grupos de Lie
associados. Comegamos mostrando para o grupo Autgg, que é um grupo de Lie com
algebra g, onde g é uma algebra de Lie real. Fixemos uma decomposi¢ao de Cartan

g = £ @ s com involugao ¢ que induz o produto interno By = —K4(X, 0Y).

Definicao 2.34. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Denotaremos o grupo
dos automorfismos de G por Aut G e o grupo de automorfismos de g por Aut g.

Definicao 2.35. A componente conexa de Autg serd denotada por Autgg.

Se 0y : Autgg — Autgg é definido por 6y(g) = 0gh~', temos que 6y ¢ um auto-
morfismo do préprio grupo adjunto de Autyg (6y € Autg(Autgg)). Além disso, temos

que
0o(ad(X)) = fad(X)0 = ad(6X)
isso é, 0y é uma extensao de 6 em Derg = g.

Teorema 2.36. Sejam G um grupo de Lie semissimples conexo e g =€ @ s uma decom-
posicao de Cartan de sua dlgebra de Lie. Escrevendo K = (expt) e S = exps, valem as

sequintes afirmacoes:

(i) G=SK = KS e todo g € G se escreve de maneira unica como g = sk ou g = ks,
ke KeselS;

(ii) S € uma subvariedade mergulhada de G difeomorfa a s pelo mergulho exp : s — S;
(7ii) as aplicagoes K x S — G dadas por (k,s) — ks e (k,s) > sk sao difeomorfismos;
(iv) o centro Z(G) de G estd contido em K;

(v) K =expt e K é compacto se, e somente se, Z(G) € finito.
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2.3.3 Decomposicao de Iwasawa

As algebras semissimples reais podem ser decompostas de forma analoga as de-
composicoes em espagos de raizes das algebras complexas. Ela nao é feita, nesse caso, em
relagdo a uma subalgebra de Cartan, uma vez que ad(H ), para H € b, ndo necessariamente

possui autovalores reais.

Assim, consideremos uma &lgebra semissimples real g e uma decomposicao de
Cartan g = £ ® s. Tomemos a C s uma subalgebra abeliana maximal. A existéncia de
a é garantida pela dimensao finita de g. Nesse caso, para H € a, temos que ad(H) é
diagonalizavel, pois ad(H) é simétrica em relagao ao produto interno By (Proposigao 2.33).
Além disso, como a é abeliana e ad(H) é simétrica pelo item (viii) da Proposicao 2.33,

ad(H) é simultaneamente diagonalizével para H € a. Assim, para a € a*, o subespago
g ={X €g|VH €a, ad(H)X =a(H)X}

é um autoespago comum a ad(H), H € a, se g, # {0}. Nesse caso, o é chamado de raiz

de a quando a # 0 e g se decompobe como
g=00® ) 0o,
(0%
onde « percorre todas as raizes gy ¢ uma subdlgebra, pois é o centralizador de a.

Lema 2.37. Sejam gy como acima e m = goN€. Dessa forma, go = mda e g se decompoe

como
g :m@a@zga-

Definicao 2.38. Sejam g uma dlgebra de Lie real com uma decomposicao de Cartan
g=%¢Dds, a C s uma dlgebra abeliana maximal e H € a um elemento reqular real.

Consideremos a decomposicdo de g em espacos de raizes e denotemos por n a subdlgebra
ne Y g
(H)>0
Dessa forma, a decomposig¢ao de Iwasawa de g é dada por

g=tQadn

Com essa defini¢ao, podemos definir a decomposicao de Iwasawa de um grupo de
Lie.

Teorema 2.39. Sejam G um grupo de Lie semissimples e conexo com dlgebra de Lie
geg=%tdadn uma decomposicio de Iwasawa de g. Dessa forma, G = KAN, onde
K =expt, A=expa e N =expn.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [7, p. 262]. O
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2.4 Variedades flag

Seja G um grupo de Lie complexo, com algebra g semissimples. Seja [T um conjunto
de raizes de g e ¥ C Il um sistema simples de raizes. Tomando um conjunto © C X

arbitrario, consideremos a subélgebra parabdlica (2.1).

Como ja vimos, podemos definir um subgrupo parabélico a partir de uma subalgebra

parabdlica. Portanto, definiremos o subgrupo parabdlico
Po = Ng(po).

Definigao 2.40. A wvariedade flag dada por © C X é definida como o quociente
Fo = G/Ps.

Quando Po € o subgrupo parabolico minimal, dizemos que a variedade flag é maximal.

Jd para © # (), dizemos que a variedade flag é parcial.

O seguinte resultado ¢ muito importante para o estudo de variedades flag, uma

vez que ele permite usar uma série de resultados tteis.

Proposicao 2.41. Se Fg = G/Pg é uma variedade flag, entio Fg € um espago homogé-

neo.

Demonstragao: Pela Proposicao 2.31, temos que Pg é um subgrupo fechado de G.
Assim, O Teorema de Construgao de Espagos Homogéneos garante que que G/ Pg possui

uma Unica estrutura suave tal que 7 : G — G/H é uma submersao e a a¢ao

G X ]F@ — F@
(9, hPe) — ghPe.

transforma G/Pg em um espago homogéneo. O

Estamos interessados agora em ver uma variedade flag Fg = G/Pg em termos do
subgrupo U = expu, onde u é a forma real compacta de g, a algebra de GG. A principal
vantagem de fazermos isso, é que o subgrupo U é compacto e, assim, podemos fazer uso

da grande quantidade de resultados existentes para esse tipo de grupo.

Para comecar essa discussao, consideremos uma algebra de Lie complexa semis-
simples g e seu grupo de Lie G respectivo. Denotemos por u sua forma real compacta,
encontrada pela base de Weyl como feito na Secao A.11. Denotando os espagos de raizes

por g., definimos os subespacos de u
Uy = UN (Ga D F_0)-

No seguinte lema, utilizaremos resultados da secao A.11.
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Lema 2.42. u, = spang{A,,i5,}>.
Demonstracao: Temos que spang{A,,iS,} C spang{iH,, Aa,iS, | « € [T} =u e
spang{Aa, iS4} C go ® g—a, POIs
A =Xo =X 0€8.D g0 € iSa=1(Xo+ X 0) €00 D0

Assim, spang{A,,iS,} C u,. Como ambas sao bidimensionais, segue que temos a igual-
dade. O

Proposicao 2.43. Se hr denota a subdlgebra real by = spang{H, | o € 11}, entdo

u:ihR@ Z 1

a€cllt
Demonstragao: Lembremos que,
u = spang{iH,, Ay, 1S, | a € TT"}.
Assim, seja X € u. Podemos escrever

X =iH+ Y asAa+ > byiS,

a€cllt acllt

onde H € hg. Note que tanto A, = X, — X_,e Sy = Xo + X_, estdo em g, P g_,. Por
outro lado, a,Aq, baiS, € u. Portanto, X € ihg @ > e+ Uo. Assim,

u Cibr @ Z Uy

a€ellt

Como temos que ambos ihg C u e u, C u, obtemos a outra inclusao, concluindo a

demonstragao. O

Consideremos a subalgebra parabdlica

Po=bH® > 0. D da
ac(®

) acllt\(6)

A partir dela, definimos a subdlgebra tg = po Nu de u.

Proposicao 2.44. to =ibr & > u,, onde (©)" = (0) NII .
ac(O)t

Demonstracao: Primeiramente, notemos que thg C u e thg C h C pe e, portanto,

ihr C to. Agora, se a € (0)T, temos que ambos g, g_o C pe. Portanto,

u, = spang{A,,iS,} Cunpe = to,

3 Definicao A.1
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para todo a € (0©)*. Logo,

E@ 2 Z[)R S5 Z Uy
ace(O)*

Agora, tomemos X € tg. Por um lado, temos que X € u e, portanto, podemos escrever

X=iH+ > asAa+ Y b4iSa,

acllt+ a€ellt

onde H € bg e aq, b, € R. Essa expressao para X pode ser reescrita como

X=iH+ Y 2Xa— Y ZaX_a,

acllt+ acllt

onde z, = a, + 1b,. Por outro lado, X € pg, ou seja, X nao possui uma componente do

tipo

> ZaX_a,

a€ll+\(O)

pois os espagos de raizes com raizes negativas fora de (©) nao fazem parte da decomposicao

de pe. Dai, obtemos
0=724 = ayq — by & ao = by, =0, Vaellt\ (O).
Portanto, temos que

X=iH+ ) ayAa+ Y baiSs
ace(O)t ac(O)t

=iH+ Y (aaAa+bsiS,) €ibr® D u,,
ac(O)t ac(O)t

como desejavamos. O

Definimos agora o seguinte subespago de u:

Ne = Z Uy,

a€ll+\ (6)

de forma que temos u = tg & ne.

Proposicao 2.45. Valem as seguintes afirmacoes:
(i) to € ne sao ortogonais com relagao a forma de Cartan-Killing;

(ii) [te,n0) C Ne.

Demonstragao:
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(i) Sejam X € g e Y € ng. Assim, temos que

X =1H + Z (agAs +b4iS,) € Y = Z (a0 An + baiSy).
ac(O)t a€llt\(O)

Reescrevendo essas igualdades obtemos

X =iH+ Z (zaXa —ZaX_ o) € Y = Z (zaXa — ZaX_a)-
ac(@)+ a€llt\(e)

Como (X,, X3) = 0 para todo § # —a, concluimos que (X,Y’) = 0.

(ii) Segue das relagoes entre os colchetes e os espagos de raizes.

Agora, definiremos o subespago de ihr dado por
a(©) == spang{iH, | « € ©}

e o seu respectivo complemento ortogonal dentro de thg com relagdo a forma de Cartan-

Killing, isso é, o subespaco
ae = a(0)".
Notemos que, nesse caso,
ibr = a(O) @ ae.

Além disso, temos que

ao ={H € ibhg | (H,iH,) =0 Vo € O}
por defini¢do. Assim, como (H, H,) = a(H), o espago ag pode ser reescrito como

ao ={H €ibhg | a(H) = 0Va € (0)}.
Lema 2.46. Se S €1l e ], =0, entdo B € (O).
Demonstracao: Como |y, = 0, temos que

0= pB(H) = (Hg, H)

para todo H € ag. Assim, iHs € a(0). Logo, 5 € (©). O
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Definicao 2.47. Seja g uma dlgebra de Lie e b, C g subdlgebras. Denotaremos o

centralizador de € em b por
) ={X e€bh|[X,Y]=0, VY €t}.
Proposicao 2.48. tg = 3,(ae).

Demonstracgao: Seja X € tg. Assim, podemos decompor X como

X=iH+ Y asAa+ > ibySa

ace(O) ac(@)t
=1H + Z ZaXa — Z ZaX _a,
a€c(O) ac(0)t

onde H € bg e z, = a, + ib,. Agora, dado iH' € ag, temos que a(iH') = 0 para todo
a € (O). Portanto,
(X,iH']|=[iH,iH]+ Y z[Xa,iH]— Y Z[X_o,iH'].
ac(®)t ac(@)*
Lembrando que ibhg é abeliana e [iH', X,| = a(iH') X, (ou equivalentemente [X,,i1H'] =

—a(iH")X,), a expressao acima se torna
(X,iH' = - Y z,a(iH)X,+ Y zZea(iH)X_, =0,
ae(e)+ ag(e)t
pois a € (©). Logo, e C 3.(ae).

Agora, consideremos X € 3,(ag). Nesse caso, em particular X € u e, portanto,

possui uma decomposicao da forma

X=iH+ Y z2Xa— 3 ZaX o,

a€ellt acllt+

com H € hr e z, = an + 1b,. Assim, como X pertence ao centralizador de ag, temos,
para todo iH' € ag,

0=[X,iH'| = [iH,iH']+ > zo[Xo,iH']— > zZa[X_o,iH']

aellt a€ellt

=— Y za(iH )Xo+ D zZea(iH)X_,.

aellt acllt+

Note que, como 1H' € ag, para a € (©) temos «(iH') = 0 ou seja a expressao acima pode

ser reescrita como

0=[X,iH]=- 3 za(iH)X,+ 3 zZa(iH)X_,.
a€lIT\() A€\ ()

Como o conjunto { X, | « € I} é Li., concluimos que z,a(iH') = 0 para todo « € IIT\ (©).

Pela contrapositiva do Lema 2.46, a € II" \ (0) ndo pode ser 0 para todo elemento de
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ae. Portanto, devemos ter z, = 0 para todo o € II* \ (©) neste caso. Assim, podemos

escrever

X=il+ Y zXo— >, ZaX_a

ae(e)t ae(O)t
=iH+ Y aAa+ D, baiS_a,
ac(O)* ace(®)t

o que mostra que X € £g. Logo, obtemos que

E@ = 3u(a®)'

Consideremos um subgrupo de Lie L C G e uma subélgebra de Lie [ C g. Recor-

demos que os centralizadores de L em G e de [ em G sdao dados por
Zg={9€G|Cylp=id[r} e Zg(l) ={g € G| Ad(g)i =id i},

respectivamente.

Lema 2.49. Seja L C G um subgrupo e | sua dlgebra de Lie. Se L € conexo, entdo

Za(l) = Zo(L) = Za(L).

Demonstracao: Temos que g € Z5([) se, e somente se, Ad(g)X = X para todo X € [.

Assim, pela Proposicao A.6, temos que essa afirmacao equivale a
Cyle®)=e VX el

Da conexidade de L, temos que seus elementos sao produtos de exponenciais de elementos
de [. Assim, g centraliza X para todo X € [ se, e somente se, g centraliza L para todo
l € L. Logo Zg(l) = Zg(L).

Para a outra igualdade, notemos inicialmente que Zg(L) C Zg(L), pois L C L.
Assim, seja g € Zg(L) e | € L. Tomando uma sequéncia (I,,) C L tal que [, — [ € L,

temos, pela continuidade de Cy, que
Cylln) — Cy(1).

Por outro lado, I,, € Zg(L) para todo n € N. Assim, C,(l,,) = l,, para todo n e, portanto,
l, — Cy(l). Pela unicidade do limite, concluimos que Cy(l) = [ de onde obtemos que

g € Zg(Z) O
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Neste momento, estamos aptos a estudar a estrutura de ag e g dentro do subgrupo
compacto U = expu, que serd importante para nos fornecer mais ferramentas para o

estudo das variedades flag. Para isso, consideremos os subgrupos
A@ =exXpae € K@ = ZU(Cl@)

de U. Sabemos que, por definicao, Ag é um subgrupo conexo de U. Além disso, como
ae ¢ abeliano, temos que Ag também o é. Assim, o fecho Ag de Ag ainda preserva as
propriedades de ser abeliano (basta usarmos sequéncias, a continuidade do produto e a
unicidade do limite) e conexo. Agora, como Ag C U ¢é fechado e U é compacto, concluimos
que o fecho de Ag é compacto. Com essas propriedades, temos que Ag é um toro, isso &,

um subgrupo abeliano e conexo de U.

Pelo Lema 2.49, temos que
K@ = ZU(Cl@) = ZU(T@),

isso é, Kg ¢ o centralizador do toro Ag. Consequentemente, pelo Coroldrio 4.51 de [8, p.

206], Ko é conexo. Além disso, definamos a subalgebra

n= > ga

acllt+

Agora, pelo Teorema 6.3 de [9, p. 239] temos que G = UAN, onde A = expibg e
N =expn.

Finalmente, o subgrupo parabdlico Py também possui uma decomposicao similar

a de G, a saber
Po = Ko AN,
como vemos no Teorema de Bruhat-Moore [10, p. 75]. Logo, temos que

Ko =UnN Po.

Agora, definimos a acao

a:UxG/Pyg — G/Po
(u, gPo) — ugFe,

que é transitiva. De fato, dado gPg € G/ Pg, pela decomposicao de Iwasawa de G, temos
g = uan,

onde u € U, a € Aen € N. Agora, como Pg também se decompde em Py = KgAN
temos que AN C Pg e, portanto,

gPo = uanPg = uPe,
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o que mostra que todo gPg € G/Pg pertence a orbita de xg := P mostrando que a ac¢ao

é transitiva. Assim, pelo Teorema da Caracterizacao dos Espacos Quocientes, temos que
G/Po ZU/Gy,,

onde G, é o grupo de isotropia de xy. Afirmamos que G,, = Kg. Com efeito, se v € Ko,
entao x € Pg e, portanto, vPg = Po = xy. Reciprocamente, se y € G, entao yPo = Po,
0 que ocorre se, e somente se y € Pg. Como estamos considerando a isotropia da agao de

U em G/Pg, y € U mostrando que y € Kg. Logo, concluimos que

Proposicao 2.50. G/Pg = U/Koe.

Das observacoes acima temos uma demonstracao alternativa para a conexidade de
Ps.

Proposicao 2.51. Py é um subgrupo conexo de G.

Demonstracao: Como foi visto acima, Pg possui uma decomposi¢do da forma
Po = KgAN,

onde A = expihg, N = expn e Kg = Zy(Ae). Note que Kg é conexo por ser o
centralizador de um toro e A e N sao conexos pela Proposicao A.8. Assim, temos que
A x N é conexo em GG X G e da continuidade do produto obtemos que AN também é um

conexo. Assim, denotando o produto em G por p: G x G — G, temos que

P@ = K@AN :p(K@ X AN)

Como Kg x AN ¢é conexo e p é continua, concluimos que Pg é conexo. O
Exemplo 2.

Consideremos o conjunto de raizes simples de sl(n, C) como no Exemplo 7. To-
mando um conjunto © = {ags, ..., 0_1,}, iss0 é, X\ {a12}. Assim, o conjunto (O), é da
forma

<@> = {0523, 32, 024, g9, . . ., O34, 43, ..., Op_1 p, an,n—l}
e

I\ (©) = {ou2, qus, ..., 1 }-
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Assim, a algebra parabdlica padrao gerada por © é dada por
Po=b® D Gu,; ® Y 0,
a;;€(0) Bi; €IIT\(©)F
=h D (Fag) B (E32) @ (Eoy) ® (Ey2) @ - -
...@<E34>@<E43>@...
D (Enein) @ (Bnn—1) ® (E12) ® -+
s <E1n>

Assim, pe é o conjunto formado por matrizes da forma

11 Q12 aiz ... Qin

0 29 A23 ... Q9p
)

0 Ap2 QAp3 ... QApp

onde aj; + -+ ay, = 0.

Nosso objetivo agora é encontrar o subgrupo parabdlico gerado por pe, isso é, o

normalizador

1

Nsitn,c)(Pe) = {g € SI(n,C) | gpeg ™ = pe}-

Afirmamos que o subgrupo parabdlico é dado pelas matrizes do tipo

a b
0o C

)

onde a € C, b é um vetor com (n — 1)—entradas complexas e C' € Gl(n — 1,C) é tal que
det C' = % Denotaremos esse conjunto de matrizes por GG. Essas matrizes sao efetivamente
os elementos de um subgrupo de isotropia gerado a partir da acdo de Sl(n,C) no projetivo
(Teorema da Caracterizagao de Espacos Homogéneos). Desse fato, sabemos que para um

elemento g € GG como acima, sua inversa sera dada por

Iy
0 Ot
Assim, tomando
Y
— - ,
0 7 bo
temos
Al | b Ty Loy | |roalel +yCh) +bzC
9 "o e o z| o et o czc
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Como tr(gAg™"') = z + tr(CZC™1) = z + tr(Z) = 0, concluimos que gAg~! € pg pela

forma da matriz. Em contrapartida, dado

a b
9= 10 | €€
qualquer matriz
pode ser escrita como
oyl e b |z £ Loy
0 z| |0 C| |0 c'zc| |0 C7’

onde
1
¢ = [a(y O 7) - xb’] C.

Com isso, concluimos que G C Ngi»(bo) = Po.

Agora, consideremos X € sl(n,C) da forma

1 0 0 ]
-1 0
X=10 0 0
0o 0 O 0]
Note que X! € pg, porém temos que
[X> Xt] ¢ Po.

Isso mostra que X & n(pg). Por um argumento andlogo, conseguimos mostrar que caso a
primeira coluna possua algum elemento nao nulo além do elemento a1, ela nao normaliza
po. Portanto, concluimos que as matrizes do normalizador de pg possuem a mesma forma

das matrizes de pg ou, em outras palavras,
n(pe) < po.

Como pg é subélgebra, ja temos que pe C n(pe) e, assim, obtemos
n(pe) = peo.

Note, também, que a algebra de Lie de G é pg. Com efeito, tomando a exponencial

de um elemento fora de pg (isso é, com algum elemento nao nulo abaixo do elemento a1 ),
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obtemos ainda uma matriz com algum elemento nao nulo abaixo de ay;, que esta fora de

G. Portanto, a algebra de G ¢é de fato pe.

A partir dessas duas observacoes, podemos mostrar que G' = Ng(»,,c)(pe). De fato,
temos que G contém o conjunto das matrizes triangulares superiores de Sl(n, C). Como
esse ¢ um subgrupo de Borel de Sl(n,C) e G C Ngi,,c)(Po), concluimos que ambos G e
Ngi(n,c)(pe) sdo subgrupos parabdlicos e, portanto, conexos. Além disso, pela Proposicao
A.12, temos que a élgebra de Lie de Ngjpmc)(be) € po. Assim, temos que a componente
conexa da identidade de G e Pg coincidem e, como eles sao conexos, mostra que G = Pg

como desejavamos. °

2.5 O espago Fg (V)

Nesta secao introduziremos a ideia do espago das flags de um espaco vetorial.
Como veremos, esse conjunto possui de fato uma estrutura de variedade flag, e justifica

em certo sentido o nome dado a esse tipo de variedade.

Trabalharemos inicialmente com espagos vetoriais complexos quaisquer e tratare-
mos de transformagoes lineares entre eles. Porém, para fazermos certas demonstragoes
deveremos tratar dessas mesmas transformagoes como matrizes, o que pode ser feito
devido ao isomorfismo existente entre essas transformagoes e matrizes complexas com
dimensao apropriada. Portanto, com o intuito de nao alongar demais o texto, trataremos
matrizes e transformacoes como sendo os mesmos objetos, mas mantendo sempre em

mente essa correspondéncia.

Seja V' um espago vetorial com dimensao n. Consideremos o conjunto K =
(k1,kay ... k), onde kq, ..., k;, € N tais que

O0<k <ky<---<kp<n
Uma flag de tipo K em V é uma sequéncia de subespagos encaixados de V

onde dim V; = k; para cada i € {1,...,m}. Note que uma flag é uma cadeia (isso é, um
conjunto totalmente ordenado) no conjunto de subespagos de V. Assim, a flag pode ser

também denotada como
0O—-VV—---—=V, =V

O conjunto de flags de tipo K de V serd denotado por F (V). Desse ponto em diante, o

conjunto K serd usado para denotar o conjunto de naturais K = {k,..., kn}.
Podemos definir uma ac¢do de GI(V) em Fx (V) por
GIV) x Fr(V) — Fg(V)
(g, (Vi)iZy) = g - (Vi)ily = (gVi)ils,
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onde (V;)™, denota a flag

0O—-Vi—--- =V, -V
e (gVi)it, a flag

0—-gVy —---— gV, = V.

De fato, como ¢ é um isomorfismo, temos que dim V; = dim ¢V} para todo i € {1,...,m}
e g preserva inclusoes de subespagos, mostrando que g - (V;)™, é um elemento de Fg (V).

Além disso, temos que idy (V) = (Vi)™ e, dados g, h € GI(V),

he(g-(Vi)iZi) = h-(gVi)iZy = (hgVi)iZy = hg - (Vi)iZy,
mostrando que é de fato uma acao.
Proposicao 2.52. A agio - : GI(V) x Fg (V) — Fg(V), definida por

(9, (Vi)ity = g - (Vi)iZy = (gVi)i"

é transitiva.
Demonstracgao: Sejam (V;)™, e (U;)"; elementos de Fg (V). Assim, temos duas
sequéncias de subespagos encaixados

0O—-Vi—---=V, =V eO0—-U—---—U,—V,
onde dimV; = dim U; = k; para cada i € {1,...,m}.

Tomemos, para Vi e Uy, bases
By =A{vy,...,v05} e Co={{u,...,up}
de Vi e Uy, respectivamente. Para V5 e U,, completamos as bases B; e C; obtendo bases
By = {v1,. .. Uk Uky1s -+ - Uk b € Co = {1, .., Ugy, Ug 1, - - Uy -
Completando as bases sucessivamente, obtemos bases
B=A{vy,...,v,} e C={uy,...,u,}

de V. Portanto, podemos definir um isomorfismo g : V' — V tal que gv; = u; para cada
i € {1,...,n} que, por construcao, satisfaz gV; = U; para todo i € {1,...,m}. Assim,

vale que

g-(Vi)ity = (gVi)it, = (Ui

Estamos interessados em estudar Fg (V) como um quociente de um grupo semis-
simples. Para isso, estudaremos a agao de SI(V') em Fg (V') induzida pela a¢ao de GI(V)

por restricao.
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Corolario 2.53. A agao - : SI(V) x Fg (V) — Fg(V), definida por
(9, (Vi))ila = g - (Vi)ily = (gV2);"

¢ transitiva.

Demonstragao: Consideremos o isomorfismo g construido na Proposicao 2.52. Como
ele é um isomorfismo, temos que det g # 0. Assim, denotemos por d o determinante de g.
Multiplicando o primeiro vetor da base por é, o determinante de g se torna 1, ou seja,

g € SI(V). Logo, a agdo é transitiva. O

O corolario acima mostra que Fx (V) é um espago homogéneo do grupo SI(V).
Portanto, estamos interessados agora em encontrar o grupo de isotropia da agao - para

que possamos estudar Fg (V) como um quociente de grupos.

Como observado no inicio desta se¢ao, no caso de um espaco vetorial complexo de
dimensao finita n, existe um isomorfismo entre SI(V') e Sl(n,C). Levando este fato em
consideracao, se A € Sl(n,C) é uma matriz, podemos definir uma agao de Sl(n,C) em
Fx (V) definida por,

A- (Vi)?ll =4ga- (Vi)?;147

~

onde g4 € SI(V) é o automorfismo de V' associado a matriz A pelo isomorfismo SI(V')
Sl(n,C). A partir deste ponto, consideraremos sobretudo a a¢ao de Sl(n,C) em Fg(V),

porém ¢é importante manter em mente esta identificagao.

Assim, tomemos uma flag de tipo K, p = (V;)*, e bases By, Bs, ..., B,,, B obtidas
sucessivamente por completamento de B;. Nessa base, afirmamos que o grupo de isotropia

de p é dado por

A % * *
G,=¢1" T * * | eSin,C) |4 e Gld,C)Vie{l,...,m+1}},
0 A, *

0 0 0 Ana

onde d; = k; — k;_1 convencionando-se que kg = 0 e k,,1 = n. Com efeito, tomemos

A o % *

A= 0 Lok * cq,
0o 0 A, *

0 0 0 Apy

4 A Principio, o simbolo para a agao de Sl(n, C) em Fx (V') deveria ser distinto do que foi usado

para a acao de SI(V) em Fg (V). No entanto, considerando a similaridade das duas agoes,
utilizaremos o mesmo simbolo.
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Nesse caso,

A- (V)2 = (AVI)Ly.

ki
Agora, note que dado v € V;, ele pode ser escrito na base B como v = } a,;v;,
j=1
onde v; sao obtidos por completamento nas flags, de forma que

k;
Av =) a;Av; € V.

j=1
Portanto, AV; C V;. Como dim AV; = dim V}, pois A é injetora, concluimos que AV; = V.
Assim, temos que A-(V;)*, = (V;)i*, mostrando que A € G,. Por outro lado, consideremos

A € G,. Nesse caso, temos que
A =[Avy, Avy, ..., Ao, ..., Ay
Como AV; =V; para cada i =1,...,m, Av; € V; e, portanto, é da forma
Av; = [vg,. .., 0g,,0,...,0].

Assim, A é da forma

Al % * *

A * *

A, *

0 0 0 A,
Logo, concluimos que
A o« * *
G, ={1% " *  *f | eSinC) |4 eCd,C)Vie{l,....m+1},

0 A, *

o
o
o
N
3
=

como desejado.

Agora, note que o conjunto

@11 A2 -+ Qin
0 axp -+ azy

B = _ € Sl(n,C)
0 0 - ann

estd contido em G,. Como B ¢ um subgrupo de Borel de Sl(n, C) [11, p.4], concluimos que
G) ¢ de fato um subgrupo parabdlico de SI(V'). Isso mostra que Fg (V') é uma variedade

flag pelo Teorema 2.32.
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Como discutido na secao anterior, toda variedade flag pode ser vista como o
quociente de um subgrupo compacto de G pelo centralizador de um toro. Nosso objetivo

agora ¢ calcular esses subgrupos no caso de Fg (V).

Ja vimos no Exemplo 8 que a forma real compacta de sl(n,C) é a dlgebra su(n).

Assim, no caso de Fx(V), estamos tratando do grupo SI(V') com o subgrupo SU(V).

Nosso primeiro objetivo é mostrar que Fg (V) também serd um espago SU(V)—

homogéneo. Para isso, consideremos a agao

a:SUV) xFg(V) — Fg(V)
(g, (Vi)i") — (gVi)i".

Note que, para uma transformagao 7" € SU(V) qualquer, temos (T'V;)!* € Fg (V) se
(Vi)ir,. Isso ocorre devido a SU(V') ser um subgrupo de SI(V') e, portanto, os mesmos

argumentos funcionam para g € SU(V).

Proposicao 2.54. « € uma agdo transitiva.

Demonstracao: Sejam (V;)™,, (U;)™, € Fx(V). Tomando bases
B={01,. . Uyyeees Vs Un} € C=HUpy oo Upyyeney Upy s ey Upt

obtidas por completamento nas flags (V;)™, e (U;), € Fg(V), respectivamente. Além
disso, fixando um produto interno em V', sem perda de generalidade, tomemos B e C
ortonormais. Para concluir o resultado desejado, basta repetir os passos da demonstragao
da Proposigao 2.52 para obtermos uma transformagao g € U(V). O fato de que g é
unitario decorre do fato de que B e C foram tomadas de forma a serem ortonormais.
Finalmente, para que g € SU(V'), basta dividir o primeiro vetor da base pelo determinante

de ¢ assim como feito no Corolario 2.53. O

Assim como anteriormente, deste ponto em diante consideraremos a agao de SU(n)
em Fg (V) definida a partir da agdo de SU(V) em Fg (V).

O resultado acima mostra que Fx (V') pode também ser visto como um SU(n)—espago

homogéneo. Assim, pelo resultado da se¢ao anterior, ele pode ser visto como o quociente
Fx(V)=SU(n)/Ke,

onde Kg = SU(n) N Pg ¢ o centralizador de um toro em SU(n).

O toro de SU(n) dependeré do tipo da flag, isso é, do conjunto K C N. Como
denotamos anteriormente, K = {ky,...,ky,}, com 0 < k; < --- <k, <n=dimV. Além

disso, vimos que as matrizes em Pg também dependem desse conjunto, no sentido de que
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o primeiro bloco na diagonal tem dimensao ki, o segundo ko — ki, o terceiro k3 — ko €

assim por diante. Similarmente, o toro dependera desse conjunto.

Considerando o tipo da flag K = {k1, ..., k,,}, consideremos o subconjunto 7 C

SU(n) formado pelas matrizes do tipo

€i>\1[d1 0

0 60‘2 I do

6”‘"" Idm 0

0 6i/\m+1 ]dm+1_

onde Ay,..., Api1 ER, M +---+ N1 =0ed; = k; — k;_1 convencionando ky = 0 e

kmi1 = n é a dimensao dos blocos formados pelas identidades.

Lema 2.55. T € conexo por caminhos.

Demonstracao: Sejam A, B € T matrizes tais que

eMIy - 0 ey - 0
A: - e B:

0 e ei)‘m“Ide 0 ey

Para cada i € {1,...,m + 1}, consideremos o caminho ~; : [0,1] — R tal que v;(0) = \; e
7i(1) = p;. Com isso, podemos definir um caminho em U(n) dado por v :[0,1] — T tal

que

em(t)[d1 e 0
W) =1

0 e ei7m+1(t)Id i

Agora, queremos que este caminho esteja dentro do toro 7. Para isso, basta normalizar-
mos, para cada t € [0, 1], a primeira coluna de (¢) dividindo por det y(¢). Assim, v é um
caminho em SU(n) e, pela forma de cada (t), ¢ um caminho em 7. Logo, 7 é conexo

por caminhos. O

Proposicao 2.56. O conjunto T é um toro em SU(n).

Demonstracao: Para mostrar que 7 é um toro, devemos mostrar que ele é um subgrupo

abeliano, compacto e conexo de SU(n).



43

Primeiramente, mostraremos que 7 é um subgrupo. Assim consideremos matrizes

eMIy e 0 ey - 0
A: - e B:

0 e ei)‘m“Ide 0 ey

Multiplicando as matrizes, obtemos

ei(/\1+m)]d1 .. 0
AB =
0 e ei(Aerl‘HJerl)[m_l_l
que pertence a T além disso, a inversa de A é dada por
em My .- 0
A=
0 L. e—z‘)\m+1 Idm+1

que também pertence a 7. Assim, 7 é um subgrupo de SU(n). O fato de T ser abeliano

decorre de T ser composto por matrizes diagonais.

Para mostrar que 7 é compacto, consideremos uma sequéncia (Ax) C T conver-

gindo para A, isso é, existem sequéncias convergentes (A1, )ien, - - -, (Ams1, )keny C R tais
que,
ei)qk Idl .. 0
A =
0 L. 67i)\m+1 ]dm+1

Como a aplicacao exponencial é continua, temos que A é da forma

i lim >\1k
e keN Idl 0

i lim A\,

+1
o e keN
0 e ke Idm+1

o que mostra que A € T. Assim, como SU(n) é um espago métrico, temos que T é fechado.

Com isso, o fato de que SU(n) é compacto implica que 7 é compacto.

Finalmente, o fato de que T é conexo segue do Lema 2.55. Logo, concluimos que
T é um toro em SU(n). O

Nosso objetivo agora é calcular o centralizador de 7 em SU(n), isso é, o conjunto

Csum)(T) ={A € SU(n) | AMA™' = M VYM € T}
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Afirmamos que esse conjunto é formado por matrizes do tipo

(A 0 0 0
0 A 0 0
Lo : e (2.2)
0 0 A 0

10 0 0 Apyil

onde a dimensao do bloco A; é d; como definido acima. Para mostrar isso, primeiramente,

tomemos uma matriz

(A, 0O 0

0 A, 0
A=|: L

0 O A, 0

[0 0 0 Apsl

Para mostrar que ela é um elemento do centralizador, tomemos uma matriz

_ei)‘l ] di
0
0
0

0
ei/\z Idg
0
0

0
0

6i)\m Idm
0

0
0

0

Am41
e Idm+l_

eT

qualquer. Como a matriz A é diagonal em blocos, sua inversa é dada por

A7 0 0 0
0 A;! 0 0
A= : : :
Al 0
_ 0 ALL]
e, portanto, temos que
A, 0 eM I, 0 A7t 0
AMA™ = | - : : :
0 At 0 edmit ]y 0 ALy
M A AT 0
I 0 ermii A, AL
_em[dl 0
= | =M
0 ermeily
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mostrando que A € Csyp)(T). Reciprocamente, seja A € Csy(n) (7). Desejamos mostrar
que A é diagonal em blocos como em (2.2). Para isso, tomemos uma matriz qualquer em

SU(n) que escreveremos como

All All e ALm—l—l
A21 A22 e A27m+1
A= . . . ,
Am+1,1 Am+1,2 e Am+1,m+1

onde o bloco A;; da diagonal possui dimensao d; e os blocos da diagonal possuem dimensoes

apropriadas de acordo com a posicao. Agora, seja

NI, 0 e 0
0 €i>\2[d2 - 0
M = . . . . e T
0 0 oo ePmnl

uma matriz arbitraria de 7. Como A € Csy()(T), temos que AM A~ = M ou, equiva-
lentemente, AM = M A para toda M € T. Assim, temos que

eM Ay €M Ay e @Ay
M Ay T T
AM =

ix i i

eMAp1 €A1 e €A L

e
e™M Ay €M Ay e €M A mi1
ez Ay ez Agy E €2 Ay i
MA =
i i i
et A g e A e e AL L

Portanto, para i,j € {1,...,m + 1}, temos que

i\ i\;
e ]Aij =e AU

Note que, para ¢ = j a igualdade vale trivialmente. Assim, devemos analisar o caso em

que ¢ # j. Nesse caso, temos que
GZMAZ']‘ = Z)\inj = (€Z)\i — 61>\j>Al‘j =0.

Em particular, podemos tomar \; e \; de forma que e # ¢, de onde concluimos que
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O préximo passo consiste em verificar que esse conjunto é a intersegdo Pg NSU(n),

isso é, que
Po NSU(n) = Csym)(T).

A inclusdo Csyem)(T) € Pe N SU(n) é direta, uma vez que Csyem,)(T) € SU(n)
e as matrizes diagonais em bloco estao em Pg. Assim, resta mostrar a outra inclusao.
Tomemos uma matriz A € Po N SU(n). Em particular, A € Py de onde concluimos que

A possui a forma

All A12 e Alm
O A22 e A2m

A=
0 0 - A

Agora, matrizes unitarias possuem a propriedade de que suas colunas sao ortonor-
mais. No caso da matriz acima, essa propriedade se traduz para os blocos da seguinte
maneira: considere o bloco A;; e uma coluna ¢; com j > d;. Nesse caso, a condigao de

ortogonalidade se torna

Al =0,
onde
Aqy
0
A, =
0

Esse produto ¢ o mesmo do que as primeiras d; entradas de ¢; multiplicadas pelo bloco
Ajy. Além disso, Ay possui determinante diferente de 0, ou seja, Ale; = 0 implica que as

d; primeiras entradas de ¢; sao 0. Assim, concluimos que a matriz A é da forma

Ay 0 -~ 0
0 Ay - Ay
0o 0 --- A,

isso é, as primeiras d; linhas sao iguais a 0 a partir da coluna d; 4+ 1. Continuando esse
processo indutivamente para os outros blocos, concluimos que A é diagonal em blocos da

forma
Ay e 0
0 )

0 e Am+1,m+1
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como desejavamos. Assim, a intersecao Po NSU(n) é o centralizador do toro T em SU(n),

como observado anteriormente. Assim, temos que

Fi (V) 2 Sl(n, C)/Po = SU(n)/Cstm(T)-

Temos dois exemplos de variedades flags importantes, a saber os espacos projetivos

complexos CP™ e as Grassmannianas de dimensao k < n.
De fato, consideremos um espaco vetorial V' de dimensao n. Dado £ € N com
0 < k < n, definimos a Grassmanniana de dimensao £ em V' como o conjunto

Gu(V)={W <V | dimW = k}.

Naturalmente, podemos ver que G (V') satisfaz a defini¢do de uma variedade flag como

aqui. Mais precisamente, se K = {k}, entdo temos
Gr(V) =Fk(V)

e, consequentemente, toda construcao feita anteriormente é valida. A saber, as Grassman-

nianas podem ser vistas como o quociente S1(V')/Pg, onde Pg é formada por matrizes de

Sl(n,C) da forma

A *
0 B

onde A € Gl(k,C) e B € Gl(n — k,C). J4 como o quociente SU(n)/Keg, Ko ¢ formado

por matrizes de SU(n,C) da forma

Y

A 0
0 B

Y

onde A € Gl(k,C) e B € Gl(n — k,C).
Particularizando ainda mais, definimos o projetivo em V' pelo conjunto
P(V)={W <V | dimW = 1}.
Naturalmente, se K’ = {1}, temos que
P(V) = Gy(V) = Fio(V).
Neste caso, P(V') pode ser visto como um quociente SI(V')/Pg, onde Pg é formado por
matrizes em Sl(n,C) da forma

a *x

0 B

Y

onde a € Ce B € Gl(n —1,C). Ja como um quociente SU(n)/Kg, K¢ ¢é formado por
matrizes de SU(n) da forma

a 0
0 B

O projetivo complexo CP" é simplesmente o caso acima tomando V = C".
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3 ESTRUTURAS QUASE HERMITIANAS INVARIANTES

3.1 Representagao isotropica

Antes de entrarmos em detalhes sobre as estruturas adicionadas a uma variedade
flag, devemos entender o conceito de representacao isotrépica. Para isso, seguiremos

majoritariamente [12].

Sejam G um grupo de Lie, K C G um subgrupo de . Consideremos o espago
homogéneo G/K. Denotando a origem em G/K por zg := K, notemos que kzg = x
para todo k € K. Dessa observacao, para cada k € K, temos que a translacao a
esquerda Fj, vista como uma aplicacdo de G/K — G/K (isso é, Ep(uK) = kuK) é tal
que Ej(xg) = xy. Portanto, sua derivada em zy é uma aplicagdo (dEy)z, : T2 G/K —
T.,G/K € GI(T,,G/K).

Com isso, podemos definir uma representagao de K em 7,,G/K

L K — Gl(T,,G/K)
k — (dEk)xo

que chamamos de representagao isotrdépica de K em G/K.

Como uma simplificacdo da notagdo, no que segue evitaremos usar o indice xy em
(dEYy)., para representar a derivada de Ej na origem. A falta desse indice nao ird afetar o

entendimento das proximas segoes.

Voltando no caso de uma variedade flag, como feito na Secao 2.5, podemos escrever
Fo = U/Kg com U compacto. Como veremos adiante na Proposigao 3.1, o espago

tangente T, Fg ¢é isomorfo a

Ne = Z Uq,

a€ll\(©)

com u, = spang{ Ay, 1S, }. Além disso, ng é invariante por Ad(Kg), isso é,
Ad(k)?]@ Cne Yk € Kp.

Assim, Ad : Kg — gl(ne) é uma representacao de Kg. Com isso, obtemos os seguintes

resultados.
Proposicao 3.1. Se 7w : U — Fo = U/Keo a projegio canidnica, entio der|,, : ne —

T,,Fo é um isomorfismo.

Demonstragao: Pelo Teorema da variedade quociente [5], a diferencial d.m : u — TyFg é
sobrejetora, isso ¢, dado v € T,,Feg, existe € u tal que d.m(z) = v. Agora, temos que a

forma real compacta pode ser vista como a soma

u={g ®ne,
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uma vez que

E@:ihREBZuaen@: Z a-
ae(O) a€ll\(e)
Assim, podemos escrever ©x = k 4+ n, onde k € g e n € ng. Porém, note que para todo
k € to podemos definir a curva a : R — Kg por a(t) = e* tal que o/(0) = k e a(0) = e.
Além disso, como m(k) = xy para todo k € K, a curva m o : R — Fg é constante em xy,

de forma que
0= (roa)(0)=d.wod(0)=d.m(k).
Portanto, para todo k € tg, d.m(k) = 0. Assim,
v=dm(x) =d.m(k+n)=d.m(n),

mostrando que a restri¢do d.ml|,, é sobrejetora. Finalmente, do fato que dim(ne) =
dim(u) — dim(tg) = dim(Fg), onde a segunda igualdade vale novamente pelo Teorema da
variedade quociente, concluimos que d.7|,, é um isomorfismo por ser linear, sobrejetora

entre espagos de mesma dimensao. O

Proposigao 3.2. As representacoes, 1 : Ko — Gl(T,,Fo) e Ad : Ko — gl(ne) sao

equivalentes.

tX

Demonstragao: Seja X -z € T, Fg e v(t) = "* - x5 a curva em Fg tal que v(0) = x¢ e

7' (0) = X - xg. Assim, temos que

Uk)(X - @) = dEW(X - z0) = dE(7(0)) = (Er 0 7)'(0) = (jt(ketx - @o) =0

Como Ey(xy) = zo, temos que zo = k~'zg. Assim, o termo a esquerda na igualdade acima

pode ser escrita como

4
dt

a
dt

d
(ke k™" 20)]imo = — (Ci(e™) - m)|e=o

k tX | i
(ke o) |t=0 dt

ou seja,

WR)(X - 30) = AER(X - 2) = S (Cale™) - 20 emo

dt
— i(etde(X) . )| B
dt 0/[t=0
d

_ %(etAd(k)X )

= (Ad(k)X) - .

|t=0
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Denotando a identificacdo X - xy — X por ¢(X), temos que t(k) o ¢(X) = ¢ o Ad(k)X,

isso é, o diagrama

T,.Fo — 7, F

o] E

U@WU@

comuta. Logo, ¢ e Ad sdo representacoes equivalentes. O

Observacao 3.3. A identificacao ¢ usada acima é andloga ao isomorfismo entre a dlgebra
de Lie g de um grupo de Lie G, e o espago tangente T.G. No caso de uma variedade
flag, temos que g = to @ ne e, pelas propriedades das variedades flag, esse isomorfismo se
transforma em um isomorfismo entre T, \Fo e ng. No que seque, nao distinguiremos entre
os elementos da dlgebra e do espaco tangente, tendo em mente esse isomorfismo a ndao ser

que seja necessario.

3.2 Conceitos principais

Definigao 3.4. [9] Seja M uma variedade suave. Uma estrutura pseudo-Riemanniana

em M é um campo tensorial g tal que,

(a) g(X,Y) = g(Y,X) para cada X,Y € X(M);!

(b) para cada p € M, g, € uma forma bilinear ndo degenerada em T,M x T,M.

Quando para cada p a forma bilinear g, é ainda positiva definida, dizemos que g é uma

estrutura Riemanniana ou uma métrica Riemanniana.

Existem dois conceitos relacionados aqui que devemos separar em dois casos:
quando a variedade M é complexa e quando M é real. Primeiramente, assumiremos M
complexa. Nesse caso, para cada p € M, T,M é um espago vetorial complexo. Portanto,
podemos definir uma aplicacao linear J, : T,M — T,M por v +— v. Com isso, temos um
campo tensorial em M que associa cada ponto p € M a respectiva J, no espaco tangente
a p.

Agora, consideremos M como acima e com uma estrutura Riemanniana g. Nesse
caso, g sera dita uma estrutura Hermitiana ou uma métrica Hermitiana quando
dados pe M e XY € T,M, temos g,(J,X, J,Y) = ¢g,(X,Y). Em outras palavras, uma
estrutura Hermitiana ¢ uma métrica Riemanniana tal que cada J, ¢ uma isometria em

T,M. A estrutura Hermitiana ¢ também representada com um par (.J, g) com J o campo

L Aqui X representa o conjunto de campos de vetores suaves sobre M.
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tensorial definido acima e g a estrutura Riemanniana apropriada. Uma variedade suave

complexa dotada de uma estrutura Hermitiana é chamada de variedade Hermitiana.

A partir de uma estrutura Hermitiana (J, g) em M, definimos a forma funda-

mental de g, em cada p € M, por
Q,(X,Y) = g,(X, J,Y), para todo X,Y € T,M.

Definicao 3.5. [13] Seja M uma variedade suave com estrutura Hermitiana (J, g). Nessas
condicoes, dizemos que g € uma estrutura de Kahler ou Kahleriana quando sua forma

fundamental €1 € fechada, isso é, d2 = 0. Nesse caso, a forma fundamental é chamada de

forma de Kahler.

Naturalmente, em analogia ao que ocorre com uma variedade Hermitiana, uma
variedade complexa que possui uma estrutura de Kéahler é chamada de variedade de

Kahler ou Kahleriana.

Consideraremos agora o segundo caso, em que M é uma variedade suave real. Em
analogia ao que foi feito anteriormente, devemos generalizar a aplicacao linear J, dada
pela multiplicagao por i. Como nesse caso 0s espagos tangentes sao espagos vetoriais
reais, nao temos o direito de definir essa aplicacao dessa forma. Dali, surge o conceito de

estrutura complexa.

Definicao 3.6. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Uma estrutura complexa em V ¢

uma aplicacdo linear J 1V — V tal que J* = —1dy..

No caso de uma variedade suave real M, um campo tensorial J em M tal que,
para cada p € M, J, : T,M — T,M ¢é uma estrutura complexa em 7,M, é chamado de

uma estrutura quase complexa em M.

Consideremos, agora, g uma métrica Riemanniana e J uma estrutura quase
complexa em M. Dizemos que g é uma estrutura Hermitiana em M quando, para todo
peM, g,(J,X,J,Y)=g,(X,Y) para todos X,Y € T,M. Nesse caso, M é chamada de
uma variedade quase Hermitiana e a estrutura Hermitiana ¢ também representada
pelo par (J, g).

Finalmente, para generalizar o conceito de uma variedade de Kahler, consideremos
uma estrutura Hermitiana (.J, g) em M. Nesse caso, para cada ponto p € M, definimos a
forma fundamental de g da mesma maneira anterior, isso ¢, Q,(X,Y) = g,(X, J,Y)
para cada X,Y € T,M. Finalmente, M sera dita uma variedade quase-Kéahler ou

quase-Kihleriana quando a forma fundamental de sua métrica Hermitiana for fechada.

Observagao 3.7. As definicoes de variedades Kihler e quase-Kdhler devem ser entendidas

como uma variedade com uma estrutura Kahler ou quase Kdhler fixra. Porém, se tivermos
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uma variedade que admita uma estrutura Kdhler ou quase-Kdhler sem que ela seja fixada
inicialmente, vamos nos referir a elas como variedades de tipo Kdhler ou tipo quase-
Kahler, respectivamente [13, p.116].

Finalmente, estamos aptos a apresentar um dos principais conceitos do trabalho.
Seja M com uma estrutura Hermitiana (.J, g) e V sua conexao de Levi-Civita respectiva.

Dizemos que M é uma variedade aproximadamente Kéahler quando vale

VxJ(X) =0 para todo X € X(M).

3.3 Meétricas invariantes

Consideremos a variedade flag Fg = G/Py = U/Kg. Consideremos a agao de G

em Fg dada por (g, hKg) — ghKe. Seja g = Ko € Fg a origem de Fg.

Sejam z € Fg e K um subgrupo de Lie de G. Dizemos que uma métrica Rieman-

niana b em Fg é K —invariante quando, para todo k € K,
bee (AER X, dELY) = b,(X,Y), para todo X,Y € T, M.

Proposicao 3.8. Seja U C G uma forma real compacta. Dessa forma, U age transitiva-

mente em M = G/K e M possui uma métrica de Kahler U—invariante.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [6, p.3]. O

O proximo resultado mostra como podemos definir uma métrica invariante em
Fo = U/Kg a partir de um produto interno invariante em 7, Fg. Antes de enuncia-lo
porém, precisamos definir a seguinte nocao: dado um espago homogéneo U/K, dizemos

que um produto interno (-,-) é K —invariante ou invariante por K quando
(AX,AY) = (X,Y), paratodo A€ «(K) e X,Y € T,,U/K,

onde ¢ : K — Aut(7,,U/K) é a representacao isotropica de K.

Agora, no caso da variedade flag Fg, podemos decompor a algebra de Lie g de G
como g = g B e, onde ng é invariante pela representagao adjunta de Ad(Kg). Com isso,

estamos aptos a enunciar o préximo resultado.

Proposicao 3.9. Existe uma bijecao entre métricas U—invariantes em F = U/Kg e

produtos internos invariantes por Ko em T, Fo.

Demonstragao: Seja b uma métrica invariante em Fg. Consideremos o produto interno

em 7, ,Fg definido pela métrica b, isso é,

(X,Y) =b,,(X,Y), para todo X,Y € T, Feo.
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Notemos que a invaridncia de b implica que, dado u € U, (X,Y) = by, (dE, X, dE,Y).
Assim, resta mostrar que com a defini¢ao acima, (-,-) é invariante por Kg. Dessa forma,

sejam k € Ko e X,Y € T, ,Fg. Com isso, temos que

(1B X, t()Y) = by (10) X, 1(B)Y) = by (B X, dEY) 2 b, (X, ¥) = (X, V),

onde usamos em () que b é U—invariante, uma vez que k € Kg C U.

Consideremos, agora, um produto interno Kg invariante em 7, Fg. Para cada

r =uKg € Fg, defina uma métrica por
b.(X,Y) = (dE,~1 X,dE,~1Y) para todo X,Y € T,Fg.

Para mostrar que b estd bem definida, consideremos y € Fg tal que y = =z, isso é, se
y = vKg, entdo existe k € K tal que v = uk. Dessa forma, tomando X,Y € T,Fg temos

que

by (X,Y) = (dEy1 X, dE, 1Y) =

(dE
— (dB 1 X, dBpy 1Y) =

= (dEy-1dE, 1 X,dEy-1dE, 1Y) =

= Wk YdE, 1 X, (k"dE,Y) =
— (dE, 1 X,dE, 1Y) = by(X,Y).

Portanto, a métrica estd bem definida em Fg. Resta mostrar que ela é U—invariante.

Tomando x = uKg e v € U, temos

by t(dE,X,dE,Y) = (dE(u)1dE,X, dEyy1dE,Y) =
— (dBy1dE,dE,X,dE, 1dE,dE,Y) =
—(dEy1 X,dE, 1Y)
—b,(X,Y).

Observacao 3.10. A Proposicao 3.2 garante que as representagoes t : Ko — Aut(T,,U/Kog)
e Ad : Ko — gl(ne) sdo equivalentes. Isso significa que um produto interno em T, Fg é
Kg—invariante se, e somente se, o produto interno induzido por ele em ne € invariante
por Ad(Kg). Mais precisamente, seja (-,-) um produto interno invariante por Ko em

T,,Fo. Dados X,Y € ne, definimos um produto interno em ne por

(X,Y)e = (¢7'(X),¢7'Y),
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onde ¢ € o isomorfismo na demonstracio da Proposicao 3.2. Com isso, dado k € Ko,

temos

(Ad(k)X, Ad(k)Y)e = (¢~ (Ad(k)X), ¢~ (Ad(K)Y))
(k) (@1 (X)), (k) (671 (Y)))
= (071(X),07(Y))

= (

X,Y)e.

Devido a essa identificacao, um produto interno invariante por Kg pode representar tanto
um produto interno em ne invariante pela adjunta ou um produto interno em T,,Fg
invariante pela representacdo isotropica. No texto que seque, confundiremos essas duas

nocoes, uma vez que esse € o comum de ser encontrado na literatura.

Notemos que a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada em ng = 7, Fe pois ne
estd contida na forma real compacta u?. Assim, pelo Teorema da Representacdo de Riesz,

sabemos que existe uma transformacao linear A tal que
(X,Y)e = —(AX,Y) para todo X,Y € neg,

onde (-, ) representa a forma de Cartan-Killing. O sinal negativo na expressao acima
decorre do fato que g C u, que é a forma real compacta, onde a forma de Cartan-Killing
¢ negativa definida A.11. Além disso, como (-, ) é ndo-degenerado e positivo definido (por
ser um produto interno), temos que a transformagao A é inversivel e positiva definida.

Além disso, por ser um operador positivo, temos que A é diagonalizavel.

A partir de um produto interno (-,-) podemos encontrar uma forma bilinear

simétrica para qe = 1. A complexificacio (-, )¢ do produto interno de ng é definida por
(Xy + Y3, Xp + iYa)e = [(X0, Xa) — (Vi, Ya)] + (Vi Xa) + (X1, Vo)

O fato de que (-, )¢ é simétrica decorre da prépria simetria de (+,-). Além disso, essa
forma bilinear continua sendo ndo degenerada. Com efeito, se Xy + Yy € g é tal que
(X + Yy, X +iY)c = 0 para todo X + 1Y € 5§, entdo

0= (Xo+iYp, X +iY)e = [(Xo, X) — (Yo, V)] +4[(Yo, X) + (X0, V)],

isso é, (X0, X) = —(Y0,Y) e (Yo, X) = (X,Y). Como X e Y sao arbitrarios, tomando
Y = 0 obtemos (Xg, X) =0 e, como (+,-) é ndo degenerado, Xy = 0. Por um argumento
andlogo, concluimos que Yy = 0 e, portanto, (-, -)c também é nao degenerado. Assim, a

complexificagdo do produto interno define uma forma bilinear ndo-degenerada em 7g.

A complexificacao dessa forma bilinear simétrica nos permite associar um operador

linear com a forma de Cartan-Killing. Como esses operadores agem de forma similar, seja

2 Para mais detalhes sobre formas reais compactas vide A.11.
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complexificado ou nao, utilizaremos a mesma letra para representar os dois, de forma a

evitar notagoes exageradamente complicadas.

Proposicao 3.11. O operador A comuta com Ad(k) para todo k € Kg.

Demonstragdo: Sejam k € Ko, X,Y € ng. Como (-, ) é invariante por Ad(k) para todo
k € Ko, temos que

(Ad(k)X, Ad(k)Y) = (X,Y) = —(A(X),Y).
Por outro lado,
(Ad(k)X, Ad(k)Y) = —(A(Ad(k)X), Ad(k)Y).
Assim, temos a igualdade
(A(Ad(K)X), Ad(k)Y) = (A(X),Y).

Agora, sabemos que a forma de Cartan-Killing é invariante por automorfismos de 7g.

Assim,
(A(Ad(k)X),Ad(k)Y) = (A(X),Y) = (Ad(k)A(X),Ad(k)Y),
de onde obtemos
(AMAd(k)X) — Ad(k)A(X),Ad(k)Y) = 0.

Como Ad(k) é um isomorfismo e Y ¢é arbitrério, essa igualdade ¢é valida para todo elemento
de ne na segunda entrada. Portanto, do fato de que (-,-) é nao-degenerada em 7ng,

concluimos que
A(Ad(k)X) = Ad(k)A(X),

para todo k € Kg e todo X € ne. O

Corolario 3.12. O operador A comuta com ad(L) para todo L € tg.

Demonstracgao: Sejam L € g e X € ng. Pela Proposigao 3.11, temos que
A(Ad(e™))(X) = (Ad(e™)A(X), Vt € R.

Assim, derivando em t = 0, obtemos

d d

Aad(L))(X) = < (A(Ad(e"™))) =0 (X) = = ((Ad(e"))Al1=0)(X) = (ad(L))A(X).
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Como observado no paragrafo acima da Proposicao 3.2, Ad : Kg — gl(ne) é uma
representagdo de Ko em 7g. Em consequéncia, ad : ¢g — gl(ne) é uma representagao
de tg em ng. O mesmo vale para o complexificado, isso é, ad : €5 — gl(qe) ¢ uma
representacdo de €5 em qe, respectivamente. Como ad é uma representagio semissimples,

go pode ser decomposto como
Jo=Vi®--- V..

Como a subdlgebra de Cartan h estd contida em €5, segue que cada V; na decomposicio

acima é invariante por ad(H ), para todo H € . Além disso, a decomposicao
do= Y. 0a
a€ll\ ()
é a decomposigao primaria dos elementos regulares H € h. Agora, consideremos a seguinte

proposicao:

Proposicao 3.13. Seja T : V. — V um operador linear e V.= Vi & --- & Vs uma

decomposicao primaria de T'. Dessa forma, se W <V ¢é invariante por T, entao

W=WnW)e---&(WnV)

Demonstracio: Exercicio 10 da segao 6.8 de [14]. O

A Proposicio 3.13 implica que cada V; na decomposi¢ao de ad : € — gl(qe) pode

ser escrito como
Vi= E: (Vgr}ga)
a€Il\(0)

Como cada g, € unidimensional, a intersecao ou é trivial, ou contém g,. Logo, cada V; é
um somatorio de espagos de raizes. Mais precisamente, para cada i € {1,..., s}, existe

um conjunto de raizes A(i) C II'\ (O) tal que

Proposicao 3.14. V; = > g..
acA(i)

Antes de demonstrar a préxima proposicao, necessitaremos dos seguintes lemas

anteriores.

Lema 3.15. Seja H € hg um elemento reqular. Dessa forma, a decomposicdo

u=1ihr b Z Uy

acllt+

¢ a decomposi¢io primdria de ad(iH).
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Demonstragao: Notemos que u, = spang{A,,iS,} e, para todo H € b
ad(iH)A, = a(H)iS, e ad(iH)iS, = —a(H)A,.

Essas duas igualdades podem ser demonstradas como na Proposicao A.51. Portanto u, é

invariante por ad(ibhg) e, para todo H € bg, a matriz de ad(iH) restrita a u, é da forma

0 —a(H)
olH) 0 |

Logo, se H € hg é elemento regular, entdao a(H) # 0 para todo « € II e, portanto,
u=1ihr b Z Uy,
acllt+

é a decomposigao primaria de ad(iH ). O

Lema 3.16. Se W C Y u, € invariante por ad(ibr), entdo existe um subconjunto
a€llt
A C1I tal que

W=> u,.

a€cA

Demonstracao: De fato, tomemos H € hr regular. Como
u= Z[)R ©® Z Uy
aellt
é a decomposigao primaria de ad(iH) pelo Lema 3.15, temos, pela Proposigao 3.13, que
W=Wnibr)® > (uaNW).
acllt+

Primeiramente, notemos que como W C ¥ u,, temos que W Nihg = {0} e, portanto,
a€llt

W= > (uaNW).

aellt
Agora, mostraremos que, para cada o € II'", u, N W = {0} ou u, N W = u,. Para isso,
suponhamos que u, N W nao é trivial e tomemos X € u, N W tal que X # 0. Assim,

podemos escrever
X =aA, + biS,
de forma que
ad(iH)X = aa(H)iS, — ba(H)A,.

Portanto, ad(iH)X € W Nu,, pois W e u, sdo invariantes por ad(iH ). Como H é regular,
a(H) # 0. Assim, segue que {X,ad(iH)X} C W Nu, ¢é linearmente independente. Logo,

ou u, N W é trivial ou u, N W = u, como desejavamos. O



58

Proposicao 3.17. Sejam X,Y € ng. Se um produto interno em ng da forma
(X,Y) = —(A(X),Y)

¢ invariante por Ad : Ko — gl(ne), entdo A, e iS, sao autovetores de A com o mesmo

autovalor.

Demonstracao: Como mencionado anteriormente na definicao do operador A, ele é um
operador diagonalizavel. Assim, existe uma decomposicao de ng por autoespagos de A,
isso é,

Ne = Aut(A, A1) @ -+ @ Aut(A, Ay).
Pelo Corolario 3.12, A comuta com ad(tg), temos que cada autoespago é invariante por

ad(tg). Em particular, cada autoespago é invariante por ad(ihg). Assim, pelo Lema 3.16,

existe, para cada i € {1,...,s}, um conjunto A(i) C II tal que

Aut(A,)\Z): Z Ug,.

acA(i)

Consequentemente, dado a € IT'\ (©), A,,iS, € Aut(A, \;,), para algum iy € {1,...,s},

ou seja, sao autovalores de A associados ao mesmo autovalor.

Proposicao 3.18. Para cada o € 11\ (O) temos que A(X,) = AaXa. Além disso,
Ao = A_q € Ay >0, para todo o € 1T\ (©).

Demonstracao: Consideremos a igualdade

X, = Ag — i(iSa)7
2
ou seja,
A(Xq) = A (Aa _27’(25&)>

_ ;[A(Aa) — iA(iSa)]
- ;[)\QAQ — iAa(iSa)]
L Aa - i(1Sq)
= )\af

= X

Para mostrar que A\, = A_,, notemos primeiramente que

X, Aa=iliS)  —Aa—iliS.a)
2 2




59

Assim,
AaXa = A(X,)
()
_ ( A, —Qi(iSa)>

= ;(—)\_QA_O( - i)\_a(is_a>>

= )‘—aXom

mostrando que os autovalores A\, sao simétricos com relagao as raizes. Além disso, como

A é um operador positivo seus autovalores sao positivos, concluindo a demonstragdo. 0O

Os resultados anteriores nos permitem descrever uma métrica U —invariante em
Fo, a partir apenas da familia de autovalores {Aq}acm (o). De fato, pela Proposicao
3.9, uma métrica U—invariante qualquer em Fg é determinada por um produto interno

Kg—invariante em T, Fg que, pela Proposicao 3.1 é da forma

T{L’Q]F@ g Z uOU
a€ell\(O)

onde u, = spang{A,,iS,}. Portanto, dados z = uKg € Fg ¢ X,Y € T,Fg, temos que
uma métrica invariante b em Fg é tal que

bo(X,Y) = by (dEy1 X, dEyY) = —(A(dEy-1 X),dE, 1Y),

onde A decorre do Teorema da Representagao de Riesz. Como X' = dE,1X,Y’ =

dE,—Y € T, ,Fo = ne, temos que eles podem ser escritos como

X/ = Z (xozlea + xa22.Sa) € Y/ = Z (yalAa + yQQiSoz)>
a€ll\(©) a€ll\(O)

com x1, %o, Y1, Y2 € R. Assim,



60

_<X/a Yl) = - <A ( Z Ialee + waQiSoz) ) Z (yozlez + yaQiSa)>

aell\(O) a€ll\(©)

= - Z <A<xa1Aa + vaiSa)a Z (yalAa + ya2isa)>

a€ell\(©) a€cll\(0)
= - Z <A(Ia1Ao¢)> Z (yalAa + yQQiSoz)>
a€ell\(0) a€II\(6)
+ <A(xa2i8a)a Z (ya1Aa + y(ﬂisa)>
a€ll\(©)
= - Z [xal)\a <Aa7 Z (yalAa + ya2i8a>>
a€Il\(©) a€ll\(©)
+ xa2)\a <iSa7 Z (yalAa + ya2iSa)>
a€ll\(O)

Como os vetores A, e iS,, com « percorrendo IIT \ (O), sdo ortogonais com
respeito a forma de Cartan-Killing e usando que A_, = —A, e 15_, = iS,, a expressao

acima se torna

—(XY") = - Z [Ta1 Aa(Aa, Ya1 Aa) + a1 Aa{Aa, Y—a1 A o)
«€ll\(0)

+ xaQ)‘a <Z.Saa ya2isa> + xo&)\a <iSa7 y—QQiS—a>]

== Z ['rod)\ayal <Aoc7 Aa> + xal/\ay—al <Aaa A—a>
ael\(e)

—|— l’ag)\aya2<’i8a, iSa> —|— Ct?ag)\ay_ag (iSa, iS_a>].
Finalmente, temos que (A,, Ay) = (iSy,1S,) = —2, de forma que

_<X/7 Yl) - - Z (_2/\(}17(113/0[1 + 2/\oc*raly—0c1 - 2/\001:0[23/042 - 2Aa$a29—a2)
a€ll\(O)

=2 Z /\a (xalyal — TallY-al + Ta2lYa2 + xaQy—o&)»
a€ll\(O)
mostrando que a métrica depende somente dos valores {Aq }acm (o). Portanto, a partir
desse ponto, nos referiremos apenas ao conjunto {Aq }acm oy quando nos referirmos a uma

métrica invariante em Fg.

Lema 3.19. Seja {\a}acmo) uma métrica invariante em Fg. Dessa forma, se o, 3 €

IT\ (©) sao tais que g, € gz estdo na mesma componente irredutivel da decomposicao de
Ad(Ke), entio A\, = As.



61

Demonstracao: Como feito na demonstracao da Proposi¢ao 3.17, se g, € gg estao na
mesma componente irredutivel de Ad(Kg), entdo eles estdo no mesmo autoespago de A.

Logo, estao associados ao mesmo autovalor de A.

3.4 Estruturas quase complexas invariantes

Temos uma situagao similar para as estruturas quase complexas invariantes em Fg,

no sentido em que elas podem ser determinadas por um conjunto de valores numéricos.

Definicao 3.20. Seja V' um espaco vetorial real. Uma estrutura complexa em V €

uma aplicacdo linear J 1V — V tal que J* = —1dy.

Considerando agora uma variedade suave M, quando cada espaco tangente de M
possui uma estrutura complexa, dizemos que M possui uma estrutura quase complexa.
Mais precisamente, uma estrutura quase complexa em M é um campo tensorial J : TM —

T'M tal que, para cada p € M, J, : T,M — T,M é uma estrutura complexa.

Como fizemos anteriormente para as métricas, estamos interessados aqui em
trabalhar com uma estrutura quase complexa em uma variedade flag, que seja invariante

em certo sentido.

Definigao 3.21. Sejam Fg = U/Kg uma variedade flag e J uma estrutura quase com-
plexa em Fgo. Dizemos que J é uma estrutura quase complexa U —invariante

quando, para cada u € U,

Juse = AEyJoydEy-1.

De forma equivalente, a definicdo acima significa que para todo X € T, Fg

dEyJoy X = JuzydEoX.

Assim como no caso das métricas, as estruturas quase complexas invariantes sao
determinadas unicamente a partir de estruturas complexas no espago tangente a origem

da variedade flag.

Proposicao 3.22. FEzxiste uma bijecao ¢* entre as estruturas compleras em ng e as
estruturas complezas em T, ,Fo. Além disso, dados k € Ko e J estrutura complexa em ng
tem-se que Ad(k)J = JAd(k) se, e somente se, 1(k)¢*(J) = ¢*(J)u(k).

Demonstragao: Seja ¢ : ng — 1,,,Fo o isomorfismo da Proposicao 3.1. A aplicacao ¢*

definida por gb*(j )=¢o J o ¢~ é uma bijecdo entre o conjunto das estruturas complexas
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em 7e e o conjunto das estruturas complexas em 7, Fg, o que demonstra a primeira

afirmacao.

Para a segunda afirmacdo sejam k € Kg e J estrutura complexa em ne. Dado
X € ne tem-se, por definigao de ¢, que ¢p(X) = X -xq e, pela Proposigao 3.2, t(k)(X -xg) =
(Ad(k)X) - . Dad,

(L(k)o* (I)(X - 20) = (k)(¢"(J)(X - 20))

(6" (J)e(k))(X - zo) =

Portanto, como ¢ é bijetora e X ¢ arbitrario, tem-se que Ad(k)J = JAd(k) se, e somente
se, t(k)¢"(J) = ¢"(J)u(k). O

Proposicao 3.23. FEzxiste uma bijecio entre estruturas quase complexas U—invariantes

J em Fg e estruturas complexas J' em T, ,Fg tais que
v(k)J = Ju(k)

para todo k € Kg.

Demonstracao: Seja J uma estrutura quase complexa U—invariante em Fg, isso é, para

todo u € U e todo x € [Fy vale que
dE,J, = JydE,.
Dessa forma, como Kg C U, temos em particular
dEyJ, = JydEy

para cada k € Kg. Tomando x = x(; na expressao acima e usando que kxy = xg para

todo k € Kg, obtemos

(k) Ty = dEyJuy = JraydEx = JoydEy = Jyyt(k).
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Reciprocamente, seja J' uma estrutura complexa em 7T, Fg satisfazendo a condicao

enunciada. Para cada x = uxg € Fg, definamos a estrutura complexa em T,Fg por
Jp =dE,J'dE,-1.
Note que com essa definicao
(L) = (AB,J'dE, )
= (dE,J'dE,~) - (dE,J'dE,-)
=dE,J'dE,~ = dE,J"?dE,—
= idr,F, -

Agora, mostremos que essa expressao estd bem definida, no sentido de uma estrutura
uase complexa. Para isso, tomemos 2’ = u'x ue ' = u'ry = urg = x. Assim
lexa. P , b ! 'xg € Fo tal ! o 0 A ,

temos que existe k € Kg tal que v’ = uk. Portanto,
Jy =dE,J'dE,-1 = dEy,J' dE -1 = dE,dE,J dEg-1dE,-1.
Usando a condicao da hipotese, obtemos
Jp =dE,J dE,— = J,,

mostrando a boa definicao. Com isso obtemos uma estrutura quase complexa em Fg.
Resta mostrar que ela é invariante por U. Com efeito dados v € U e x = uxy € Fg temos

que
JoxdBy = dByy J dEyy1dB, = dE,dE,J' dBy1dEydE, = dE,J,,

mostrando que J é U—invariante. O

O resultado acima mostra que uma estrutura quase complexa em uma variedade
flag pode ser identificada como uma estrutura complexa no espaco tangente a origem.
Assim, é interessante voltarmos ao resultado da Proposicao 3.1 que mostra que o espaco
tangente a origem ¢é da forma

TpFo Zne= Y U,
a€Il\(O)
onde u, = spang{A,,iS,}. Também vimos anteriormente, na Proposi¢cdo 3.1, que
u =t P®ne com ad(te) C ne. Assim, £g pode ser representado em 7g. Com isso, obtemos

o seguinte resultado.

Lema 3.24. Se J é uma estrutura quase compleza quase U—invariante em Fo = U/ Keg,

entao
Jo ad(L) = ad(L)Jy,,

para todo L € tg.
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Demonstracgao: Pelas proposicoes 3.23 e 3.2, temos que
Ad(k)Jy, = Juy Ad(K)

para todo k € Ko. Assim, seja L € €g e k(t) = ¢l com t € R uma curva em Kg. Nesse
caso, temos que
d
d(L)J,, = dAd(—
ad(L)Jo, = d Ad(5,
d
= — Ad(k(?))]t=0/z

dt
d

Tt
—J,

k(6)]i=0Tzq

Jwo Ad (K (1))

d
©dt
= Jy, ad(L).

Ad(k(1)) =0

Agora, trabalharemos com o espago tangente complexificado Tj,F§. Como a

complexificagdo de espagos vetorial é um funtor covariante, vale o isomorfismo

T.F6 =1 =00 = Y. Ga
a€ll\(O)

Para cada ponto x € Fg, a estrutura complexa .J, pode ser complexificada, da

forma usual, isso é,
JE T, FS — T,F§
X +1Y = J(X) + i, (Y).
Note que JC ainda é um operador idempotente em T,F§ , pois
(J5) (v + iu) = J2(v) +iJ2(u) = —v — iu = —idy, 5o (v + iu).
Disso, se X € T,F§ é um autovetor de JCFS, entdo
—X = (J;)’X = VX,
de onde concluimos que os autovalores A de JC sdo i e —i. Para cada espaco tangente
T,F§, os autoespagos associados a cada um desses autovalores serd denotado por
TOVFS = aut(JS, i) e TIOFS = aut(JS, —i),
de forma que,

T,FS = TOYFS @ TWOFS.

xT

Para evitar pesar a notagdo demais nas préximas se¢oes, omitiremos os indices C quando
tratarmos da complexificacdo dos espacos tangentes. Isso ndo deve gerar confusao, pois a

natureza dos espagos adiante ficara clara a partir do contexto de trabalho.



65
Proposigao 3.25. Se a € IT\ (©), entdo g, € invariante por Jy,.

Demonstragao: Sejam o € IT\ (©) e X € g,. Assim, temos que [H, X| = o(H)X para
todo H € . Em particular, como h C g, tomando H € § temos, pelo Lema 3.24,

[H, J,, X] = ad(H) Jpy X = Jo, ad(H)X = Jy [H, X] = Joya(H)X = a(H)Jp, X.

Logo, pelo Corolario A.30, concluimos que J,, X € g,. O

Proposicao 3.26. Se a € II\ (O), entao o0s espagos o = uN (go B §—o) Sdo invariantes
por Jy,.

Demonstragao: Sejam a € I\ (©) e X € u,. Assim, X = X; + X5, com X; € g, e
X5 € g_o. Assim, pela Proposicao 3.25, temos que

Jon = Jxo (Xl + XZ) = onXl + JCC()XQ € 9o D Y-a-

Além disso, temos que X € u, C ne. Agora, como .J,, € uma aplicacdo ne — ne, temos

que J,, X € ne C u. Logo, u, é invariante por J,, para todo o € I\ (©). O

Trabalharemos agora com a complexificacao dos espagos u,. Podemos verificar que
ug =0a D Pg—0a-

Consideremos a restricio J,,|., € sua respectiva complexificagio ao espaco uS que deno-

taremos por J,. Seguindo o que fizemos anteriormente para 7, Fg, podemos encontrar

(1,0)

o e ufxo’l) associados aos autovalores i e —1, respectivamente, tais que

subespacos u

ut =ul0 @O,

(e}

Notemos que, pela Proposicao 3.25, os espagos g, € g_, sao invariantes por J,, e conse-

quentemente J,. Assim, J, g, = igo OU Jofa = —iga, de forma que
go <ul? ou g, <ul®b,

(0,1)

Como dim g, = 1 = dimu(}? = ul®V temos duas possibilidades

go <ull e g, <u®Y ou
9o <uld e gy <ull
Sendo essas as duas unicas possibilidade, concluimos que existem apenas duas estruturas

complexas em u, que comutam com ad(K) para todo K € g. Mais explicitamente, dado

X € gqou J,, X =1X ou J,, X = —1X. Com isso temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 3.27. Uma estrutura compleza em qo = 15 que comuta com Ad(k) para
todo k € Kg ¢ determinada unicamente por um conjunto {€, }acm\ (o), onde e, = £1 e

Ea = —E_q-

Demonstracao: Para cada X € qg, podemos escrever
X = Z ZaBas
acIl\(O)
onde z, € C. Assim, aplicando .J,, obtemos
JxO(X) = Z ZaJ@(Xa).
a€ll\©

Agora, pela discussao acima, para cada « € 1T\ (O)
oo (Xa) = i X,
isso é,

oy (X) = Z zado(Xa) = Z ZafaXa

a€cll\© a€ll\©

com £, = *1.

Para a segunda afirmagao, tomemos « € Il \ (6) e suponhamos, sem perda de
generalidade, que J,,(X,) = iX,, isso é, ¢, = 1. Nesse caso, pela discussao anterior,

(0,1)

temos que g_, = u'®" que é o autoespago associado ao autovalor —i, de forma que

J:co (X—a) = _iX—aa

Observacao 3.28. Note que a natureza bindria dos nimeros e, implicam que se €, # €g,

entao €, = —eg. Naturalmente, disso seque que
Ea FER € ERF Ey = Eq = Ey.

No que seque, usaremos essas propriedades sem menciond-las diretamente, para evitar

complicar os argumentos desnecessariamente.

Corolario 3.29. Uma estrutura quase complexa U—invariante em Fg € determinada

unicamente por um conjunto {5a}aen\<9> tal que € = £1 para cada o € €, = —€_,,.

Demonstragao: Basta observar que esse conjunto define uma tnica estrutura complexa
no espaco tangente 7, Fg, que comuta com Ad(K) para todo k € Kg. Assim, pela

Proposicao 3.23, o resultado segue. O

Tendo em mente esse resultado, quando nos referirmos a uma estrutura quase

complexa U—invariante em Fg, estaremos nos referindo apenas ao conjunto {5a}aen\<@>-
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Lema 3.30. Seja {ca}acnc\(e) uma estrutura quase complexa U—invariante em Fe.
Dessa forma, se o, € I\ (O) sao tais que g, € gg estdo na mesma componente

irredutivel de Ad(Kg) em qo, entdo ¢, = 3.

Demonstragao: A demonstragao é andloga a feita no Lema 3.19, usando-se o fato de

que Ad(k) e J comutam para todo k € K. a

3.5 Forma de Kéahler

Com uma estrutura quase complexa e uma métrica, ambas invariantes por U,
podemos pensar em uma estrutura quase Hermitiana. A saber, uma métrica g em uma
variedade suave M é chamada de estrutura quase Hermitiana quando, para todo
pe M,

Gp(Jpv, Jyu) = g,(v,u) para todo v,u € T,M,

onde J é uma estrutura quase complexa em M.

Voltando ao nosso contexto anterior, dadas uma variedade flag Fg, uma estrutura
quase complexa invariante e uma métrica U —invariante em Fg, notemos que, para todo

r =uxg € Fg e todos X,Y € T, Fg, temos

bo(JodEu X, JodE,Y) = by(dEyJuy X, dE,J5,Y)
= byy (Juy X, JuyY)

= bro (Jxo Z ZaXCH J(EQ Z ’LUBXB)

a€ll\(O) BEIT\(O)

= Z Z 2 Wby (Jg Xas JuyXp)
acll\(©) BeII\(O)

_ Z Z 2o Wgbgy (10X, i€5X )
a€ll\(6) BETT\(O)

— Z Z zawgaaé‘,gbxo (XCWXﬁ)
a€Il\(O) BETI\(O)

= > > zawpeacp(A(Xa), Xp)
a€Il\(0) SeII\(O)

= Z Z 2aWeEaE A (Xas X35).
a€ll\(0) BEI\(O)
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Como (X,, X3) # 0 somente quando § = —a, a expressao acima se torna

bo(JodE, X, JLdEY) = 3 zaw_aat—ara(Xa, X o)
a€ll\(0)

= Z Zawfa5a57a<A(Xa)’X*°‘>
a€ll\(0)

= — Z 2aW—_ (180 X0, 160X _q)
a€ll\(0)

= Z Zaw—a<J10Xaa Jon—oz>
a€cll\(O)

= by (X,Y)
= by(dE,X,dE,Y).

Logo, uma estrutura quase complexa e uma métrica, ambas invariantes, sempre
definem uma estrutura quase Hermitiana sobre uma variedade flag Fg. Além disso, essa
estrutura é determinada pelos conjuntos {e,}acm\(e) € {Aatacm (o) cOM €4 = —c_4 €
Aa = Aq.

A forma de Kihler associada ¢ definida em 7, Fg como a forma bilinear
Q0 (X,)Y) =0, (X, 1Y) = —(AX, J,,Y) para todo X,Y € T, Fe.

Como a métrica b é invariante, ela pode ser estendida a variedade toda. Da mesma forma,
Q,, pode ser estendida a toda Fg. Para ver isso, sejam z = uxy € Fg e X,Y € T,Fe.
Assim, definimos

Q. (X,Y) = b,(X, J,Y)
by (AE -1 X, J,dE,~1Y)
bpo (AE 1 X, dE-1J.,Y)

= O (dBy1 X, dE,1Y).

Com essa definicao, vemos que €2 também mantém a propriedade de ser U—invariante

como esperado.

Assim como anteriormente, podemos complexificar 2., : no — C para uma forma
bilinear QSO : go — C, que mantém as propriedades de €2,,. Portanto, manteremos a

mesma notagao para a forma real e a complexificada.

Como mencionamos, a forma de Kahler €2, é determinada pelos valores ¢, e A,,

uma vez que, nos elementos basicos de 7ng, temos que
Qmo (XO“ XB) = —Z'/\C,é€ﬁ<)(oé7 XB>

Como (X,, Xp) = 0 para § # —a, temos que Q,,(X,, X3) # 0 se, e somente se § = —a.
Agora, como sabemos que (X,, X_,) =1 [15, p. 332],

Qoo (Xay Xoo) = —idat—alXa, X_a) = iAaEa.
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Serd de nosso interesse aqui estudar a diferencial exterior de €2, pois ela desempenha
um papel fundamental na classificacdo das variedades quase Hermitianas invariantes.

Assim, consideremos uma r—forma diferencial
w(p) = > _ar(p)der,
T

onde I = (i,...,1,) sdo r—listas de {1,...,n}, ar : R — R s@o fungoes diferenciaveis e

dry = dx;; A--- ANdx;,.. A sua diferencial exterior no ponto p é dada por
dw(p) = dar A dx;
I

que é uma (r + 1)—forma diferencial.

A partir dessa defini¢do, é possivel encontrar uma nova expressao para a diferencial
exterior que sera mais interessante para o nosso contexto. A saber, essa expressao ¢ dada

por

Z (_]‘y—lXiw(Xl?'"7)/5727"'7X'r+1) (31)

dCU(Xl, e ,X,«_‘_l) = . 1
1<i<r+1

+ Y (D) Mo(XL X)L X X, X X)) |- (3.2)

1<i<j<r+1
Aqui, o simbolo “ representa indices omitidos. A prova para essa expressao pode ser

encontrada em [5], Proposi¢ao 14.32 ou em [16] Proposi¢ao 3.11.

Agora, consideremos w sendo uma r—forma diferencidvel U—invariante em Fg.

Nesse caso, temos que

W(X1,s -0, X)) (UT) = Wamg (X1 (umo), .., X (umo))
= Wazg (AE X1 (0), - - ., dEu X, (1))
= sz(X1($0)7 ce 7X7"($0))7

isso é, a aplicagdo w(X,...,X,) : Fg — R é constante ao longo de Fg. Portanto,

considerando a derivacao induzida por X;, temos
(—1)" ' Xiw(Xy, .., Xay oo, Xp1) =0

paracada?=1,...,r. Com isso, concluimos que quando w é U—invariante, sua diferencial
exterior é dada por

1 L e —
Z (—1)Z+JW([Xi,Xj],X1, ce 7Xi7 Ce ,Xj, Ce 7Xr+1)-

r+1 1<i<j<r+1

dUJ(Xl, c. 7Xr+1) =

A partir desta expressdao, podemos calcular a diferencial da forma de Kéahler em
IF@?

dQ( X1, Xo, X3) = ;(—Q([Xl,Xg], X3) + Q[ X1, X3], Xo) — Q[ X, X3], X7). (3.3)
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Naturalmente nos é interessante analisar como a diferencial atua nos vetores da
base X, com a € IT\ (©) uma vez que (X,, X3) # 0 se, e somente se, f = —a. Assim,
pela Expressao (3.3)

SQ(XQ, Xﬂv X”/) = _Q([Xw X5]7X7) + Q([Xa’XW]vXB) - Q([Xﬂ’XW]’Xa)‘

Pela construgao da base de Weyl, como pode ser visto em [15], para cada par a, 3 € II\ (©)

existem mq 3 € R com myg = —m_, g tais que
[(Xa, Xg] = masXais,

se o + 3 seja raiz e my 3 = 0 caso contrario. Assim, a expressao para d€2(X,, Xz, X,) se

torna

30Xy, X5, X)) =
= —maﬁQ(XaJrg, X,y) + maﬁQ(XaJr,y, Xﬁ) — mﬁ;},Q(XﬁJr»y, Xa)

= i(Ma,prarsEy(Xats, X5) — MayAatr€s(Xatqy, X) + My As11Ea{ X1, Xa))-

Note que cada termo é nao nulo se, e somente se, a + § + v = 0 pelas propriedades da

forma de Cartan-Killing. Assim, obtemos

30U Xa, X, Xy) = i(ma pA ey (X oy, Xy) = ManApep(Xog, Xg) + Mg A aca(X 0, Xa))

(%) .
= 1(Ma,gMEy — Ma,yAgEs + MpyAaa),

onde usamos que (X,, X ,) =1e A\, = A_, em (x). Finalmente, do Lema 8.6 de [15],

temos que
Ma,g = Mpy = My o
quando a + 5+~ = 0. Além disso,
Ma,sXars = [Xa, Xg] = —[Xp5, Xa] = —mgaXsia,
ou seja, My,q = —Mgq. Com isso, concluimos que

SQ(XQ, Xﬁ, X,y) = Z'ma,g(/\azfa + /\,355 + )\787).

Para terminar esta se¢do, daremos uma tultima definicao que serd necessaria mais

a frente.

Definig¢ao 3.31. Uma variedade flag Fog com uma estrutura quase Hermitiana (J,\) é

dita de Kéahler quando J € integrdvel.
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3.6 Estruturas aproximadamente Kéhler

Na secao anterior discutimos como uma métrica e uma estrutura quase-complexa
invariantes em uma variedade flag dao origem a uma estrutura Kéhler. Nessa secao,
faremos uma breve introducao a estruturas quase-Kéhler, ja4 que nosso objetivo adiante
sera obter condigoes para as quais uma variedade flag admite uma estrutura Kéahler que
nao é propriamente Kéahler. Antes disso, precisamos de uma definicdo que diz respeito a

estrutura quase complexa.

Definicao 3.32. Seja J,, uma estrutura complexa em T, Fo. Um vetor v € T, Fgo €
chamado de um (1,0)—wvetor se Jv = iv. Analogamente, u € dito um (0, 1)—vetor quando

Ju = —iu.

Definigao 3.33. Uma estrutura quase Hermitiana é chamada de quase-Kdahler (ou

(1, 2)—simplética) quando sua forma de Kdihler Q € tal que
dQ(u,v,w) =0,
quando um dos vetores é um (1,0)—vetor e os outros dois sao (0,1)—wvetores.

Definicao 3.34. Uma estrutura quase-Kdhler é dita aproximadamente Kdahler quando

onde V € a conexao de Levi-Civita associada a métrica.

Definigao 3.35. Seja J uma estrutura quase-complexa. Definimos o tensor de Nije-

nhuis de J por

N(X,Y)=J[X,Y] - [JX,Y] - [X,JY] = J[JX, JY].

Quando estamos trabalhando com estruturas invariantes em uma variedade flag,

existe uma segunda caracterizacao de uma estrutura aproximadamente Kéahler.

Proposicao 3.36. Sejam Fg uma variedade flag, J = {e,} uma estrutura quase complexa
invariante em Fo e A = {\,} uma métrica invariante em Fgo. Dessa forma, o par (J,A)

¢ aprozimadamente Kdhler se, e somente se, é (1,2)—simplético e
(N(X,Y),X) =0, para todo X,Y € ne,

onde N € o tensor de Nijenhuis de J.

Demonstragdo: Esse resultado ¢ uma consequéncia da classificagao feita em [17] e [18]. O
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Como mostramos, quando tratamos de estruturas invariantes em Fg, a forma
de Kéhler e sua diferencial exterior podem ser determinadas em termos das raizes e os
conjuntos {€q }acm (o) € {Aa}acm o) que, por sua vez, possuem propriedades algébricas

interessantes.

Definicao 3.37. Sejam J = {e,} uma estrutura quase complexa invariante em Fg e
a, B,y € I\ (©) tais que o+ B + v = 0. Dizemos que a trinca de raizes {a, B,v} € de
J—tipo {0,3} (ou uma {0,3}—tripla) quando e, = eg = ¢, e de J—tipo {1,2} (ou

uma {1,2}—tripla) caso contrario.

Uma consequéncia imediata dessa defini¢do é que uma trinca (a, 8,7) é do mesmo
tipo que (—a, —f, —7) ja que

Ea =EB=Ey S E_q=E_g = E_,.

Proposicao 3.38. Sejam (J = {ca}) (A ={\.}) uma estrutura quase complexa e uma
métrica invariantes em Fg. Dessa forma, (J,\) é aprozimadamente Kdhler se, e somente

se, valem as condicoes

(1) se{a,B,v} € uma {0,3}—tripla, entio Ao = Ag = \;

(it) se se {c, 3,7} € uma {1,2}—tripla com g5 = €., entao Ao, = Ag + \,.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [18], segao 7. O

A Proposicao 3.38 estd relacionada com a Proposigao 3.36 em que a condigao (7)
da primeira é equivalente a (N (X,Y), X) = 0 enquanto a condicao (i7) é equivalente ao

par (J,A) ser (1,2)—simplético. Dessa observagao, vale também o seguinte resultado.
Lema 3.39. Se (J,A) € aproximadamente Kihler e J admite apenas {1,2}—triplas, entao
(J,\) é Kdhler

Demonstracao: Com efeito, notemos que como (J, A) é um par invariante, vale que

1
SN (Xa X5) = [T X, JX5] — [Xo, Xo] = J[Xa, JX] = J[JXo, X]
= €a55[iXa, iXﬁ] — [Xa,X/B] — €5J[Xa, iXB] — €aJ[iXa, Xﬁ]

= —Mas(€atp + 1 — €s018 — Cafats)Xats-

Assim, consideremos a tripla {«, 3, —(a + 3)}. Por hipdtese, essa tripla deve ser do tipo

(1,2), ou seja, temos dois casos possiveis:
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1. Ea = €& 75 E—(a+p)

Nesse caso, como €_(q48) = —€(a4.3), temos que
Ca = E8 = E—(ath)>
ou seja,

1
EN(XO“X'B) = —ma,ﬁ(l +1-—-1-— 1)Xa+ﬁ = 0.

2. Ea 7é €8 = E—(a+p)

Nesse caso, temos que €,45 = €4 7# €3, de forma que
1
§N(XQ,X5) = —ma,g(—l + 1+ 1-— 1)Xa+@ =0.

Finalmente, do fato que

1
§N(Xa, X,) =0,

concluimos que J é integréavel e, portanto, (J, A) é de Kéahler. O
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4 TRINCAS PARA ESTRUTURAS QUASE KAHLER

Nessa secao, estaremos interessados em mostrar que todas as triplas de raizes em
uma variedade flag com uma estrutura quase Hermitiana invariante sao do mesmo tipo.
Assim, para organizar melhor os passos dessa demonstracao, faremos uma série de lemas
que nos levarao a esse resultado. Comegaremos com um resultado geral que sera util

durante as proximas secoes.

Lema 4.1. Sejam « e B raizes positivas tais que o+ 3 € raiz. Dessa forma,

(i) se 8= (1 + P2 com B e By raizes, entio o+ By ou a + [y € raiz;

(ii) existem raizes simples o, ..., a5 tais que f = oy + -+ + a5 e todas as somas
intermedidrias o + aq + -+ -+ ap, com k =1,...,s, sdo raizes.
Demonstracao: Ver Lema 4.11 de [18]. O

Denotaremos as componentes irredutiveis em relacao a representacao adjunta de

Ne de uma raiz o por V.

Primeiramente, dado um subconjunto © C ¥ de raizes simples, definiremos aqui

0s conjuntos
T o ={aell\(0)]38,y €1\ () ;{a,B,7} é uma {1,2} — tripla}
e, analogamente,
TR ={a eI\ (0)] 38,7 €I\ (O) ;{a, 3,7} é uma {0,3} — tripla}.

Como frequentemente o conjunto © ja esta subentendido no contexto de trabalho, nos

referiremos a esses dois conjuntos por Ty 2y e Ty 3.

Lema 4.2. Se T{073} N T{LQ} = Q), entao T{073} N (Z \ @) = @ ou T{LQ} N (Z \ @) = @

Demonstragao: Sejam «, 5 € ¥\ ©. Agora, podemos encontrar uma sequéncia de raizes

M-, que ligam a e 3, isso ¢, no diagrama de Dynkin

o M Vi B

essa sequéncia forma um subdiagrama. Agora, como a soma de raizes no diagrama de

Dynkin ainda sao raizes, podemos tomar as triplas

{fo(n+-+5+0),—(a+n+--+7+06)}
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{B,(a+n+-+),—(atn+-+5+0)}

Note que, ambas (y1 +---+7; + ) e —(a+ 71 + -+ - + v, + B) estéo fora de (©). Com

efeito, caso ambas estivessem em (©) terfamos
o= [+t B) = (@t 4 B) € (©),

contradizendo que a € ¥\ ©. Analogamente, supor que uma delas estd em © também

gera absurdos similares. Como o mesmo argumento é valido para a tripla

{B,(@+r+-+y),—(a+ty+-+5+0)}

temos que ambas triplas estao em I\ (6). Agora, suponhamos que

o, (o + B~k B))
seja de tipo {a,b} com {a,b} = {1,2},{0,3}. Assim, temos que
—(a+y 47+ B) € Tap.

Agora, como Tro3y N Ty = (), temos que ambas as trincas acima possuem mesmo tipo.

Consequentemente, o e § sao de mesmo tipo. Dali, segue o resultado. O

Lema 4.3. Scjam u,v € II'" tais que u+v € uma raiz. Se~y é a menor raiz na componente
irredutivel de u + v, entdo existem raizes o e 8 nas componentes irredutiveis de u e v,

respectivamente, tais que o + 3 = .

Demonstragao: Sejam u,v € IIT tais que v + v é uma raiz. Se u + v ndo é a menor raiz
na sua componente, existe uma raiz v € © menor que u + v. Além disso, existe uma raiz

w € O tal que v = u + v — w. Com efeito, dizer que v = u + v — w é equivalente a

[gfwa gu+v] = g»y/- (41)

Se a componente irredutivel de u + v, digamos V;, é dada por

Vi= Z Yo,

acA(i)

entao dizer que nao existe w satisfazendo (4.1) equivale a dizer que ndo existe K € qe tal

que ad(K)gy+, C g de onde obteriamos que

V;\gv’
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é invariante por ad(qe), contradizendo a irredutibilidade de V;. Com isso, temos que

(0w, Gutrv] # 0. Por outro lado, vale que

(9w Guto) = [[§-ws Gul, G0] + [0, [9-w, 80]],

ou seja, ou (g, gu] # 0, Ou [g_w, 8] # 0. Dai ou u — w é uma raiz ou v — w é uma raiz.

Assim, temos que

Y=@u—-w)+v ou 7 =(v—w)+u.
Como subtrair uma raiz por w é analogo a [g_., §u.] € §—w C qe, entao pela irredutibilidade
da componente irredutivel de u temos que g,_,, estd na mesma componente. Analogo

para g,_.. Logo, por inducao, o resultado segue.

Corolario 4.4. Sejam u,v € 11" tais que u + v é uma raiz. Se v € a maior raiz na
componente irredutivel de u + v, entao existem raizes a e B nas componentes irredutiveis

de u e v, respectivamente, tais que o+ 3 = .

Demonstracao: Basta repetir o argumento anterior para a maior raiz nas componentes. [

Corolario 4.5. Se {u,v,—(u+v)} € uma {a,b}—tripla ({0,3} ou {1,2}), entdo existe
uma tripla {o, 3,7}, com o € V,,, B €V, ey € V_(y4v) de tipo {a,b} tal que v é a menor

(ou a maior) raiz de Viyy.

Demonstragio: Pelo Lema 4.3, existe uma tripla {«, 5,7} com as condi¢oes necessérias.
Agora, pelo Lema 3.30, os autovalores ¢ sao constantes em cada componente irredutivel.

Assim, €, = €y, €3 = €y € £y = E_(u4v), OU S€ja, as triplas

{uvva _<u + U)} e {057677}

sao do mesmo tipo. O

Proposigao 4.6. Se Tyo3y NT0y = 0, entdo Toz = 0 ou Tpi 0y = 0, isso €, todas as

raizes sao do mesmo tipo.

Demonstragao: Como T3y N Ty12y = 0, pelo Lema 4.2, todas as triplas de raizes
simples sdo do mesmo tipo digamos, {a,b}. Suponhamos que exista uma tripla de tipo
diferente de {a,b}. Nesse caso, pelo Corolario 4.5, existe uma tripla {«a, 8,7}, com v > 0

minimal em sua componente irredutivel, de tipo diferente de {a,b}. Note que v nao pode
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ser simples, uma vez que estamos partindo do fato de que todas as raizes simples sao de
tipo {a,b} pelo Lema 4.2. Assim, existe uma raiz simples u € ¥\ © tal que v — u é raiz.
Isso se deve ao fato de que a decomposi¢ao de v ndo pode conter apenas raizes em O,
pois isso implicaria que v € (O), contradizendo que 7 estd em uma tripla de raizes (por
defini¢ao elas devem estar fora de (0)). Assim, v —u € II'\ (©) e, portanto, temos uma
tripla {u,y — u, —v} que contém a raiz simples u. Portanto, essa tripla é do tipo {a, b}
e, consequentemente, —y € T(,py. Porém, v e —y sdo de mesmo tipo, ou seja, temos

que 7y € To,33NTY1 23, contradizendo a hipotese. Logo, todas as raizes sao de mesmo tipo. O

A contrapositiva da Proposicao 4.6 implica que se existem raizes de ambos os tipos
em uma variedade flag, entao existe uma raiz que é de ambos os tipos. Esse fato sera

utilizado para demonstrar o Teorema principal dessa secao.
A seguir, partimos para uma série de resultados que dizem respeito as estruturas

invariantes em Fg.

Lema 4.7. Se (J = {ea}, A = {\a}) € uma estrutura aprozimadamente Kahler, entao

J nao admite uma {0,3}—tripla {a, 5, —(a + B)} juntamente com uma {1,2}—tripla
{=8, b1, B2} tal que g5, = €g,.

Demonstragao: Suponhamos que existam triplas com as propriedades acima. Como
{8, b1, B2} é uma {1,2}—tripla com €5, = £g,, temos

€87 Ep = Epy-
Além disso, pela Proposicao 3.38, vale que

Ag = Ag, + Ag,,

de onde concluimos que A\g = A_g > Ag,, Ag, (lembre que A\, > 0 para todo o € IT'\ (9)).
Novamente pela Proposicao 3.38 e do fato que {«, 5, —(a+ )} é uma {0, 3} —tripla, temos

que
Aa = Ag = A(a+p)- (4.2)

Como a+ f é uma raiz e § = (1 + s, pelo Lema 4.1, a+ 5, ou a+ (5 € raiz. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que o + (1 é raiz. Afirmamos que {—(a + (1), @, 51} é uma
{1,2}—tripla com ¢, = €5,. Com efeito, a segunda parte da afirmagio ¢ verdadeira, uma

vez que
Eq = EB = —E€E_B = Epy,

pois {a, B, —(a + B)} é uma {0, 3} —tripla. Agora, suponhamos, por absurdo, que {—(a +
B1),a, B1} é uma {0, 3} —tripla. Nesse caso teriamos, pela Proposicao 3.38,

Aa = Ag, = )‘—(a+ﬂl)'
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Porém, de (4.2), A\, = Ag > Ag,, contradizendo a condicdo necessaria para ser uma
{0,3}—tripla. Logo, {—(a + f1),, 31} é uma {1,2}—tripla. Com isso, a Proposi¢ao 3.38

garante que
/\,(aJrgl) =X, + )\51. (4.3)
Afirmamos ainda que {« + 1, f2, — (o + )} é uma {0, 3} —tripla. De fato, temos que

Elatpr) = TE—(atpr) T Ea

Ca = E—(atp) =EB = TE-B = Epr>
ou seja,
E(atp) = E—(a+B) = Epa-

Assim, pela Proposicao 3.38,

Aatpr = Mgy = A—(atp)- (4.4)

Finalmente, notemos que por (4.2), A\, = Ag > Ag,. Agora, por (4.4), temos que
Aatpr = Ag,. Portanto,

/\a > /\52 = /\O<+B1 = )\a+51,

o que contradiz (4.3). Logo, o lema segue. O

Lema 4.8. Se (J,A) é aprozimadamente Kdihler, entao J ndo admite uma {0,3}—tripla
{a, B, —(a+ B)} juntamente com uma {1,2}—tripla {—f, b1, Pa} tal que e_g = ep, # €3, .

Demonstracao: Pela Proposicao 3.38 temos que

Aa = Ag = A_(a+p)

>‘/32 = )‘51 + A—ﬂ'
Em consequéncia da segunda expressao, concluimos ainda que
Mgy > A, A (4.5)

O fato de {—0, p1, B2} ser uma {1, 2} —tripla significa que = 51 + f2. Assim, como o+ 3

é uma raiz por hipotese, pelo Lema 4.1 temos que o+ 51 é uma raiz ou a+ (5 é uma raiz.
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Note que esse esse argumento ¢é similar ao que aparece na demonstracao do Lema 4.7.
Porém, diferentemente do que acontece 14, nesse caso temos que €3, # €3, € A\g, > Ag,,

isso é, esses casos devem ser tratados separadamente.

Comecemos pelo caso em que a + (5 é uma raiz. Nesse caso, afirmamos que
{—(a+ B2),, B2} é uma {1,2}—tripla com &, = £3,. Com efeito, como {«, 3, —(a + )}
¢ uma {0, 3} —tripla, temos que ¢, = €3. Agora, de €_g # 5, obtemos

Eaq =E3 = —E_B = E4,-

Para mostrar que {—(a + f2), o, B2} é uma {1, 2}—tripla, suponhamos, por absurdo que
ela é uma {0,3}—tripla. Nesse caso, A_(a4g,) = Aa = Ag, pela Proposicao 3.38 mas
Ao = Ag, pois {a, B, —(a+ f)} é uma {0, 3} —tripla, ou seja,

As = Ao = Ag,.

No entanto, ja vimos que Ag, > Ag. Com isso, obtemos uma contradi¢ao e concluimos que
{—=(a+ p2),a, B2} é uma {1,2}—tripla. Portanto,

Aatpy = >‘—(Oé+52) = Ao+ Ag,
pela Proposigao 3.38. Dal, Aots, > Ao, Ag,. Por outro lado,

Catpfs = Ca = E—(a+B); (4.6)

pois {—(a + B2),a, Bo} e {a, B, —(a + B)} sdo {0,3}—triplas. Além disso, €5, = c_5 #
€8 = €_(a+p)- Dessas observacoes, obtemos que {a+ 2, 81, —(a+ 3)} é uma {1, 2} —tripla

com €g, # €_(a4p)- Portanto, a Proposi¢ao 3.38 implica que

A > Aatpys A(atB) (4.7)
pelo mesmo argumento anterior. Dal,

Ay > gy > Ao s,

entretanto, (4.6) implica que Aa45, > Ag, 0 que é um absurdo. Logo, {—(a + £2), @, B2} é
uma {1, 2} —tripla.

No segundo caso, em que « + 1 é uma raiz, afirmamos que {—(a + 1), f1, a} é

uma {1,2}—tripla com €_(444,) = €3,. Primeiramente, temos que
Eq = EB € E_p = Egy,
ou seja, €4 7 €g,. Suponhamos que tivéssemos €, = €_(44,). Nesse caso, teriamos

Eatpr 7 Ea = €8 = €py
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Eatpy F Ea = E—(ath)-

Dai, {a+f1, B2, —(+3)} é uma {1, 2} —tripla com €43, = €_(a4). Aplicando a Proposi¢ao
3.38 nas {1,2}—triplas {—(a + 1), f1,a} e {a+ b1, B2, —(a + )} obtemos

>‘51 =X+ )\7(a+ﬁ1) e )‘Oé-i-/ﬂ’l = /\52 + )‘*(Oﬁﬁ)'

Consequentemente, A\g, > Aoy, (lembre-se que Ay = A_) € Aayp, > gy, 1850 é, Ag, > Ag,,
contradizendo (4.5). Assim, {—(a + 51), f1, } é uma {1, 2} —tripla com e_(a18,) = €5,

Com isso, temos que
Catpr = Ca = E—(a+B) = Ep2

de forma que {a + f1, B2, —(a + 5)} é uma {0, 3} —tripla e, portanto

)\Oé"!‘ﬁl - )\132 - )\,(OH,ﬁ). (48)

Finalmente, temos que Ag, > Ag e A3 = A_(444), contradizendo a equacao (4.8). Logo,

nao existem triplas como enunciadas. O

Depois desses resultados, podemos enunciar o resultado principal dessa se¢ao

Teorema 4.9. Seja Fg uma variedade flag e (J, \) uma estrutura invariante aproxima-

damente Kahler em Fg. Nesse caso, todas as triplas de raizes sao do mesmo tipo.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que existam triplas de ambos os tipos sob
essas hipoteses. Pela Proposicao 4.6 existe uma raiz 3 € T3y N T}y 93, isso €, existem
uma {0, 3}—tripla {«, 3, —(a+ )} e uma {1,2}—tripla {3,7v1,72}. Assim, existem duas
possibilidades

(i) €y = Eqg 7é €p, OU
(ii) €y, # &y,

A primeira possibilidade nao ocorre devido ao Lema 4.7. Ja a segunda, nao ocorre pelo
Lema 4.8. Logo, obtemos uma contradicao em cada caso, concluindo que todas as raizes
em uma variedade flag com uma estrutura aproximadamente Kéhler invariante sao do

mesmo tipo. d
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5 AUTOMORFISMOS DE ORDEM TRES

O objetivo dessa secao é utilizar o Teorema 4.9 para caracterizar uma estrutura
aproximadamente Kéhler em termos de um par invariante (J, A) e automorfismos de

ordem 3. Para isso, comecamos com a seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 5.1. Seja a € 11\ (©) tal que o = ayaq + - - -+ aay, onde oy, . .., oy sGo Taizes
simples. Dessa forma, definimos a altura de o com relagdo a ©® como a soma
he(a) = > |ail,
i€la

onde
I, ={ie{l,...;t} |a; € ¥\ O},

isso é, I € o conjunto de indices que na decomposicao de o nao estao em ©. Além disso,
definimos a altura de 11\ (©) por

ho == max{he(a) | « € 1T\ (©)}.

O conceito de altura de uma raiz normalmente é usado para se referir a soma de
todos os coeficientes na decomposicao de uma raiz em raizes simples. Aqui, em vez de nos
referirmos a altura de uma raiz em relagdo ao conjunto O, diremos simplesmente altura

da raiz, uma vez que o conceito mais geral nao serda abordado aqui.

Lema 5.2. Se © C X € tal que hg > 3, entao existem raizes positivas «, 3,7, b1, P2 €
IT\ (©) tais que

y=a+B ¢ f=PH+p

Demonstracao: Pela hipotese, existe uma raiz § de altura 2. Agora, consideremos a
componente irredutivel de 5. Assim, existe alguma raiz ¥ € (O) tal que 5 + 9 é a raiz

mais alta na componente de [ e, além disso, pela definicao de hg,

he(B + ) = he(B) = 2.

Portanto, podemos considerar [ a raiz mais alta em sua componente e de altura 2, sem
perda de generalidade. Porém, pela hipdtese, f nao é a raiz mais alta de II, ou seja,
existe algum a € IT'\ (©) tal que v = a + . O fato de que a ¢ (O) vem novamente pela
definicao da altura com relagdo a ©. Resta mostrar que § é decomposta em raizes fora de
(©). Para isso, seja [3; a raiz mais baixa na componente de . Pela observac¢ao anterior,

temos que

he(B1) = he(B) = 2.
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Assim, existe uma raiz u € II'\ (©) tal que 8 — u é raiz, ou seja,

Bl:(ﬁl—u)—i—u.

Logo, a decomposicao de 3 decorre do Corolario 4.4. O

Lema 5.3. Sejam Fg uma variedade flag e J uma estrutura quase complexa em Fg. Se
ho > 3, entdao J possui {1,2}—triplas.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que J possua apenas {0, 3} —triplas. Como

ho > 3, o Lema 5.2 implica que existem raizes v, a, 3, 1, 2 € I1'\ (©) tais que

y=a+p e =P+ .

Assim, pela suposigao inicial {—v, «, 5} e {—0, 81, B2} sao {0,3}—triplas, de forma que

Ep =Ep =ERFEB=Eq =E_q. (5.1)

Por outro lado, pela Lema 4.1, podemos assumir sem perda de generalidade que a + (3 €
uma raiz. Assim, {a + i, B2, —7} é uma {0, 3}—tripla e, portanto, €3, = €_, contradi-
zendo (5.1). Logo, J admite {1,2}—triplas. O

Proposicao 5.4. Sejam Fg uma variedade flag e (J, A) um par invariante aproximada-

mente Kdhler. Dessa forma, se hy > 3, entao J admite apenas {1,2}—triplas.

Demonstracgao: Segue diretamente do Lema 5.3 e do Teorema 4.9. O

Teorema 5.5. Seja Fg uma variedade flag. Dessa forma, Fo admite uma estrutura

propriamente’ aprozimadamente Kihler invariante (J,A) em Fg se, e somente se, hy = 2.

Demonstracao: Suponhamos que Fg possua uma estrutura invariante aproximadamente
Kaéhler. Suponhamos que hg # 0. Primeiramente, notemos que se hy = 1, entao nao
existem triplas de raizes e, consequentemente, qualquer estrutura invariante é Kéhler. Por
outro lado, se hy > 3 a Proposi¢do 5.4 implica que J admite apenas {1,2}—triplas o que,

pelo Lema 3.39 significa que (J, A) é Kéhler. Logo, hy = 2 implica em (J, A) ndo Kéahler.

Reciprocamente, se hy = 2, entao podemos definir J = {e¢,} por

Ea =1, se hg(a) =1, e

€a = —1, se he(a) = 2.

I Estamos usando propriamente aqui para denominar uma estrutura aproximadamente Kahler

que nao é Kéhler.
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Com isso, J admite apenas {0,3}—triplas. De fato, se v € II \ (©) tal que he(v) = 2,
entdo existem raizes «, § € I\ (0) com heg(a) = he(5) = 1 tais que v = a+ . Isso é,

ey =—lee, =c5=1. Assim, {—v,a, S} é uma tripla com
E_y = Eq = Ep.

Portanto, J admite apenas {0, 3}—triplas. Agora, definamos A = {\,} por \, =\ >0

para todo a € IT\ (©), isso é, A é constante para todas as raizes. Dali, para toda tripla

{Oé, 577}7 segue que
Ao = Ag = Ay

Como toda tripla é {0,3}, da Proposicao 3.38 concluimos que (J; A) assim definida é
aproximadamente Kahler. Além disso, do fato de que J admite {0, 3} —triplas, o Lema
3.39 implica que (J, A) nao é Kéhler. O

Exemplo 3. Como um exemplo, consideremos Sl(n,C)/Pg, onde © C ¥ é um
subconjunto qualquer do sistema simples de raizes como no Exemplo 2. Nesse caso, temos

que
Y ={aia, a23,...,0n_1n}

Tomando © C ¥ de forma que ¥\ © possua k raizes, temos que hy = k. De fato, as raizes
simples em sl(n, C) sdo somas de raizes positivas sem repeticao, com coeficiente 1. Assim,

a raiz de altura maxima é
Qup = Q12+ + Qp_1n-

Como X\ © possui cardinalidade k, temos que hg(ay,) = k e, portanto, hg > k. Por
outro lado, como todas as raizes em sl(n, C) possuem decomposigdo em raizes simples

com coeficientes iguais a 1, ndo existe raiz com altura maior do que k. Logo, hy = k.

Consideremos o caso particular em que k = 2. Pelo Teorema 5.5, Sl(n,C)/Peo
admite uma estrutura aproximadamente Kéhler que nao é Kéhler somente quando © é

formado por n — 3 raizes.

Para ilustrar essa situagdo melhor, consideremos S1(6,C). O sistema simples de

raizes sera o conjunto

Y= {0612, 93, (34, (g5, 0456}-

Tomemos © = {2, a5, a6} de forma que ¥\ © = {aw3, ass}. Nesse caso, podemos

calcular a subdlgebra parabdlica seguindo os mesmos passos feitos no Exemplo 2. Com
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isso, concluimos que pg é composto por matrizes da forma

11 Q12 A1z Az aiz ais
(21 Q22 (A23 A24 A25 A2
0 ass ass azs ase

Qg4 QA45 QA46

o O O O

0
0 0 ass ass ase
0

64 Q65 Uep

isso é, uma matriz com trés blocos de tamanhos distintos. Sabemos também que esta é
a forma das matrizes do subgrupo parabdlico Pg que define Sl(n,C)/Pg. Ainda mais,
qualquer variedade flag em S1(6, C) que admite uma estrutura aproximadamente Kéhler
que nao é Kéhler é desta forma, isso é, possui um subgrupo parabdlico cujas matrizes

possuem trés blocos. Em termos de flags, isso significa que estamos tomando flags de tipo

K = {2,3}.

Como consequéncia deste exemplo, podemos ver que o espaco projetivo e as
Grassmannianas em um espago vetorial V' nao admitem uma estrutura propriamente

aproximadamente Kahler. °

A resposta da conjectura feita por Wolf e Gray ao final de [4], que é o objetivo

final do artigo [3] esta localizada, essencialmente, no Teorema 5.5. Como recordacao,

“Let M = G/K, where G is a compact connected Lie group
acting effectively, K is a subgroup of maximal rank, and M
carries a G—invariant almost complex structure. Suppose that
M = G/K is not a hermitian symmetric coset space. Then there is
an invariant almost hermitian metric ds? such that (M, ds?) € NK
and (M, ds?) € K if and only if A = &® for some automorphism 6
of order 3 on &

Traduzindo nos termos que estamos usando nesse trabalho:

“Seja U/H um espac¢o homogéneo, que nao é um espago simétrico
hermitiano de um grupo de Lie compacto e conexo U atuando
efetivamente tal que H tem posto maximo em U. Entao, existe em
U/H uma estrutura quase Hermitiana invariante aproximadamente
Kahler que nao é Kéhler se, e somente se, a subdlgebra de isotropia
é o conjunto de pontos fixos de um automorfismo ¢ de ordem trés.”
12]

Assim, em termos gerais, para encontrar nossa resposta final devemos reescrevé-lo em

termos de automorfismos de ordem 3 de g.

Lema 5.6. Seja Fg uma variedade flag. Dessa forma, se a subdlgebra de isotropia tg € o

conjunto de pontos fixos de um automorfismo de ordem trés, entdo hg < 3.
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Demonstracao: Seja ¢ um automorfismo de g tal que
o’ ={X €g|¢(X) =X} =to.

Como ¢ possui ordem 3, os autovalores de ¢ sao (%, com i € {0, 1,2}, raizes da unidade.

Agora, como ¢ é diagonalizavel, podemos decompor g como

g = aut(¢, () @ aut(¢, (") ® aut(e, ¢*).

Note que aut(¢, (%) = g¢ = £g. Assim, a decomposicio se torna

g=b® > 0. ) 9D D 9.
ae(O) Bell; €I
onde IT; = {a € IT | $(X,) = ¢'X,}. E importante observar que a hipétese de que £g é o
conjunto de pontos fixos de ¢ implica que (©) =1y = {a € I1 | ¢(X,) = X, }. Agora, se

a € II; e B € 11, tais que a + 3 é uma raiz, entao

O[Xa, Xg] = [0(Xa), 0(X3)] = [¢"Xa, T X5] = Ma,sC"™ Xasp.

Por outro lado,

D[ Xas Xp] = Ma,pd(Xars)-

Consequentemente, nessas condi¢oes o+ € Il j( mod 3)- Além disso, se he(a), he(5) > 0,
entao a, f & (©). Portanto, i,j € {1,2}. Afirmamos que nesse caso ¢ = j. Com efeito,
caso tivéssemos i4-j = 3, terfamos que o+ € Il3( moa 3y = Ilp = (). Consequentemente,

he(a + B) = 0. Porém, isso é um absurdo, uma vez que a + 3 possui termos em I\ (©).

Agora, suponhamos por absurdo que hy > 3. Sejam «, 3,7, 51, f2 € 11\ (O) tais
que vy =a+ 3 e f = p1+ P2, como garantido pelo Lema 5.2. Pela observagao anterior, 3;
e [y pertencem ao mesmo II; ja que § é uma raiz. Assim, § € II;, onde j = 2i( mod 3).
Portanto, j # . Agora, como o +  também é uma raiz, devemos ter a € 1I,. Porém,
pelo Lema 4.1, ou a + 1 ou v + B é raiz. Porém, como observado, a soma de raizes em
autoespacos distintos nao pode ser uma raiz. Com isso obtemos uma contradicao, de onde

segue o resultado. O
Teorema 5.7. Sejam Fo uma variedade flag e (J, A) uma estrutura invariante em Fg.
Dessa forma, (J,\) é propriamente aproximadamente Kihler se, e somente se,

(i) to € o conjunto dos pontos fizos de algum automorfismo ¢ de ordem trés; e

(ii) Fo nao é hermitiano simétrico.
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Demonstragao: Primeiramente, mostremos que as duas afirmagoes implicam que (J, A)
é propriamente aproximadamente Kéhler. Note que a primeira afirmacao, juntamente
com o Lema 5.6 implicam que hg < 3, isso é, hg = 1 ou hy = 2. Se supusermos que
ho = 1, nesse caso, definamos o automorfismo ¢ por ¥ (H) = H para todo H € h e
Y(X,) = i"@X,. Note que 1? = id,, pois he = 0,1. Além disso, como hg(a) =1 se, e

somente se, « € IT'\ O, temos que
»(X) = X para todo X € tg.

Portanto tg é o conjunto dos pontos fixos de um automorfismo de ordem 2. Consequen-
temente, nesse caso Fg é um espaco hermitiano simétrico. Assim, a segunda afirmacao
garante que o Unico caso possivel é hy = 2. Logo, pelo Teorema 5.5 temos que (J, A) é

propriamente Kéahler.

Reciprocamente, o Teorema 5.5 implica que devemos ter hy = 2. Assim, se ( é
uma raiz da unidade com (3 = 1, entdo podemos definir o automorfismo n : g — g por
n(H) = H para todo H € h e n(X,) = ("™ X,. Assim, temos que

n(X) = X para todo X € tg,

mostrando a primeira afirmacgdo. A segunda afirmacgio segue da contra-positiva da Propo-
si¢ao 4.1 de [9] e [4]. O
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A Teoria de Lie

Nesta se¢ao introduziremos alguns conceitos bésicos de Teoria de Lie que serao
usados no objetivo principal do trabalho: estudar o artigo [3], que esta interessado em

analisar estruturas invariantes em variedades Kahler.

Devemos notar que uma das primeiras defini¢des do artigo, aquela de uma variedade
flag, necessita de uma grande quantidade de conceitos tedricos provenientes da Teoria
de Lie, em si um assunto extenso. Assim, para evitar uma discussao longa de assuntos
basicos de Teoria de Lie, assumiremos certo conhecimento desse topico, assim como algum

conhecimento de Algebra e Geometria Diferencial.

A.1 Algebras de Lie e grupos de Lie

No que segue, sejam G um grupo de Lie e g sua respectiva dlgebra de Lie.

Ao estudarmos grupos e algebras de Lie, existe uma classe de homomorfismos de

grande importancia: as representacoes.

Sejam V' um espago vetorial e GI(V) = {T : V' — V | T é linear e invertivel} o
conjunto dos automorfismos de V. Assim, um homomorfismo (de grupos) p: G — GI(V)
é chamado de representagao (do grupo) em V. Nesse caso, V' é chamado de espago

da representacao e dim V' é a dimensao da representagao.

O grupo GI(V') é um grupo de Lie e sua algebra, denotada por gl(V'), é o conjunto
de todas as transformacoes lineares de V em V' com colchete de Lie dado pelo comutador
[T,S] =TS — ST. Assim, em analogia ao que ocorre no caso de um grupo de Lie, um
homomorfismo (de algebras) o : g — gl(V') é chamada representacdo (da algebra) em
V. Nesse caso, V' continua sendo chamado de espaco da representacao e a dimensao da

representacao é a dimensao de V.

O estudo das representacoes, sejam de grupos ou algebras de Lie, é em si uma
grande area de estudo na matematica que possui ainda diversas aplicagoes em fisica.
Naturalmente nao temos como entrar em grandes detalhes aqui. Porém, existe um tipo de
representacao que sera de grande importancia para o nosso trabalho. Elas sdo conhecidas

como representagoes adjuntas.

Dado g € G, consideremos o automorfismo C,, : G — G definido por C,(h) = ghg™'.
Como Cy(e) = e, temos que d(Cy). : g — g. Além disso, dados g, h € G, vale que

Cg O Ch = Cgha

ou seja, d(Cy). 0 d(Ch)e = d(Cyp).. Assim, existe uma representacao Ad : G — Gl(g),

definida por g — (C,)., chamada de representagao adjunta de G em g.
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Uma propriedade importante de Ad é o fato de que Ad(g™!) = d(Cy-1) = d(C,) ' =
Ad(g)7!, isso é, para todo g € G, Ad(g) é um automorfismo da dlgebra g.

No caso da algebra g, definimos a representagao adjunta, ad : g — gl(g), como
a aplicacdo X — [X, —], isso é, ad(X)(Y) = [X,Y]. Pela identidade de Jacobi, essa

aplicagao é de fato um homomorfismo, garantindo que ad é uma representacao.

O fato de que as duas representagoes acima sao chamadas de adjunta ndo é uma
coincidéncia. De fato, a representacao adjunta Ad é diferenciavel e, portanto, é uma

aplicagao g — gl(g). Na verdade, vale que d(Ad). = ad.

A.2  Subdlegbras soltveis e nilpotentes

Seja g uma algebra de Lie. Dados dois subconjuntos A, B C g, definimos o

subespaco

[A,B] =([X,Y]| X €A e YeEB) {ZCZXZ,Y IneN, ¢ eC, X; EAeYEB}.

=1

Com isso, podemos definir os subespacos

=g
g =g,9]
g =1[d.¢

Note que cada g® é um ideal de g. Com efeito, tomando X € ge Y € g temos
que [X,Y] € g = g©. Agora, supondo que g*~1 ¢ um ideal, tomamos X € ge Y € g
Assim, temos que

Y =3[, Wi,

i=1
onde Z;, W; € g¢¥~!. Portanto, usando a identidade de Jacobi,

X, Y] = SOIX (2 W] = SIX. 2 Wil + (2, (X, W)

i=1 i=1

Como g*~ ¢ um ideal, por hipétese de inducdo, [X, Z;], [X, Wi] € g*~V, ou seja,

n

[X7Y] = Z[[Xv Zi}’Wi] + [Z,, [X W“ €g )

=1
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Disso, podemos ainda concluir que cada g®) é uma subdlgebra e, portanto, g*+1) C g(*)

para todo k € N. Assim, chamamos a série de ideais encaixados

g:g(o)gglgg”D---Qg(k)2---

de série derivada de g. Além disso, os elementos dessa série sdo chamados de algebras

derivadas de g.

De maneira similar, consideremos os subespacos

g =g

g* = [g,0']
g’ = [g, 0"
g"=[g,0""]

Note que [g%, g/] C g"™/. De fato, se j = 1, entao

o' 0" =[g".0] =g,

pela definicao de g**!. Assim, suponhamos que o resultado vale para j — 1. Nesse caso,

[gi,gj] = [gi, [gj—17g]] C ng"gj—l]jg] + [gj—l7 [9179]] C [g”j_l,g] 4 [gj_l,gi“] c gi+j‘
Proposigdo A.1. g* € o subespaco gerado por todos os colchetes envolvendo k elementos

de g.

Demonstracao: Para k = 1 o resultado é valido por definicdo. Suponhamos que vale

para k — 1. Nesse caso, dado X € gF~!, temos que

X = Z Z;,
onde Z; é o produto de k — 1 elementos de g. Assim, por definicdo, g¥ ¢ a subalgebra
gerada por elementos do tipo

Z[le Zl]7

)

que envolvem k elementos de g, como queriamos. O

Dessa proposicao, concluimos que gF*! C g*, pois um produto que envolve k + 1

elementos necessariamente envolve k elementos. Assim, temos a sequéncia de subespacos

9291292229192
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Dai, damos o nome a esta sequéncia de série centra descendente de g.

Como uma observacdo final, note que cada g* ¢ um ideal de g. Com efeito, temos

que
g,9"] = g"""' C g~

Com isso, podemos entrar no tépico principal desta secao. Dizemos que uma
algebra g é soltivel quando existe existe ky € N tal que g¥0) = 0, isso é, quando sua série

derivada se anula a partir de algum indice.

De forma anéloga, dizemos que uma algebra g é nilpotente, quando existe ky € N

tal que

isso ¢, quando sua série central descendente se anula em algum indice.

O estudo de algebras nilpotentes e soluveis é muito importante na teoria geral.
Entretanto, trabalhar com a definicdo é em geral dificil. Assim, encontrar alguma outra
caracterizacdo para esse tipo de dlgebras é de grande interesse. E af que entram os

Critérios de Cartan, que veremos mais adiante.

A motivagao principal para o estudo de algebras nilpotentes é que suas representa-
¢oes induzem decomposigoes no espaco da representagao que nao dependem do elemento

da algebra. Mais precisamente,

Teorema A.2. Seja g uma dlgebra nilpotente. Dessa forma, se p : g — GI(V) é uma

representacdo, entao existem funcionais lineares Ay, ..., A tais que
V=V,& -V,
onde, para cada i =1,...,s,
Vi, ={veV|VXeg dneN : (p(X)— N(X))"v =0}

Além disso, cada V), € g—invariante.

Demonstragao: A prova desse resultado envolve uma sequéncia de propriedades que
sao exploradas mais a fundo em [15, Cap.2]. A demonstragao em si estd na pagina 65 do

mesmo livro. O

No caso de uma algebra de Lie g ndo necessariamente nilpotente e uma representa-

cao p: g — GI(V), se existe um funcional linear A : g — C tal que
Vw={veV|VX eg dneN, (p(X)—ANX))"v=0} #0,

dizemos que A é um peso de p.
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A.3 Aplicacao exponencial

Introduziremos agora o conceito da aplicagdo exponencial de uma algebra de Lie.
Ela sera amplamente utilizada no trabalho, uma vez que ela é a principal forma de
passarmos as propriedades de uma algebra para seu respectivo grupo. Faremos uma

explicacdo breve aqui, porém mais detalhes podem ser encontrados em |7, p. 104| e |8, p.
p G qui, p p , P , P

49].

Primeiramente, relembremos que a algebra de Lie é definida como o conjunto dos
campos invariantes (& esquerda ou a direita). Assim, seja X um campo invariante a

esquerdal e seja X, seu fluxo.

Agora, sejam g € G e h € dom X; e definamos a curva
a(t) = Xy(h)g.
Como Xy(h) = h, temos que «(0) = hg. Além disso,
o/ (t) = d(Dg) x,n) (X (Xi(h))) = X(Xe(h)g) = X(a(t)).

Com isso, temos que « é a solucdo de dg/dt = X(g) com condigao inicial a(0) = hg.

Portanto, a(t) = X;(hg). Logo, X;(hg) = X;(h)g e, em particular, tomando h = e temos
Xi(g) = Xi(e)g.
Como consequéncia da construcao acima, obtemos os seguintes resultados.

Proposicao A.3. Se X ¢é um campo invariante a esquerda ou a direita, entdo X €

completo.

Proposicao A.4. Sejam X,Y campos invariantes a esquerda ou da direita. Dessa forma,
se X(e) =Y(e), entio Xi(e) = Yi(e) para todo t € R.

Ambos os resultados podem ser encontrados em [7].
Finalmente, estamos aptos a definir a aplicag¢do exponencial.
Definicao A.5. A aplicagdo exponencial, exp : g — G ¢é definida por
X = expX = (XY 1(e) = (X1 (e),

onde X e X¢ denotam os campos invariantes o direita e d esquerda associados a X,

respectivamente. Além disso, podemos também denotar exp(X) por eX.

Uma propriedade importante da aplicacao exponencial relaciona a representacao

adjunta com a conjugag¢ao no grupo.

L' O mesmo pode ser feito com um campo invariante a direita.
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Proposicao A.6. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra g. Dessa forma, se g € G e
X € g, entao

Cy(e™) = eAdl9)X

Demonstragao: [7, p. 112]. O

Algumas outras propriedades importantes para a aplicacao exponencial sao enun-

ciadas a seguir.

Teorema A.7. Seja G um grupo de Lie com dlgebra g. Se G € conexo, entdo para todo

g € G existem Xq,...,X,, € g tais que

X1

g=e5t. et

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [7, p. 108]. O

A partir da proposicao anterior, encontramos uma forma de encontrarmos subgrupos

conexos de G. Isso pode ser feito tomando uma subélgebra s C g e definindo o subgrupo
exps = (e | X €5) = {e---e¥ | m e N},

gerado por produtos finitos de exponenciais de elementos de s. Pelo Teorema acima esse
subgrupo é conexo em G.
Além disso, podemos também encontrar subgrupos abelianos de G.

Proposicao A.8. Seja s C g uma subdlgebra. Dessa forma, se s é uma dlgebra de Lie

abeliana, entdao exps é um subgrupo abeliano e conezxo de G.

Demonstragao: O farto de que esse subgrupo é abeliano segue da formula de Baker-

Campbell-Hausdorff que afirma que, dados X,Y € g,

XY — ec(X,Y)j

onde

d(X,)Y)=X+Y +)> aX)Y)

k>2

e os termos ¢x(X,Y’) sdo termos envolvendo colchetes de Lie de g. Dai, se s é abeliana os

termos ¢ (X,Y) = 0 para todo k > 2 e, portanto,
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Como os elementos de exp s sdo gerados por exponenciais como acima, concluimos que

exps ¢ um subgrupo abeliano. A conexidade segue do Teorema anterior. O

Para mais detalhes sobre a formula de Baker-Campbell-Hausdorff, sugerimos [7, p.
171].

A.4 Normalizadores e centralizadores

Seja v C g um subespacgo. Definimos o normalizador de v em g por
n(v) ={X €g| ad(X)v C v}.

Usando a identidade de Jacobi, podemos mostrar que n(b) é uma subdlgebra de g. Além

disso, quando vale a igualdade n(v) = g, dizemos que v é um ideal de g.

Em analogia a defini¢do anterior, o normalizador de v em relagao ao grupo G é

dado por

Ng(v) ={g € G| Ad(g)v = v}.
Como Ad é um homomorfismo, podemos mostrar que N(v) é um subgrupo de G.
Proposicao A.9. Sejam H C G um subgrupo de Lie com dlgebra de Lie . Se g € G
normaliza H (i.e. gHg™' C H), entdo g normaliza b (i.e., Ad(g)h =b).
Demonstracao: Seja X € h e g € G que normaliza H. Consideremos a curva

7@) — etAd(g)X.

Como sabemos, vale a igualdade

Cg(etX) _ etAd(g)X

e do fato que g normaliza H, podemos concluir que a curva v é uma curva em H. Sua
derivada em t = 0 é Ad(g)X o que implica que Ad(g)X € h. Portanto, Ad(g)h C h. Como
Ad(g) é um isomorfismo, temos que dim Ad(g)h = dim bh. Logo, Ad(g)h = b. O

Corolario A.10. Nas hipoteses da proposicao acima, se H é subgrupo de Lie normal de
G, entao b é um ideal de g.

Demonstracao: Como todo g € G normaliza H, tomando algum X € g, temos que e'**

normaliza H. Portanto, pela Proposicao anterior vale que

Ad(e™)h = b, Vt € R.
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Dai, tomando Y € b, Ad(e!*)Y C b. Assim,

d
(X, Y] = %Ad(etx)yltzo €b.

Isso mostra que [X,Y] € hparaY € h e X € g qualquer, concluindo que h é ideal de g. O

Proposicao A.11. Sejam G um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g. Seh C g €

um ideal, entdo H = (exph) é um subgrupo normal de G.

Demonstragao: Primeiramente, tomemos Y € g. Como b é um ideal, temos que
ad(Y)h C bh. Assim, a exponencial ainda deixa b invariante (pois é um somatoério

composto por ad(Y)), isso é,
Ad(eV)h =¥ =, VY e g.
Agora, como G é conexo, temos que todo g € G é um produto da forma

X1

g =eXtefn

, com Xq,..., X, €9,
ou seja,
Ad(g)h = Ad(e™e™)h = Ad(e™) Ad(e™")h = b.
Assim, para todo X € he g € G,
Cy(eX) = X c 1.

Finalmente, como H é produto de exponenciais de elementos de h, isso conclui a demons-

tracao. O

Proposicao A.12. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra g e s C g uma subdlgebra.
Nesse caso, a dlgebra de Lie de Ng(s) € n(s).

Demonstragao: Denotemos a algebra de Lie de Ng(s) por ¢ e tomemos Xy € ¢. Como

Ng(s) é um subgrupo fechado de G, pelo Teorema 6.15 de [7, p. 136], temos que
e={X €gle™ € Ng(s) Vt € R},
ou seja,
e’ € Ng(s) Vt € R.
Tomando agora Y € s arbitrario, temos

Ad(e'*°)Yy € Ng(s) Vt € R,
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X

pois X normaliza s. Assim,

53 £ (Ad()] oY = ad(Xo) (¥) = [Xo, ¥

e, portanto, Xy € n(s) pois Yy foi tomado de forma arbitraria.

Reciprocamente, consideremos X, € n(s) e Yy € s arbitrario. Nesse caso, temos

por definigao que [X), Yg] € s. Consequentemente, temos que

ad(Xo)(Yp) = [Xo, Yo] € 8
ad(Xo)*(Yo) = [Xo, [Xo, Yol] € 5
ad(Xo)®(Yo) = [Xo, [Xo, [Xo, Yo]]] € 5
ad(Xo)*(Yo) = [Xo, [, [Xo, Yol € 5

isso é, ad(X()*(Yy) € s para todo k € N. Além disso, para todo t € R temos
tad(Xo)*(Yy) = ad(tXo)*(Ys) € s. Portanto,

ad tXO k
(k,)) (Vo) € s

Logo, €0 € Ng(s) para todo t € R o que implica, pelo Teorema 6.15 de [7, p. 136], que

Ad(eth)Yvo — ead(th)(Y) — (Z

keN

Xp € ¢, concluindo a demonstracao. O

Tomando novamente um subespaco v C g, definimos o centralizador de v em g

como
3g(0) ={X € g|[X v] =0}
Além disso, podemos definir o centralizador se v no grupo G por

Za(v) ={g € G| Ad(g)lo = ido}.

A5 Algebras semissimples

Nesta secao introduziremos um toépico fundamental do trabalho: as algebras
semissimples. Como esse tipo de algebra ja foi muito estudada, existe uma grande
quantidade de resultados préprios para elas, o que nos fornece diversas ferramentas nesse
trabalho.

Primeiramente, consideremos uma algebra de Lie g. Ela sera dita simples quando
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(a) dimg # 1; e

(b) seus tnicos ideais sdo triviais, isso é, 0 e g.

Por outro lado, g é chamada de semissimples quando seu tnico ideal solivel for 0.

Proposicao A.13. Toda dlgebra simples é semissimples.

Demonstragao: Consideremos o radical soltvel de g, denotado por t(g). Como sabemos,
ele é o tnico ideal solivel de g que contém todos os ideais soluveis de g [15, p.48]. Como
g é simples por hipdtese, temos que t(g) é g ou 0. No segundo caso, concluimos que g
é semissimples. Assim, suponhamos que t(g) = g. Nesse caso, g é uma algebra solivel
e, portanto, g’ = [g, g] # g, pois, caso contrario, a série derivada nao se anularia. Agora,
g é um ideal de g e, por hipétese, devemos ter g’ = 0. Logo, g é uma algebra abeliana.
Agora, se dim g > 2, isso ndo pode ocorrer, pois todo subespaco de uma algebra abeliana é

um ideal. Isso contradiz o fato que dim g # 1 por ela ser simples. Logo, g é semissimples. O

Apesar de existirem uma série de resultados gerais para esses dois tipos de dlgebras
de Lie, os evitaremos aqui por brevidade. Porém, existe uma caracterizacao das algebras
semissimples que é de grande importancia (inclusive ela é usada como a definicdo em
certos livros). Para demonstra-la, devemos introduzir primeiramente, os Critérios de

Cartan.

A.6 Critérios de Cartan

Introduziremos agora os Critérios de Cartan que sao utilizados para classificar as
algebras semissimples. Apesar de nao entrarmos dentro desse assunto especificamente,
alguns dos critérios serao usados mais a frente. Além disso, aqui surge a forma de
Cartan-Killing que é de grande importancia no trabalho e no estudo geral de algebras

semissimples.

A.6.1 Derivagoes

Consideremos uma algebra de Lie g. Uma aplicacao linear D : g — g é chamada

de derivacao quando, para todos X, Y € g, temos
DIX,Y]=[DX,Y]+ [X,DY].

Note a semelhanga dessa condicao com a Regra de Leibniz para a derivada de funcgoes, o

que justifica o uso da palavra derivacao aqui.

Exemplo 4. Um exemplo fundamental de uma derivagao surge da representacao adjunta

na algebra. Seja X € g e consideremos a aplicacao linear ad(X) = [X, —]|. Note que,
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dados Y, Z € g, temos
ad(X)[Y, 2] = [X,[Y, Z)) = [[X, Y], Z) + [V, [X, Z]] = [ad(X)Y, Z] + |V, ad(X)Z].

Assim, as adjuntas de elementos de g sdo de fato derivagoes, que recebem o nome de

derivagoes internas. °

Uma das principais motivacoes em estudar derivagoes em uma algebra de Lie é
que a decomposicao de Jordan delas possui boas propriedades em relagao ao produto na

algebra.

Proposicao A.14. Seja D : g — g uma derivacao da dlgebra de Lie de dimensao finita.
Se

g=0)\ Do,
¢ a decomposi¢cao primdria de g, com
gy, = {X €g/| existe n €N tal que (D — X\;)"X = 0},
entao
(825 03,] € Brin

onde convencionamos que gy, = 0 se X\, - \; nao for autovalor de D.
q Ai A i J

Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [15, p. 77 - 78|. O

Exemplo 5. Consideremos a algebra sl(n, C) e tomemos

uma matriz diagonal em sl(n, C) onde suas entradas sejam distintas. Nesse caso, ad(H) é

diagonalizavel e seus autovalores sao
Q= )\Z — /\j, com Z,j S {1, ce ,TL}.
Assim, existe uma decomposigao de sl(n, C) da forma

sl(n,C) = aut(ad(H),0) & aut(ad(H), a12) ® aut(ad(H), ag) & - -
- @aut(ad(H), apn-1) @ aut(ad(H), ap_1)-
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Note que, se h denota o subespaco das matrizes diagonais em sl(n, C), entdo para

K € b temos
ad(H)K = [H,K]|=HK — KH =0,

ou seja, h C aut(ad(H),0). Por outro lado, Se K € aut(ad(H),0), entdo HK = KH.
Como H possui entradas distintas, K também é uma matriz diagonal, ou seja, fh =
aut(ad(H),0). Além disso, dadas matrizes Hy, Hy € b, temos que [Hy, Hs] € b, mostrando

que b é uma subélgebra de sl(n,C). Esse fato serd usado no futuro.

Agora, consideremos a matriz F;; onde 7 # j, com todas as entradas nulas exceto
pela ij—ésima entrada que é 1. O subespaco gerado por £;; é o autoespago associado ao

autovalor «a;;. Com efeito, note que

isso é, (E;;) C aut(ad(H), ;). Como dim(E;;) = 1 = dimaut(ad(H), o;;) (pois existem
n-(n—1) =n? — n autoespacos e dimh = n), entdo (E;;) é o subespago associado ao

autovalor «;;, de forma que

5[(%, (C) = [’J ©® <E12> ©® <E21> &b <En n71> % <En71,n>'

)

Para ilustrar a proposicao acima, devemos mostrar que o colchete de elementos em

diferentes autoespacgos estd no autoespaco da soma dos autovalores. De fato, temos que
[Eija Ers] = 5eris - (5siErja

onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker. Note que nao podemos ter d;, = d,; = 1 simultaneamente,

pois i # j e r # s na definicao das matrizes E;; e E,;. Assim, temos dois casos

1. j=rei#s (ou vice-versa): nesse caso, [E;;, E;s| = E;s que pertence ao subespago

associado a «;s. Porém,
Qis =N — As = (N — Aj) + (N — Ag) = iy + s,
como esperado.
2. j#rei# s nesse caso, [E;;, E,5] =0, pois
i+ s = (A — X))+ (A — Ay),

que nao é um autovalor de ad(H). Portanto, caimos na convenc¢ao de que esse

colchete deve se anular, como na proposicao.
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A.6.2 Forma de Cartan-Killing

Consideremos uma representagao p : g — gl(V'). A partir dela, definimos a forma

traco de p como a aplicacao

Bp gxXg— C
(X,Y) = tr(p(X)p(Y)).

Quando p = ad, a forma trago recebe o nome de forma de Cartan-Killing e é usualmente

denotada por (-, -).

Proposicao A.15. Sejam p uma representacio de g e X, Y, Z € g. Dessa forma,
(Z) ﬁp([Xv Y], Z) + 6P<Y7 [Xu Z]) - 0;'
(ii) se ¢ : g — g € um automorfismo, entio (p(X),p(Y)) = (X,Y)

(iii) se D : g — g é uma derivacio de g, entao (DX,Y) + (X, DY) = 0.
Demonstragao:

(i) Sejam X,Y,Z € g. Assim,

(iii) Sejam D uma derivacdo em g e X,Y € g. Note que,
ad(DX)(Y) = [DX,Y]
— D[X,Y] - [X, DY]
= Dad(X)(Y) —ad(X)(DY)
= [D,ad(X)](Y).
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Assim,

(DX,Y) + (X, DY) = tr(ad(DX) ad(Y)) + tr(ad(X) ad(DY))
tr([D, ad(X)] ad(Y) + ad(X)[D, ad(Y)])
(
(

tr(Dad(X)ad(Y) —ad(X)ad(Y)D)
tr([D,ad(X)ad(Y)]) = 0.

A.6.3 Critérios de Cartan

Lema A.16. Sejam g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Se (X,Y) =0 para todos
X, Y € g, entdo g € solivel.

Demonstracao: A demonstragdo deste lema pode ser encontrada em [15, p.85]. A
estratégia de demonstragao envolve mostrar que a representacao adjunta de g’ = [g, g é
nilpotente, o que pelo Teorema de Engel implica em g’ nilpotente, de onde concluimos

que g é solavel. O

Teorema A.17 (Primeiro Critério de Cartan). Seja g uma dlgebra de Lie de dimen-
sao finita. Dessa forma, g € solivel se, e somente se (X,Y) =0 para todo X € ¢’ = g, g]
eY €g.

Demonstragao: A demonstragao de que g soltvel implica em (X,Y) = 0 para todo
X € g eY € g pode ser vista em [15, p.85]. Ela envolve usar o Teorema de Lie,
que garante que existe uma base de g na qual a representacao adjunta é triangular.
Para mostra a reciproca, observe que a condi¢ao implica que a forma de Cartan-Killing
é nula em g’. Agora, como g é um ideal, isso implica que a forma de Cartan-Killing

de g’ é identicamente nula. Logo, pelo Lema anterior, g’ é soluvel e, portanto, g é soltvel. O

Teorema A.18 (Segundo Critério de Cartan). Seja g uma dlgebra de Lie de dimen-
sao finita. Dessa forma, g é semissimples se, e somente se, a forma de Cartan-Killing de

g € nao-degenerada.

Demonstracao: Primeiramente, mostraremos que se g nao é semissimples, entao sua
forma de Cartan-Killing é degenerada. Com efeito, se g ndo é semissimples, entdao g possui

um ideal abeliano nao-trivial, uma vez que t(g) # 0 e, portanto, existe algum k € N tal
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que t®) é abeliano e ndo-nulo. Denotando esse, ideal por i, tomemos X € i. Nesse caso,

dado Y € g qualquer, a imagem de ad(Y) ad(X) estd contida em i. Assim,

tr(ad(Y)ad(X)) = tr(ad(Y') ad(X)|;).
Mas como i é abeliano, ad(Y") ad(X)|; = 0, o que mostra que

(Y, X) =0
para todo X €ieY € g. Como i é nao-nulo, existe X # 0 que satisfaz a igualdade acima,
mostrando que (-, -) é degenerada. Logo, se (-,-) é ndo-degenerada, entdo g é semissimples.
Suponhamos, agora, que g é semissimples. Nesse caso, definimos

gt ={Xecg|(X,)Y)=0VY €g}.

Note que, se X € gt eVY,Z € g,
(2, X]Y) = =(X,[2,Y]) = 0

devido & Proposicao A.15. Assim, gt é um ideal. Portanto, a restri¢ao de (-,-) a g+

coincide com a forma de Cartan-Killing de g e, por definicdo, ela é nula em g'. Em

particular,
(X, V)= (X,Y)i=0VX € (g") e Y €g.

Portanto, pelo Primeiro Critério de Cartan, temos que g+ é soltivel. Como g é semissimples,

concluimos que gt = 0, o que equivale a dizer que (-,-) é ndo-degenerada. O

O teorema a seguir fornece uma nova definicdo para algebras semissimples, que é

util em diversas ocasioes.

Teorema A.19 (Caracterizacdo de algebras semissimples). g é uma dlgebra de Lie

semissimples se, e somente se, g possui uma decomposi¢ao do tipo

g:gl@@gn“

onde g;, com i = 1,...,m sao ideais simples. Nesse caso, a decomposi¢io é unica (a

menos da ordem dos indices) e 0s ideais de g sao somas dos g;.

Demonstragao: [8, p.29] Suponhamos que g seja uma algebra de Lie com uma decom-
posicao como no enunciado. Consideremos as projecoes II; : g — g; e, dado um ideal
qualquer a C g, definamos a; :== II;(a). Afirmamos que a; é um ideal de g;. De fato, dados
X; € g; e A € a quaisquer, temos que
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Como a é um ideal e A € a, vale que [A, X;] € a. Assim, II;[A, X;] € a; como desejdvamos.
Agora, por hipotese cada g; € uma algebra simples, ou seja, a; = g; ou a; = 0. No primeiro

caso, temos que

gi = [9i, 8] = [9i, ai] = [gi, Lia] = [gs,0] € [g,0] C a,
ou seja,
a=ang=EP@ng) =P g,
=1 g:Ca

mostrando que os ideais possuem a estrutura enunciada. Além disso,

a1=[eagi,eagj]:@gm oo

9iCa g;Ca g:Ca 9:Ca
Portanto, a nao é solivel se a # 0. Logo, g é semissimples.

Reciprocamente, suponhamos que g seja semissimples. Dado a C g um ideal
minimal ndo nulo, consideremos o subespaco a' em relacdo a forma de Cartan-Killing.

Note que, a* é um ideal, pois, dados H € a*, A€ ae X € g,
<[X7H]7A> = <H>_[X7A]> =0

pois A € a e a é um ideal. Assim, anat = aouana’ = 0. No primeiro caso, (A, B) =0
para todo A, B € a. Assim, pelo Primeiro Critério de Cartan, a N at é soltivel e, portanto,
anat =0, uma vez que g é semissimples. Dai, concluimos que a forma de Cartan-Killing
restrita a a é nao-degenerada e, portanto, a é semissimples. Agora, consideremos um
ideal b C a. Como g = a® a’ e [b,al] = 0, entdo b é um ideal de g, j4 que dado
X=A+ A €a®at temos que

[B,X] = [B,A] + B, A] = B, A] € b.

Assim, pela minimalidade de a temos que b = 0 ou b = a. Portanto, a é simples. Analoga-
mente, todo ideal de at é um ideal de g. Assim, v(a) = 0 mostrando que a' é semissimples.
Assim, podemos repetir o processo para a* e, como a dimensdo de g é finita, podemos

encontrar por indugao uma decomposi¢cao de g em ideais simples. O

Proposicao A.20. Seja g uma dlgebra semissimples com decomposi¢io § = g1 -+ D G-
Dessa forma, o subespaco ortogonal gi- de alguma componente simples é a soma das outras

componentes.

Demonstracao: Suponhamos que g se decomponha como soma de dois ideais g = b D hs.
Assim, como hi tem a mesma dimensio que by, pois b; e hi sdo complementares. Agora,
se X € by, Y € hye Z € g, entao,

ad(X)ad(Y)(2) = [X, [V, Z]] € b1 N by,
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ja que by e by sdo ideais. Portanto, ad(X)ad(Y) = 0 isso é, (X,Y) = 0. Logo, ha C b e,
como eles possuem a mesma dimensdo, b = hi-. O caso geral segue desse observando que
a soma das demais componentes da decomposi¢do forma um ideal de g, como visto no

Teorema anterior. O

Corolario A.21. Se g é semissimples, entdao g’ = g.

Demonstragao: Como g’ é um ideal, pela Proposicao anterior, (g/)* é um ideal que
complementa g’. Agora, tomando X,Y € (g')*, temos que [X,Y] € g¢'N(g')* = 0, ou seja,

(g')+ é abeliano. Como ideias abelianos sdo soltiveis, temos que (g’)* = 0. Logo, g = ¢’. O

Proposicao A.22. Se g ¢ semissimples, entdo toda derivagdo de g € interna.

Demonstracgao: Seja D uma derivacao de g. Definimos o funcional linear

n:g—C
X — tr(Dad(X)).

Como (-, -,) é ndo-degenerada, entao pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe um

elemento Yp € g tal que
tr(Dad(X)) = (Yp, X), VX € g.
Defina a derivacao F := D — ad(Yp) e note que

tr(Fad(X)) = tr((D — ad(Yp)) ad(X))
=tr(Dad(X)) — tr(ad(Yp) ad(X))
= <YD>X> - <YD7X> =0,

para todo X € g. Agora, tomando X,Y € g arbitrarios, temos
(EX,)Y) =tr(ad(EX)ad(Y)) = tr([E,ad(X)]ad(Y)),
onde ad(FX) = [E,ad(X)], pois F é uma derivagao. Assim,

(EX,)Y) = tr([F,ad(X)],ad(Y))
=tr(Fad XadY —ad(X)FEad(Y))
= tr(Fad[X,Y]) = 0.

Como Y é arbitrario e (-, -) é ndo-degenerada, concluimos que EX = 0 para todo X € g.
Logo, E = 0 e, portanto, D = ad(Yp). O
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A.7 Subdlgebras de Cartan I

Consideremos g uma algebra e D : g — g uma derivacao. Como ja vimos, se a

decomposi¢ao priméria de g com relacao a D é dada por

g=019D - DOnm,

entao vale que [gx,, 0x,] C G40, S€ A1 + A2 for autovalor de D. Agora, se D é uma
derivagao interna de g, digamos D = ad(X), entdao 0 é um autovalor de ad(X), pois
ad(X)(X) = 0. E nesse contexto que surgem as subdlgebras de Cartan, que sio justamente
a componente associada ao autovalor nulo na decomposicao primaria de uma algebra
por uma derivacao interna, a saber uma derivacao do tipo ad(X) onde X é chamado de
elemento reqular da algebra. Note que como toda derivacdo de uma algebra semissimples
¢ interna, as subdlgebras de Cartan aparecem frequentemente no estudo delas, e sao

fundamentais para classifica-las.

Definicao A.23. Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos que uma subdlgebra h C g é de

Cartan quando
(i) b € nilpotente;
(it) n(h) =b.

Observacao A.24. Note que a seqgunda condi¢ao acima € equivalente a dizer que [ X, h] C
h = X €b. De fato, como by é subdlgebra, sempre vale que b C n(h). Assim, (ii) equivale
an(h) Ch, isso é, se X € n(h) = X € b ou equivalentemente, X € g é tal que [X,h] C b,
entao X € b.

Exemplo 6. No caso da élgebra sl(n, C), uma subalgebra de Cartan é dada por
h={H e€sl(n,C) | H é diagonal}.

De fato, essa algebra é abeliana e, portanto, nilpotente. Para mostrar a segunda condicéao,
seja A = (a;j) € sl(n,C) tal que

[A,b] C b.
Note que, dado H = diag(hy,...,h,) € h temos que
([A H])ij = aizh; — hiaij = aij(h; — hi).

Como [A, H] € b por hipdtese, temos que ([A4, H]);; = 0 para i # j, ou seja, a;; = 0 ou

h; = hj. Mas isso deve valer para toda matriz H € . Assim, podemos escolher H de
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forma h; # h; para cada par (¢, j) com i # j, de onde concluimos que a;; = 0 quando

i # j. Logo, A € b, mostrando que h é uma subélgebra de Cartan de sl(n,C). °

Antes de apresentar o préximo teorema, precismos de mais uma definicdo. Consi-
deremos X € g e sua respectiva aplicacao adjunta ad(X). O polinémio caracteristico de
ad(X) é da forma

px()\) = )\n —l—pn_l(X)/\"_l + - +p1<X))\ +p0(X),

onde n = dimg e cada p;(X) é um polindémio de grau n — i em X que sao, em geral,
dados pelo traco de algum produto exterior da transformacao linear. Com isso, definimos
o posto de uma algebra de Lie g como o menor indice ¢ para o qual existe X € g tal que
pi(X) # 0. Além disso, os elementos para os quais p;(X) # 0, onde i é o posto de g sao

chamados de elementos regulares de g.

Apresentamos agora o Teorema que motiva a definicdo de uma subdlgebra de

Cartan. Antes de enuncid-lo, lembremos que em toda derivacao interna, 0 é um autovalor,

pois ad(X)(X) = [X, X] = 0.

Teorema A.25. Sejam g uma dlgebra de Lie e X € g. Consideremos a derivagiao ad(X)

e a sua respectiva decomposicao primdria

g=00(X)®gr @ Do,

onde Ay, ..., Ay sdo autovalores nao nulos e go(X) € o autoespaco associado a 0. Se X é

elemento reqular, entdo go(X) € uma subdlgebra de Cartan de g.

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada em [15, p.103]. O

Como dito anteriormente, esse Teorema justifica a definicdo de uma subalgebra de
Cartan. Porém, uma pergunta natural surge aqui: toda subalgebra de Cartan é da forma

go(X) para X € g regular? A resposta é positiva, como podemos ver no seguinte teorema.

Teorema A.26. Seja b C g uma subdlgebra de Cartan. Dessa forma, existe um elemento

reqular X € b tal que h = go(X).

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada em [15, p.104-106]. O

A.8 Subalgebras de Cartan II

Nosso objetivo aqui é estudar as subalgebra de Cartan de algebras semissimples, o

que ¢é importante ja que esse tipo de algebra sera central mais adiante.
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Sejam g uma algebra semissimples. Se h C g é uma subdlgebra de Cartan de g,
consideremos a representagao adjunta ad : h € gl(g). Como b é nilpotente, pelo Teorema

A.2 temos que existe uma decomposicao de g da forma

g:heBg)\l@'.‘@g)\s?

onde \i,..., s : b — C sdo funcionais nao-nulos. Nesse contexto, os funcionais nao-nulos
dessa decomposigao sao chamados de raizes de h em relagdo a g. Nesse caso, os subespagos
Oxn s - - -5 0, 580 chamados de espagos de raizes. O conjunto das raizes sera denotado

por II.
Proposicao A.27. Sejam o e B dois pesos de h. Se X € g, e Y € gg, entdo
(X,Y) =0,

a menos que 3 = —a.

Demonstracao: Note que, para algum peso v e Z € g,, temos que
2d(Y)Z = Y, Z] € gosy € ad(X)ad(Y)Z = [X,[Y, Z]] € gassor.

Portanto, ad(X)ad(Y’) mapeia o espaco de raiz g, em g,+41-. Assim, para cada peso 7,

consideremos uma base
B, = {Wy, ..., Wmv},

onde m, = dim g,. Temos que

B:UBW

vell

¢ uma base adaptada a decomposicao em espagos de raizes de g e a uniao é disjunta, pois

gy N gy, = {0} para v; # 1. Agora, seja W; € B,. Como observado anteriormente,
ad(X) ad(Y)W; € gatptr-

Se o + B + v = 7 (ou, equivalentemente, § = —a), entao existe algum termo nao-nulo na
diagonal da matriz de representagao de ad(X)ad(Y'). Portanto, nesse caso (X,Y) # 0.
Agora, se 3 # —a, o espaco de 1aiz go4 54y 7 9y. Assim, todos os elementos na diagonal
da matriz de ad(X)ad(Y") sao 0. Logo,

(X,Y) =0,
nesse €aso. O

Desta proposicao, seguem algumas outras propriedades com relagao as raizes e a

forma de Cartan-Killing.
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Corolario A.28. Pela Proposicio A.27, temos

(i) (-,-)|y € nao-degenerada.

(ii) Se o € 11, entdo —a € 1.
(iii) para todo X € g,, existe Y € g_,, tal que (X,Y) # 0.
Demonstragao:

(i) Seja H € b tal que (H, K) = 0 para todo K € h. Nesse caso, para todo X € g

temos X = Hy + X; + -+ + Xj, com X; € g,,. Assim,
(H,X) = (H,Hy)+ (H,X1) + -+ (H, X).

Pela proposicao anterior, (H, X;) = 0 para todo i = 1,..., k. Porém, por hipétese,
(H,Hy) = 0, ou seja, (H,X) = 0 para todo X € g. Logo, H = 0, pois (-,+,) é

nao-degenerada.

(ii) Seja X € go. Como (-, ) é ndo-degenerada, existe Y € g tal que (X,Y) # 0. Pela
proposicao, isso implica que existe alguma componente Y; € g_,, mostrando que

—a é uma raiz da decomposicao.

(iii) Suponhamos X # 0. Se (X,Y) = 0 para todo Y € g_,, temos que (X,Y) = 0 para
todo Y € g, pela proposi¢ao, o que contradiz que (-,-) é ndo-degenerada. Logo,
existe Y € g_, tal que (X,Y) # 0, para todo X € g,.

Proposicdo A.29. Para todo H € b e todo peso o, ad(H )|y, = a(H)id,,. Além disso,

as transformagcoes lineares ad(H), para todo H € §, sao simultaneamente diagonalizdveis.

Demonstracdo: A matriz de representacao de ad(H)|,, é da forma

Decompondo ad(H) = ad(Hs) +ad(Hy) ([15, Corolario 3.15]), com ad(Hg) semissimples,
ad(H y) nilpotente e H, Hg e Hy comutando dois a dois. Assim, ad(Hg) é a parte diagonal
da matriz de ad(H), de forma que,

[ad(Hy)] =
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Em particular, podemos tomar o« = 0. Nesse caso,
go=bh > ad(H)h = (ad(Hg) + ad(Hy))h = ad(Hy)b.

Como § ¢é subalgebra de Cartan, concluimos que Hy € h. Por outro lado, para todo
H' € b, ad(Hy)ad(H’) é triangular superior com zeros na diagonal. Assim, (Hy, H') = 0.
Como a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada em b, entao Hy. Logo, ad(H) é

diagonal. O

Corolario A.30. X € g, se, e somente se, [H, X| = a(H)X para todo H € b.

Demonstragao: A Proposicao anterior garante que se X € g,, entdo ad(H)X = a(H)X.
Reciprocamente, seja X € g tal que ad(H)X = «o(H)X para todo H € h. Nesse caso,

escrevendo
X=H+Xi+ - +Xo+ -+ Xu,
onde X, € g, temos que
aH)YX =ad(H)X = a1 (H) X1+ -+ a(H) Xo + -+ - + ap(H) X
Como ad(H)X € g,, entao
a(H)X = a(H)X,,

isso é, a(H)(X — X,) = 0. Como isso vale para todo H € b, no caso em que « é uma raiz,
podemos tomar H ¢ ker a, de onde concluimos que X = X,. Agora, caso a = 0, temos

que [h, X] =0 € b e, como b é subdlgebra de Cartan, concluimos que X € b. O

Corolario A.31. § € abeliana.
Demonstracao: Sejam Hi, Hy € hh. Assim,
ad[Hy, Hs] = [ad Hy, ad Hy].
Como ad H; e ad Hy sdo diagonais, temos que ad[Hy, Hy] = 0. Como a representacio

adjunta é fiel, concluimos que [Hy, Hy] = 0. O

Corolario A.32. O conjunto 11 gera h*. Em outras palavras, se S(H) = 0 para todo
£ e€ll, entao H = 0.
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Demonstragao: Pela Proposi¢ao, temos que se (H) = 0 para todo § € II, entao

ad(H) = 0. Como a representacao adjunta ¢é fiel, entdo H = 0. O

Como a forma de Cartan-Killing é bilinear e ndo-degenerada, existe um isomorfismo

bh—b"
Hw— (H,-).

Para cada a € h*, denotaremos por H, o seu elemento inverso por esse isomorfismo, isso

é, H, € b é tal que
(H,,H) = a(H), para todo H € b.

Com isso, podemos também definir uma aplicagao bilinear em h* por
(o, B) = (Ha, Hp) = a(Hp) = B(Ha),

para a, 8 € h*. Ela sera também chamada de Cartan-Killing, e ainda é ndo-degenerada e
simétrica.

Ainda, notemos que o conjunto {H, | « € I1} gera b, pois II gera h*.

Proposicao A.33. Para toda raiz o € 11, temos H, = —H_,,.

Demonstracgao: Por defini¢ao, temos que
(Hy,H) =«a(H) e (H_o,H)=—a(H)VH €.
Portanto,
O=a(H)—a(H)=(Hy,H)+(H_o,H)=(H,— H_,,H) VH € }.
Como a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada, concluimos que H, = —H_, para
todo a € 1I. O
O lema a seguir fornce algumas propriedades importantes para trabalharmos com

raizes.
Lema A.34. Valem as sequintes afirmacoes

(i) Se X € gy eY € g_,, entao [X,Y]| = (X,Y)H,.

(7i) Para todo X € g, existe Y € g_, tal que [X,Y] = H,.

(iii) Se a, B € 11, entdo (B, a) = qaa(e, @), onde qup € Q.
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(iv) Para todo o € TI, (o, ) € QF. Assim, pelo item anterior {a, ) € Q para todo

a, e Il

(v) dimg, =1 para todo o € 1.

(vi) Os inicos maltiplos inteiros de uma raiz a que sdo raizes, sio o e —a.

Demonstragao:

(i)

(i)

(iii)

Sejam X € g, eY € g_,. Temos que [X,Y] € go = h. Assim, dado H € b qualquer

(H,[X,Y]) = ([H, X],Y)
= a(H)(X,Y)
= (X,Y)(H, H,)
— (H,(X,Y)H,).

Assim, (H,[X,Y] — (X,Y)H,) = 0. Como (-,-) é ndo-degenerada em h e H ¢

arbitrario, temos que

(X,Y]=(X,Y)H,.

Sabemos que existe Y’ € g_,, tal que (X,Y”) # 0. Assim, tomamos

1

YI
X,y

de forma que (X,Y) = 1. A conclusao segue do item ().
Defina o subespaco
V= ®88-20 D88 D05 D P10 DGay20 D

de g, onde convencionamos que g,iro = 0 se 5+ ka nao for raiz. Note que, como o
conjunto de raizes é finito, essa soma também o é. Assim, tome X € g, e Y € gz
tais que [X,Y] = H,, como no item anterior. Pela defini¢do de V', V' é invariante
por ad(X) e ad(Y). Além disso,

ad(H,)|v = ad[X,Y]|y = [ad X|y,ad Y|y].
Assim, tr(ad H,|y) = 0. Agora, se dj, = dim gg4xq, entao
0 = tr(ad Haly) = Y- du(8 + ka)(H,)
k
= zk:dk((ﬁ, a) + k(a, o))
= (6, ) ;dk + (o, @) Zk:k‘dk.
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Como > di > 0,

Y kdy
(3a) = - =5 o).
Logo,
D kdy
QBa = — SR (o, ) € Q.

pelo item anterior, se (a,a) = 0, entao (8,«) = 0 V3 € II. Portanto, S(H,) = 0
para todo 3 € II. Mas isso é um absurdo, pois II gera h*. Assim, (o, o) # 0 para
todo v € II. Além disso,

<a’ Oé> = <H0u Ha)
= tr(ad Hi) = > dsB(Ha.)?,

Bell
onde dg = dim gg. Assim,
(,a) = {a,a)? = Z dgqga.
Bell
Logo, como (a, a) # 0,
1

E.—
> dpq3, 2

(a, )
Sejam X € g, e Y € g_, tais que [X,Y] = H,. Consideremos o subespago V'
gerado por Y, h e go @ goo @ ---. Temos que V é invariante por ad(X), pois
[ X,Y] € head(X)gra C gkt1)a. Além disso, V' também é invariante por ad(Y'),

pois ad(Y)gra € gr—1)a Para k > 1e [H,Y] = —a(H)Y para todo H € h. Como
H, = [Xa Y]v

tr(ad(H,)|v) = 0,
no entanto,

tr(ad(Hy)|v) = —a(H,) + I;\Idkk&(Ha) = —{a,a) + %dkk<a, ay,

onde dj, = dim gi,. Assim, obtemos
1=dy +2dy+3ds+ -,
o que ocorre se, e somente se, dy =1 e d; = 0 para i > 2.

Pela demonstragao anterior, dim gg, = 0 para k > 2. Assim, o tinico multiplo inteiro

de a que também é raiz é . Como —a é uma raiz, o mesmo vale para ela.
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A9 A férmula de Killing

Nesta secao, estamos interessados em estudar as propriedades dos espacos de
raizes em uma decomposi¢ao de uma algebra semissimples. Um dos principais resultados
relaciona um certo subespago dessa édlgebra com a algebra s[(2,C). Assumiremos aqui
certa familiaridade com essa dlgebra, mas para o leitor interessado em se aprofundar mais

nas caracteristicas especificas de sl(2, C), recomendamos a segao 6.1 de [15].

Tomemos uma raiz a € II. Podemos definir o subespaco (H,) < h. Com isso,

definimos o subespago

g(a) = g_o ® bh(a) D ga-

Notemos que o Lema A.34 implica que g(«) é uma subdlgebra de dimensao trés, pois

(00, 0o C ()] e cada uma das componentes possui dimensao um.

Proposicao A.35. g(a) ¢ isomorfa a s1(2,K).

Demonstragao: Definamos H), € h(«) por
2
H = -—"H,.
(@, a)
Agora, tomemos X' € g,. Pelo Lema A.34, existe Z € g_,, tal que (X, Z) = H,. Dessa

forma, tomando Y’ := ﬁZ , temos que

(X'.Y') = H..

as O_a a idi ionai ot u
Agora, como g, e h(a) sdo unidimensionais, temos que {X’,Y’, H! } forma uma base

de g(«). Além disso, temos que

[H, X'] = ad(H.)(X') = a(H) X' = 2&’3 X' =2X’
[H.,Y'] = ad(H.)(Y') = —a(H.)Y' = _2&73 Y = —2v"
XY = (X' YV H, — @Ha —

que sao justamente as relagoes de comutagao da base {X, H,Y} de s[(2,K). Assim, a

aplicagao linear definida por
X'—X H —H eY' —Y

define um isomorfismo entre g(«) e s((2, K). O

Consideremos «, € II. Definimos a a—sequéncia iniciada em [ como a

sequéncia dos elementos

LB =20, —a,B,8+a,0+2a,....
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Teorema A.36 (Férmula de Killing). Os elementos da a—sequéncia iniciada em (3

que sdo pesos formam um intervalo. Isso €, existem p,q € Ny tais que

B_paa"wﬁ_aaﬁa6+a7""ﬂ+qa
s@o os unicos pesos da forma B+ ko, com k € Z. Além disso, vale a formula

_2p.a)

(o, @)

Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [15, p.156 — 157]. O

Pela Férmula de Killing temos que

2(6, o)

(o, a)

€ Z.

Além disso, esse nimero serda chamado de nimero de Killing associado as raizes a e S.

A partir daqui, o termo a—sequéncia iniciada em [ serda usado para os pesos da
forma 3 + ka, com k € Z.

Proposicao A.37. Os unicos multiplos de uma raiz o que sao raizes sao o e —q.

Demonstragao: Tomemos uma raiz «a e Seja = ca uma raiz com ¢ € K. Note que

como [ é raiz, devemos ter ¢ # 0. Assim,

2Ap,0) o, ABa) 2

=2c=n e = —
(a, @) (8,6) ¢
Note que n,m € Z e nm = 4, o que significa que n € {£1, £2,+4}. Assim,

1
¢ € {&5,+1,£2}.

Agora, ¢ # +2, pois ca é raiz e os unicos multiplos inteiros de uma raiz sao ela mesmo e
sua oposta. Analogamente, se ¢ = :I:%7 temos que o = 2[5 € raiz e, pela mesma razao, isso

nao pode ocorrer. Logo, temos que ¢ = +1. O

Proposigao A.38. Sejam o, € II. Se o+ f € 11, entao [ga, 85] = Ga+s-

Demonstracao: Se a + 3 é raiz, temos que a a—sequéncia iniciada em [

e B=2a,8—a,B,8+a, B+ 2a,...

possui ¢ > 1. Assim, considerando o elemento X da base de sl(2,C), temos que sua

imagem pelo isomorfismo descrito na Proposicao A.35 X’ é tal que

ad(X/)gﬁ = fa+s-
Isso vale devido a expressao de X nas representagoes irredutiveis de s[(2,C). Como

0o = (X4), pois dim g, = 1, concluimos a demonstragao. O
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A.10 Sistemas simples de raizes

Consideremos uma subéalgebra de Cartan da algebra semissimples g. Como foi
visto no Corolario A.32, o conjunto das raizes gera o espago dual de h e o conjunto de
elementos {H, | a € II} gera b.

Proposicao A.39. dimbhg = dimb.

Demonstragao: Como o conjunto {H, | o € II} gera b, entao existe um conjunto finito

de raizes {ay,...,q;} C1II tal que
B={H,,,...,H,}

é uma base de hh. Além disso, como B é 1.i. sobre C, temos que B também é l.i. sobre
R. Assim, dimbg > dimb. Por outro lado, seja o € Il uma raiz. Assim, existem

ai,...,a; € C tais que
Hy=aHy +---+aH,,.

Agora, note que os coeficientes dessa combinacao linear podem ser encontradas resolvendo-
se o sistema linear

l
Z<Ha¢7 Haj>a’i = <Ha7 Hocj>~

i=1
Como (-,-) é ndo-degenerada, esse sistema possui uma unica solucao e, como cada coefici-

ente (H,,, H,,) ¢ racional (pelo Lema A.34), entdo cada a; ¢ racional. Portanto, B gera o

conjunto {H, | a € II} e, consequentemente, hg. a

Como a forma de Cartan-Killing assume valores racionais em II, a sua restrigao
a hr € uma forma bilinear simétrica em hr. Ainda, como as dimensoes coincidem pela

proposicao acima, ela é nao-degenerada.

Proposigao A.40. A forma de Cartan-Killing restrita a hg € um produto interno.

Demonstragao: Devemos mostrar que ela é positiva definida. Assim, sejam H € hp.

Temos que

(H,H) = tr(ad(H)?) £ S a(H)? = Y (Ha, H)?,
a€cll acll
onde usamos em (x) a Proposi¢ao A.29 e o fato que dim g, = 1 para todo o € TI. Assim,
como consequéncia da expressao anterior, (H, H) > 0 com a igualdade valendo se, e
somente se, (H,, H) = 0 para todo a € II. Como a forma de Cartan-Killing é nao

degenerada e { H,} gera b, esse tltimo caso ocorre apenas quando H = 0. Logo, ela define
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um produto interno em bhg. O

O proximo passo consiste em definir uma ordem em hg. Para isso, utilizaremos
a ordem lexicografica. Considere V' um espago vetorial sobre R e {vy,...,v;} uma base

ordenada? de V. Dados v,w € V tais que
v=av1+ - +aqu e w=>buv +- -+ bu.

Dizemos que v < w na ordem lexicografica quando v = w ou quando a; < b;, onde 7 é o

primeiro indice no qual as coordenadas diferem.

Enunciaremos agora algumas propriedades da ordem lexicografica em um espaco
vetorial munido de um produto interno. A demonstracao delas pode ser encontrada em
(15, p.161].

Lema A.41. Sejam V um espago vetorial e B = {vy,...,v;} uma base ordenada de V.
Considerando a ordem lexicografica induzida por B, se {w1,...,w,} CV € um conjunto
tal que

(i) w; > 0 para todo i € {1,...,m};

(11) (w;, w;) <0 quando i # j,
entdo {wy, ..., Wy} € li..

Com as observacgoes anteriores, definamos uma ordem lexicografica em hy. Isso

define uma ordenagao no conjunto de raizes II. Assim, definimos os conjuntos
It ={ael|a>0} e I ={acll|a<0}
das raizes positivas e negativas de II, respectivamente.

Definicao A.42. Uma raiz o serd dita simples, em relagio a ordem fizada, quando

1. a>0;

2. Nao existem 3,y € Il tais que 5,7 >0 e a = [+ 7.

O conjunto das raizes simples serd denotado por 3.

Primeiramente, uma observacao sobre o conjunto de raizes. Dado uma raiz o € II,
diremos que « é positiva minimal quando a > 0 e nao existir g € II, com § > 0 tal que
B < a.

2

A ordenagao aqui se refere ao conjunto dos indices, que é ordenado nesse caso.
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Lema A.43. FExistem raizes positivas minimais em II.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que se « € Il é uma raiz, entao —a também
¢ raiz. Portanto, existem raizes positivas. Como II é um cojunto finito, o conjunto de
raizes positivas também o é. Portanto, pelo Teorema da Boa-Ordenacao existe um menor

elemento nesse conjunto. O

Lema A.44. O conjunto das raizes simples é nao-vazio.

Demonstracao: Se « € II é positiva minimal, entdo « é simples. De fato, a > 0 e caso

existam raizes 3, € II, com (§,v > 0, tais que o =  + v, entao
a>a—v=0>0,

contradizendo que a é minimal. Logo, a é simples. O

Lema A.45. Se o, € ¥ com a # 3, entdo («, 5) < 0.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que se « e 3 sdo raizes simples, entao f—a« ¢ II.
Com efeito, se § — a fosse uma raiz, teriamos ou 5 —a > 0 ou f — a < 0. No primeiro

caso, temos
f=a+(B-a),

o que contradiz que S é simples. No segundo caso, temos a — [ > 0 de onde obtemos
a=f+(a—p),

contradizendo que « é simples. Portanto, § — a € II. Assim, na a—sequéncia iniciada em

B temos p = 0. Assim, pela Férmula de Killing

0 > _ — 2<67 a) .
- (a, )
Logo, como (a, ) > 0, concluimos que (3, ) < 0 para o, € X. O

Lema A.46. X € [.1..

Demonstragao: Pelo Lema A.45, temos que o conjunto X C II satisfaz as condigbes do
Lema A.41. Logo, ¥ é 1.i.. O
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Lema A.47. Se f €Il com 8 > 0, entdo [se escreve unicamente como
B=mnioq+- +maoy,
com ny,...,n € No. Em particular, 3 gera bg.

Demonstracao: Se § € ¥ o resultado ja vale. Assim, suponhamos que 5 nao é simples.

Nesse caso, existem raizes positivas [ e [y tais que

B =P+ B

Se (1 e [y sao simples, obtemos a decomposicao desejada. Caso contrario, podemos
decompor mais uma vez [3; ou 3. Nesse processo, as raizes que surgem da decomposicao
sao positivas e estritamente menores do que as anteriores, de forma que eventualmente
obtemos uma decomposicao em raizes positivas minimais que, como mostrado no Lema
A.44, sao simples. Como neste processo de decomposicdo pode-se ter repeticoes de raizes,

obtemos os numeros inteiros como no enunciado. O

Corolario A.48. Valem as sequintes propriedades:

(i) sey €I\ X, entdo existe a € ¥ tal que (y,a) > 0 e v — « € raiz positiva;
(i) toda raiz positiva v pode ser escrita como

Y=

com oy, € ¥ para todo j € {1,...,k}. De forma que as somas parciais
Qi + 0 Qg
com s € {1,...,k} sao raizes.
Demonstragao:

(i) Suponhamos, por absurdo, que (7, «) < 0 para todo a € 3. Nesse caso, temos que
Y U {7y} é Li. pelo Lema A.41, contradizendo o Lema anterior. O fato de que v — «
vem da Férmula de Killing, uma vez que (y, a) > 0 implica em

(7, @)
(a, )

> 0,
ou seja, p > q > 0.

(ii) Se v € ¥ ja obtemos o resultado. Assim, consideremos v nao simples. Nesse caso,
pelo item anterior, existe o € X tal que v — a é uma raiz positiva. Portanto, como
temos v = (7 — a) + «, podemos usar o mesmo argumento para a raiz v — « de

forma que podemos encontrar o resultado por indugao.
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O
Disso concluimos que se
¥ = {Oél,...,()él}
é o conjunto das raizes simples em relagdo a uma ordem lexicografica, entao
(a) ¥ é uma base de hg; e
(b) toda raiz 8 pode ser escrita como
anlal—i-"-—i—nloq
com nq,...,n; € Z e todas com mesmo sinal.
Defini¢ao A.49. Um subconjunto ¥ = {a,...,q;} satisfazendo as condigoes acima é

denominado sistema simples de raizes.

O conjunto de raizes simples nao é tnico. Por exemplo, se ¥ é um sistema simples
de raizes, entdao —¥ também o é. O nimero de sistemas simples de raizes estd relacionado
com a ordem do grupo de Weyl que é o grupo gerado pelas reflexdes r,, com « € II, onde
T4 sS40 as reflexoes

2(8, o)

(o, q)

ro(B) =8 —

Q.

Com a ordem lexicogréfica fixada, definimos os conjuntos
It ={aecl|a>0} e I ={aecll|a<0}.

Agora, definindo também

=Y goen =) g

acllt+ a€ell~

temos que
g=n"ohdn,
onde n* e n~ sdo duais pela forma de Cartan-Killing.

Exemplo 7. Mostraremos que o espago projetivo ¢ uma variedade Flag. Para isso,
consideremos a algebra sl(n,C). Dada uma base de C", uma subélgebra de Cartan de
sl(n,C) é dada por

h={Ae€sl(n,C)| A édiagonal}.
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Tomando a base {E;j, E; — Ej; | i # j}? de sl(n,C). Tomando alguma H € b, vale que

ad(H)(E;) = (a;i — 0;) E;

YR
ou seja, as raizes da representacao adjunta de b sao dadas por a;; = A; — A;, onde

diag{ay,...,a,} — a;.

Além disso, os espagos de raizes sdo dados por

gaij = <EU>
Um sistema simples de raizes é dado por ¥ = {o2,...,a,—1,} € 0 conjunto de raizes
positivas associado é IT" = {a; | i < j}. o

A.11 Formas reais compactas

Uma algebra de Lie sobre R é dita compacta quando sua forma de Cartan-Killing

¢é negativa definida.

Existe uma bijecao entre algebras semissimples reais compactas e algebras se-
missimples complexas. Além disso, todas as formas reais (inclusive as nao compactas),
podem ser descritas a partir da intersecoes delas com formas compactas, justificando nosso

interesse em estudar esse assunto.

Como a forma de Cartan-Killing de uma algebra compacta deve ser ndo-degenerada,
obtemos disso que toda dlgebra compacta é semissimples. Além disso, o nome compacto
esta relacionado com o fato de que esse tipo de algebra é justamente a algebra de Lie de

grupos de Lie compactos.

Sejam g uma algebra de Lie complexa semissimples, h C g uma subdlgebra de
Cartan, II o conjunto de raizes associado a h e ¥ um sistema simples. Com isso, definimos

uma base de Weyl como uma base
{Hyoebh|laeXU{X, €g,]|aell}
de g, tal que
() [Xa, Xoa] = Ha;

(ii) [Xa, Xg] = MasXats, onde myps=—m_q_5 € myp =0, se a+ [ nao é raiz.

E;; aqui é a matriz cuja tnica entrada nao nula é 1 na posicao ij.
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Tomando uma base de Weyl de uma algebra g, consideremos o subespaco real u

dado por
u = spang{iH,, Xo — X _o,i(Xo + X o) | €T}
Normalmente, para simplificar a escrita, utilizamos a notagao
Ay =X, —X_o e S, =X, +X_4. (A.1)
Observacao A.50. Note que u poderia ser também definida por
u = spang{iH,, Ay, S, | a € T},

isso €, podemos percorrer o conjunto das raizes completamente. Isso se deve ao fato de

que
H,=—-H ,, A, =—-A_, e iS,=15_4,
para todo o € 11.

Proposicao A.51. u como definida acima é uma forma real compacta.

Demonstracao: Primeiramente, notemos que cada H, e X, pode ser escrito como
1
H,=—i(iH,) e X, = 5[(Xa — X o) —i(iXy + X 0)],

ou seja, temos que g = u + .

Agora, devemos mostrar que u é uma subdlgebra real. Vamos calcular o colchete

nos elementos geradores. Assim, para «, 5 € Il quaisquer, obtemos

[iHa, Ap] = [iHa, X5 — X_g]
— iad(Ha)Xs — iad(H,)X_g
= if(Ha)Xp +iB(Ha) X
= B(Ha)i(Xp + X_p)
= B(Ha)iSp

[iH,,1S5] = [1Ha, i(X5 + X _p)]
= —ad(Ha)(Xp) — ad(Ha)(X-p)
= —B(Ha)Xp + B(Ha)X_p
= —B(a)(Xp — X_p)
= —B(a)As
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Para o colchete entre os outros elementos geradores, consideremos inicialmente o # (.

Nesse caso,

[Aa, Ag] = [Xa — X0, X — X_g]
= [Xa, Xp] = [Xa, X_p] = [X_a, Xp] + [X_a, X_4]
= Ma,pXats =~ Ma-—pXa—p = M-asX-ats +Mo0-pX-ap
= Ma,s(Xars = X_(arp)) + Moa,s(Xap — X_(a—p))
= Mq,gAars + M_qsAa_p.

Por um calculo similar, obtemos que
[Sa; Sl = =MapAass — Ma—gAa—p € [Aa; Sg] = Mo pSats + Ma,—gSa—p.
Se f=a«aouf =—aqa,

[Ap, Ao] = [A, Au] = [Xo — X0, Xo — X_0]
= (X Xo] — [Xo Xoa] = [X ey Xa] + [Xoa, X_o] = 0.

Analogamente,

(1S4, 1S _o] = [1S4,154]) = —[Xa + X0, Xa + X 4]
= _[XaaXa] - [XomX—a] - [X—aaXa] - [X—aaX—oa = 0.

Finalmente, temos que
[Aa, Sa] = [Aa, S_o] = 2iH,,.

Como ma 3 € Re f(H,) = (B, a) € Q, os colchetes acima mostram que u é uma subalgebra

real.

Resta mostrar que u é compacta no sentido definido acima, isso é, sua forma
de Cartan-Killing é negativa definida. Além disso, a forma de Cartan-Killing de u é a
restricao da forma de Cartan-Killing de g, como comentado em [15, p. 87]. Agora, se

a # —[3, temos que

(iHy, Ag) = i(Ho, Xg — X_p) = i(Ha, Xp) — i(Ha, X_5) =0,
(iHq,1S8) = —(Ha, Xg + X_p) = —(Ha, Xp) — (Ha, X_5) = 0

<Aa, ZSﬁ) = i(Xa — X,Q,Xg + X,/5>
= i(Xa,X5> + i<Xa,X,5> — ’i<X,a,X5> — Z'<X,Q,X,g> = 0,
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onde usamos o fato de que (X,, X3) = 0 a nao ser que = —a. Agora, consideremos
o subespago real de h gerado pelo conjunto {H, | o € II}, que denotaremos por bhg.

Consideremos uma base ortogonal {Hy, ..., H;} de hg e consideremos o conjunto
H = {iHy,...,i1H}.

Como G = {A,,S, | « € II"} é um conjunto ortogonal, temos que H U G forma uma

base ortogonal de u. Finalmente, para concluir a demonstracao, notemos que
(iH;,iH;) = —(H;, H;) <0, para todo j=1,...,l,

pois, como hr é gerado pelo conjunto {H, | o € II}, pelo Lema A.34 a forma ade

Cartan-Killing é positiva definida em hg. Além disso,

(Ap, A) = (X — X oo X — X_o)
= (Xo, Xo) — (X, X0) = (X0, Xo) + (X0, X_0)
= 2(Xa, X_o).

Como H, = [Xa, X_ o] = (Xo, X_o)H,, temos que (Ay, Ay) = —2. Por um célculo
analogo, temos que (S,, S_,) = —2, mostrando que (-, -) é negativa definida em u. Logo,

u é uma forma real compacta de g. O

Exemplo 8. Na algebra sl(n,C), o conjunto {Ejj | j # k} U{E}; — E | j < k}, onde
Eji, ¢ a matriz com todas as entradas nulas exceto pela jk—ésima entrada que ¢ igual a 1,
forma uma base de sl(n,C). Essa base é associada a subalgebra de Cartan b das matrizes

diagonais de sl(n, C). Na notacao anterior, temos
ij = Ejj — Ekk (§] XOéjk- = Ejk'

Assim, notando que —a;, = ayj, temos que a base de Weyl associada a subalgebra b é

dada pelos elementos
iy, = i(Ej; — Eik),
Aajk - Xajk,
1S, = (X

— XOCk;j = L — Ekj (§]
— Xay,) = i(Ej — E;j).

Oéjk

Como o conjunto gerado por essas matrizes é o conjunto das matrizes com parte real
anti-simétricas e parte imaginarias simétricas, temos que a forma real compacta de sl(n, C)

¢é a subalgebra
su(n) = {A € sl(n,C) | A" = —A},

onde A é a matriz formada pela conjugacdao complexa das entradas de A. .
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Lema A.52. Ezistem X, € go, a € II com (X,, X_o) =1 e tal que, se my g € definido

por
[Xom XB] = ma,ﬁXoH-B?

entao Mg = —M_q 3.

Demonstragao: Pode ser vista em [15, p. 333]. O

O lema acima garante que existem elementos com as propriedades necessarias
na definicao da base de Weyl. Isso mostra a existéncia de formas reais compactas para

algebras semissimples complexas.

Lema A.53. Sejam gy e g1 formas reais de g com conjugacoes oy e o1, respectivamente.
Dessa forma, go € invariante por o1 se, e somente se, oy € o1 comutam. Além disso, nesse

caso g1 € invariante por ogy

Demonstracao: Inicialmente, suponhamos que oy e 0; comutem. Nesse caso, dado
X € do

00(01(X)) = 01(00(X)) = 01(X),

ou seja, 01(X) € go. Reciprocamente, se gy é invariante por o1, dado Z = X +iY € g

com X,Y € go, temos
0100(Z) = 01(X —iY) = 01(X) + i01(Y),
pela anti-linearidade de oy. Por outro lado,
0001(Z) = 09(01(X) —i01(Y)) = 01(X) + 101 (Y),

pois, por hipotese, gy é invariante por o;. Logo, o9 e 01 comutam. Finalmente, para a
ultima observacgao, basta notar que o argumento na primeira implicacao ainda é valido

trocando-se os papéis de go e o1 por g; e 0y, respectivamente. O
Proposicao A.54. Sejam gy e g1 formas reais de g com conjugagoes og e oy, respectiva-
mente. Se ogo1 = 0100, entdo

g1 = (g1 N go) D (g1 Nigo).

Demonstracgao: Seja Z € g; C g. Assim, existem tnicos X,Y € g, tais que

7 =X +1iY,
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pois go é forma real de g. Aplicando a conjugacao o; obtemos
ZJ = O'1(Z) = O'1(X + ’LY) = Ul(X) — ZO‘l(Y)

Como as conjugacoes comutam, o Lema A.53 garante que gq é invariante por o, e, portanto,
01(X) e 01(Y) estdo em go. Assim, pela unicidade da decomposi¢ido de Z, concluimos

que X =01(X) eY = —01(Y). Logo, X € g1 e Y € igy, concluindo a demonstragdo. O

Observacao A.55. Naturalmente, os papéis de go e g1 na proposicao acima podem ser

trocados, isso €, nas hipdteses da Proposi¢io vale também que go = (go N g1) D (go Nig1).

Lema A.56. Sejam uy e uy formas reais compactas. Dessa forma, uy = uy se, e somente

se, suas conjugagoes comutam.

Demonstracao: Como as conjugacoes comutam, temos que
Uy = (us Nug) @ (ug @ uy)

pela Proposicao A.54. Agora, tomando X € us Niuy, podemos escrever X = Y, com

Y € u;. Assim, por um lado temos que
(X, X) <0,
pois X € uy e uy é compacta. Por outro lado,
(X, X) = (@Y, iY)=—(Y,Y) >0,

pois Y € uy e u; também é compacta. Portanto, X = 0, mostrando que us Nwu; = 0.
Assim, uy = us Nuy, ou seja, Uy C uy. Como também temos que 1y = (1 Ntg) & (ug Niuy),
podemos fazer um argumento analogo para concluir que u; C uy, mostrando que uy € us

coincidem. 0O

Lema A.57. Sejau uma forma real compacta da dlgebra complexa g. Se o é a conjugacio

em relagdo a u, entdo a expressao
H,(X,Y)=—(X,0Y)

define uma forma Hermitiana em g.

Demonstracao: Pela definicao, H, ¢ linear e distributiva, devido as propriedades de
(-,-). Agora, tomando X,Y € ge z € C, temos

Ho(X,2Y) = —(X,0(2Y)) = 2(X, oY) = 7H, (X, Y).
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Finalmente, dado Z = X +14Y € g com X,Y € u temos
Ho(Z,7) = —(X +iY, X —iY) = —(X, X) + (X,Y) — (1Y, X) + (1Y,iY) = (X, X) — (Y, Y).

Como u é compacta, temos que (X, X) e (YY) sdo negativos, se X, Y # 0, ou seja, H, é
positiva definida. O

Teorema A.58. Seja u uma forma real compacta da dlgebra semissimples complexa g. Se
o € a conjugacdo associada a uma forma real qualquer de g, entdao existe um automorfismo

¢ de g tal que o comuta com a conjugagio em relagio a forma real compacta ¢(u).

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada em [15, p. 335-337]. O

Uma consequéncia importante do Teorema acima é o seguinte corolario, que mostra,

em certo sentido, a unicidade das formas reais compactas de uma algebra semissimples.

Corolario A.59. Se uy e uy sdo formas reais compactas de g, entdo existe um automor-

fismo ¢ de g tal que ¢(uy) = us.

Demonstragao: Basta combinar o Teorema A.58 com o Lema A.56. O

Proposicao A.60. Uma dlgebra complexa g é simples se, e somente se, sua forma real

compacta € simples. Além disso, se g é semissimples e se decompoe e, ideais simples por

g:gl@...@gs7

entdo u = Uy @ --- D uy € uma forma real compacta de g, onde cada u; € forma real

compacta de g;.

Demonstracao: [15, p. 337-338|. O

Para terminar esta secao, consideremos um grupo de Lie G cuja algebra de Lie g
associada ¢ semissimples. Nesse caso, se U C G é um subgrupo de Lie de G tal que sua
algebra u C g é uma forma real compacta de g, entdo dizemos que U é uma forma real

compacta de G.
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B Complexificagao

Nesse apéndice, introduziremos alguns resultados que usamos sobre a complexifica-

¢ao de espagos vetoriais, como feito em [15].

Dado um espago vetorial real W, uma estrutura complexa em W é uma trans-
formacdo linear J : W — W tal que J? = —idy,. O complexificado de W, denotado

por We, é definido a partir do produto por niimeros reais como em
(a +ib)v = av + bJv.

Em contrapartida, dado um espaco vetorial complexo U, sua realificagao ¢é definida pela
restricao de sua estrutura linear complexa para o subcorpo dos reais. Nesse caso, obtemos

um espaco vetorial real, normalmente denotado por U¥.

Definicao B.1. Seja U um espaco vetorial complexo. Uma conjugag¢d@o em U é uma
transformacdio antilinear o : U — U tal que o* = idy.
No caso de algebras de Lie g, dizemos que uma estrutura complexa J ¢ adaptada
quando quando, para todos X,Y € g,
[JX,)Y]=[X,JY]=JX,Y].
Essa condi¢ao implica na condi¢ao mais fraca

[JX,JY]=—[X,Y]

Um antiautomorfismo de g é uma transformacao antilinear inversivel que, para

todos X,Y € g, satisfaz
[cX,0Y] =0[X,Y].
A partir de um antiautomorfismo em g, podemos definir a algebra real
go={X eg|o(X)=X}
cujo complexificado é g.

Definicao B.2. Seja g uma dlgebra complexa. Uma forma real de g € a subdlgebra g

definida como os pontos fixos de uma conjugacio em g. Quando isso ocorre, vale que

9= (go)c-

Lema B.3. Sejam V' um espaco vetorial complexo e T : V. — V wma transformagao

linear. Se T® : R — R ¢é a mesma transformacdo vista em VX, entdo

trT® = 2Re(tr T).
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Proposicao B.4. Seja b uma dlgebra complexa e sejam (-,-) e {-,-)" as formas de Cartan-

Killing de b e (he)®, respectivamente. Dessa forma, para X,Y € b,

(X,Y) =2Re(X,Y).

Dos resultados anteriores, podemos mostrar (-,-) é ndao-degenerada se, e somente
se, ()’ é nao-degenerada. Portanto, uma élgebra complexa é semissimples se, e somente
se, sua realificada também o for. Note que o mesmo nao vale para algebras simples. Em
geral, gc simples implica em g simples, porém a complexificagdo de uma algebra simples
nao necessariamente fornece uma algebra complexa simples. Assim, podemos classificar

algebras reais como
tipo I se g¢ ¢ simples
tipo I se gc ndo é simples

Proposicao B.5. Seja h uma dlgebra complexa. Dessa forma, b € simples se, e somente

se, bR é simples.

Proposigao B.6. Se b ¢ uma dlgebra compleza simples, entio (h¥)c se decompde como

uma soma de dois ideais simples
(6%)c =i @iy
que sdao isomorfos a b.
Proposicao B.7. Seja g uma dlgebra real simples. Se gc se decompoe como
gc =1 Diy

com i, X iy, entdo g = h® para alguma dlgebra compleza simples by, de forma que

Proposicao B.8. Seja g uma dlgebra real. Se g é simples, entdo g € do tipo II se, e

somente se, g = h* para alguma dlgebra simples §.
Teorema B.9. Seja g uma dlgebra real. Se g € simples, entao g é

(i) uma forma real de uma dlgebra complexa simples, ou

(ii) g € o realificado de uma dlgebra compleza simples.
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