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RESUMO

Neste trabalho, estudamos condições para que uma variedade Ćag, possuindo

estruturas invariantes, admita uma estrutura aproximadamente Kähler que não seja

Kähler. Esta é uma resposta parcial à uma conjectura feita por Wolf e Gray, que foi

estudada em um artigo de Luiz A. B. San Martin e Rita de Cássia de J. Silva. Além disso,

criamos uma sequência de resultados que possam servir de guia de estudo para aqueles

interessados em estudar a geometria de variedades Ćag, uma vez que a literatura é escarça

em um material introdutório neste tópico.

Palavras-chave: Variedade Ćag. Estrutura de Kähler. Estrutura aproximadamente

Kähler. Grupo de Lie complexo



ABSTRACT

In this work, we study conditions for which a Ćag manifold having invariant

structures, admits a nearly-Kähler structure that is not Kähler. This is a partial answer

to a conjecture by Wolf and Gray, that was studied in an article by Luiz A. B. San Martin

and Rita de Cássia de J. Silva. Moreover, we create a sequence of results that can be

utilized as a study guide to those interested in studying the geometry of Ćag manifolds,

as the literature is scarce in introductory resources to this topic.

Keywords: Flag manifold. Kähler structure. Nearly-Kähler structure. Complex

Lie group
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho, estaremos interessados em estudar a geometria de variedades Ćag,

ou mais especiĄcamente, estruturas chamadas de Kähler nessa variedade. O estudo de

variedades Ćag é de grande interesse para a matemática. Como veremos durante o trabalho,

alguns exemplos desse tipo de variedade são os espaços projetivos e as grassmannianas,

que possuem uma grande variedade de aplicações, não apenas na matemática e na física,

mas também em áreas como computação. Além disso, as variedades Ćag são um tipo de

espaço homogêneo, que pode ser visto como um quociente de um grupo de Lie. Ainda

veremos que, no caso em que esse grupo de Lie é complexo e semissimples, ele pode

ser tomado, sem perda de generalidade, de forma a ser compacto, o que facilita sua

manipulação, tendo em vista os diversos resultados já obtidos para grupos compactos. Por

outro lado, o estudo de estruturas Kähler, apesar de ser interessante pelo lado matemático,

possui sobretudo importância na física. Variedades como as variedades de Kähler-Einstein,

Calabi-Yau e de Fano surgem no estudo da Relatividade Geral. Uma outra aplicação

para uma métrica de Kähler é conhecida como a métrica de Fubini-Study. Ela é uma

métrica introduzida no espaço projetivo que é de interesse particular para a Mecânica

Quântica. Uma introdução mais matemática para essa métrica pode ser encontrada em

[1] enquanto as aplicações desta métrica na física podem ser encontradas em [2]. Esta

segunda referência, em particular, motiva a introdução desta métrica de forma geométrica.

Para tentar explorar este tópico mais afundo, nos basearemos no artigo intitulado
ŞInvariant nearly-Kähler structuresŤ dos autores Luiz A. B. San Martin e Rita de Cássia
de J. Silva [3]. Nele, os autores buscam responder à uma conjectura feita por Wolf e Gray
em [4] formulada como:

ŞSeja U/H um espaço homogêneo, que não é um espaço simétrico
hermitiano de um grupo de Lie compacto e conexo U atuando
efetivamente tal que H tem posto máximo em U . Então, existe em
U/H uma estrutura quase Hermitiana invariante aproximadamente
Kähler que não é Kähler se, e somente se, a subálgebra de isotropia
é o conjunto de pontos Ąxos de um automorĄsmo φ de ordem
três.Ť

O artigo responde a essa conjectura de forma parcial, uma vez que ela é respondida apenas

no caso particular dos espaços homogêneos formados por variedades Ćag. Porém, esse

caso cobre a maior parte dos espaços homogêneos, de forma que esta resposta é quase

completa.

Apesar da grande importância no estudo desse tipo de variedade, é difícil encontrar

na literatura um material introdutório neste tópico. Encontramos menções tanto em livros

sobre Teoria de Lie que abordam o tema a partir as álgebra de Lie, ou em livros sobre

topologia diferencial, onde o tema é abordado em termos de espaços quocientes. Portanto,
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não é fácil encontrar um material uniĄcado que permita um leitor a se introduzir neste

tópico. Assim, tentamos fornecer aqui uma sequência de resultados que possa auxiliar aos

interessados neste assunto a se adentrar no estudo de variedades Ćag.

O trabalho está particionado da seguinte maneira: no Capítulo 2, introduziremos

os conceitos básicos necessários para estudarmos as variedades Ćag. Alguns dos temas

abordados serão as subálgebras e os subgrupos parabólicos, a geometria de variedades

quocientes e uma caracterização de espaços homogêneos em termos de quocientes de

grupos de Lie. Finalizaremos o capítulo mostrando como as variedades Ćag a conexão

entre Ćags em espaços vetoriais e variedades Ćag. A saber, o conjunto de Ćags de um

espaço vetorial de dimensão Ąnita formam uma variedade Ćag, isso é, é um quociente de

um grupo de Lie por um subgrupo parabólico. Como corolário deste exemplo, concluímos

que os espaços projetivos e as grassmannianas são de fato variedades Ćag.

No Capítulo 3, entramos no artigo propriamente dito, apresentando os conceitos

de métricas e estruturas quase complexas invariantes - fundamentais para responder à

conjectura de Wolf e Gray - seguindo com a deĄnição de estrutura quase Hermitiana. A

partir dela, deĄnimos a forma fundamental, ou forma de Kähler e terminamos distinguindo

estruturas Kähler, quase-Kähler e aproximadamente Kähler.

No Capítulo 4, utilizamos os resultados obtidos no Capítulo 3 para mostrar que a

estrutura quase complexa na variedade é completamente determinada por seus autovalores.

Um resultado similar é encontrado para a métrica. Durante o capítulo veremos que as

propriedades mais importantes da estrutura quase Hermitiana podem ser encontradas a

partir de trincas de raízes. Dependendo de como estas raízes estão relacionadas entre si, os

números que deĄnem a métrica e a estrutura quase complexa mudam seu comportamento,

permitindo conectar as raízes e a própria estrutura no espaço.

Finalmente, no capítulo 5, pretendemos responder à conjectura de Wolf e Gray.

Para isso, introduzimos o conceito de altura de raízes com respeito a um certo conjunto de

raízes simples pré-determinado. Isso nos permite encontrar uma equivalência para quando

uma variedade Ćag admite uma estrutura aproximadamente Kähler que não é Kähler em

termos destes automorĄsmos de ordem 3.

Finalizamos o trabalho com dois apêndices. O primeiro deles fornece uma in-

trodução aos básicos da Teoria de Lie e o segundo descreve alguns resultados sobre a

complexiĄcação de espaços vetoriais, que são utilizados durante o trabalho.
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Neste trabalho, estaremos interessados sobretudo no estudo de grupos e álgebras

de Lie complexos. Assim, denotaremos por G um grupo de Lie complexo e por g sua

álgebra de Lie correspondente, a não ser que seja explicitado antes.

2.1 Variedades quocientes

Nesta seção seguiremos sobretudo a referência [5].

2.1.1 Ações de grupos

Primeiramente, devemos nos relembrar de alguns conceitos de Teoria de Grupos.

Dado um grupo G e um conjunto X, uma ação (à esquerda)1 de G em X é uma

aplicação α : G×X ! X, denotada usualmente por α(g, x) := g · x ou α(g, x) := gx, tal

que

(a) e · x = x para todo x ∈ X; e

(b) g · (h · x) = (gh) · x para todos g, h ∈ G e x ∈ X,

onde e denota o elemento neutro de G.

Ainda, considerando a notação acima, tomando x ∈ X, deĄnimos a órbita de x

como o conjunto

G · x := ¶g · x ♣ g ∈ G♢.

O grupo de isotropia de x ∈ X, por sua vez, é deĄnido como o conjunto

Gx := ¶g ∈ G ♣ g · x = x♢.

Se para cada x ∈ X, Gx = ¶e♢, dizemos que a ação é Ąel.

Quando, para todo x ∈ X, G · x = ¶e♢, dizemos que a ação α é livre.

Quando a ação α possui apenas uma órbita, isso é, X = G · x para algum x ∈ X

(nesse caso a órbita de todos os elementos de X é a mesma) dizemos que α é transitiva.

Equivalentemente, a ação é transitiva quando, para todos x, y ∈ X, existe g ∈ G tal que

y = g · x.

Proposição 2.1. Seja α : G×X ! X uma ação de G sobre X. Nesse caso, a relação

em X

x ∼α y ⇔ ∃g ∈ G tal que y = g · x

1 Neste trabalho, trataremos apenas de ações à esquerda. Portanto, para evitar sobrecarregar
a nomenclatura, nos referiremos a ações à esquerda simplesmente pelo termo ação.
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é de equivalência.

Demonstração: Pela deĄnição de ação, e ·x = x mostrando que ∼α é reĆexiva. Tomemos

agora x, y ∈ X tal que x ∼α y. Assim, existe g ∈ G tal que y = g · y. Portanto,

g−1 · y = g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = e · x = x,

isso é, ∼α é simétrica. Finalmente, dados x, y, z ∈ X tais que x ∼α y e y ∼α z, então,

existem g, h ∈ G tais que y = g · x e z = h · y. Assim,

z = h · y = h · (g · x) = (gh) · x,

mostrando que ∼α é transitiva. Logo, ∼α é relação de equivalência. 2

Corolário 2.2. As classes de equivalência de ∼α são as órbitas da ação α.

Pela Proposição 2.1 temos o direito de pensar no espaço quociente X/ ∼α que

nada mais é do que o conjunto das órbitas de α e é normalmente denotado por X/G.

Consideremos agora X um espaço topológico. Podemos deĄnir uma ação em X

como uma aplicação de um grupo G sobre o conjunto subjacente de X. Todas as deĄnições

acima ainda são válidas nesse caso. Notamos, no entanto, que nesse caso a projeção

canônica π : X ! X/G pode ser utilizada para deĄnir uma topologia quociente em X/G.

Assim, podemos considerar X/G como um espaço topológico (com a topologia quociente)

que é denominado de espaço das órbitas de α.

DeĄnição 2.3. Seja G um grupo dotado de uma topologia. Quando as aplicações

p : G×G! G

(g, h) 7! gh

e

i : G! G

g 7! g−1

são contínuas (no caso de p, consideramos a topologia produto em G×G), dizemos que G

é um grupo topológico.

DeĄnição 2.4. Sejam X um espaço topológico e G um grupo topológico. Se G age sobre

X por uma ação

α : G×X ! X

(g, x) 7! g · x,
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tal que α é uma aplicação contínua (considerando-se a topologia produto em G×X), então

dizemos que α é uma ação contínua e dizemos que G age continuamente sobre X. No

caso em que G é um grupo de Lie e X é uma variedade diferenciável, dizemos que a ação

é diferenciável quando α for diferenciável. Ainda, quando X é uma variedade suave, e

α é uma aplicação suave, então dizemos que a ação é suave.

Consideremos, agora, uma variedade topológica M e um grupo topológico G.

Quando G age transitivamente e continuamente sobre M , dizemos que M é um G−espaço.

Lema 2.5. Seja U ⊆ M e deĄna o conjunto

g · U := ¶g · x ♣ x ∈ U♢.

Assim, se π : M !M/G é a projeção canônica, então

π−1(π(U)) =
⋃

g∈G

g · U.

Demonstração: Com efeito, se p ∈ π−1(π(U)), então π(p) = π(u) = G · u, para algum

u ∈ U . Assim, p ∈ G ·u e, portanto, p ∈
⋃

g∈G g ·U . Por outro lado, se y ∈
⋃

g∈G g ·U , então

existem g ∈ G e u ∈ U tais que y = g · u. Portanto, π(y) = π(u), ou, equivalentemente,

y ∈ π−1(π(U)). Logo,

π−1(π(U)) =
⋃

g∈G

g · U.

2

Lema 2.6. Sejam G um grupo topológico e X um espaço topológico. Dessa forma, se a

ação de G em X é contínua, então a projeção canônica π : X ! X/G é aberta.

Demonstração: Seja U ⊆ X um aberto. Como a topologia em X/G é quociente,

queremos mostrar que π−1(π(U)) é aberto em X. Porém, note que pelo Lema 2.5,

π−1(π(U)) =
⋃

g

g · U.

Como o mapa p 7! g · p é um homeomorĄsmo, temos que g · U é aberto para todo g ∈ G.

Logo, π−1(π(U)) é aberto em X e, portanto, π(U) é aberto, por deĄnição. 2

Necessitaremos da seguinte deĄnição, usual nos textos de topologia.

DeĄnição 2.7. Sejam X e Y espaços topológicos e f : X ! Y uma aplicação. Dizemos

que f é própria quando, para todo compacto K ⊆ Y , f−1(K) é compacto.
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DeĄnição 2.8. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topológica e α : G×M !M

uma ação contínua. Nesse caso, α é dita própria quando a aplicação

G×M !M ×M

(g, p) 7! (g · p, p)

for própria.

Observação 2.9. Em geral, a DeĄnição 2.8 é mais fraca do que pedir que a ação α seja

própria no sentido topológico, como uma aplicação contínua. [5, p.542].

Antes de seguir para o próximo resultado, devemos chamar atenção para o seguinte

resultado de topologia.

Teorema 2.10. Sejam X um espaço topológico e Y um espaço de Hausdorff localmente

compacto. Dessa forma, toda aplicação própria e contínua f : X ! Y é fechada.

Demonstração: [5, p. 611]. 2

Proposição 2.11. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topológica e α : G×M×

M é uma ação contínua e própria. Dessa forma, o espaço das órbitas M/G é Hausdorff.

Demonstração: Consideremos a aplicação

Φ : G×M !M ×M

(g, p) 7! (g · p, p)

que é própria, pois a ação é própria por hipótese. Consideremos o conjunto

M ×M ⊇ O := Φ(G×M) = ¶(g · p, p) ∈ M ×M ♣ p ∈ M, g ∈ G♢.

Pelo Teorema 2.10, o conjunto O é fechado em M ×M . Assim, como π : M ! M/G é

aberta pelo Lema 2.6, o exercício A.36 em [5, p. 606] mostra que M/G é Hausdorff. 2

DeĄnição 2.12. Seja X um espaço topológico e A ⊆ X um subconjunto. Dizemos que A

é relativamente compacto quando o fecho de A é compacto.

Proposição 2.13 (Caracterização de ações próprias). Sejam G um grupo de Lie,

M uma variedade topológica e α uma ação contínua de G em M . Dessa forma, são

equivalentes

(i) α é própria.
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(ii) Se (pi) e (gi) são sequências em M e G, respectivamente tais que (pi) e (gi · pi)

convergem, então (gi) possui alguma subsequência convergente.

(iii) Para todo subconjunto compacto K ⊆ M , o conjunto GK = ¶g ∈ G ♣ (g ·K)∩K ≠ ∅♢

é compacto.

Demonstração: (i) ⇒ (ii). Suponhamos que a aplicação Θ(g, p) = (g · p, p) seja própria

e tomemos sequências (pi) ⊆ M e (gi) ⊆ G tais que (pi) e (gi · pi) são convergentes.

Denotemos os limites por

p = lim
i
pi e q = lim

i
gi · pi

e sejam U, V ⊆ M vizinhanças relativamente compactas de p e q, respectivamente. Assim,

para i suĄcientemente grande temos que

Θ(gi, pi) = (gi · pi, pi) ∈ V × U.

Como V × U é compacto e Θ é própria, então Θ−1(V × U) é compacto. Além disso,

temos (gi, pi) ∈ Θ−1(V × U) para todo i. Portanto, existe uma subsequência de (gi, pi)

que converge em G×M . Em particular, (gi) possui uma subsequência convergente em G.

(ii) ⇒ (iii). Suponhamos que a aĄrmação (ii) é válida e seja K ⊆ M um compacto.

Consideremos o conjunto

GK = ¶g ∈ G ♣ (g ·K) ∩K ̸= ∅♢

como no enunciado e tomemos uma sequência (gi) ⊆ GK . Assim, por deĄnição, para cada

i existe pi ∈ (gi ·K) ∩K, ou seja, pi ∈ K e g−1
i · pi ∈ K. Como K é compacto, temos que

(pi) e (g−1
i · pi) convergem, passando a subsequências se necessário. Assim, por (ii) existe

uma subsequência (gik
) de (gi) que converge. Logo, toda sequência de GK possui uma

subsequência convergente, o que mostra que GK é compacto.

(iii) ⇒ (i). Suponhamos que (iii) é válida. Assim, tomemos um compacto

L ⊆ M × M e seja K = π1(L) ∪ π2(L), onde π1, π2 : M × M ! M são as projeções na

primeira e na segunda coordenadas, respectivamente. Assim, como L ⊆ K ×K,

Θ−1(L) ⊆ Θ−1(K ×K) = ¶(g, p) ♣ g · p ∈ K e p ∈ K♢ ⊆ GK ×K.

Como Θ é contínua, Θ−1(L) é fechado e, como GK ×K é compacto, temos que Θ−1(K) é

compacto. Logo, Θ é própria. 2

Corolário 2.14. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topológica e α : G×M !

M uma ação contínua. Dessa forma, se G for compacto, então α é própria.
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Demonstração: Sejam (pi) e (gi) são sequências satisfazendo as hipótese da aĄrmação

(ii) da Proposição 2.13. Assim, como toda sequência (gi) de G possui uma subsequência

convergente (pois G é compacto), então a tese da aĄrmação (ii) é satisfeita. Logo, isso

equivale a dizer que a ação é própria. 2

Proposição 2.15 (Órbitas de ações próprias). Sejam G um grupo de Lie, M uma

variedade suave e α : G×M ! M uma ação própria e suave. Dessa forma, para cada

p ∈ M o mapa orbital

α(p) : G!M

g 7! g · p

é próprio e, consequentemente, a órbita G · p é fechada em M .

Demonstração: Seja K ⊆ M um compacto. Assim, (α(p))−1(K) é fechado em G pela

continuidade de α(p). Agora, temos que

(α(p))−1(K) ⊆ GK∪¶p♢,

o que mostra que (α(p))−1(K) é compacto, pois GK∪¶p♢ é compacto, uma vez que a ação

α é própria. Logo, α(p) é uma aplicação própria e, portanto, G · p = α(p)(G) é fechado

pelo Teorema 2.10. 2

Corolário 2.16. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade topológica e α : G×M !

M uma ação contínua. Dessa forma, se α é própria, então cada órbita é um fechado de

M e cada grupo de isotropia é fechado.

Demonstração: As órbitas são fechadas como consequência da Proposição anterior.

Agora, note que cada grupo de isotropia Gp é o próprio conjunto G¶p♢ = ¶g ∈ G ♣ (g ·

¶p♢) ∩ ¶p♢ ≠ ∅♢. De fato, se g ∈ Gp, então g · p = p e, portanto, g · p ∈ g · ¶p♢ ∩ ¶p♢, ou

seja, g ∈ G¶p♢. Por outro lado, se g ∈ G¶p♢, então g · ¶p♢ ∩ ¶p♢ ≠ ∅, isso é, g · p = p. Logo,

pela Proposição 2.13, os grupos de isotropia são compactos. 2

2.1.2 O Teorema da variedade quociente

Teorema 2.17 (Teorema da Variedade Quociente). Sejam G um grupo de Lie, M

uma variedade suave e α : G×M !M uma ação suave, livre e própria. Nessas hipóteses,

o espaço orbital M/G é uma variedade topológica de dimensão dimM − dimG e possui

uma única estrutura suave tal que a aplicação quociente π : M !M/G é uma submersão

suave.
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Demonstração: A demonstração deste teorema é extensa e, por brevidade a evitaremos

aqui. Porém, para o leitor interessado, sugerimos a referência [5, p. 544] que serviu de

base para o que Ązemos até aqui e, portanto, utiliza notações e termos similares ao que

foi feito até agora. 2

2.1.3 Espaços Homogêneos

Sejam M uma variedade suave, G um grupo de Lie e α : G×M !M uma ação

diferenciável sobre M . Quando α é transitiva, dizemos que M é um espaço homogêneo

de G ou um G−espaço homogêneo.

A partir de um grupo de Lie, podemos construir uma grande quantidade de espaços

homogêneos. Antes de mostrar como fazer essa construção, porém, relembremos o Teorema

de Cartan, também conhecido como o Teorema do Subgrupo Fechado.

Teorema 2.18 (Teorema de Cartan). Seja G um grupo de Lie e H ⊆ G um subgrupo

de G. Dessa forma, se H é fechado, então H é um subgrupo de Lie mergulhado de G.

Para o leitor interessado na demonstração deste Teorema, sugerimos [5, p. 523].

Teorema 2.19 (Teorema de Construção de Espaços Homogêneos). Sejam G um

grupo de Lie e H ⊆ G um subgrupo fechado de G. Dessa forma, o quociente G/H é uma

variedade topológica com dimG/H = dimG− dimH e possui uma única estrutura suave

tal que π : G! G/H é uma submersão. Além disso, a ação

G×G/H ! G/H

(g1, g2H) 7! g1g2H

transforma G/H em um G−espaço homogêneo.

Demonstração: Consideremos a ação à direita induzida por H, isso é,

α : G×H ! G

(g, h) 7! gh.

Agora, dados g1, g2 ∈ G, note que g2 ∈ g1H se, e somente se, existe h ∈ H tal que g2 = g1h

ou equivalentemente, g2 está na órbita de g1. Isso mostra que o espaço das órbitas dado

pela ação à direita de H é o conjunto das classes laterais à esquerda de H.

O Teorema de Cartan garante que H é um subgrupo de Lie mergulhado de G.

Além disso, a ação à direita de H em G é suave, livre e própria. De fato, ela é suave por

ser a restrição do produto em G. Ela é livre, pois

gh = g ⇔ h = e.
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Finalmente, para ver que é própria, seja (gi) ⊆ G uma sequência convergente, (hi) ⊆ H

uma sequência tal que (gihi) ⊆ G converge. Por continuidade do produto, temos que

hi = g−1
i (gihi)

converge em G. No entanto, como H é fechado e possui a topologia de subespaço, (hi)

converge em H. Portanto, pela Proposição 2.13, temos que a ação é própria.

Com essas propriedades, podemos aplicar o Teorema da Variedade Quociente 2.17,

o que mostra que o espaço das órbitas G/H possui uma única estrutura suave onde a

projeção canônica é uma submersão suave. Assim, o mapa

idG ×π : G×G! G×G/H

é uma submersão suave. Dessa forma, consideremos o diagrama

G×G G

G×G/H G/H

idG ×π

p

π

α

onde p : G × G ! G é o produto em G e α é a ação enunciada. AĄrmamos que π ◦ p

é constante nas Ąbras de idG ×π. Com efeito, seja (g1, g2H) ∈ G × G/H. Tomemos

(g1, x), (g1, y) ∈ (idG ×π)−1(¶(g1, g2H)♢). Assim, temos

π ◦ p(g1, x) = π(g1x) = π(g1g2h) = π(g1g2) = π(g1g2h
′) = π(g1y) = π ◦ p(g1, y),

onde h, h′ ∈ H são tais que x = g2h e y = g2h
′, que existem, pois π(x) = g2H = π(y).

Assim, pelo Teorema 4.30 de [5, p. 90], temos que α está bem-deĄnida e é suave.

Finalmente, dados g1H, g2H ∈ G/H, temos que

(g2g
−1
1 ) · g1H = g2H,

ou seja, α é transitiva. 2

DeĄnição 2.20. Sejam M e N variedades suaves e G um grupo de Lie. Se G age

suavemente sobre M e N , então uma aplicação f : M ! N é chamada de equivariante

com respeito a ação de G quando, para cada g ∈ G,

f(g · p) = g · f(p)∀p ∈ M.

O Teorema acima é de importância central no estudo de Espaços homogêneos, uma

vez que, como veremos no próximo resultado, todo espaço homogêneo pode ser descrito

como um quociente de um grupo de Lie por um subgrupo fechado.
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Teorema 2.21 (Teorema de Caracterização para Espaços Homogêneos). Sejam

G um grupo de Lie, M um G−espaço homogêneo e p ∈ M . Nesse caso, o grupo de isotropia

Gp é um subgrupo fechado de G e a aplicação

F : G/Gp !M

gGp 7! g · p

é um difeomorĄsmo equivariante.

Demonstração: Denotemos a ação de G em M por α e consideremos o mapa orbital

α(p) : G!M . Como α(p) é contínuo, temos que Gp é fechado, pois

Gp = (α(p))−1(p).

Para mostrar que F é bem-deĄnida, sejam g1Gp, g2Gp ∈ G/Gp tais que g1Gp = g2Gp.

Assim, existe algum h ∈ Gp tal que g2 = g1h e, portanto,

F (g2Gp) = g2 · p = g1h · p = g1 · (h · p) = g1 · p = F (g1H),

mostrando que F é bem-deĄnida. Agora, F é equivariante, pois

F (ghGp) = (gh) · p = g · (h · p) = g · F (hGp).

Finalmente, F é suave, pois

G

G/Gp M

π α(p)

F

comuta e α(p) é suave. Assim, podemos usar o Teorema 4.30 ([5, p. 90]), para mostrar

que F é suave.

Finalmente, mostraremos que F é bijetiva. Dado q ∈ M , a transitividade de α

garante que existe um g ∈ G tal que q = g · p e, portanto, F (gGp) = q, mostrando

que F é sobrejetiva. Para mostrar a injetividade, sejam g1Gp, g2Gp ∈ G/Gp tais que

F (g1Gp) = F (g2Gp). Assim, g1 ·p = g2 ·p o que implica em g−1
1 g2 ·p = p. Assim, g−1

1 g2 ∈ Gp

ou, equivalentemente, g1Gp = g2Gp. Logo, F é uma bijeção suave e equivariante o que,

pelo Teorema do Posto Equivariante [5, p. 165], mostra que F é um difeomorĄsmo. 2

2.2 Subálgebras de Borel e parabólicas

Nesta seção, apresentaremos uma série de deĄnições e resultados necessários

para que compreendamos a deĄnição de uma variedade Ćag. Estamos assumindo certa
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familiaridade com Teoria de Lie, porém, para o leitor interessado, apresentamos no

Apêndice A a maior parte do que precisaremos usar durante o restante do trabalho.

Por brevidade, evitaremos fazer as demonstrações nesta seção, porém todos os

resultados podem ser encontrados em [6].

Tomemos uma álgebra de Lie semissimples g com uma subálgebra de Cartan

h. Denotemos por Π um sistema de raízes correspondentes a h e Π+ um conjunto das

raízes positivas. A partir desse sistema, deĄnimos a subálgebra de Borel canônica

correspondente ao sistema Π por

b := h ⊕
∑

α∈Π+

gα.

Observação 2.22. Em geral as subálgebras de Borel são deĄnidas como subálgebras

conjugadas da álgebra acima.

Denotemos por G um grupo de Lie complexo e conexo cuja álgebra de Lie é g.

Nesse caso, deĄnimos o subgrupo de Cartan de G como o centralizador em G de h,

isso é,

H := ZG(h) := ¶g ∈ G ♣ Ad(g)H = H, ∀H ∈ h♢.

Proposição 2.23. O subgrupo de Cartan tem álgebra de Lie h e é conexo.

De forma similar, deĄnimos um subgrupo de Borel, correspondente a uma

subálgebra de Borel b, de G como o normalizador no grupo G de b, isso é,

B := NG(b) = ¶g ∈ G ♣ Ad(g)b = b♢.

Proposição 2.24. Seja B um subgrupo de Borel de G. Dessa forma, B possui álgebra

de Lie b, é um subgrupo fechado e conexo de G e N(B) = B.

Proposição 2.25. Se B ⊆ G é um subgrupo de Borel, então B é solúvel maximal.

DeĄnição 2.26. Seja p ⊆ g uma subálgebra. Nesse caso, dizemos que p é uma subálge-

bra parabólica quando p ⊇ b para alguma subálgebra de Borel b.

A partir de um sistema de raízes podemos encontrar uma subálgebra parabólica.

Com efeito, consideremos Π um sistema de raízes e Σ um sistema simples de raízes de Π.

Dado um subconjunto arbitrário Θ ⊆ Σ, para cada α ∈ Π existe uma única decomposição

da forma

α =
∑

β∈Σ

nβ(α)β,
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onde nβ(α) ∈ Z e todos do mesmo sinal que a raiz α. Agora, consideremos os conjuntos

Θr := ¶α ∈ Π ♣ nβ(α) = 0 ∀β ̸∈ Θ♢

e

Θn := ¶α ∈ Π+ ♣ α ̸∈ Θr♢ = ¶α ∈ Π ♣ ∃β ∈ Θ : nβ(α) > 0♢.

DeĄnição 2.27. Denotaremos por ⟨Θ⟩ o subconjunto de Π formado pelas combinações

lineares inteiras de Θ.

Proposição 2.28. Θr = ⟨Θ⟩ e Θn = Π+ \ ⟨Θ⟩.

Demonstração: Com efeito, se α ∈ ⟨Θ⟩, temos que sua decomposição em raízes simples

possui apenas componentes em Θ, ou seja, nβ(α) = 0 para todo β ̸∈ Θ. Portanto, α ∈ Θr.

Por outro lado, se α ∈ Θr, então α é uma combinação linear de elementos de Θ. Com

isso, mostramos a primeira igualdade.

Para a segunda, notemos que α ∈ Π+ \ ⟨Θ⟩ se, e somente se, α ∈ Π+ e α ̸∈ Θr

pela primeira igualdade. Com isso, concluímos a proposição. 2

A partir desses conjuntos, deĄnimos

pΘ := h ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩

gα ⊕
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

gα. (2.1)

Proposição 2.29. pΘ é uma subálgebra de g tal que pΘ ⊇ b a subálgebra canônica de

Borel.

Proposição 2.30. Seja p uma subálgebra que contém a subálgebra de Borel canônica.

Nesse caso, existe um conjunto de raízes simples Θ ⊆ Σ tal que p = pΘ.

A Proposição 2.30 mostra que qualquer subálgebra parabólica é encontrada a partir

de um conjunto de raízes simples.

Consideremos uma subálgebra parabólica p ⊆ g. DeĄnimos o subgrupo parabó-

lico correspondente a p como o normalizador de p em G, isso é,

P = NG(p) = ¶g ∈ G ♣ Ad(g)p = p♢.

A Proposição a seguir descreve algumas propriedades dos subgrupos parabólicos.

Proposição 2.31 (Propriedades dos subgrupos parabólicos). Se P ⊆ G é parabó-

lico correspondente à subálgebra parabólica p, então P possui álgebra de Lie p, é um

subgrupo fechado e conexo de G e N(P ) = P .
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Demonstração: A demonstração desses fatos pode ser encontrada em [6]. O fato de que

subgrupos parabólicos são conexos, em particular, utiliza de tópicos mais aprofundados

de Teoria de Representações que decidimos evitar neste trabalho. No entanto, esta prova

será revisitada mais adiante, a saber na Proposição 2.51, em um contexto mais especíĄco

da proposta inicial. 2

Notemos que, diferentemente da deĄnição de subálgebra parabólica, a deĄnição de

subgrupo parabólico não envolve subgrupos de Borel. Assim, surge uma pergunta natural:

um subgrupo é parabólico se, e somente se, ele contém algum subgrupo de Borel? Como

esta foi a deĄnição para uma subálgebra parabólica, é natural pensarmos que essa relação

se reĆete no grupo. Com efeito, a resposta para essa pergunta é positiva.

Teorema 2.32. Seja G um grupo de Lie com álgebra g. Dessa forma, P ⊆ G é um

subgrupo parabólico se, e somente se, existe um subgrupo de Borel B tal que B ⊆ P .

2.3 Decomposições

2.3.1 Decomposições de Cartan

Nesta seção, utilizaremos alguns conceitos de complexiĄcação de espaços vetoriais

que podem ser encontrados no apêndice B.

Consideremos uma álgebra de Lie semissimples real g. Nesse caso, segue que sua

complexiĄcação gC também é semissimples. Além disso, denotaremos por u a forma real

compacta de gC, como deĄnida na Seção A.11.

Uma decomposição de Cartan de g é uma soma direta do tipo

g = k ⊕ s,

onde k = g ∩ u e s = g ∩ iu. Uma decomposição desse tipo sempre existe, pelo Teorema

A.58. De fato se σ é a conjugação2 relacionada a g então, ainda pelo Teorema A.58,

existe uma forma real compacta u cuja conjugação τ comuta com σ. Essa comutatividade

implica que τ(g) = g e σ(u) = u. Assim, dado X ∈ g qualquer, podemos escrever

X =
X + τ(X)

2
+
X − τ(X)

2
.

Por um lado, como τ(g) = g, temos que ambos os termos acima pertencem a g. Por outro

lado, podemos escrever X = A+ iB, onde A,B ∈ u. Nesse caso, temos que

X + τ(X)
2

= A e
X − τ(X)

2
= iB ∈ iu.

2 DeĄnição B.1
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Assim, existe a decomposição de Cartan g = g∩u⊕g∩ iu. Essa decomposição não é única,

porém, como podemos passar de uma decomposição para outra por um automorĄsmo

interno, de forma que os resultados obtidos para uma ainda são válidos para as outras.

Proposição 2.33. Valem as seguintes propriedades para as decomposições de Cartan:

(i) [k, k] ⊆ k, [k, s] ⊆ s e [s, s] ⊆ k;

(ii) se θ = τ ♣g, então θ2 = idg. Além disso seu autoespaço associado ao autovalor 1 é k

e o autoespaço associado a −1 é s (θ é chamada de involução de Cartan);

(iii) a forma de Cartan-Killing Kg é negativa deĄnida em k e positiva deĄnida em s;

(iv) se g = k1 ⊕ s1 = k2 ⊕ s2 são duas decomposições de Cartan, então existe ϕ um

automorĄsmo de g0 tal que ϕ(k1) = k2 e ϕ(s1) = s2;

(v) se X ∈ k e Y ∈ s, então Kg(X, Y ) = 0;

(vi) a forma bilinear Bθ(X, Y ) = −Kg(X, θY ) é um produto interno;

(vii) se X ∈ k e Z,W ∈ g, então

Bθ([X,Z],W ) = −Bθ(Z, [X,W ]);

(viii) se Y ∈ s e Z,W ∈ g, então

Bθ([Y, Z],W ) = Bθ(Z, [Y,W ]);

(ix) k é uma subálgebra compacta maximal;

(x) se g é o realiĄcado de uma álgebra complexa semissimples, então as decomposições

de Cartan de g são dadas por g = u ⊕ iu, onde u é uma forma real compacta de g;

(xi) o isomorĄsmo ad : g ! Der g e a involução de Cartan deĄnem um automorĄsmo

θ : Der g ! Der g tal que

g g

Der g Der g

θ

ad ad

θ

Exemplo 1. Considerando a álgebra sl(n,R), temos que sua complexiĄcação é sl(n,C)

e a forma real compacta de sl(n,C) é u = su(n). Com isso, temos que k = g∩ u = so(n) e

s = g ∩ iu é o espaço das matrizes simétricas de traço zero. Além disso, em relação a esta

forma real compacta, a conjugação τ é dada por

τ(Z) = −Z
t
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e a involução de Cartan por

θ(X) = −X t.

•

2.3.2 Decomposições globais

Nosso objetivo agora é passar a decomposição de Cartan para os grupos de Lie

associados. Começamos mostrando para o grupo Aut0 g, que é um grupo de Lie com

álgebra g, onde g é uma álgebra de Lie real. Fixemos uma decomposição de Cartan

g = k ⊕ s com involução θ que induz o produto interno Bθ = −Kg(X, θY ).

DeĄnição 2.34. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Denotaremos o grupo

dos automorĄsmos de G por AutG e o grupo de automorĄsmos de g por Aut g.

DeĄnição 2.35. A componente conexa de Aut g será denotada por Aut0 g.

Se θ0 : Aut0 g ! Aut0 g é deĄnido por θ0(g) = θgθ−1, temos que θ0 é um auto-

morĄsmo do próprio grupo adjunto de Aut0 g (θ0 ∈ Aut0(Aut0 g)). Além disso, temos

que

θ0(ad(X)) = θ ad(X)θ−1 = ad(θX)

isso é, θ0 é uma extensão de θ em Der g ∼= g.

Teorema 2.36. Sejam G um grupo de Lie semissimples conexo e g = k ⊕ s uma decom-

posição de Cartan de sua álgebra de Lie. Escrevendo K = ⟨exp k⟩ e S = exp s, valem as

seguintes aĄrmações:

(i) G = SK = KS e todo g ∈ G se escreve de maneira única como g = sk ou g = ks,

k ∈ K e s ∈ S;

(ii) S é uma subvariedade mergulhada de G difeomorfa a s pelo mergulho exp : s ! S;

(iii) as aplicações K × S ! G dadas por (k, s) 7! ks e (k, s) 7! sk são difeomorĄsmos;

(iv) o centro Z(G) de G está contido em K;

(v) K = exp k e K é compacto se, e somente se, Z(G) é Ąnito.
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2.3.3 Decomposição de Iwasawa

As álgebras semissimples reais podem ser decompostas de forma análoga às de-

composições em espaços de raízes das álgebras complexas. Ela não é feita, nesse caso, em

relação a uma subálgebra de Cartan, uma vez que ad(H), para H ∈ h, não necessariamente

possui autovalores reais.

Assim, consideremos uma álgebra semissimples real g e uma decomposição de

Cartan g = k ⊕ s. Tomemos a ⊆ s uma subálgebra abeliana maximal. A existência de

a é garantida pela dimensão Ąnita de g. Nesse caso, para H ∈ a, temos que ad(H) é

diagonalizável, pois ad(H) é simétrica em relação ao produto interno Bθ (Proposição 2.33).

Além disso, como a é abeliana e ad(H) é simétrica pelo item (viii) da Proposição 2.33,

ad(H) é simultaneamente diagonalizável para H ∈ a. Assim, para α ∈ a∗, o subespaço

gα := ¶X ∈ g ♣ ∀H ∈ a, ad(H)X = α(H)X♢

é um autoespaço comum a ad(H), H ∈ a, se gα ̸= ¶0♢. Nesse caso, α é chamado de raiz

de a quando α ̸= 0 e g se decompõe como

g = g0 ⊕
∑

α

gα,

onde α percorre todas as raízes g0 é uma subálgebra, pois é o centralizador de a.

Lema 2.37. Sejam g0 como acima e m = g0 ∩k. Dessa forma, g0 = m⊕a e g se decompõe

como

g = m ⊕ a ⊕
∑

α

gα.

DeĄnição 2.38. Sejam g uma álgebra de Lie real com uma decomposição de Cartan

g = k ⊕ s, a ⊆ s uma álgebra abeliana maximal e H ∈ a um elemento regular real.

Consideremos a decomposição de g em espaços de raízes e denotemos por n a subálgebra

n :=
∑

α(H)>0

gα.

Dessa forma, a decomposição de Iwasawa de g é dada por

g = k ⊕ a ⊕ n.

Com essa deĄnição, podemos deĄnir a decomposição de Iwasawa de um grupo de

Lie.

Teorema 2.39. Sejam G um grupo de Lie semissimples e conexo com álgebra de Lie

g e g = k ⊕ a ⊕ n uma decomposição de Iwasawa de g. Dessa forma, G = KAN , onde

K = exp k, A = exp a e N = exp n.

Demonstração: Pode ser encontrada em [7, p. 262]. 2
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2.4 Variedades Ćag

Seja G um grupo de Lie complexo, com álgebra g semissimples. Seja Π um conjunto

de raízes de g e Σ ⊆ Π um sistema simples de raízes. Tomando um conjunto Θ ⊆ Σ

arbitrário, consideremos a subálgebra parabólica (2.1).

Como já vimos, podemos deĄnir um subgrupo parabólico a partir de uma subálgebra

parabólica. Portanto, deĄniremos o subgrupo parabólico

PΘ := NG(pΘ).

DeĄnição 2.40. A variedade flag dada por Θ ⊆ Σ é deĄnida como o quociente

FΘ := G/PΘ.

Quando PΘ é o subgrupo parabólico minimal, dizemos que a variedade Ćag é maximal.

Já para Θ ̸= ∅, dizemos que a variedade Ćag é parcial.

O seguinte resultado é muito importante para o estudo de variedades Ćag, uma

vez que ele permite usar uma série de resultados úteis.

Proposição 2.41. Se FΘ = G/PΘ é uma variedade Ćag, então FΘ é um espaço homogê-

neo.

Demonstração: Pela Proposição 2.31, temos que PΘ é um subgrupo fechado de G.

Assim, O Teorema de Construção de Espaços Homogêneos garante que que G/PΘ possui

uma única estrutura suave tal que π : G! G/H é uma submersão e a ação

· : G× FΘ ! FΘ

(g, hPΘ) 7! ghPΘ.

transforma G/PΘ em um espaço homogêneo. 2

Estamos interessados agora em ver uma variedade Ćag FΘ = G/PΘ em termos do

subgrupo U = exp u, onde u é a forma real compacta de g, a álgebra de G. A principal

vantagem de fazermos isso, é que o subgrupo U é compacto e, assim, podemos fazer uso

da grande quantidade de resultados existentes para esse tipo de grupo.

Para começar essa discussão, consideremos uma álgebra de Lie complexa semis-

simples g e seu grupo de Lie G respectivo. Denotemos por u sua forma real compacta,

encontrada pela base de Weyl como feito na Seção A.11. Denotando os espaços de raízes

por gα, deĄnimos os subespaços de u

uα := u ∩ (gα ⊕ g−α).

No seguinte lema, utilizaremos resultados da seção A.11.
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Lema 2.42. uα = spanR¶Aα, iSα♢3.

Demonstração: Temos que spanR¶Aα, iSα♢ ⊆ spanR¶iHα, Aα, iSα ♣ α ∈ Π+♢ = u e

spanR¶Aα, iSα♢ ⊆ gα ⊕ g−α, pois

Aα = Xα −X−α ∈ gα ⊕ g−α e iSα = i(Xα +X−α) ∈ gα ⊕ g−α.

Assim, spanR¶Aα, iSα♢ ⊆ uα. Como ambas são bidimensionais, segue que temos a igual-

dade. 2

Proposição 2.43. Se hR denota a subálgebra real hR := spanR¶Hα ♣ α ∈ Π♢, então

u = ihR ⊕
∑

α∈Π+

uα.

Demonstração: Lembremos que,

u = spanR¶iHα, Aα, iSα ♣ α ∈ Π+♢.

Assim, seja X ∈ u. Podemos escrever

X = iH +
∑

α∈Π+

aαAα +
∑

α∈Π+

bαiSα,

onde H ∈ hR. Note que tanto Aα = Xα −X−α e Sα = Xα +X−α estão em gα ⊕ g−α. Por

outro lado, aαAα, bαiSα ∈ u. Portanto, X ∈ ihR ⊕
∑

α∈Π+ uα. Assim,

u ⊆ ihR ⊕
∑

α∈Π+

uα.

Como temos que ambos ihR ⊆ u e uα ⊆ u, obtemos a outra inclusão, concluindo a

demonstração. 2

Consideremos a subálgebra parabólica

pΘ := h ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩

gα ⊕
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

gα.

A partir dela, deĄnimos a subálgebra kΘ := pΘ ∩ u de u.

Proposição 2.44. kΘ = ihR ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩+

uα, onde ⟨Θ⟩+ := ⟨Θ⟩ ∩ Π+.

Demonstração: Primeiramente, notemos que ihR ⊆ u e ihR ⊆ h ⊆ pΘ e, portanto,

ihR ⊆ kΘ. Agora, se α ∈ ⟨Θ⟩+, temos que ambos gα, g−α ⊆ pΘ. Portanto,

uα = spanR¶Aα, iSα♢ ⊆ u ∩ pΘ = kΘ,

3 DeĄnição A.1
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para todo α ∈ ⟨Θ⟩+. Logo,

kΘ ⊇ ihR ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩+

uα.

Agora, tomemos X ∈ kΘ. Por um lado, temos que X ∈ u e, portanto, podemos escrever

X = iH +
∑

α∈Π+

aαAα +
∑

α∈Π+

bαiSα,

onde H ∈ hR e aα, bα ∈ R. Essa expressão para X pode ser reescrita como

X = iH +
∑

α∈Π+

zαXα −
∑

α∈Π+

zαX−α,

onde zα = aα + ibα. Por outro lado, X ∈ pΘ, ou seja, X não possui uma componente do

tipo

∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

zαX−α,

pois os espaços de raízes com raízes negativas fora de ⟨Θ⟩ não fazem parte da decomposição

de pΘ. Daí, obtemos

0 = zα = aα − ibα ⇔ aα = bα = 0, ∀α ∈ Π+ \ ⟨Θ⟩.

Portanto, temos que

X = iH +
∑

α∈⟨Θ⟩+

aαAα +
∑

α∈⟨Θ⟩+

bαiSα

= iH +
∑

α∈⟨Θ⟩+

(aαAα + bαiSα) ∈ ihR ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩+

uα,

como desejávamos. 2

DeĄnimos agora o seguinte subespaço de u:

ηΘ :=
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

uα,

de forma que temos u = kΘ ⊕ ηΘ.

Proposição 2.45. Valem as seguintes aĄrmações:

(i) kΘ e ηΘ são ortogonais com relação à forma de Cartan-Killing;

(ii) [kΘ, ηΘ] ⊆ ηΘ.

Demonstração:
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(i) Sejam X ∈ kΘ e Y ∈ ηΘ. Assim, temos que

X = iH +
∑

α∈⟨Θ⟩+

(aαAα + bαiSα) e Y =
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

(aαAα + bαiSα).

Reescrevendo essas igualdades obtemos

X = iH +
∑

α∈⟨Θ⟩+

(zαXα − zαX−α) e Y =
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

(zαXα − zαX−α).

Como ⟨Xα, Xβ⟩ = 0 para todo β ̸= −α, concluímos que ⟨X, Y ⟩ = 0.

(ii) Segue das relações entre os colchetes e os espaços de raízes.

2

Agora, deĄniremos o subespaço de ihR dado por

a(Θ) := spanR¶iHα ♣ α ∈ Θ♢

e o seu respectivo complemento ortogonal dentro de ihR com relação à forma de Cartan-

Killing, isso é, o subespaço

aΘ := a(Θ)⊥.

Notemos que, nesse caso,

ihR = a(Θ) ⊕ aΘ.

Além disso, temos que

aΘ = ¶H ∈ ihR ♣ ⟨H, iHα⟩ = 0 ∀α ∈ Θ♢

por deĄnição. Assim, como ⟨H,Hα⟩ = α(H), o espaço aΘ pode ser reescrito como

aΘ = ¶H ∈ ihR ♣ α(H) = 0 ∀α ∈ ⟨Θ⟩♢.

Lema 2.46. Se β ∈ Π e β♣aΘ
= 0, então β ∈ ⟨Θ⟩.

Demonstração: Como β♣aΘ
= 0, temos que

0 = β(H) = ⟨Hβ, H⟩

para todo H ∈ aΘ. Assim, iHβ ∈ a(Θ). Logo, β ∈ ⟨Θ⟩. 2
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DeĄnição 2.47. Seja g uma álgebra de Lie e h, k ⊆ g subálgebras. Denotaremos o

centralizador de k em h por

zh(k) = ¶X ∈ h ♣ [X, Y ] = 0, ∀Y ∈ k♢.

Proposição 2.48. kΘ = zu(aΘ).

Demonstração: Seja X ∈ kΘ. Assim, podemos decompor X como

X = iH +
∑

α∈⟨Θ⟩

aαAα +
∑

α∈⟨Θ⟩+

ibαSα

= iH +
∑

α∈⟨Θ⟩

zαXα −
∑

α∈⟨Θ⟩+

zαX−α,

onde H ∈ hR e zα = aα + ibα. Agora, dado iH ′ ∈ aΘ, temos que α(iH ′) = 0 para todo

α ∈ ⟨Θ⟩. Portanto,

[X, iH ′] = [iH, iH ′] +
∑

α∈⟨Θ⟩+

zα[Xα, iH
′] −

∑

α∈⟨Θ⟩+

zα[X−α, iH
′].

Lembrando que ihR é abeliana e [iH ′, Xα] = α(iH ′)Xα (ou equivalentemente [Xα, iH
′] =

−α(iH ′)Xα), a expressão acima se torna

[X, iH ′] = −
∑

α∈⟨Θ⟩+

zαα(iH ′)Xα +
∑

α∈⟨Θ⟩+

zαα(iH ′)X−α = 0,

pois α ∈ ⟨Θ⟩. Logo, kΘ ⊆ zu(aΘ).

Agora, consideremos X ∈ zu(aΘ). Nesse caso, em particular X ∈ u e, portanto,

possui uma decomposição da forma

X = iH +
∑

α∈Π+

zαXα −
∑

α∈Π+

zαX−α,

com H ∈ hR e zα = aα + ibα. Assim, como X pertence ao centralizador de aΘ, temos,

para todo iH ′ ∈ aΘ,

0 = [X, iH ′] = [iH, iH ′] +
∑

α∈Π+

zα[Xα, iH
′] −

∑

α∈Π+

zα[X−α, iH
′]

= −
∑

α∈Π+

zαα(iH ′)Xα +
∑

α∈Π+

zαα(iH ′)X−α.

Note que, como iH ′ ∈ aΘ, para α ∈ ⟨Θ⟩ temos α(iH ′) = 0 ou seja a expressão acima pode

ser reescrita como

0 = [X, iH ′] = −
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

zαα(iH ′)Xα +
∑

α∈Π+\⟨Θ⟩

zαα(iH ′)X−α.

Como o conjunto ¶Xα ♣ α ∈ Π♢ é l.i., concluímos que zαα(iH ′) = 0 para todo α ∈ Π+ \⟨Θ⟩.

Pela contrapositiva do Lema 2.46, α ∈ Π+ \ ⟨Θ⟩ não pode ser 0 para todo elemento de
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aΘ. Portanto, devemos ter zα = 0 para todo α ∈ Π+ \ ⟨Θ⟩ neste caso. Assim, podemos

escrever

X = iH +
∑

α∈⟨Θ⟩+

zαXα −
∑

α∈⟨Θ⟩+

zαX−α

= iH +
∑

α∈⟨Θ⟩+

aαAα +
∑

α∈⟨Θ⟩+

bαiS−α,

o que mostra que X ∈ kΘ. Logo, obtemos que

kΘ = zu(aΘ).

2

Consideremos um subgrupo de Lie L ⊆ G e uma subálgebra de Lie l ⊆ g. Recor-

demos que os centralizadores de L em G e de l em G são dados por

ZG = ¶g ∈ G ♣ Cg♣L = id ♣L♢ e ZG(l) = ¶g ∈ G ♣ Ad(g)♣l = id ♣l♢,

respectivamente.

Lema 2.49. Seja L ⊆ G um subgrupo e l sua álgebra de Lie. Se L é conexo, então

ZG(l) = ZG(L) = ZG(L).

Demonstração: Temos que g ∈ ZG(l) se, e somente se, Ad(g)X = X para todo X ∈ l.

Assim, pela Proposição A.6, temos que essa aĄrmação equivale a

Cg(eX) = eX ∀X ∈ l.

Da conexidade de L, temos que seus elementos são produtos de exponenciais de elementos

de l. Assim, g centraliza X para todo X ∈ l se, e somente se, g centraliza L para todo

l ∈ L. Logo ZG(l) = ZG(L).

Para a outra igualdade, notemos inicialmente que ZG(L) ⊆ ZG(L), pois L ⊆ L.

Assim, seja g ∈ ZG(L) e l ∈ L. Tomando uma sequência (ln) ⊆ L tal que ln ! l ∈ L,

temos, pela continuidade de Cg, que

Cg(ln) ! Cg(l).

Por outro lado, ln ∈ ZG(L) para todo n ∈ N. Assim, Cg(ln) = ln para todo n e, portanto,

ln ! Cg(l). Pela unicidade do limite, concluímos que Cg(l) = l de onde obtemos que

g ∈ ZG(L). 2
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Neste momento, estamos aptos a estudar a estrutura de aΘ e kΘ dentro do subgrupo

compacto U := exp u, que será importante para nos fornecer mais ferramentas para o

estudo das variedades Ćag. Para isso, consideremos os subgrupos

AΘ := exp aΘ e KΘ = ZU(aΘ)

de U . Sabemos que, por deĄnição, AΘ é um subgrupo conexo de U . Além disso, como

aΘ é abeliano, temos que AΘ também o é. Assim, o fecho AΘ de AΘ ainda preserva as

propriedades de ser abeliano (basta usarmos sequências, a continuidade do produto e a

unicidade do limite) e conexo. Agora, como AΘ ⊆ U é fechado e U é compacto, concluímos

que o fecho de AΘ é compacto. Com essas propriedades, temos que AΘ é um toro, isso é,

um subgrupo abeliano e conexo de U .

Pelo Lema 2.49, temos que

KΘ = ZU(aΘ) = ZU(AΘ),

isso é, KΘ é o centralizador do toro AΘ. Consequentemente, pelo Corolário 4.51 de [8, p.

206], KΘ é conexo. Além disso, deĄnamos a subálgebra

n :=
∑

α∈Π+

gα.

Agora, pelo Teorema 6.3 de [9, p. 239] temos que G = UAN , onde A = exp ihR e

N = exp n.

Finalmente, o subgrupo parabólico PΘ também possui uma decomposição similar

a de G, a saber

PΘ = KΘAN,

como vemos no Teorema de Bruhat-Moore [10, p. 75]. Logo, temos que

KΘ = U ∩ PΘ.

Agora, deĄnimos a ação

α : U ×G/PΘ ! G/PΘ

(u, gPΘ) 7! ugPΘ,

que é transitiva. De fato, dado gPΘ ∈ G/PΘ, pela decomposição de Iwasawa de G, temos

g = uan,

onde u ∈ U , a ∈ A e n ∈ N . Agora, como PΘ também se decompõe em PΘ = KΘAN

temos que AN ⊆ PΘ e, portanto,

gPΘ = uanPΘ = uPΘ,
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o que mostra que todo gPΘ ∈ G/PΘ pertence à órbita de x0 := PΘ mostrando que a ação

é transitiva. Assim, pelo Teorema da Caracterização dos Espaços Quocientes, temos que

G/PΘ
∼= U/Gx0 ,

onde Gx0 é o grupo de isotropia de x0. AĄrmamos que Gx0 = KΘ. Com efeito, se x ∈ KΘ,

então x ∈ PΘ e, portanto, xPΘ = PΘ = x0. Reciprocamente, se y ∈ Gx0 , então yPΘ = PΘ,

o que ocorre se, e somente se y ∈ PΘ. Como estamos considerando a isotropia da ação de

U em G/PΘ, y ∈ U mostrando que y ∈ KΘ. Logo, concluímos que

Proposição 2.50. G/PΘ
∼= U/KΘ.

Das observações acima temos uma demonstração alternativa para a conexidade de

PΘ.

Proposição 2.51. PΘ é um subgrupo conexo de G.

Demonstração: Como foi visto acima, PΘ possui uma decomposição da forma

PΘ = KΘAN,

onde A = exp ihR, N = exp n e KΘ = ZU(AΘ). Note que KΘ é conexo por ser o

centralizador de um toro e A e N são conexos pela Proposição A.8. Assim, temos que

A×N é conexo em G×G e da continuidade do produto obtemos que AN também é um

conexo. Assim, denotando o produto em G por p : G×G! G, temos que

PΘ = KΘAN = p(KΘ × AN).

Como KΘ × AN é conexo e p é contínua, concluímos que PΘ é conexo. 2

Exemplo 2.

Consideremos o conjunto de raízes simples de sl(n,C) como no Exemplo 7. To-

mando um conjunto Θ = ¶α23, . . . , αn−1,n♢, isso é, Σ \ ¶α12♢. Assim, o conjunto ⟨Θ⟩, é da

forma

⟨Θ⟩ = ¶α23, α32, α24, α42, . . . , α34, α43, . . . , αn−1,n, αn,n−1♢

e

Π+ \ ⟨Θ⟩ = ¶α12, α13, . . . , α1n♢.
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Assim, a álgebra parabólica padrão gerada por Θ é dada por

pΘ = h ⊕
∑

αij∈⟨Θ⟩

gαij
⊕

∑

βij∈Π+\⟨Θ⟩+

gβij

= h ⊕ ⟨E23⟩ ⊕ ⟨E32⟩ ⊕ ⟨E24⟩ ⊕ ⟨E42⟩ ⊕ · · ·

· · · ⊕ ⟨E34⟩ ⊕ ⟨E43⟩ ⊕ · · ·

· · · ⊕ ⟨En−1,n⟩ ⊕ ⟨En,n−1⟩ ⊕ ⟨E12⟩ ⊕ · · ·

· · · ⊕ ⟨E1n⟩.

Assim, pΘ é o conjunto formado por matrizes da forma



a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

...
...

...
. . .

...

0 an2 an3 . . . ann



,

onde a11 + · · · + ann = 0.

Nosso objetivo agora é encontrar o subgrupo parabólico gerado por pΘ, isso é, o

normalizador

NSl(n,C)(pΘ) = ¶g ∈ Sl(n,C) ♣ gpΘg
−1 = pΘ♢.

AĄrmamos que o subgrupo parabólico é dado pelas matrizes do tipo

a b

0 C


 ,

onde a ∈ C, b é um vetor com (n− 1)−entradas complexas e C ∈ Gl(n− 1,C) é tal que

detC = 1
a
. Denotaremos esse conjunto de matrizes por G. Essas matrizes são efetivamente

os elementos de um subgrupo de isotropia gerado a partir da ação de Sl(n,C) no projetivo

(Teorema da Caracterização de Espaços Homogêneos). Desse fato, sabemos que para um

elemento g ∈ G como acima, sua inversa será dada por



1
a

b′

0 C−1


 .

Assim, tomando

A =


x y

0 Z


 ∈ pΘ,

temos

gAg−1 =


a b

0 C


 ·


x y

0 Z


 ·




1
a

b′

0 C−1


 =


x a(xb′ + yC−1) + bZC−1

0 CZC−1


 .
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Como tr(gAg−1) = x + tr(CZC−1) = x + tr(Z) = 0, concluímos que gAg−1 ∈ pΘ pela

forma da matriz. Em contrapartida, dado

g =


a b

0 C


 ∈ G

qualquer matriz

A =


x y

0 Z


 ∈ pΘ

pode ser escrita como

A =


x y

0 Z


 =


a b

0 C


 ·


x ξ

0 C−1ZC


 ·




1
a

b′

0 C−1


 ,

onde

ξ =
[1
a

(y − bC−1Z) − xb′
]
C.

Com isso, concluímos que G ⊆ NSl(n)(pΘ) = PΘ.

Agora, consideremos X ∈ sl(n,C) da forma

X =




1 0 0 · · · 0

1 −1 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0




.

Note que X t ∈ pΘ, porém temos que

[X,X t] ̸∈ pΘ.

Isso mostra que X ̸∈ n(pΘ). Por um argumento análogo, conseguimos mostrar que caso a

primeira coluna possua algum elemento não nulo além do elemento a11, ela não normaliza

pΘ. Portanto, concluímos que as matrizes do normalizador de pΘ possuem a mesma forma

das matrizes de pΘ ou, em outras palavras,

n(pΘ) ⊆ pΘ.

Como pΘ é subálgebra, já temos que pΘ ⊆ n(pΘ) e, assim, obtemos

n(pΘ) = pΘ.

Note, também, que a álgebra de Lie de G é pΘ. Com efeito, tomando a exponencial

de um elemento fora de pΘ (isso é, com algum elemento não nulo abaixo do elemento a11),
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obtemos ainda uma matriz com algum elemento não nulo abaixo de a11, que está fora de

G. Portanto, a álgebra de G é de fato pΘ.

A partir dessas duas observações, podemos mostrar que G = NSl(n,C)(pΘ). De fato,

temos que G contém o conjunto das matrizes triangulares superiores de Sl(n,C). Como

esse é um subgrupo de Borel de Sl(n,C) e G ⊆ NSl(n,C)(pΘ), concluímos que ambos G e

NSl(n,C)(pΘ) são subgrupos parabólicos e, portanto, conexos. Além disso, pela Proposição

A.12, temos que a álgebra de Lie de NSl(n,C)(pΘ) é pΘ. Assim, temos que a componente

conexa da identidade de G e PΘ coincidem e, como eles são conexos, mostra que G = PΘ

como desejávamos. •

2.5 O espaço FK(V )

Nesta seção introduziremos a ideia do espaço das Ćags de um espaço vetorial.

Como veremos, esse conjunto possui de fato uma estrutura de variedade Ćag, e justiĄca

em certo sentido o nome dado a esse tipo de variedade.

Trabalharemos inicialmente com espaços vetoriais complexos quaisquer e tratare-

mos de transformações lineares entre eles. Porém, para fazermos certas demonstrações

deveremos tratar dessas mesmas transformações como matrizes, o que pode ser feito

devido ao isomorĄsmo existente entre essas transformações e matrizes complexas com

dimensão apropriada. Portanto, com o intuito de não alongar demais o texto, trataremos

matrizes e transformações como sendo os mesmos objetos, mas mantendo sempre em

mente essa correspondência.

Seja V um espaço vetorial com dimensão n. Consideremos o conjunto K =

(k1, k2, . . . , km), onde k1, . . . , km ∈ N tais que

0 < k1 < k2 < · · · < km < n.

Uma Ćag de tipo K em V é uma sequência de subespaços encaixados de V

0 ≤ V1 ≤ · · · ≤ Vm ≤ V,

onde dim Vi = ki para cada i ∈ ¶1, . . . ,m♢. Note que uma Ćag é uma cadeia (isso é, um

conjunto totalmente ordenado) no conjunto de subespaços de V . Assim, a Ćag pode ser

também denotada como

0 ! V1 ! · · · ! Vm ! V.

O conjunto de Ćags de tipo K de V será denotado por FK(V ). Desse ponto em diante, o

conjunto K será usado para denotar o conjunto de naturais K = ¶k1, . . . , km♢.

Podemos deĄnir uma ação de Gl(V ) em FK(V ) por

· : Gl(V ) × FK(V ) ! FK(V )

(g, (Vi)m
i=1) 7! g · (Vi)m

i=1 = (gVi)m
i=1,
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onde (Vi)m
i=1 denota a Ćag

0 ! V1 ! · · · ! Vm ! V

e (gVi)m
i=1 a Ćag

0 ! gV1 ! · · · ! gVm ! V.

De fato, como g é um isomorĄsmo, temos que dim Vi = dim gVi para todo i ∈ ¶1, . . . ,m♢

e g preserva inclusões de subespaços, mostrando que g · (Vi)m
i=1 é um elemento de FK(V ).

Além disso, temos que idV ·(Vi)m
i=1 = (Vi)m

i=1 e, dados g, h ∈ Gl(V ),

h · (g · (Vi)m
i=1) = h · (gVi)m

i=1 = (hgVi)m
i=1 = hg · (Vi)m

i=1,

mostrando que é de fato uma ação.

Proposição 2.52. A ação · : Gl(V ) × FK(V ) ! FK(V ), deĄnida por

(g, (Vi))m
i=1 7! g · (Vi)m

i=1 = (gVi)m
i

é transitiva.

Demonstração: Sejam (Vi)m
i=1 e (Ui)m

i=1 elementos de FK(V ). Assim, temos duas

sequências de subespaços encaixados

0 ! V1 ! · · · ! Vm ! V e 0 ! U1 ! · · · ! Um ! V,

onde dimVi = dimUi = ki para cada i ∈ ¶1, . . . ,m♢.

Tomemos, para V1 e U1, bases

B1 = ¶v1, . . . , vk1♢ e C1 = ¶u1, . . . , uk1♢

de V1 e U1, respectivamente. Para V2 e U2, completamos as bases B1 e C1 obtendo bases

B2 = ¶v1, . . . , vk1 , vk1+1, . . . vk2♢ e C2 = ¶u1, . . . , uk1 , uk1+1, . . . uk2♢.

Completando as bases sucessivamente, obtemos bases

B = ¶v1, . . . , vn♢ e C = ¶u1, . . . , un♢

de V . Portanto, podemos deĄnir um isomorĄsmo g : V ! V tal que gvi = ui para cada

i ∈ ¶1, . . . , n♢ que, por construção, satisfaz gVi = Ui para todo i ∈ ¶1, . . . ,m♢. Assim,

vale que

g · (Vi)m
i=1 = (gVi)m

i=1 = (Ui)m
i=1.

2

Estamos interessados em estudar FK(V ) como um quociente de um grupo semis-

simples. Para isso, estudaremos a ação de Sl(V ) em FK(V ) induzida pela ação de Gl(V )

por restrição.
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Corolário 2.53. A ação · : Sl(V ) × FK(V ) ! FK(V ), deĄnida por

(g, (Vi))m
i=1 7! g · (Vi)m

i=1 = (gVi)m
i

é transitiva.

Demonstração: Consideremos o isomorĄsmo g construído na Proposição 2.52. Como

ele é um isomorĄsmo, temos que det g ̸= 0. Assim, denotemos por d o determinante de g.

Multiplicando o primeiro vetor da base por 1
d
, o determinante de g se torna 1, ou seja,

g ∈ Sl(V ). Logo, a ação é transitiva. 2

O corolário acima mostra que FK(V ) é um espaço homogêneo do grupo Sl(V ).

Portanto, estamos interessados agora em encontrar o grupo de isotropia da ação · para

que possamos estudar FK(V ) como um quociente de grupos.

Como observado no início desta seção, no caso de um espaço vetorial complexo de

dimensão Ąnita n, existe um isomorĄsmo entre Sl(V ) e Sl(n,C). Levando este fato em

consideração, se A ∈ Sl(n,C) é uma matriz, podemos deĄnir uma ação de Sl(n,C) em

FK(V ) deĄnida por,

A · (Vi)m
i=1 = gA · (Vi)m

i=1
4,

onde gA ∈ Sl(V ) é o automorĄsmo de V associado à matriz A pelo isomorĄsmo Sl(V ) ∼=

Sl(n,C). A partir deste ponto, consideraremos sobretudo a ação de Sl(n,C) em FK(V ),

porém é importante manter em mente esta identiĄcação.

Assim, tomemos uma Ćag de tipo K, p = (Vi)m
i=1 e bases B1,B2, . . . ,Bm,B obtidas

sucessivamente por completamento de B1. Nessa base, aĄrmamos que o grupo de isotropia

de p é dado por

Gp =








A1 ∗ ∗ ∗

0
. . . ∗ ∗

0 0 Am ∗

0 0 0 Am+1




∈ Sl(n,C) ♣Ai ∈ Gl(di,C) ∀i ∈ ¶1, . . . ,m+ 1♢





,

onde di = ki − ki−1 convencionando-se que k0 = 0 e km+1 = n. Com efeito, tomemos

A =




A1 ∗ ∗ ∗

0
. . . ∗ ∗

0 0 Am ∗

0 0 0 Am+1




∈ Gp

4 A Princípio, o símbolo para a ação de Sl(n,C) em FK(V ) deveria ser distinto do que foi usado
para a ação de Sl(V ) em FK(V ). No entanto, considerando a similaridade das duas ações,
utilizaremos o mesmo símbolo.
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Nesse caso,

A · (Vi)m
i=1 = (AVi)m

i=1.

Agora, note que dado v ∈ Vi, ele pode ser escrito na base B como v =
ki∑

j=1
ajvj,

onde vj são obtidos por completamento nas Ćags, de forma que

Av =
ki∑

j=1

ajAvj ∈ Vi.

Portanto, AVi ⊆ Vi. Como dimAVi = dim Vi, pois A é injetora, concluímos que AVi = Vi.

Assim, temos que A·(Vi)m
i=1 = (Vi)m

i=1 mostrando que A ∈ Gp. Por outro lado, consideremos

A ∈ Gp. Nesse caso, temos que

A = [Av1, Av2, . . . , Avm, . . . , Avn].

Como AVi = Vi para cada i = 1, . . . ,m, Avi ∈ Vi e, portanto, é da forma

Avi = [v1, . . . , vki
, 0, . . . , 0].

Assim, A é da forma

A =




A1 ∗ ∗ ∗

0
. . . ∗ ∗

0 0 Am ∗

0 0 0 Am+1



.

Logo, concluímos que

Gp =








A1 ∗ ∗ ∗

0
. . . ∗ ∗

0 0 Am ∗

0 0 0 Am+1




∈ Sl(n,C) ♣Ai ∈ Gl(di,C) ∀i ∈ ¶1, . . . ,m+ 1





,

como desejado.

Agora, note que o conjunto

B =








a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

. . . . . .
. . . . . .

0 0 · · · ann




∈ Sl(n,C)





está contido em Gp. Como B é um subgrupo de Borel de Sl(n,C) [11, p.4], concluímos que

Gp é de fato um subgrupo parabólico de Sl(V ). Isso mostra que FK(V ) é uma variedade

Ćag pelo Teorema 2.32.
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Como discutido na seção anterior, toda variedade Ćag pode ser vista como o

quociente de um subgrupo compacto de G pelo centralizador de um toro. Nosso objetivo

agora é calcular esses subgrupos no caso de FK(V ).

Já vimos no Exemplo 8 que a forma real compacta de sl(n,C) é a álgebra su(n).

Assim, no caso de FK(V ), estamos tratando do grupo Sl(V ) com o subgrupo SU(V ).

Nosso primeiro objetivo é mostrar que FK(V ) também será um espaço SU(V )−

homogêneo. Para isso, consideremos a ação

α : SU(V ) × FK(V ) ! FK(V )

(g, (Vi)m
i ) 7! (gVi)m

i .

Note que, para uma transformação T ∈ SU(V ) qualquer, temos (TVi)m
i ∈ FK(V ) se

(Vi)m
i=1. Isso ocorre devido a SU(V ) ser um subgrupo de Sl(V ) e, portanto, os mesmos

argumentos funcionam para g ∈ SU(V ).

Proposição 2.54. α é uma ação transitiva.

Demonstração: Sejam (Vi)m
i=1, (Ui)m

i=1 ∈ FK(V ). Tomando bases

B = ¶v1, . . . , vk1 , . . . , vkm
, . . . , vn♢ e C = ¶u1, . . . , uk1 , . . . , ukm

, . . . , un♢

obtidas por completamento nas Ćags (Vi)m
i=1 e (Ui)m

i=1 ∈ FK(V ), respectivamente. Além

disso, Ąxando um produto interno em V , sem perda de generalidade, tomemos B e C

ortonormais. Para concluir o resultado desejado, basta repetir os passos da demonstração

da Proposição 2.52 para obtermos uma transformação g ∈ U(V ). O fato de que g é

unitário decorre do fato de que B e C foram tomadas de forma a serem ortonormais.

Finalmente, para que g ∈ SU(V ), basta dividir o primeiro vetor da base pelo determinante

de g assim como feito no Corolário 2.53. 2

Assim como anteriormente, deste ponto em diante consideraremos a ação de SU(n)

em FK(V ) deĄnida a partir da ação de SU(V ) em FK(V ).

O resultado acima mostra que FK(V ) pode também ser visto como um SU(n)−espaço

homogêneo. Assim, pelo resultado da seção anterior, ele pode ser visto como o quociente

FK(V ) = SU(n)/KΘ,

onde KΘ = SU(n) ∩ PΘ é o centralizador de um toro em SU(n).

O toro de SU(n) dependerá do tipo da Ćag, isso é, do conjunto K ⊆ N. Como

denotamos anteriormente, K = ¶k1, . . . , km♢, com 0 < k1 < · · · < km < n = dim V . Além

disso, vimos que as matrizes em PΘ também dependem desse conjunto, no sentido de que
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o primeiro bloco na diagonal tem dimensão k1, o segundo k2 − k1, o terceiro k3 − k2 e

assim por diante. Similarmente, o toro dependerá desse conjunto.

Considerando o tipo da Ćag K = ¶k1, . . . , km♢, consideremos o subconjunto T ⊆

SU(n) formado pelas matrizes do tipo




eiλ1Id1 0 · · · 0 0

0 eiλ2Id2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · eiλmIdm
0

0 0 · · · 0 eiλm+1Idm+1




,

onde λ1, . . . , λm+1 ∈ R, λ1 + · · · + λm+1 = 0 e di = ki − ki−1 convencionando k0 = 0 e

km+1 = n é a dimensão dos blocos formados pelas identidades.

Lema 2.55. T é conexo por caminhos.

Demonstração: Sejam A,B ∈ T matrizes tais que

A =




eiλ1Id1 · · · 0
...

. . . · · ·

0 · · · eiλm+1Idm+1




e B =




eiµ1Id1 · · · 0
...

. . . · · ·

0 · · · eiµm+1Im+1



.

Para cada i ∈ ¶1, . . . ,m+ 1♢, consideremos o caminho γi : [0, 1] ! R tal que γi(0) = λi e

γi(1) = µi. Com isso, podemos deĄnir um caminho em U(n) dado por γ : [0, 1] ! T tal

que

γ(t) =




eiγ1(t)Id1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · eiγm+1(t)Idm+1



.

Agora, queremos que este caminho esteja dentro do toro T . Para isso, basta normalizar-

mos, para cada t ∈ [0, 1], a primeira coluna de γ(t) dividindo por det γ(t). Assim, γ é um

caminho em SU(n) e, pela forma de cada γ(t), é um caminho em T . Logo, T é conexo

por caminhos. 2

Proposição 2.56. O conjunto T é um toro em SU(n).

Demonstração: Para mostrar que T é um toro, devemos mostrar que ele é um subgrupo

abeliano, compacto e conexo de SU(n).
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Primeiramente, mostraremos que T é um subgrupo. Assim consideremos matrizes

A =




eiλ1Id1 · · · 0
...

. . . · · ·

0 · · · eiλm+1Idm+1




e B =




eiµ1Id1 · · · 0
...

. . . · · ·

0 · · · eiµm+1Im+1



.

Multiplicando as matrizes, obtemos

AB =




ei(λ1+µ1)Id1 · · · 0
...

. . . · · ·

0 · · · ei(λm+1+µm+1)Im+1




que pertence a T além disso, a inversa de A é dada por

A =




e−iλ1Id1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · e−iλm+1Idm+1




que também pertence a T . Assim, T é um subgrupo de SU(n). O fato de T ser abeliano

decorre de T ser composto por matrizes diagonais.

Para mostrar que T é compacto, consideremos uma sequência (Ak) ⊆ T conver-

gindo para A, isso é, existem sequências convergentes (λ1k
)k∈N, . . . , (λm+1k

)k∈N ⊆ R tais

que,

Ak =




eiλ1k Id1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · e−iλm+1Idm+1



.

Como a aplicação exponencial é contínua, temos que A é da forma



e
i lim

k∈N

λ1k Id1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · e
i lim

k∈N

λm+1k Idm+1



,

o que mostra que A ∈ T . Assim, como SU(n) é um espaço métrico, temos que T é fechado.

Com isso, o fato de que SU(n) é compacto implica que T é compacto.

Finalmente, o fato de que T é conexo segue do Lema 2.55. Logo, concluímos que

T é um toro em SU(n). 2

Nosso objetivo agora é calcular o centralizador de T em SU(n), isso é, o conjunto

CSU(n)(T ) = ¶A ∈ SU(n) ♣ AMA−1 = M ∀M ∈ T ♢
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AĄrmamos que esse conjunto é formado por matrizes do tipo



A1 0 · · · 0 0

0 A2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · Am 0

0 0 · · · 0 Am+1




, (2.2)

onde a dimensão do bloco Ai é di como deĄnido acima. Para mostrar isso, primeiramente,

tomemos uma matriz

A =




A1 0 · · · 0 0

0 A2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · Am 0

0 0 · · · 0 Am+1




.

Para mostrar que ela é um elemento do centralizador, tomemos uma matriz

M =




eiλ1Id1 0 · · · 0 0

0 eiλ2Id2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · eiλmIdm
0

0 0 · · · 0 eiλm+1Idm+1




∈ T

qualquer. Como a matriz A é diagonal em blocos, sua inversa é dada por

A−1 =




A−1
1 0 · · · 0 0

0 A−1
2 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · A−1
m 0

0 0 · · · 0 A−1
m+1




e, portanto, temos que

AMA−1 =




A1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Am+1




·




eiλ1Id1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · eiλm+1Idm+1




·




A−1
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · A−1
m+1




=




eiλ1A1A
−1
1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · eiλm+1Am+1A
−1
m+1




=




eiλ1Id1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · eiλm+1Idm+1




= M,
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mostrando que A ∈ CSU(n)(T ). Reciprocamente, seja A ∈ CSU(n)(T ). Desejamos mostrar

que A é diagonal em blocos como em (2.2). Para isso, tomemos uma matriz qualquer em

SU(n) que escreveremos como

A =




A11 A11 · · · A1,m+1

A21 A22 · · · A2,m+1

...
...

. . .
...

Am+1,1 Am+1,2 · · · Am+1,m+1



,

onde o bloco Aii da diagonal possui dimensão di e os blocos da diagonal possuem dimensões

apropriadas de acordo com a posição. Agora, seja

M =




eiλ1Id1 0 · · · 0

0 eiλ2Id2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eiλm+1Im+1




∈ T

uma matriz arbitrária de T . Como A ∈ CSU(n)(T ), temos que AMA−1 = M ou, equiva-

lentemente, AM = MA para toda M ∈ T . Assim, temos que

AM =




eiλ1A11 eiλ2A12 · · · eiλm+1A1,m+1

eiλ1A21 eiλ2A22 · · · eiλm+1A2,m+1

...
...

. . .
...

eiλ1Am+1,1 eiλ2Am+1,2 · · · eiλm+1Am+1,m+1




e

MA =




eiλ1A11 eiλ1A12 · · · eiλ1A1,m+1

eiλ2A21 eiλ2A22 · · · eiλ2A2,m+1

...
...

. . .
...

eiλm+1Am+1,1 eiλm+1Am+1,2 · · · eiλm+1Am+1,m+1



.

Portanto, para i, j ∈ ¶1, . . . ,m+ 1♢, temos que

eiλjAij = eiλiAij.

Note que, para i = j a igualdade vale trivialmente. Assim, devemos analisar o caso em

que i ̸= j. Nesse caso, temos que

eiλiAij = eiλjAij ⇔ (eiλi − eiλj )Aij = 0.

Em particular, podemos tomar λi e λj de forma que eiλi ̸= eiλj , de onde concluímos que

Aij = 0.
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O próximo passo consiste em veriĄcar que esse conjunto é a interseção PΘ ∩ SU(n),

isso é, que

PΘ ∩ SU(n) = CSU(n)(T ).

A inclusão CSU(n)(T ) ⊆ PΘ ∩ SU(n) é direta, uma vez que CSU(n)(T ) ⊆ SU(n)

e as matrizes diagonais em bloco estão em PΘ. Assim, resta mostrar a outra inclusão.

Tomemos uma matriz A ∈ PΘ ∩ SU(n). Em particular, A ∈ PΘ de onde concluímos que

A possui a forma

A =




A11 A12 · · · A1m

0 A22 · · · A2m

...
...

. . .
...

0 0 · · · Amm



.

Agora, matrizes unitárias possuem a propriedade de que suas colunas são ortonor-

mais. No caso da matriz acima, essa propriedade se traduz para os blocos da seguinte

maneira: considere o bloco A11 e uma coluna cj com j > d1. Nesse caso, a condição de

ortogonalidade se torna

At
ccj = 0,

onde

Ac =




A11

0
...

0



.

Esse produto é o mesmo do que as primeiras d1 entradas de cj multiplicadas pelo bloco

A11. Além disso, A11 possui determinante diferente de 0, ou seja, At
ccj = 0 implica que as

d1 primeiras entradas de cj são 0. Assim, concluímos que a matriz A é da forma



A11 0 · · · 0

0 A22 · · · A2m

...
...

. . .
...

0 0 · · · Amm



,

isso é, as primeiras d1 linhas são iguais a 0 a partir da coluna d1 + 1. Continuando esse

processo indutivamente para os outros blocos, concluímos que A é diagonal em blocos da

forma



A11 · · · 0
...

. . . 0

0 · · · Am+1,m+1



,
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como desejávamos. Assim, a interseção PΘ ∩ SU(n) é o centralizador do toro T em SU(n),

como observado anteriormente. Assim, temos que

FK(V ) ∼= Sl(n,C)/PΘ
∼= SU(n)/CSU(n)(T ).

Temos dois exemplos de variedades Ćags importantes, a saber os espaços projetivos

complexos CPn e as Grassmannianas de dimensão k ≤ n.

De fato, consideremos um espaço vetorial V de dimensão n. Dado k ∈ N com

0 < k < n, deĄnimos a Grassmanniana de dimensão k em V como o conjunto

Gk(V ) = ¶W ≤ V ♣ dimW = k♢.

Naturalmente, podemos ver que Gk(V ) satisfaz a deĄnição de uma variedade Ćag como

aqui. Mais precisamente, se K = ¶k♢, então temos

Gk(V ) = FK(V )

e, consequentemente, toda construção feita anteriormente é válida. A saber, as Grassman-

nianas podem ser vistas como o quociente Sl(V )/PΘ, onde PΘ é formada por matrizes de

Sl(n,C) da forma

A ∗

0 B


 ,

onde A ∈ Gl(k,C) e B ∈ Gl(n − k,C). Já como o quociente SU(n)/KΘ, KΘ é formado

por matrizes de SU(n,C) da forma

A 0

0 B


 ,

onde A ∈ Gl(k,C) e B ∈ Gl(n− k,C).

Particularizando ainda mais, deĄnimos o projetivo em V pelo conjunto

P(V ) = ¶W ≤ V ♣ dimW = 1♢.

Naturalmente, se K ′ = ¶1♢, temos que

P(V ) = G1(V ) = FK′(V ).

Neste caso, P(V ) pode ser visto como um quociente Sl(V )/PΘ, onde PΘ é formado por

matrizes em Sl(n,C) da forma

a ∗

0 B


 ,

onde a ∈ C e B ∈ Gl(n − 1,C). Já como um quociente SU(n)/KΘ, KΘ é formado por

matrizes de SU(n) da forma

a 0

0 B


 .

O projetivo complexo CPn é simplesmente o caso acima tomando V = Cn.
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3 ESTRUTURAS QUASE HERMITIANAS INVARIANTES

3.1 Representação isotrópica

Antes de entrarmos em detalhes sobre as estruturas adicionadas a uma variedade

Ćag, devemos entender o conceito de representação isotrópica. Para isso, seguiremos

majoritariamente [12].

Sejam G um grupo de Lie, K ⊆ G um subgrupo de G. Consideremos o espaço

homogêneo G/K. Denotando a origem em G/K por x0 := K, notemos que kx0 = x0

para todo k ∈ K. Dessa observação, para cada k ∈ K, temos que a translação a

esquerda Ek vista como uma aplicação de G/K ! G/K (isso é, Ek(uK) = kuK) é tal

que Ek(x0) = x0. Portanto, sua derivada em x0 é uma aplicação (dEk)x0 : Tx0G/K !

Tx0G/K ∈ Gl(Tx0G/K).

Com isso, podemos deĄnir uma representação de K em Tx0G/K

ι : K ! Gl(Tx0G/K)

k 7! (dEk)x0

que chamamos de representação isotrópica de K em G/K.

Como uma simpliĄcação da notação, no que segue evitaremos usar o índice x0 em

(dEk)x0 para representar a derivada de Ek na origem. A falta desse índice não irá afetar o

entendimento das próximas seções.

Voltando no caso de uma variedade Ćag, como feito na Seção 2.5, podemos escrever

FΘ = U/KΘ com U compacto. Como veremos adiante na Proposição 3.1, o espaço

tangente Tx0FΘ é isomorfo a

ηΘ =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

uα,

com uα = spanR¶Aα, iSα♢. Além disso, ηΘ é invariante por Ad(KΘ), isso é,

Ad(k)ηΘ ⊆ ηΘ ∀k ∈ KΘ.

Assim, Ad : KΘ ! gl(ηΘ) é uma representação de KΘ. Com isso, obtemos os seguintes

resultados.

Proposição 3.1. Se π : U ! FΘ = U/KΘ a projeção canônica, então deπ♣ηΘ
: ηΘ !

Tx0FΘ é um isomorĄsmo.

Demonstração: Pelo Teorema da variedade quociente [5], a diferencial deπ : u ! T0FΘ é

sobrejetora, isso é, dado v ∈ Tx0FΘ, existe x ∈ u tal que deπ(x) = v. Agora, temos que a

forma real compacta pode ser vista como a soma

u = kΘ ⊕ ηΘ,
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uma vez que

kΘ = ihR ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩

uα e ηΘ =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

gα.

Assim, podemos escrever x = k + n, onde k ∈ kΘ e n ∈ ηΘ. Porém, note que para todo

k ∈ kΘ podemos deĄnir a curva α : R ! KΘ por α(t) = etk tal que α′(0) = k e α(0) = e.

Além disso, como π(k) = x0 para todo k ∈ K, a curva π ◦ α : R ! FΘ é constante em x0,

de forma que

0 = (π ◦ α)′(0) = deπ ◦ α′(0) = deπ(k).

Portanto, para todo k ∈ kΘ, deπ(k) = 0. Assim,

v = deπ(x) = deπ(k + n) = deπ(n),

mostrando que a restrição deπ♣ηΘ
é sobrejetora. Finalmente, do fato que dim(ηΘ) =

dim(u) − dim(kΘ) = dim(FΘ), onde a segunda igualdade vale novamente pelo Teorema da

variedade quociente, concluímos que deπ♣ηΘ
é um isomorĄsmo por ser linear, sobrejetora

entre espaços de mesma dimensão. 2

Proposição 3.2. As representações, ι : KΘ ! Gl(Tx0FΘ) e Ad : KΘ ! gl(ηΘ) são

equivalentes.

Demonstração: Seja X · x0 ∈ Tx0FΘ e γ(t) = etX · x0 a curva em FΘ tal que γ(0) = x0 e

γ′(0) = X · x0. Assim, temos que

ι(k)(X · x0) = dEk(X · x0) = dEk(γ′(0)) = (Ek ◦ γ)′(0) =
d

dt
(ketX · x0)♣t=0.

Como Ek(x0) = x0, temos que x0 = k−1x0. Assim, o termo à esquerda na igualdade acima

pode ser escrita como

d

dt
(ketX · x0)♣t=0 =

d

dt
(ketXk−1 · x0)♣t=0 =

d

dt
(Ck(etX) · x0)♣t=0

ou seja,

ι(k)(X · x0) = dEk(X · x0) =
d

dt
(Ck(etX) · x0)♣t=0

=
d

dt
(etdCk(X) · x0)♣t=0

=
d

dt
(et Ad(k)X · x0)♣t=0

= (Ad(k)X) · x0.
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Denotando a identiĄcação X · x0 7! X por ϕ(X), temos que ι(k) ◦ ϕ(X) = ϕ ◦ Ad(k)X,

isso é, o diagrama

Tx0FΘ Tx0FΘ

ηΘ ηΘ

φ

ι(k)

φ

Ad(k)

comuta. Logo, ι e Ad são representações equivalentes. 2

Observação 3.3. A identiĄcação ϕ usada acima é análoga ao isomorĄsmo entre a álgebra

de Lie g de um grupo de Lie G, e o espaço tangente TeG. No caso de uma variedade

Ćag, temos que g = kΘ ⊕ ηΘ e, pelas propriedades das variedades Ćag, esse isomorĄsmo se

transforma em um isomorĄsmo entre Tx0FΘ e ηΘ. No que segue, não distinguiremos entre

os elementos da álgebra e do espaço tangente, tendo em mente esse isomorĄsmo a não ser

que seja necessário.

3.2 Conceitos principais

DeĄnição 3.4. [9] Seja M uma variedade suave. Uma estrutura pseudo-Riemanniana

em M é um campo tensorial g tal que,

(a) g(X, Y ) = g(Y,X) para cada X, Y ∈ X (M); 1

(b) para cada p ∈ M , gp é uma forma bilinear não degenerada em TpM × TpM .

Quando para cada p a forma bilinear gp é ainda positiva deĄnida, dizemos que g é uma

estrutura Riemanniana ou uma métrica Riemanniana.

Existem dois conceitos relacionados aqui que devemos separar em dois casos:

quando a variedade M é complexa e quando M é real. Primeiramente, assumiremos M

complexa. Nesse caso, para cada p ∈ M , TpM é um espaço vetorial complexo. Portanto,

podemos deĄnir uma aplicação linear Jp : TpM ! TpM por v 7! iv. Com isso, temos um

campo tensorial em M que associa cada ponto p ∈ M à respectiva Jp no espaço tangente

a p.

Agora, consideremos M como acima e com uma estrutura Riemanniana g. Nesse

caso, g será dita uma estrutura Hermitiana ou uma métrica Hermitiana quando

dados p ∈ M e X, Y ∈ TpM , temos gp(JpX, JpY ) = gp(X, Y ). Em outras palavras, uma

estrutura Hermitiana é uma métrica Riemanniana tal que cada Jp é uma isometria em

TpM . A estrutura Hermitiana é também representada com um par (J, g) com J o campo
1 Aqui X representa o conjunto de campos de vetores suaves sobre M .
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tensorial deĄnido acima e g a estrutura Riemanniana apropriada. Uma variedade suave

complexa dotada de uma estrutura Hermitiana é chamada de variedade Hermitiana.

A partir de uma estrutura Hermitiana (J, g) em M , deĄnimos a forma funda-

mental de g, em cada p ∈ M , por

Ωp(X, Y ) := gp(X, JpY ), para todo X, Y ∈ TpM.

DeĄnição 3.5. [13] Seja M uma variedade suave com estrutura Hermitiana (J, g). Nessas

condições, dizemos que g é uma estrutura de Kähler ou Kähleriana quando sua forma

fundamental Ω é fechada, isso é, dΩ = 0. Nesse caso, a forma fundamental é chamada de

forma de Kähler.

Naturalmente, em analogia ao que ocorre com uma variedade Hermitiana, uma

variedade complexa que possui uma estrutura de Kähler é chamada de variedade de

Kähler ou Kähleriana.

Consideraremos agora o segundo caso, em que M é uma variedade suave real. Em

analogia ao que foi feito anteriormente, devemos generalizar a aplicação linear Jp dada

pela multiplicação por i. Como nesse caso os espaços tangentes são espaços vetoriais

reais, não temos o direito de deĄnir essa aplicação dessa forma. Daí, surge o conceito de

estrutura complexa.

DeĄnição 3.6. Seja V um espaço vetorial sobre R. Uma estrutura complexa em V é

uma aplicação linear J : V ! V tal que J2 = − IdV .

No caso de uma variedade suave real M , um campo tensorial J em M tal que,

para cada p ∈ M , Jp : TpM ! TpM é uma estrutura complexa em TpM , é chamado de

uma estrutura quase complexa em M .

Consideremos, agora, g uma métrica Riemanniana e J uma estrutura quase

complexa em M . Dizemos que g é uma estrutura Hermitiana em M quando, para todo

p ∈ M , gp(JpX, JpY ) = gp(X, Y ) para todos X, Y ∈ TpM . Nesse caso, M é chamada de

uma variedade quase Hermitiana e a estrutura Hermitiana é também representada

pelo par (J, g).

Finalmente, para generalizar o conceito de uma variedade de Kähler, consideremos

uma estrutura Hermitiana (J, g) em M . Nesse caso, para cada ponto p ∈ M , deĄnimos a

forma fundamental de g da mesma maneira anterior, isso é, Ωp(X, Y ) := gp(X, JpY )

para cada X, Y ∈ TpM . Finalmente, M será dita uma variedade quase-Kähler ou

quase-Kähleriana quando a forma fundamental de sua métrica Hermitiana for fechada.

Observação 3.7. As deĄnições de variedades Kähler e quase-Kähler devem ser entendidas

como uma variedade com uma estrutura Kähler ou quase Kähler Ąxa. Porém, se tivermos
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uma variedade que admita uma estrutura Kähler ou quase-Kähler sem que ela seja Ąxada

inicialmente, vamos nos referir a elas como variedades de tipo Kähler ou tipo quase-

Kähler, respectivamente [13, p.116].

Finalmente, estamos aptos a apresentar um dos principais conceitos do trabalho.

Seja M com uma estrutura Hermitiana (J, g) e ∇ sua conexão de Levi-Civita respectiva.

Dizemos que M é uma variedade aproximadamente Kähler quando vale

∇XJ(X) = 0 para todo X ∈ X (M).

3.3 Métricas invariantes

Consideremos a variedade Ćag FΘ = G/PΘ = U/KΘ. Consideremos a ação de G

em FΘ dada por (g, hKΘ) 7! ghKΘ. Seja x0 = KΘ ∈ FΘ a origem de FΘ.

Sejam x ∈ FΘ e K um subgrupo de Lie de G. Dizemos que uma métrica Rieman-

niana b em FΘ é K−invariante quando, para todo k ∈ K,

bkx(dEkX, dEkY ) = bx(X, Y ), para todo X, Y ∈ TxM.

Proposição 3.8. Seja U ⊆ G uma forma real compacta. Dessa forma, U age transitiva-

mente em M = G/K e M possui uma métrica de Kähler U−invariante.

Demonstração: Pode ser encontrada em [6, p.3]. 2

O próximo resultado mostra como podemos deĄnir uma métrica invariante em

FΘ = U/KΘ a partir de um produto interno invariante em Tx0FΘ. Antes de enunciá-lo

porém, precisamos deĄnir a seguinte noção: dado um espaço homogêneo U/K, dizemos

que um produto interno (·, ·) é K−invariante ou invariante por K quando

(AX,AY ) = (X, Y ), para todo A ∈ ι(K) e X, Y ∈ Tx0U/K,

onde ι : K ! Aut(Tx0U/K) é a representação isotrópica de K.

Agora, no caso da variedade Ćag FΘ, podemos decompor a álgebra de Lie g de G

como g = kΘ ⊕ ηΘ, onde ηΘ é invariante pela representação adjunta de Ad(KΘ). Com isso,

estamos aptos a enunciar o próximo resultado.

Proposição 3.9. Existe uma bijeção entre métricas U−invariantes em F = U/KΘ e

produtos internos invariantes por KΘ em Tx0FΘ.

Demonstração: Seja b uma métrica invariante em FΘ. Consideremos o produto interno

em Tx0FΘ deĄnido pela métrica b, isso é,

(X, Y ) = bx0(X, Y ), para todo X, Y ∈ Tx0FΘ.
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Notemos que a invariância de b implica que, dado u ∈ U , (X, Y ) = bux0(dEuX, dEuY ).

Assim, resta mostrar que com a deĄnição acima, (·, ·) é invariante por KΘ. Dessa forma,

sejam k ∈ KΘ e X, Y ∈ Tx0FΘ. Com isso, temos que

(ι(k)X, ι(k)Y ) = bkx0(ι(k)X, ι(k)Y ) = bkx0(dEkX, dEkY )
(∗)
= bx0(X, Y ) = (X, Y ),

onde usamos em (∗) que b é U−invariante, uma vez que k ∈ KΘ ⊆ U .

Consideremos, agora, um produto interno KΘ invariante em Tx0FΘ. Para cada

x = uKΘ ∈ FΘ, deĄna uma métrica por

bx(X, Y ) = (dEu−1X, dEu−1Y ) para todo X, Y ∈ TxFΘ.

Para mostrar que b está bem deĄnida, consideremos y ∈ FΘ tal que y = x, isso é, se

y = vKΘ, então existe k ∈ K tal que v = uk. Dessa forma, tomando X, Y ∈ TyFΘ temos

que

by(X, Y ) = (dEv−1X, dEv−1Y ) =

= (dE(uk)−1X, dE(uk)−1Y ) =

= (dEk−1dEu−1X, dEk−1dEu−1Y ) =

= (ι(k−1)dEu−1X, ι(k−1)dEu−1Y ) =

= (dEu−1X, dEu−1Y ) = bx(X, Y ).

Portanto, a métrica está bem deĄnida em FΘ. Resta mostrar que ela é U−invariante.

Tomando x = uKΘ e v ∈ U , temos

bux(dEvX, dEvY ) = (dE(vu)−1dEvX, dE(vu)−1dEvY ) =

= (dEu−1dEv−1dEvX, dEu−1dEv−1dEvY ) =

=(dEu−1X, dEu−1Y )

=bx(X, Y ).

2

Observação 3.10. A Proposição 3.2 garante que as representações ι : KΘ ! Aut(Tx0U/KΘ)

e Ad : KΘ ! gl(ηΘ) são equivalentes. Isso signiĄca que um produto interno em Tx0FΘ é

KΘ−invariante se, e somente se, o produto interno induzido por ele em ηΘ é invariante

por Ad(KΘ). Mais precisamente, seja (·, ·) um produto interno invariante por KΘ em

Tx0FΘ. Dados X, Y ∈ ηΘ, deĄnimos um produto interno em ηΘ por

(X, Y )Θ = (ϕ−1(X), ϕ−1Y ),
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onde ϕ é o isomorĄsmo na demonstração da Proposição 3.2. Com isso, dado k ∈ KΘ,

temos

(Ad(k)X,Ad(k)Y )Θ = (ϕ−1(Ad(k)X), ϕ−1(Ad(k)Y ))

= (ι(k)(ϕ−1(X)), ι(k)(ϕ−1(Y )))

= (ϕ−1(X), ϕ−1(Y ))

= (X, Y )Θ.

Devido a essa identiĄcação, um produto interno invariante por KΘ pode representar tanto

um produto interno em ηΘ invariante pela adjunta ou um produto interno em Tx0FΘ

invariante pela representação isotrópica. No texto que segue, confundiremos essas duas

noções, uma vez que esse é o comum de ser encontrado na literatura.

Notemos que a forma de Cartan-Killing é não-degenerada em ηΘ = Tx0FΘ pois ηΘ

está contida na forma real compacta u2. Assim, pelo Teorema da Representação de Riesz,

sabemos que existe uma transformação linear Λ tal que

(X, Y )Θ = −⟨ΛX, Y ⟩ para todo X, Y ∈ ηΘ,

onde ⟨·, ·⟩ representa a forma de Cartan-Killing. O sinal negativo na expressão acima

decorre do fato que ηΘ ⊆ u, que é a forma real compacta, onde a forma de Cartan-Killing

é negativa deĄnida A.11. Além disso, como (·, ·) é não-degenerado e positivo deĄnido (por

ser um produto interno), temos que a transformação Λ é inversível e positiva deĄnida.

Além disso, por ser um operador positivo, temos que Λ é diagonalizável.

A partir de um produto interno (·, ·) podemos encontrar uma forma bilinear

simétrica para qΘ = ηCΘ. A complexiĄcação (·, ·)C do produto interno de ηΘ é deĄnida por

(X1 + iY1, X2 + iY2)C := [(X1, X2) − (Y1, Y2)] + i[(Y1, X2) + (X1, Y2)].

O fato de que (·, ·)C é simétrica decorre da própria simetria de (·, ·). Além disso, essa

forma bilinear continua sendo não degenerada. Com efeito, se X0 + iY0 ∈ ηCΘ é tal que

(X0 + iY0, X + iY )C = 0 para todo X + iY ∈ ηCΘ, então

0 = (X0 + iY0, X + iY )C = [(X0, X) − (Y0, Y )] + i[(Y0, X) + (X0, Y )],

isso é, (X0, X) = −(Y0, Y ) e (Y0, X) = (X0, Y ). Como X e Y são arbitrários, tomando

Y = 0 obtemos (X0, X) = 0 e, como (·, ·) é não degenerado, X0 = 0. Por um argumento

análogo, concluímos que Y0 = 0 e, portanto, (·, ·)C também é não degenerado. Assim, a

complexiĄcação do produto interno deĄne uma forma bilinear não-degenerada em ηCΘ.

A complexiĄcação dessa forma bilinear simétrica nos permite associar um operador

linear com a forma de Cartan-Killing. Como esses operadores agem de forma similar, seja
2 Para mais detalhes sobre formas reais compactas vide A.11.
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complexiĄcado ou não, utilizaremos a mesma letra para representar os dois, de forma a

evitar notações exageradamente complicadas.

Proposição 3.11. O operador Λ comuta com Ad(k) para todo k ∈ KΘ.

Demonstração: Sejam k ∈ KΘ, X, Y ∈ ηΘ. Como (·, ·) é invariante por Ad(k) para todo

k ∈ KΘ, temos que

(Ad(k)X,Ad(k)Y ) = (X, Y ) = −⟨Λ(X), Y ⟩.

Por outro lado,

(Ad(k)X,Ad(k)Y ) = −⟨Λ(Ad(k)X),Ad(k)Y ⟩.

Assim, temos a igualdade

⟨Λ(Ad(k)X),Ad(k)Y ⟩ = ⟨Λ(X), Y ⟩.

Agora, sabemos que a forma de Cartan-Killing é invariante por automorĄsmos de ηΘ.

Assim,

⟨Λ(Ad(k)X),Ad(k)Y ⟩ = ⟨Λ(X), Y ⟩ = ⟨Ad(k)Λ(X),Ad(k)Y ⟩,

de onde obtemos

⟨Λ(Ad(k)X) − Ad(k)Λ(X),Ad(k)Y ⟩ = 0.

Como Ad(k) é um isomorĄsmo e Y é arbitrário, essa igualdade é válida para todo elemento

de ηΘ na segunda entrada. Portanto, do fato de que ⟨·, ·⟩ é não-degenerada em ηΘ,

concluímos que

Λ(Ad(k)X) = Ad(k)Λ(X),

para todo k ∈ KΘ e todo X ∈ ηΘ. 2

Corolário 3.12. O operador Λ comuta com ad(L) para todo L ∈ kΘ.

Demonstração: Sejam L ∈ kΘ e X ∈ ηΘ. Pela Proposição 3.11, temos que

Λ(Ad(etL))(X) = (Ad(etL))Λ(X), ∀t ∈ R.

Assim, derivando em t = 0, obtemos

Λ(ad(L))(X) =
d

dt
(Λ(Ad(etL)))♣t=0(X) =

d

dt
((Ad(etL))Λ♣t=0)(X) = (ad(L))Λ(X).
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2

Como observado no parágrafo acima da Proposição 3.2, Ad : KΘ ! gl(ηΘ) é uma

representação de KΘ em ηΘ. Em consequência, ad : kΘ ! gl(ηΘ) é uma representação

de kΘ em ηΘ. O mesmo vale para o complexiĄcado, isso é, ad : kCΘ ! gl(qΘ) é uma

representação de kCΘ em qΘ, respectivamente. Como ad é uma representação semissimples,

qΘ pode ser decomposto como

qΘ = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs.

Como a subálgebra de Cartan h está contida em kCΘ, segue que cada Vi na decomposição

acima é invariante por ad(H), para todo H ∈ h. Além disso, a decomposição

qΘ =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

gα

é a decomposição primária dos elementos regulares H ∈ h. Agora, consideremos a seguinte

proposição:

Proposição 3.13. Seja T : V ! V um operador linear e V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs uma

decomposição primária de T . Dessa forma, se W ≤ V é invariante por T , então

W = (W ∩ V1) ⊕ · · · ⊕ (W ∩ Vs)

Demonstração: Exercício 10 da seção 6.8 de [14]. 2

A Proposição 3.13 implica que cada Vi na decomposição de ad : kCΘ ! gl(qΘ) pode

ser escrito como

Vi =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(Vi ∩ gα).

Como cada gα é unidimensional, a interseção ou é trivial, ou contém gα. Logo, cada Vi é

um somatório de espaços de raízes. Mais precisamente, para cada i ∈ ¶1, . . . , s♢, existe

um conjunto de raízes A(i) ⊆ Π \ ⟨Θ⟩ tal que

Proposição 3.14. Vi =
∑

α∈A(i)
gα.

Antes de demonstrar a próxima proposição, necessitaremos dos seguintes lemas

anteriores.

Lema 3.15. Seja H ∈ hR um elemento regular. Dessa forma, a decomposição

u = ihR ⊕
∑

α∈Π+

uα

é a decomposição primária de ad(iH).



57

Demonstração: Notemos que uα = spanR¶Aα, iSα♢ e, para todo H ∈ hR

ad(iH)Aα = α(H)iSα e ad(iH)iSα = −α(H)Aα.

Essas duas igualdades podem ser demonstradas como na Proposição A.51. Portanto uα é

invariante por ad(ihR) e, para todo H ∈ hR, a matriz de ad(iH) restrita a uα é da forma

 0 −α(H)

α(H) 0


 .

Logo, se H ∈ hR é elemento regular, então α(H) ̸= 0 para todo α ∈ Π e, portanto,

u = ihR ⊕
∑

α∈Π+

uα

é a decomposição primária de ad(iH). 2

Lema 3.16. Se W ⊆
∑

α∈Π+

uα é invariante por ad(ihR), então existe um subconjunto

A ⊆ Π tal que

W =
∑

α∈A

uα.

Demonstração: De fato, tomemos H ∈ hR regular. Como

u = ihR ⊕
∑

α∈Π+

uα

é a decomposição primária de ad(iH) pelo Lema 3.15, temos, pela Proposição 3.13, que

W = (W ∩ ihR) ⊕
∑

α∈Π+

(uα ∩W ).

Primeiramente, notemos que como W ⊆
∑

α∈Π+

uα, temos que W ∩ ihR = ¶0♢ e, portanto,

W =
∑

α∈Π+

(uα ∩W ).

Agora, mostraremos que, para cada α ∈ Π+, uα ∩W = ¶0♢ ou uα ∩W = uα. Para isso,

suponhamos que uα ∩ W não é trivial e tomemos X ∈ uα ∩ W tal que X ≠ 0. Assim,

podemos escrever

X = aAα + biSα

de forma que

ad(iH)X = aα(H)iSα − bα(H)Aα.

Portanto, ad(iH)X ∈ W ∩uα, pois W e uα são invariantes por ad(iH). Como H é regular,

α(H) ̸= 0. Assim, segue que ¶X, ad(iH)X♢ ⊆ W ∩ uα é linearmente independente. Logo,

ou uα ∩W é trivial ou uα ∩W = uα como desejávamos. 2
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Proposição 3.17. Sejam X, Y ∈ ηΘ. Se um produto interno em ηΘ da forma

(X, Y ) = −⟨Λ(X), Y ⟩

é invariante por Ad : KΘ ! gl(ηΘ), então Aα e iSα são autovetores de Λ com o mesmo

autovalor.

Demonstração: Como mencionado anteriormente na deĄnição do operador Λ, ele é um

operador diagonalizável. Assim, existe uma decomposição de ηΘ por autoespaços de Λ,

isso é,

ηΘ = Aut(Λ, λ1) ⊕ · · · ⊕ Aut(Λ, λs).

Pelo Corolário 3.12, Λ comuta com ad(kΘ), temos que cada autoespaço é invariante por

ad(kΘ). Em particular, cada autoespaço é invariante por ad(ihR). Assim, pelo Lema 3.16,

existe, para cada i ∈ ¶1, . . . , s♢, um conjunto A(i) ⊆ Π tal que

Aut(Λ, λi) =
∑

α∈A(i)

uα.

Consequentemente, dado α ∈ Π \ ⟨Θ⟩, Aα, iSα ∈ Aut(Λ, λi0), para algum i0 ∈ ¶1, . . . , s♢,

ou seja, são autovalores de Λ associados ao mesmo autovalor.

2

Proposição 3.18. Para cada α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ temos que Λ(Xα) = λαXα. Além disso,

λα = λ−α e λα > 0, para todo α ∈ Π \ ⟨Θ⟩.

Demonstração: Consideremos a igualdade

Xα =
Aα − i(iSα)

2
,

ou seja,

Λ(Xα) = Λ

(
Aα − i(iSα)

2



=
1
2

[Λ(Aα) − iΛ(iSα)]

=
1
2

[λαAα − iλα(iSα)]

= λα

Aα − i(iSα)
2

= λαXα.

Para mostrar que λα = λ−α, notemos primeiramente que

Xα =
Aα − i(iSα)

2
=

−A−α − i(iS−α)
2

.
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Assim,

λαXα = Λ(Xα)

= Λ

(
Aα − i(iSα)

2



= Λ

(
−A−α − i(iS−α)

2



=
1
2

(−λ−αA−α − iλ−α(iS−α))

= λ−αXα,

mostrando que os autovalores λα são simétricos com relação às raízes. Além disso, como

Λ é um operador positivo seus autovalores são positivos, concluindo a demonstração. 2

Os resultados anteriores nos permitem descrever uma métrica U−invariante em

FΘ, a partir apenas da família de autovalores ¶λα♢α∈Π\⟨Θ⟩. De fato, pela Proposição

3.9, uma métrica U−invariante qualquer em FΘ é determinada por um produto interno

KΘ−invariante em Tx0FΘ que, pela Proposição 3.1 é da forma

Tx0FΘ
∼=

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

uα,

onde uα = spanR¶Aα, iSα♢. Portanto, dados x = uKΘ ∈ FΘ e X, Y ∈ TxFΘ, temos que

uma métrica invariante b em FΘ é tal que

bx(X, Y ) = bx0(dEu−1X, dEu−1Y ) = −⟨Λ(dEu−1X), dEu−1Y ⟩,

onde Λ decorre do Teorema da Representação de Riesz. Como X ′ := dEu−1X, Y ′ :=

dEu−1Y ∈ Tx0FΘ
∼= ηΘ, temos que eles podem ser escritos como

X ′ =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(xα1Aα + xα2iSα) e Y ′ =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα),

com x1, x2, y1, y2 ∈ R. Assim,
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−⟨X ′, Y ′⟩ = −

〈
Λ


 ∑

α∈Π\⟨Θ⟩

xα1Aα + xα2iSα


 ,

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα)

〉

= −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

〈
Λ(xα1Aα + xα2iSα),

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα)

〉

= −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩



〈

Λ(xα1Aα),
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα)

〉

+

〈
Λ(xα2iSα),

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα)

〉


= −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩


xα1λα

〈
Aα,

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα)

〉

+ xα2λα

〈
iSα,

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(yα1Aα + yα2iSα)

〉


Como os vetores Aα e iSα, com α percorrendo Π+ \ ⟨Θ⟩, são ortogonais com

respeito à forma de Cartan-Killing e usando que A−α = −Aα e iS−α = iSα, a expressão

acima se torna

−⟨X ′, Y ′⟩ = −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

[xα1λα⟨Aα, yα1Aα⟩ + xα1λα⟨Aα, y−α1A−α⟩

+ xα2λα⟨iSα, yα2iSα⟩ + xα2λα⟨iSα, y−α2iS−α⟩]

= −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

[xα1λαyα1⟨Aα, Aα⟩ + xα1λαy−α1⟨Aα, A−α⟩

+ xα2λαyα2⟨iSα, iSα⟩ + xα2λαy−α2⟨iSα, iS−α⟩].

Finalmente, temos que ⟨Aα, Aα⟩ = ⟨iSα, iSα⟩ = −2, de forma que

−⟨X ′, Y ′⟩ = −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

(−2λαxα1yα1 + 2λαxα1y−α1 − 2λαxα2yα2 − 2λαxα2y−α2)

= 2
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

λα(xα1yα1 − xα1y−α1 + xα2yα2 + xα2y−α2),

mostrando que a métrica depende somente dos valores ¶λα♢α∈Π\⟨Θ⟩. Portanto, a partir

desse ponto, nos referiremos apenas ao conjunto ¶λα♢α∈Π\⟨Θ⟩ quando nos referirmos a uma

métrica invariante em FΘ.

Lema 3.19. Seja ¶λα♢α∈Π\⟨Θ⟩ uma métrica invariante em FΘ. Dessa forma, se α, β ∈

Π \ ⟨Θ⟩ são tais que gα e gβ estão na mesma componente irredutível da decomposição de

Ad(KΘ), então λα = λβ.
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Demonstração: Como feito na demonstração da Proposição 3.17, se gα e gβ estão na

mesma componente irredutível de Ad(KΘ), então eles estão no mesmo autoespaço de Λ.

Logo, estão associados ao mesmo autovalor de Λ.

2

3.4 Estruturas quase complexas invariantes

Temos uma situação similar para as estruturas quase complexas invariantes em FΘ,

no sentido em que elas podem ser determinadas por um conjunto de valores numéricos.

DeĄnição 3.20. Seja V um espaço vetorial real. Uma estrutura complexa em V é

uma aplicação linear J : V ! V tal que J2 = − IdV .

Considerando agora uma variedade suave M , quando cada espaço tangente de M

possui uma estrutura complexa, dizemos que M possui uma estrutura quase complexa.

Mais precisamente, uma estrutura quase complexa em M é um campo tensorial J : TM !

TM tal que, para cada p ∈ M , Jp : TpM ! TpM é uma estrutura complexa.

Como Ązemos anteriormente para as métricas, estamos interessados aqui em

trabalhar com uma estrutura quase complexa em uma variedade Ćag, que seja invariante

em certo sentido.

DeĄnição 3.21. Sejam FΘ = U/KΘ uma variedade Ćag e J uma estrutura quase com-

plexa em FΘ. Dizemos que J é uma estrutura quase complexa U−invariante

quando, para cada u ∈ U ,

Jux0 = dEuJx0dEu−1 .

De forma equivalente, a deĄnição acima signiĄca que para todo X ∈ Tx0FΘ

dEuJx0X = Jux0dEuX.

Assim como no caso das métricas, as estruturas quase complexas invariantes são

determinadas unicamente a partir de estruturas complexas no espaço tangente à origem

da variedade Ćag.

Proposição 3.22. Existe uma bijeção ϕ∗ entre as estruturas complexas em ηΘ e as

estruturas complexas em Tx0FΘ. Além disso, dados k ∈ KΘ e J̃ estrutura complexa em ηΘ

tem-se que Ad(k)J̃ = J̃Ad(k) se, e somente se, ι(k)ϕ∗(J̃) = ϕ∗(J̃)ι(k).

Demonstração: Seja ϕ : ηΘ ! Tx0FΘ o isomorĄsmo da Proposição 3.1. A aplicação ϕ∗

deĄnida por ϕ∗(J̃) = ϕ ◦ J̃ ◦ ϕ−1 é uma bijeção entre o conjunto das estruturas complexas
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em ηΘ e o conjunto das estruturas complexas em Tx0FΘ, o que demonstra a primeira

aĄrmação.

Para a segunda aĄrmação sejam k ∈ KΘ e J̃ estrutura complexa em ηΘ. Dado

X ∈ ηΘ tem-se, por deĄnição de ϕ, que ϕ(X) = X ·x0 e, pela Proposição 3.2, ι(k)(X ·x0) =

(Ad(k)X) · x0. Daí,

(ι(k)ϕ∗(J̃))(X · x0) = ι(k)(ϕ∗(J̃)(X · x0))

= ι(k)(ϕ(J̃(X)))

= ι(k)(J̃(X) · x0)

= (Ad(k)J̃(X)) · x0

= ϕ(Ad(k)J̃(X))

e

(ϕ∗(J̃)ι(k))(X · x0) = ϕ∗(J̃)(ι(k)(X · x0))

= ϕ∗(J̃)((Ad(k)X) · x0)

= ϕ∗(J̃)(ϕ(Ad(k)X))

= ϕ(J̃(Ad(k)X)).

Portanto, como ϕ é bijetora e X é arbitrário, tem-se que Ad(k)J̃ = J̃Ad(k) se, e somente

se, ι(k)ϕ∗(J̃) = ϕ∗(J̃)ι(k). 2

Proposição 3.23. Existe uma bijeção entre estruturas quase complexas U−invariantes

J em FΘ e estruturas complexas J ′ em Tx0FΘ tais que

ι(k)J ′ = J ′ι(k)

para todo k ∈ KΘ.

Demonstração: Seja J uma estrutura quase complexa U−invariante em FΘ, isso é, para

todo u ∈ U e todo x ∈ Fθ vale que

dEuJx = JuxdEu.

Dessa forma, como KΘ ⊆ U , temos em particular

dEkJx = JkxdEk

para cada k ∈ KΘ. Tomando x = x0 na expressão acima e usando que kx0 = x0 para

todo k ∈ KΘ, obtemos

ι(k)Jx0 = dEkJx0 = Jkx0dEk = Jx0dEk = Jx0ι(k).
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Reciprocamente, seja J ′ uma estrutura complexa em Tx0FΘ satisfazendo a condição

enunciada. Para cada x = ux0 ∈ FΘ, deĄnamos a estrutura complexa em TxFΘ por

Jx = dEuJ
′dEu−1 .

Note que com essa deĄnição

(Jx)2 = (dEuJ
′dEu−1)2

= (dEuJ
′dEu−1) · (dEuJ

′dEu−1)

= dEuJ
′dEu−1 = dEuJ

′2dEu−1

= idTxFΘ
.

Agora, mostremos que essa expressão está bem deĄnida, no sentido de uma estrutura

quase complexa. Para isso, tomemos x′ = u′x0 ∈ FΘ tal que x′ = u′x0 = ux0 = x. Assim,

temos que existe k ∈ KΘ tal que u′ = uk. Portanto,

Jx′ = dE ′
uJ

′dEu−1 = dEukJ
′dE(uk)−1 = dEudEkJ

′dEk−1dEu−1 .

Usando a condição da hipótese, obtemos

Jx′ = dEuJ
′dEu−1 = Jx,

mostrando a boa deĄnição. Com isso obtemos uma estrutura quase complexa em FΘ.

Resta mostrar que ela é invariante por U . Com efeito dados v ∈ U e x = ux0 ∈ FΘ temos

que

JvxdEv = dEvuJ
′dE(vu)−1dEv = dEvdEuJ

′dEu−1dEv−1dEv = dEvJx,

mostrando que J é U−invariante. 2

O resultado acima mostra que uma estrutura quase complexa em uma variedade

Ćag pode ser identiĄcada como uma estrutura complexa no espaço tangente à origem.

Assim, é interessante voltarmos ao resultado da Proposição 3.1 que mostra que o espaço

tangente à origem é da forma

Tx0FΘ
∼= ηΘ =

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

uα,

onde uα = spanR¶Aα, iSα♢. Também vimos anteriormente, na Proposição 3.1, que

u = kΘ ⊕ηΘ com ad(kΘ) ⊆ ηΘ. Assim, kΘ pode ser representado em ηΘ. Com isso, obtemos

o seguinte resultado.

Lema 3.24. Se J é uma estrutura quase complexa quase U−invariante em FΘ = U/KΘ,

então

Jx0 ad(L) = ad(L)Jx0 ,

para todo L ∈ kΘ.



64

Demonstração: Pelas proposições 3.23 e 3.2, temos que

Ad(k)Jx0 = Jx0 Ad(k)

para todo k ∈ KΘ. Assim, seja L ∈ kΘ e k(t) = etL com t ∈ R uma curva em KΘ. Nesse

caso, temos que

ad(L)Jx0 = dAd(
d

dt
k(t)))♣t=0Jx0

=
d

dt
Ad(k(t))♣t=0Jx0

=
d

dt
Jx0 Ad(k(t))

= Jx0

d

dt
Ad(k(t))♣t=0

= Jx0 ad(L).

2

Agora, trabalharemos com o espaço tangente complexiĄcado Tx0F
C
Θ. Como a

complexiĄcação de espaços vetorial é um funtor covariante, vale o isomorĄsmo

Tx0F
C
Θ

∼= ηCΘ = qΘ =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

gα.

Para cada ponto x ∈ FΘ, a estrutura complexa Jx pode ser complexiĄcada, da

forma usual, isso é,

JC
x : TxF

C
Θ ! TxF

C
Θ

X + iY 7! Jx(X) + iJx(Y ).

Note que JC
x ainda é um operador idempotente em TxF

C
Θ , pois

(JC
x )2(v + iu) = J2

x(v) + iJ2
x(u) = −v − iu = − idTx0FΘ

(v + iu).

Disso, se X ∈ TxF
C
Θ é um autovetor de JC

x F
C
Θ, então

−X = (JC
x )2X = λ2X,

de onde concluímos que os autovalores λ de JC
x são i e −i. Para cada espaço tangente

TxF
C
Θ, os autoespaços associados a cada um desses autovalores será denotado por

T (0,1)
x FC

Θ := aut(JC
x , i) e T (1,0)

x FC
Θ := aut(JC

x ,−i),

de forma que,

TxF
C
Θ = T (0,1)

x FC
Θ ⊕ T (1,0)

x FC
Θ.

Para evitar pesar a notação demais nas próximas seções, omitiremos os índices C quando

tratarmos da complexiĄcação dos espaços tangentes. Isso não deve gerar confusão, pois a

natureza dos espaços adiante Ącará clara a partir do contexto de trabalho.
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Proposição 3.25. Se α ∈ Π \ ⟨Θ⟩, então gα é invariante por Jx0.

Demonstração: Sejam α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ e X ∈ gα. Assim, temos que [H,X] = α(H)X para

todo H ∈ h. Em particular, como h ⊆ kΘ, tomando H ∈ h temos, pelo Lema 3.24,

[H, Jx0X] = ad(H)Jx0X = Jx0 ad(H)X = Jx0 [H,X] = Jx0α(H)X = α(H)Jx0X.

Logo, pelo Corolário A.30, concluímos que Jx0X ∈ gα. 2

Proposição 3.26. Se α ∈ Π \ ⟨Θ⟩, então os espaços uα = u ∩ (gα ⊕ g−α) são invariantes

por Jx0.

Demonstração: Sejam α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ e X ∈ uα. Assim, X = X1 + X2, com X1 ∈ gα e

X2 ∈ g−α. Assim, pela Proposição 3.25, temos que

Jx0X = Jx0(X1 +X2) = Jx0X1 + Jx0X2 ∈ gα ⊕ g−α.

Além disso, temos que X ∈ uα ⊆ ηΘ. Agora, como Jx0 é uma aplicação ηΘ ! ηΘ, temos

que Jx0X ∈ ηΘ ⊆ u. Logo, uα é invariante por Jx0 para todo α ∈ Π \ ⟨Θ⟩. 2

Trabalharemos agora com a complexiĄcação dos espaços uα. Podemos veriĄcar que

uCα = gα ⊕ g−α.

Consideremos a restrição Jx0♣uα
e sua respectiva complexiĄcação ao espaço uCα que deno-

taremos por Jα. Seguindo o que Ązemos anteriormente para Tx0FΘ, podemos encontrar

subespaços u(1,0)
α e u(0,1)

α associados aos autovalores i e −i, respectivamente, tais que

uCα = u(1,0)
α ⊕ u(0,1)

α .

Notemos que, pela Proposição 3.25, os espaços gα e g−α são invariantes por Jx0 e conse-

quentemente Jα. Assim, Jαgα = igα ou Jαgα = −igα, de forma que

gα ≤ u(1,0)
α ou gα ≤ u(0,1)

α .

Como dim gα = 1 = dim u(1,0)
α = u(0,1)

α , temos duas possibilidades

gα ≤ u(1,0)
α e g−α ≤ u(0,1)

α ou

gα ≤ u(0,1)
α e g−α ≤ u(1,0)

α .

Sendo essas as duas únicas possibilidade, concluímos que existem apenas duas estruturas

complexas em uα que comutam com ad(K) para todo K ∈ kΘ. Mais explicitamente, dado

X ∈ gα ou Jx0X = iX ou Jx0X = −iX. Com isso temos a seguinte proposição.
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Proposição 3.27. Uma estrutura complexa em qΘ = ηCΘ que comuta com Ad(k) para

todo k ∈ KΘ é determinada unicamente por um conjunto ¶εα♢α∈Π\⟨Θ⟩, onde εα = ±1 e

εα = −ε−α.

Demonstração: Para cada X ∈ qΘ, podemos escrever

X =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

zαgα,

onde zα ∈ C. Assim, aplicando Jx0 obtemos

Jx0(X) =
∑

α∈Π\Θ

zαJΘ(Xα).

Agora, pela discussão acima, para cada α ∈ Π \ ⟨Θ⟩

Jx0(Xα) = ±iXα,

isso é,

Jx0(X) =
∑

α∈Π\Θ

zαJΘ(Xα) =
∑

α∈Π\Θ

zαεαXα

com εα = ±1.

Para a segunda aĄrmação, tomemos α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ e suponhamos, sem perda de

generalidade, que Jx0(Xα) = iXα, isso é, εα = 1. Nesse caso, pela discussão anterior,

temos que g−α = u(0,1), que é o autoespaço associado ao autovalor −i, de forma que

Jx0(X−α) = −iX−α,

isso é, ε−α = −1 = −εα. 2

Observação 3.28. Note que a natureza binária dos números εα implicam que se εα ̸= εβ,

então εα = −εβ. Naturalmente, disso segue que

εα ̸= εβ e εβ ̸= εγ ⇒ εα = εγ.

No que segue, usaremos essas propriedades sem mencioná-las diretamente, para evitar

complicar os argumentos desnecessariamente.

Corolário 3.29. Uma estrutura quase complexa U−invariante em FΘ é determinada

unicamente por um conjunto ¶εα♢α∈Π\⟨Θ⟩ tal que ε = ±1 para cada α e εα = −ε−α.

Demonstração: Basta observar que esse conjunto deĄne uma única estrutura complexa

no espaço tangente Tx0FΘ, que comuta com Ad(K) para todo k ∈ KΘ. Assim, pela

Proposição 3.23, o resultado segue. 2

Tendo em mente esse resultado, quando nos referirmos a uma estrutura quase

complexa U−invariante em FΘ, estaremos nos referindo apenas ao conjunto ¶εα♢α∈Π\⟨Θ⟩.
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Lema 3.30. Seja ¶εα♢α∈Π∈\⟨Θ⟩ uma estrutura quase complexa U−invariante em FΘ.

Dessa forma, se α, β ∈ Π \ ⟨Θ⟩ são tais que gα e gβ estão na mesma componente

irredutível de Ad(KΘ) em qΘ, então εα = εβ.

Demonstração: A demonstração é análoga à feita no Lema 3.19, usando-se o fato de

que Ad(k) e J comutam para todo k ∈ KΘ. 2

3.5 Forma de Kähler

Com uma estrutura quase complexa e uma métrica, ambas invariantes por U ,

podemos pensar em uma estrutura quase Hermitiana. A saber, uma métrica g em uma

variedade suave M é chamada de estrutura quase Hermitiana quando, para todo

p ∈ M ,

gp(Jpv, Jpu) = gp(v, u) para todo v, u ∈ TpM,

onde J é uma estrutura quase complexa em M .

Voltando ao nosso contexto anterior, dadas uma variedade Ćag FΘ, uma estrutura

quase complexa invariante e uma métrica U−invariante em FΘ, notemos que, para todo

x = ux0 ∈ FΘ e todos X, Y ∈ Tx0FΘ, temos

bx(JxdEuX, JxdEuY ) = bx(dEuJx0X, dEuJx0Y )

= bx0(Jx0X, Jx0Y )

= bx0


Jx0

∑

α∈Π\⟨Θ⟩

zαXα, Jx0

∑

β∈Π\⟨Θ⟩

wβXβ




=
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

∑

β∈Π\⟨Θ⟩

zαwβbx0(Jx0Xα, Jx0Xβ)

=
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

∑

β∈Π\⟨Θ⟩

zαwβbx0(iεαXα, iεβXβ)

= −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

∑

β∈Π\⟨Θ⟩

zαwβεαεβbx0(Xα, Xβ)

=
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

∑

β∈Π\⟨Θ⟩

zαwβεαεβ⟨Λ(Xα), Xβ⟩

=
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

∑

β∈Π\⟨Θ⟩

zαwβεαεβλα⟨Xα, Xβ⟩.
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Como ⟨Xα, Xβ⟩ ≠ 0 somente quando β = −α, a expressão acima se torna

bx(JxdEuX, JxdEuY ) =
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

zαw−αεαε−αλα⟨Xα, X−α⟩

=
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

zαw−αεαε−α⟨Λ(Xα), X−α⟩

= −
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

zαw−α⟨iεαXα, iε−αX−α⟩

=
∑

α∈Π\⟨Θ⟩

zαw−α⟨Jx0Xα, Jx0X−α⟩

= bx0(X, Y )

= bx(dEuX, dEuY ).

Logo, uma estrutura quase complexa e uma métrica, ambas invariantes, sempre

deĄnem uma estrutura quase Hermitiana sobre uma variedade Ćag FΘ. Além disso, essa

estrutura é determinada pelos conjuntos ¶εα♢α∈Π\⟨Θ⟩ e ¶λα♢α∈Π\⟨Θ⟩ com εα = −ε−α e

λα = λ−α.

A forma de Kähler associada é deĄnida em Tx0FΘ como a forma bilinear

Ωx0(X, Y ) := bx0(X, Jx0Y ) = −⟨ΛX, Jx0Y ⟩ para todo X, Y ∈ Tx0FΘ.

Como a métrica b é invariante, ela pode ser estendida a variedade toda. Da mesma forma,

Ωx0 pode ser estendida a toda FΘ. Para ver isso, sejam x = ux0 ∈ FΘ e X, Y ∈ TxFΘ.

Assim, deĄnimos

Ωx(X, Y ) := bx(X, JxY )

= bx0(dEu−1X, JxdEu−1Y )

= bx0(dEu−1X, dEu−1Jx0Y )

= Ωx0(dEu−1X, dEu−1Y ).

Com essa deĄnição, vemos que Ω também mantém a propriedade de ser U−invariante

como esperado.

Assim como anteriormente, podemos complexiĄcar Ωx0 : ηΘ ! C para uma forma

bilinear ΩC
x0

: qΘ ! C, que mantém as propriedades de Ωx0 . Portanto, manteremos a

mesma notação para a forma real e a complexiĄcada.

Como mencionamos, a forma de Kähler Ωx0 é determinada pelos valores εα e λα,

uma vez que, nos elementos básicos de ηΘ, temos que

Ωx0(Xα, Xβ) = −iλαεβ⟨Xα, Xβ⟩.

Como ⟨Xα, Xβ⟩ = 0 para β ̸= −α, temos que Ωx0(Xα, Xβ) ̸= 0 se, e somente se β = −α.

Agora, como sabemos que ⟨Xα, X−α⟩ = 1 [15, p. 332],

Ωx0(Xα, X−α) = −iλαε−α⟨Xα, X−α⟩ = iλαεα.
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Será de nosso interesse aqui estudar a diferencial exterior de Ω, pois ela desempenha

um papel fundamental na classiĄcação das variedades quase Hermitianas invariantes.

Assim, consideremos uma r−forma diferencial

ω(p) =
∑

I

aI(p)dxI ,

onde I = (i1, . . . , ir) são r−listas de ¶1, . . . , n♢, aI : R ! R são funções diferenciáveis e

dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxir
. A sua diferencial exterior no ponto p é dada por

dω(p) =
∑

I

daI ∧ dxI

que é uma (r + 1)−forma diferencial.

A partir dessa deĄnição, é possível encontrar uma nova expressão para a diferencial

exterior que será mais interessante para o nosso contexto. A saber, essa expressão é dada

por

dω(X1, . . . , Xr+1) =
1

r + 1


 ∑

1≤i≤r+1

(−1)i−1Xiω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1) (3.1)

+
∑

1≤i<j≤r+1

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)


 . (3.2)

Aqui, o símbolo ˆ representa índices omitidos. A prova para essa expressão pode ser

encontrada em [5], Proposição 14.32 ou em [16] Proposição 3.11.

Agora, consideremos ω sendo uma r−forma diferenciável U−invariante em FΘ.

Nesse caso, temos que

ω(X1, . . . , Xr)(ux0) = ωux0(X1(ux0), . . . , Xr(ux0))

= ωux0(dEuX1(x0), . . . , dEuXr(x0))

= ωx0(X1(x0), . . . , Xr(x0)),

isso é, a aplicação ω(X1, . . . , Xr) : FΘ ! R é constante ao longo de FΘ. Portanto,

considerando a derivação induzida por Xi, temos

(−1)i−1Xiω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1) = 0

para cada i = 1, . . . , r. Com isso, concluímos que quando ω é U−invariante, sua diferencial

exterior é dada por

dω(X1, . . . , Xr+1) =
1

r + 1

∑

1≤i<j≤r+1

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1).

A partir desta expressão, podemos calcular a diferencial da forma de Kähler em

FΘ,

dΩ(X1, X2, X3) =
1
3

(−Ω([X1, X2], X3) + Ω([X1, X3], X2) − Ω([X2, X3], X1). (3.3)
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Naturalmente nos é interessante analisar como a diferencial atua nos vetores da

base Xα com α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ uma vez que Ω(Xα, Xβ) ̸= 0 se, e somente se, β = −α. Assim,

pela Expressão (3.3)

3Ω(Xα, Xβ, Xγ) = −Ω([Xα, Xβ], Xγ) + Ω([Xα, Xγ], Xβ) − Ω([Xβ, Xγ], Xα).

Pela construção da base de Weyl, como pode ser visto em [15], para cada par α, β ∈ Π\⟨Θ⟩

existem mα,β ∈ R com mα,β = −m−α,−β tais que

[Xα, Xβ] = mα,βXα+β,

se α + β seja raiz e mα,β = 0 caso contrário. Assim, a expressão para dΩ(Xα, Xβ, Xγ) se

torna

3Ω(Xα, Xβ, Xγ) =

= −mα,βΩ(Xα+β, Xγ) +mα,γΩ(Xα+γ, Xβ) −mβ,γΩ(Xβ+γ, Xα)

= i(mα,βλα+βεγ⟨Xα+β, Xγ⟩ −mα,γλα+γεβ⟨Xα+γ, Xβ⟩ +mβ,γλβ+γεα⟨Xβ+γ, Xα⟩).

Note que cada termo é não nulo se, e somente se, α + β + γ = 0 pelas propriedades da

forma de Cartan-Killing. Assim, obtemos

3Ω(Xα, Xβ, Xγ) = i(mα,βλ−γεγ⟨X−γ, Xγ⟩ −mα,γλ−βεβ⟨X−β, Xβ⟩ +mβ,γλ−αεα⟨X−α, Xα⟩)
(∗)
= i(mα,βλγεγ −mα,γλβεβ +mβ,γλαεα),

onde usamos que ⟨Xα, X−α⟩ = 1 e λα = λ−α em (∗). Finalmente, do Lema 8.6 de [15],

temos que

mα,β = mβ,γ = mγ,α

quando α+ β + γ = 0. Além disso,

mα,βXα+β = [Xα, Xβ] = −[Xβ, Xα] = −mβ,αXβ+α,

ou seja, mγ,α = −mα,γ. Com isso, concluímos que

3Ω(Xα, Xβ, Xγ) = imα,β(λαεα + λβεβ + λγεγ).

Para terminar esta seção, daremos uma última deĄnição que será necessária mais

à frente.

DeĄnição 3.31. Uma variedade Ćag FΘ com uma estrutura quase Hermitiana (J,Λ) é

dita de Kähler quando J é integrável.
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3.6 Estruturas aproximadamente Kähler

Na seção anterior discutimos como uma métrica e uma estrutura quase-complexa

invariantes em uma variedade Ćag dão origem a uma estrutura Kähler. Nessa seção,

faremos uma breve introdução à estruturas quase-Kähler, já que nosso objetivo adiante

será obter condições para as quais uma variedade Ćag admite uma estrutura Kähler que

não é propriamente Kähler. Antes disso, precisamos de uma deĄnição que diz respeito à

estrutura quase complexa.

DeĄnição 3.32. Seja Jx0 uma estrutura complexa em Tx0FΘ. Um vetor v ∈ Tx0FΘ é

chamado de um (1, 0)−vetor se Jv = iv. Analogamente, u é dito um (0, 1)−vetor quando

Ju = −iu.

DeĄnição 3.33. Uma estrutura quase Hermitiana é chamada de quase-Kähler (ou

(1, 2)−simplética) quando sua forma de Kähler Ω é tal que

dΩ(u, v, w) = 0,

quando um dos vetores é um (1, 0)−vetor e os outros dois são (0, 1)−vetores.

DeĄnição 3.34. Uma estrutura quase-Kähler é dita aproximadamente Kähler quando

∇X(J)(X) = 0,

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita associada à métrica.

DeĄnição 3.35. Seja J uma estrutura quase-complexa. DeĄnimos o tensor de Nije-

nhuis de J por

N(X, Y ) = J [X, Y ] − [JX, Y ] − [X, JY ] − J [JX, JY ].

Quando estamos trabalhando com estruturas invariantes em uma variedade Ćag,

existe uma segunda caracterização de uma estrutura aproximadamente Kähler.

Proposição 3.36. Sejam FΘ uma variedade Ćag, J = ¶εα♢ uma estrutura quase complexa

invariante em FΘ e Λ = ¶λα♢ uma métrica invariante em FΘ. Dessa forma, o par (J,Λ)

é aproximadamente Kähler se, e somente se, é (1, 2)−simplético e

(N(X, Y ), X) = 0, para todo X, Y ∈ ηΘ,

onde N é o tensor de Nijenhuis de J .

Demonstração: Esse resultado é uma consequência da classiĄcação feita em [17] e [18]. 2
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Como mostramos, quando tratamos de estruturas invariantes em FΘ, a forma

de Kähler e sua diferencial exterior podem ser determinadas em termos das raízes e os

conjuntos ¶εα♢α∈Π\⟨Θ⟩ e ¶λα♢α∈Π\⟨Θ⟩ que, por sua vez, possuem propriedades algébricas

interessantes.

DeĄnição 3.37. Sejam J = ¶εα♢ uma estrutura quase complexa invariante em FΘ e

α, β, γ ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tais que α + β + γ = 0. Dizemos que a trinca de raízes ¶α, β, γ♢ é de

J−tipo {0, 3} (ou uma {0, 3}−tripla) quando εα = εβ = εγ e de J−tipo {1, 2} (ou

uma {1, 2}−tripla) caso contrário.

Uma consequência imediata dessa deĄnição é que uma trinca (α, β, γ) é do mesmo

tipo que (−α,−β,−γ) já que

εα = εβ = εγ ⇔ ε−α = ε−β = ε−γ.

Proposição 3.38. Sejam (J = ¶εα♢) (Λ = ¶λα♢) uma estrutura quase complexa e uma

métrica invariantes em FΘ. Dessa forma, (J,Λ) é aproximadamente Kähler se, e somente

se, valem as condições

(i) se ¶α, β, γ♢ é uma ¶0, 3♢−tripla, então λα = λβ = λγ;

(ii) se se ¶α, β, γ♢ é uma ¶1, 2♢−tripla com εβ = εγ, então λα = λβ + λγ.

Demonstração: Pode ser encontrada em [18], seção 7. 2

A Proposição 3.38 está relacionada com a Proposição 3.36 em que a condição (i)

da primeira é equivalente a (N(X, Y ), X) = 0 enquanto a condição (ii) é equivalente ao

par (J,Λ) ser (1, 2)−simplético. Dessa observação, vale também o seguinte resultado.

Lema 3.39. Se (J,Λ) é aproximadamente Kähler e J admite apenas ¶1, 2♢−triplas, então

(J,Λ) é Kähler

Demonstração: Com efeito, notemos que como (J,Λ) é um par invariante, vale que

1
2
N(Xα, Xβ) = [JXα, JXβ] − [Xα, Xβ] − J [Xα, JXβ] − J [JXα, Xβ]

= εαεβ[iXα, iXβ] − [Xα, Xβ] − εβJ [Xα, iXβ] − εαJ [iXα, Xβ]

= −mα,β(εαεβ + 1 − εβεα+β − εαεα+β)Xα+β.

Assim, consideremos a tripla ¶α, β,−(α + β)♢. Por hipótese, essa tripla deve ser do tipo

(1, 2), ou seja, temos dois casos possíveis:
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1. εα = εβ ̸= ε−(α+β)

Nesse caso, como ε−(α+β) = −ε(α+β), temos que

εα = εβ = ε−(α+β),

ou seja,

1
2
N(Xα, Xβ) = −mα,β(1 + 1 − 1 − 1)Xα+β = 0.

2. εα ̸= εβ = ε−(α+β)

Nesse caso, temos que εα+β = εα ̸= εβ, de forma que

1
2
N(Xα, Xβ) = −mα,β(−1 + 1 + 1 − 1)Xα+β = 0.

Finalmente, do fato que

1
2
N(Xα, Xα) = 0,

concluímos que J é integrável e, portanto, (J,Λ) é de Kähler. 2



74

4 TRINCAS PARA ESTRUTURAS QUASE KÄHLER

Nessa seção, estaremos interessados em mostrar que todas as triplas de raízes em

uma variedade Ćag com uma estrutura quase Hermitiana invariante são do mesmo tipo.

Assim, para organizar melhor os passos dessa demonstração, faremos uma série de lemas

que nos levarão a esse resultado. Começaremos com um resultado geral que será útil

durante as próximas seções.

Lema 4.1. Sejam α e β raízes positivas tais que α+ β é raiz. Dessa forma,

(i) se β = β1 + β2 com β1 e β2 raízes, então α+ β1 ou α+ β2 é raiz;

(ii) existem raízes simples α1, . . . , αs tais que β = α1 + · · · + αs e todas as somas

intermediárias α+ α1 + · · · + αk, com k = 1, . . . , s, são raízes.

Demonstração: Ver Lema 4.11 de [18]. 2

Denotaremos as componentes irredutíveis em relação à representação adjunta de

ηΘ de uma raiz α por Vα.

Primeiramente, dado um subconjunto Θ ⊆ Σ de raízes simples, deĄniremos aqui

os conjuntos

TΘ
¶1,2♢ := ¶α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ ♣ ∃β, γ ∈ Π \ ⟨Θ⟩ ; ¶α, β, γ♢ é uma ¶1, 2♢ − tripla♢

e, analogamente,

TΘ
¶0,3♢ := ¶α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ ♣ ∃β, γ ∈ Π \ ⟨Θ⟩ ; ¶α, β, γ♢ é uma ¶0, 3♢ − tripla♢.

Como frequentemente o conjunto Θ já está subentendido no contexto de trabalho, nos

referiremos a esses dois conjuntos por T¶1,2♢ e T¶0,3♢.

Lema 4.2. Se T¶0,3♢ ∩ T¶1,2♢ = ∅, então T¶0,3♢ ∩ (Σ \ Θ) = ∅ ou T¶1,2♢ ∩ (Σ \ Θ) = ∅.

Demonstração: Sejam α, β ∈ Σ \ Θ. Agora, podemos encontrar uma sequência de raízes

γ1, . . . , γj que ligam α e β, isso é, no diagrama de Dynkin

· · · α γ1 · · · γj β · · ·

essa sequência forma um subdiagrama. Agora, como a soma de raízes no diagrama de

Dynkin ainda são raízes, podemos tomar as triplas

¶α, (γ1 + · · · + γj + β),−(α+ γ1 + · · · + γj + β)♢
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e

¶β, (α+ γ1 + · · · + γj),−(α+ γ1 + · · · + γj + β)♢.

Note que, ambas (γ1 + · · · + γj + β) e −(α+ γ1 + · · · + γj + β) estão fora de ⟨Θ⟩. Com

efeito, caso ambas estivessem em ⟨Θ⟩ teríamos

α = −[(γ1 + · · · + γj + β) − (α+ γ1 + · · · + γj + β)] ∈ ⟨Θ⟩,

contradizendo que α ∈ Σ \ Θ. Analogamente, supor que uma delas está em Θ também

gera absurdos similares. Como o mesmo argumento é válido para a tripla

¶β, (α+ γ1 + · · · + γj),−(α+ γ1 + · · · + γj + β)♢

temos que ambas triplas estão em Π \ ⟨Θ⟩. Agora, suponhamos que

¶α, (γ1 + · · · + γj + β),−(α+ γ1 + · · · + γj + β)♢

seja de tipo ¶a, b♢ com ¶a, b♢ = ¶1, 2♢, ¶0, 3♢. Assim, temos que

−(α+ γ1 + · · · + γj + β) ∈ Ta,b.

Agora, como T¶0,3♢ ∩ T¶1,2♢ = ∅, temos que ambas as trincas acima possuem mesmo tipo.

Consequentemente, α e β são de mesmo tipo. Daí, segue o resultado. 2

Lema 4.3. Sejam u, v ∈ Π+ tais que u+v é uma raiz. Se γ é a menor raiz na componente

irredutível de u + v, então existem raízes α e β nas componentes irredutíveis de u e v,

respectivamente, tais que α+ β = γ.

Demonstração: Sejam u, v ∈ Π+ tais que u+ v é uma raiz. Se u+ v não é a menor raiz

na sua componente, existe uma raiz γ′ ∈ Θ menor que u+ v. Além disso, existe uma raiz

w ∈ Θ tal que γ′ = u+ v − w. Com efeito, dizer que γ′ = u+ v − w é equivalente a

[g−w, gu+v] = gγ′ . (4.1)

Se a componente irredutível de u+ v, digamos Vi, é dada por

Vi =
∑

α∈A(i)

gα,

então dizer que não existe w satisfazendo (4.1) equivale a dizer que não existe K ∈ qΘ tal

que ad(K)gu+v ⊆ gγ′ de onde obteríamos que

Vi \ gγ′
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é invariante por ad(qΘ), contradizendo a irredutibilidade de Vi. Com isso, temos que

[g−w, gu+v] ̸= 0. Por outro lado, vale que

[g−w, gu+v] = [[g−w, gu], gv] + [gu, [g−w, gv]],

ou seja, ou [g−w, gu] ̸= 0, ou [g−w, gv] ̸= 0. Daí ou u− w é uma raiz ou v − w é uma raiz.

Assim, temos que

γ′ = (u− w) + v ou γ′ = (v − w) + u.

Como subtrair uma raiz por w é análogo a [g−w, gu] e g−w ⊆ qΘ, então pela irredutibilidade

da componente irredutível de u temos que gu−w está na mesma componente. Análogo

para gv−w. Logo, por indução, o resultado segue.

2

Corolário 4.4. Sejam u, v ∈ Π+ tais que u + v é uma raiz. Se γ é a maior raiz na

componente irredutível de u+ v, então existem raízes α e β nas componentes irredutíveis

de u e v, respectivamente, tais que α+ β = γ.

Demonstração: Basta repetir o argumento anterior para a maior raiz nas componentes. 2

Corolário 4.5. Se ¶u, v,−(u+ v)♢ é uma ¶a, b♢−tripla (¶0, 3♢ ou ¶1, 2♢), então existe

uma tripla ¶α, β, γ♢, com α ∈ Vu, β ∈ Vv e γ ∈ V−(u+v) de tipo ¶a, b♢ tal que γ é a menor

(ou a maior) raiz de Vu+v.

Demonstração: Pelo Lema 4.3, existe uma tripla ¶α, β, γ♢ com as condições necessárias.

Agora, pelo Lema 3.30, os autovalores ε são constantes em cada componente irredutível.

Assim, εα = εu, εβ = εv e εγ = ε−(u+v), ou seja, as triplas

¶u, v,−(u+ v)♢ e ¶α, β, γ♢

são do mesmo tipo. 2

Proposição 4.6. Se T¶0,3♢ ∩ T¶1,2♢ = ∅, então T¶0,3♢ = ∅ ou T¶1,2♢ = ∅, isso é, todas as

raízes são do mesmo tipo.

Demonstração: Como T¶0,3♢ ∩ T¶1,2♢ = ∅, pelo Lema 4.2, todas as triplas de raízes

simples são do mesmo tipo digamos, ¶a, b♢. Suponhamos que exista uma tripla de tipo

diferente de ¶a, b♢. Nesse caso, pelo Corolário 4.5, existe uma tripla ¶α, β, γ♢, com γ > 0

minimal em sua componente irredutível, de tipo diferente de ¶a, b♢. Note que γ não pode
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ser simples, uma vez que estamos partindo do fato de que todas as raízes simples são de

tipo ¶a, b♢ pelo Lema 4.2. Assim, existe uma raiz simples u ∈ Σ \ Θ tal que γ − u é raiz.

Isso se deve ao fato de que a decomposição de γ não pode conter apenas raízes em Θ,

pois isso implicaria que γ ∈ ⟨Θ⟩, contradizendo que γ está em uma tripla de raízes (por

deĄnição elas devem estar fora de ⟨Θ⟩). Assim, γ − u ∈ Π \ ⟨Θ⟩ e, portanto, temos uma

tripla ¶u, γ − u,−γ♢ que contém a raiz simples u. Portanto, essa tripla é do tipo ¶a, b♢

e, consequentemente, −γ ∈ T¶a,b♢. Porém, γ e −γ são de mesmo tipo, ou seja, temos

que γ ∈ T¶0,3♢∩T¶1,2♢, contradizendo a hipótese. Logo, todas as raízes são de mesmo tipo. 2

A contrapositiva da Proposição 4.6 implica que se existem raízes de ambos os tipos

em uma variedade Ćag, então existe uma raiz que é de ambos os tipos. Esse fato será

utilizado para demonstrar o Teorema principal dessa seção.

A seguir, partimos para uma série de resultados que dizem respeito às estruturas

invariantes em FΘ.

Lema 4.7. Se (J = ¶εα♢,Λ = ¶λα♢) é uma estrutura aproximadamente Kähler, então

J não admite uma ¶0, 3♢−tripla ¶α, β,−(α + β)♢ juntamente com uma ¶1, 2♢−tripla

¶−β, β1, β2♢ tal que εβ1 = εβ2.

Demonstração: Suponhamos que existam triplas com as propriedades acima. Como

¶−β, β1, β2♢ é uma ¶1, 2♢−tripla com εβ1 = εβ2 , temos

ε−β ̸= εβ1 = εβ2 .

Além disso, pela Proposição 3.38, vale que

λ−β = λβ1 + λβ2 ,

de onde concluímos que λβ = λ−β > λβ1 , λβ2 (lembre que λα > 0 para todo α ∈ Π \ ⟨Θ⟩).

Novamente pela Proposição 3.38 e do fato que ¶α, β,−(α+β)♢ é uma ¶0, 3♢−tripla, temos

que

λα = λβ = λ−(α+β). (4.2)

Como α+β é uma raiz e β = β1 +β2, pelo Lema 4.1, α+β1 ou α+β2 é raiz. Suponhamos,

sem perda de generalidade, que α+ β1 é raiz. AĄrmamos que ¶−(α+ β1), α, β1♢ é uma

¶1, 2♢−tripla com εα = εβ1 . Com efeito, a segunda parte da aĄrmação é verdadeira, uma

vez que

εα = εβ = −ε−β = εβ1 ,

pois ¶α, β,−(α+ β)♢ é uma ¶0, 3♢−tripla. Agora, suponhamos, por absurdo, que ¶−(α+

β1), α, β1♢ é uma ¶0, 3♢−tripla. Nesse caso teríamos, pela Proposição 3.38,

λα = λβ1 = λ−(α+β1).
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Porém, de (4.2), λα = λβ > λβ1 , contradizendo a condição necessária para ser uma

¶0, 3♢−tripla. Logo, ¶−(α + β1), α, β1♢ é uma ¶1, 2♢−tripla. Com isso, a Proposição 3.38

garante que

λ−(α+β1) = λα + λβ1 . (4.3)

AĄrmamos ainda que ¶α+ β1, β2,−(α+ β)♢ é uma ¶0, 3♢−tripla. De fato, temos que

ε(α+β1) = −ε−(α+β1) = εα

e

εα = ε−(α+β) = εβ = −ε−β = εβ2 ,

ou seja,

ε(α+β1) = ε−(α+β) = εβ2 .

Assim, pela Proposição 3.38,

λα+β1 = λβ2 = λ−(α+β). (4.4)

Finalmente, notemos que por (4.2), λα = λβ > λβ2 . Agora, por (4.4), temos que

λα+β1 = λβ2 . Portanto,

λα > λβ2 = λα+β1 = λα+β1 ,

o que contradiz (4.3). Logo, o lema segue. 2

Lema 4.8. Se (J,Λ) é aproximadamente Kähler, então J não admite uma ¶0, 3♢−tripla

¶α, β,−(α + β)♢ juntamente com uma ¶1, 2♢−tripla ¶−β, β1, β2♢ tal que ε−β = εβ1 ̸= εβ2.

Demonstração: Pela Proposição 3.38 temos que

λα = λβ = λ−(α+β)

e

λβ2 = λβ1 + λ−β.

Em consequência da segunda expressão, concluímos ainda que

λβ2 > λβ1 , λ−β. (4.5)

O fato de ¶−β, β1, β2♢ ser uma ¶1, 2♢−tripla signiĄca que β = β1 +β2. Assim, como α+β

é uma raiz por hipótese, pelo Lema 4.1 temos que α+ β1 é uma raiz ou α+ β2 é uma raiz.



79

Note que esse esse argumento é similar ao que aparece na demonstração do Lema 4.7.

Porém, diferentemente do que acontece lá, nesse caso temos que εβ1 ≠ εβ2 e λβ2 > λβ1 ,

isso é, esses casos devem ser tratados separadamente.

Comecemos pelo caso em que α + β2 é uma raiz. Nesse caso, aĄrmamos que

¶−(α + β2), α, β2♢ é uma ¶1, 2♢−tripla com εα = εβ2 . Com efeito, como ¶α, β,−(α + β)♢

é uma ¶0, 3♢−tripla, temos que εα = εβ. Agora, de ε−β ̸= εβ2 obtemos

εα = εβ = −ε−β = εβ2 .

Para mostrar que ¶−(α + β2), α, β2♢ é uma ¶1, 2♢−tripla, suponhamos, por absurdo que

ela é uma ¶0, 3♢−tripla. Nesse caso, λ−(α+β2) = λα = λβ2 pela Proposição 3.38 mas

λα = λβ, pois ¶α, β,−(α+ β)♢ é uma ¶0, 3♢−tripla, ou seja,

λβ = λα = λβ2 .

No entanto, já vimos que λβ2 > λβ. Com isso, obtemos uma contradição e concluímos que

¶−(α+ β2), α, β2♢ é uma ¶1, 2♢−tripla. Portanto,

λα+β2 = λ−(α+β2) = λα + λβ2

pela Proposição 3.38. Daí, λα+β2 > λα, λβ2 . Por outro lado,

εα+β2 = εα = ε−(α+β), (4.6)

pois ¶−(α + β2), α, β2♢ e ¶α, β,−(α + β)♢ são ¶0, 3♢−triplas. Além disso, εβ1 = ε−β ̸=

εβ = ε−(α+β). Dessas observações, obtemos que ¶α+β2, β1,−(α+β)♢ é uma ¶1, 2♢−tripla

com εβ1 ̸= ε−(α+β). Portanto, a Proposição 3.38 implica que

λβ1 > λα+β2 , λ−(α+β) (4.7)

pelo mesmo argumento anterior. Daí,

λβ2 > λβ1 > λα+β2 ,

entretanto, (4.6) implica que λα+β2 > λβ2 o que é um absurdo. Logo, ¶−(α+ β2), α, β2♢ é

uma ¶1, 2♢−tripla.

No segundo caso, em que α+ β1 é uma raiz, aĄrmamos que ¶−(α+ β1), β1, α♢ é

uma ¶1, 2♢−tripla com ε−(α+β1) = εβ1 . Primeiramente, temos que

εα = εβ e ε−β = εβ1 ,

ou seja, εα ̸= εβ1 . Suponhamos que tivéssemos εα = ε−(α+β1). Nesse caso, teríamos

εα+β1 ̸= εα = εβ = εβ2
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e

εα+β1 ̸= εα = ε−(α+β).

Daí, ¶α+β1, β2,−(α+β)♢ é uma ¶1, 2♢−tripla com εβ2 = ε−(α+β). Aplicando a Proposição

3.38 nas ¶1, 2♢−triplas ¶−(α+ β1), β1, α♢ e ¶α+ β1, β2,−(α+ β)♢ obtemos

λβ1 = λα + λ−(α+β1) e λα+β1 = λβ2 + λ−(α+β).

Consequentemente, λβ1 > λα+β1 (lembre-se que λα = λ−α) e λα+β1 > λβ2 , isso é, λβ1 > λβ2 ,

contradizendo (4.5). Assim, ¶−(α+ β1), β1, α♢ é uma ¶1, 2♢−tripla com ε−(α+β1) = εβ1 .

Com isso, temos que

εα+β1 = εα = ε−(α+β) = εβ2

de forma que ¶α+ β1, β2,−(α+ β)♢ é uma ¶0, 3♢−tripla e, portanto

λα+β1 = λβ2 = λ−(α+β). (4.8)

Finalmente, temos que λβ2 > λβ e λβ = λ−(α+β), contradizendo a equação (4.8). Logo,

não existem triplas como enunciadas. 2

Depois desses resultados, podemos enunciar o resultado principal dessa seção

Teorema 4.9. Seja FΘ uma variedade Ćag e (J,Λ) uma estrutura invariante aproxima-

damente Kähler em FΘ. Nesse caso, todas as triplas de raízes são do mesmo tipo.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que existam triplas de ambos os tipos sob

essas hipóteses. Pela Proposição 4.6 existe uma raiz β ∈ T¶0,3♢ ∩ T¶1,2♢, isso é, existem

uma ¶0, 3♢−tripla ¶α, β,−(α + β)♢ e uma ¶1, 2♢−tripla ¶β, γ1, γ2♢. Assim, existem duas

possibilidades

(i) εγ1 = εγ2 ̸= εβ, ou

(ii) εγ1 ̸= εγ2 .

A primeira possibilidade não ocorre devido ao Lema 4.7. Já a segunda, não ocorre pelo

Lema 4.8. Logo, obtemos uma contradição em cada caso, concluindo que todas as raízes

em uma variedade Ćag com uma estrutura aproximadamente Kähler invariante são do

mesmo tipo. 2
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5 AUTOMORFISMOS DE ORDEM TRÊS

O objetivo dessa seção é utilizar o Teorema 4.9 para caracterizar uma estrutura

aproximadamente Kähler em termos de um par invariante (J,Λ) e automorĄsmos de

ordem 3. Para isso, começamos com a seguinte deĄnição.

DeĄnição 5.1. Seja α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tal que α = a1α1 + · · · +αtat, onde α1, . . . , αt são raízes

simples. Dessa forma, deĄnimos a altura de α com relação a Θ como a soma

hΘ(α) :=
∑

i∈Iα

♣ai♣,

onde

Iα := ¶i ∈ ¶1, . . . , t♢ ♣ αi ∈ Σ \ Θ♢,

isso é, I é o conjunto de índices que na decomposição de α não estão em Θ. Além disso,

deĄnimos a altura de Π \ ⟨Θ⟩ por

h0 := max¶hΘ(α) ♣ α ∈ Π \ ⟨Θ⟩♢.

O conceito de altura de uma raiz normalmente é usado para se referir a soma de

todos os coeĄcientes na decomposição de uma raiz em raízes simples. Aqui, em vez de nos

referirmos à altura de uma raiz em relação ao conjunto Θ, diremos simplesmente altura

da raiz, uma vez que o conceito mais geral não será abordado aqui.

Lema 5.2. Se Θ ⊆ Σ é tal que h0 ≥ 3, então existem raízes positivas α, β, γ, β1, β2 ∈

Π \ ⟨Θ⟩ tais que

γ = α+ β e β = β1 + β2.

Demonstração: Pela hipótese, existe uma raiz β de altura 2. Agora, consideremos a

componente irredutível de β. Assim, existe alguma raiz ϑ ∈ ⟨Θ⟩ tal que β + ϑ é a raiz

mais alta na componente de β e, além disso, pela deĄnição de hΘ,

hΘ(β + ϑ) = hΘ(β) = 2.

Portanto, podemos considerar β a raiz mais alta em sua componente e de altura 2, sem

perda de generalidade. Porém, pela hipótese, β não é a raiz mais alta de Π, ou seja,

existe algum α ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tal que γ = α + β. O fato de que α ̸∈ ⟨Θ⟩ vem novamente pela

deĄnição da altura com relação a Θ. Resta mostrar que β é decomposta em raízes fora de

⟨Θ⟩. Para isso, seja βl a raiz mais baixa na componente de β. Pela observação anterior,

temos que

hΘ(βl) = hΘ(β) = 2.
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Assim, existe uma raiz u ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tal que β − u é raiz, ou seja,

βl = (βl − u) + u.

Logo, a decomposição de β decorre do Corolário 4.4. 2

Lema 5.3. Sejam FΘ uma variedade Ćag e J uma estrutura quase complexa em FΘ. Se

h0 ≥ 3, então J possui ¶1, 2♢−triplas.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que J possua apenas ¶0, 3♢−triplas. Como

h0 ≥ 3, o Lema 5.2 implica que existem raízes γ, α, β, β1, β2 ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tais que

γ = α+ β e β = β1 + β2.

Assim, pela suposição inicial ¶−γ, α, β♢ e ¶−β, β1, β2♢ são ¶0, 3♢−triplas, de forma que

εβ1 = εβ2 = εβ ̸= ε−β = εα = ε−γ. (5.1)

Por outro lado, pela Lema 4.1, podemos assumir sem perda de generalidade que α + β1 é

uma raiz. Assim, ¶α + β1, β2,−γ♢ é uma ¶0, 3♢−tripla e, portanto, εβ2 = ε−γ contradi-

zendo (5.1). Logo, J admite ¶1, 2♢−triplas. 2

Proposição 5.4. Sejam FΘ uma variedade Ćag e (J,Λ) um par invariante aproximada-

mente Kähler. Dessa forma, se h0 ≥ 3, então J admite apenas ¶1, 2♢−triplas.

Demonstração: Segue diretamente do Lema 5.3 e do Teorema 4.9. 2

Teorema 5.5. Seja FΘ uma variedade Ćag. Dessa forma, FΘ admite uma estrutura

propriamente1 aproximadamente Kähler invariante (J,Λ) em FΘ se, e somente se, h0 = 2.

Demonstração: Suponhamos que FΘ possua uma estrutura invariante aproximadamente

Kähler. Suponhamos que h0 ≠ 0. Primeiramente, notemos que se h0 = 1, então não

existem triplas de raízes e, consequentemente, qualquer estrutura invariante é Kähler. Por

outro lado, se h0 ≥ 3 a Proposição 5.4 implica que J admite apenas ¶1, 2♢−triplas o que,

pelo Lema 3.39 signiĄca que (J,Λ) é Kähler. Logo, h0 = 2 implica em (J,Λ) não Kähler.

Reciprocamente, se h0 = 2, então podemos deĄnir J = ¶εα♢ por



εα = 1, se hΘ(α) = 1, e

εα = −1, se hΘ(α) = 2.

1 Estamos usando propriamente aqui para denominar uma estrutura aproximadamente Kähler
que não é Kähler.
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Com isso, J admite apenas ¶0, 3♢−triplas. De fato, se γ ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tal que hΘ(γ) = 2,

então existem raízes α, β ∈ Π \ ⟨Θ⟩ com hΘ(α) = hΘ(β) = 1 tais que γ = α + β. Isso é,

εγ = −1 e εα = εβ = 1. Assim, ¶−γ, α, β♢ é uma tripla com

ε−γ = εα = εβ.

Portanto, J admite apenas ¶0, 3♢−triplas. Agora, deĄnamos Λ = ¶λα♢ por λα = λ > 0

para todo α ∈ Π \ ⟨Θ⟩, isso é, Λ é constante para todas as raízes. Daí, para toda tripla

¶α, β, γ♢, segue que

λα = λβ = λγ.

Como toda tripla é ¶0, 3♢, da Proposição 3.38 concluímos que (J,Λ) assim deĄnida é

aproximadamente Kähler. Além disso, do fato de que J admite ¶0, 3♢−triplas, o Lema

3.39 implica que (J,Λ) não é Kähler. 2

Exemplo 3. Como um exemplo, consideremos Sl(n,C)/PΘ, onde Θ ⊆ Σ é um

subconjunto qualquer do sistema simples de raízes como no Exemplo 2. Nesse caso, temos

que

Σ = ¶α12, α23, . . . , αn−1,n♢.

Tomando Θ ⊆ Σ de forma que Σ \ Θ possua k raízes, temos que h0 = k. De fato, as raízes

simples em sl(n,C) são somas de raízes positivas sem repetição, com coeĄciente 1. Assim,

a raiz de altura máxima é

α1n = α12 + · · · + αn−1,n.

Como Σ \ Θ possui cardinalidade k, temos que hΘ(α1n) = k e, portanto, h0 ≥ k. Por

outro lado, como todas as raízes em sl(n,C) possuem decomposição em raízes simples

com coeĄcientes iguais a 1, não existe raiz com altura maior do que k. Logo, h0 = k.

Consideremos o caso particular em que k = 2. Pelo Teorema 5.5, Sl(n,C)/PΘ

admite uma estrutura aproximadamente Kähler que não é Kähler somente quando Θ é

formado por n− 3 raízes.

Para ilustrar essa situação melhor, consideremos Sl(6,C). O sistema simples de

raízes será o conjunto

Σ = ¶α12, α23, α34, α45, α56♢.

Tomemos Θ = ¶α12, α45, α56♢ de forma que Σ \ Θ = ¶α23, α34♢. Nesse caso, podemos

calcular a subálgebra parabólica seguindo os mesmos passos feitos no Exemplo 2. Com
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isso, concluímos que pΘ é composto por matrizes da forma



a11 a12 a13 a13 a13 a13

a21 a22 a23 a24 a25 a26

0 0 a33 a34 a35 a36

0 0 0 a44 a45 a46

0 0 0 a54 a55 a56

0 0 0 a64 a65 a66




,

isso é, uma matriz com três blocos de tamanhos distintos. Sabemos também que esta é

a forma das matrizes do subgrupo parabólico PΘ que deĄne Sl(n,C)/PΘ. Ainda mais,

qualquer variedade Ćag em Sl(6,C) que admite uma estrutura aproximadamente Kähler

que não é Kähler é desta forma, isso é, possui um subgrupo parabólico cujas matrizes

possuem três blocos. Em termos de Ćags, isso signiĄca que estamos tomando Ćags de tipo

K = ¶2, 3♢.

Como consequência deste exemplo, podemos ver que o espaço projetivo e as

Grassmannianas em um espaço vetorial V não admitem uma estrutura propriamente

aproximadamente Kähler. •

A resposta da conjectura feita por Wolf e Gray ao Ąnal de [4], que é o objetivo
Ąnal do artigo [3] está localizada, essencialmente, no Teorema 5.5. Como recordação,

ŞLet M = G/K, where G is a compact connected Lie group
acting effectively, K is a subgroup of maximal rank, and M
carries a G−invariant almost complex structure. Suppose that
M = G/K is not a hermitian symmetric coset space. Then there is
an invariant almost hermitian metric ds2 such that (M, ds2) ∈ N K
and (M, ds2) ̸∈ K if and only if A = G8 for some automorphism θ
of order 3 on G.Ť

Traduzindo nos termos que estamos usando nesse trabalho:

ŞSeja U/H um espaço homogêneo, que não é um espaço simétrico
hermitiano de um grupo de Lie compacto e conexo U atuando
efetivamente tal que H tem posto máximo em U . Então, existe em
U/H uma estrutura quase Hermitiana invariante aproximadamente
Kähler que não é Kähler se, e somente se, a subálgebra de isotropia
é o conjunto de pontos Ąxos de um automorĄsmo φ de ordem três.Ť
[12]

Assim, em termos gerais, para encontrar nossa resposta Ąnal devemos reescrevê-lo em

termos de automorĄsmos de ordem 3 de g.

Lema 5.6. Seja FΘ uma variedade Ćag. Dessa forma, se a subálgebra de isotropia kΘ é o

conjunto de pontos Ąxos de um automorĄsmo de ordem três, então h0 < 3.
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Demonstração: Seja ϕ um automorĄsmo de g tal que

gφ = ¶X ∈ g ♣ ϕ(X) = X♢ = kΘ.

Como ϕ possui ordem 3, os autovalores de ϕ são ζ i, com i ∈ ¶0, 1, 2♢, raízes da unidade.

Agora, como ϕ é diagonalizável, podemos decompor g como

g = aut(ϕ, ζ0) ⊕ aut(ϕ, ζ1) ⊕ aut(ϕ, ζ2).

Note que aut(ϕ, ζ0) = gφ = kΘ. Assim, a decomposição se torna

g = h ⊕
∑

α∈⟨Θ⟩

gα ⊕
∑

β∈Π1

gβ ⊕
∑

γ∈Π2

gγ,

onde Πi = ¶α ∈ Π ♣ ϕ(Xα) = ζ iXα♢. É importante observar que a hipótese de que kΘ é o

conjunto de pontos Ąxos de ϕ implica que ⟨Θ⟩ = Π0 = ¶α ∈ Π ♣ ϕ(Xα) = Xα♢. Agora, se

α ∈ Πi e β ∈ Πj tais que α+ β é uma raiz, então

ϕ[Xα, Xβ] = [ϕ(Xα), ϕ(Xβ)] = [ζ iXα, ζ
jXβ] = mα,βζ

i+jXα+β.

Por outro lado,

ϕ[Xα, Xβ] = mα,βϕ(Xα+β).

Consequentemente, nessas condições α+β ∈ Πi+j( mod 3). Além disso, se hΘ(α), hΘ(β) > 0,

então α, β ̸∈ ⟨Θ⟩. Portanto, i, j ∈ ¶1, 2♢. AĄrmamos que nesse caso i = j. Com efeito,

caso tivéssemos i+j = 3, teríamos que α+β ∈ Π3( mod 3) = Π0 = ⟨Θ⟩. Consequentemente,

hΘ(α + β) = 0. Porém, isso é um absurdo, uma vez que α + β possui termos em Π \ ⟨Θ⟩.

Agora, suponhamos por absurdo que h0 ≥ 3. Sejam α, β, γ, β1, β2 ∈ Π \ ⟨Θ⟩ tais

que γ = α+ β e β = β1 + β2, como garantido pelo Lema 5.2. Pela observação anterior, β1

e β2 pertencem ao mesmo Πi já que β é uma raiz. Assim, β ∈ Πj, onde j = 2i( mod 3).

Portanto, j ≠ i. Agora, como α + β também é uma raiz, devemos ter α ∈ Πj. Porém,

pelo Lema 4.1, ou α + β1 ou α + β2 é raiz. Porém, como observado, a soma de raízes em

autoespaços distintos não pode ser uma raiz. Com isso obtemos uma contradição, de onde

segue o resultado. 2

Teorema 5.7. Sejam FΘ uma variedade Ćag e (J,Λ) uma estrutura invariante em FΘ.

Dessa forma, (J,Λ) é propriamente aproximadamente Kähler se, e somente se,

(i) kΘ é o conjunto dos pontos Ąxos de algum automorĄsmo ϕ de ordem três; e

(ii) FΘ não é hermitiano simétrico.
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Demonstração: Primeiramente, mostremos que as duas aĄrmações implicam que (J,Λ)

é propriamente aproximadamente Kähler. Note que a primeira aĄrmação, juntamente

com o Lema 5.6 implicam que h0 < 3, isso é, h0 = 1 ou h0 = 2. Se supusermos que

h0 = 1, nesse caso, deĄnamos o automorĄsmo ψ por ψ(H) = H para todo H ∈ h e

ψ(Xα) = ihΘ(α)Xα. Note que ψ2 = idg, pois hΘ = 0, 1. Além disso, como hΘ(α) = 1 se, e

somente se, α ∈ Π \ Θ, temos que

ψ(X) = X para todo X ∈ kΘ.

Portanto kΘ é o conjunto dos pontos Ąxos de um automorĄsmo de ordem 2. Consequen-

temente, nesse caso FΘ é um espaço hermitiano simétrico. Assim, a segunda aĄrmação

garante que o único caso possível é h0 = 2. Logo, pelo Teorema 5.5 temos que (J,Λ) é

propriamente Kähler.

Reciprocamente, o Teorema 5.5 implica que devemos ter h0 = 2. Assim, se ζ é

uma raiz da unidade com ζ3 = 1, então podemos deĄnir o automorĄsmo η : g ! g por

η(H) = H para todo H ∈ h e η(Xα) = ζhΘ(α)Xα. Assim, temos que

η(X) = X para todo X ∈ kΘ,

mostrando a primeira aĄrmação. A segunda aĄrmação segue da contra-positiva da Propo-

sição 4.1 de [9] e [4]. 2
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A Teoria de Lie

Nesta seção introduziremos alguns conceitos básicos de Teoria de Lie que serão

usados no objetivo principal do trabalho: estudar o artigo [3], que está interessado em

analisar estruturas invariantes em variedades Kähler.

Devemos notar que uma das primeiras deĄnições do artigo, aquela de uma variedade

Ćag, necessita de uma grande quantidade de conceitos teóricos provenientes da Teoria

de Lie, em si um assunto extenso. Assim, para evitar uma discussão longa de assuntos

básicos de Teoria de Lie, assumiremos certo conhecimento desse tópico, assim como algum

conhecimento de Álgebra e Geometria Diferencial.

A.1 Álgebras de Lie e grupos de Lie

No que segue, sejam G um grupo de Lie e g sua respectiva álgebra de Lie.

Ao estudarmos grupos e álgebras de Lie, existe uma classe de homomorĄsmos de

grande importância: as representações.

Sejam V um espaço vetorial e Gl(V ) = ¶T : V ! V ♣ T é linear e invertível♢ o

conjunto dos automorĄsmos de V . Assim, um homomorĄsmo (de grupos) ρ : G! Gl(V )

é chamado de representação (do grupo) em V . Nesse caso, V é chamado de espaço

da representação e dim V é a dimensão da representação.

O grupo Gl(V ) é um grupo de Lie e sua álgebra, denotada por gl(V ), é o conjunto

de todas as transformações lineares de V em V com colchete de Lie dado pelo comutador

[T, S] = TS − ST . Assim, em analogia ao que ocorre no caso de um grupo de Lie, um

homomorĄsmo (de álgebras) σ : g ! gl(V ) é chamada representação (da álgebra) em

V . Nesse caso, V continua sendo chamado de espaço da representação e a dimensão da

representação é a dimensão de V .

O estudo das representações, sejam de grupos ou álgebras de Lie, é em si uma

grande área de estudo na matemática que possui ainda diversas aplicações em física.

Naturalmente não temos como entrar em grandes detalhes aqui. Porém, existe um tipo de

representação que será de grande importância para o nosso trabalho. Elas são conhecidas

como representações adjuntas.

Dado g ∈ G, consideremos o automorĄsmo Cg : G! G deĄnido por Cg(h) = ghg−1.

Como Cg(e) = e, temos que d(Cg)e : g ! g. Além disso, dados g, h ∈ G, vale que

Cg ◦ Ch = Cgh,

ou seja, d(Cg)e ◦ d(Ch)e = d(Cgh)e. Assim, existe uma representação Ad : G ! Gl(g),

deĄnida por g 7! (Cg)e, chamada de representação adjunta de G em g.
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Uma propriedade importante de Ad é o fato de que Ad(g−1) = d(Cg−1) = d(Cg)−1 =

Ad(g)−1, isso é, para todo g ∈ G, Ad(g) é um automorĄsmo da álgebra g.

No caso da álgebra g, deĄnimos a representação adjunta, ad : g ! gl(g), como

a aplicação X 7! [X,−], isso é, ad(X)(Y ) = [X, Y ]. Pela identidade de Jacobi, essa

aplicação é de fato um homomorĄsmo, garantindo que ad é uma representação.

O fato de que as duas representações acima são chamadas de adjunta não é uma

coincidência. De fato, a representação adjunta Ad é diferenciável e, portanto, é uma

aplicação g ! gl(g). Na verdade, vale que d(Ad)e = ad.

A.2 Subálegbras solúveis e nilpotentes

Seja g uma álgebra de Lie. Dados dois subconjuntos A,B ⊆ g, deĄnimos o

subespaço

[A,B] := ⟨[X, Y ] ♣ X ∈ A e Y ∈ B⟩ =

{
n∑

i=1

ci[Xi, Yi] ♣ n ∈ N, ci ∈ C, Xi ∈ A e Yi ∈ B

}
.

Com isso, podemos deĄnir os subespaços

g(0) := g

g′ := [g, g]

g′′ = [g′, g′]

...

g(k) := [g(k−1), g(k−1)]

...

Note que cada g(k) é um ideal de g. Com efeito, tomando X ∈ g e Y ∈ g(0) temos

que [X, Y ] ∈ g = g(0). Agora, supondo que g(k−1) é um ideal, tomamos X ∈ g e Y ∈ g(k).

Assim, temos que

Y =
n∑

i=1

[Zi,Wi],

onde Zi,Wi ∈ gk−1. Portanto, usando a identidade de Jacobi,

[X, Y ] =
n∑

i=1

[X, [Zi,Wi]] =
n∑

i=1

[[X,Zi],Wi] + [Zi, [X,Wi]].

Como g(k−1) é um ideal, por hipótese de indução, [X,Zi], [X,Wi] ∈ g(k−1), ou seja,

[X, Y ] =
n∑

i=1

[[X,Zi],Wi] + [Zi, [X,Wi]] ∈ g(k).
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Disso, podemos ainda concluir que cada g(k) é uma subálgebra e, portanto, g(k+1) ⊆ g(k)

para todo k ∈ N. Assim, chamamos a série de ideais encaixados

g = g(0) ⊇ g′ ⊇ g′′ ⊇ · · · ⊇ g(k) ⊇ · · ·

de série derivada de g. Além disso, os elementos dessa série são chamados de álgebras

derivadas de g.

De maneira similar, consideremos os subespaços

g1 := g

g2 := [g, g1]

g3 := [g, g2]

...

gk := [g, gk−1]

...

Note que [gi, gj] ⊆ gi+j. De fato, se j = 1, então

[gi, g1] = [gi, g] = gi+1,

pela deĄnição de gi+1. Assim, suponhamos que o resultado vale para j − 1. Nesse caso,

[gi, gj] = [gi, [gj−1, g]] ⊆ [[gi, gj−1], g] + [gj−1, [gi, g]] ⊆ [gi+j−1, g] + [gj−1, gi+1] ⊆ gi+j.

Proposição A.1. gk é o subespaço gerado por todos os colchetes envolvendo k elementos

de g.

Demonstração: Para k = 1 o resultado é válido por deĄnição. Suponhamos que vale

para k − 1. Nesse caso, dado X ∈ gk−1, temos que

X =
∑

i

Zi,

onde Zi é o produto de k − 1 elementos de g. Assim, por deĄnição, gk é a subálgebra

gerada por elementos do tipo
∑

i

[Xi, Zi],

que envolvem k elementos de g, como queríamos. 2

Dessa proposição, concluímos que gk+1 ⊆ gk, pois um produto que envolve k + 1

elementos necessariamente envolve k elementos. Assim, temos a sequência de subespaços

g = g1 ⊇ g2 ⊇ · · · ⊇ gk ⊇ · · · .
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Daí, damos o nome a esta sequência de série centra descendente de g.

Como uma observação Ąnal, note que cada gk é um ideal de g. Com efeito, temos

que

[g, gk] = gk+1 ⊆ gk.

Com isso, podemos entrar no tópico principal desta seção. Dizemos que uma

álgebra g é solúvel quando existe existe k0 ∈ N tal que g(k0) = 0, isso é, quando sua série

derivada se anula a partir de algum índice.

De forma análoga, dizemos que uma álgebra g é nilpotente, quando existe k0 ∈ N

tal que

gk0 = 0,

isso é, quando sua série central descendente se anula em algum índice.

O estudo de álgebras nilpotentes e solúveis é muito importante na teoria geral.

Entretanto, trabalhar com a deĄnição é em geral difícil. Assim, encontrar alguma outra

caracterização para esse tipo de álgebras é de grande interesse. É aí que entram os

Critérios de Cartan, que veremos mais adiante.

A motivação principal para o estudo de álgebras nilpotentes é que suas representa-

ções induzem decomposições no espaço da representação que não dependem do elemento

da álgebra. Mais precisamente,

Teorema A.2. Seja g uma álgebra nilpotente. Dessa forma, se ρ : g ! Gl(V ) é uma

representação, então existem funcionais lineares λ1, . . . , λs tais que

V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs
,

onde, para cada i = 1, . . . , s,

Vλi
:= ¶v ∈ V ♣ ∀X ∈ g, ∃n ∈ N : (ρ(X) − λi(X))nv = 0♢.

Além disso, cada Vλi
é g−invariante.

Demonstração: A prova desse resultado envolve uma sequência de propriedades que

são exploradas mais a fundo em [15, Cap.2]. A demonstração em si está na página 65 do

mesmo livro. 2

No caso de uma álgebra de Lie g não necessariamente nilpotente e uma representa-

ção ρ : g ! Gl(V ), se existe um funcional linear λ : g ! C tal que

Vλ = ¶v ∈ V ♣ ∀X ∈ g, ∃n ∈ N, (ρ(X) − λ(X))nv = 0♢ ≠ 0,

dizemos que λ é um peso de ρ.
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A.3 Aplicação exponencial

Introduziremos agora o conceito da aplicação exponencial de uma álgebra de Lie.

Ela será amplamente utilizada no trabalho, uma vez que ela é a principal forma de

passarmos as propriedades de uma álgebra para seu respectivo grupo. Faremos uma

explicação breve aqui, porém mais detalhes podem ser encontrados em [7, p. 104] e [8, p.

49].

Primeiramente, relembremos que a álgebra de Lie é deĄnida como o conjunto dos

campos invariantes (à esquerda ou à direita). Assim, seja X um campo invariante à

esquerda1 e seja Xt seu Ćuxo.

Agora, sejam g ∈ G e h ∈ domXt e deĄnamos a curva

α(t) = Xt(h)g.

Como X0(h) = h, temos que α(0) = hg. Além disso,

α′(t) = d(Dg)Xt(h)(X(Xt(h))) = X(Xt(h)g) = X(α(t)).

Com isso, temos que α é a solução de dg/dt = X(g) com condição inicial α(0) = hg.

Portanto, α(t) = Xt(hg). Logo, Xt(hg) = Xt(h)g e, em particular, tomando h = e temos

Xt(g) = Xt(e)g.

Como consequência da construção acima, obtemos os seguintes resultados.

Proposição A.3. Se X é um campo invariante à esquerda ou à direita, então X é

completo.

Proposição A.4. Sejam X, Y campos invariantes à esquerda ou à direita. Dessa forma,

se X(e) = Y (e), então Xt(e) = Yt(e) para todo t ∈ R.

Ambos os resultados podem ser encontrados em [7].

Finalmente, estamos aptos à deĄnir a aplicação exponencial.

DeĄnição A.5. A aplicação exponencial, exp : g ! G é deĄnida por

X 7! expX := (Xd)t=1(e) = (Xe)t=1(e),

onde Xd e Xe denotam os campos invariantes à direita e à esquerda associados a X,

respectivamente. Além disso, podemos também denotar exp(X) por eX .

Uma propriedade importante da aplicação exponencial relaciona a representação

adjunta com a conjugação no grupo.
1 O mesmo pode ser feito com um campo invariante à direita.
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Proposição A.6. Sejam G um grupo de Lie com álgebra g. Dessa forma, se g ∈ G e

X ∈ g, então

Cg(eX) = eAd(g)X .

Demonstração: [7, p. 112]. 2

Algumas outras propriedades importantes para a aplicação exponencial são enun-

ciadas a seguir.

Teorema A.7. Seja G um grupo de Lie com álgebra g. Se G é conexo, então para todo

g ∈ G existem X1, . . . , Xm ∈ g tais que

g = eX1 · · · eXm .

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [7, p. 108]. 2

A partir da proposição anterior, encontramos uma forma de encontrarmos subgrupos

conexos de G. Isso pode ser feito tomando uma subálgebra s ⊆ g e deĄnindo o subgrupo

exp s := ⟨eX ♣ X ∈ s⟩ = ¶eX1 · · · eXm ♣ m ∈ N♢,

gerado por produtos Ąnitos de exponenciais de elementos de s. Pelo Teorema acima esse

subgrupo é conexo em G.

Além disso, podemos também encontrar subgrupos abelianos de G.

Proposição A.8. Seja s ⊆ g uma subálgebra. Dessa forma, se s é uma álgebra de Lie

abeliana, então exp s é um subgrupo abeliano e conexo de G.

Demonstração: O farto de que esse subgrupo é abeliano segue da fórmula de Baker-

Campbell-Hausdorff que aĄrma que, dados X, Y ∈ g,

eXeY = ec(X,Y ),

onde

c(X, Y ) = X + Y +
∑

k≥2

ck(X, Y )

e os termos ck(X, Y ) são termos envolvendo colchetes de Lie de g. Daí, se s é abeliana os

termos ck(X, Y ) = 0 para todo k ≥ 2 e, portanto,

eXeY = eX+Y = eY +X = eY eX .
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Como os elementos de exp s são gerados por exponenciais como acima, concluímos que

exp s é um subgrupo abeliano. A conexidade segue do Teorema anterior. 2

Para mais detalhes sobre a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, sugerimos [7, p.

171].

A.4 Normalizadores e centralizadores

Seja v ⊆ g um subespaço. DeĄnimos o normalizador de v em g por

n(v) := ¶X ∈ g ♣ ad(X)v ⊆ v♢.

Usando a identidade de Jacobi, podemos mostrar que n(v) é uma subálgebra de g. Além

disso, quando vale a igualdade n(v) = g, dizemos que v é um ideal de g.

Em analogia à deĄnição anterior, o normalizador de v em relação ao grupo G é

dado por

NG(v) := ¶g ∈ G ♣ Ad(g)v = v♢.

Como Ad é um homomorĄsmo, podemos mostrar que N(v) é um subgrupo de G.

Proposição A.9. Sejam H ⊆ G um subgrupo de Lie com álgebra de Lie h. Se g ∈ G

normaliza H (i.e. gHg−1 ⊆ H), então g normaliza h (i.e., Ad(g)h = h).

Demonstração: Seja X ∈ h e g ∈ G que normaliza H. Consideremos a curva

γ(t) = et Ad(g)X .

Como sabemos, vale a igualdade

Cg(etX) = et Ad(g)X

e do fato que g normaliza H, podemos concluir que a curva γ é uma curva em H. Sua

derivada em t = 0 é Ad(g)X o que implica que Ad(g)X ∈ h. Portanto, Ad(g)h ⊆ h. Como

Ad(g) é um isomorĄsmo, temos que dim Ad(g)h = dim h. Logo, Ad(g)h = h. 2

Corolário A.10. Nas hipóteses da proposição acima, se H é subgrupo de Lie normal de

G, então h é um ideal de g.

Demonstração: Como todo g ∈ G normaliza H, tomando algum X ∈ g, temos que etX

normaliza H. Portanto, pela Proposição anterior vale que

Ad(etX)h = h, ∀t ∈ R.
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Daí, tomando Y ∈ h, Ad(etX)Y ⊆ h. Assim,

[X, Y ] =
d

dt
Ad(etX)Y ♣t=0 ∈ h.

Isso mostra que [X, Y ] ∈ h para Y ∈ h e X ∈ g qualquer, concluindo que h é ideal de g. 2

Proposição A.11. Sejam G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g. Se h ⊆ g é

um ideal, então H = ⟨exp h⟩ é um subgrupo normal de G.

Demonstração: Primeiramente, tomemos Y ∈ g. Como h é um ideal, temos que

ad(Y )h ⊆ h. Assim, a exponencial ainda deixa h invariante (pois é um somatório

composto por ad(Y )), isso é,

Ad(eY )h = ead(Y )h = h, ∀Y ∈ g.

Agora, como G é conexo, temos que todo g ∈ G é um produto da forma

g = eX1eXn , com X1, . . . , Xn ∈ g,

ou seja,

Ad(g)h = Ad(eX1eXn)h = Ad(eX1) Ad(eXn)h = h.

Assim, para todo X ∈ h e g ∈ G,

Cg(eX) = eAd(g)X ∈ H.

Finalmente, como H é produto de exponenciais de elementos de h, isso conclui a demons-

tração. 2

Proposição A.12. Sejam G um grupo de Lie com álgebra g e s ⊆ g uma subálgebra.

Nesse caso, a álgebra de Lie de NG(s) é n(s).

Demonstração: Denotemos a álgebra de Lie de NG(s) por e e tomemos X0 ∈ e. Como

NG(s) é um subgrupo fechado de G, pelo Teorema 6.15 de [7, p. 136], temos que

e = ¶X ∈ g ♣ etX ∈ NG(s) ∀t ∈ R♢,

ou seja,

etX0 ∈ NG(s) ∀t ∈ R.

Tomando agora Y0 ∈ s arbitrário, temos

Ad(etX0)Y0 ∈ NG(s) ∀t ∈ R,
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pois etX normaliza s. Assim,

s ∋
d

dt
(Ad(etX0))♣t=0Y0 = ad(X0)(Y0) = [X0, Y0]

e, portanto, X0 ∈ n(s) pois Y0 foi tomado de forma arbitrária.

Reciprocamente, consideremos X0 ∈ n(s) e Y0 ∈ s arbitrário. Nesse caso, temos

por deĄnição que [X0, Y0] ∈ s. Consequentemente, temos que

ad(X0)(Y0) = [X0, Y0] ∈ s

ad(X0)2(Y0) = [X0, [X0, Y0]] ∈ s

ad(X0)3(Y0) = [X0, [X0, [X0, Y0]]] ∈ s

...

ad(X0)k(Y0) = [X0, [· · · , [X0, Y0]]] ∈ s

...

isso é, ad(X0)k(Y0) ∈ s para todo k ∈ N. Além disso, para todo t ∈ R temos

t ad(X0)k(Y0) = ad(tX0)k(Y0) ∈ s. Portanto,

Ad(etX0)Y0 = ead(tX0)(Y ) =


∑

k∈N

ad(tX0)k

k!


 (Y0) ∈ s.

Logo, etX0 ∈ NG(s) para todo t ∈ R o que implica, pelo Teorema 6.15 de [7, p. 136], que

X0 ∈ e, concluindo a demonstração. 2

Tomando novamente um subespaço v ⊆ g, deĄnimos o centralizador de v em g

como

zg(v) := ¶X ∈ g ♣ [X, v] = 0♢.

Além disso, podemos deĄnir o centralizador se v no grupo G por

ZG(v) = ¶g ∈ G ♣ Ad(g)♣v = id ♣v♢.

A.5 Álgebras semissimples

Nesta seção introduziremos um tópico fundamental do trabalho: as álgebras

semissimples. Como esse tipo de álgebra já foi muito estudada, existe uma grande

quantidade de resultados próprios para elas, o que nos fornece diversas ferramentas nesse

trabalho.

Primeiramente, consideremos uma álgebra de Lie g. Ela será dita simples quando
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(a) dim g ̸= 1; e

(b) seus únicos ideais são triviais, isso é, 0 e g.

Por outro lado, g é chamada de semissimples quando seu único ideal solúvel for 0.

Proposição A.13. Toda álgebra simples é semissimples.

Demonstração: Consideremos o radical solúvel de g, denotado por r(g). Como sabemos,

ele é o único ideal solúvel de g que contém todos os ideais solúveis de g [15, p.48]. Como

g é simples por hipótese, temos que r(g) é g ou 0. No segundo caso, concluímos que g

é semissimples. Assim, suponhamos que r(g) = g. Nesse caso, g é uma álgebra solúvel

e, portanto, g′ = [g, g] ̸= g, pois, caso contrário, a série derivada não se anularia. Agora,

g′ é um ideal de g e, por hipótese, devemos ter g′ = 0. Logo, g é uma álgebra abeliana.

Agora, se dim g ≥ 2, isso não pode ocorrer, pois todo subespaço de uma álgebra abeliana é

um ideal. Isso contradiz o fato que dim g ≠ 1 por ela ser simples. Logo, g é semissimples. 2

Apesar de existirem uma série de resultados gerais para esses dois tipos de álgebras

de Lie, os evitaremos aqui por brevidade. Porém, existe uma caracterização das álgebras

semissimples que é de grande importância (inclusive ela é usada como a deĄnição em

certos livros). Para demonstrá-la, devemos introduzir primeiramente, os Critérios de

Cartan.

A.6 Critérios de Cartan

Introduziremos agora os Critérios de Cartan que são utilizados para classiĄcar as

álgebras semissimples. Apesar de não entrarmos dentro desse assunto especiĄcamente,

alguns dos critérios serão usados mais à frente. Além disso, aqui surge a forma de

Cartan-Killing que é de grande importância no trabalho e no estudo geral de álgebras

semissimples.

A.6.1 Derivações

Consideremos uma álgebra de Lie g. Uma aplicação linear D : g ! g é chamada

de derivação quando, para todos X, Y ∈ g, temos

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ].

Note a semelhança dessa condição com a Regra de Leibniz para a derivada de funções, o

que justiĄca o uso da palavra derivação aqui.

Exemplo 4. Um exemplo fundamental de uma derivação surge da representação adjunta

na álgebra. Seja X ∈ g e consideremos a aplicação linear ad(X) = [X,−]. Note que,
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dados Y, Z ∈ g, temos

ad(X)[Y, Z] = [X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z].

Assim, as adjuntas de elementos de g são de fato derivações, que recebem o nome de

derivações internas. •

Uma das principais motivações em estudar derivações em uma álgebra de Lie é

que a decomposição de Jordan delas possui boas propriedades em relação ao produto na

álgebra.

Proposição A.14. Seja D : g ! g uma derivação da álgebra de Lie de dimensão Ąnita.

Se

g = gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλm

é a decomposição primária de g, com

gλi
= ¶X ∈ g ♣ existe n ∈ N tal que (D − λi)nX = 0♢,

então

[gλi
, gλj

] ⊆ gλi+λj
,

onde convencionamos que gλi+λj
= 0 se λi + λj não for autovalor de D.

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [15, p. 77 - 78]. 2

Exemplo 5. Consideremos a álgebra sl(n,C) e tomemos

H =




λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn




uma matriz diagonal em sl(n,C) onde suas entradas sejam distintas. Nesse caso, ad(H) é

diagonalizável e seus autovalores são

αij = λi − λj, com i, j ∈ ¶1, . . . , n♢.

Assim, existe uma decomposição de sl(n,C) da forma

sl(n,C) = aut(ad(H), 0) ⊕ aut(ad(H), α12) ⊕ aut(ad(H), α21) ⊕ · · ·

· · · ⊕ aut(ad(H), αn,n−1) ⊕ aut(ad(H), αn−1,n).
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Note que, se h denota o subespaço das matrizes diagonais em sl(n,C), então para

K ∈ h temos

ad(H)K = [H,K] = HK −KH = 0,

ou seja, h ⊆ aut(ad(H), 0). Por outro lado, Se K ∈ aut(ad(H), 0), então HK = KH.

Como H possui entradas distintas, K também é uma matriz diagonal, ou seja, h =

aut(ad(H), 0). Além disso, dadas matrizes H1, H2 ∈ h, temos que [H1, H2] ∈ h, mostrando

que h é uma subálgebra de sl(n,C). Esse fato será usado no futuro.

Agora, consideremos a matriz Eij onde i ≠ j, com todas as entradas nulas exceto

pela ij−ésima entrada que é 1. O subespaço gerado por Eij é o autoespaço associado ao

autovalor αij. Com efeito, note que

ad(H)Eij = λiEij − λjEij = αijEij,

isso é, ⟨Eij⟩ ⊆ aut(ad(H), αij). Como dim⟨Eij⟩ = 1 = dim aut(ad(H), αij) (pois existem

n · (n − 1) = n2 − n autoespaços e dim h = n), então ⟨Eij⟩ é o subespaço associado ao

autovalor αij, de forma que

sl(n,C) = h ⊕ ⟨E12⟩ ⊕ ⟨E21⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨En,n−1⟩ ⊕ ⟨En−1,n⟩.

Para ilustrar a proposição acima, devemos mostrar que o colchete de elementos em

diferentes autoespaços está no autoespaço da soma dos autovalores. De fato, temos que

[Eij, Ers] = δjrEis − δsiErj,

onde δij é o delta de Kronecker. Note que não podemos ter δjr = δsi = 1 simultaneamente,

pois i ̸= j e r ̸= s na deĄnição das matrizes Eij e Ers. Assim, temos dois casos

1. j = r e i ̸= s (ou vice-versa): nesse caso, [Eij, Ejs] = Eis que pertence ao subespaço

associado a αis. Porém,

αis = λi − λs = (λi − λj) + (λj − λs) = αij + αjs,

como esperado.

2. j ̸= r e i ̸= s: nesse caso, [Eij, Ers] = 0, pois

αij + αrs = (λi − λj) + (λr − λs),

que não é um autovalor de ad(H). Portanto, caímos na convenção de que esse

colchete deve se anular, como na proposição.

•
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A.6.2 Forma de Cartan-Killing

Consideremos uma representação ρ : g ! gl(V ). A partir dela, deĄnimos a forma

traço de ρ como a aplicação

βρ : g × g ! C

(X, Y ) 7! tr(ρ(X)ρ(Y )).

Quando ρ = ad, a forma traço recebe o nome de forma de Cartan-Killing e é usualmente

denotada por ⟨·, ·⟩.

Proposição A.15. Sejam ρ uma representação de g e X, Y, Z ∈ g. Dessa forma,

(i) βρ([X, Y ], Z) + βρ(Y, [X,Z]) = 0;

(ii) se ϕ : g ! g é um automorĄsmo, então ⟨ϕ(X), ϕ(Y )⟩ = ⟨X, Y ⟩

(iii) se D : g ! g é uma derivação de g, então ⟨DX, Y ⟩ + ⟨X,DY ⟩ = 0.

Demonstração:

(i) Sejam X, Y, Z ∈ g. Assim,

βρ([X, Y ], Z) + βρ([X, Y ], Z) = tr(ρ[X, Y ]ρ(Z)) + tr(ρ(Y )ρ[X,Z])

= tr([ρ(X), ρ(Y )]ρ(Z)) + tr(ρ(Y )[ρ(X), ρ(Z)])

= tr([ρ(X), ρ(Y )ρ(Z)]) = 0.

(ii) Sejam ϕ : g ! g um automorĄsmo e X, Y ∈ g. Note que,

ad(ϕ(X))(Y ) = [ϕ(X), Y ] = ϕ[X,ϕ−1(Y )] = ϕ ad(X)ϕ−1(Y ).

Assim,

⟨ϕ(X), ϕ(Y )⟩ = tr(ad(ϕ(X)) ad(ϕ(Y )))

= tr
(
ϕ ad(X)ϕ−1ϕ ad(Y )ϕ−1

)

= tr
(
ϕ ad(X) ad(Y )ϕ−1

)

= tr
(
ad(X)ϕϕ−1 ad(Y )

)

= tr(ad(X) ad(Y )) = ⟨X, Y ⟩

(iii) Sejam D uma derivação em g e X, Y ∈ g. Note que,

ad(DX)(Y ) = [DX, Y ]

= D[X, Y ] − [X,DY ]

= D ad(X)(Y ) − ad(X)(DY )

= [D, ad(X)](Y ).
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Assim,

⟨DX, Y ⟩ + ⟨X,DY ⟩ = tr(ad(DX) ad(Y )) + tr(ad(X) ad(DY ))

= tr([D, ad(X)] ad(Y ) + ad(X)[D, ad(Y )])

= tr(D ad(X) ad(Y ) − ad(X) ad(Y )D)

= tr([D, ad(X) ad(Y )]) = 0.

2

A.6.3 Critérios de Cartan

Lema A.16. Sejam g uma álgebra de Lie de dimensão Ąnita. Se ⟨X, Y ⟩ = 0 para todos

X, Y ∈ g, então g é solúvel.

Demonstração: A demonstração deste lema pode ser encontrada em [15, p.85]. A

estratégia de demonstração envolve mostrar que a representação adjunta de g′ = [g, g] é

nilpotente, o que pelo Teorema de Engel implica em g′ nilpotente, de onde concluímos

que g é solúvel. 2

Teorema A.17 (Primeiro Critério de Cartan). Seja g uma álgebra de Lie de dimen-

são Ąnita. Dessa forma, g é solúvel se, e somente se ⟨X, Y ⟩ = 0 para todo X ∈ g′ = [g, g]

e Y ∈ g.

Demonstração: A demonstração de que g solúvel implica em ⟨X, Y ⟩ = 0 para todo

X ∈ g′ e Y ∈ g pode ser vista em [15, p.85]. Ela envolve usar o Teorema de Lie,

que garante que existe uma base de g na qual a representação adjunta é triangular.

Para mostra a recíproca, observe que a condição implica que a forma de Cartan-Killing

é nula em g′. Agora, como g′ é um ideal, isso implica que a forma de Cartan-Killing

de g′ é identicamente nula. Logo, pelo Lema anterior, g′ é solúvel e, portanto, g é solúvel. 2

Teorema A.18 (Segundo Critério de Cartan). Seja g uma álgebra de Lie de dimen-

são Ąnita. Dessa forma, g é semissimples se, e somente se, a forma de Cartan-Killing de

g é não-degenerada.

Demonstração: Primeiramente, mostraremos que se g não é semissimples, então sua

forma de Cartan-Killing é degenerada. Com efeito, se g não é semissimples, então g possui

um ideal abeliano não-trivial, uma vez que r(g) ̸= 0 e, portanto, existe algum k ∈ N tal
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que r(k) é abeliano e não-nulo. Denotando esse, ideal por i, tomemos X ∈ i. Nesse caso,

dado Y ∈ g qualquer, a imagem de ad(Y ) ad(X) está contida em i. Assim,

tr(ad(Y ) ad(X)) = tr(ad(Y ) ad(X)♣i).

Mas como i é abeliano, ad(Y ) ad(X)♣i = 0, o que mostra que

⟨Y,X⟩ = 0

para todo X ∈ i e Y ∈ g. Como i é não-nulo, existe X ≠ 0 que satisfaz a igualdade acima,

mostrando que ⟨·, ·⟩ é degenerada. Logo, se ⟨·, ·⟩ é não-degenerada, então g é semissimples.

Suponhamos, agora, que g é semissimples. Nesse caso, deĄnimos

g⊥ := ¶X ∈ g ♣ ⟨X, Y ⟩ = 0 ∀Y ∈ g♢.

Note que, se X ∈ g⊥ e Y, Z ∈ g,

⟨[Z,X], Y ⟩ = −⟨X, [Z, Y ]⟩ = 0

devido à Proposição A.15. Assim, g⊥ é um ideal. Portanto, a restrição de ⟨·, ·⟩ a g⊥

coincide com a forma de Cartan-Killing de g e, por deĄnição, ela é nula em g⊥. Em

particular,

⟨X, Y ⟩ = ⟨X, Y ⟩♣i = 0 ∀X ∈ (g⊥)′ e Y ∈ g⊥.

Portanto, pelo Primeiro Critério de Cartan, temos que g⊥ é solúvel. Como g é semissimples,

concluímos que g⊥ = 0, o que equivale a dizer que ⟨·, ·⟩ é não-degenerada. 2

O teorema a seguir fornece uma nova deĄnição para álgebras semissimples, que é

útil em diversas ocasiões.

Teorema A.19 (Caracterização de álgebras semissimples). g é uma álgebra de Lie

semissimples se, e somente se, g possui uma decomposição do tipo

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gm,

onde gi, com i = 1, . . . ,m são ideais simples. Nesse caso, a decomposição é única (a

menos da ordem dos índices) e os ideais de g são somas dos gi.

Demonstração: [8, p.29] Suponhamos que g seja uma álgebra de Lie com uma decom-

posição como no enunciado. Consideremos as projeções Πi : g ! gi e, dado um ideal

qualquer a ⊆ g, deĄnamos ai := Πi(a). AĄrmamos que ai é um ideal de gi. De fato, dados

Xi ∈ gi e A ∈ a quaisquer, temos que

[ΠiA,Xi] = [ΠiA,ΠiXi] = Πi[A,Xi].
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Como a é um ideal e A ∈ a, vale que [A,Xi] ∈ a. Assim, Πi[A,Xi] ∈ ai como desejávamos.

Agora, por hipótese cada gi é uma álgebra simples, ou seja, ai = gi ou ai = 0. No primeiro

caso, temos que

gi = [gi, gi] = [gi, ai] = [gi,Πia] = [gi, a] ⊆ [g, a] ⊆ a,

ou seja,

a = a ∩ g =
m⊕

i=1

(a ∩ gi) =
⊕

gi⊆a

gi,

mostrando que os ideais possuem a estrutura enunciada. Além disso,

[a, a] =


⊕

gi⊆a

gi,
⊕

gj⊆a

gj


 =

⊕

gi⊆a

[gi, gi] =
⊕

gi⊆a

gi = a.

Portanto, a não é solúvel se a ̸= 0. Logo, g é semissimples.

Reciprocamente, suponhamos que g seja semissimples. Dado a ⊆ g um ideal

minimal não nulo, consideremos o subespaço a⊥ em relação à forma de Cartan-Killing.

Note que, a⊥ é um ideal, pois, dados H ∈ a⊥, A ∈ a e X ∈ g,

⟨[X,H], A⟩ = ⟨H,−[X,A]⟩ = 0,

pois A ∈ a e a é um ideal. Assim, a∩ a⊥ = a ou a∩ a⊥ = 0. No primeiro caso, ⟨A,B⟩ = 0

para todo A,B ∈ a. Assim, pelo Primeiro Critério de Cartan, a∩ a⊥ é solúvel e, portanto,

a ∩ a⊥ = 0, uma vez que g é semissimples. Daí, concluímos que a forma de Cartan-Killing

restrita a a é não-degenerada e, portanto, a é semissimples. Agora, consideremos um

ideal b ⊆ a. Como g = a ⊕ a⊥ e [b, a⊥] = 0, então b é um ideal de g, já que dado

X = A+ A′ ∈ a ⊕ a⊥ temos que

[B,X] = [B,A] + [B,A′] = [B,A] ∈ b.

Assim, pela minimalidade de a temos que b = 0 ou b = a. Portanto, a é simples. Analoga-

mente, todo ideal de a⊥ é um ideal de g. Assim, r(a) = 0 mostrando que a⊥ é semissimples.

Assim, podemos repetir o processo para a⊥ e, como a dimensão de g é Ąnita, podemos

encontrar por indução uma decomposição de g em ideais simples. 2

Proposição A.20. Seja g uma álgebra semissimples com decomposição g = g1 ⊕· · ·⊕gm.

Dessa forma, o subespaço ortogonal g⊥
i de alguma componente simples é a soma das outras

componentes.

Demonstração: Suponhamos que g se decomponha como soma de dois ideais g = h2 ⊕h2.

Assim, como h⊥
1 tem a mesma dimensão que h2, pois h1 e h⊥

1 são complementares. Agora,

se X ∈ h1, Y ∈ h2 e Z ∈ g, então,

ad(X) ad(Y )(Z) = [X, [Y, Z]] ∈ h1 ∩ h2,
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já que h1 e h2 são ideais. Portanto, ad(X) ad(Y ) = 0 isso é, ⟨X, Y ⟩ = 0. Logo, h2 ⊆ h⊥
1 e,

como eles possuem a mesma dimensão, h2 = h⊥
1 . O caso geral segue desse observando que

a soma das demais componentes da decomposição forma um ideal de g, como visto no

Teorema anterior. 2

Corolário A.21. Se g é semissimples, então g′ = g.

Demonstração: Como g′ é um ideal, pela Proposição anterior, (g′)⊥ é um ideal que

complementa g′. Agora, tomando X, Y ∈ (g′)⊥, temos que [X, Y ] ∈ g′ ∩ (g′)⊥ = 0, ou seja,

(g′)⊥ é abeliano. Como ideias abelianos são solúveis, temos que (g′)⊥ = 0. Logo, g = g′. 2

Proposição A.22. Se g é semissimples, então toda derivação de g é interna.

Demonstração: Seja D uma derivação de g. DeĄnimos o funcional linear

η : g ! C

X 7! tr(D ad(X)).

Como ⟨·, ·, ⟩ é não-degenerada, então pelo Teorema da Representação de Riesz, existe um

elemento YD ∈ g tal que

tr(D ad(X)) = ⟨YD, X⟩, ∀X ∈ g.

DeĄna a derivação E := D − ad(YD) e note que

tr(E ad(X)) = tr((D − ad(YD)) ad(X))

= tr(D ad(X)) − tr(ad(YD) ad(X))

= ⟨YD, X⟩ − ⟨YD, X⟩ = 0,

para todo X ∈ g. Agora, tomando X, Y ∈ g arbitrários, temos

⟨EX, Y ⟩ = tr(ad(EX) ad(Y )) = tr([E, ad(X)] ad(Y )),

onde ad(EX) = [E, ad(X)], pois E é uma derivação. Assim,

⟨EX, Y ⟩ = tr([E, ad(X)], ad(Y ))

= tr(E adX adY − ad(X)E ad(Y ))

= tr(E ad[X, Y ]) = 0.

Como Y é arbitrário e ⟨·, ·⟩ é não-degenerada, concluímos que EX = 0 para todo X ∈ g.

Logo, E = 0 e, portanto, D = ad(YD). 2
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A.7 Subálgebras de Cartan I

Consideremos g uma álgebra e D : g ! g uma derivação. Como já vimos, se a

decomposição primária de g com relação a D é dada por

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gm,

então vale que [gλ1 , gλ2 ] ⊆ gλ1+λ2 , se λ1 + λ2 for autovalor de D. Agora, se D é uma

derivação interna de g, digamos D = ad(X), então 0 é um autovalor de ad(X), pois

ad(X)(X) = 0. É nesse contexto que surgem as subálgebras de Cartan, que são justamente

a componente associada ao autovalor nulo na decomposição primária de uma álgebra

por uma derivação interna, a saber uma derivação do tipo ad(X) onde X é chamado de

elemento regular da álgebra. Note que como toda derivação de uma álgebra semissimples

é interna, as subálgebras de Cartan aparecem frequentemente no estudo delas, e são

fundamentais para classiĄcá-las.

DeĄnição A.23. Seja g uma álgebra de Lie. Dizemos que uma subálgebra h ⊆ g é de

Cartan quando

(i) h é nilpotente;

(ii) n(h) = h.

Observação A.24. Note que a segunda condição acima é equivalente a dizer que [X, h] ⊆

h ⇒ X ∈ h. De fato, como h é subálgebra, sempre vale que h ⊆ n(h). Assim, (ii) equivale

a n(h) ⊆ h, isso é, se X ∈ n(h) ⇒ X ∈ h ou equivalentemente, X ∈ g é tal que [X, h] ⊆ h,

então X ∈ h.

Exemplo 6. No caso da álgebra sl(n,C), uma subálgebra de Cartan é dada por

h = ¶H ∈ sl(n,C) ♣ H é diagonal♢.

De fato, essa álgebra é abeliana e, portanto, nilpotente. Para mostrar a segunda condição,

seja A = (aij) ∈ sl(n,C) tal que

[A, h] ⊆ h.

Note que, dado H = diag(h1, . . . , hn) ∈ h temos que

([A,H])ij = aijhj − hiaij = aij(hj − hi).

Como [A,H] ∈ h por hipótese, temos que ([A,H])ij = 0 para i ̸= j, ou seja, aij = 0 ou

hi = hj. Mas isso deve valer para toda matriz H ∈ h. Assim, podemos escolher H de
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forma hi ̸= hj para cada par (i, j) com i ̸= j, de onde concluímos que aij = 0 quando

i ̸= j. Logo, A ∈ h, mostrando que h é uma subálgebra de Cartan de sl(n,C). •

Antes de apresentar o próximo teorema, precismos de mais uma deĄnição. Consi-

deremos X ∈ g e sua respectiva aplicação adjunta ad(X). O polinômio característico de

ad(X) é da forma

pX(λ) = λn + pn−1(X)λn−1 + · · · + p1(X)λ+ p0(X),

onde n = dim g e cada pi(X) é um polinômio de grau n − i em X que são, em geral,

dados pelo traço de algum produto exterior da transformação linear. Com isso, deĄnimos

o posto de uma álgebra de Lie g como o menor índice i para o qual existe X ∈ g tal que

pi(X) ̸= 0. Além disso, os elementos para os quais pi(X) ̸= 0, onde i é o posto de g são

chamados de elementos regulares de g.

Apresentamos agora o Teorema que motiva a deĄnição de uma subálgebra de

Cartan. Antes de enunciá-lo, lembremos que em toda derivação interna, 0 é um autovalor,

pois ad(X)(X) = [X,X] = 0.

Teorema A.25. Sejam g uma álgebra de Lie e X ∈ g. Consideremos a derivação ad(X)

e a sua respectiva decomposição primária

g = g0(X) ⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλm
,

onde λ1, . . . , λm são autovalores não nulos e g0(X) é o autoespaço associado a 0. Se X é

elemento regular, então g0(X) é uma subálgebra de Cartan de g.

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [15, p.103]. 2

Como dito anteriormente, esse Teorema justiĄca a deĄnição de uma subálgebra de

Cartan. Porém, uma pergunta natural surge aqui: toda subálgebra de Cartan é da forma

g0(X) para X ∈ g regular? A resposta é positiva, como podemos ver no seguinte teorema.

Teorema A.26. Seja h ⊆ g uma subálgebra de Cartan. Dessa forma, existe um elemento

regular X ∈ h tal que h = g0(X).

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [15, p.104-106]. 2

A.8 Subálgebras de Cartan II

Nosso objetivo aqui é estudar as subálgebra de Cartan de álgebras semissimples, o

que é importante já que esse tipo de álgebra será central mais adiante.
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Sejam g uma álgebra semissimples. Se h ⊆ g é uma subálgebra de Cartan de g,

consideremos a representação adjunta ad : h ∈ gl(g). Como h é nilpotente, pelo Teorema

A.2 temos que existe uma decomposição de g da forma

g = h ⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλs
,

onde λ1, . . . , λs : h ! C são funcionais não-nulos. Nesse contexto, os funcionais não-nulos

dessa decomposição são chamados de raízes de h em relação a g. Nesse caso, os subespaços

gλ1 , . . . , gλs
são chamados de espaços de raízes. O conjunto das raízes será denotado

por Π.

Proposição A.27. Sejam α e β dois pesos de h. Se X ∈ gα e Y ∈ gβ, então

⟨X, Y ⟩ = 0,

a menos que β = −α.

Demonstração: Note que, para algum peso γ e Z ∈ gγ, temos que

ad(Y )Z = [Y, Z] ∈ gβ+γ e ad(X) ad(Y )Z = [X, [Y, Z]] ∈ gα+β+γ.

Portanto, ad(X) ad(Y ) mapeia o espaço de raiz gγ em gα+β+γ. Assim, para cada peso γ,

consideremos uma base

Bγ = ¶W1, . . . ,Wmγ
♢,

onde mγ = dim gγ. Temos que

B =
⊔

γ∈Π

Bγ

é uma base adaptada a decomposição em espaços de raízes de g e a união é disjunta, pois

gγ1 ∩ gγ2 = ¶0♢ para γ1 ̸= γ2. Agora, seja Wi ∈ Bγ. Como observado anteriormente,

ad(X) ad(Y )Wi ∈ gα+β+γ.

Se α + β + γ = γ (ou, equivalentemente, β = −α), então existe algum termo não-nulo na

diagonal da matriz de representação de ad(X) ad(Y ). Portanto, nesse caso ⟨X, Y ⟩ ≠ 0.

Agora, se β ̸= −α, o espaço de raiz gα+β+γ ̸= gγ. Assim, todos os elementos na diagonal

da matriz de ad(X) ad(Y ) são 0. Logo,

⟨X, Y ⟩ = 0,

nesse caso. 2

Desta proposição, seguem algumas outras propriedades com relação às raízes e a

forma de Cartan-Killing.
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Corolário A.28. Pela Proposição A.27, temos

(i) ⟨·, ·⟩♣h é não-degenerada.

(ii) Se α ∈ Π, então −α ∈ Π.

(iii) para todo X ∈ gα, existe Y ∈ g−α tal que ⟨X, Y ⟩ ≠ 0.

Demonstração:

(i) Seja H ∈ h tal que ⟨H,K⟩ = 0 para todo K ∈ h. Nesse caso, para todo X ∈ g

temos X = H1 +X1 + · · · +Xk, com Xi ∈ gαi
. Assim,

⟨H,X⟩ = ⟨H,H1⟩ + ⟨H,X1⟩ + · · · + ⟨H,Xk⟩.

Pela proposição anterior, ⟨H,Xi⟩ = 0 para todo i = 1, . . . , k. Porém, por hipótese,

⟨H,H1⟩ = 0, ou seja, ⟨H,X⟩ = 0 para todo X ∈ g. Logo, H = 0, pois ⟨·, ·, ⟩ é

não-degenerada.

(ii) Seja X ∈ gα. Como ⟨·, ·⟩ é não-degenerada, existe Y ∈ g tal que ⟨X, Y ⟩ ≠ 0. Pela

proposição, isso implica que existe alguma componente Yi ∈ g−α, mostrando que

−α é uma raiz da decomposição.

(iii) Suponhamos X ≠ 0. Se ⟨X, Y ⟩ = 0 para todo Y ∈ g−α, temos que ⟨X, Y ⟩ = 0 para

todo Y ∈ g, pela proposição, o que contradiz que ⟨·, ·⟩ é não-degenerada. Logo,

existe Y ∈ g−α tal que ⟨X, Y ⟩ ≠ 0, para todo X ∈ gα.

2

Proposição A.29. Para todo H ∈ h e todo peso α, ad(H)♣gα
= α(H) idgα

. Além disso,

as transformações lineares ad(H), para todo H ∈ h, são simultaneamente diagonalizáveis.

Demonstração: A matriz de representação de ad(H)♣gα
é da forma




α(H) ∗
. . .

0 α(H)



.

Decompondo ad(H) = ad(HS) + ad(HN ) ([15, Corolário 3.15]), com ad(HS) semissimples,

ad(HN ) nilpotente e H, HS e HN comutando dois a dois. Assim, ad(HS) é a parte diagonal

da matriz de ad(H), de forma que,

[ad(HN)] =




0 ∗
. . .

0 0



.
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Em particular, podemos tomar α = 0. Nesse caso,

g0 = h ∋ ad(H)h = (ad(HS) + ad(HN))h = ad(HN)h.

Como h é subálgebra de Cartan, concluímos que HN ∈ h. Por outro lado, para todo

H ′ ∈ h, ad(HN ) ad(H ′) é triangular superior com zeros na diagonal. Assim, ⟨HN , H
′⟩ = 0.

Como a forma de Cartan-Killing é não-degenerada em h, então HN . Logo, ad(H) é

diagonal. 2

Corolário A.30. X ∈ gα se, e somente se, [H,X] = α(H)X para todo H ∈ h.

Demonstração: A Proposição anterior garante que se X ∈ gα, então ad(H)X = α(H)X.

Reciprocamente, seja X ∈ g tal que ad(H)X = α(H)X para todo H ∈ h. Nesse caso,

escrevendo

X = H ′ +X1 + · · · +Xα + · · · +Xk,

onde Xα ∈ gα, temos que

α(H)X = ad(H)X = α1(H)X1 + · · · + α(H)Xα + · · · + αk(H)Xk.

Como ad(H)X ∈ gα, então

α(H)X = α(H)Xα,

isso é, α(H)(X −Xα) = 0. Como isso vale para todo H ∈ h, no caso em que α é uma raiz,

podemos tomar H ̸∈ kerα, de onde concluímos que X = Xα. Agora, caso α = 0, temos

que [h, X] = 0 ∈ h e, como h é subálgebra de Cartan, concluímos que X ∈ h. 2

Corolário A.31. h é abeliana.

Demonstração: Sejam H1, H2 ∈ h. Assim,

ad[H1, H2] = [adH1, adH2].

Como adH1 e adH2 são diagonais, temos que ad[H1, H2] = 0. Como a representação

adjunta é Ąel, concluímos que [H1, H2] = 0. 2

Corolário A.32. O conjunto Π gera h∗. Em outras palavras, se β(H) = 0 para todo

β ∈ Π, então H = 0.
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Demonstração: Pela Proposição, temos que se β(H) = 0 para todo β ∈ Π, então

ad(H) = 0. Como a representação adjunta é Ąel, então H = 0. 2

Como a forma de Cartan-Killing é bilinear e não-degenerada, existe um isomorĄsmo

h ! h∗

H 7! ⟨H, ·⟩.

Para cada α ∈ h∗, denotaremos por Hα o seu elemento inverso por esse isomorĄsmo, isso

é, Hα ∈ h é tal que

⟨Hα, H⟩ = α(H), para todo H ∈ h.

Com isso, podemos também deĄnir uma aplicação bilinear em h∗ por

⟨α, β⟩ = ⟨Hα, Hβ⟩ = α(Hβ) = β(Hα),

para α, β ∈ h∗. Ela será também chamada de Cartan-Killing, e ainda é não-degenerada e

simétrica.

Ainda, notemos que o conjunto ¶Hα ♣ α ∈ Π♢ gera h, pois Π gera h∗.

Proposição A.33. Para toda raiz α ∈ Π, temos Hα = −H−α.

Demonstração: Por deĄnição, temos que

⟨Hα, H⟩ = α(H) e ⟨H−α, H⟩ = −α(H) ∀H ∈ h.

Portanto,

0 = α(H) − α(H) = ⟨Hα, H⟩ + ⟨H−α, H⟩ = ⟨Hα −H−α, H⟩ ∀H ∈ h.

Como a forma de Cartan-Killing é não-degenerada, concluímos que Hα = −H−α para

todo α ∈ Π. 2

O lema a seguir fornce algumas propriedades importantes para trabalharmos com

raízes.

Lema A.34. Valem as seguintes aĄrmações

(i) Se X ∈ gα e Y ∈ g−α, então [X, Y ] = ⟨X, Y ⟩Hα.

(ii) Para todo X ∈ gα, existe Y ∈ g−α tal que [X, Y ] = Hα.

(iii) Se α, β ∈ Π, então ⟨β, α⟩ = qβα⟨α, α⟩, onde qαβ ∈ Q.
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(iv) Para todo α ∈ Π, ⟨α, α⟩ ∈ Q+. Assim, pelo item anterior ⟨α, β⟩ ∈ Q para todo

α, β ∈ Π.

(v) dim gα = 1 para todo α ∈ Π.

(vi) Os únicos múltiplos inteiros de uma raiz α que são raízes, são α e −α.

Demonstração:

(i) Sejam X ∈ gα e Y ∈ g−α. Temos que [X, Y ] ∈ g0 = h. Assim, dado H ∈ h qualquer

⟨H, [X, Y ]⟩ = ⟨[H,X], Y ⟩

= α(H)⟨X, Y ⟩

= ⟨X, Y ⟩⟨H,Hα⟩

= ⟨H, ⟨X, Y ⟩Hα⟩.

Assim, ⟨H, [X, Y ] − ⟨X, Y ⟩Hα⟩ = 0. Como ⟨·, ·⟩ é não-degenerada em h e H é

arbitrário, temos que

[X, Y ] = ⟨X, Y ⟩Hα.

(ii) Sabemos que existe Y ′ ∈ g−α tal que ⟨X, Y ′⟩ ≠ 0. Assim, tomamos

Y :=
1

⟨X, Y ′⟩
Y ′,

de forma que ⟨X, Y ⟩ = 1. A conclusão segue do item (i).

(iii) DeĄna o subespaço

V := · · · ⊕ gβ−2α ⊕ gβ−α ⊕ gβ ⊕ gβ+α ⊕ gβ+2α ⊕ · · ·

de g, onde convencionamos que gα+kα = 0 se β + kα não for raiz. Note que, como o

conjunto de raízes é Ąnito, essa soma também o é. Assim, tome X ∈ gα e Y ∈ gβ

tais que [X, Y ] = Hα, como no item anterior. Pela deĄnição de V , V é invariante

por ad(X) e ad(Y ). Além disso,

ad(Hα)♣V = ad[X, Y ]♣V = [adX♣V , adY ♣V ].

Assim, tr(adHα♣V ) = 0. Agora, se dk = dim gβ+kα, então

0 = tr(adHα♣V ) =
∑

k

dk(β + kα)(Hα)

=
∑

k

dk(⟨β, α⟩ + k⟨α, α⟩)

= ⟨β, α⟩
∑

k

dk + ⟨α, α⟩
∑

k

kdk.
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Como
∑

k dk > 0,

⟨β, α⟩ = −

∑
kdk∑
dk

⟨α, α⟩.

Logo,

qβα = −

∑
kdk∑
dk

⟨α, α⟩ ∈ Q.

(iv) pelo item anterior, se ⟨α, α⟩ = 0, então ⟨β, α⟩ = 0 ∀β ∈ Π. Portanto, β(Hα) = 0

para todo β ∈ Π. Mas isso é um absurdo, pois Π gera h∗. Assim, ⟨α, α⟩ ≠ 0 para

todo α ∈ Π. Além disso,

⟨α, α⟩ = ⟨Hα, Hα⟩

= tr
(
adH2

α

)
=
∑

β∈Π

dββ(Hα)2,

onde dβ = dim gβ. Assim,

⟨α, α⟩ = ⟨α, α⟩2 =
∑

β∈Π

dβq
2
βα.

Logo, como ⟨α, α⟩ ≠ 0,

⟨α, α⟩ =
1

∑
dβq2

βα

∈ Q+.

(v) Sejam X ∈ gα e Y ∈ g−α tais que [X, Y ] = Hα. Consideremos o subespaço V

gerado por Y , h e gα ⊕ g2α ⊕ · · · . Temos que V é invariante por ad(X), pois

[X, Y ] ∈ h e ad(X)gkα ⊆ g(k+1)α. Além disso, V também é invariante por ad(Y ),

pois ad(Y )gkα ⊆ g(k−1)α para k ≥ 1 e [H, Y ] = −α(H)Y para todo H ∈ h. Como

Hα = [X, Y ],

tr(ad(Hα)♣V ) = 0,

no entanto,

tr(ad(Hα)♣V ) = −α(Hα) +
∑

k∈N

dkkα(Hα) = −⟨α, α⟩ +
∑

k∈N

dkk⟨α, α⟩,

onde dk = dim gkα. Assim, obtemos

1 = d1 + 2d2 + 3d3 + · · · ,

o que ocorre se, e somente se, d1 = 1 e di = 0 para i ≥ 2.

(vi) Pela demonstração anterior, dim gkα = 0 para k ≥ 2. Assim, o único múltiplo inteiro

de α que também é raiz é α. Como −α é uma raiz, o mesmo vale para ela.

2
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A.9 A fórmula de Killing

Nesta seção, estamos interessados em estudar as propriedades dos espaços de

raízes em uma decomposição de uma álgebra semissimples. Um dos principais resultados

relaciona um certo subespaço dessa álgebra com a álgebra sl(2,C). Assumiremos aqui

certa familiaridade com essa álgebra, mas para o leitor interessado em se aprofundar mais

nas características especíĄcas de sl(2,C), recomendamos a seção 6.1 de [15].

Tomemos uma raiz α ∈ Π. Podemos deĄnir o subespaço ⟨Hα⟩ ≤ h. Com isso,

deĄnimos o subespaço

g(α) := g−α ⊕ h(α) ⊕ gα.

Notemos que o Lema A.34 implica que g(α) é uma subálgebra de dimensão três, pois

[gα, g−α ⊆ h(α)] e cada uma das componentes possui dimensão um.

Proposição A.35. g(α) é isomorfa a sl(2,K).

Demonstração: DeĄnamos H ′
α ∈ h(α) por

H ′
α :=

2
⟨α, α⟩

Hα.

Agora, tomemos X ′ ∈ gα. Pelo Lema A.34, existe Z ∈ g−α tal que ⟨X,Z⟩ = Hα. Dessa

forma, tomando Y ′ := 2
⟨α,α⟩

Z, temos que

⟨X ′, Y ′⟩ = H ′
α.

Agora, como gα, g−α e h(α) são unidimensionais, temos que ¶X ′, Y ′, H ′
α♢ forma uma base

de g(α). Além disso, temos que

[H ′
α, X

′] = ad(H ′
α)(X ′) = α(H ′

α)X ′ =
2⟨α, α⟩

⟨α, α⟩
X ′ = 2X ′

[H ′
α, Y

′] = ad(H ′
α)(Y ′) = −α(H ′

α)Y ′ = −
2⟨α, α⟩

⟨α, α⟩
Y ′ = −2Y ′

[X ′, Y ′] = ⟨X ′, Y ′⟩Hα =
2

⟨α, α⟩
Hα = H ′

α

que são justamente as relações de comutação da base ¶X,H, Y ♢ de sl(2,K). Assim, a

aplicação linear deĄnida por

X ′
7! X, H ′

α 7! H e Y ′
7! Y

deĄne um isomorĄsmo entre g(α) e sl(2,K). 2

Consideremos α, β ∈ Π. DeĄnimos a α−sequência iniciada em β como a

sequência dos elementos

. . . , β − 2α, β − α, β, β + α, β + 2α, . . . .
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Teorema A.36 (Fórmula de Killing). Os elementos da α−sequência iniciada em β

que são pesos formam um intervalo. Isso é, existem p, q ∈ N0 tais que

β − pα, . . . , β − α, β, β + α, . . . , β + qα

são os únicos pesos da forma β + kα, com k ∈ Z. Além disso, vale a fórmula

p− q =
2⟨β, α⟩

⟨α, α⟩
.

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [15, p.156 − 157]. 2

Pela Fórmula de Killing temos que

2⟨β, α⟩

⟨α, α⟩
∈ Z.

Além disso, esse número será chamado de número de Killing associado às raízes α e β.

A partir daqui, o termo α−sequência iniciada em β será usado para os pesos da

forma β + kα, com k ∈ Z.

Proposição A.37. Os únicos múltiplos de uma raiz α que são raízes são α e −α.

Demonstração: Tomemos uma raiz α e Seja β = cα uma raiz com c ∈ K. Note que

como β é raiz, devemos ter c ̸= 0. Assim,

2⟨β, α⟩

⟨α, α⟩
= 2c =: n e

2⟨β, α⟩

⟨β, β⟩
=

2
c

=: m.

Note que n,m ∈ Z e nm = 4, o que signiĄca que n ∈ ¶±1,±2,±4♢. Assim,

c ∈ ¶±
1
2
,±1,±2♢.

Agora, c ̸= ±2, pois cα é raiz e os únicos múltiplos inteiros de uma raiz são ela mesmo e

sua oposta. Analogamente, se c = ±1
2
, temos que α = 2β é raiz e, pela mesma razão, isso

não pode ocorrer. Logo, temos que c = ±1. 2

Proposição A.38. Sejam α, β ∈ Π. Se α+ β ∈ Π, então [gα, gβ] = gα+β.

Demonstração: Se α+ β é raiz, temos que a α−sequência iniciada em β

· · · , β − 2α, β − α, β, β + α, β + 2α, . . .

possui q ≥ 1. Assim, considerando o elemento X da base de sl(2,C), temos que sua

imagem pelo isomorĄsmo descrito na Proposição A.35 X ′ é tal que

ad(X ′)gβ = gα+β.

Isso vale devido a expressão de X nas representações irredutíveis de sl(2,C). Como

gα = ⟨Xα⟩, pois dim gα = 1, concluímos a demonstração. 2
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A.10 Sistemas simples de raízes

Consideremos uma subálgebra de Cartan da álgebra semissimples g. Como foi

visto no Corolário A.32, o conjunto das raízes gera o espaço dual de h e o conjunto de

elementos ¶Hα ♣ α ∈ Π♢ gera h.

Proposição A.39. dim hR = dim h.

Demonstração: Como o conjunto ¶Hα ♣ α ∈ Π♢ gera h, então existe um conjunto Ąnito

de raízes ¶α1, . . . , αl♢ ⊆ Π tal que

B = ¶Hα1 , . . . , Hαl
♢

é uma base de h. Além disso, como B é l.i. sobre C, temos que B também é l.i. sobre

R. Assim, dim hR ≥ dim h. Por outro lado, seja α ∈ Π uma raiz. Assim, existem

a1, . . . , al ∈ C tais que

Hα = a1Hα1 + · · · + alHαl
.

Agora, note que os coeĄcientes dessa combinação linear podem ser encontradas resolvendo-

se o sistema linear

l∑

i=1

⟨Hαi
, Hαj

⟩ai = ⟨Hα, Hαj
⟩.

Como ⟨·, ·⟩ é não-degenerada, esse sistema possui uma única solução e, como cada coeĄci-

ente ⟨Hαi
, Hαj

⟩ é racional (pelo Lema A.34), então cada ai é racional. Portanto, B gera o

conjunto ¶Hα ♣ α ∈ Π♢ e, consequentemente, hR. 2

Como a forma de Cartan-Killing assume valores racionais em Π, a sua restrição

a hR é uma forma bilinear simétrica em hR. Ainda, como as dimensões coincidem pela

proposição acima, ela é não-degenerada.

Proposição A.40. A forma de Cartan-Killing restrita a hR é um produto interno.

Demonstração: Devemos mostrar que ela é positiva deĄnida. Assim, sejam H ∈ hR.

Temos que

⟨H,H⟩ = tr
(
ad(H)2

) (∗)
=
∑

α∈Π

α(H)2 =
∑

α∈Π

⟨Hα, H⟩2,

onde usamos em (∗) a Proposição A.29 e o fato que dim gα = 1 para todo α ∈ Π. Assim,

como consequência da expressão anterior, ⟨H,H⟩ ≥ 0 com a igualdade valendo se, e

somente se, ⟨Hα, H⟩ = 0 para todo α ∈ Π. Como a forma de Cartan-Killing é não

degenerada e ¶Hα♢ gera h, esse último caso ocorre apenas quando H = 0. Logo, ela deĄne
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um produto interno em hR. 2

O próximo passo consiste em deĄnir uma ordem em hR. Para isso, utilizaremos

a ordem lexicográĄca. Considere V um espaço vetorial sobre R e ¶v1, . . . , vl♢ uma base

ordenada2 de V . Dados v, w ∈ V tais que

v = a1v1 + · · · + alvl e w = b1v1 + · · · + blvl.

Dizemos que v ≤ w na ordem lexicográĄca quando v = w ou quando ai < bi, onde i é o

primeiro índice no qual as coordenadas diferem.

Enunciaremos agora algumas propriedades da ordem lexicográĄca em um espaço

vetorial munido de um produto interno. A demonstração delas pode ser encontrada em

[15, p.161].

Lema A.41. Sejam V um espaço vetorial e B = ¶v1, . . . , vl♢ uma base ordenada de V .

Considerando a ordem lexicográĄca induzida por B, se ¶w1, . . . , wm♢ ⊆ V é um conjunto

tal que

(i) wi > 0 para todo i ∈ ¶1, . . . ,m♢;

(ii) ⟨wi, wj⟩ ≤ 0 quando i ̸= j,

então ¶w1, . . . , wm♢ é l.i..

Com as observações anteriores, deĄnamos uma ordem lexicográĄca em h∗
R. Isso

deĄne uma ordenação no conjunto de raízes Π. Assim, deĄnimos os conjuntos

Π+ := ¶α ∈ Π ♣ α > 0♢ e Π− := ¶α ∈ Π ♣ α < 0♢

das raízes positivas e negativas de Π, respectivamente.

DeĄnição A.42. Uma raiz α será dita simples, em relação à ordem Ąxada, quando

1. α > 0;

2. Não existem β, γ ∈ Π tais que β, γ > 0 e α = β + γ.

O conjunto das raízes simples será denotado por Σ.

Primeiramente, uma observação sobre o conjunto de raízes. Dado uma raiz α ∈ Π,

diremos que α é positiva minimal quando α > 0 e não existir β ∈ Π, com β > 0 tal que

β < α.
2 A ordenação aqui se refere ao conjunto dos índices, que é ordenado nesse caso.
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Lema A.43. Existem raízes positivas minimais em Π.

Demonstração: Primeiramente, notemos que se α ∈ Π é uma raiz, então −α também

é raiz. Portanto, existem raízes positivas. Como Π é um cojunto Ąnito, o conjunto de

raízes positivas também o é. Portanto, pelo Teorema da Boa-Ordenação existe um menor

elemento nesse conjunto. 2

Lema A.44. O conjunto das raízes simples é não-vazio.

Demonstração: Se α ∈ Π é positiva minimal, então α é simples. De fato, α > 0 e caso

existam raízes β, γ ∈ Π, com β, γ > 0, tais que α = β + γ, então

α > α− γ = β > 0,

contradizendo que α é minimal. Logo, α é simples. 2

Lema A.45. Se α, β ∈ Σ com α ̸= β, então ⟨α, β⟩ ≤ 0.

Demonstração: Primeiramente, notemos que se α e β são raízes simples, então β−α ̸∈ Π.

Com efeito, se β − α fosse uma raiz, teríamos ou β − α ≥ 0 ou β − α ≤ 0. No primeiro

caso, temos

β = α+ (β − α),

o que contradiz que β é simples. No segundo caso, temos α− β ≥ 0 de onde obtemos

α = β + (α− β),

contradizendo que α é simples. Portanto, β − α ̸∈ Π. Assim, na α−sequência iniciada em

β temos p = 0. Assim, pela Fórmula de Killing

0 ≥ −q =
2⟨β, α⟩

⟨α, α⟩
.

Logo, como ⟨α, α⟩ > 0, concluímos que ⟨β, α⟩ ≤ 0 para α, β ∈ Σ. 2

Lema A.46. Σ é l.i..

Demonstração: Pelo Lema A.45, temos que o conjunto Σ ⊆ Π satisfaz as condições do

Lema A.41. Logo, Σ é l.i.. 2
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Lema A.47. Se β ∈ Π com β > 0, então βse escreve unicamente como

β = n1α1 + · · · + nlαl,

com n1, . . . , nl ∈ N0. Em particular, Σ gera h∗
Q.

Demonstração: Se β ∈ Σ o resultado já vale. Assim, suponhamos que β não é simples.

Nesse caso, existem raízes positivas β1 e β2 tais que

β = β1 + β2.

Se β1 e β2 são simples, obtemos a decomposição desejada. Caso contrário, podemos

decompor mais uma vez β1 ou β2. Nesse processo, as raízes que surgem da decomposição

são positivas e estritamente menores do que as anteriores, de forma que eventualmente

obtemos uma decomposição em raízes positivas minimais que, como mostrado no Lema

A.44, são simples. Como neste processo de decomposição pode-se ter repetições de raízes,

obtemos os números inteiros como no enunciado. 2

Corolário A.48. Valem as seguintes propriedades:

(i) se γ ∈ Π \ Σ, então existe α ∈ Σ tal que ⟨γ, α⟩ > 0 e γ − α é raiz positiva;

(ii) toda raiz positiva γ pode ser escrita como

γ = αi1 + · · · + αik

com αij
∈ Σ para todo j ∈ ¶1, . . . , k♢. De forma que as somas parciais

αi1 + · · · + αis
,

com s ∈ ¶1, . . . , k♢ são raízes.

Demonstração:

(i) Suponhamos, por absurdo, que ⟨γ, α⟩ ≤ 0 para todo α ∈ Σ. Nesse caso, temos que

Σ ∪ ¶γ♢ é l.i. pelo Lema A.41, contradizendo o Lema anterior. O fato de que γ − α

vem da Fórmula de Killing, uma vez que ⟨γ, α⟩ > 0 implica em

p− q =
⟨γ, α⟩

⟨α, α⟩
> 0,

ou seja, p > q ≥ 0.

(ii) Se γ ∈ Σ já obtemos o resultado. Assim, consideremos γ não simples. Nesse caso,

pelo item anterior, existe α ∈ Σ tal que γ − α é uma raiz positiva. Portanto, como

temos γ = (γ − α) + α, podemos usar o mesmo argumento para a raiz γ − α de

forma que podemos encontrar o resultado por indução.
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2

Disso concluímos que se

Σ = ¶α1, . . . , αl♢

é o conjunto das raízes simples em relação a uma ordem lexicográĄca, então

(a) Σ é uma base de h∗
Q; e

(b) toda raiz β pode ser escrita como

β = n1α1 + · · · + nlαl

com n1, . . . , nl ∈ Z e todas com mesmo sinal.

DeĄnição A.49. Um subconjunto Σ = ¶α1, . . . , αl♢ satisfazendo as condições acima é

denominado sistema simples de raízes.

O conjunto de raízes simples não é único. Por exemplo, se Σ é um sistema simples

de raízes, então −Σ também o é. O número de sistemas simples de raízes está relacionado

com a ordem do grupo de Weyl que é o grupo gerado pelas reĆexões rα, com α ∈ Π, onde

rα são as reĆexões

rα(β) = β −
2⟨β, α⟩

⟨α, α⟩
α.

Com a ordem lexicográĄca Ąxada, deĄnimos os conjuntos

Π+ := ¶α ∈ Π ♣ α > 0♢ e Π− := ¶α ∈ Π ♣ α < 0♢.

Agora, deĄnindo também

n+ :=
∑

α∈Π+

gα e n− :=
∑

α∈Π−

gα

temos que

g = n+ ⊕ h ⊕ n−,

onde n+ e n− são duais pela forma de Cartan-Killing.

Exemplo 7. Mostraremos que o espaço projetivo é uma variedade Flag. Para isso,

consideremos a álgebra sl(n,C). Dada uma base de Cn, uma subálgebra de Cartan de

sl(n,C) é dada por

h = ¶A ∈ sl(n,C) ♣ A é diagonal♢.
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Tomando a base ¶Eij, Eii − Ejj ♣ i ̸= j♢3 de sl(n,C). Tomando alguma H ∈ h, vale que

ad(H)(Eij) = (ai − aj)Eij,

ou seja, as raízes da representação adjunta de h são dadas por αij = λi − λj, onde

λi : h ! C

diag¶a1, . . . , an♢ 7! ai.

Além disso, os espaços de raízes são dados por

gαij
= ⟨Eij⟩.

Um sistema simples de raízes é dado por Σ = ¶α12, . . . , αn−1,n♢ e o conjunto de raízes

positivas associado é Π+ = ¶αij ♣ i < j♢. •

A.11 Formas reais compactas

Uma álgebra de Lie sobre R é dita compacta quando sua forma de Cartan-Killing

é negativa deĄnida.

Existe uma bijeção entre álgebras semissimples reais compactas e álgebras se-

missimples complexas. Além disso, todas as formas reais (inclusive as não compactas),

podem ser descritas a partir da interseções delas com formas compactas, justiĄcando nosso

interesse em estudar esse assunto.

Como a forma de Cartan-Killing de uma álgebra compacta deve ser não-degenerada,

obtemos disso que toda álgebra compacta é semissimples. Além disso, o nome compacto

está relacionado com o fato de que esse tipo de álgebra é justamente a álgebra de Lie de

grupos de Lie compactos.

Sejam g uma álgebra de Lie complexa semissimples, h ⊆ g uma subálgebra de

Cartan, Π o conjunto de raízes associado a h e Σ um sistema simples. Com isso, deĄnimos

uma base de Weyl como uma base

¶Hα ∈ h ♣ α ∈ Σ♢ ∪ ¶Xα ∈ gα ♣ α ∈ Π♢

de g, tal que

(i) [Xα, X−α] = Hα;

(ii) [Xα, Xβ] = mα,βXα+β, onde mα,β = −m−α,−β e mα,β = 0, se α+ β não é raiz.
3 Eij aqui é a matriz cuja única entrada não nula é 1 na posição ij.
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Tomando uma base de Weyl de uma álgebra g, consideremos o subespaço real u

dado por

u := spanR¶iHα, Xα −X−α, i(Xα +X−α) ♣ α ∈ Π+♢.

Normalmente, para simpliĄcar a escrita, utilizamos a notação

Aα := Xα −X−α e Sα := Xα +X−α. (A.1)

Observação A.50. Note que u poderia ser também deĄnida por

u = spanR¶iHα, Aα, iSα ♣ α ∈ Π♢,

isso é, podemos percorrer o conjunto das raízes completamente. Isso se deve ao fato de

que

Hα = −H−α, Aα = −A−α e iSα = iS−α,

para todo α ∈ Π.

Proposição A.51. u como deĄnida acima é uma forma real compacta.

Demonstração: Primeiramente, notemos que cada Hα e Xα pode ser escrito como

Hα = −i(iHα) e Xα =
1
2

[(Xα −X−α) − i(iXα +X−α)],

ou seja, temos que g = u + iu.

Agora, devemos mostrar que u é uma subálgebra real. Vamos calcular o colchete

nos elementos geradores. Assim, para α, β ∈ Π quaisquer, obtemos

[iHα, Aβ] = [iHα, Xβ −X−β]

= i ad(Hα)Xβ − i ad(Hα)X−β

= iβ(Hα)Xβ + iβ(Hα)X−β

= β(Hα)i(Xβ +X−β)

= β(Hα)iSβ

e

[iHα, iSβ] = [iHα, i(Xβ +X−β)]

= − ad(Hα)(Xβ) − ad(Hα)(X−β)

= −β(Hα)Xβ + β(Hα)X−β

= −β(α)(Xβ −X−β)

= −β(α)Aβ
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Para o colchete entre os outros elementos geradores, consideremos inicialmente α ̸= β.

Nesse caso,

[Aα, Aβ] = [Xα −X−α, Xβ −X−β]

= [Xα, Xβ] − [Xα, X−β] − [X−α, Xβ] + [X−α, X−β]

= mα,βXα+β −mα,−βXα−β −m−α,βX−α+β +m−α,−βX−α−β

= mα,β(Xα+β −X−(α+β)) +m−α,β(Xα−β −X−(α−β))

= mα,βAα+β +m−α,βAα−β.

Por um cálculo similar, obtemos que

[Sα, Sβ] = −mα,βAα+β −mα,−βAα−β e [Aα, Sβ] = mα,βSα+β +mα,−βSα−β.

Se β = α ou β = −α,

[Aα, A−α] = [Aα, Aα] = [Xα −X−α, Xα −X−α]

= [Xα, Xα] − [Xα, X−α] − [X−α, Xα] + [X−α, X−α] = 0.

Analogamente,

[iSα, iS−α] = [iSα, iSα] = −[Xα +X−α, Xα +X−α]

= −[Xα, Xα] − [Xα, X−α] − [X−α, Xα] − [X−α, X−α = 0.

Finalmente, temos que

[Aα, Sα] = [Aα, S−α] = 2iHα.

Como mα,β ∈ R e β(Hα) = ⟨β, α⟩ ∈ Q, os colchetes acima mostram que u é uma subálgebra

real.

Resta mostrar que u é compacta no sentido deĄnido acima, isso é, sua forma

de Cartan-Killing é negativa deĄnida. Além disso, a forma de Cartan-Killing de u é a

restrição da forma de Cartan-Killing de g, como comentado em [15, p. 87]. Agora, se

α ̸= −β, temos que

⟨iHα, Aβ⟩ = i⟨Hα, Xβ −X−β⟩ = i⟨Hα, Xβ⟩ − i⟨Hα, X−β⟩ = 0,

⟨iHα, iSβ⟩ = −⟨Hα, Xβ +X−β⟩ = −⟨Hα, Xβ⟩ − ⟨Hα, X−β⟩ = 0

e

⟨Aα, iSβ⟩ = i⟨Xα −X−α, Xβ +X−β⟩

= i⟨Xα, Xβ⟩ + i⟨Xα, X−β⟩ − i⟨X−α, Xβ⟩ − i⟨X−α, X−β⟩ = 0,
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onde usamos o fato de que ⟨Xα, Xβ⟩ = 0 a não ser que β = −α. Agora, consideremos

o subespaço real de h gerado pelo conjunto ¶Hα ♣ α ∈ Π♢, que denotaremos por hR.

Consideremos uma base ortogonal ¶H1, . . . , Hl♢ de hR e consideremos o conjunto

H := ¶iH1, . . . , iHl♢.

Como G := ¶Aα, Sα ♣ α ∈ Π+♢ é um conjunto ortogonal, temos que H ∪ G forma uma

base ortogonal de u. Finalmente, para concluir a demonstração, notemos que

⟨iHj, iHj⟩ = −⟨Hj, Hj⟩ < 0, para todo j = 1, . . . , l,

pois, como hR é gerado pelo conjunto ¶Hα ♣ α ∈ Π♢, pelo Lema A.34 a forma ade

Cartan-Killing é positiva deĄnida em hR. Além disso,

⟨Aα, Aα⟩ = ⟨Xα −X−α, Xα −X−α⟩

= ⟨Xα, Xα⟩ − ⟨Xα, X−α⟩ − ⟨X−α, Xα⟩ + ⟨X−α, X−α⟩

= −2⟨Xα, X−α⟩.

Como Hα = [Xα, X−α] = ⟨Xα, X−α⟩Hα, temos que ⟨Aα, Aα⟩ = −2. Por um cálculo

análogo, temos que ⟨Sα, S−α⟩ = −2, mostrando que ⟨·, ·⟩ é negativa deĄnida em u. Logo,

u é uma forma real compacta de g. 2

Exemplo 8. Na álgebra sl(n,C), o conjunto ¶Ejk ♣ j ≠ k♢ ∪ ¶Ejj − Ekk ♣ j < k♢, onde

Ejk é a matriz com todas as entradas nulas exceto pela jk−ésima entrada que é igual a 1,

forma uma base de sl(n,C). Essa base é associada à subálgebra de Cartan h das matrizes

diagonais de sl(n,C). Na notação anterior, temos

Hjk = Ejj − Ekk e Xαjk
= Ejk.

Assim, notando que −αjk = αkj, temos que a base de Weyl associada à subálgebra h é

dada pelos elementos

iHjk = i(Ejj − Ekk),

Aαjk
= Xαjk

−Xαkj
= Ejk − Ekj e

iSαjk
= i(Xαjk

−Xαkj
) = i(Ejk − Ekj).

Como o conjunto gerado por essas matrizes é o conjunto das matrizes com parte real

anti-simétricas e parte imaginárias simétricas, temos que a forma real compacta de sl(n,C)

é a subálgebra

su(n) = ¶A ∈ sl(n,C) ♣ A
t

= −A♢,

onde A é a matriz formada pela conjugação complexa das entradas de A. •
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Lema A.52. Existem Xα ∈ gα, α ∈ Π com ⟨Xα, X−α⟩ = 1 e tal que, se mα,β é deĄnido

por

[Xα, Xβ] = mα,βXα+β,

então mα,β = −m−α,−β.

Demonstração: Pode ser vista em [15, p. 333]. 2

O lema acima garante que existem elementos com as propriedades necessárias

na deĄnição da base de Weyl. Isso mostra a existência de formas reais compactas para

álgebras semissimples complexas.

Lema A.53. Sejam g0 e g1 formas reais de g com conjugações σ0 e σ1, respectivamente.

Dessa forma, g0 é invariante por σ1 se, e somente se, σ0 e σ1 comutam. Além disso, nesse

caso g1 é invariante por σ0

Demonstração: Inicialmente, suponhamos que σ0 e σ1 comutem. Nesse caso, dado

X ∈ g0

σ0(σ1(X)) = σ1(σ0(X)) = σ1(X),

ou seja, σ1(X) ∈ g0. Reciprocamente, se g0 é invariante por σ1, dado Z = X + iY ∈ g

com X, Y ∈ g0, temos

σ1σ0(Z) = σ1(X − iY ) = σ1(X) + iσ1(Y ),

pela anti-linearidade de σ1. Por outro lado,

σ0σ1(Z) = σ0(σ1(X) − iσ1(Y )) = σ1(X) + iσ1(Y ),

pois, por hipótese, g0 é invariante por σ1. Logo, σ0 e σ1 comutam. Finalmente, para a

ultima observação, basta notar que o argumento na primeira implicação ainda é válido

trocando-se os papéis de g0 e σ1 por g1 e σ0, respectivamente. 2

Proposição A.54. Sejam g0 e g1 formas reais de g com conjugações σ0 e σ1, respectiva-

mente. Se σ0σ1 = σ1σ0, então

g1 = (g1 ∩ g0) ⊕ (g1 ∩ ig0).

Demonstração: Seja Z ∈ g1 ⊆ g. Assim, existem únicos X, Y ∈ g0 tais que

Z = X + iY,
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pois g0 é forma real de g. Aplicando a conjugação σ1 obtemos

Z = σ1(Z) = σ1(X + iY ) = σ1(X) − iσ1(Y ).

Como as conjugações comutam, o Lema A.53 garante que g0 é invariante por σ1 e, portanto,

σ1(X) e σ1(Y ) estão em g0. Assim, pela unicidade da decomposição de Z, concluímos

que X = σ1(X) e Y = −σ1(Y ). Logo, X ∈ g1 e Y ∈ ig1, concluindo a demonstração. 2

Observação A.55. Naturalmente, os papéis de g0 e g1 na proposição acima podem ser

trocados, isso é, nas hipóteses da Proposição vale também que g0 = (g0 ∩ g1) ⊕ (g0 ∩ ig1).

Lema A.56. Sejam u1 e u2 formas reais compactas. Dessa forma, u1 = u2 se, e somente

se, suas conjugações comutam.

Demonstração: Como as conjugações comutam, temos que

u2 = (u2 ∩ u1) ⊕ (u2 ⊕ iu1)

pela Proposição A.54. Agora, tomando X ∈ u2 ∩ iu1, podemos escrever X = iY , com

Y ∈ u1. Assim, por um lado temos que

⟨X,X⟩ ≤ 0,

pois X ∈ u2 e u2 é compacta. Por outro lado,

⟨X,X⟩ = ⟨iY, iY ⟩ = −⟨Y, Y ⟩ ≥ 0,

pois Y ∈ u1 e u1 também é compacta. Portanto, X = 0, mostrando que u2 ∩ iu1 = 0.

Assim, u2 = u2 ∩u1, ou seja, u2 ⊆ u1. Como também temos que u1 = (u1 ∩u2) ⊕ (u1 ∩ iu2),

podemos fazer um argumento análogo para concluir que u1 ⊆ u2, mostrando que u1 e u2

coincidem. 2

Lema A.57. Seja u uma forma real compacta da álgebra complexa g. Se σ é a conjugação

em relação a u, então a expressão

Hσ(X, Y ) = −⟨X, σY ⟩

deĄne uma forma Hermitiana em g.

Demonstração: Pela deĄnição, Hσ é linear e distributiva, devido às propriedades de

⟨·, ·⟩. Agora, tomando X, Y ∈ g e z ∈ C, temos

Hσ(X, zY ) = −⟨X, σ(zY )⟩ = z⟨X, σY ⟩ = zHσ(X, Y ).
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Finalmente, dado Z = X + iY ∈ g com X, Y ∈ u temos

Hσ(Z,Z) = −⟨X + iY,X − iY ⟩ = −⟨X,X⟩ + ⟨X, iY ⟩ − ⟨iY,X⟩ + ⟨iY, iY ⟩ = ⟨X,X⟩ − ⟨Y, Y ⟩.

Como u é compacta, temos que ⟨X,X⟩ e ⟨Y, Y ⟩ são negativos, se X, Y ̸= 0, ou seja, Hσ é

positiva deĄnida. 2

Teorema A.58. Seja u uma forma real compacta da álgebra semissimples complexa g. Se

σ é a conjugação associada a uma forma real qualquer de g, então existe um automorĄsmo

ϕ de g tal que σ comuta com a conjugação em relação à forma real compacta ϕ(u).

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [15, p. 335-337]. 2

Uma consequência importante do Teorema acima é o seguinte corolário, que mostra,

em certo sentido, a unicidade das formas reais compactas de uma álgebra semissimples.

Corolário A.59. Se u1 e u2 são formas reais compactas de g, então existe um automor-

Ąsmo ϕ de g tal que ϕ(u1) = u2.

Demonstração: Basta combinar o Teorema A.58 com o Lema A.56. 2

Proposição A.60. Uma álgebra complexa g é simples se, e somente se, sua forma real

compacta é simples. Além disso, se g é semissimples e se decompõe e, ideais simples por

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gs,

então u = u1 ⊕ · · · ⊕ us é uma forma real compacta de g, onde cada uj é forma real

compacta de gj.

Demonstração: [15, p. 337-338]. 2

Para terminar esta seção, consideremos um grupo de Lie G cuja álgebra de Lie g

associada é semissimples. Nesse caso, se U ⊆ G é um subgrupo de Lie de G tal que sua

álgebra u ⊆ g é uma forma real compacta de g, então dizemos que U é uma forma real

compacta de G.
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B ComplexiĄcação

Nesse apêndice, introduziremos alguns resultados que usamos sobre a complexiĄca-

ção de espaços vetoriais, como feito em [15].

Dado um espaço vetorial real W , uma estrutura complexa em W é uma trans-

formação linear J : W ! W tal que J2 = −idW . O complexiĄcado de W , denotado

por WC, é deĄnido a partir do produto por números reais como em

(a+ ib)v = av + bJv.

Em contrapartida, dado um espaço vetorial complexo U , sua realiĄcação é deĄnida pela

restrição de sua estrutura linear complexa para o subcorpo dos reais. Nesse caso, obtemos

um espaço vetorial real, normalmente denotado por UR.

DeĄnição B.1. Seja U um espaço vetorial complexo. Uma conjugação em U é uma

transformação antilinear σ : U ! U tal que σ2 = idU .

No caso de álgebras de Lie g, dizemos que uma estrutura complexa J é adaptada

quando quando, para todos X, Y ∈ g,

[JX, Y ] = [X, JY ] = J [X, Y ].

Essa condição implica na condição mais fraca

[JX, JY ] = −[X, Y ].

Um antiautomorĄsmo de g é uma transformação antilinear inversível que, para

todos X, Y ∈ g, satisfaz

[σX, σY ] = σ[X, Y ].

A partir de um antiautomorĄsmo em g, podemos deĄnir a álgebra real

g0 = ¶X ∈ g ♣ σ(X) = X♢

cujo complexiĄcado é g.

DeĄnição B.2. Seja g uma álgebra complexa. Uma forma real de g é a subálgebra g0

deĄnida como os pontos Ąxos de uma conjugação em g. Quando isso ocorre, vale que

g = (g0)C.

Lema B.3. Sejam V um espaço vetorial complexo e T : V ! V uma transformação

linear. Se TR : R ! R é a mesma transformação vista em V R, então

trTR = 2 Re(trT ).
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Proposição B.4. Seja h uma álgebra complexa e sejam ⟨·, ·⟩ e ⟨·, ·⟩′ as formas de Cartan-

Killing de h e (hC)R, respectivamente. Dessa forma, para X, Y ∈ h,

⟨X, Y ⟩′ = 2 Re⟨X, Y ⟩.

Dos resultados anteriores, podemos mostrar ⟨·, ·⟩ é não-degenerada se, e somente

se, ⟨⟩′ é não-degenerada. Portanto, uma álgebra complexa é semissimples se, e somente

se, sua realiĄcada também o for. Note que o mesmo não vale para álgebras simples. Em

geral, gC simples implica em g simples, porém a complexiĄcação de uma álgebra simples

não necessariamente fornece uma álgebra complexa simples. Assim, podemos classiĄcar

álgebras reais como

tipo I se gC é simples

tipo I se gC não é simples

Proposição B.5. Seja h uma álgebra complexa. Dessa forma, h é simples se, e somente

se, hR é simples.

Proposição B.6. Se h é uma álgebra complexa simples, então (hR)C se decompõe como

uma soma de dois ideais simples

(hR)C = i1 ⊕ i2

que são isomorfos a h.

Proposição B.7. Seja g uma álgebra real simples. Se gC se decompõe como

gC = i1 ⊕ i2

com i1 ∼= i2, então g = hR para alguma álgebra complexa simples h, de forma que

i1 ∼= h ∼= i2.

Proposição B.8. Seja g uma álgebra real. Se g é simples, então g é do tipo II se, e

somente se, g = hR para alguma álgebra simples h.

Teorema B.9. Seja g uma álgebra real. Se g é simples, então g é

(i) uma forma real de uma álgebra complexa simples, ou

(ii) g é o realiĄcado de uma álgebra complexa simples.
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