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RESUMO

Neste trabalho, serdo estudados sistemas Hamiltonianos em 6rbitas (co)adjuntas de gru-
pos de Lie. Em particular, estaremos interessados em analisar questdes envolvendo in-
tegrabilidade, uma vez que, nesse caso, é possivel encontrar solu¢des analiticas exatas
para as equagdes de movimento. Consideraremos apenas fungdes Hamiltonianas de um
tipo especifico, a saber, definidas através de uma aplicagdio momento. Um dos objetivos
consiste em investigar uma construgdo concreta de sistemas Hamiltonianos integrdveis
em Orbitas (co)adjuntas por meio do formalismo de Lax. A metodologia utilizada é ba-
seada numa aplicacdo do truque de Thimm. Para isso, deveremos enxergar as Orbitas
(co)adjuntas de grupos de Lie compactos como variedades simpléticas e determinar uma
aplicacdo momento associada a restricdo da agdo (co)adjunta a essas Orbitas. A condicdo
de equivaridncia da aplicacdo momento serd essencial para a construcdo de fungdes em

involugdo para o sistema.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos Integraveis. Orbitas Coadjuntas. Formalismo de

Lax.



ABSTRACT

In this work, we will study Hamiltonian systems on (co)adjoint orbits of Lie groups. In
particular, our focus lies in examining issues concerning integrability, as it allows for exact
analytical solutions to the equations of motion. We will only consider Hamiltonian func-
tions of a specific type, namely, defined through a momentum map. One of the objectives
is to investigate a concrete construction of integrable Hamiltonian systems on (co)adjoint
orbits using Lax formalism. The methodology employed is based on the application of
the Thimm trick. To this end, we should see (co)adjoint orbits of compact Lie groups as
symplectic manifolds and determine a momentum map associated with the restriction of
the (co)adjoint action to these orbits. The equivariance condition of the momentum map

will be essential for constructing involutive functions for the system.

Key-words: Integrable Hamiltonian Systems. Coadjoint Orbits. Lax Formalism.
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1 Introducao

O estudo dos sistemas Hamiltonianos vem sendo feito, nos tiltimos anos, tanto por
matemadticos quanto por fisicos. Ha um particular interesse em tais sistemas quando se
impdem condigdes de integrabilidade, uma vez que os problemas oriundos da Mecanica
Cléssica descritos por sistemas Hamiltonianos integrdveis foram tratados de maneira pro-
ticua. Com efeito, Liouville mostrou que as equagdes de Hamilton podem ser resolvidas
de forma explicita, por um método chamado de quadratura, se for conhecida uma quan-
tidade maxima de integrais primeiras algebricamente independentes em involugdo para
o sistema. Um sistema Hamiltoniano é dito (completamente) integravel quando admite
uma quantidade méxima de integrais primeiras algebricamente independentes em invo-
lucdo. Pode-se, ainda, fornecer uma motivagdo geométrica para essa definicdo através do
Teorema de Arnold-Jost, que afirma, resumidamente, que as curvas integrais de um sis-
tema Hamiltoniano, sob algumas hip6teses, sdo 6rbitas de um campo vetorial constante

em um toro.

Um problema que surge no contexto de sistemas Hamiltonianos é obter um método
de se construir um sistema completamente integravel. Alguns matematicos ocuparam-se
dessa tarefa como, por exemplo, Anton Thimm [1] e Victor Guillemin & Shlomo Stern-
berg [2—4]. Nesses trabalhos, foi considerado um tipo especial de Hamiltoniano denomi-
nado Hamiltoniano coletivo® que é definido por meio de um pullback por uma aplicagéo
momento, podendo essa tltima ser vista como uma generalizacdo dos conceitos de mo-

mento linear e angular da Fisica.

O objetivo principal do presente trabalho reside em estudarmos construgdes de
sistemas Hamiltonianos integraveis em 6rbitas coadjuntas dos grupos de Lie compactos
U(n) e SO(n). Para esse fim, langaremos mao do formalismo de Lax. No caso de sistemas
do tipo Gelfand-Tsetlin, é possivel recuperar as quantidades conservadas do sistema como
invariantes espectrais de uma certa matriz de Lax. Iremos nos basear principalmente nas

referéncias [5,6] bem como [1-4].

A seguir descreveremos como esta dissertacdo estd estruturada. De modo geral,
independente do capitulo, tentou-se sempre fornecer mais de uma referéncia para cada

assunto tratado de forma superficial.

No Capitulo 2, sera introduzida algumas no¢des da Geometria Simplética que de-
sempenham um papel importante neste trabalho. Para esse fim, comegaremos com os

conceitos de variedades simpléticas, simpletomorfismos e subvariedades de variedades

1 Tradugao livre de Collective Hamiltonian feita pelo autor.
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simpléticas. No restante do capitulo, abordaremos os campos Hamiltonianos e simpléti-
cos, algumas propriedades dos campos Hamiltonianos, a¢des simpléticas e Hamiltonia-

nas, parénteses de Poisson e nog¢des de integrabilidade de sistemas Hamiltonianos.

No Capitulo 3, apresentaremos, no Teorema 3.1.1, como é feita a construgdo da
forma simplética KKS em o6rbitas coadjuntas de grupos de Lie. Teremos interesse em
grupos de Lie compactos e, nesse caso, poderemos identificar difeomorficamente 6rbi-
tas adjuntas e coadjuntas bem como transportar, através da Proposicdo 3.1.4, a estrutura
simplética para as 6rbitas adjuntas. Exibiremos algumas 6rbitas para elementos de u(n)
e s0(3,C). Ainda, veremos como definir um parénteses de Poisson no dual da algebra
de Lie g e que as fun¢des de Casimir de g* sdo exatamente as fun¢des Ad*-invariantes
quando o grupo de Lie é compacto e conexo (Proposigao 3.2.3). Encerraremos o capitulo
discutindo sobre a aplicagdo momento. Veremos que sempre existem aplicagdes momento
para a¢des Hamiltonianas e que no caso de 6rbitas coadjuntas uma aplicagdo momento é
dada pela inclusao. Discutiremos algumas condi¢des topoldgicas para que a aplicagdo
momento seja equivariante, condi¢do essa essencial para construirmos sistemas Hamilto-
nianos integrdveis. Por fim, desenvolveremos alguns resultados sobre os Hamiltonianos

coletivos.

No Capitulo 4, discutiremos como os pares de Lax podem ser usados para cons-
truir sistemas Hamiltonianos integraveis. Na Proposicdo 4.1.6, descreveremos a dinamica
associada a um Hamiltoniano coletivo através da equacdo de Lax. Em seguida, expli-
caremos, na Proposicdo 4.3.2, um método eficaz de se obter quantidades em involugéao,
conhecido na literatura por truque de Thimm, para sistemas definidos por Hamiltonianos
coletivos. Depois, no Teorema 4.4.4, veremos que se considerarmos a restricdo da agao
a um subgrupo fechado e conexo, a dindmica do novo sistema Hamiltoniano também é
descrita pela equacdo de Lax. Com isso, aplicaremos, no Teorema 4.4.7, os resultados an-
teriores para se construir sistemas Hamiltonianos integraveis do tipo Gelfand-Tsetlin nas
6rbitas (co)adjuntas de agdes de U(n) e SO(n).

No Apéndice A é feita uma discussdo da dlgebra linear simplética, ou seja, a versao
linear dos conceitos do Capitulo 2. E abordado os seguintes tépicos: bases simpléticas,
subespacos de um espago simplético, simpletomorfismos e decomposi¢do em subespagos

Lagrangianos.

No Apéndice B, apresentaremos os conceitos relacionados as variedades diferen-
cidveis, uma vez que estas desempenham um papel importante ao longo do trabalho. Um
aspecto desse capitulo consiste em ter um cardter expositivo e foi pensado para servir

como consulta para as convengdes que foram adotadas bem como para fixar a notagao.
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No Apéndice C, faremos um breve apanhado de defini¢des e resultados relacio-
nados as dlgebras e os grupos de Lie. Abordaremos as propriedades gerais da aplicacdo
exponencial, representagcdes de grupos de Lie, discutiremos as a¢des diferencidveis e a
construgdo de campos induzidos.

No Apéndice D, iniciaremos expondo algumas nogdes de tensores e dlgebra exte-
rior com o objetivo de se introduzir as formas diferenciais em variedades. Em seguida,
recordaremos alguns fatos basicos relacionados a cohomologia de De Rham e derivada de
Lie. Tais instrumentos serdo utilizados ao longo da dissertacao.
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2 Geometria Simplética

O presente capitulo é destinado a expor os conceitos da Geometria Simplética que
serdo utilizados no decorrer do trabalho como, por exemplo, variedades simpléticas, cam-
pos Hamiltonianos e parénteses de Poisson. Algumas referéncias que tratam de tais as-
suntos com mais profundidade sdo [7-13]. Destacamos que [14] se distingue por apresen-
tar diversos exemplos na Fisica. No Apéndice A é feita uma discussdo mais detalhada
sobre os espagos vetoriais simpléticos.

2.1 Variedades Simpléticas

Sejam M uma variedade diferencidvel e X(/) o espago dos campos vetoriais. Uma

forma simplética em M consiste num elemento w € Q?(M) que é

e uma forma fechada, isto é, dw = 0.

* ndo degenerado: se w(X,Y) =0 paratodo Y € X(M), entao X = 0.

As condigdes acima sdo equivalentes a w,, : T, M x T,M — R ser uma forma simplética no
espago vetorial 7, M e variar de forma diferencidvel em p. Dizemos que um par (M,w) é
uma variedade simplética quando M for uma variedade diferencidvel e w for uma forma

simplética em M.

Toda variedade simplética tem dimensdo par, jd4 que seu espaco tangente é um
espaco vetorial simplético (vide Proposicdao A.1.4). Entretanto, nem toda variedade de

dimensdo par admite uma estrutura simplética, veja o Exemplo 2.1.5 mais adiante.

Uma outra consequéncia da defini¢do anterior é que toda variedade simplética é
orientada, ja que a 2n-forma w” = w A --- A w ndo se anula (vide Teorema A.2.9). A
hipétese de w ser ndo degenerada nos permite identificar, de maneira canonica, os fibrados

tangente e cotangente. Com efeito, a aplicacdo w” : X(M) — Q(M) definida por

W (X)(Y):=w(X,Y) paraquaisquer X,Y € X(M) (2.1)

é um isomorfismo, sobre C*°(1), que induz um isomorfismo linear de fibrados vetoriais

b

TM — T*M, também denotado por w’ e com inversa w* (para mais detalhes consulte [7,

p-166] e o Apéndice A para o contexto de espagos vetoriais simpléticos).

Exemplo 2.1.1. Seja M = R?" e denote por (¢',...,q",p1, ..., p,) 0 sistema de coordenadas

candnico. A forma
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é uma forma simplética. o

Exemplo 2.1.2. Se M C R?* é uma superficie orientada, entdo existe uma forma volume
w € Q?(M) que ndo se anula. Logo, w é ndo degenerada e fechada pois dw € Q3(M) = {0}.

O par (M, w) é uma variedade simplética. o

Exemplo 2.1.3. O espago projetivo real RP" ndo é uma variedade simplética para todo
n € N. De fato, se n é impar, entdo RP" ndo pode admitir estrutura simplética. Se n é
par, entdo RP" é ndo orientavel (vide [9, p.393]), o que nos garante a ndo existéncia de

estrutura simplética. o

Proposicdo 2.1.4. Seja M uma variedade sem bordo. Se existe w € Q*(M) ndo degenerada e
exata, entdo M ndo é compacta. Além disso, se M é uma variedade simplética e compacta, entdo
Hig (M) # 0.

Demonstra¢ao: Suponhamos, por absurdo, que M é compacta. Por hipétese, M tem di-
mensdo par, digamos dim M = 2n, e é orientada. Como w é exata, existe a € Q'(M) tal

que w = da. Pelo Teorema de Stokes temos

07&/ w":/ da/\w”_lz/ d(a/\w"‘l):/ aAw" =0,
M M M oM

onde na segunda igualdade usamos o item 3 do Teorema D.3.5 e que dw™ ™! € Q**(M) = 0.
O

Exemplo 2.1.5. A esfera S? é a tinica esfera que admite uma estrutura simplética. Noutras
palavras, S” admite uma estrutura simplética se, e somente se, n = 2. Com efeito, pelo
Exemplo D.3.11 temos que H3(S") é ndo trivial quando n = 2. Logo, S, com n # 2, ndo
admite uma estrutura simplética pois se esse fosse o caso, toda forma de grau 2 fechada
seria exata, implicando, pela Proposigdo 2.1.4, que S™ ndo seria compacta, o que é uma
contradi¢do. Assim, a Unica esfera capaz de acomodar uma estrutura simplética é a S*.
De fato, como S? C R? é uma superficie orientada segue, do Exemplo 2.1.2, que S? é uma

variedade simplética. o

Forma de Liouville

Seja M uma variedade de dimensdo n. O fibrado cotangente! T*M admite uma

estrutura de variedade simplética. A fim de exibi-la, introduziremos — de maneira livre

1 Na linguagem da Mecanica Classica M é chamado de espago de configuragio e T*M espago

de fase (vide [14, p.355]).
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de coordenadas — uma forma diferencial auxiliar cuja derivada exterior nos fornecera a

forma simplética. Assim, construiremos em 7™ )/ uma forma simplética exata.

Sejam p = (z,{),comz € Mef € TM,en : T*M — M a proje¢ao (submersao de
classe C*) associada ao fibrado cotangente. A derivada

dm, : Ty(T*M) — T,M
nos permite definir a aplicacdo a : T*M — T*(T*M), p — (p, o) onde
ap = (dmp)*¢

e (dm,)* : Ty M — Tx(T*M) é a transposta de d,. Isso significa que o, : T,(T*M) — R é o

funcional linear que age em vetores v € T),(7*M) da seguinte maneira
ap(v) = €(dmy(v)). (22)

A forma a € QY(T*M) é conhecida como 1-forma tautolégica ou forma de Liouville. A
partir de agora argumentaremos que « é diferenciavel e que w € Q*(T*M) definida por
Wean = —da (2.3)

é uma forma simplética em 7™ M. Para isso, veremos como a forma de Liouville pode ser

expressa localmente. Seja (U, (z',. .., 2")) um sistema de coordenadas em M. O conjuntos
0 0 . n
{%,,%} e {d.fE,,d.fE}

sdo referenciais locais coordenados em 7'M e T™* M, respectivamente, duais entre si defini-
dosem U. Se £ € QY(U), entdo

€= 2 &dz' onde & =¢ ( aii) . (2.4)
Pode-se verificar (T*U, (z',..., 2", &, ...,&,)) é um sistema de coordenadas em T*M e o
referencial coordenado associado é dado por
0 g 0 0
— ..., = ¢ C X(T™U). 2.
{axlﬂ 781,7178517 78571} —:{( U) ( 5)

A representacdo local de 7 pode ser vista como uma proje¢do de R*" em R"™ e sua derivada,

em cada ponto, corresponde a uma projecdo num espaco de dimensado n. Mais especifi-

) )
camente, dm, leva 57 (p) em 5

(2.4) é um referencial local de 7% M temos

aly = z”: a;dx’ + z": bidg;.
i=1 i=1

(x) e cada 8%(}9) no vetor nulo de 7, //. Como o conjunto
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Vamos determinar as componentes a; e b'. Pela construgdo acima temos
(m) Zaldx ( ) Zb@d@ (8 ) ==,

para todo j € {1,...,n}, onde na segunda igualdade usamos que o conjunto {dz",d¢; : i €

{1,...,n}} é um referencial local dual a (2.5). Assim,

() - () ()

Por outro lado, um raciocinio similar ao acima nos permite concluir que « (

()< () -

Assim, a forma de Liouville em coordenadas é expressa da seguinte maneira

P Y
£>—b]e

= &da'. (2.6)
i=1
Usando que o produto exterior é antissimétrico concluimos que?
Wean = —da = =Y _d&; Nda' = da AdE;. 2.7)
=1 i=1

Dessa forma, we,, € uma forma antissimétrica e fechada no fibrado cotangente 7*M. Além
disso, a representacdo local (2.7) nos permite concluir que o referencial coordenado (2.5)
de T M é simplético, num sentido analogo de base simplética para espagos vetoriais (vide
Teorema A.2.6).

Proposi¢do 2.1.6. we,, € Q*(T*M), como definida em (2.3), é nio degenerada. Em particular,
Wean € uma forma simplética.

Demonstra¢ao: Vamos mostrar que wc,, € ndo degenerada para todo ponto p = (x, & ) €
T*M. Seja u € T,(T*M) tal que wean(p)(u,v) =0 para todo v € T,,(T*M). Em coordenadas

2 (p)+>1 10785 (p). Tomando v = % (p),

locais em torno do ponto p, tem-se v = > | a; 5t

comj € {1,...,n}, temos

0 = eun(s Zdw iy (500) = ' (500 ) des) = - é(;;;bj — v

Alguns autores denotam a expressdo local de w como w = dx' AdE;, sem o simbolo de somatério.
Nesse caso, fica subentendido a convencao de Einstein.

2
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Analogamente, tomando v = %(p) obtemos que a; = 0 para todo j € {1,...,n}. Dai,

u = 0 e, portanto, w.,, € ndo degenerada. O

Observacao 2.1.7. Considerando um espago vetorial simplético (V,w) como variedade a
construgdo acima generaliza a estrutura simplética candnicaem 7*V ~ V@ V* do Exemplo
A.1.6. Além disso, por argumento de dimensdo, o fibrado tangente 7'M também admite
uma estrutura simplética. A forma simplética é construida da seguinte maneira: utili-

b

zando o isomorfismo w’, como definido em (2.1), induza por meio de pullback uma forma

simplética em T'M. o

Corolario 2.1.8. Os fibrados tangente e cotangente de toda variedade é uma variedade orientdvel.

Demonstra¢do: Consequéncia do fibrado cotangente ser uma variedade simplética. [

O préximo resultado nos fornece uma caracterizacdo da forma de Liouville.

Proposi¢do 2.1.9. A forma de Liouville o é o tinico elemento de Q' (T*M) tal que 5 = B*« para
todo 8 € QY (M) (na igualdade anterior j3 estd sendo vista como uma aplicagio de M em T*M com

Bla) = (z, Bz))-

Demonstra¢ao: Mostremos que o pullback de o por meio de 5 é igual 5. Dados x € M e
v € T, M, tem-se

(5*04)90(@) = Qp(z) (dﬁx(v)) = ﬁx(dﬂ-ﬁ(x) o dﬁx(v)) = /BZ‘(U)’

onde na segunda igualdade usamos (2.2) e na ultima igualdade que 7 o 8 = id,;. Seja
6 € Q(T*M) tal que 5*6 = (3 para todo 8 € Q'(M). Entdo, 5*(a — 0) = 0. Sejap = (z,§) €
T*M. Para cada v € T, M temos

0 = dB;(a = 0)p(v) = (a = 0),(dB(v)).

O conjunto de vetores
{(dB).(v): BE€Q (M) e veT,M}

gera o espago 1,(T*M). Dai, § = . O

Exemplo 2.1.10. Seja M = R. O fibrado cotangente 7R ¢é identificado com o espago
R xR =R% Sgjar : T*R — R, (z,y) — =z a projecdo. A forma de Liouville, em T*R,
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é dada por «a(,,) = ydz. Dado (u,v) € R?, tem-se o) (u,v) = yu. Mais ainda, a forma
simplética candnica de TR é dada por
Wean = —da = —d(ydz) = dx A dy.
o

Exemplo 2.1.11. Ja sabemos que o fibrado cotangente 7*R" é canonicamente isomorfo a
R™ @ (R™)*. Visto que (R")* ~ R" segue que T*R" é identificado com o espaco R?". Dai, a

forma de Liouville « € Q' (T*R") é dada, em coordenadas, por

ap = i yidxi
i=1

emquep = (z,y) € R*, z = (v1,...,2,) ey = (y1,...,yn). Aplicando a derivada exterior

em ambos os lados dessa igualdade obtemos
Wean = Z dzt A dy'
i=1

que é exatamente a forma simplética canonica introduzida no Exemplo A.1.5. o

Exemplo 2.1.12. Seja S* o circulo em R2. O fibrado cotangente T*S* é dado pelo cilindro
infinito S' x R. Podemos parametrizar 7*S' através das coordenadas 6 e y. Logo, as formas
de Liouville e simplética sdo dadas, respectivamente, por a = ydfl € wean = df A dy. o

Comportamento Local

Um dos resultados fundamentais sobre variedades simpléticas garante que local-
mente w pode ser vista como sendo a forma simplética canonica do espago R**, definida

no Exemplo A.1.5. Assim, todas as variedades simpléticas sdo localmente iguais.

Teorema 2.1.13 (Darboux). Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensdo 2n. Para cada
p € M, existe um sistema de coordenadas (U, (¢*,...,q", p1,-..,pn)) centrado em p tal que

wly = dg' A dp;. (2.8)

i=1

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [7,9,14,15]. As coordenadas
em M que satisfazem (2.8) sdo chamadas coordenadas de Darboux, coordenadas simplé-

ticas ou coordenadas candénicas.
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Simpletomorfismos

Sejam (M, wy) e (Ms, ws) duas variedades simpléticas. Dizemos que uma aplicagao
diferencidvel f : M; — M, é uma aplica¢do simplética quando f*w, = w;, onde f*w, é 0
pullback de wy por meio de f. Em particular, se f é um difeomorfismo, entdo diremos que

[ é um simpletomorfismo.

Observacgao 2.1.14. Poderiamos ter definido o conceito de variedade simplética diferente
do que foi feito no comeco da se¢do. Na defini¢do alternativa, dizemos que uma varie-
dade simplética consiste numa variedade, de dimensdo par, que admite um atlas cujas
mudangas de coordenadas sdo simpletomorfismo de R*". Para mostrarmos que a defini-
¢do alternativa implica na definigdo original podemos construir explicitamente uma forma
simplética utilizando o pullback da forma candnica do R*" pelas cartas desse atlas espe-
cial. Agora, a definigdo original implicar na defini¢do alternativa é uma consequéncia do

Teorema de Darboux. o

Seja f : My — M, um difeomorfismo entre variedades. A aplicacdo tangente
df : TM, — TM, entre os respectivos fibrados tangentes também é um difeomorfismo.
Dualizando temos que a transposta d(f~!)* : T*M; — T* M, também é um difeomorfismo

que tem a seguinte propriedade: para cada 3 € Q'(M;) o diagrama

T* My —E> T* M, (2.9)

/3] T(fl)*ﬁ

Ml—f>M2

é comutativo, onde F = d(f~')*. Nas setas verticais estamos identificando um covetor
com um elemento do fibrado cotangente e (f')*3 denota o pullback de § por meio de

f~1. Com efeito, para qualquer z; € M; temos

FOﬂ(ZL‘l) = F<x1aﬁm1)

No que segue, denotaremos por «; e a; as formas de Liouville em 7% M; e T*M,,
respectivamente. O préximo resultado afirma que todo difeomorfismo entre variedades

induz, de maneira candnica, um simpletomorfismo nos fibrados cotangentes.
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Proposicao 2.1.15 (Naturalidade da forma de Liouville). A aplicacdo F' : T*M, — T*M,,
definida por F = d(f~')*, preserva a forma de Liouville, isto é, F*ay = «y. Em particular, F é

um simpleomorfismo.

Demonstragio: Pela Proposicdo 2.1.9 temos que 3*a; = 3 para todo 3 € Q'(M;). Usando
as propriedades de pullback (Proposi¢do D.3.2)

B (F*as) = (Fof)a
= ((f)Bof)a
= [(()B)az
= [
= p
onde na segunda igualdade usamos a comutatividade do diagrama (2.9). Pela unicidade
da propriedade da forma de Liouville devemos ter que F*ay; = ay. Além disso, como a

derivada exterior comuta com o pullback segue que F*w; = w;. Portanto, ' é um simple-

tomorfismo. ]

Exemplo 2.1.16. Sejam M; = M, = S'. O fibrado cotangente T*S' é o cilindro infinito
R x S'. A forma simplética candnica é dada pela forma érea w = df A dy. Se f : S* — S!
é um difeomorfismo, entdo a aplicacdo df* : T*S' — T*S' ¢, pela Proposi¢do 2.1.15, um

simpletomorfismo (em particular, preserva édrea). o

2.2 Subvariedades de Variedades Simpléticas

Seja (M, w) uma variedade simplética. Uma subvariedade N é chamada

* isotrépica quando T, N é um subespaco isotrépico de T, M para todo p € N.
* coisotrdpica quando T, N é um subespago coisotrépico de 7; N para todo p € M.

* Lagrangiana quando 7, N é um subespaco Lagrangiano de 7,M para todop € N.

Notemos que N é uma subvariedade isotrépica se, e somente se, o pullback ¢*w é identica-
mente nulo com ¢ : N — M sendo a inclusdo. Se ainda ocorrer dim N = (dim M) /2, entdo

T, N seréd isotropico maximal, ou seja, N serd uma subvariedade Lagrangiana.

Exemplo 2.2.1. Toda curva numa variedade simplética bidimensional é uma subvariedade

isotropica. o
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Exemplo 2.2.2. Seja f : R — R uma fungdo diferencidvel. Se L C R?" é o subconjunto
definido por
L={(z,Vf(x)):xzeR"},

entdo L é uma subvariedade Lagrangiana de (R*", w). Em particular, podemos identificar
R™ e L quando vistos como subconjuntos de R?", isto é, o espago R™ é difeomorfo ao

gréfico da derivada de uma aplicagéo f. o

Proposicdo 2.2.3. Sejam (M,w) e (N,n) variedades simpléticas. Se uma aplicagdo diferencidvel
¢ : M — N é uma aplicacio simplética, entdo a imagem ¢(M) é uma subvariedade simplética
imersa® de N.

Demonstrac¢do: A aplicagdo ¢ é uma imersdo (sua derivada em cada ponto é uma aplica-
¢do injetora), uma vez que sua derivada preserva as formas simpléticas (vide Proposigao
A.3.1). Assim, tem-se

Ty (M) = dep, (T, M)

para todo p € M. De fato, se v € €,(M), entdao ¢ oy é uma curva em ¢(M) que no instante
inicial passa por ¢(p) e dp,([7]) = [p o] € Ty @ (M). Logo, do,(T,M) C Typyd(M). Como
a derivada de ¢ é injetora e ¢(1/) tem a mesma dimensdo de M segue que dim d¢,(T,M) =
n = dim T¢(p)¢(M).

Devemos mostrar que a restricio de n a imagem ¢(M) é ndo degenerada. Sejam
q = ¢(p) € Neu e T,p(M) tal que n,(u,v) = 0 para todo v € T,¢(M). Existe um tinico
ug € T,M tal que u = d¢,(up). Cada v € T;N é da forma v = d¢,(vy) com vy € T, M. Como
w = ¢*n segue que

wp(to, vo) = Ng(dep(uo), dpp(vo)) = 1g(u,v) =0

para todo vy € T,M. A hipétese de w ser uma forma simplética implica que vy = 0. Dai,
u = 0. Isso mostra que a restri¢do 7|41y € uma forma simplética e, portanto, ¢(M) é uma

subvariedade simplética imersa de N. O

2.3 Fibrados Lagrangianos

Uma fibrado Lagrangiano consiste numa terna (£, m, B) onde E é uma variedade
simplética e as fibras sdo subvariedades Lagrangianas de E (vide [16, p.267]). Dizemos
que dois fibrados Lagrangianos (E;, 7w, By) e (Esy, ma, By) sdo Lagrangianos equivalentes

3 Subvariedades imersas sdo exatamente as imagens de imersdes injetivas.
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quando existe um simpletomorfismo f : £y — E5 que leva fibra em fibra. Pelo Teorema

B.4.8, existe um tnico difeomorfismo ¢ : B; — B, que faz o diagrama

comutar.

Exemplo 2.3.1. Seja m; : R" & (R™)* — R" a proje¢do na primeira coordenada. A aplicagdo
¢ : R — R" @ (R")* dada por ¢(z,y) = (x,y°) é um simpletomorfismo (pelo Teorema

A.4.2). Pelo Teorema B.4.8 tal aplicagdo preserva fibra, uma vez que o diagrama

R" R"

idgn
comuta de forma tinica. Portanto, ¢ é uma equivaléncia Lagrangiana. o

Exemplo 2.3.2. Sejam A € £(R") um isomorfismo linear e R” & (R")* munido da forma
simplética do Exemplo A.1.6. A aplicagdo A* : R" & (R")* — R" & (R")* dada por

A*(w,m) = (A(z), (A) " (n)),

onde A’ : (R")* — (R™)* denota a transposta de A, é uma equivaléncia Lagrangiana do
fibrado m; : R™ & (R")* — R" em si mesmo. Notemos que A é o tinico difeomorfismo que
faz o diagrama

R" @ (R")* —4>R" @ (R")*

ml lm

R™ R™

comutar. De fato, para qualquer (z,7) € R" & (R")* temos
m oA (z,n) = A(x) = Aom(z,n)

Agora, mostremos que A* preserva a forma simplética. Usando a expressdo (A.2) e a
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definicdo acima temos

(A 'w((z,n), (y,§) = w

ou seja, A* preserva forma. Portanto, A* é um simpletomorfismo que leva fibra em fibra.
3

Exemplo 2.3.3. Sejam 7 : R*" — R" o fibrado canonico e A € £(R") um isomorfismo. A
aplicagdo f : R** — R?" dada por

f(@,y) = (A(z), 40 (A") " ob(y))

estabelece uma equivaléncia Lagrangiana do fibrado = em si mesmo, onde b e # sdo os
isomorfismos musicais. Com efeito, a hipétese de A ser um isomorfismo nos assegura que

f é um difeomorfismo. Além disso, o diagrama

/| i

é comutativo, onde A*(z,n) := (A(z), (A")"'(n)) e o isomorfismo horizontal é dado pela
aplicacdo ¢(z,y) = (z,9’). Com base no Teorema A.4.2 podemos concluir que ¢ ¢, na
verdade, um simpletomorfismo. Para qualquer (z,y) € R*" temos

Ao g(z,y) = A(x,y’) = (Al2), (A) ()

9o flz,y) = ¢(A(x), 10 (A") 7 (y)) = (A(x), (A) ()

pois b o f = id. Logo, o diagrama acima é realmente comutativo e isso nos permite escre-
vermos f = ¢~ o A* o ¢. Sabemos, também, do Exemplo 2.3.2, que A* é uma equivaléncia
Lagrangiana do fibrado R" & (R")* em si mesmo. Dai, f é um simpletomorfismo e, por-

tanto, uma equivaléncia Lagrangiana. ©
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Exemplo 2.3.4. Podemos generalizar o Exemplo 2.3.3 no seguinte sentido: dados M uma
variedade diferencidvel e f : M — M um difeomorfismo, a aplicacdo d(f~')* : T*M —
T*M estabelece uma equivaléncia Lagrangiana do fibrado cotangente em si mesmo. Ja
sabemos que as fibras sdo subvariedades Lagrangianas. Além disso, o diagrama

—1\*
T MY L

é comutativo. Pela Proposi¢do 2.1.15 concluimos que d(f~')* é um simpletomorfismo. ¢

2.4 Campos Hamiltonianos e Simpléticos

Sejam (M, w) uma variedade simplética e H € C*(M). O campo Hamiltoniano de
H é o tinico elemento Xy € X(M) tal que

dH = ’iXHw = XH JWw, (210)

onde iy, denota o produto interior. Explicitamente, tem-se Xy = w?(dH). A fungdo H,
neste caso, é chamada funcdo Hamiltoniana ou fun¢do energia do campo Xy . Aigualdade
acima pode ser reescrita na seguinte forma:

dH(Y) =w(Xp,Y) paratodo Y € X(M).

Por causa disto, Xy é denominado gradiente simplético de f. A terna (M,w, H) é chamada
de sistema Hamiltoniano. Um campo de vetores X € X(M) é dito

* Hamiltoniano quando existe f € C*(M) tal que X = X;.

* simplético quando Lxw = 0.

Denotaremos por Xgimp (M) € Xyam (M) 0s subespagos de X (M) formado pelos cam-
pos simpléticos e Hamiltonianos, respectivamente. Assim, vale a inclusdo Xyam (M) C
Xsimp(M). Lembrando que Lix y] = Lx o Ly — Ly o Lx concluimos também que Xgjy, (M)
é uma subalgebra de Lie de X(M).

Exemplo 2.4.1. Seja M = T? o 2-toro dado por S' x S'. Considerando coordenadas polares

(¢,0), sejaw = dp A df. Os campos vetoriais X = a% eY = % sdo simpléticos, mas nao sao

Hamiltonianos. o
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Exemplo 2.4.2 (Oscilador Harmonico). Seja M = R? munido da forma simplética cano-
nica w = dq A dp. Consideremos H € C*°(R?) dada por

1

H(q,p) = 5(%2612 +p?),

onde x € R é uma constante* ndo nula. Em coordenadas polares (r,6) temos w = rdr A df.
Se k= 1, entdo H = ir? é a fungdo Hamiltoniana associada ao campo vetorial X = 2. De
fato,

ixw=r-ix(drNdf)=r-(ix(dr)-df —ix(d)-dr) = —dH

poisix(dr) =0edH = rdr. o
Exemplo 2.4.3. Sejam S? munida da forma simplética escrita em coordenadas cilindricas

w = df A dz e a fungdo (altura) H € C*°(S?) dada por H(f,z) = z. Vamos encontrar um
campo Hamiltoniano para H. Para isso, deve valer

dz = dH = ix, (d0 A dz) = ix,, (d0) - dz — ix,, (dz) - df.

Assim, Xy = % é o campo Hamiltoniano associado a H. o

Exemplo 2.4.4. O conjunto M = S' x R é um cilindro em R*. A forma simplética, em
M, é dada pela expressdo w = zdy A dz + ydz A dz. O campo vetorial X = 2 € X(M) é
simplético. Notemos que

Ixw = ydr — xdy.

Como Lxw = d(ixw) obtemos
Lxw = d(ydr) — d(xdy) = dy AN dx — dxz A dy = —2dx A dy.

Notemos que em S' o produto exterior dz A dy é nulo pois Q*(S') = {0}. Logo, Lxw = 0,
mostrando que X é simplético. Mostremos que X ndo é Hamiltoniano. Para isso, para-
metrizamos S* por

x(t) = cost e y(t) =sent.

Assim, dx = —sen tdt, dy = costdt e

/S1 Ixw = /O%((sent)(— sentdt) — (cost)(costdt)) = — /027r dt = —27

Por outro lado, se ixw é exata, entdo existe f € C*°(M) tal que ixw = df. Pelo Teorema
de Stokes deveriamos ter que fgl ixw = 0, contradizendo o calculo acima. Assim, X ndo é

Hamiltoniano. <&

*  Fisicamente podemos associar o Hamiltoniano em questdo a um sistema massa-mola. Nesse

caso, a constante x € positiva e dependera da constante eldstica da mola.
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Exemplo 2.4.5. Sejam M C R® uma superficie orientdvel e N : M — S? um campo de
vetores normal e unitdrio. Consideremos a forma area w € Q*(M) induzida pelo vetor
N. Restringindo o produto interno (-, -) de R? a superficie M obtemos uma métrica Rie-
manniana. Dado H : M — R uma fungdo diferencidvel, VH € X(M) é o tinico campo tal
que

(VH(p),v) = dH,(v)

para quaisquer p € M ev € T,M = N(p)*. Por outro lado, tem-se
dHy(v) = wp(Xp (p), v) = (N(p), Xu(p) x v) = (v, N(p) x Xu(p)),
implicando que VH (p) = N(p) x Xy(p). Pela identidade de Grassmann® segue que
N xVH =N x (N x Xg) = (N, Xy)N — (N, N) Xy = —Xp,
uma vez que N(z) L Xy(z) paratodoz € M. Logo, Xy = VH x N. o

Exemplo 2.4.6. Sejam ) uma variedade e (7%M,w) seu fibrado cotangente. Vimos na

segdo 2.1 que se (2, ..., 2") é um sistema de coordenadas local em M, entdo

(:Cl,...,:cn,fl,...,fn)

é um sistema de coordenadas local em 7% M. Verifica-se que

9, 0
Xpi = — Xe, = —.

) )
Wean <sz,%) =dx (8xl> =1

e, assim, devemos ter que X, = —8% pois (2.5) é um referencial local simplético de 7M.
Seja H € C*(T*M) uma fun¢do Hamiltoniana. O campo Hamiltoniano Xy € X(7T*M)

De fato,

pode ser escrito localmente como

0 0
i=1

onde a; e b; sdo fungdes diferencidveis. Assim,

0t ) 0

Dados u,v,w € R3, tem-se u x (v X w) = (u,w)v — {u,v)w. Para verificarmos tal igualdade ¢é
suficiente analisarmos na base candnica do R? (ou numa base ortonormal) e estendermos por
bilinearidade.

a' = dr'(Xpy) = wean(Xpi, Xg) = —dH (X)) = dH ( 0 ) oH

5
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_9H
oxt

““(O0H 0 O0H 0
Xu=3, (afi oz~ ax%)

i=1

. Assim,

Analogamente, pode-se constatar que b; =

que é a expressdo encontrada nos livros de Mecénica Classica (vide [17]). o

O Exemplo 2.4.6 pode ser generalizado no seguinte sentido:

Proposicao 2.4.7. Se (M, w) é uma variedade simplética, entio existe um sistema de coordenadas
local (U, (q",...,q" p1,-..,pn)) tal que

1. os campos Hamiltonianos, em X(U), induzidos, pelo sistema de coordenadas, tém a proprie-

dade: 5 5
Xi=— X, = —. 2.11
1 op; ¢ An aq' (2.11)

2. o referencial coordenado associado é simplético e formado por campos Hamiltonianos.

3. o campo Hamiltoniano induzido por uma funcio H € C*° (M) é expresso localmente como

" /OH 9 OH 0
Xy = - — -— .
" 22:1: (api dqt O¢' apz') (212)

Demonstrac¢do: Pelo Teorema de Darboux, todo ponto de M admite um sistema de coor-
denadas que induz um referencial coordenado simplético em X(U). Usando a expressdo
(2.10) e a definicdo de base simplética obtemos as igualdades em (2.11). J& (2.12) segue de
maneira similar ao que foi feito no Exemplo 2.4.6. O

Exemplo 2.4.8. Seja H € C*°(R?) o Hamiltoniano do Exemplo 2.4.2. O conjunto {8%, a%} é
um referencial coordenado de X(R?). Pela expressdo (2.12) temos
0 0
Xy = p— — K2q—.
H=D dq Kk q ap
o

Proposicdo 2.4.9. Sejam (M, w) uma variedade simplética e X € X(M). Se M é compacta e X
é um campo Hamiltoniano, entdo seu fluxo é um simpletomorfismo. Em particular, o fluxo de X
preserva a forma volume €, de M.
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Demonstracdo: Lembremos que Lyw = %(¢;‘w)|t:0 (vide péagina 185), com ¢; sendo o
fluxo de X, e que a férmula de Cartan para a derivada de Lie é dada por (Proposigao
D.3.12)
Lxw=dixw+ixdw.

Temos dw = 0 pois w é uma forma simplética (em particular, fechada). Por outro lado, se
X é Hamiltoniano, entdo existe f € C*>°(M) tal que X = X;. Da igualdade (2.10) temos
d(ixw) = d(df) = 0. Logo, Lxw = 0. Como M é compacta temos que o campo X é
completo (vide [9, p.216]). Sejam p € M e u,v € T,M. Para cada t € R temos

d d
(1ol 0) = 2 (07 )pl1 0)lomo

Como o fluxo é um homomorfismo de grupos segue que

%(?b:Jrsw)p(U, U) |s:0 = %w¢s+t(p)(d(¢s+t)p(u)7 d(¢s+t)p(?])) |S:0
_ %w%(qbt(p))(d(cbs)@(p)(d((;st),,(u)),d(qss)@(p)(d(@)p(v)))|s:0
- %d@bs)}l (p)Wer(p) (d(e)p(u), d(@e)p(v))]s=0

d
= d()p7-d(ds)g,ywp (1, V)0

= d(¢t);(£Xw)¢t(P)(uvv)
= 0.

Assim, ¢;w = w para todo ¢t € R, ou seja, o fluxo de X preserva a forma simpléticaw. [

Cohomologia dos Campos Simpléticos e Hamiltonianos

Um campo vetorial X € X(M) é chamado localmente Hamiltoniano quando para
todo p € M existe uma vizinhanga U de p tal que a restrigdo X | é Hamiltoniano.

Proposic¢ao 2.4.10. Todo campo simplético é localmente Hamiltoniano.

Demonstra¢do: Suponhamos que X € X(1) é um campo simplético, ou seja, Lxw = 0.
Seja (U, ¢) um sistema de coordenadas local de maneira que U é difeomorfo a R**, o que
implica Hiz (U) = {0}. Assim, a restricdo ixw|y € exata, ou seja, existe f € C*°(U) tal que
ixw|y = df. Dai, a restricdo X |y é um campo Hamiltoniano. 4

9
0z

plético que ndo ¢ Hamiltoniano. Pela Proposigdo 2.4.10 concluimos que 2 ¢ localmente

Exemplo 2.4.11. J& sabemos, do Exemplo 2.4.4, que 2 € X(S' x R) é um campo sim-

Hamiltoniano, mas nédo é globalmente Hamiltoniano. o
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Lema 2.4.12. Dadas a € Re f,g € C*(M), entdo valem as sequintes propriedades:

1. Xerag = Xf + CZXg.

2. ng = fXg+ng .

Demonstra¢do: Por defini¢do de campo Hamiltoniano, X, com h = f + ag, é o tinico
elemento de X(M) tal que dh = ix,w. Pela linearidade da derivada temos dh = df + ady.
Para todo Y € X (M) vale

dh(Y) = df(Y)+ adg(Y)
= w(X;,Y)+aw(X,,Y)
= w(X;+aX,Y)
= in+anW(Y)

donde concluimos que X; +aX, = Xy, 4. Logo, vale o item 1. Pela regra da Leibniz e um

argumento andlogo ao feito anteriormente obtemos a afirmagao 2. O

Proposi¢do 2.4.13. Se Z'(M) e B*(M) denotam os espagos das 1-formas diferenciais que sdo
fechadas e exatas, respectivamente, entdo Xgiyp(M) ~ Z'(M) e Xgam(M) ~ B (M). Além disso,
existe um isomorfismo linear entre Xgimp(M)/Xwam(M) e 0 primeiro grupo de cohomologia de De
Rham Hlg (M).

Demonstrac¢do: A aplicagdo
Xsimp(M) > X +— ixw € Z'(M) (2.13)

estd bem definida. De fato, pelo item 7 da Proposi¢do D.3.12 (férmula mégica de Cartan)
temos

d(ixw) = Lxw+ix(dw) =0+0=0.
Notemos que, por construgao, a aplicagdo definida em (2.13) é uma transformagdo linear.
Sejam X, Y € Xgimp(M) tais que ixw = iyw. Tomemos p € M. Para todo v € T,M, tem-se

wp(X(p),v) = (ixw)p(v) = (iyw)p(v) = Wp(Y(p), v).

Como w, é ndo degenerada segue que X(p) = Y(p). Logo, X = Y, mostrando que a
aplicagdo definida em (2.13) ¢ injetora. Seja o € Z'(M). Defina X = w*(a) € X(M), onde
w? é 0 isomorfismo da pagina 14. Assim, X é o tnico campo em M tal que a = ixw. Pelo

item 7 da Proposi¢do D.3.12 concluimos que X é um campo simplético pois

Lxw=1ixdw+dixw=0+da=0+0=0.
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Isso mostra que a aplicagdo (2.13) é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo.

Agora, vamos construir um isomorfismo linear entre os espagos Xyam (M) e B (M).
Para esse fim, considere a aplicagdo

Xgam(M) > X; — df € BY(M). (2.14)

Por construgdo, tal aplicacdo estd bem definida e é, pelo Lema 2.4.12, uma transformagéao
linear. Sejam X, X, € Xpam(M) tais que df = dg. Seja p € M. Para todo v € T,M temos

wp(X1(p),v) = dfy(v) = dgy(v) = wp(Xy(p), v)-

Logo, X((p) = X,(p), j& que w, é ndo degenerada. A arbitrariedade de p € M implica
que X; = X,, ou seja, a aplicagdo definida em (2.14) é injetora. Dado « € B'(M), existe
f e C®(M) tal que o = df. Assim, a aplicagdo (2.14) leva o campo X; € Xygam(M) em «,

mostrando a sobrejetividade. Dessa forma, obtemos o isomorfismo desejado. O

O isomorfismo da Proposicdo 2.4.13 nos permite concluir que procurar campos
simpléticos que ndo sdo Hamiltonianos é equivalente a procurar formas fechadas que nado

sdo exatas. Assim, conhecer o primeiro grupo de cohomologia de De Rham é essencial.

Corolério 2.4.14. Se Hiz (M) # {0}, entdo existe pelo menos um campo simplético que nio é
Hamiltoniano.

Corolério 2.4.15. Se X é um campo simplético e Hy (M) é trivial, entdo X é campo Hamiltoni-
ano.

Demonstragio: Se H (M) é trivial, entdo, pela Proposigdo 2.4.13, o quociente
%Simp(M>/%Ham(M>

também é trivial. Logo, todo campo simplético é Hamiltoniano. O

Coroldrio 2.4.16. Se todo campo localmente Hamiltoniano é globalmente Hamiltoniano, entdo

Ha (M) = {0}.

Demonstrac¢ao: Pelo Corolario 2.4.15 todo campo simplético é localmente Hamiltoniano.
Assim, Xgimp(M)/Xpam (M) = {0}. Pela Proposigdo 2.4.13 segue que Hi (M) = {0}. O
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Propriedades Iniciais dos Campos Hamiltonianos

Uma consequéncia do Teorema de Darboux (vide pagina 19) é que o espago tan-
gente a uma variedade simplética pode ser descrito por campos Hamiltonianos. Antes de

mostrarmos tal fato, vejamos o seguinte:

Lema 2.4.17. Se f,g € C°°(M) sdo tais que f = g em um aberto U C M, entdo os campos
Hamiltonianos Xy, X, € X(M) coincidem em U.

Demonstrac¢do: Seja p € U. Por defini¢do de campo Hamiltoniano, tem-se

dfy(v) = wy(Xy(p),v)
dgp(”) = wp(Xg<p)av)

para todo v € T,U ~ T,M. Como a forma w, é ndo degenerada segue que X(p) = X,(p).
Portanto, vale a igualdade X; = X, em U. O

Proposicdo 2.4.18. Seja (M,w) uma variedade simplética. Para cada p € M, tem-se
T,M = {X;(p) : [ € C=(M)).

Demonstracao: Seja (U, (¢',...,¢", pi,...,p,)) uma carta de Darboux numa vizinhanca de
¢ ) ¢

p. Tomemos v € T,M. Pela Proposi¢do 2.4.7 temos
v=amXp 4+ ap X + 01X, -+ 0, X,

Por outro lado, pelo Lema 2.4.12 temos v = X(p) com f = Y "  a;q" + bijp; € C(U).
Defina f := f|;. Pelo Lema B.1.3, existe f : M — R tal que ﬂv = f. Como fe f
coincidem no aberto V' temos, pelo Lema 2.4.17, que

v=X;(p) = X5p),

concluindo a demonstragao. 0

Proposicdo 2.4.19. Sejam (M,w) e (N,n) variedades simpléticas. Uma aplicagdo diferencidvel
¢ : M — N é uma aplicagio simplética se, e somente se, é uma imersio e para todo f € C*°(N) os
campos Hamiltonianos Xy € X(M) e Xy € X(N) sdo ¢-relacionados.

Demonstra¢do: Suponhamos que ¢ seja uma aplicagdo simplética. Isso significa que sua

derivada preserva as formas simpléticas e, pela Proposicdo A.3.1, a derivada é injetora.
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Sejamp € M e f € C*(N). Para todo v € T,M, tem-se

o) (X1 (0(D)), ddp(v)) = dfy(p)(dy(v))
= d(fo¢)y(v)
= d(¢"f)p(v)
= wp(Xerr(p),v)
= No(p) (dDp( X1 (p)), dpp(v))

Pelo Lema 2.2.3, n|4(ar) € ndo degenerada, logo

dp o Xy = Xyo00.

Reciprocamente, afirmamos que todo v € T,M é da forma v = X (p) para algum
f € C®(N). Com efeito, pela Proposicdo 2.4.18 e a hipotese dos campos X+ e Xy serem

¢-relacionados temos

TomN = {Xs(¢(p)) - f € CF(N)} = {dop(Xo-f(p)) : [ € CF(N)}.

Notemos que d¢, (7, M ) é um subespago de Tj,) V. Dado v € T,M, tem-se d¢,(v) € Ty N.
Assim, existe f € C*®(N) tal que d¢,(v) = do,(Xef(p)). Dai, v = Xy44(p), jd que a
derivada é injetora. Agora, verificaremos que ¢ preserva as formas simpléticas. Tomemos

u,v € T,M. Escrevendo u = X4y e v = Xy, temos

(@™ Mp(u,v) = M) (ddp( X 1(p)), ddp(Xog(p)))
= o) (X(8(p), ddp(Xgrg(p)))
= df o) (dop(Xs(p)))
= d(¢"f)p(Xpg(p))
= wp(Xo1(p); Xgg(p))

= wy(u,v).

Portanto, ¢ é uma aplicagdo simplética. O

Corolario 2.4.20. Sejam (M,w) e (N,n) variedades simpléticas e ¢ : M — N um difeomorfismo.

A aplicagdo ¢ é um simpletomorfismo se, e somente se,
¢*Xh = )(hoqﬁ_1

para todo h € C*°(M).
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Demonstracdo: Suponhamos que ¢ é um simpletomorfismo. Tomemos h € C>*(M) e
defina f = ho¢ . Dado p = ¢!(q) € M, tem-se

0. Xn(q) = doy-1()(Xn(07(q))) = dop(Xn(p)) = Xpop-1(q)

onde na tltima igualdade usamos que h = f o ¢ = ¢* f e a Proposigdo 2.4.19. A reciproca

segue de maneira andloga. O

Veremos que toda funcdo diferencidvel H, em M, é constante ao longo das curvas
integrais do seu campo Hamiltoniano. Fisicamente, podemos pensar que H é uma gran-
deza conservada ou uma constante de movimento. Uma fungdo f : M — R é chamada de
integral primeira de X € X(M) quando f for constante ao longo das curvas integrais de
X.

Proposicao 2.4.21 (Conservacdo de Energia). Sejam (M, w) uma variedade simplética e H €
C>®(M). Se o : I — M é uma curva integral de Xy € X(M), entdo H é constante ao longo de c.

Demonstracdo: Por hipétese, o/ (t) = Xp(a(t)) para todo t € I. Pela regra da cadeia e a
expressdo (2.10) temos

%H(oz(t)) = dH, ) (d(1)
= Wa(Xa(a(t)), (1))
= wa(Xnu(a(t), Xu(a(t)))
= 0.
Logo, o resultado segue. -

Proposicdo 2.4.22. Sejam (M, w,) e (Ma, wo) variedades simpléticas, ¢ = My — My um simple-

w2

tomorfismo e f : My — R uma fungiio. Denotaremos por X" e X2, 0s campos Hamiltonianos

associados a f e f o ¢!, respectivamente.

1. dép(X5'(p)) = X521 (9(p)) para todo p € M.

2. Se feC®M)ea: I — M éuma curva integral de X{*, entdo ¢ o o é uma curva
integral de X732, ..

Demonstrac¢do: Seja p € M;. Por definicdo de campo Hamiltoniano temos

d(f o™ o) (v) = wa( X352, (6(p)), v)
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para todo v € T}, M. Aplicando a regra da cadeia no lado esquerdo da igualdade acima
temos

d(fod o (v) = dfp(deyg,(v))
= wi(X}(p), ddy, (v))
= wa(dgp(XF (p)), v),

para todo v € T}, M>, onde na tltima igualdade usamos a hipétese de ¢ preservar a forma
simplética. Como w, é ndo degenerada devemos ter que do,(X}'(p)) = X2, 1(o(p)).
Tomemos o : I — M; uma curva integral de X". Aplicando a regra da cadeia temos

(¢ o) (t) = dy(a(t)) = dpp(XF" (a(t)) = X2, (¢(a(t))).

Assim, ¢ leva curva integral em curva integral. O

Hipersuperficies de Energia

Seja (M, w, H) um sistema Hamiltoniano. Denotaremos por €2, a forma volume em

M. Diremos que a € Q¥(M) é invariante por um campo X € X(M) quando Lxa = 0.

Considere ¢ € R um valor regular de H, isto é, a aplicagdo dH,, : T,M — R é ndo
nula para todo p € H™!(c). A restri¢do H|y-1() : H '(c) — R tem posto constante e igual
a 1. Logo, a pré-imagem H'(c) é uma subvariedade mergulhada e de codimens&o 1 em
M.

Denotaremos por ¥, uma componente conexa de H*(c). Assim, 3. é uma subva-
riedade de codimensdo 1 em M, denominada hipersuperficie de energia.

Proposicio 2.4.23. Sejam (M,w, H) um sistema Hamiltoniano e Q,, a forma volume de M. Se
c € R é um valor regular de H, entdo o conjunto ., como definido acima, é uma subvariedade de
codimensio 1 em M. Além disso, existe uma forma volume ji. em X, invariante por Xy, .

Demonstragao: Vide [7,14]. O

Veremos, na Sec¢do 2.5, que a Proposic¢do 2.4.23 pode ser generalizada quando subs-

tituimos X, por uma superficie de nivel de uma familia de constantes de movimento.

Exemplo 2.4.24. Considere o sistema Hamiltoniano (R?, w, H) do Exemplo 2.4.2. Para cada
a € R* temos
Yo :=H(a®) = {(q.p) €R*: i°¢" +p" = a’},
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ou seja, a hipersuperficie de energia >, corresponde a uma elipse no espaco de fase. A
medida que aumentamos, por valores positivos, a constante a > 0 obtemos elipses con-
céntricas. Abaixo ilustramos esse fato:

p
?xzal Sy \ g
N

Vamos determinar a forma volume i, usando os mesmos passos da construgdo descrita
na Proposigdo 2.4.23. Comecemos buscando o, € Q' (R?) tal que dgAdp = dH No,. Escreva
0, = bidg + bydp. Pela bilinearidade do produto exterior temos

dq A dp = (k*qdq + pdp) A (brdq + badp) = (kqba — pby)dq A dp,
ou seja,
k2gby — pby = 1.
Logo, by = —=p e by = —5¢, uma vez que Z—;q2 + —5p* = 1. Dai, a forma volume, em %,
invariante pelo campo Xy é dada por

g = U504 = —%dq + %dp.

Acdes Simplética e Hamiltoniana

Sejam G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. Uma agdo a esquerda diferencidvel
7:G x M — M é chamada de

* agdo simplética quando os elementos de G preservam w, ou seja, 7,w = w para todo
g € G.

* acdo Hamiltoniana quando é uma acdo simplética em que os campos de vetores

d7(X), com X € g, sdo globalmente Hamiltonianos.

Exemplo 2.4.25. Considere C, por vezes o identificaremos com R?, e o circulo unitério
St ={z € C:|z| = 1}. A aplicagdo 7 : S' x C — C dada por 7(g, z) := gz é uma acdo
diferenciavel. O campo induzido na identidade é

or(1)(2) = %T(exp(%m't), 2)|t=0 = %(exp(Qm’t)z)]t:O = 2miz.
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Como a 4lgebra de Lie é unidimensional segue que os campos gerados pela agdo infini-
tesimal 67 sdo multiplos escalares de d7(1). Vamos encontrar uma fun¢do Hamiltoniana
H : C — Rparaocampo 67(1). Escrevav = (R(v), 3(v)) e 2miz = 2m(—3(2), R(z)). Assim,

dH.(v) = w(0r(1)(2),v)
= dxNdy(67(1)(2),v)
= dx Ndy(2miz,v)

= —213(2)S(v) — 27R(2)RN(v)
= 20(R(2)R() + S(2)S(v)),

ou seja, a matriz Jacobiana de H é dada por (—27R(z), —273(2)) . Dai, concluimos que
H(z)=—7m-|z]*+&

com ~ € R uma constante. Dessa forma, a acao 7 é Hamiltoniana. o

2.5 DParénteses de Poisson

Seja M uma variedade diferencidvel. Um parénteses de Poisson, em M, é uma
aplicacdo {-,-} : C®°(M) x C®°(M) — C>(M) que goza das seguintes propriedades:

1. R-bilinearidade.
2. antissimétrica.

3. identidade de Jacobi:

4. regra de Leibniz:

para quaisquer f,g,h € C*(M). O par (M,{-,-}) é chamado de variedade de Poisson.
Notemos que as condi¢des de 1 a 3 acima implicam que {-, -} é um colchete de Lie, ou seja,
C>°(M) tem estrutura de algebra de Lie (de dimenséao infinita). Além disso, a condicado 4

significa que a aplicagdo {f, -} é uma derivacao da é4lgebra de Poisson (C*>*(M), {-,-}).

O conceito de parénteses de Poisson ndo precisa ser definido apenas em C*°(M).
Toda aplicagdo que goza das propriedades listadas acima é chamada de parénteses de
Poisson. Encontramos em [2, p.222] uma definicdo no contexto de anéis comutativos,



38

embora 0s casos de interesse, neste trabalho, sejam os anéis de fun¢des definidas em vari-
edades.

Um dos interesses da Mecanica Cléssica consiste em determinar quantidades con-
servadas de um sistema Hamiltoniano. Dadas f, H € C*°(M), dizemos que a funcéo f é
uma integral primeira de Xy se, e somente se, Xy (f) = df(Xy) = 0. Pela definicdo de
campo Hamiltoniano, tal condicdo é equivalente a w(X;, Xy) = 0. Assim, a forma sim-
plética calculada nos campos Hamiltonianos induzidos pelas fung¢des f e H parece ser um
bom objeto para encontrarmos quantidades conservadas, motivando a defini¢cdo que sera

dada a seguir.

Estamos inseridos no contexto de variedades simpléticas e, nesse caso, podemos
definir de maneira natural, sem lan¢ar mao de coordenadas, um parénteses de Poisson.

Suponhamos, até o final da se¢do, que (), w) é uma variedade simplética. Considere
{-; }o: CC(M) x C*(M) — C*(M)

definida por
{f:9}e = w(Xy, Xy). (2.15)

Quando nédo houver perigo de ambiguidade escreveremos simplesmente {f,g}. A uni-
cidade de X; e X, nos garantem a boa definigdo da aplicacdo acima. Alternativamente,

tem-se

{f, 9} = —ix, oix,w = —ix; odg = —dg(Xy) = —X;(9) = —Lx,9 (2.16)

onde na segunda igualdade usamos (2.10) e na quarta igualdade estamos considerando

X como uma derivagdo em C*>°(M).

Lema 2.5.1. Xy = —[Xy, X,| para quaisquer f,g € C*(M).

Demonstrac¢do: Pela Proposi¢do D.3.12 temos que
Z'[X,y] = ﬁX ¢) iy - ZX e} Ly.
Como a derivada de Lie comuta com a derivada exterior segue, da igualdade (2.16), que
d{f, gt = —d(Lx,9)
= —ﬁXf (z'ng)

= —(i[Xf,Xg]w + iXQLXfW)

= X X)W
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na penultima igualdade usamos que Lx,w = 0 pois X; € um campo Hamiltoniano (em
particular, simplético). Pela unicidade devemos ter que Xy = —[Xy, X,]. O

Proposicdo 2.5.2. Sejam (M ,w) uma variedade simplética, f, g, h € C>(M). A aplicagdo {-, -}.,
como definida em (2.15), é um parénteses de Poisson em M.

Demonstracdo: A R-bilinearidade e a antissimetria de {, -} sdo propriedades herdadas da

forma simplética w. Pelo item 2 do Lema 2.4.12 temos
{fu gh} = W(Xfa Xgh)
= W(Xf, th —|— th)
= gw(Xy, Xp) + hw(Xy, Xy)
= g{f.h} +n{f g}

Resta mostrarmos a identidade de Jacobi. Sejam X, X, e X}, campos Hamiltonianos. Ini-
cialmente, notemos que

Xw(Xy, Xn) = X;({g,h})
= d({g,h})(Xy)
= ixg,w(Xy)
= —w(Xp, Xny)
= —{f.{g,h}}.

A Proposicao D.3.7, o Lema 2.5.1 e a antissimetria de {-, -} implicam que
dOJ(Xf,Xg,Xh) = XfW(Xg,Xh) — ng(Xf,Xh) + th(Xf,Xg)
_w([Xf’ Xg]v Xh) + w([Xﬁ Xh]v Xg) - w([ng Xh]> Xf)
= —{fAg. 03} +H{g.{n. 13} = {n.{f, g1}

_{h7 {f7g}} + {97 {f> h}} + {{gvh}7f}
= _2({f7 {gv h}} + {97 {h7 f}} + {h7 ) {f:g}})

Portanto, vale a identidade de Jacobi do parénteses de Poisson, j& que a forma simplética
w é fechada. n

Coroldrio 2.5.3. A aplicagdo
(C(M), {;-}o) 2 [ r— Xy € (X(M),[-,-])

é um anti-homomorfismo de dlgebras de Lie.
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Demonstra¢dao: Consequéncia dos Lemas 2.4.12 e 2.5.1. O

O par (C>*(M),{-,}.,) tem uma estrutura de algebra de Lie de dimenséao infinita.

As vezes C*°(M) também é chamado de dlgebra de observdveis cldssicos.

Os resultados anteriores nos permitem concluir que a sequéncia de dlgebras de Lie
0—=R—C®(M)—> Xygam(M) —0
é exata, onde ¢ é ainclusdo e v(f) = Xy.

Exemplo 2.5.4. Seja (M,w) como no Exemplo 2.4.5. Vamos determinar o parénteses de
Poisson {-, - },,. Para isso, utilizaremos que o produto misto se comporta bem com permu-
tagoes ciclicas. Dados f,g € C*(M), tem-se

{f,97 = w(Xy, Xy)

(N, X; x X,)

(N, (Vf x N) x (Vg x N))
(Vgx N,N x (VfxN))
= (Nx(VfxN),Vgx N)
(N, N)V — (N, V)N, Vg x N)
(Vf,Vgx N)
(N, Vf xVg),

onde na sexta igualdade usamos a identidade de Grassmann. o

Exemplo 2.5.5. Calcularemos a expressdo local do parénteses de Poisson com respeito a

forma simplética do fibrado cotangente. Pelo Exemplo 2.4.6 temos localmente

B " (Of O af o 0 af o
A= Z (a& dai ax%) s Z (%5 - 87¥>

Assim,

{f7g} = wcan<Xf;Xg)

_ oy g, (0 0N 010, (0 O
B = 351 oxd con 8xi’8§j 81"‘8@ con 8§i’8xj

t,j=1

B Zn: af 9g 5 af@(_&)
0&; Oxd 0 dzto¢;~ Y

9f 99 9f Oy

i—1 oxt 851 0& oxt

i,j=1
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que é a expressdo encontrada, por exemplo, em [17, p.135] e [18, p.388]. o

Um difeomorfismo de M em si mesmo induz, por meio do pullback, um isomor-
fismo no espaco vetorial C*°(M). E interessante analisar sob quais condi¢des o difeomor-

fismo induz um isomorfismo que preserva a estrutura de dlgebra de Lie de (C*° (M), {-, - }..).

Dado ¢ : M — M de classe C*°, podemos considerar a aplica¢do ¢* : C*(M) —
C>(M) dada por
¢"(f)=foo.
Notemos que ¢* estd bem definida e é uma transformagdo linear. Se ¢ for um difeomor-

fismo, entdo ¢* serd um isomorfismo cuja inversa é dada por (¢~1)*.

Lema 2.5.6. ¢* é um homomorfismo de dlgebras de Lie se, e somente se, (¢~ 1)* é um homomorfismo

de dlgebras de Lie.

Demonstra¢do: Suponha que ¢* é um homomorfismo de élgebras de Lie. Dados f,g €
C>®(M), tem-se

{f.g} ={(foo )od (god ) og}t=¢{food " ,gos '}
Aplicando (¢~ !)* em ambos os lados dessa igualdade temos
(@) {fgt={fod " god } ={(¢)f.(67)g},

ou seja, (¢~1)* é um homomorfismo de élgebras de Lie. De maneira analoga mostra-se a

reciproca. O

Proposi¢do 2.5.7. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensio par. Se wi,ws € Q*(M) sdo

formas simpléticas em M tais que {-,-},, = {-,}w,, entido w; = wy.

Demonstra¢do: Suponhamos que {-,-},, = {-, - }v,. Sejam f,g € C>(M). Pela expressao
(2.16) temos

{f, g} = =X5"(9) e {[, g} = —XF*(9).

Dai, X} (g9) = X}?(g) paratodo g € C*°(M), implicando que X' = X}*. Agora, tomemos
(U, (z*,..., 2"y, ..., y")) uma carta local de Darboux em (M,w;). Notemos que z',y" €

C>°(M). O conjunto
B 0 g 0 0
| oxt T an Oyt Oy
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é um referencial coordenado simplético de X(M,w;). Pela Proposi¢ao 2.4.7 temos que

_ o) _ 0 _ w ;
Xyt = —g7 e X' = 55 Logo, vale Xiit = X2 para todo i € {1,...,n}. Usando a

defini¢ao (2.15) obtemos

(B2 = s
= {v, v }un
= V' v}
= (X2, X2)

_ L[99
= 2\ gt Oxi

Raciocinio andlogo nos permite concluir que
0o 0 _y . g 0
— =) =zt =gt ) = - =
. (3?;“ 8yj> ~ U 2 AT e = (W’ 8yj)

o 0 o o 0o 0
_— g J v s J t — _—
w1 (axz ) 6:1/]) {I Y }W1 {x Y }CUQ ) (aml ) ayj)
para quaisquer i, j € {1,...,n}. Logo, o conjunto B também é um referencial local sim-

plético para (M, w,) e, além disso, wy = ws.

g

Corolario 2.5.8. Sob as mesmas hipéteses da Proposicio 2.5.7 vale que Xiam (M, w1) = Xpam (M, w2).

Proposicdo 2.5.9. Sejam (M,w) um variedade simplética e ¢ : M — M um difeomorfismo.
A aplicagio ¢ é um simpletomorfismo se, e somente se, {¢*f, ¢p*g} = ¢*{f, g} para quaisquer

fr9 € C=(M).

Demonstragao: Suponhamos que ¢ : M — M é um simpletomorfismo. Pelo Lema 2.5.6 é

suficiente mostrarmos a propriedade desejada para ¢~ '. Dados f,g € C>(M), tem-se

{f,05u(07'(p) = wom10n(X(67' (), Xg(6™" ()
= wp(dop(X;(67(p))), dop(Xy(¢™(0))))
= wp(Xfqu_l (), Kgop—1 ()
= {foo g0 (D),

onde na segunda igualdade usamos ¢ preserva forma e na terceira igualdade usamos

a Proposicdo 2.4.22. Reciprocamente, pela Proposicdo 2.5.7 é suficiente mostrarmos que
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{,-}s+w = {+, -} pois o pullback ¢*w é uma forma simplética em M. Para quaisquer p € M
e f,g € C™®(M), tem-se

{1, 9}ou(p) = (6"w)p(X7 “(p), X3 (D))
= Woip) (dep(X T (p)), dbp( X (p)))
= Wo(p)(XFog-1(0(p)), Xgoy-1(6(p)))
= {foo good  }u(o(p))
= {f,9}.),

onde na terceira igualdade usamos a Proposigao 2.4.22. O

Uma aplicagdo ¢ : (M;,w;) — (M, w,), entre variedades simpléticas, é uma apli-
cacdo de Poisson quando preserva o parénteses de Poisson, isto &,

{f.9}wod={f0d, g0},

para quaisquer f, g € C*°(M,). A Proposi¢do 2.5.9 nos garante que todo simpletomorfismo
de uma variedade em si mesma é uma aplicacdo de Poisson. Uma maneira alternativa,
usando pullback, de escrevermos a igualdade acima é ¢*{ f, g}., = {¢* f, 9 g}us-

Dinamica

Proposi¢do 2.5.10. Seja (M,w, H) um sistema Hamiltoniano. Se (¢*,...,q" p1,...,pn) é um
sistema de coordenadas local de Darboux, entio

. 0H 0H
‘H w = 7 H w = — .
{6 Yo = 5- ¢ Api H} o7
Demonstrac¢do: Pela Proposi¢dao 2.4.7 o campo Xy é localmente dado por Xy = > i(gf 8?11- —
gfi aap ). Usando a definigéo (2.15) do parénteses de Poisson e que o conjunto {2 A 88 }é

um referencial coordenado simplético temos que

{qia H}w - W(Xqi7 XH)

(L ) (2 )
dp;  \Op;’ 0 —~ ¢’ dp;’ Op;
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De maneira andloga concluimos a outra igualdade. O

A equagdo do movimento para um sistema Hamiltoniano (M,w, H) é a equagdo

diferencial ordinéaria

dx
=X
dt 1 (@),

onde x € M e Xy é o campo Hamiltoniano associado a fungdo H. Abaixo veremos como
esse conceito pode ser descrito em termos de um sistema de coordenadas de Darboux e

do parénteses de Poisson.

Proposicdo 2.5.11. Sejam (M, w, H) um sistema Hamiltoniano e Xy € X(M) o campo vetorial
associado a fungdo H. Sdo equivalentes:

1. 9 = Xy (y(t)) onde vy é a curva integral do campo Hamiltoniano X .

2. num sistema de coordenada de Darboux valem

dg¢ OH dp; OH
_ _ " 217
dt  Op; ¢ dt oq 2.17)

3. num sistema de coordenada de Darboux valem

dq

dp;
_{qa } e %:{puH}w

Demonstracdo: Seja v a curva integral do campo Xy. Considere (U, ¢) uma carta de
Darboux com fungdes coordenadas (¢', p;). Escreva v(t) = (¢'(t), p:(t)). Entdo, em v~ 1(U)

tem-se

dy dpl OH 0 O0H 0

=X - - ——

dt (1 Z dt 8q dt Op; Z Op; 0¢*  0q* Op;
dq _OH o dpl-__(?H

dt  Op; dt  Og

Mostremos que 2 é equivalente a 3. De fato, pela Proposicdo 2.5.10 concluimos que

dg; _ 0H dp; oH 4 dgq’ dp;

= = - : ZHw: ian: .
i o S ar T o Tl Hke=gr e dn Hlo =

Observacao 2.5.12. Em livros de Fisica (vide [17, p.132]) as equagdes (2.17) sdo chamadas
equacgoes de Hamilton. o
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Integrabilidade

A linguagem estabelecida nessa secdo nos permite afirmar que uma fungéo é cons-
tante ao longo das curvas integrais do campo Hamiltoniano da outra se, e somente se, o
parénteses de Poisson delas comutam. Em outras palavras, uma funcdo f € C*(M) é

uma integral primeira do campo Hamiltoniano Xy se, e somente se, { f, H},, = 0.

Dizemos que fi,..., f; € C®(M) estdo em involugdo quando {f;, fj}., = 0 para

quaisquer i,j € {1,...,s}. Nesse caso, o subespaco

ger{Xﬁ (p)v s X, (p)}v
de T, M, é isotrépico, para todo p € M.

Proposicdo 2.5.13. Sejam (M, w) uma variedade simplética e fi,..., fs € C°°(M) funcdes em
involugdo. Se a aplicagio F' : M — R®, com F = (f1, ..., fs), é uma submersdo, entdo as fibras de

F sdo subvariedades coisotrdpicas de M.

Demonstragio: A hipotese de F' ser submersao nos garante que as fibras de F' sdo subva-
riedades mergulhadas de codimensdo s. Tomemos /N uma fibra de F' e p € N. As fungdes

coordenadas de F' sdo constantes numa vizinhanca de p. Assim, para todo v € T, N temos

0 =d(fi)p(v) = wp(Xp(p),v)

parai € {1,...,s}. Logo, B = {X}(p),...,X}.(p)} é um subconjunto de (7, N)*, onde o
ortogonal diz respeito a forma simplética w,. Mostraremos que B é linearmente indepen-

dente. Com efeito, sejam a4, ..., as € R tais que
a1 Xy, (p) + -+ as Xy, (p) = 0.
Para todo v € T, M, tem-se
arwp(Xp, (p),v) + -+ - + aswp( Xy, (p), v) = wp(0,v) = 0.
Dai,
ard(fi)p + -+ + asd(fs)p = 0,

implicando que a; = - - - = a, = 0 pois F' tem posto méaximo, ja que é uma submersao. Isso
prova que B é linearmente independente e, consequentemente, é uma base de (7,N)=.
Como as fungdes f; estdo em involugdo segue que todos X, (p) sdo ortogonais entre si.
Dai, B é um conjunto ortogonal e, pela Proposi¢do A.2.3, X}, (p) € ((I,N)*)*+ = T,N. Por-
tanto, N é uma subvariedade coisotrépica de M. O
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A reciproca da Proposi¢do 2.5.13 também é valida, isto é, se (M, w) é uma variedade
simplética e N C M é uma subvariedade coisotrépica, entdo todo ponto de N tem uma
vizinhanga U, em M, e uma submersdo F' : U — R® cujas fung¢des coordenadas estdo em

involugdo (vide Proposition 3.24 de [19, p.41]).
Apresentaremos uma generalizacdo da Proposicado 2.4.23. Faremos, antes, uma de-
finicdo.

Defini¢ao 2.5.14. Uma subvariedade N C M é dita invariante pelo campo X € X(M) se
para todo p € M temos X (p) € T,N C T,,M.

Teorema 2.5.15. Sejam (M,w, H) um sistema Hamiltoniano e f,..., f, € C*(M) integrais
primeiras de Xp. Considere F = (f1,..., fx) : M — RF e ¢ € R* um valor reqular de F. A
pré-imagem

Y. = F(c)

é uma subvariedade mergulhada, de M, de codimensio k que é invariante pelo campo Xy. Além
disso, existe uma forma volume ji. em X, invariante.

Demonstragdo: Vide [7]. O

Definic¢do 2.5.16. Dizemos que um sistema Hamiltoniano (M, w, H) é Liouville integrdvel
quando existem fun¢des Hy, ..., H, € C*(M), comn = % dimg M, que tém as seguintes
propriedades:

1. H=H,.
2. {H;,H;} = 0 para quaisquer ¢,j € {1,...,n}.

3. an-forma diferencial dH; A - - - A dH,, ndo se anula em um subconjunto aberto denso
em M.

As vezes considera-se H : (M,w) — R" e escreve-se H = (H,,...,H,). A tripla
(M,w,H) denotard um sistema integravel. Na literatura a defini¢do acima pode encon-
trada com a nomenclatura completamente integrdvel (vide [1,20]). Aqui, estamos ado-
tando a convencao de [5, 14].

Observagao 2.5.17. 1. Denotaremos por Uy o subconjunto de M da condigdo 3 acima.
Para cada = € U3, as colunas da matriz

(). - ai,).).
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que é o Jacobiano de H, sdo linearmente independentes. Isso implica que a aplicacdo
dH, : T,M — R" é sobrejetora. Assim, a restricdo H : Uy; — R" é uma submersado
com dominio num conjunto aberto e denso de M.
2. Pela Proposigdo 2.5.13, as fibras de H sdo subvariedades coisotrépicas de M.
o
Teorema 2.5.18 (Liouville). Seja (M, w, H) um sistema integrdvel com H = (Hy, ..., H,). Se
p € M um ponto reqular de H, entdo existem um aberto U de p e fungdes G*,... ,G" € C>(U)

que completam H,, ..., H, a um sistema de coordenada de Darboux. Nessas coordenadas, o fluxo

¢t do campo Hamiltoniano Xy, é dado por

QUG H) = (G*,...,G" +t,...,G" H,... H,).

Demonstrac¢do: Vide [14, 585] ou [6, p.135]. O
Teorema 2.5.19 (Arnold-Jost). Sejam (M,w, H) um sistema integrdvel e ¥ um conjunto de nivel

de H,. Se ¥ é compacto, entdo ¥ é difeomorfo a T". Se ¥ ndo é compacto e as restrigoes dos campos
Hamiltonianos Xy, a 3 sdo completos, entdo 3 é difeomorfo a T x R"™ para algum 0 < k < n.

Demonstrac¢ao: Vide [14, p.586]. O
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3 Simetrias

Neste capitulo, serdo estudados alguns conceitos essenciais para trabalharmos com
sistemas Hamiltonianos definidos em 6rbitas (co)adjuntas de grupos de Lie clédssicos. Ve-
remos que quando o grupo é compacto ou semissimples as 6rbitas (co)adjuntas admitem
naturalmente uma estrutura de variedade simplética e o dual da sua algebra de Lie torna-
se uma variedade de Poisson. Em seguida, discutiremos um instrumento que nos permite
comparar a agdo de um grupo de Lie numa variedade simplética com a representagao co-
adjunta, conhecido como aplicacdo momento (vide [7]). Por fim, discutiremos algumas
propriedades importantes dos chamados Hamiltonianos coletivos, sendo esses definidos
através da transposta de uma aplicagdo momento (vide [2,3] para uma exposicdo sistema-

tica).

3.1 Orbitas Coadjuntas e a Forma KKS

Uma maneira de construirmos variedades simpléticas e agdes Hamiltonianas é
através das representa¢des coadjuntas de um grupo de Lie (vide [21, p.331], [8, p.212]
e [14, p.377]). Em cada 6rbita coadjunta, pode-se construir, de forma totalmente intrin-
seca, uma forma simplética tal que a acdo coadjunta é Hamiltoniana. Ao longo dessa
secdo denotaremos por 7 tanto a agdo coadjunta quanto a acdo adjunta nas respectivas 6r-
bitas, o contexto deixard explicito qual caso estamos considerando. No Apéndice C é feita

uma exposicdo de alguns conceitos e resultados que serdo utilizados a partir de agora.

Teorema 3.1.1. Sejam G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie e O(\) uma 6rbita coadjunta de
um elemento \ € g*. A forma w € Q*(O(\)) dada por

wo(ad"(X)a,ad*(V)a) = a[X, Y],

para cada o € O(N), é uma forma simplética. Em particular, as drbitas das agdes coadjuntas sio
variedades simpléticas.

Demonstra¢do: Denotaremos por 7 : G x O(\) — O()) a agdo coadjunta. Os elementos
de T,0(\) sdo da forma d7(X)a = ad*(X)a com X € g, veja a Proposigdo C.2.9. Vamos

argumentar que w, é uma forma simplética em 7,O(\).

* w, estd bem definida. Sejam X, X,,Y],Y> € g tais que ad"(X;)a = ad"(Xy)a e
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ad"(Y))a = ad*(Y2)a. Dai,
we(ad™(Xy)a,ad"(Y1)a) = ofXy, Y]
— aoad(X))(vi)
= aoad(X2)(Y1)
= —aoad(Y])(Xs)
= —aoad(Y?2)(Xy)
= «aoad(Xy)(Ys)
= a[Xs, Y]
= wq(ad®(Xo)a, ad™(Y2)a)
como afirmado.

* w, é antissimétrica, uma vez que o colchete é antissimétrico e « é um funcional linear.

* w, éndo degenerada. Seja v € T,0(\) ndo nulo. Existe X € g tal que v = ad™(X)a é
um funcional linear ndo nulo. Logo, existe Y € g tal que

ad*(X)a(Y) =aocad(X)(Y) =alX,Y] #£0.
Dai, w, (v, ad*(Y)a) # 0.
Resta mostrarmos que a forma w € Q?(O())) é fechada. A ideia consiste em garantirmos

que o pullback de w por uma submersao de G em O(\) nos fornece uma forma diferencial

de grau 2 que é exata. Para isso, sejam X,Y € ge o € g*. Definindo
X(g) = d(Ey)i(X) e Y(g) = d(Eh(Y)

para todo g € G obtemos elementos de X(G), invariantes a esquerda, que na identidade

coincidem com X e Y, respectivamente. Consideremos também

ot(g) = d(E

que nos fornece um elemento de Q'(G). As aplicagdes o - X¢, a° - Y* : G — R dadas por
a®- X(g) == a(9)(X°(9)) e a”-Y(g) :=a(9)(Y(9))

sao constantes. De fato,

a®oX(g) = a“(9)(X“(g))
= d(Ey1);a(d(Ey) (X))

Q
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e de maneira andloga a afirmagdo segue para a“ - Y°. Pela Proposi¢do D.3.7 temos

da®(X°,Y%) = X“(Y*) - Y*a(X*) — a*([X*, Y¥))
= —a([X°,Y)). (3.1)

Seja 7 : G — O(\) a aplicagdo definida por 7%(g) = Ad*(¢g)a. Afirmamos que 7* é uma
submersdo e que o pullback de w por 7 coincide com —da®. Por simplicidade, escreva
B = Ad*(g)a = 7*(g). Notemos, inicialmente, que

d(7)y(X(g)) = d(7%)g 0 d(Ey)(X)
= dlr o Eu(X)

d
= ET o E,(exp(tX))]|i=o

d ...
= A (gesp(tX))alimo

d N N
= Ad'(g) 0 Ad”(exp(tX))alimg

= (a0 Sr(exp(tX), o)l
= d(1g)a(ad’(X)a)

= ad"(Ad(¢)X)Ad"(g9)«

= ad’(Ad(g)X)p,

onde na ultima igualdade usamos a Proposi¢do C.2.8 (aqui estamos fazendo p = [ e

7,-1(p) = a). Tomemos um elemento arbitrario de 73O()\), digamos ad*(Z)3 onde Z € g.

Aplicando a igualdade anterior para Z, = Ad(¢ ')Z € g temos
d(1%)y(Z5(9)) = ad’(Ad(9)Z)P
= ad"(Ad(g) Ad(g™")2)
= ad"(Ad(gg™")2)p
= ad*(2)p,

ou seja, a derivada d(7%), : T,G — T30O(\) é sobrejetora. Logo, a aplicagdo parcial 7* é
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realmente uma submersdo. Assim,
((T)w)g(X(9),Y(9)) = wrag)(d(7%)4(X(9)), d(7%)4(Y(9)))

— wy(ad’(Ad(g)X)8, ad* (Ad(g) X))
= PB([Ad(9)X, Ad(g)Y])
= a(Ad(g7")[Ad(9)X, Ad(9)Y])
= o([X,Y])
= aod(E,~1),0d(E,)([X,Y])
= a“(g)([X“(9), Y*(9)]
= —dag(X“(9),Y*(9))

onde na tltima igualdade usamos (3.1). Pelo Corolério D.3.6 temos

(7%)*dw = d((7%)*w) = —d(da®) = 0.

Como 7% é uma submersao segue que dw é fechado. Portanto, a forma w é simplética. [

A forma simplética do Teorema 3.1.1 é denominada forma de Kirillov-Kostant-
Souriau (KKS). Advertimos que algumas referéncias costumam defini-la com um sinal
contrario ao que fizemos. Para mais detalhes consulte [14, p.377]. Se houver necessidade

de destaca-la usaremos a notagao wo(y).

Proposicao 3.1.2. Seja O(\) C g* uma drbita coadjunta. Se X € g, entdo o campo induzido
d7(X) é Hamiltoniano com fungdo hamiltoniana fx : O(\) — R dada por

fx (@) = a(X)
para todo a € O(\).

Demonstrac¢do: A aplicacdo fx, como definida no enunciado, é a restricio de uma trans-
formacao linear. Seja d(fx), : ToO(A) — R a derivada de fx no ponto o € O(\). O espago
tangente 7,,O(\) é dado como na Proposigdo C.2.7. Assim,
d(fx)a(ad’(YV)a) = fx(ad"(Y)a)

= ad*(V)a(X)

= —a(ad(Y)X)

= o[X,Y]

= wy(ad"(X)a,ad"(Y)a)

e o resultado segue. O
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Observacao 3.1.3. A construgdo da forma KKS pode ser feita de maneira diferente de
como foi argumentado no Teorema 3.1.1 através do conceito de espago homogéneo. Nesse
caso, é suficiente definirmos a forma simplética em 7,O(\) e depois transladarmos para

os outros pontos da 6rbita. Para mais detalhes consulte, por exemplo, [21]. o

No que segue veremos que a forma KKS induz uma estrutura simplética nas 6r-
bitas adjuntas quando o grupo tem algumas propriedades adicionais. Se G é compacto,
entdo existe, pela Proposicdo 4.1 de [21, p.78], um produto interno Ad-invariante em g.
Por outro lado, se G é semissimples, entdo a forma de Cartan-Killing é uma forma ndo
degenerada Ad-invariante em g. Em ambos os casos, conseguimos identificar g e g* de
maneira candnica. De maneira mais geral, vale o resultado abaixo.

Proposicdo 3.1.4. Seja G um grupo de Lie tal que sua dlgebra de Lie g tem uma forma bilinear
(-, ) ndo degenerada que é Ad-invariante.

1. Existe uma estrutura de dlgebra de Lie em g* que a torna canonicamente isomorfa a g. Em
particular, para cada X\ € g*, existe um iinico A € g tal que A = (A, —).

2. As drbitas coadjuntas sdo difeomorficamente levadas em Orbitas adjuntas.

3. A ¢6rbita adjunta O(A) C g tem estrutura de variedade simplética e a forma simplética
w € Q*(O(A)) num ponto = € O(A) é dada por

wz(ad(X)Z, ad(Y)E) = (2, [X, Y])

para quaisquer X,Y € g.

Demonstra¢do: Denotaremos por b : g — g* a aplicacdo dada por

para todo X € g. A bilinearidade de (-,-) implica que b é uma transformacao linear.
Pelo Teorema da Representagdo de Riesz, dado A € g*, existe um tnico A € g tal que
A =b(A) = (A,—). Aaplicagdo f : g* — g dada por f(\) = A é a inversa de b e com ela
podemos definir uma estrutura de dlgebra de Lie em g* da seguinte forma

[ov, B] == b[8(ax), 4(8)] = b[A, B]

onde o, 3 € g* e A = t(a), B = £(0) € g. Tal aplicacdo é, por construcao, bilinear e antis-
simétrica. Para concluirmos que trata-se de um colchete de Lie precisamos argumentar a
validade da identidade de Jacobi. De fato, se « = b(A), 8 = b(B),y =b(C) € g*, entdo

[, [B,7]] = b[A, 4B, 7]] = b[A, £ 0 b[B, CT] = b[A4, [B, C]].
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Logo, a linearidade de b e a identidade de Jacobi do colchete em g nos permitem concluir
que g* é uma algebra de Lie. Além disso, com essa estrutura, b ¢ um homomorfismo de
algebras de Lie pois

o[A, Bl =b[gob(A), £ ob(B)] = b[t(a), 4(F)] = [o, 5] = [(A), p(B)]
Isso mostra o item 2.

Afirmamos que
P(O(A)) = O(N).

De fato, para quaisquer g € G e X € g temos
P(Ad(9)AN)X = (Ad(g)A, X) = (A, Ad(g7)X) = Ao Ad(g™")(X) = Ad"(g)A(X),
onde na segunda igualdade usamos que a forma (-, -) é Ad-invariante. Logo,
p(Ad(g)A) = Ad*(g)A. (3.2)
Visto que b é um isomorfismo linear segue que as 6rbitas adjuntas sdo levadas difeomor-
ficamente nas 6rbitas coadjuntas.

Para mostrar o item 3 defina ¢ := b|pa) : O(A) — O(A). Pela Proposicdo C.2.7 o
espago tangente 7=O(A), com ¢ = b(Z) € g*, é da forma ad(X)= com X € g. Afirmamos
que a derivada diy= : T=O(A) = T¢O(A), sendo £ =b(Z) € g*, é tal que

d=(ad(X)Z) = ad*(X)¢ (3.3)
para todo X € g. De fato,
d
dy=(ad(X)Z) = %w o Ad(exp(tX))=|i=0

d . .
= %Ad (exp(tX))€]i=o

onde na segunda igualdade usamos (3.2). Na érbita adjunta O(A), com A € g, definimos
a forma wp(y) através do pullback ¥*we(y), onde A = H(A). Assim, wpx) € uma forma
simplética. Pela igualdade (3.3) temos
wz(ad(X)Z,ad(Y)Z) = we(dy=(ad(X)E), dy=(ad(Y)Z))
= we(ad"(X)€, ad*(Y)$)
= {XY]
= EXY],

concluindo a demonstracgao. OJ
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Coroldrio 3.1.5. Se G é compacto ou semissimples, entdo as orbitas adjuntas sio variedades sim-

pléticas.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de ¢rbitas adjuntas que admitem estru-
tura simplética. Indicamos a referéncia [22, p.20] para outros exemplos interessantes de

Orbitas.

Exemplo 3.1.6. Sejam U(n) o grupo da matrizes unitarias e u(n) sua dlgebra de Lie. Con-

sidere A = diag(i)y,...,i\,) € u(n) e a seguinte enumeracao

\)\1:"':>\n11>\/\n1+1:"':)\ngj>"'>>\n ::/\n

k1 ko ko

com k; + --- 4+ k, = n, sendo k; a multiplicidade algébrica de )\, k; a multiplicidade
algébrica de \,,+; e assim sucessivamente. A 6rbita adjunta O(A) é identificada com o
espaco homogéneo
U(n)
U(ky) x -+ x U(k,)

Com efeito, para mostrarmos isso é necessario determinarmos a isotropia de A (vide [23,

p-87]). Lembremos que no contexto de grupos matriciais a representa¢do adjunta coincide

com a conjugacdo. Seja g € U(n) arbitrdrio. Para quaisquer j,k € {1,...,n}, tem-se

(9A)jn = Zglelk = Zgjzi/\z51k = 1AkYjk

=1 =1

n

(Ag)jk = Y Mgy = D NG X = idygu.

=1 k=1

Assim, tem que valer a seguinte condigdo (\; — A\;)gjx = 0. Isso significa que a matriz g é

da forma

k1

k2

——
kr

com zero fora de cada bloco. Mais ainda, cada bloco da diagonal é uma matriz unitéria,
ou seja, cada bloco se pertence a um certo U(k;). Logo, a isotropia de A é dada por U(k;) x
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-+ x U(k,). A 6rbita O(A) é, pela Proposicao 3.1.4, uma variedade simplética, ja que U(n)

é compacto. Vejamos, agora, um caso particular. Se n = 3, entdo

A Orbita Adjunta O(A)
)\1 — )\2 == )\3 {13}
/\1>)\2>>\3 U(S)/81X81XS1
)\1 = )\2 > )\3 Grg(C3) ~ (CPQ
AL > Ay = A3 Gry ((C3) = CPQ

Logo, as 6rbitas ndo triviais sdo variedades flags (a identificagdo das Grassmannianas com

0s espagos projetivos é feita no Exemplo C.2.10). o

Proposicdo 3.1.7. Sejam G um grupo de Lie compacto e g sua dlgebra de Lie munida da topologia
induzida por um produto interno Ad-invariante. Entdo, a érbita adjunta O(A) é uma subvariedade

mergulhada compacta de g.

Proposicdo 3.1.8. Se (-,-) é um produto interno Ad-invariante em g, entdo (-,-) é antissimétrica

com respeito a ad.

Demonstracdo: Sejam X, Y, Z € g. Para todo t € R temos
(Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z) = (Y, Z).
Derivando a igualdade anterior em ¢ = 0 obtemos

<% Ad(exp(tX))Y |smo, Z) + (Y, % Ad(exp(tX))Zli=0) = 0.
Dai,
(ad(X)Y, Z) = —(Y,ad(X)Z)

como afirmado. O

Proposicdo 3.1.9. Sejam G um grupo de Lie compacto, O(A) C g uma 6rbita adjuntae (-,-) um
produto interno Ad-invariante em g. Os campos induzidos 67(X) = ad(X), com X € g, sido

Hamiltonianos com fungdo Hamiltoniana fx : O(A) — R dada por
x(Y) = (X,Y)

para todoY € O(A).
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Demonstrac¢do: A aplicacdo fx, como definida no enunciado, é a restricdo de uma trans-
formacdo linear e, portanto, d(fx)=z = fx. Logo, pela Proposicdo 3.1.8 e a expressdo da
forma simplética dada na Proposigdo 3.1.4 temos
d(fx)=(ad(Y)Z) = (X,ad(Y)Z)
= —(ad(Y)X,E)
]

para quaisquer Y € ge = € O(A). O

3.2 Parénteses de Poisson em g*

Suponha que g é a dlgebra de Lie de um grupo de Lie compacto e conexo GG. Cons-
truiremos em g* uma estrutura de variedade de Poisson de maneira livre de coordenadas.

Sejam F' € C™(g*) e ¢ € g*. A derivada dF; é uma transformacao linear de 7;g*
em R, ou seja, um elemento do dual T¢ g*. Devido a g* admitir uma estrutura de espago
vetorial temos que o espago cotangente 7;'g" € isomorfo a g™. Assim, existe um tnico
VFE() € gtal que

dFe(n) = n(VF(§)) (3.4)
para todo n € g*. Dados Fi, F, € C*(g*), define-se
{F1, Pt (§) = E([VEL(E), VE(E)]) (3.5)

para todo ¢ € g*.

Proposicao 3.2.1. {-, -}, define um parénteses de Poisson em g*.

Demonstragao: Devemos verificar as propriedades da pédgina 37. A bilinearidade sobre R
e a antissimetria sdo consequéncias do colchete |-, -]. Devemos mostrar a propriedade de

derivacdo e a identidade de Jacobi. Sejam Fi, Fy, F3 € C™(g*) e £ € g*. Por construgao,
V(F,F3)(€) é o tnico elemento de g tal que

d(F2Fs)e(n) = n(V(F2F3)(€))

para todo 7 € g*. Pela regra de Leibniz da derivada, tem-se

d(FaFy)e = (dF2)F3(6) + Fa(§)(dF3)e.
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Dai,
n(VEy(E) - F5(8) + Fo(€) - VE3(E)) = n(V(F2F3)(£))

para todo 7 € g*, implicando que

{F, FoF3}(§) = &S([VFW(E), V(FE)(E)])
= {([VFW(E), V() - F3(8)]) +§([VFi(E), VEF3(E) - F2(6)])
= F(O{F, Fa}g (&) + Fa(§{F1, Falg ().

A identidade de Jacobi pode ser mostrada inserindo coordenadas, consulte [24]. U

Definicdo 3.2.2. Seja (M, {-,-}) uma variedade de Poisson. Uma fungdo C' € C*(M) é
chamada de func¢io de Casimir quando {C, F'} = 0 para toda ' € C>(M).

Proposicao 3.2.3. Sejam G um grupo de Lie conexo e g sua dlgebra de Lie. Uma funcio em g* é

Ad*-invariante se, e somente se, é uma fungdo de Casimir.

Demonstra¢do: Suponhamos que C' € C*(g*) é tal que C' o Ad*(g) = C para todo g € G.
Queremos mostrar que C' é uma func¢do de Casimir. Sejam F' € C*°(g*) e X € g. Dados
teRe € g’ tem-se

C o Ad"(exp(tX)) = C(&).

Derivando a expressdo acima em ¢ = 0 obtemos
d
0= EC o Ad" (exp(tX))&|i=o = dCe(ad" (X)E).
Em particular, tomando X = VF(£) temos

0 = dCe(ad®

A igualdade acima juntamente com a arbitrariedade de F' nos garantem que C' é uma

funcdo de Casimir.

Reciprocamente, seja C' € C*°(g*) uma fun¢do de Casimir. Fixemos X € g. A
aplicagdo F'x : g* — R dada por
Fx(§) := &(X)
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é um funcional linear. Afirmamos que
VF X(€ ) =X

para todo £ € g*. Com efeito, pela linearidade de F'y e a defini¢do de VFx({) temos que

n(X) = Fx(n) = d(Fx)e(n) = n(VFx(§))

para todo 7 € g*. Logo, vale a propriedade afirmada. Dado ¢ € g, tem-se

0 = {C, Fx}g(§)
= {([VC(€), VFx(§)])
= {([VC(9). X])
= —{(ad(X)VC(9))
= ad"(X){(VO(E))
= dC¢(ad"(X)¢).

Como o grupo G é conexo segue que O(§) é conexa. Assim, a fungdo C' é constante em
cada orbita coadjunta O(¢), ou seja, C(Ad*(¢)¢) = C(§) para quaisquer g € G e € g*.
Portanto, a funcdo C' é de Casimir. O

3.3 Aplicagdo Momento

Apresentaremos uma discussdo introdutéria a aplicagdo momento, envolvendo al-
gumas propriedades bdsicas e exemplos. Indicamos as referéncias [2,3,7,25] para mais
detalhes. Em [7] é feita uma exposi¢do mais aprofundada acerca da existéncia de aplica-

¢d0es momento equivariantes.

Destacamos que Jean-Marie Souriau, em 1970, estabeleceu em [26] a versdo mo-
derna de aplicagdo momento (originalmente application moment em francés), analisou as
condi¢des de equivariancia e percebeu a relagdo desse conceito com os momentos linear
e angular. No ano de 1974, Jerrold Marsden e Alan Weinstein publicaram o famoso ar-
tigo [27] sobre reducdo simplética e traduziram o termo como moment map, o que rendeu
por Hans Duistermaat o comentério de estar fisicamente incorreto. Apesar disso, tanto
momentum map quanto moment map sdo encontrados na literatura. Para uma discussao

histérica acerca da aplicagdo momento sugerimos [28].

3.3.1 Defini¢do e Propriedades

Seja (M, w) uma variedade simplética. Consideraremos 7 : G x M — M uma agao
diferencidvel de um grupo de Lie G em M.



59

Definicdo 3.3.1. Uma aplica¢do momento, associada a agdo 7, é uma aplicacdo ® : M — g*
que tem a seguinte propriedade: para todo X € ga fungdo fx(z) = ®(z)(X) é uma fungdo
Hamiltoniana para §7(X), isto é,

dfx = i5r(x)w-

A condigdo acima significa que o campo Hamiltoniano da fungdo fx tem que ser

igual ao campo induzido 67(X).

A terminologia empregada é inspirada em conceitos familiares da fisica, a saber, o
momento linear e 0 momento angular. Nos Exemplos 3.3.8 e 3.3.9 serdo discutidos com

um pouco mais de detalhe tais casos.

Proposicdo 3.3.2. Sejam (M, w) uma variedade simpléticae T : Gx M — M uma agdo simplética.
Todos os campos induzidos sdo Hamiltonianos se, e somente se, existe uma aplicagio momento

associada a agdo 7.

Demonstra¢do: Sejam {X;,..., X, } umabasede ge {a,...,,} suabase dual de g*. Por
hipétese, os campos induzidos 67(X;) sdo Hamiltonianos e denote por f; € C*(M) uma

funcdo Hamiltoniana para esse campo. Defina ¢ : M — g* por
O(x) = fi(x)ar + - + fulz),

para todo x € M. Tomemos X € geescreva X =Y, a;X; onde a; = a;(X). Vejamos que
o campo Hamiltoniano da fungdo fx = >, ;(X)f; é exatamente §7(X). De fato, pelo
Lema 2.4.12 e a linearidade da agdo infinitesimal (vide pagina 154) tem-se

Xp = ai(X) Xy =) ai(X)o7(X;) = o7 (Z ai(X)Xi) = or(X).

Logo, ®, como definida acima, é uma aplicagdo momento. A reciproca é consequéncia da

defini¢do de aplicagdo momento. O

Coroldrio 3.3.3. Sempre existem aplicagdes momento para agoes Hamiltonianas.

Observacao 3.3.4. Seja ¢ : M — g* uma aplicacdo momento. Para cada X € g, denotare-

mos por X . g* — R o funcional linear de avaliacdo em X, isto é,
XHa) = a(X)

para todo « € g*. Assim, podemos escrever fx(p) = ®(p)(X) = X*od(p) paratodop € M.
Pela regra da cadeia, a derivada d(fx), : T,M — R é dada por

d(fx)p = dX} ) 0 d®, = X% 0 dD,,
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Logo,
d(fx)p(v) = dy(v)(X)

para todo v € T, M. o

Em geral, dada uma a¢do Hamiltoniana, ndo existe unicidade para a aplicagdo mo-
mento. Sejam ®; e ¢, duas aplicagdes momento para a acdo 7. Para todo X € g, as fung¢des
Iy e f3? sdo fungdes Hamiltonianas para o campo 67(X) e, assim, d(fyx' — f%°) = 0. Isso
significa que fy' — fx> é constante em cada componente conexa de M. Em particular, se

M é conexa, entdo as aplicagdes momento sao iguais a menos de uma constante.

Exemplo 3.3.5. Considere a variedade simplética (C,dz A dy) coma agdo7:S' x C — C
dada como no Exemplo 2.4.25. Tendo em mente a identificacdo 7;S' ~ R obtemos que a

aplicagdo @ : C — (T3S")* ~ R definida por ®(z) := —|z|? é uma aplicagdo momento. ¢

Exemplo 3.3.6. Sabemos, do Teorema 3.1.1, que o par (O()), wo()) € uma variedade sim-
plética. Mais ainda, 67(X) = ad*(X), onde X € g, é Hamiltoniano para a fungéo fx(«) =
a(X) com a € O(N). Concluimos que a agdo de G na 6rbita O()\) é Hamiltoniana e uma
aplicagdo momento ¢ : O(\) — g* é dada pela inclusao. o

Exemplo 3.3.7. Seja G um grupo de Lie compacto ou semissimples. Pela Proposigdo 3.1.4
o par (O(A),wo(n)) € uma variedade simplética. Os campos induzidos 67(X) = ad(X),
com X € g, sdo Hamiltonianos para as fun¢des da Proposicdo 3.1.9. Logo, a agdo de G na
6rbita adjunta O(A) é Hamiltoniana e uma aplicagdo momento ® : O(A) — g* é dada pela
composta ¢ o b onde ¢ : O(\) — g* é ainclusdo e b o difeomorfismo da Proposi¢do 3.1.4. <

Exemplo 3.3.8 (Momento Linear). Sejam M = TR?® ~ R® munido da forma simplética
w = Zg’zl dq' A dp; e o grupo aditivo das translagoes G = R3. Consideremos a acdo 7 :
G x M — M dada por

7(x,(q,p)) = (¢ +2,p).

A algebra de Lie do grupo G é g = R®. Determinaremos uma aplicagdo momento associ-
ada a essa ac¢do. Inicialmente, obteremos a a¢do infinitesimal. Dados » € R? e (¢, p) € RS,
tem-se

Sr(@un = pre(te). (4.9l

d
= a(q + exp(tr), p)|i=o

= Ligvap)
— dt q :Evp t=0

= (2,0),
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onde na terceira igualdade usamos que exp(txr) = tx pois em R?® os campos invariantes
sdo constantes. Para cada z € R® queremos encontrar uma fungéo f, : TR* — (R*)* de
maneira que o campo induzido §7(z) coincida com o campo Hamiltoniano de tal funcao.

Assim, devemos ter que

d(fx)(%p)(u,v) = W((;T(@(q,p)’(uvv))
= w((x,()),(u,v))

= <I7U>

para quaisquer = € R? e (¢,p), (u,v) € RS, onde (-, -) é o produto interno candnico de R?.

Escolhendo (u,v) na base candnica de R® obteremos as seguintes condicdes

Ofu _ Ofs i
5;@&%—Oeé%ﬂmM—x

para todoi € {1,2,3}. Notemos que a funcdo f,(¢,p) := (p, z) satisfaz as condi¢des acima.
Logo, a aplicagdo @ : TR?* — (R?*)* definida por

®(q,p)(-) = (p,")

é uma aplicagdo momento. Podemos enxergar, via Teorema da Representagdo de Riesz,
o funcional linear ®(¢, p) como sendo o vetor p. Dessa forma, a aplicacdo ¢ associa cada

ponto do espacgo de fase ao seu momento linear. o

Exemplo 3.3.9 (Momento Angular). Sejam M = T*R? ~ R® munido da forma simplética
candnica e o grupo das rotagdes no espaco tridimensional G = SO(3) que preservam a

orientacdo. Considere a acdo 7 : G x M — M dada por

7(9,(q,p)) = (94, 9p)-

Nosso objetivo consiste em encontrar uma aplicagdo momento associada a essa agao. Fa-
remos o uso do isomorfismo R? ~ s0(3), como algebras de Lie (veja Exemplo C.1.2). Cal-
cularemos os campos induzidos. Dados X = ¢(v) € s0(3) e (¢,p) € R®, tem-se

0T(X)gm = é%T(eXP(tXﬁ,(q7p))ho

d
= £®nﬁXM£mﬁXmmﬂ

= (Xq,Xp)

= (vxgqvxp).



62

Buscaremos um candidato a aplicagdo momento associada a essa a¢do. Para cada X €
50(3), devemos encontrar uma fungdo fx : M ~ R® — R cujo campo Hamiltoniano indu-
zido coincida com 67(X). Sejam (g, p), (u1,u2) € RS.

(fX) (UlaUQ) = w(éT(X)(q,p)v (U1,U2))
= w((v X ¢, v xXp), (ur,uz))

= (v X q,ug) — (v X p,uy),

onde (-, ) é o produto interno canodnico de R?. Por outro lado,

d(fx)(qp (U, uz) = Z an dq ug, Ug) + aaidp (w1, u2)

- ()

Fazendo separadamente u; = 0 e us = 0 nas expressdes acima, encontramos as seguintes
condicoes

afX:vxq e aﬁz—vXq.

8_]0 dq

Como o produto misto de vetores permanece inalterado quando realizamos permutag¢oes
ciclicas segue que fx(q,p) := (¢ X p,v) tem as propriedades acima. Assim, a aplicagdo
P : M ~R° — s0(3)* dada por

®(q,p)X == (¢ X p,v)

€ uma aplicagdo momento. O funcional ®(g, p) é canonicamente identificado, via Teorema
da Representacdo de Riesz, com o vetor ¢ x p. Portanto, a aplicacdo ¢ associa cada ponto
do espacgo de fase ao seu momento angular total. o

Se 7 for uma agdo arbitrdria, ndo hd motivos para existir uma aplicagdo momento,
uma vez que os campos induzidos por essa a¢do ndo precisam ser Hamiltonianos. Con-
tudo, impondo certas propriedades topoldgicas a M e G conseguimos assegurar a exis-
téncia de uma aplicacdo momento.

Lema 3.3.10. Para quaisquer X,Y € Xgimp(M) temos que [X,Y] = —X,,x,y). Em particular,
Xttam (M) é um ideal de (Xgimp(M), {-, }o0)-
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Demonstrac¢do: Por hipétese, Lyw = 0 e diyw = 0. Pelos itens 9 e 7 da Proposicdo D.3.12

temos

ixyw = Lxiyw—iyLxw
— ixd(iyw) + d(ixiyw)
= dw(Y, X))
= —dw(X,Y)).

Suponhamos, agora, que X € Xpam(M) e Y € Xgimp(M). Como Xgam (M) C Xsimp(M)
segue do que acabamos de mostrar que [X, Y] = —X,,(x,v) € Xam(M). O

Proposigio 3.3.11. Sejam (M,w) uma variedade simplética e 7 : G x M — M uma agdo sim-
plética. Existe uma aplicagdo momento associada a acdo T se, e somente se, a transformagdo linear
F :g/lg, 0] = Hig(M) dada por F(X + (g, 9]) := isr(x)w + B (M) é identicamente nula.

Demonstra¢do: Vamos inicialmente construir a aplicagdo F. Para isso, mostremos que
9, g] esté contido no ntcleo da transformagcio linear X + is,(xyw + B'(M). E suficiente
verificarmos tal propriedade num conjunto gerador de [g, g]. Como agdo 7 é simplética
devemos ter que os campos induzidos 7(A) e 67(B), com A, B € g, sdo simpléticos. Pelo
Lema 3.3.10 temos [07(A), 67(B)] = —Xu(sr(4).6r(B))- Assim,

I5r([AB)W = U5r(A) 6r(B)W = T X 51 0a) 5003y @ = —dw(6T(A),67(B)) € B (M).

Logo, a propriedade universal do quociente nos garante a existéncia da transformagao
linear F' do enunciado. Por fim, existe uma aplicacdo momento ® associada a 7<=
dfx = isrx)w para todo X € g <= F(X + [g,¢]) = isr(x)w + B' (M) = B'(M) para
todo X € g. O

Coroldrio 3.3.12. Sejam (M, w) uma variedade simpléticae T : G x M — M uma agio simplética.
Se uma das afirmagoes abaixo for vdlida, entio existe uma aplicacdo momento associada a agio .
o Hlx(M) é trivial.
* g =g, 49|, isto é o primeiro grupo de cohomologia da dlgebra de Lie g é trivial.

H4 um certo interesse fisico, sobretudo a fisica teérica moderna, em compreender

a relagdo entre simetrias' de sistemas fisicos e grandezas fisicas conservadas. As vezes

! Entende-se aqui por simetria de um sistema fisico uma acdo de um grupo (de Lie) no espaco de

fase que deixa invariante a forma simplética e a fungdo Hamiltoniana.
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a conservacdo de energia e momento linear sdo considerados como leis fisicas. Na ver-
dade, a conservacao de tais grandezas esté atrelada as simetrias translacionais do tempo
e do espaco, respectivamente. Veja, por exemplo, [17]. De maneira geral, vale o seguinte

resultado:
Teorema 3.3.13 (Noether). Sejam (M,w,7)e H € C*>°(M). Para cada X € g a fungio fx é
uma constante de movimento para o sistema Hamiltoniano (M,w, H), isto é,

d

= £) =0

dth(a( )

para toda curva integral o : I — R do campo Hamiltoniano Xp.

Demonstracgiao: Vide [14]. O

3.3.2 Equivariancia e condigdes topolégicas

Defini¢do 3.3.14. Dizemos que a aplicagdo momento ® é equivariante em relagdo a agdo 7
e a agdo coadjunta se, e somente se, o 7,(z) = Ad"(¢)P(z) para quaisquer g € Gex € M.
Podemos expressar a igualdade anterior no diagrama comutativo abaixo.

M2 g*
ng lAd*(g)

M—><D g*

Observacao 3.3.15. Alguns autores, como por exemplo [20, p.966], exigem que a aplica¢do

momento seja equivariante. o

Exemplo 3.3.16. A aplicagdo momento associada a agdo coadjunta de um grupo de Lie G
na 6rbita coadjunta O(\) é equivariante. De fato, pelo Exemplo 3.3.6, a aplicagdo momento

® é a inclusdo e, assim, para quaisquer g € G e £ € O(\) temos

® o Ad*(g)(§) = Ad™(g9)(&) = Ad"(g) o ©(¢).

o

Exemplo 3.3.17. A aplicagdo momento associada a agdo adjunta de um grupo de Lie com-
pacto G na 6rbita adjunta O(A) é equivariante. Tomemos g € G e X € O(A). Argumenta-

remos que o diagrama



65

é comutativo. Pelo Exemplo 3.3.7, a aplicagdo ¢ é dada pela composta ¢ o b, onde b é o
isomorfismo da Proposicdo 3.1.4. Assim, para todo Y € g temos

® o Ad(g)(X)(Y) =b(Ad(g9)X)(Y) = (Ad(g9)X,Y)
e, pela expressdo (C.2), tem-se
Ad*(g) 0 ®(X)(Y) = Ad*(g) (b(X))(Y) = b(X) 0 Ad(g™)(Y) = (X, Ad(g)Y).

Como (-,-) é um produto interno Ad-invariante temos ¢ o Ad(g)(X) = Ad*(g) o ®(X).

Portanto, ¢ é equivariante. o

Exemplo 3.3.18. O momento linear, do Exemplo 3.3.8, é uma aplicagdo equivariante. De
fato, como (R?, +) é um grupo abeliano temos Ad*(z) = idgs)- para todo « € R®. Mostre-
mos que o diagrama
TR3 ~ R6 2 - (R3)*
To LAd*(w)
TR? ~ R® — (R?)"

comuta. Para quaisquer z,y € R* e (¢,p) € R®, tem-se

Dor(q,p)y) = Plg+z,p)(y)

= (p,y)
= ®(q,p)(y)
= Ad*(z) o ®(q,p)(y)

como desejado. Embora nao seja tdo direto, o momento angular do Exemplo 3.3.9 também

é uma aplicac¢do equivariante. o

Nem toda a¢gdo Hamiltoniana admite uma aplicagdo momento que seja equivari-
ante em relagdo a 7 e Ad*. Desejamos obter condi¢des topolégicas que nos informem
quando as aplicagdes momento sdo equivariantes. Nesse sentido, uma metodologia usual
consiste em introduzirmos um conceito que mega em que grau as aplicagdes momento

deixam de ser equivariantes. Isso é feito através dos grupos de cohomologia (vide [29]).

Sejam (M, w) uma variedade simplética, 7 : G x M — M uma agdo Hamiltoniana
e ® : M — g* uma aplicagdo momento. Tomemos g € G e A € g. Pelo Corolario 2.4.20 e a
Proposicao C.2.8, tem-se

Xppon, = (11)u(X 1) = (7-0),(07(A)) = 6r(Ad(g™)A) = X, .
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Assim, a fungdo 1, 4 : M — R dada por

Vga = faoTy— fadg1)a

é constante em cada componente conexa de M. Pela definicdo de aplicacdo momento

temos

fad-na(p) = @(p)(Ad(g~")A) = Ad*(g) o B(p)(A).

Logo,
g,a(p) = (€ o 7y(p) — Ad"(g) 0 D(p))(A).

Se M for conexa, entdo o funcional

®o7y(p) — Ad*(g) o @(p) € ¢"

ndo depende do ponto p € M.

Por ora, suponhamos que )M seja conexa e fixemos um ponto p € M. Diante do

exposto acima, a aplicagdo o4 : G — g* dada por

05(g) = ®o1y(p) — Ad*(g) o (p) (3.6)

estd bem definida. Notemos que 04(1) = 0 e que 04 € identicamente nula se, e somente

se, a aplicagdo momento é equivariante.

Proposicao 3.3.19 (Identidade do Cociclo). Seja M conexa. A aplicagio o, como definida em
(3.6), satisfaz a sequinte condigdo

oa(gh) = 0a(g) + Ad"(g)ow(h) (3.7)

para quaisquer g, h € G.

Demonstracdo: Seja A € g. Lembremos que Ad" é um homomorfismo entre os grupos G
e Gl(g). Por (3.6) temos

op(gh) = (PoT,0m(p) — Ad*(g) o Ad"(h) o ®(p))A
= O(1y(a(p)))A — ®(p) o Ad(h™") 0 Ad(g ") A. (3.8)

No lado direito da tltima igualdade somamos e subtraimos o termo ®(7;,(p)) o Ad(g~1)A.
Assim, (3.8) serd igual a soma de duas parcelas. A primeira delas é

@ (74(1i(p))A — ®(7(p)) 0 Ad(g7") A
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que coincide com 04(g)A, uma vez que a aplicagdo og ndo depende do ponto de M. Ja a

segunda parcela que provém de (3.8) é
Ad"(g)(® o 7(p) — Ad"(h) o (p))A

que é igual a Ad"(g)oe(h)A. Assim, a identidade desejada segue. O

Uma aplicagdo 04 : G — g* que tem a propriedade (3.7) é denominada cociclo em
G. Dizemos que um cociclo A é uma cofronteira quando existe o € g* tal que A(g) =

a — Ad*(g)«. Denotaremos por

* B(G,g") o conjunto dos cociclos de G em g*.

e Z(G,g") o conjunto das cofronteiras de G em g*.

Os conjuntos definidos acima tém estrutura de espago vetorial. Mais ainda, Z(G, g*)
é um subespago vetorial de B(G, g*). Assim, podemos considerar o espago quociente

HY(G,¢") = B(G,g%)/Z(G, g")

que é denominado primeiro grupo de cohomologia de G com valores em g*. As classes
de equivaléncia serdo denotadas por [0g|. Dois cociclos de uma mesma classe sdo ditos

cohomologos.

Proposicdo 3.3.20. Sejam (M, w) uma variedade simplética conexae v : G x M — M uma agdo
Hamiltoniana. Se ®1,®, : M — g* sdo duas aplicagdes momento associadas aos cociclos o, e o2,
respectivamente, entdo as classes de cohomologia [o1] e [02], em H (G, g*), sdo iguais. Além disso,

1. se & : M — g* é uma aplicacio momento equivariante, entdo [og] = 0.

2. se ® : M — g* é uma aplicagio momento tal que [0g| = 0, entdo existe aplicagdo momento

equivariante.

3. se H'(G, g*) = {0}, entdo existe uma aplicaciio momento equivariante.

Demonstra¢ao: Sejam ®, e ®, aplicacdes momento associadas a a¢do 7 e oy e o, 0s rec-

pectivos cociclos. Como M é conexa segue que ®; = ®; + a para algum a € g*, sendo a
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aplicagdo o : M — g* dada por a(p) = a para todo p € M. Assim, o, e 03 sdo cohomolo-
gas. De fato,

o2(9) = (P1+a)oTy(p) —Ad*(g) o (1 + @) (p)
= ®y07y(p) — Ad*(g) 0 P1(p) + @ o 7y(p) — Ad™(g)
= o01(9) + a— Ad*(9)x
= o1(g9) +Alg)

para todo g € G.

Se existe uma aplicagdo momento equivariante, entdo a classe de equivaléncia do

cociclo induzido é nulo. Isso mostra o item 1.

Mostraremos o item 2. Por hipétese, deve existir o € g* tal que 04 (g9) = a—Ad"(g)a
para todo g € G. Afirmamos que a aplicacdo ®, : M — g* definida por

para todo p € M é uma aplicacdo momento equivariante. Para todo g € G, tem-se

P 0 7y(p) — Ad*(g) 0 Po(p) = (®—a)o7y(p) —Ad*(g) o (P — @) (p)
= Q®ory(p) —Ad*(g9) o @(p) — a+ Ad*(g)c
= oa(g9) —a+ Ad*(g)a
= 0.

Mostraremos o item 3. Por hipétese, a agdo de G em M é Hamiltoniana. Pelo Co-
roldrio 3.3.3, existe uma aplicagdo momento ® : M — g*. Como [0s] € H'(G, g*) segue,

pelo item anterior, que existe aplicacdo momento equivariante. 0

Coroldrio 3.3.21. Sob as mesmas hipéteses da Proposigio 3.3.20, se o4 e o9 sdo cociclos associados
as aplicagoes momentos ®, e @y, respectivamente, entdo o2(g) = 01(g) + A(g) para todo g € G.

Observacao 3.3.22. Cohomologias de ordem 2 podem ser construidas por meio do parén-
teses de Poisson (vide [7]). Além disso, pode-se enunciar critérios quando uma variedade
simplética munida de uma agdo diferencidvel de um grupo de Lie é uma variedade de
Poisson (vide [12, p.89]). o

No préximo resultado veremos que podemos alterar a agdo coadjunta em g* de

maneira a tornar uma aplicagdo momento equivariante.
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Proposicdo 3.3.23. Sejam (M,w) uma variedade simplética conexa, 7 : G x M — M uma
acido Hamiltoniana e ® : M — g* uma aplicagio momento. Se 0| # 0, entdo a aplicagio
¢ G x g" — g* dada por

¢(g,) == Ad*(g)a + 0a(g)

é uma agdo a esquerda. Além disso, ® é equivariante com relagdo a ¢ e Ad™.

Demonstracao: Por construcdo,
¢(l,a) = Ad*"(1)a+0e(l) =idg  + 0 = .
Sejam g, h € G. Pela identidade (3.7) temos

¢(gh,a) = Ad*(gh)a+ oe(gh)

= Ad*(g) o Ad*(h)a + 00 (9) + Ad*(g)oa(h)

= Ad"(g) o (Ad"(h) + oa(h))a + oa(9)
d*(g)o(h, @) + oe(9)

= ¢(g,0(h,))).

I
x>

Logo, ¢ é uma acdo. A equivaridncia de ® em relagdo a 7 e ¢ também é uma consequéncia
da igualdade (3.7) pois

P o7y(p) — ¢(g, 2(p)) = P o7y(p) — Ad*(9)®(p) — 0a(g) = 0.

Assim, o resultado segue. O

Equivaridncia e Representa¢des Afins

Apresentaremos uma abordagem alternativa para o estudo da equivariancia de
aplicacdes momento que, num certo sentido, estd relacionada com a descri¢do topolo-
gica. Veremos que dada uma aplicagio momento ®, sempre existe uma representa¢do
afim (vide pagina 157) de G em g* cuja representacdo linear é Ad” e tal que ® é equivari-

ante para a acdo induzida pela representacdo afim.

Proposicio 3.3.24 (Souriau). Sejam (M, w) uma variedade simplética conexa, T : G x M — M
uma agdo Hamiltoniana e ® : M — g* uma aplicagdo momento.

1. Aaplicagio Ag : G — Af(g*) dada por Ag := (Ad", 0¢) é uma representagio afim.

2. Aaplicagio momento ® é equivariante em relagio a T e Ag.
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3. Representagdes afins associadas a duas aplicacdes momento distintas sdo sempre equivalentes.

4. Existe uma aplicagdo momento equivariante se, e somente se, a representacio afim Ag é
equivalente a representagio linear (Ad*,0).

Demonstrac¢ao: O item 1 segue da propriedade (3.7) de cociclo de . Para quaisquer p € M
e g € G temos
®o7y(p) = Ad*(9)2(p) + 0 (9) = Aa(9)2(p),

mostrando o item 2.

Sejam A; = (Ad",01) e A, = (Ad", 09) representacdes afins definidas pelas aplica-
¢des momento ®; e @,, respectivamente. Existe o € g* tal que ®; = ¢, + o, jd que M é
conexa. Defina T € Af(g*) por T' = (id, o). Assim, pelo Corolario 3.3.21 temos

TA (T = (id, ) (Ad*(g),01(9))(id,a) ™"
(id, @) (Ad*(g), — Ad"(g)x + 71 (9))
= (Ad*(g),a — Ad*(g)a + 01(9))
(
(

(9)

Ad*(g),01(9) + Alg))
(9)
)

1

d,
d

Ad*(g), 2(9))
= Ay
para todo g € G. Isso mostra o item 3.

Por fim, provemos o item 4. Se &, é uma aplicagio momento equivariante, entdo

basta tomar 7" € Af(g*) como sendo 7" = (id, 0) pois para todo g € G temos
Ag,(9) = (Ad*(9),0) = T(Ad(9), 0)T"

Assim, Ag, é equivalente a (Ad",0). Pelo item 3 temos que Ag é equivalente a Ag,, logo
Ag é equivalente a (Ad",0). Reciprocamente, suponhamos que Ag € equivalente a repre-
sentacgdo linear (Ad*, 0). Entao, existe (P, a) € Af(g*) tal que

(Ad*(9),00(9)) = (P,a)(Ad"(g),0)(P,a)""
= (P.a)(Ad"(g9)P™", = Ad*(9)P"a)
= (PAd*(g)P ', a— PAd*(g)P 'a)

para todo g € G. Logo, Ad*(g) = P Ad*(g)P~" e, assim,
oe(g) = a — Ad*(g)a = A(g) € Z(G, g%).

Dai, [0s] = 0 e, pela Proposigdo 3.3.20, existe uma aplicagdo momento equivariante. ]
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Os resultados de existéncia de aplicagdes momento equivariante expostos anteri-
ormente possuem algumas consequéncias interessantes quando o grupo de Lie G tem

propriedades topoldgicas adicionais.

Lema 3.3.25. Sejam G um grupo topoldgico compacto e Hausdorffe p : G — GlL(V') uma repre-
sentagdo continua de dimensdo finita. Se c : G — V é um 1-cociclo continuo para p, entio c é uma
cofronteira.

Demonstracgiao: Vide [21]. O

Tendo conhecimento do lema anterior, pode-se mostrar:

Proposicdo 3.3.26. Seja G um grupo compacto. Entdo, uma agcdo Hamiltoniana de G admite uma
aplicagio momento equivariante. Se G é semissimples, entdo essa aplicagido momento é iinica.

Demonstracgiao: Vide [21]. O

Proposicao 3.3.27. Se G' é um grupo conexo e semissimples, entdo uma agido Hamiltoniana de G

admite uma vinica aplicagcido momento equivariante.

Demonstracgiao: Vide [21]. O

Consequéncias da Equivaridncia

Definicao 3.3.28. Um G-espaco Hamiltoniano (M,w, G, ®) é composto por:

e uma variedade simplética (M, w) e um grupo de Lie conexo G com algebra de Lie g.

* uma acao diferenciavel 7 : G x M — M com acéao infinitesimal associada é7 : g —
X(M).

* uma aplicagdo momento ¢ : (M,w) — g*.

Proposigdo 3.3.29. Considere 0 G-espago Hamiltoniano (O(A), wo), G, ®). Se G é um grupo
de Lie compacto, entdo a agdo adjunta na dlgebra de Lie g é uma agdo propria. Além disso, tem-se

C=(0(A)) = @*(C%(g))-

Demonstrac¢ao: Basta usar a Proposigdo 3.1.7 e a Proposition 12.22 de [30, p.27]. O
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Proposicdo 3.3.30. Seja (M,w, T, ®) um G-espago Hamiltoniano. Se a aplicacdo momento O é
equivariante, entio { fa, fs} = fia 5 para quaisquer A, B € g. Em particular, o subespago
ger{fa: A €g} CC™(M)

é fechado para o parénteses de Poisson, é uma subdlgebra e a aplicagdo ®: X — fy éum homo-
morfismo entre as dlgebras de Lie (g, [-,-]) e (C™(M), {-,-}).

Demonstragao: Sejam p € M e B € g. Pela equivariancia de ¢ temos

P © Texpien) (p) = Ad” (exp(tB)) o ®(p)

para todo t € R. Derivando o lado esquerdo da expressdo acima em ¢ = 0 e usando a

Observacao 3.3.4 temos

T Oea) = a0, (G (plca) (4
= an,(5r(B))(4)
= A'odd,(67(B)p)
= (), 67(B)p)

= wy(Xy,(p),07(B)p)
— wp(XfA(P),XfB(p))
= {fa. f}(p).

Por outro lado, derivando o lado direito em ¢t = 0 temos

S AL (exp(tB)) 0 @(p)liolA) = S (p) 0 Ad(exp(—15))io(4)

= B(p) o Ad(exp(~1B)|=o(4)

= —®(p)oad(B)(A)
= (I)(p) [Av B]
= fiap(D)-

Portanto, o resultado desejado segue. 4

Proposicio 3.3.31. Sejam (M,w, G, ®) um G-espaco Hamiltoniano, p € M e £ = ®(p) € g*. Se
L: G -p— M éainclusio e ® é equivariante, entdo

Fw = (B0 wog)

em Q*(G - p), onde (O(§), woe)) € a 6rbita coadjunta de § € g*.
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Demonstracdo: O espago tangente 7,,(G - p) coincide com o conjunto {d7(X)(p) : X € g}.
Pela Proposicédo 3.3.30 temos

Cwy(0T(A)(p), 07(B)(p)) = wp(Xy,(p), Xp,(p))
= {fa, B} (D)
= flap(p)
= @(p)([A, B])
= ¢([A, B])
= wo(g)¢(ad’(A)E, ad"(B)E)

para quaisquer A, B € g. Pela defini¢do de pullback (® o ¢)*wo(e) € Q*(G - p). A hipétese
de equivariancia da aplicagdio momento implica que

d

ad* (A)E = 4 Ad(exp(tA)B(p)]eco = - B(reuyon(p)) o

Pela regra da cadeia e a defini¢do de acdo infinitesimal temos

. d
ad"(A)¢ = do, (%T<6Xp(tz4,p)|t:0> =d®,(d7(A)(p)).
De maneira anédloga, tem-se

ad*(B)¢ = dd,(6(B)(p).

Assim,
wo(e)¢(ad™(A)E, ad (B)E) = woe)¢(dPy(07(A)(p)), dP,(07(B)(p)))
= P'wo(e).£(67(A)(p), 0T(B)(p))
e, portanto, concluimos a igualdade desejada. O

3.3.3 Hamiltoniano Coletivo

Defini¢do 3.3.32. Seja (M, w, G, ®) um G-espago Hamiltoniano. Um Hamiltoniano cole-
tivo é uma fungdo H € C*(M) tal que H = ®*(F') para algum F € C>(g*).

Apresentaremos alguns resultados envolvendo tal conceito que serdo utilizados

mais adiante. Para uma discussdo mais aprofundada consulte [2, 3].
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Proposicdo 3.3.33. Seja (M, w, G, ®) um G-espaco Hamiltoniano. Se H € C*°(M) é um Hamil-
toniano coletivo da forma H = ®*(F'), entdo o campo vetorial induzido Xy € X (M) é dado por

Xy =01((VF) o). (3.9)

Demonstracdo: Sejam {X;} uma base de g e { X} a respectiva base dual de g*. Para cada
p € M, tem-se ®(p) € g*. Logo, podemos escrever

O(p) = Z o' (p) X7,

onde ®'(p) = ®(p)(X;) = fx,(p) € R. Isto define, para cada i € {1,...,dim g}, fun¢des
@’ : M — R que em cada ponto p € M nos dio a i-ésima coordenada do funcional linear
®(p) na base {X;'}. Mais ainda, para cada p € M temos que d®}, : T,M — R é tal que

d@;(v) =d(fx,)p(v) = iéT(Xi)pwp(U) = wp(07(Xy)p,v)
para todo v € T,,M, ja que fx, é uma fungdo Hamiltoniana para o campo d7(X;). Assim,

d,(v) =Y dP)(v)X;

para quaisquer p € M e v € T,M. Como a fungdo H € C*(M) é um Hamiltoniano
coletivo, existe F' € C*°(g*) tal que H = ®*(F). Fixemos de agora em diante um ponto
p € M. Pela definicdo dada em (3.4) temos que dFy ) : g* — R satisfaz

dFap)(X7) = X7 (VE(®(p))).
Aplicando a regra da cadeia temos

dHy(v) = dFp@)(dPy(v))
= dFep) (Zd@é(v))ﬁ)
= D dFap (X)) dP}(v)

= D X(VF(@p)wp(6m(Xi)p,v)
_ ., (Z X (VE(®(p)br(Xop, )

= (57 (Z X;(VF(@@)))&) b )
= w,(m(VF(@(p)p.v)

= lsr(vF(@(p)pp(V)
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para todo v € T,M. A igualdade acima implica que

Xu(p) = or(VE(®(p)))p
para todo p € M. Portanto, o campo Xy é como em (3.3.33). O

Exemplo 3.3.34. Considere o G-espago Hamiltoniano (O(\), wo(y), G, ®). Dado o Hamil-
toniano coletivo H = ®*(F) € C*(O(\)), tem-se Xy = ad*((VF) o ®). o

Lema 3.3.35. Se I/ € C>(g*)*?", entdo
VE(Ad™(9)¢) = Ad(9)VF(E)
para quaisquer g € G e £ € g*. Em outras palavras, a aplicagido VF : g* — g é equivariante com
relagdo as agoes adjunta e coadjunta.
Demonstragdo: Por hipotese, F' = F'oAd*(g) para todo g € G. Pela regra da cadeia, tem-se
dFe = d(F o Ad*(g))e = dFpa(g)¢(d Ad*(9)e) = dFaqar(g)c © Ad"(g)

para todo ¢ € g*. Dados n,¢ € g7,

N(VE(E)) = dFe(n) = Ad"(g)n(VF(Ad"(9)§))-
Aplicando Ad*(g~!) em ambos os lados dessa igualdade obtemos

Ad*(g7 n(VE(€) = n(VF(Ad"(9)€)),

ou seja,
N(Ad(g)VE(E)) = n(VE(Ad (9)S))

para todo 7 € g*. Portanto, o resultado segue. O

Lema 3.3.36. Sejam (M,w,G,®) um G-espago Hamiltoniano com & equivariante, p € M,
F e C>®(g*) ev € X(G) o campo vetorial dado por v, = d(D,)1(VEF(®(7y(p)))). Se F é
Ad*-invariante, entdo

vg = d(Eg)1 (VE(®(p))).

Demonstragdo: Lembremos que para todo g € G temos Ad(g) = (dD,-1),0d(E,)1. Assim,

D1 (VE(®(74(p))))
o1 (VE(AD (9)2(p)))

v, = d(D,)
Dy)i(V )
Dy)1(Ad(g)VF(2(p)))
Dy)
Eq)

I
2 A

= d
= d

g)10d(Dg-1)g 0 d(Ey)1(VF(®(p)))

(
(
(
(
(Eg)1(VF(®(p)))
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onde na segunda igualdade usamos a equivariancia da aplicacdo momento e na terceira
igualdade o Lema 3.3.35. 4

Teorema 3.3.37 (Guillemin-Sternberg [2]). Sejam (M, w) uma variedade simplética, G um
grupo de Lie compacto conexo com dlgebra de Lie g, 7 : G x M — M uma agdo Hamiltoniana e
® : (M,w) — g* uma aplicacio momento equivariante. Se F' € C*(g*), entdo a curva integral do

campo induzido pelo Hamiltoniano coletivo ®*(F'), passando por p € M, é dada por

bi(p) = Ty(t) (),

onde g : R — G é a solugdo do problema do valor inicial
dg
= = ¢ 9(0) =1
para o campo vetorial v € X(G) dado por v, = d(Dy)1(VF(®(1,(p)))). Em particular, se F é
Ad*-invariante, entio

G1(P) = TexptvF(@())) (D)-

Demonstracdo: Fixemos p € M e seja v € X(G) o campo vetorial como no Lema 3.3.36.
Consideremos a aplicagdo 7" : G — M definida por

™(9) = 7(9,p)

Afirmamos que
OT(X)ry(p) = (d7")4(d(Dy)1 (X))

para todo X € g. Com efeito,

d
0T(X)rgp = Texp(tx)) (79 (P))le=0

d

= T Texp(tX)g (p) ’t=0

dt

d

= %TDg(exp(tX)) (p) ‘t=0

= L (Dy(exp(tX)))]ico

= d(1?)y(d(Dg)1(X)).

Mostraremos que ¢, (p), como definida no enunciado, é a curva integral do campo Xg- ().
Set = 0, entdo
¢o(p) = 7(9(0))p = 7(1)p = idm(p) = p.
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Como ¢:(p) = 7(g(t)) segue que

%(bt(p) = d(7") ) (fg) = d(77) () (Vg(t)) = A(T7) 402y (d(Dg)1 (VF(D(7(g(¢))p))))-

Assim, tem-se

—0u(p) = IT(VE(R(74(t)(P)))r, 0, ()

= O0T(VE(®(6:(p)))su(r)

= Xo«(r)(9:(p))-
Suponhamos, agora, que ' € C*°(g*) é uma func¢do Ad*-invariante. Mostraremos que a
aplicagdo g : R — G dada por ¢(t) := exp(tVF(®(p))) é solugdo para o problema do valor
inicial do enunciado. De fato,

% _ %equﬁavm@(p)))u:o

= L exp(IVF(®(p) exp(sTF(@(p)))co

= %Eg(t) (exp(sVF(®(p))))]s=o
= d(Egxy)(VF(®(p)))
= Yy(t)>

onde na ultima igualdade usamos o Lema 3.3.36. Portanto, pela primeira afirmagdo deste

teorema, tem-se ¢;(p) = Texpevr(a(p) (P)- O

Proposicdo 3.3.38. Seja (M,w,G,®) um G-espaco Hamiltoniano. Se a aplicacio momento é
equivariante, entdo também é uma aplicagio de Poisson:

{@7(F), @*(D)}u(p) = {F, [} (2(p))
para quaisquer p € M e F, 1 € C>™(g*).

Demonstragio: Sejam F, I € C*°(g*). Pelas Proposigdes 3.3.33 e 3.3.31 bem como a expres-
sdao da forma KKS (Teorema 3.1.1) e a definicao (3.5) temos

{07°(F), ©*(D}o(p) = wp(Xew(r)(P), Xov (1) (P))
= Wp(0T(VE(2(p)))p, o7(VI(2(p)))p)
= wo(e) (P07 (VE(®(p)))p), d®p(57(VI(®(p)))p))
= Wole)(ad" (VE(2(p)))@(p), ad"(VI(2(p)))2(p))
= O()([VE(2(p)), VI(®(p))])
= {E [} (2(p))



para todo p € M.
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4 Equacdo de Lax e Sistemas Hamiltonianos Integraveis

Um dos principais objetivos deste capitulo consiste em explorarmos a relagdo entre
o formalismo de Lax e o estudo de integrabilidade de sistemas Hamiltonianos. Recente-
mente tal abordagem vem sendo tratada, por exemplo, em [5,31] e aplicada para 6rbitas
coadjuntas dos grupos de Lie U(n) e SO(n).

Inicialmente, faremos uma exposigdo acerca dos pares de Lax. Recomendamos as
referéncias [14, p.578], [32, p.11] e [24] para uma discussdo mais aprofundada. Em se-
guida, discutiremos um resultado denominado na literatura por truque de Thimm (vide [1,
p-503]) e como ele nos permite obtermos um método de construgdo, sob certas condigdes,
de quantidades conservadas em involugdo. Nesse momento, torna-se evidente a neces-
sidade da hipé6tese de equivariancia da aplicagdo momento (em particular, a Proposigdo
3.3.38). Por fim, encerraremos com o Teorema 4.4.7 que fornece uma maneira concreta
de se construir um sistema Hamiltoniano integravel do tipo Gelfand-Tsetlin para 6rbitas
coadjuntas de U(n) e SO(n).

4.1 Pares de Lax e o Hamiltoniano Coletivo

Seja (M, w) uma variedade simplética com r = dim M. Um par de Lax para um sis-
tema Hamiltoniano (M, w, H) consiste em duas aplica¢des diferencidveis com valores num
espaco de matrizes L, P : (M,w) — gl(r,R) tal que a equagdo de movimento associada a
H € C(M) é equivalente a ;

L+ [L,P] =0. (4.1)

A equacdo acima é chamada equagdo de Lax. Se ¢ : dom(¢) C R — M é a curva integral

do campo Xy € X(M), entdo a igualdade acima é entendida como

d

ZL(0() + [L(6(1)), P(6(1))] = 0.

Convencionaremos que L(t) = L(¢(t)).

Vamos resolver a equagédo (4.1). Consideremos o problema de valor inicial

dL

i [P,L] com L(0)= Ly. (4.2)
Sejag : (—¢,e) — Gl(r,R) a aplicagdo determinada pelo seguinte problema do valor inicial
% = P(t)g(t) com ¢(0)=1I.

A aplicagdo
L(t) = g(t) Log(t) (4.3)
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é uma solucdo de (4.2). Notemos que pela regra de Leibniz temos

0= 21, = (o9 = L)ty + alt) o)

implicando que

Lo = a0 Dnyg()
Assim,
dL dg d 1
O ) Log(t) + (1)L o)

— PO + 90020 - o))
— POL() - glt)Loa(t) P (D)a(t)”
— POL() - L) P(
~ [P@).L0)

ou seja, a aplicagdo (4.3) é uma solugdo do problema de valor inicial (4.2).

Exemplo 4.1.1. Consideremos o sistema Hamiltoniano dado pelo oscilador harmonico,
veja Exemplo 2.4.2. Pela Proposicdo 2.5.11, as equagdes de movimento desse sistema me-

canico sdo dadas por
dq OH dp  OH 9

at ~op P a T e T Y

Consideremos as aplicagdes L, P : R? — gl(2,R) definidas por

L= (? ™M) o p_LifY ")
Kq —p 2\rk 0

Logo,
/{dq
dL P K°q —Kp
— d i L. Pl =
dt Jq _ap e [LF] (—fip —K p)
it dt
implicando que
dL d d
— +[L,P]=0 < —q:p e —pz—fiQQ-

dt dt dt

Para encontrarmos grandezas conservadas é suficiente procurarmos fung¢des que

sejam invariantes pela a¢do adjunta.
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Proposicdo 4.1.2. Seja (L, P) um par de Lax para um sistema Hamiltoniano (M,w, H). Se
F:gl(r,R) — R é tal que

F(gXg™) = F(X)
para quaisquer g € Gl(r,R) e X € gl(r,R), entdo a composta I = F o L € C*(M) é constante
sobre o fluxo de Xy € X(M).

Demonstrac¢do: Seja v : dom(y) C R — M o fluxo de Xp. Pela expressao (4.3) e a hipdtese
de F ser invariante pela agdo adjunta implicam que

I(t) = I1(y(t)) = F(L(y())) = F(g(t)Log(t)™") = F(Lo)

para todo ¢t € dom(7). O

Corolario 4.1.3. Com a notagdo da Proposigio 4.1.2 temos {H, I}, = 0.

Demonstrac¢do: Visto que / é constante sobre o fluxo de X e que esse campo pode ser
enxergado como uma derivacdo segue que {H, I}, = Xy (I) = 0. 4

Por construcdo, para cada p € M temos que L(p) é uma matriz e seu polindmio
caracteristico pode ser escrito da seguinte forma

Jo(L(p)) + f(L(p))w + - + froa(L(p))w" + "

Assim, os coeficientes de tal polindmio sdo fun¢des de M em R, ou seja, fi(L) € C(M)
paratodok € {0,...,r}.

Proposicdo 4.1.4. Se (L, P) é um par de Lax para um sistema Hamiltoniano (M, w, H ), entdo os
coeficientes do polindmio caracteristico de L constituem um conjunto de quantidades conservadas
para o sistema Hamiltoniano.

Demonstracido: Cada f;, com & € {0,...,r — 1}, é invariante pela acdo adjunta. Com
efeito, ja sabemos que o polindmio caracteristico é invariante pela acdo adjunta, ou seja,
para todo g € Gl(r, R) temos

det(wl, —L) = det(g(wI, —L)g") = det(wI, —gLg™").

Dai,

T T

> felgLg Hw*.

k=0 k=0

(]
=
S
g
o
Il
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Pela igualdade de polindmios temos que fi.(L) = fi(gLg™'). Pela Proposigao 4.1.2 conclui-
mos que f;(L) é constante ao longo do fluxo de Xy, Logo, {H, fx(L)}., = 0, mostrando
que os coeficientes do polindmio caracteristico de L sdo quantidades conservadas para o

sistema Hamiltoniano. O

Proposicao 4.1.5. Seja (L, P) um par de Lax para um sistema Hamiltoniano (M,w, H). Se
L ¢ diagonalizdvel, isto é, existem U : (M,w) — Gl(r,R)e A : M — gl(r,R) com A =
diag(Ay, ..., A,) tais que L = UAU™', entdo as fungdes definidas pelos autovalores de L sdo
quantidades conservadas para o sistema Hamiltoniano (M, w, H).

Seja L : (M,w) — gl(r,R). A equagao
det(wl, —L) =0

é chamada de equagdo espectral associada a L.

Consideremos o G-espaco Hamiltoniano (O(A), wo(s), G, ®). O campo vetorial as-
sociado ao Hamiltoniano coletivo ®*(F'), com F' € C*(O(A)), é dado, de acordo com a
Proposigao 3.3.33, por

Xowp)(Z) = ad(VF(®(2)))Z (4.4)

com Z € O(A). A equagdo do movimento para o sistema (O(A), wo(a), Xo+(r)) € dada pela

seguinte equagdo diferencial ordindria

%@(Z) = Xow(r)(0:(Z)),

onde ¢, é a curva integral do campo X4+ (). Sabemos, do Exemplo 3.3.7, que a aplicacdo
momento ¢ : O(A) — g*, a menos do difeomorfismo b, é dada pela inclusdo. Assim, as
igualdades anteriores nos garante que

d

EQ)(@(Z)) = [VF(®(¢:(2))), (6:(2))].

Proposigdo 4.1.6. Considere o G-espago Hamiltoniano (O(A), wo(n), G, ®) e o Hamiltoniano co-
letivo ®*(F) € C*(O(A)). Se L,P : (O(A),wo(n)) — @ sdo definidos, respectivamente, por
L=®eP =VFo®,entdoaequagio

dL
— 4L, P =
dt+[’ |=0,

é equivalente a equagdo do movimento associada a *(F).
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Demonstragdo: Suponhamos que (O(A),won), H) é um sistema Hamiltoniano tal que
H = ®*(F) para algum F € C*(O(A)). Vamos mostrar que a partir de uma solugdo
da equagdo do movimento de Xy € X(O(A)) conseguimos garantir uma solucado para a

equacgdo de Lax. Se ¢, é a curva integral do campo Xy, entdo

©02) = Xu(0u(2)) = ad(VP(B(64(2))))01(2),

para todo Z € O(A). Considere L, P : O(A) — g aplicagdes definidas, respectivamente,

por
L(Z):=®(Z) e P(Z):=VF(®(2))
Assim,
CLG(X) = S8(0(2)) = [VF(@(0(2)), B(64(2))
ou seja, por construgdo, vale que 4L + [L, P] = 0.

Reciprocamente, suponhamos que 7 : dom(y) € R — O(A) é uma curva tal que

S L) + [L60), P =0.

Pela expressdo (4.4) temos

Koy (7(1)) = ad((VF) o ®(y(1)))(~(1))
= [(VF) o ®((t),7(#)]
= [P(y(1)), LOy(1))]

= Z16()

d
= —(t
onde na ultima igualdade usamos que ® é a inclusdo. Assim, v é uma curva que é solucao
da equagdo do movimento associada a ®*(F'). Pela unicidade da curva integral segue que

v(t) = ¢;. Portanto, as equagdes de Lax e do movimento sdo equivalentes. O

4.2 Restricdo da A¢do a um Subgrupo Fechado e Conexo

Seja K um subgrupo de Lie fechado e conexo de G (em particular, K é compacto).
Denotaremos sua algebra de Lie por £. Desejamos construir uma aplicagdo ®x : O(A) — €*
de maneira que a quadrupla (O(A),wo(n), K, Px) seja um K-espaco Hamiltoniano. Aqui
estamos admitindo que a agdo de K em M, em simbolos 7, é induzida por restricdo pela
agdo de G em M.
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Para esse fim, tomemos £+ 0 complemento ortogonal de £ com respeito a um pro-
duto interno (-,-) Ad-invariante em g. Logo, g = ¢ & ¢+. Denotaremos por 7x : g — ta
projecao ortogonal no subespaco ¢.

Lema 4.2.1. A dlgebra de Lie ¢ é identificada, por meio do difeomorfismo b da Proposicio 3.1.4, com
um subespago de g*. Mais especificamente, vale a decomposicio g* = € @ (€)% com b(€) = (€4)°
eb(et) = .

Demonstragio: Sejam By = {X1,..., X, } e By = {Y1,...,Y,} bases ortonormais de ¢ e ¢,
respectivamente. O conjunto {X;,...,X,,Y7,...,Y,} é uma base ortonormal de g. Temos
que

g* — EO D (EL)O
e os conjuntos By = {X7,...,X;} e By, = {Y,...,Y;} sdo bases de (¢-)° e £°, respec-
tivamente. Afirmamos que b(B;) = B; e b(t+) = €°. Para quaisquer i,5 € {1,...,r} e
k,le{l,..., s} temos

(Xi)(X;) = (X3, X;) =6y = X[(X;),

]

(X)) (Vi) = (X3, Vi) =0=X7 (Vi)

e
(Yi)(Xi) = (M, Xi) =0,
Logo, ¢ é isomorfo a (¢)° e &+ é isomorfo a &. O

Lema 4.2.2. Os subespagos £ e (€)Y sdo ortogonais com respeito ao produto interno de g* induzido
por (-,-).

Demonstragido: Recordemos que o produto interno em g*, induzido por (-, -), é dado por

para quaisquer «, 3 € g*. Queremos mostrar que £ e (£-)° sdo ortognais com respeito a
(-, -)g- Tomemos o € € e 3 € (£+)%. Pelo Lema 4.2.1, existem tnicos Y € te X € ¢ tais
que a =b(X)e S =Db(Y). Assim,

como desejdvamos. O
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Lema 4.2.3. Existe um isomorfismo candnico entre & e (¢+)°.
Demonstragdo: A aplicagdo V¥ : £ — g* dada por

al(X), se X et

He)iX) = 0 se X e¢t

estd bem definida e é linear. E suficiente mostrarmos que ¥ ¢é injetora, uma vez que £* e
im(¥) = (£4)° ttm a mesma dimensdo. Se V(o) = 0, entdo a(X) = 0 para todo X € &.

Como g = £ & t' segue que o = 0. O

Por causa dos Lemas 4.2.1 e 4.2.3, podemos dizer que a dlgebra de Lie g* se decom-
pde como soma direta de £ e £*, em simbolos, g* = £ & £*. Denotaremos por 7y : g* — €

a projecao ortogonal com respeito a decomposicdo anterior. Assim, vale que
5 t_ §
T (§)" = m (&)

para todo £ € g*.

Proposicdo 4.2.4. Considere o K-espaco (O(A),won), K). Se g : g* — € € a projegio ortogo-
nal com respeito a decomposigdo anterior, entio a aplicagio P : O(A) — € dada por

(I)K == ﬁK od
é uma aplicagido momento.

Demonstracdo: Para cada X € ¢ queremos mostrar que a fungdo fy : O(A) — R definida

por
fx(Y):=®k(Y)(X) paratodo Y € O(A)

¢ uma fun¢do Hamiltoniana para o campo induzido 67(X) = ad(X). Em outras palavras,

isto significa que para cada Y € O(A) devemos ter

d(fx)y (67K (2)) = 5 )W)y (0T (Z)) = won),y (0T (X), 67K (Z))

para todo é7x(2)Y = ad(2)Y € Ty O(A). Como a projegdo 7x € uma transformacao linear
segue, da regra da cadeia, que d(fx)y = Tk o d®y. Esquematicamente, tem-se

ddy

Ty O(A) 2% g* i;e* .
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Pela Proposicdo 3.1.4 temos
igTK( )w@(A (57‘[(( )) = wo(A)y(ad(X)Y, ad(Z)Y) = <Y, [X, ZD

Por outro lado, usando a expressdo da aplicagdo momento na érbita adjunta (veja Exemplo
3.3.7) obtemos

d(fx)y (0T (2)Y) = (Fk 0 d®y)(67x(Z)Y)(X)
= (fk 0b)(67x(2)Y)(X)

(01 (2)Y, X)

(ad(2)Y, X)

= —(Y,ad(2)X)

= (Y [X,2]),

onde na pentltima igualdade usamos a Proposicdo 3.1.8. Comparando as igualdades an-

teriores percebemos que a vale a propriedade desejada. O

Proposicao 4.2.5. A aplicagio momento @y, da Proposicdo 4.2.4, é equivariante com respeito a

acdo adjunta restrita ao subgrupo K.

Demonstracdo: Pelo Exemplo 3.3.17, é suficiente mostrarmos que o quadrado da direita

do diagrama abaixo

é comutativo para todo k € K. Sejam {X1,..., X, } e {Y1,...,Y,} bases de ¢ e £+, respecti-
vamente. Como 7k é a projecdo ortogonal no subespaco (¢+)° ~ £* temos que 7, (Y;*) = 0

paratodo j € {1,...,s}. Assim,
Tx o Ad* (k)Y = (R oY) o Ad(k™) =0 (4.5)

para todo j € {1,...,s}. Notemos, ainda, que 7x o Ad*(k)X;} = Ad"(k)X;. Dado ¢ € g*,
podemos escrever

=1 j=1
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com a;, b; € R. Pela igualdade (4.5) temos

r

Ad* (k) (7K (€)) = Y ai Ad*(k)(X))

i=1

- sventin (S

=1

— 7x o Ad*(k) <Z aiXi*) + 7 o Ad*(k) (Z ij;>
i=1 j=1

Ao Ad()(6).

LOgO, Ad*(k> ¢} 7}[( = ﬁ-K ¢} Ad*(kf) ]

Lema 4.2.6. Todo Hamiltoniano coletivo de (O(A),won), K, k) pode ser considerado como um
Hamiltoniano coletivo de (O(A), wo(n), G, ®).

Demonstragio: De fato, para todo F' € C>°(¢*) temos

QL (F)=Fodg=Fo(rgo®)=(Fong)od =>"(F)

onde F := F o it € C™(g"). O

Lema 4.2.7. Sejam F' € C™(¢") e F = Fo#yx e C®(g"). Para todo € € g*, tem-se

VE(€) = VF(7g(€)) € €

Xoe (i) = Xop(p)- (4.6)

Demonstracgao: Seja { € g*. Pela regra da cadeia temos dﬁg = dF;¢) 0d(7k)e = dFse)0 k.
Seja {Xi,..., X} uma base £. Podemos completar tal conjunto, com elementos de ¢+, a

uma base de g, digamos {X;, ..., X, }. Assim,
VEE) = D dE(X))X;
i=1
= D APy (X)X,
i=1

= ) dFr (X)X
=1

= VF(x(©)).
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Ja a igualdade (4.6) é uma consequéncia do que acabamos de mostrar e da Propo-

si¢do 3.3.33 pois
Xoupy = ad((VF)o ®)
= ad((VF) o7k o®)
= X
como desejado. O

Proposicdo 4.2.8. Se ¢; é o fluxo do campo Hamiltoninano Xg. ), entio

d

7 2x(00(2)) = [VF(Px(64(2))), ®ic(64(2))

quando @ i é vista como aplicagio de O(A) em £.

Demonstracdo: Preliminarmente, obteremos uma igualdade auxiliar. Dados Y € O(A) e
ad(Z)Y € TyO(A), vale que

d(Px)y(ad(2)Y) = ad™(Z) Pk (Y).

De fato, pela equivariancia de ®x (Proposicdo 4.2.5) temos

d(D )y (ad(W)Y) = %@KoAd(exp(tW))Y\tzo

d .
= %Ad (exp(tW)) Pk (Y)|i=o

= ad (W) Dk (V).

Pela regra da cadeia e a igualdade (4.6) temos

GO2) =A@ (50(2))

= d(Px)puz ( o F)(¢ (2)))

= d(Pk)ou(2)( KXoy () (1(2)))
= d(® )¢t(Z)(a’d( F(®x(¢:(2))))¢:(Z))
= ad (VF(Px(9:(2))) Pk (¢:(Z))

onde na quarta igualdade usamos a expressdo (3.9) e na ultima igualdade aplicamos o
resultado auxiliar acima para Y = ¢,(Z) e W = VF (P g (¢(2))). O
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4.3 Truque de Thimm e Sistemas Integraveis do tipo Gelfand-Tsetlin

Nosso objetivo consiste em apresentar um método para se construir quantidades
conservadas em involugdo para sistemas Hamiltonianos onde a fun¢do Hamiltoniana é
dada por um Hamiltoniano coletivo. A ideia é baseada num resultado conhecido na lite-
ratura por Truque de Thimm (vide [1, p.503] para maiores detalhes). Antes de enuncia-lo,

vejamos o seguinte

Lema 4.3.1. Se F' € C*°(g*) é invariante pela agdo coadjunta, entdo

§(VE(E), X]) =0

para quaisquer X € ge& € g*.

Demonstragio: Dados g € G e £ € g*, tem-se
F(§) = F(Ad"(9)S)-
Assim, para todo t € R vale
F(§) = F o Ad*(exp(tX))¢.

Derivando ambos os lados em ¢ = 0 e usando a defini¢ao (3.4) obtemos

d
0 = EFoAd*(eXp(tX))ﬂt:o

= dF¢oad"(X)¢
= ad*(X)E(VE(E))
= —{oad(X)(VF())

= S(VF(©), X])

como queriamos. O

Originalmente o préximo resultado é enunciado de maneira distinta (vide [1]),
mais geral do que a versdo que apresentaremos aqui. De fato, ndo é exigido que o grupo
G seja compacto e conexo, entretanto, supde-se que existe uma forma bilinear ndo dege-
nerada simétrica e Ad-invariante em g. Nesse caso, é necessdrio acrescentar a hip6tese das

subélgebras b, e h, serem ndo degeneradas.

Proposicao 4.3.2 (Truque de Thimm [1]). Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo, b,
e by subdlgebras de g com projecdes duais 7; : g* — bi, onde i € {1,2}, e [} € C™(h7),
F, € C*(b}). Se F é invariante pela acdo coadjunta de Hy = exp(h1) e [b1,h2] C by, entdo
{71 (FY), 75 (Fy) } g« = 0. Em particular, o resultado é vdlido quando by C by ou [hy, h2] = {0}.
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Demonstra¢do: A condi¢do de G ser compacto nos assegura a existéncia de um produto
interno (-,-) em g que é Ad-invariante (vide pdgina 52). Dessa forma, os espacos g e g*
sdo, pela Proposi¢do 3.1.4, isomorfos. Dado ¢ € g*, denotaremos por &* € g o vetor corres-
pondente. Consideremos o parénteses de Poisson {, - }4+ como definido em (3.5). Dados
Fy € C=(h}) e Fy € C*°(b}), tem-se, pelo Lema 4.2.7, que

{Fiof, Faomate(§) = E([V(F1om)(E), V(F20m2)(E)])
(&, [VFU(71(€)), VFa(72(€))])
= (&, ad(VF(71(8)) VF(72(8)))
(—ad(VF(711(6)))&F, VE(2(€)))
([€F, VE(71(6))), V Fa(72(€)))- (4.7)

Podemos decompor a édlgebra g na soma direta h; ® hi-. Assim, escreva

¢ =m(e + & en @i

O produto interno em (4.7) é igual a soma de duas parcelas. A primeira delas é

([m (&), VEI(F1(9))], VEa(7(€))) = (m (&), [VFi(71(€)), VFa(7a(€))])
= m(([VF(T1(E)), VFa(72(E))])

Y

onde na tltima igualdade usamos o Lema 4.3.1. J4 a segunda parcela de (4.7) é

(€1, [VR(#1(6)), VE(72(9))]) = 0

quando [h1, ha] C h;. Dessa forma, as aplicagdes F o 7 e F o 71y estdo em involugdo. [

Ressaltamos que aqui admitimos apenas que Fj é invariante enquanto que em [1]
é enunciado exigindo que F; e F, sejam ambas invariantes, embora a invariancia de F,
ndo tenha sido utilizada. Se, em vez de F}, tivéssemos requerido que F; fosse invariante,

entdo deveriamos supor que [hy, ha] C bs.

Observacgao 4.3.3. Guillemin & Sternberg, em [3, p.225], apresentam condi¢des necessarias
e suficientes para que o truque de Thimm seja aplicével. o

A seguir, veremos como essa ideia pode ser adaptada para o contexto de 6rbitas
coadjutas.
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Descri¢io do Método

Consideremos (M,w, G, ®) um G-espago Hamiltoniano onde M = O(A). Daqui
em diante, admitiremos que a aplicagdo momento é equivariante. Pela Proposicdo 3.3.38,

obtemos que ® : (M,w) — (g, {-,-};) € uma aplicagédo de Poisson, isto &,

{Fo®,Io®},(p) = {F I} (2(p))
para quaisquer p € M e F, I, € C>(g*).

Seja K C G um subgrupo fechado e conexo. A agdo de G em (M, w) induz, por
restricdo, uma a¢do Hamiltoniana de K em (M, w). Pela Proposi¢do 4.2.4 temos que a

aplicagdo ®y : (M,w) — ¢* dada por
(I)K = ﬁ'K o (I),

onde 7k : g* — £ é a projecdo ortogonal induzida pela inclusdo ¢ — g, é uma aplicacdo
momento. Além disso, o Lema 4.2.5 nos garante que ¢, é equivariante. Pela Proposi¢do
3.3.38 concluimos que ¢ também é uma aplicagdo de Poisson. Em sintese, a quadrupla

(M,w, K, k) é um K-espaco Hamiltoniano (vide pédgina 71).

Proposicdo 4.3.4. Os Hamiltonianos coletivos obtidos pelas fungdes de Casimir de (g*, {-,-}4) e
(¢, {, - o) sdo quantidades conservadas em involugdo para o sistema Hamiltoniano (M, w, ®3 (1))
onde I € C>(¢")

Demonstra¢do: Dados ®*(F), @3 (1) € C°°(M), tem-se

{°(F), @k (I)}u(p) = {F o ® ok oPl,(p) = {F 10wk} (P(p))

para todo p € M, ja que ® é uma aplicacdo de Poisson. Se F' € C*°(g*) é uma funcdo de
Casimir, entdo {F, I o 7k} = 0. Dai, os Hamiltonianos ®*(F') e ®},(I) estdo em involu-
¢do. Agora, tomemos @5 (F), 5. (I) € C®°(M) com F € C*(¢*) uma fungdo de Casimir.
Usando que @ é uma aplicagdo de Poisson temos

{Fo®k,lo®k},(p)={F I}e(Px(p) =0

e, portanto, o resultado segue. O

Tendo em mente os resultados anteriores, descreveremos como obter as quantida-
des conservadas em involugdo para o sistema Hamiltoniano (O(A),wo(n), G, ®). Inicial-

mente, tomemos uma cadeia de subgrupos fechados e conexos da seguinte forma

G=KyD KD - DK,
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Paracadai € {1...,s} temos que (O(A),won), K;, ®;) com
o =7 o @,

onde frgl) : ¥, — & é a projecdo induzida pela inclusdo ¢; — ¢, el € {0,...,i — 1}, é um K-
espaco Hamiltoniano. Consideremos o seguinte sistema Hamiltoniano (O(A), wo(a), ®5(1))
para algum / € C*°(¢,). Pelas Proposicoes 3.2.3 e 4.3.4,

H={H" = d;(1"): IV € 0=(#;)*,1 < j <r; = posto(K;) e i€ {l,...,s}}

constitui um conjunto de quantidades conservadas em involugdo. Se o conjunto §) sa-
tisfizer a condigdo de integrabilidade de Liouville (vide pdgina 46), o sistema integravel

(O(A),won), Pi(1)) serd chamado de sistema integrdvel do tipo Gelfand-Tsetlin.

Observacgao 4.3.5. Guillemin & Sternberg introduziram na década de 1980 o conceito de
sistema do tipo Gelfand-Tsetlin no artigo [4]. o

4.4 Sistemas Integraveis do tipo Gelfand-Tsetlin para A¢des dos Grupos Unitério e Es-

pecial Ortogonal

O objetivo dessa segdo consiste em explicarmos como podemos construir, de ma-
neira concreta, um sistema integravel do tipo Gelfand-Tsetlin para 6rbitas (co)adjuntas
de U(n) e SO(n) através do formalismo de pares de Lax. Para esse fim, usaremos os re-
sultados e a estratégia desenvolvidos anteriormente, além de discutir alguns resultados

auxiliares que serdo necessarios.

Historicamente Guillemin & Sternberg mostraram, para as 6rbitas coadjuntas de
U(n), que as fungdes obtidas pela aplicagdo do truque de Thimm definem um sistema
completamente integrdvel. Nesse caso, a condigdo de integrabilidade do tipo Gelfand-
Tsetlin é uma consequéncia da agdo coadjunta de U(n — 1) em 6rbitas coadjuntas de U(n)
é uma acdo coisotrépica® (vide [3,33]).

Proposigido 4.4.1. Se A € u(k), entdo o polinémio caracteristico p,(t) = det(t1, —A) € C[t] é
escrito como

pa(t) = (=) Y ()

1 Algumas referéncias usam a terminologia espaco livre de multiplicidade, tradugdo livre de

multiplicity-free spaces.
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onde
tr(4) (-1 0
1) tr(A%)  tr(A) -2
cr-1(A) = ( l') . : :
tr(A*)  tr(ARY) (A2 - tr(A)
para todo | € {0, ..., k}.
Demonstragio: Vide [34]. O

Teorema 4.4.2. Sejam K C G um subgrupo de Lie fechado conexo, T um toro maximal de K com

dlgebra de Lie denotada por te @ : O(A) — € a aplicagdo momento como na Proposigio 4.2.4.

1. Se ty C té uma cimera de Weyl fechada e positiva, entdo g = Ad(G)t;. Além disso, se
X,Y € t, estdo na mesma Ad(G)-0rbita, entdo X = Y. Noutras palavras, esta iiltima

afirmagdo significa que (Ad(K)X) Nty é um conjunto unitdrio para todo X € ¢.

2. Sob as mesmas hipéteses do item anterior, a aplicagdo® sy : € — t, que associa cada X € €
ao tinico elemento do conjunto (Ad(K)X) N t; estd bem definida, é continua, para todo
Z € O(A) vale
s1(®x(2)) = Ad(k)Dx(2)

para algum k € K e é Ad-invariante.

3. Existe um uinico stratum o C ty tal que

Dr(ON)Nte Cor e Dr(ON) Mok # 0.

4. Se 3., = Ad(K)o, entdo valem as sequintes propriedades:

(a) @ (%,,) é um subconjunto Ad-invariante, aberto, conexo e denso de O(A).

(b) arestricio sk : Xy, — o € uma aplicagdo diferencidvel.

Demonstrac¢do: O item 1 é encontrado, por exemplo, nas paginas 155 e 156 de [35]. O item
2 pode ser encontrado nessa mesma referéncia. A prova do item 3 é feita em [36, Theorem

3.1]. Finalmente, o item 4 é demonstrado em [20, Proposition 1]. O

2 Na literatura, por exemplo [5,20], tal aplicacdo é denominada sweeping map.
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Lema 4.4.3. Sejam K um subgrupo de Lie de G fechado e conexo. Se p : K — Gl(V') é uma
representacio unitdria, com V sendo um espago vetorial complexo finitamente gerado, entdo existe
um produto hermitiano K-invariante em V' tal que p. (L (Z)) é um operador anti-hermitiano para
todo Z € O(A). Em particular, os autovalores de tal operador sio puramente imagindrios.

Teorema 4.4.4 (Correa-Grama [5]). Considere o G-espaco Hamiltoniano (O(A), wo(n), G, ®) e
K um subgrupo de Lie fechado e conexo de G. Para cada F' € C>(t) o sistema Hamiltoniano
(O(A), won), Pk (F)) é completamente determinado pela equagio de Lax

d
—L Ly, Pr| =
o x + Lk, Px] =0,

onde Lx = O e Pk = VF o O. Além disso, para toda representagio unitdria p - K — Gl(V)
valem as sequintes propriedades:

1. a equagdo espectral
det(wl—p.(Lk)) =0

é preservada pela fluxo Hamiltoniano de ®7;(F')

2. A parte imagindria dos autovalores de p.(Ly) sdo quantidades conservadas para o sistema
Hamiltoniano (O(A), wo), P (F)) em um subconjunto aberto e denso Ux C O(A).

Demonstragao: A primeira afirmacdo segue da Proposicdo 4.2.8.

Argumentaremos o item 1. Suponhamos que GG e K ndo sdo abelianos. Como K é
um subgrupo fechado e G' é compacto segue que K é compacto. Assim, K é igual a unido
de seus toros maximais. Fixemos 7" um toro maximal de K e denote por t sua dlgebra
de Lie. Considere t, a cAmera de Weyl fechada e positiva tal que t; C t. Consideremos
p : K — GI(V) uma representagdo unitdria num espago vetorial complexo finitamente
geradoe p, : £ — gl(V') arepresentagdo induzida nas respectivas dlgebras de Lie. Notemos
que

pr o Ad(k) = dpi(d(Ci)1)
= d(poCy)
= d(Cppy 0 ph
= d(Cpy)10dps
— Ad(p(k)) o .
Seja Z € O(A) e m € N. Entdo, Lx(Z) = Ad(k)sk(Lk(Z)) para algum k£ € K. Como
p« 0 Ad(k) = Ad(p(k)) o p. segue que

tr(p. L (2)) = tr(p.si(Lx(2)).
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Dai,

tr([ps(sx (L (Z2))]™) = tr([p. (L (2))]™).

Seja ¢:(Z) a curva integral do Hamiltoniano coletivo @}, (F'), como no Teorema 3.3.37, para
algum Z € O(A). Uma vez que G age na 6rbita adjunta pela representagdo adjunta temos,

pelo Teorema 3.3.37, que
¢(Z) = Ad(g(1)Z)

onde g : R — K é a solucdo do problema do valor inicial

dg
a = Ug(t) e g(()) = 1,

parav € X(K) dada por v, = (D,).(Px(Ad(g)Z)). Como Lk é equivariante (Lema 4.2.5) e
sk € Ad-invariante (Teorema 4.4.2) segue que

tr(p (L (01(2)))) = tr(p(sk (Lx(¢:(Z))))) = tr(pssk (Lr(Z))).
Dai,
tr([p« (L (0:(2)))]™) = tr([p«(sx (L (2)))]™).

O lado direito da dltima igualdade acima ndo depende do parametro ¢, logo

%{tr([p*@K(@(Z)))]m)} = 0.

Pela Proposigdo 4.4.1, o polindmio caracteristico det(widy —p.(Lk(Z))) é uma funcdo do
trago tr([p«(Lk(Z))]™). Assim, a equagdo espectral é preservada pelo fluxo de @3 (F) e

isso prova o item 1.

Mostraremos, agora, o item 2. Seja Uy = @;(EUK), como no Teorema 4.4.2, visto
como uma subvariedade de O(A). Tomemos {¢i,...,& .} uma base de t onde rx =
posto(K) e {¢1, ..., ¢, } a base dual induzida. Assim,

sk oLk = (prosgoLkg)é+ -+ (¢rg 05K 0 L) (4.8)

Pelo Teorema 4.4.2, a restricdo sx : X,, — 0k € uma aplica¢do diferencidvel. Como Ly é
equivariante (Lema 4.2.5) e sx é Ad-invariante (Teorema 4.4.2) segue que

piosko Lk € COO(UK)Ad

para todo ¢ € {1,...,rg}. Pela Proposicao 3.2.3, tais aplicagdes sdo de Casimir e, assim,
constituem quantidades conservadas em involugdo para o sistema Hamiltoniano definido
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por (Uk, won)lux » P*(F)uy ). Pelo Lema 4.4.3, existe um produto interno K-invariante em
V tal que p.(Lk(Z)) é um operador anti-hermitiano para todo Z € O(A). Assim, os au-
tovalores deste operador sdo puramente imaginarios e p. (&), . . ., p«(&, ) sdo diagonaliza-

veis. Visto que vale a igualdade
det(widy —p«(Lk)) = det(widy —ps(skx o Lk))

em Uy, concluimos que os autovalores de p.(Lx) sdo quantidades conservadas em invo-
lucdo para o sistema Hamiltoniano (Ux, wo(a) v, Prc (F)|ue )- O

Observacao 4.4.5. Destacamos que por causa da expressao (4.8) e do Lema 4.4.3, os auto-
valores de p.(Lk) podem ser vistos como fung¢des que saem da érbita O(A) e que ndo sdao
diferencidveis em toda variedade, apenas num conjunto aberto e denso. o

Seja V um espago vetorial complexo finitamente gerado. Considere a relagdo no
conjunto das representacdes unitdrias irredutiveis de G em V' definida da seguinte forma:

p1 € p2 sdo equivalentes se, e somente se, existe 7' € L£(V) tal que

p2(g) o T =T o pi(g)

para todo g € G. Verifica-se que tal relagdo é uma relacdo de equivaléncia. O conjunto
das classes de equivaléncia serd denotado por G e a classe de uma representacdo unitdria
irredutivel p : G — GI(V) serd denotada por [p].

Corolério 4.4.6 (Correa-Grama [5]). Sejam o G-espaco Hamiltoniano (O(A),wo(), G, @) e
uma cadeia de subgrupos de Lie

G:K()DKlD"'DKS

fechados e conexos. Considere ®; a aplicacdo momento associada a a¢do Hamiltoniana de cada
subgrupo de Lie K; em O(A). Se F' € C™(¥,), entdo

1. podemos associar o sistema Hamiltoniano (O(A), wo(n), %(F)) ao sistema de equagoes de
Lax

d
dt z+[ 29 z] 0

tais que L; = ®; e P, = V(F o 7l) o @, onde 7’ : €; — &, é a projegio.

2. paracada p = (p1,...,ps), onde [p;] € K, existem L, P,: O(A) — gl(r,R) satisfazendo

d
%LP +[Ly, B,] = 0.
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Além disso, o espectro o(L,) de L, constitui um conjunto de quantidades conservadas em
involugdo para o sistema Hamiltoniano (O(A), wo(a), ®5(F')) num subconjunto aberto denso
Ur C O(A).

Demonstragdo: Notemos que K; C G e F o7l € C™(¥;) para quaisquer i € {1,...,s} e
F € C>(%;). Pelo Teorema 4.4.4, a equacao de Lax

d
—L;+|L;, P| =0
o Li+ [Li, P

é satisfeita, onde L; = ®; e P, = V(F o 7!)(®;), para todo i € {1,...,s}. Isso conclui a

afirmacao 1.

Vamos argumentar a afirmacdo 2. Devemos, primeiramente, construir o par de
Lax. Consideremos p; : K; — Gl(V;) representag¢des unitarias irredutiveis do subgrupo K;

em um espago vetorial complexo V; com n; = dim¢ V;. Sejam

S S

L, :=Pp)-(Li) e P,:=Pp)(P),
=1 =1
onde (p;). : £, — gl(V;) denota a representagdo infinitesimal de p;. Se Z € O(A) e ¢p,(Z) é a

curva integral do Hamiltoniano ®X(F'), entao

[Lo(¢1(2)), Po(¢1(Z))] = @[(pi)*<Li(¢t(Z)>>7 (pi)«(Pi(¢e(2)))]

S

T By, (~pLin2))

T
= L),

Para que as aplicagdes L, e P, constituam um par de Lax é necessério que o contradominio
seja gl(r,R) para algum r € N (veja a defini¢do na pagina 79). Pelo Lema C.1.3, basta tomar
r>2(ng + - -+ n) pois gl(P;_, V;) é identificado com uma subalgebra de gl(r, R). Com-
pondo L, e P, com o homomorfismo injetor que realiza a identificagdo anterior obtemos

o par de Lax desejado.

Por fim, resta mostrarmos a segunda afirmagdo do item 2. Paracadai € {1,..., s}
existe, pelo item 2 do Teorema 4.4.4, um conjunto aberto e denso Uk, C O(A) tal que a
parte imagindria dos autovalores de (p;).(L;) sdo quantidades conservadas em involugéo.
Consideremos Uy := [;_; Uk, que é um conjunto aberto e denso em O(A). Em particular,
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enxergaremos como uma subvariedade de O(A). Assim, a terna (Un, wo(a)luy Pi(F)|uy)
é um sistema Hamiltoniano. Pelo Lema 4.4.3, podemos considerar que os autovalores de
cada L,(X) sdo imagindrios puros. Logo, o(L,) C v/—1R. Pelo item 2 do Teorema 4.4.4
temos que os elementos de o(L,) constituem quantidades conservadas em involu¢do em
Un. O

Teorema 4.4.7 (Correa-Grama [5]). Se (O(A),wo(n), G, @) é um G-espago Hamiltoniano onde
G é um dos grupos de Lie U(n) ou SO(n), entdo existe H € C*(O(A)) e um par de funcoes
L,P:(O(A),won)) — gl(r,R) tal que

d

ZLO(2D) + [L(6(2)), P(¢u(2))] = 0

para todo Z € O(A), onde ¢.(Z) é a curva integral do campo Hamiltoniano X g através de Z €
O(A). Além disso, as solugdes da equacio espectral

det(wl, —L) =0

constituem um conjunto maximal de quantidades conservadas em involugdo para o sistema Hamil-
toniano (O(A), won), H) que coincide com o sistema integrdvel do tipo Gelfand-Tsetlin em O(A).

Demonstra¢ao: Consideremos a seguinte cadeia de subgrupos
Un)D>DUn—-1)D---DU(l) e SO(n) DSO(n—1)>---DSO(2),

onde cada U(k) (resp. SO(k)) estd sendo enxergado como um subgrupo de U(n) (resp.
SO(n)). Paracadai € {1,...,s},onde s =n — 1 ou s = n — 2, denotaremos por

pi :Un—1i) = Gl(n—4,C) ou p;:S50(n—1)— Gl(n—1i,C)

as representagdes canonicas, ou seja, as inclusdes naturais. Definimos py := (p1,. .., ps)-
Pelo Corolério 4.4.6, existem aplicagdes L, P : O(A) — u(r),com L = L,, e P = P,

po7
satisfazendo a equagdo de Lax

d

EL(gbt(Z)) + [L(p4(2)), P(¢e(Z))] =0

para todo Z € O(A), onde ¢;(Z) é a curva integral do Hamiltoniano H = ®!(F) €
C>*(O(A)) paraalgum F' € C*(y/—1R), tendo em mente as seguintes identificagdes u(1)

V—1R ~ s0(2). El
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APENDICE A - Algebra Linear

Neste apéndice, abordaremos algumas defini¢des e resultados bdsicos acerca dos
espacgos vetoriais simpléticos. Tal estudo se justifica por se tratar do modelo linear das
variedades simpléticas. Na literatura os espagos simpléticos sdo encontrados, predomi-
nantemente, em livros de Geometria Simplética (vide [7,8,15]). Para uma revisdo dos

conceitos de Algebra Linear que seréo utilizados consulte [37].

A.1 Espagos Vetoriais Simpléticos

Seja V' um espaco vetorial, finitamente gerado a menos que se diga o contrério,
sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2. Uma aplicagdo bilinearw : V' x V' — K
¢ chamada de forma simplética quando é antissimétrica! e ndo degenerada. Essa tltima
hipétese significa que se w(v,w) = 0 para todo v € V, entdio w = 0. O par (V,w) é
denominado espago simplético®.

Exploraremos uma consequéncia da forma simplética ser ndo degenerada, a saber,
podemos identificar o espago com o seu dual. Dado v € V, a aplicagdo v’ : V — K definida
por

v’ (1) = w(u,v).

é um funcional linear. Assim, a aplicagdo w” : V — V* dada por
W(v) = (A1)

estd bem definida e é uma transformacéao linear. Pelo Teorema da Representagdo de Riesz,
a aplicacdo w? : V* — V que associa cada funcional f € V* ao tinico elemento f* € V tal

que f(u) = w(u, f*) para todo u € V estd bem definida e é uma transformagéo linear.

b

Teorema A.1.1. A aplicacio «’, como definida em (A.1), é um isomorfismo candnico com inversa

wh.

Demonstragio: Dado v € V, tem-se

wlu,v) =’ (w) = w(u, (V')

No caso em que o corpo K tem caracteristica diferente de 2 temos que w : V xV — K é
antissimétrica se, e somente se, é alternada.

O termo simplético foi introduzido em 1939 por Hermann Weyl em seu trabalho intitulado “The
Classical Groups: Their Invariants and Representations” [38, p.165]. A ideia inicial era de
usar grupo complexo, entretanto, a palavra complexo poderia provocar ambiguidades. Assim,
Hermann Weyl prop6s empregar o adjetivo grego correspondente.
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para todo u € V. Toda forma simplética é, por defini¢do, ndo degenerada. Logo, v = (v°)F,
que pode ser relido como w* o w” = idy.. Por outro lado, para cada f € V* temos

(fF) (u) = wlu, f*) = f(u)

para todo u € V. Dai, (f*)” = f para cada f € V*, mostrando que w’ o w* = idy-. Portanto,
obtemos o isomorfismo desejado. O

Observacao A.1.2. Em geral, a partir de uma forma ndo degenerada podemos sempre
identificar V' com o seu dual V*. A construcao do isomorfismo é feita de maneira ana-
loga a do Teorema A.1.1. Quando houver a necessidade de ndo sobrecarregar a notagao

escreveremos v’ e f* em vez de w’(v) e w*(f), respectivamente. 3
Lema A.1.3. Se B é uma base de um espago simplético (V,w), entio as matrizes [°]5 e [w]s sdo

iquais. Em particular, [w)p é inversivel.

Proposicdao A.1.4. Todo espago simplético tem dimensdo par.

Demonstra¢do: Fixemos uma base 5 em V' e denotemos A = [w]. Tal matriz é antissimé-
trica e tem determinante ndo nulo pois w é antissimétrica e ndo degenerada, respectiva-

mente. Assim, tem-se
det A =det AT = det(—A) = (—1)"det A.

Para que a igualdade seja valida n tem que ser um ntimero par. O

Exemplo A.1.5 (Estrutura Simplética Candnica). Seja K um corpo com caracteristica di-
ferente de 2. Considere a forma bilinear wy : K** x K** — K definida por

2n—1

wo(%?J) = Z (xinl - $i+1yi)a
i=1

onde v = (x1,...,%2,) €y = (Y1,...,Y2,). Verifica-se que wy é uma forma simplética de
KQn. <
Exemplo A.1.6. Se V' é um espacgo vetorial, entdo W := V @& V* tem dimensdo par. A

aplicagdo w : W x W — K definida por

w((u, f), (v,9)) = g(u) = f(v). (A.2)

¢ uma forma simplética em W. o
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A.2  Subespagos de um Espaco Simplético

Dizemos que W é um subespaco simplético de (V,w) quando W C V tiver estru-
tura de subespaco vetorial e a restri¢do w|w «w for ndo degenerada. O ortogonal simplé-

tico de W, ou complemento ortogonal de W com respeito a w, é definido

WY =W+ ={veV wu,v)=0paratodo uec W}.

Quando ndo houver perigo de ambiguidade pode-se escrever W+ em vez de W=,

Exemplo A.2.1. Seja (V & V*,w) o espago simplético do Exemplo A.1.6. A restricdo de w
ao subespaco V @ {0} é a aplicacdo identicamente nula. Logo, a restricdo de uma forma

simplética a um subespaco ndo é, em geral, uma forma simplética. o

Exemplo A.2.2. Seja (V, w) um espago simplético. Se W C V' é um subespaco com dim W =

1, entdo w|wxw = 0. Assim, (W, w|wxw ) ndo é um espago simplético. o

Motivados pelos exemplos anteriores, dizemos que um subespago W é

isotrépico quando W C W+.

* coisotrépico quando W+ C .

simplético quando W N W+ = {0}.

Lagrangiano quando W = W+,

Notemos que W é isotrépico se, e somente se, a restri¢do w|wxw € identicamente nula.

Além disso, todo espaco Lagrangiano é isotrépico e coisotrépico simultaneamente.

Abaixo listamos algumas propriedades do ortogonal simplético de um subespaco.
Proposicao A.2.3. Se (V,w) é um espago simplético e Wy, Wy C V sdo subespagos, entio
1. (Wy + Wa)t =Win Wi,

2. (WhNWo)t = Wit + Wi

w

. se Wy C W, entdo W5+ C W,

HS

(W)t =W

5. dimV = dim W; + dim Wt
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Demonstra¢do: Argumentaremos apenas o tltimo item sendo que os demais podem ser
encontrados em [14]. Mostraremos que w’(W+) = W° onde W° denota o anulador de W
em V*. Sejav € W+. Para todo u € W temos

W (v)(u) = v’ (u) = w(u,v) =0,

ou seja, w’(v) € WP Logo, vale a inclusdo w’(W+) C W°. Agora, seja f € W°. Ja sabemos,

b

do Teorema A.1.1, que a aplicagdo w’ é, em particular, sobrejetora. Assim, existe v € V tal

que f = w’(v). Dado u € W, tem-se
w(u,v) =’ (V) () = f(u) =0
Dai, v € W+, implicando que f € w’(W+). Pelo Teorema A.1.1 temos
dim W+ = dim o’ (W) = dim W°.

Portanto,
dimW +dim W+ =dimW +dimW° = dimV

como desejdvamos. O

Proposicao A.2.4. Se W é um subespago de V', entio

1. W é simplético se, e somente se, Wté simplético.
2. W éisotrdpico se, e somente se, Wt é coisotropico.

3. W é Lagrangiano se, e somente se, W ¢é isotropico e dim W = (dim V') /2.

Demonstrac¢do: O item 1 segue da defini¢do de espaco simplético e (W+)+ = W. Pelos
itens 3 e 4 da Proposigdo A.2.3 temos que W é isotropico se, e somente se, (W)t =
W C W+. Logo, vale o item 2. Suponhamos que W é Lagrangiano. Em particular,
W é isotropico. Visto que dimV = dimW + W+ e, por hipétese, W = W+ obtemos
que dimW = (dimV')/2. Reciprocamente, pelo item 5 da Proposi¢do A.2.3 temos que
dim W+ = (dimV)/2 = dim W. Como W C W+, pois W é isotrépico, segue que W = W+.
O

Proposicdo A.2.5. Seja W um subespago de (V,w).

1. se W é isotrépico, entdo dim W < (dim V') /2.
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2. se W é coisotropico, entdo dim W > (dim V') /2.
3. se W é Lagrangiano, entdo dim W = (dim V') /2.

4. W é simplético se, e somente se, V =W & W,

Demonstra¢ao: Todos os itens sdo consequéncias da Proposicdo A.2.3. Argumentaremos

apenas o item 4. Ja sabemos que
dim(W + W) = dim W + dim W+ — dim(W N W) = dim V — dim(W N W+).

Assim, W NW+ = {0} se, esomentese, V =W & W+, 0O

Teorema A.2.6. Se (V,w) é um espago simplético com dim'V' = 2n, entdo existe uma base B =
{e1,...,en, f1,..., fu} tal que

para quaisquer i,j € {1,...,n}.

Demonstra¢ao: Argumentaremos por inducdo na dimensdo de V. Considere n = 1. To-
memos e; € V ndo nulo. Como w é ndo degenerada, existe f, € V ndo nulo tal que
w(er, fo) # 0. Defina f; = w(es, fo) ' fo. O conjunto {e;, f1} é linearmente independente.

De fato, sejam a, b € K tais que
ae; +bf; = 0.

Como w é antissimétrica segue que

aw(ey, f1) = aw(eq, f1) +bw(fi1, fi) = w(aer +bf1, f1) =w(0, f1) =0

bw(er, f1) = aw(e, e1) + bw(eq, f1) = w(er, ae; + bf1) = w(eg,0) = 0.

Dai, a« = b = 0, implicando que {e;, f;} é uma base de V' com as propriedades do enun-
ciado. Suponhamos, agora, que o resultado é vélido para um certo n € N. De maneira
andloga a construcdo feita no caso base da indugdo, existe um subespago W = ger{ey, fi}

de V' que é simplético. Pela Proposicdo A.2.3, tem-se a decomposicdo

V=WaoeWt=WHtewt
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Assim, W+ é um subespaco simplético de V com dim W+ = 2(n — 1) < 2n. A hipotese de

indugdo nos assegura que existe um conjunto

{627"'7€n7f27"'7fn}

que é uma base de W+ que tem as propriedades do enunciado. Portanto, o conjunto

{61,...,€n,f1,...,fn}

é a base procurada. O

Uma base B de (V, w) como no Teorema A.2.6 é chamada de base simplética. Dessa

forma, todo espaco vetorial simplético admite uma base simplética.

Todo espago vetorial de dimensdo par admite uma forma simplética. Suponhamos
que V' é um espago vetorial com dim V' = 2n. Tomemos B = {ey,...,en, f1,..., fn} uma
base arbitrdria de V. Defina w : V x V' — K na base B x B como em (A.3) e estenda por
linearidade. Por construgéo, w é antissimétrica e ndo degenerada e, portanto, é uma forma

simpléticaem V.

Exemplo A.2.7. Seja (K*",w,) o espaco simplético do Exemplo A.1.5. A base candnica

{e1,...,e2,} de K*" é uma base simplética com relacdo a forma w. o
Exemplo A.2.8. Considere o espago simplético do Exemplo A.1.6. Sejam {vy,...,v,} uma
base de V' e {v7,...,v}} a respectiva base dual. Valem as seguintes igualdades

w((v:,0),(0,07)) =1

paratodoi € {1,...,n}e

w((v;,0),(0,07)) = vj(vi) =0

w((v:,0), (v3,0)) = w((0,27),(0,05)) =0
para quaisquer i,j € {1,...,n} com i # j. Logo, o conjunto

B = {(v1,0),(0,v7),...,(v,,0),(0,v:)}
é uma base simplética de IV. ©
Proposicdo A.2.9. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Considere
B=A{e1,...,en, f1,-- s [fu}

uma base simpléticade Ve B* = {ej,... el f{,..., fr}abasede V* dual a B. Valem as sequintes

afirmagoes:
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I.w=elANfi+---+e, Afr
2. paratodo k € {1,...,n}, tem-se
ok
T Z e N Nel AT,
’ 1< <-<ig<n

onde w* =w A - Aw (k-vezes). Em particular, 7 é uma forma volume em V que nunca se
anula, valendo 1 na base simplética B.

Exemplo A.2.10. Os subespagos Wi = V@ {0} e Wy = {0}dV* de V& V* sdo Lagrangianos
com respeito a forma simplética definida no Exemplo A.1.6. A partir da expressdo (A.2)
percebemos que W, C Wit. Seja (u, f) € Wit. Para todo v € V temos que

f(w) = =w((u, f), (v,0)) = 0.

Dai, f é o funcional identicamente nulo, implicando que (u, f) € W;. Argumento analogo

mostra que W, é Lagrangiano. o

Pela Proposicdo A.2.5 o tamanho dos subespacos isotrépicos estd limitado superior-
mente pela metade da dimensdo do espaco V. Dessa forma, é interessante construirmos a
partir de um subespago isotrépico arbitrdrio o maior subespago isotrépico que o contém.

A abordagem feita a seguir também ¢é valida para o contexto de dimensao infinita.

Seja W um subespago isotrépico de (V,w) e considere a seguinte colecdo

JW)={Z <V :Zéisotrépicoe W C Z},

Notemos que W é um espago isotrépico que contém W e, assim, J(W) # (.

Lema A.2.11. Seja 20 = (W;);cr uma cadeia de subespagos de um espago simplético (V, w).

1. U,;e; Wi é um subespago de V.

2. Wt = (Wit)ics é uma cadeia.

(2

3. Se 2 é uma cadeia de subespagos isotrdpicos, entio | J,., W; é isotrdpico.

Demonstragdo: A fim de ndo sobrecarregar a notacao denotemos W = | J,.; W;. Fixe um
indice i € I. Como W, é um subespaco de V segue que 0 € W;; € W. Sejama € Ke
u,v € W. Assim, existem j, k € [ tais que v € W; e v € Wj. Por hipotese, 20 é uma cadeia,

logo W; C W}, ou W), C W,. Suponha, sem perda de generalidade, que W), C W;. Assim,
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v € W; e como W, é um subespacgo vetorial segue que au +v € W; C W. Isto mostra a
afirmacao 1.

Usando a Proposic¢do A.2.3 podemos concluir que 20 é uma cadeia, ou seja, vale a
afirmacao 2.

Sejam u,v € W. Entdo, existem indices j,k € [ tais que u € W; e v € W;. Mais
ainda, W; C Wj- e W, € W, ja que 20 é uma colecio de subespagos isotropicos. Ha dois
casos para considerarmos, a saber, W; C W, ou W), C W, pois 20 é uma cadeia. Assim,

e se W; C W, entdo w(v',v) = 0 para todo v’ € W,. Como u € W}, segue que w(u,v) =
0.

e se W, C W, entdo w(u,v') = 0 para todo v" € W;. Como v € W; segue que w(u,v) =
0.

Portanto, W C W+. O

Teorema A.2.12. Sejam (V,w) um espago simplético. Se W C V' é isotrépico nio trivial, entdo W
estd contido em algum subespago Lagrangiano.

Demonstrac¢do: Inicialmente, notemos que (J(W), C) é um conjunto parcialmente orde-
nado, sendo C a inclusdo usual. Seja (Z;);c; uma cadeia em J(W). O conjunto Z = J,.; Z;
é, pelo Lema A.2.11, um subespago de V, pois (Z;);c; € uma cadeia, e é um elemento de
J(W). De fato, como para cada ¢ € [ vale que {0} C W C Z; segue que W C Z e pelo
Lema A.2.11 o subespago Z é isotrépico. Assim, o subespago Z é uma cota superior do
conjunto J(WW). Pelo Lema de Kuratowski-Zorn, existe um elemento maximal em J(IV),
digamos L. Devemos garantir que tal elemento é um subespaco Lagrangiano. E suficiente
mostrarmos que L+ C L, ja que L é isotr6pico. Suponha, por absurdo, que exista vy € L*
tal que vy ¢ L. O subespago
L := L+ ger{uvy}

é isotropico e contém L. Com efeito, dado wy = u + Avg, we = v’ + Nvy € Z, comu,u’ € L
e\, N €K, tem-se
w(wy, wa) = w(u,ws) 4+ Aw(vy, we)
= w(u, ) + Nw(u,v) + Aw(ve, u') + Nw(vo, v9))
= 0.
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Pela maximalidade de L devemos ter que L=1L e, assim, vy € L o que é uma contradicdo.
Portanto, L é um subespago Lagrangiano que contém W como afirmado. O

Corolario A.2.13. Se (V,w) é um espago simplético com V # {0}, entdo existe um subespago
L C V que é Lagrangiano.

Demonstracdo: Seja vy € V' \ {0}. Todo subespaco de dimensao 1 é isotrépico. Em par-
ticular, ger{v,} é isotrépico. Pelo Teorema A.2.12, existe um subespago Lagrangiano L tal
que ger{vo} C L. O

Observacao A.2.14. Em [39] é apresentada uma versdo do Teorema A.2.12 para espagos
de Hilbert. o

A discussdo anterior pode ser adaptada para o contexto de espagos coisotrépicos.
Ja sabemos, pela Proposi¢do A.2.5, que o “tamanho” dos subespagos coisotrépicos esta
limitado inferiormente pela metade da dimensdo de V. Assim, uma pergunta natural
aqui é sobre a existéncia, a partir de um subespaco coisotrépico W fixado a priori, de um
elemento minimo no conjunto €oJ(1/) de todos os subespagos coisotrépicos que contém
W. Um raciocinio andlogo ao que foi feito no Teorema A.2.12 nos permite concluir que
todo subespaco coisotrépico contém um espaco Lagrangiano.

A.3 Simpletomorfismos

Sejam (Vi,ws) e (Va,ws) dois espagos simpléticos. Uma transformacdo linear 7" :
Vi — V, é dita uma aplicagdo simplética quando

s (T(v), T(w)) = w1 (v, w). (A4)
Além disso, se T" for ainda um isomorfismo diremos que 7' é um simpletomorfismo.

Proposicdo A.3.1. Sejam (Vi,wq) e (Va,ws) espagos simpléticos. Se T' € L(V1,Vs) é uma aplica-
cdo simplética, entdo T é injetora. Além disso, se V; e V5 sdo finitamente gerados e tém a mesma
dimensdo, entdo T é um simpletomorfismo.

Demonstracdo: Seja I’ € £(V;, ;) uma aplicagdo simplética. Se T'(v) = 0, entdo a igual-
dade (A.4) juntamente com o fato de w; ser ndo degenerada nos garantem que v = 0.
Logo, nuc(T") = {0}, ou seja, T" é injetora. O



112

Percebemos, no caso que V; = Vo, = V e w; = wy = w, que a composta de iso-
morfismos simpléticos é ainda um isomorfismo simplético. Assim, o conjunto Sp(V,w)
dos isomorfismos que preservam a forma simplética tem estrutura de grupo. Pode-se
mostrar, com o auxilio do Teorema do Valor Regular (vide [8, p.19]), que a algebra de Lie
correspondente é

sp(Viw)={T € L(V) : w(T-,-) +w(-,T-) = 0}.
O préximo resultado nos fornece uma maneira de julgarmos se uma transformagao
linear é um simpletomorfismo através do conceito de base simplética.

Proposicdo A.3.2. Sejam (U,w) e (V. n) espagos vetoriais simpléticos sobre um corpo K. Consi-
dere T € L(U,V). As seguintes afirmagdes sido equivalentes:

1. T é um simpletomorfismo.
2. T leva qualquer base simplética numa bdsica simplética.

3. T leva alguma base simplética numa base simplética.

Demonstracdo: Seja B = {uy,vy,. .., u,, v, } uma base simplética de U. O conjunto 7'(B) é
uma base de V/, uma vez que 7' é um isomorfismo. Devemos mostrar que os elementos de

tal conjunto satisfazem as rela¢des (A.3). Para todo i € {1,...,n} temos
(.UQ(T(Ui), T(Ul)) = W1 (UZ’, Ui) = 1,

onde na segunda igualdade usamos a hipétese de B ser uma base simplética. Agora, para

quaisquer i,j € {1,...,n}, comi # j, temos
wo(T'(ui), T(v;)) = wi(us;v;) =0,
wa(T'(us), T (uy)) = wilui,u;) =0,
w2 (T'(v;), T'(vy)) = wi(vi,u;) =0

Isto nos mostra que a afirmagado 1 implica em 2.

Notemos que a afirmagdo 2 implica em 3. Resta apenas mostrarmos que a afirma-
cdo 3 implica em 1. Por hipétese, existem bases simpléticas

= {617f17"'76n7fn} e
C = {ehfioven fu}
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de U e V, respectivamente, tais que
T(ei)) =€ e T(fi) = f;
paratodoi € {1,...,n}. Logo, T' é um isomorfismo. Vejamos, agora, que vale a igualdade

(A4) Sejam uy,us € U. Escreva u; = Z?:l a;e; + Z?:l bifi e uy = Z?:l ci€; + Z?:l d; f;
onde a;, b;, ¢;,d; € Kparatodoi € {1,...,n}. Assim,

w(ug,ug) = Zai chw(ei,ej)+2djw(ei,fj)

i=1 =1 v =1 e
+3 b | Y wlfie)+ Y djw(fi f))
— o T/ o T

n

= ) (aid; — bicy)

i=1

n n

U(T(Ul)aT(W)) = Zai chn €5 J +Zdﬂ] 7,7

i=1 j=1
dij

+sz Zcm (f ’+de (£ £))
0

=1
As igualdades acima nos mostram que w(uy, uz) = n(7'(u1), T'(u2)) para quaisquer uy, us €
U, ou seja, T' é uma aplicacdo simplética e, portanto, um simpletomorfismo. O

Proposicdo A.3.3. Sejam (Vi,wy) e (Va,ws) espagos simpléticos. Se dimU = dimV, entdo
(Vi,wr) e (Va, wsq) sdo simpletomorfos.

Demonstracdo: Sejam B = {ey,...,en, fi,....fu} e C ={e,....e, f1,...., [} bases sim-
pléticas de V; e V3, respectivamente. A transformacdo linear 7" : V; — V, dada por
T(e;) = €, eT(f;) = f] paratodoi € {1,...,n} é um isomorfismo, ja que leva base em

base. Além disso, a Proposi¢do A.3.2 nos garante que 7' é um simpletomorfismo. O

Proposicao A.3.4. Sejam (V,w) um espago simplético e I' € L(V') um simpletomorfismo.
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1. Se W é um subespago de V, entdo T(W+) = T(W)*.
2. Se W C V éisotrdpico, coisotrdpico ou Lagrangiano, entdo T (W) também o é.

3. Dois autovetores de T' associados a autovalores distintos cujo produto ndo seja igual a 1 sido

necessariamente ortogonais com relagdo a w.

4. W C V éinvariante por T se, e somente se, W+ também o for.

Demonstragdo: Mostraremos apenas o item 3. Sejam A;, A\, € K dois autovalores distintos
de T, associados aos autovetores v; e vs, cujo produto ndo seja igual a 1. Como 7' é um

simpletomorfismo temos
(,L)(’Ul, ’Ug) = W(T(Ul), T(UQ)) = W(/\l’Ul, )\21]2) = )\1)\2&)(1)1, UQ).

Dai,
(1 — /\1)\2)(,0(1)1,1)2) = 0.

Visto que A\ Ay # 1 devemos ter que w(vy,v3) = 0. O

Exemplo A.3.5. Sejam (V,w) um espago simplético, sobre um corpo K, de dimensédo 2n
e B = {uy,v1,...,u,,v,} uma base simplética de V. Considere a aplicagdo ® : K** — V
dada por

T A R T Z:L‘juj + Zijj-
P =1

Tal aplicagdo leva base candnica de K*", que é uma base simplética com relagdo a forma

wo, em B. Pela Proposi¢do A.3.2 temos que ® é um simpletomorfismo. o

Proposicao A.3.6. Sejam (V,w) um espago simpléticoe B = {e1,...,en, f1,..., fu} uma base
simplética. Se A € Gl(n,R), entdo existe um tinico simpletomorfismo T' € L(V') tal que

n n

T(e;) =D (AN e T(f;) =D (A )il:
=1 =1
para todo j € {1,...,n}. Em particular, os espacos E = ger{es,...,e,} e F = ger{fi1,..., fu}

sdo invariantes por T'.

Demonstrac¢do: Defina a aplicacdo 7' : V' — V como acima e estenda por linearidade. Por
construgdo, 7' é um isomorfismo tal que 7'(B) = B. Pela Proposi¢do A.3.2 temos que 7" é

um simpletomorfismo, j& que B é uma base simplética. O
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Teorema A.3.7. A aplicagio ® : L(U,V*) — B(U, V') definida por
O(T)(u,v) = pr(u,v) :=T(u)(v) (A.5)

para quaisquer u € U e v € V estabelece um isomorfismo canonico.

Demonstracdo: Seja 7' € L(U, V*) tal que ®(7") = 0. Para quaisquer u € U e v € V teremos
que T'(u)(v) = ¢r(u)(v) = 0, mostrando que T é a aplicagdo nula. Tomemos ¢ € B(U, V).
Considere a aplicacdo 7" € L(U,V*) definida por 7'(u)(v) = ¢(u,v) para quaisquer u € U
ev € V. Assim,

O(T)(u,v) = @r(u,v) = T(u)(v) = P(u, v)
para quaisquer v € U e v € V. Dai, ¥ = ®(T), implicando que ¢ é sobrejetora. Dessa
forma, concluimos que, nesse caso, ¢ é um isomorfismo. O

Observacao A.3.8. Podemos apresentar um argumento alternativo para a Proposi¢do A.3.7.
A aplicagao ¥ : B(U,V) — L(U,V*) dada por

V() (u)(v) = ¢ (u, v)

estd bem definida, é uma transformacao linear e é a inversa de ®. De fato, dados T' €
LUV, Y eBUV),uelUeveV,tem-se

Vo &(T)(u)(v) = ¥(pr)(u)(v) = ¢r(u,v) = T(u)(v)

B o W) (u,v) = V(W) (u)(v) = $(u, v).

De maneira analoga, pode-se mostrar que os espacos B(U,V) e L(V,U*) sdo canonica-
mente isomorfos. o

Coroldrio A.3.9. Sejam U e V espagos vetoriais finitamente gerados. A aplicagio T' € L(U,V*) é
um isomorfismo se, e somente se, a forma bilinear induzida pr € B(U, V'), como definida em (A.5),

é ndo degenerada.

Demonstra¢do: Suponha que 7 é ndo degenerada. Seja u € U tal que T'(u) é o funcional
nulo. Para todo v € V' temos

or(u,v) =T (u)(v) = 0.
Dai, v = 0, mostrando que T é injetora. Seja f € V*. Pelo Teorema da Representacdo de
Riesz, existe um tinico v € U tal que

f(v) = pr(ug,v) = T(up)(v)
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para todo v € V. Logo, T é sobrejetora. A outra direcdo é feita de maneira analoga. O

As vezes é costume denotar a aplicagio ¢ por T ja que, pela Proposicio A.3.7,
existe uma identificagdo biunivoca entre £(U, V*) e B(U,V'). Mais adiante faremos o uso
desse abuso de notacao.

Proposicdo A.3.10. Sejam (Vi,w;) e (Va,w2) espagos vetoriais simpléticos. Uma aplicagio T €

L(V1, Vy) é simplética se, e somente se,
T owyoT =wy

onde T* denota a transposta de T'. Noutras palavras, o diagrama

é comutativo.

Demonstra¢do: Suponhamos que 7' é uma aplicagdo simplética. Pela Proposi¢do A.3.7
podemos enxergé-lo como um elemento de B(V;, V;). Dado u; € V;, tem-se

(T" owg 0 T')(uy) = T™(wa(T'(uy))) : Vi — K.
Para todo v; € V; obtemos
T (w2 (T (u1)))(v1) = wa(T (u1))(T'(v1))

= wa(T(ur), T (1))
= wi(ug, 01)
onde na primeira igualdade usamos a defini¢do da transposta de 7', na segunda igualdade

usamos a identificagdo ¥ e na terceira igualdade foi utilizado a hipétese de 7' ser um

simpletomorfismo. Reciprocamente, dados u;, v, € V3, tem-se
wa(T(u1), T(v1)) = wa(T(ur))(T(v1))
= T" owy(T'(u1))(v1)
= T"owgoT(uy)(v)
= wi(u1)(v1)

= w1(U17U1)~

Portanto, 7' é uma aplicagdo simplética. O
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Observacdo A.3.11. Rigorosamente, a igualdade da Proposi¢ao A.3.10 significa 7o W (wy)o
T = ¥(wy), onde V¥ é a aplicagdo da Observacdo A.3.8. Assim, duas formas simpléticas,

num espago vetorial de dimenséo par, diferem por um automorfismo. o

Apresentaremos agora uma maneira alternativa de expressarmos a igualdade (A.4).
O pullback da forma w, para V; por meio da transformacdo linear 7" € £L(V;, V) é a apli-
cagao
(T"wy) : Vi x Vi = K definida por  (T"ws) (v, w) := wa(T'(v), T'(w)).

Dessa forma, a aplicagdo 7" é simplética se, e somente se, T*w; = w;. Algumas proprieda-

des da aplicagdo 7™ sdo descritas abaixo.

Proposicdao A.3.12. Sejam Vi e V; espagos que possuem uma forma simplética. O pullback goza
das sequintes propriedades:

1. T*(wo +m2) = T*(w2) + T*(12).

2. (e T =c-T*.

2. (RoT)* =T"o R*.

4. se T é um isomorfismo, entdo (T~1)* = (T*)~L.

Proposicdo A.3.13. Seja V um espago simplético com dimensio 2n. Se w; e wy sido duas formas

simpléticas de V, entdo existe um simpletomorfismo T € L(V') tal que T*wy = w;.

Demonstragio: Pelo Exemplo A.3.5, existem simpletomorfismos ®; : (R*",wy) — (V,w1)
e Oy 1 (R¥™ wy) — (V,ws) tais que Piwy = wy e Phwy = wo. Seja T : (V,wi) — (Viwo) a

aplicagdo dada por T := ®;"' o &, ou seja, a tnica aplicagdo que faz o diagrama

(RZn’ Wo) M (R2n7 wg)

@lt l%

(Viwr) = =7 = (V,w2)
comutar. Pela Proposi¢do A.3.12 temos
T wy = ®F o (B 1) wy = ®F o (BF) twy = Plwy = wi.

Portanto, 7' é um simpletomorfismo que leva forma simplética de V' em forma simplética
de V. O
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Seja V' um espaco vetorial de dimensdo par. Consideremos o conjunto formado por
todas as formas simpléticas de V/, isto é,

QV)={w:V xV = K: wéuma forma simplética}.

Definimos uma agdo a esquerda do grupo GI(V') em Q(V') através do pullback

d.w=d'w.

O Exemplo A.3.5 e a Proposi¢dao A.3.13 nos asseguram que (V') # () e que a agdo é tran-
sitiva (existe apenas uma 6rbita). O subgrupo de isotropia de um elemento w € Q(V)

P2

é
G, ={T e G(V) : T"w = w} = Sp(V,w).

Assim,
Q(V) ~ GI(V)/Sp(V,w),

isto é, podemos enxergar (V') como um espago homogéneo.

Proposicdo A.3.14. Sejam X um conjunto nio vazio e (V,w) um espago simplético sobre um
corpo K. Se £ : X — V' é uma bijegio, entdo existe uma iinica estrutura vetorial em X com as

seguintes propriedades:

1. existe uma forma simplética o em X.

2. existe uma iinica forma simplética de maneira que a aplicagio & é um simpletomorfismo.

Demonstra¢do: Deve-se, primeiramente, definir opera¢des de soma e multiplicacdo por
escalar real em X que torne tal conjunto um espago vetorial. Para isso, dados z,y € X e
a € K defina

vy = (E(r) +E(y) e a-a = ¢ (ag(n).
Dai, tem-se

§(rty) =&x) +£(y) e fla-x) = af()

para quaisquer z,y € X, ou seja, £ é um isomorfismo. Sejam @ e ® operagdes de soma e
multiplicacdo por escalar, respectivamente, em V tais que £ € um isomorfismo. Se z,y € X

ea € R, entdo

f(x+y) = &(z)+&(y) =&(xr DY),
fla-z) = af(z) =&(a®x).
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Aplicando ¢! em ambos os lados das igualdades acima obtemos que =z +y = z @ y e
a-x = a® y,ouseja, as operagdes bindrias + e & bem como - e ® coincidem em X x X.
Dai, tais aplicagdes sdo iguais, mostrando que existe uma tnica estrutura de espago ve-
torial em X na qual £ é um isomorfismo. A forma simplética o é definida como sendo o
pullback de w por meio do isomorfismo . Por construcdo, £ é uma aplicacdo simplética e,

portanto, um simpletomorfismo. O

A.4 DecomposicOes Lagrangianas

O resultado a seguir nos garante que todo simpletomorfismo que deixa invariante

as “metades” de uma base simplética é dado como na Proposicdo A.3.6.

Proposicdo A.4.1. Sejam (V,w) um espago simplético e B = {ey,...,en, f1,..., fn} uma base
simplética de V. Considere os subespacos E = ger{ey,... e } e F' = ger{fi1,... fn}.

1. E e F sio espagos Lagrangianos.
2. Seja T € L(V) um simpletomorfismo tal que T(E) C EeT(F) C F. Se B = (B;;) e
C = (C;;) sdo elementos de M (n, K) que satisfazem as relagdes
T(e;) = Byei e T(f;) =Y Cifi,
i=1 i=1
entdo existe A € Gl(n,K) tal que B= AT e C = A~

Demonstra¢do: Argumentaremos o item 1 apenas para o subespago £, uma vez que para
F é andlogo. Dado u € E, escreva v = aje; + - - + ane,. Pela bilinearidade da forma

simplética temos que
w(e;,u) = aw(e;,er) + -+ aw(e;, en).

A hipoétese de B ser uma base simplética nos assegura que w(e;, e;) = 0 para quaisquer
i,j € {1,...,n}. Logo, {ei,...,e,} C E*+ 0 que implica que E C E+. Reciprocamente, seja
v € E*. Pela definigdo de ortogonal simplético temos w(e;,v) = 0 para todoi € {1,...,n}.

Como B é base, existem escalares a;, ..., an, b1, ..., b, € Ktais que
v=aie1+ -+ ane, +b1f1+ -+ bufn-
Usando que valem as relagdes (A.3) obtemos que

b = w(e;,u) =0
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paratodoi € {1,...,n} e, assim, v € E. Isso nos permite concluir que E = E*, ou seja, F
é um subespago Lagrangiano.

Vejamos, agora, o item 2. As restricdes 7’| e T'|r sdo isomorfismos, ja que levam
base em base. Logo, as matrizes B e C sdo ndo singulares. Afirmamos que a matriz A
procurada é dada por C~'. Como B é uma base simplética e T' é um simpletomorfismo
segue que

bij = wlei, fj) = w(T(es), T(f)) = ZBkiClj wler, fy) = (B'O);
ol N

para quaisquer i,j € {1,...,n}. A igualdade acima significa que B'C' = I e, assim, con-
cluimos que B = (C71)T = AT. O

O resultado a seguir nos diz que os subespacos Lagrangianos possuem uma rele-
vancia maior no sentindo de todo espago simplético poder ser decomposto na soma direta

de subespacos Lagrangianos.

Teorema A.4.2. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. As sequintes afirmagdes sio equi-
valentes:

1. V admite uma estrutura de espago simplético.

2. existe um espago vetorial L tal que V ~ L & L* de maneira candnica.

Além disso, com respeito as estruturas simpléticas acima L e L* sdo subespacos Lagrangianos de V
e 0 isomorfismo da afirmagdo 2 é um simpletomorfismo.

Demonstracdo: Seja B = {ei, ..., en, f1,..., fo} umabase simplética de V. Pela Proposicado
A.4.1 temos que os subespagos E = ger{ey,...,e,} e F' = ger{fi,..., f,} sdo Lagrangianos

e, além disso, V = E' @ F. Considere a aplicacdo
¢: F— E* dadapor @(v)(u)=w(u,v)

para quaisquer u € E' e v € F. Considere {e7,..., e} } abase de £* dual a base {ey,...,e,}
de E. Dados i,j € {1,...,n} vale que

D(fj)(ei) = wles, fj) = 6ij = €j(ei),

ou seja, ¢ leva base em base. Logo, obtemos que F' e E* sdo isomorfos. Pelo Exemplo A.1.6
a soma direta ' & E* pode ser vista como um espago simplético, onde a forma simplética
é dada por

we((u, ), (v,9)) = g(u) = f(v).
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Além disso, pelo Exemplo A.2.10 temos que os espagos E @ {0} e {0} & E* sdo subespagos
Lagrangianos de £/ @ E*. A decomposicdo de V' na soma direta dos subespagos E e F' nos

garante que a aplicacdo
UV:V 5 E®E" dadapor Y(u-+v)=(u,®))

estd bem definida e é um isomorfismo. Tomemos u, v € Eev,v’ € F. Visto que E e F' sdo
Lagrangianos temos w(u,u') = 0 = w(v,v’). Dai,

wp(V(u+0), V(' +07)) = we((u, 2(v)), (v, (v)))
) (u) = (v)(u)

O(v u
= w(u,v) —w(W,v)
= w(u,v') +wv,u)
= w(u,v) +w(u,u’) + w(v,u) + w(v,v)
= w(u+uv,u +'),

ou seja, ¥ trata-se de um simpletomorfismo. Isto mostra que a afirmacgao 1 implica em 2.

Reciprocamente, suponhamos que vale a afirmacdo 2. Seja V : V. — L & L* um
isomorfismo. A forma bilinear w = V*w,, pullback de wy, pela aplicagdo ¥, é uma forma

simplética em V' que, por construgdo, torna ¥ um simpletomorfismo. l

Proposicao A.4.3. Seja (V,w) um espago simplético. Se L e L sdo subespagos isotropicos tais que
V = L& Ly, entdo L e Ly sdo subespagos Lagrangianos.

Demonstrac¢do: Seja L; € V um subespaco isotrépico de maneira que contenha o subes-
paco L. Nesse caso, devemos ter que L; N Ly é ndo trivial. Seja v € L, N L. Para todo
u € L temos que w(u,v) = 0, uma vez que L C L; C Lf. Por outro lado, se u € Ly, entdo
w(u,v) = 0 poisv € Ly C L. Assim, como a aplicacdo w?, definida em (A.1), é injetora
segue que v = 0. Logo, L = L;, mostrando que L é um subespago isotrépico maximal.

Pelo Teorema A.2.12 isto significa que L é Lagrangiano. Il

Proposicdo Ad4. SeV = E@ F,entdo V = E+ & F*+. Em particular, se E é Lagrangiano,
entioV =FE @ F*.

Demonstragdo: O dual V* é decomposto na soma direta E° & F°. Como w’(Et) = E' e
W (F*) = F'segueque V = E+t @ Ft.Se E = E+,entio V = E @ F*. O
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Veremos que todo subespaco Lagrangiano tem pelo menos um complementar La-
grangiano. Apresentaremos duas provas para este fato, uma delas vélida para dimensao

infinita e a outra para espagos finitamente gerados.

Teorema A.4.5. Seja (V,w) um espago simplético. Se L C V' é um subespago Lagrangiano, entdo
existe um subespago Ly C 'V Lagrangiano tal que V = L@ Ly. Em outras palavras, todo subespago

Lagrangiano admite um complementar Lagrangiano.

Demonstrac¢do: Seja I’ C V talque V = L@ F. Se F for Lagrangiano, entdo considere L, =
F. Suponha que F' ndo é Lagrangiano. Visto que L é Lagrangiano segue, da Proposigao
A.4.4, que F+ também é um complementar de L. Considere o seguinte subespago

1
Ly := {g(u—i—v):uEF,vGFl e u—UGL}.

Por hipétese, existe u € F'\ F* com u # 0. Como V = L & F* temos que existem tinicos
ug € Lewvy € Ft, com ug,vy # 0, tais que u = ug + vo. Logo, vp —u = ug € L, ou
seja, u + vg € Ly com u + vy # 0 pois u, vy # 0. Dai, o subespago L, é ndo trivial. Por
causa da Proposicdo A.4.3 é suficiente mostrarmos que L, é um complementar de L que é

isotrépico. Para esse fim, suponha que L N L, é ndo trivial. Neste caso, tem-se
ut+vel e u—velL,

ja que L é um subespaco. Dai, u,v € L. Como F e F* sdo complementares de L segue
que u,v = 0. Agora, vejamos que V = L + Ly. Seja x € V. Por hipétese, existem tinicos
v,y EL,uc Feve Frtaisquer =y+uez =y +v. Assim,y —y = v —u, implicando
que zo := su + 30 € Ly. Notemos que
1 1 1
v=gly+u)+ 5 +v) =y +u)+we L+ Lo

Logo, concluimos que V' = L @& Ly. Resta mostrarmos que L, é isotrépico. Tomemos
= 1(u+v)ey=3i(u+v)elementos genéricos de L,. Usando que a forma simplética é

bilinear e que v — u,v' — v’ € L obtemos

1 1
w(z,y) = w<u+§(v—u),u’+§(v'—u/))
1
= w(u,u’)+ §w(u, v =) — éw(u', v —u)
1
= éw(u,v’) — Qw(u’,v)
=0

como desejdvamos. O
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Demonstra¢ao alternativa do Teorema A.4.5: Seja L um subespago Lagrangiano. Em
particular, L C Ve L = L*. Existe um elemento v; € V tal que v; ¢ L. Assim,
LNnger{v;} = {0} e, pela Proposi¢do A.2.3, vale que L+ger{v; }+ = (LNger{v; })* = V. Seja
vy € ger{v; }* tal que vy & L + ger{v,}. Neste caso, tem-se L N ger{vy,v2} = {0} e usando
novamente a Proposi¢do A.2.3 obtemos que V = L+ ger{v;, v2}*. Notemos ainda que, por
construcdo, o subespaco ger{v;, v2} é isotrépico. A hipétese de V' ser finitamente gerado
nos assegura que ap6s uma quantidade finita de itera¢des do processo descrito anterior-
mente encontraremos um subespaco isotrépico Ly C V talque V = L+ Ly, LN Ly = {0}
e ndo existird um elemento de Ly que ndo pertenca a L + Ly. Dai, V = L & Ly e pela

Proposigdo A.4.3 concluimos que L, é Lagrangiano. 0

Uma decomposi¢io Lagrangiana de V é um par (L, L,) de subespagos Lagrangi-

anos tal que V' = L; & L,. Considere a aplica¢do

AL1,L2 Ly — LT dada por AL17L2<U) = —wb(v)|L1.

A bilinearidade da forma simplética nos assegura que Ay, ;, é uma transformacao linear.

Teorema A.4.6. A aplicagio Ay, 1.,, como definida acima, goza das seguintes propriedades:

1. é um isomorfismo canonico.

2. A transposta da aplica¢do Ay, 1, € iqual a menos Ap, 1, (médulo isomorfismo), isto é, o

diagrama abaixo é comutativo.

ApLy,1q
Lo hps

[ [

L** L*

1 Azl,LQ 2
Demonstracdo: Tomemos v € nuc(Ayg, 1,) € Lo. Para todo v € L; temos que w(v,u) = 0.
Dai, v € L = L,. Ahipétese de (L, L,) ser uma decomposi¢do Lagrangiana de V implica

que Ly N Ly, = {0} e, assim, v = 0. Logo, Ay, 1, é injetora. Seja f € Lj. Considere f € V*

definida por
~ fv), vel
fv) = :
0, v E LQ
Pelo Teorema A.1.1 existe v, € V tal que f = w(vy, —). Assim, w(vg,v) = flv) =0 para

todo v € L,, implicando que vy € Ly. Como L, é um subespago Lagrangiano segue que

vy € L. Além disso, por construcao f = A, 1,(v0), finalizando a prova da afirmagao 1.
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Vejamos a afirmacdo 2. Por defini¢do de transposta temos A7 ; : Li* — L;. No
contexto de espagos vetoriais finitamente gerados vale que L}* ~ L, canonicamente. As-
sim, todo funcional linear de Lj é da forma u* com u € L;. Lembremos que v*(f) = f(u)
para todo f € L}. Dados u* € Li* e v € Lo, tem-se

AL, (6) () = wF(Apyr,(v))
= AL, 1, (0)(u)
= w(v,u)
= —w(u,v)

= _AL2,L1 (u) (U)

como desejavamos. O

Teorema A.4.7. Seja Ly C V um subespago Lagrangiano. Se 13, é uma base de L., entdo existe
uma base simplética B de V' tal que By C B. Em outras palavras, toda base de um subespago
Lagrangiano pode ser completada a uma base simplética.

Demonstra¢do: Pelo Teorema A.4.5 existe um subespago Lagrangiano L, tal que V =
Ly & Ly. Sejam B; = {ey,...,e,} umabasede Ly e Bf ={ej,..., e’} abase dual a B;. Para
cadai € {1,...,n} defina

fi= Al (D).

O Teorema A.4.6 nos garante que o conjunto By = {fi,..., f,} € uma base de L,. Afir-

mamos que a base B = B; U B, é simplética. Notemos que w(e;, e;) = 0 = w(f;, f;) para

quaisquer ¢,j € {1,...,n}, jd que os subespagos L; e L, sdo Lagrangianos. Além disso,
wiei f;) = —wlei AL 1, ()

= w(Ap, 1, (€)), e)

= ALLLQ (Azll,Lg (6;)) (61)

= e;f(ei)

= b
para quaisquer 4, j € {1,...,n}. Portanto, o conjunto B é realmente uma base simplética
de V. O

Coroldrio A.4.8. Toda base de um subespago isotrdpico pode ser estendida a uma base simplética.
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Demonstracdo: Seja W um subespago isotrépico de V. Pelo Teorema A.2.12 existe um
subespaco Lagrangiano L C V tal que W C L. Seja B, uma base de 1. Complete este
conjunto a uma base de L, digamos B;. Pelo Teorema A.4.7 existe uma base simplética B
de V tal que B; C B. O

Proposicdo A.4.9. Sejam (L, Lo) e (L, L}) decomposicdes Lagrangianas dos espagos simpléticos
(V,w) e (V' '), respectivamente. Valem as sequintes propriedades:

1. se ¢ € L(Ly,L}) é uma transformagdo linear injetora, entdo existe uma iinica aplicacio
simplética T € L(V,V') tal que T'|;,, =+ eT(Ly) C L.

2. se € L(Ly, L)) é um isomorfismo, entdo existe um tinico simpletomorfismo T € L(V, V')

tal que T'|,, =Y eT(Ly) = L.

Demonstra¢do: Seja B; = {ej,...,e,} uma base de L,. Pelo Teorema A.4.7 podemos

completar esta base a uma base simplética
B = {61,...,67~,f1,...,f7~}

de V. Como v é injetora temos que ¢)(53;) C V' é um conjunto linearmente independente.
Mais ainda, se dim L} = s, entdo r < s. Complete o conjunto ¢(B]) a uma base de L},
digamos

B ={e,....e f1,..., [}
onde e} = 1 (e;) paratodoi € {1,...,r}. Considere a aplicagao 7' : V' — V' dada por
T(e;) =v(e;) e T(f;)=f paratodo i€ {1,...,r}
e estendida por linearidade. Por construcéo, 7’|, = v, implicando que T'(L;) C L. Além
disso, para quaisquer i, j € {1,...,r} vale que
wlenes) = 0=w(e,e)) =w(T(e:), T(e;))

w(fi, fi) = 0=w(fi, fj) =w(T(f:), T(f;))

pois os subespagos L, e L} sdo Lagrangianos assim como os subespacos ger{fi,..., f,} e
ger{f1,..., fi} (veja Proposicao A.4.1). O fato de B’ ser uma base simplética nos garante
que

w(ei, f;) =0 =w(e;, fi) = w(T(e:), T(f;))

para quaisquer ¢, j € {1,...,r}. Portanto, 7' é uma aplicagdo simplética. O
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APENDICE B - Variedades Diferenciaveis

O presente capitulo destina-se a apresentarmos a linguagem bdsica empregada
pela Geometria. Ndo nos ocuparemos em expor algumas nogdes topolégicas e nem re-
sultados da Anadlise no R". Para isso, sugerimos as referéncias [40-44]. Cobriremos,
brevemente, os conceitos de variedade diferencidvel, espaco tangente, campos vetoriais,
formas diferenciais de grau 1 e fibrados. Para uma discussdo minuciosa de tais temas
consulte [9,30,43,45-48].

B.1 Cartas, Atlas e Estruturas Diferencidveis

Seja M um espago topolégico. Dizemos que M é uma variedade topoldgica, de
dimensdo n, quando M é localmente Euclidiana, isto é, para todo p € M, existem abertos
UCM,compeU,e U C R" e um homeomorfismo ¢:U— U. Nesse contexto, os abertos
U sdo chamados de abertos Euclidianos e o homeomorfismo ¢ é denominado sistema de

coordenadas, carta coordenada, carta local ou carta.

O sistema de coordenadas (U, ¢) define n fungdes 27 : U — R tais que

¢(p) = (z'(p),-..,2"(p)) ER",

que sdo chamadas coordenadas locais ou fungdes coordenadas. Se 7; : R* — R denota a
projegdo candnica na j-ésima coordenada, entdo z/ = 7; o ¢. Dai, podemos concluir que

cada fun¢do coordenada é uma aplicagdo continua e aberta.

Para cada i € {1,...,n}, denotaremos por v’ : R" — R as fung¢des que associam
cada ponto a = (ay,...,a,) a i-ésima coordenada a;. Assim, u',...,u" sdo as fungdes
coordenadas naturais do espaco R". Tendo em mente a notacdo anterior, notemos que
uto ¢ =zt

Dado um ponto na variedade, pode existir, a principio, vérios sistemas de coorde-
nadas com dominio contendo o ponto. Se (U, ¢) e (V, ) sdo duas cartas em M tais que
UNV #0,entdao p(UNV),»(UNV) C R"sdo abertos ndo vazios tais que a aplicagdo

Yoo tip(UNV)—=(UNV)

é um homeomorfismo entre abertos de R" denominado mudanca de coordenadas de ¢
para .

Um atlas de M é um conjunto de cartas coordenadas

A={(U,¢;) i €I}
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tal que (U;);cr € uma cobertura de M. Dizemos que duas cartas sdo compativeis de classe
C" quando seus dominios tem interse¢do vazia ou quando a mudanga de coordenadas é
um difeomorfismo de classe C". Um atlas de classe C" A é um atlas tal que para todos
(U, 9),(V,¢) € A, tem-se (U, ¢) e (V. 1) sdao compativeis de classe C".

Denotaremos por 2" (M) o conjunto de todos os atlas de classe C” em M munido
da relagdo de ordem parcial dada pela inclusdo de conjuntos. Um atlas A € A"(M) é dito
maximal quando para todo atlas A € A"(M) tal que A C A, tem-se A = A. Pelo Lema de
Kuratowski-Zorn pode-se mostrar que se A é um atlas de classe C", entdo existe um tinico

atlas maximal sobre M que contém A (veja também [9, p.13]).

Uma estrutura diferencidvel em )M de classe C" consiste num elemento maximal
do conjunto A" (M ). Uma variedade diferencidvel, ou simplesmente variedade, consiste
numa variedade topoldgica M e uma estrutura diferencidvel D. Assim, a terminologia

carta local em M passa a significar uma carta local que pertence a D.

Chamamos atengdo para o fato de que alguns autores (por exemplo, [9,43,47]) cos-
tumam definir o conceito de variedade diferencidvel exigindo ainda que o espago topo-
l6gico subjacente seja Hausdorff (conjuntos finitos sdo fechados e limite de redes/filtros
convergentes sdo tinicos) e tenha base enumerdvel. Nesse caso, verifica-se (vide Theo-
rem 1.15 [9, p.9]) que M é uma variedade topoldgica paracompacta’ e, consequentemente,
admite particdo da unidade (vide [9, p.43]).

Dada uma familia de bije¢des entre um conjunto e uma variedade diferencidvel, é
possivel transportarmos a estrutura diferenciavel da variedade para o conjunto em ques-
tdo (vide [47] ou [9, p.21]). Isso nos permite, por exemplo, estudar os fibrados tangente e

cotangente, que serdo definidos adiante.

Existem alguns exemplos importantes de variedades, a saber, os espacgos Euclidi-
anos R", os espacos normados de dimensdo finita, grafico de aplicagdes diferencidveis,
as esferas S", Grassmannianas e os espacgos projetivos. Pode-se, ainda, construir novas
variedades a partir de uma variedade dada utilizando, por exemplo, produto cartesiano,
relagdes de equivaléncia e a¢des de grupos. Salientamos que todo aberto U de uma varie-
dade (M, D) tem uma estrutura diferencidvel induzida por M. Com efeito, a colecdo

Ay ={(V,¢)eD:V C U}

¢ um atlas de classe C" em U e, assim, existe uma tnica estrutura diferencidvel, de classe

1 Um espaco topolégico X é dito paracompacto quando para toda cobertura aberta € de X, existe

um refinamento © de € tal que © é uma cobertura aberta e localmente finita. Uma discussado
aprofundada sobre espagos paracompactos e particdes da unidade é feito em [42, p.109]. Ja a
referéncia [9] trata de tais conceitos no contexto de variedades diferencidveis.
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C", em U, que contém A;;. Com essa estrutura temos dimU = dim M, uma vez que o0s

dominios das cartas em A;; sdo abertos em M.

Consideremos M e N variedades de classe C". Uma aplicagdo f : M — N é de
classe C*, com0 < k <r, quando para todo p € M existem cartas ¢ : U C M — ¢(U) C R”
ep:VCN—=Y(V)CR"taisquep € U, f(U) CV eacomposigdo

F=vofop™:pU)—p(V),

denominada representacio local de [ nas cartas ¢ e 1, seja de classe C*. Verifica-se que

tal conceito estd bem definido, isto é, independe da escolha de cartas.

No proximo resultado, destacaremos que toda carta é um difeomorfismo.

Proposicao B.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*, U C M e W C R" aberto.
A fim de que uma aplicagdo bijetora ¢ : U — W seja uma carta de M é necessdrio e suficiente que

U seja um aberto de M e ¢ um difeomorfismo de classe C".

Demonstra¢do: Suponhamos que (U, ¢) seja uma carta de M. Consideremos as represen-
tagoes de ¢ e ¢! com respeito as cartas ¢, na variedade U, e idy, na variedade W,

idy =idyopod™ : W =W e idy =¢o¢ 'oidy : W — W.

Como a identidade é de classe C" segue que ¢ é um difeomorfismo de classe C". Para
mostrarmos a reciproca devemos garantir que ¢ é um elemento do atlas maximal D de M,
ou seja, ¢ tem que ser compativel com toda carta de D. Seja ) : V' — Z uma carta de D. Os
conjuntos ¢(UNV) e yp(UNV) sdo abertos de R”, uma vez que ¢ e 1) sdo homeomorfismos.
Além disso, a fungdo de transigdo ¢ o ¢! é de classe de C" pois pode ser enxergada como
a representacdo de ¢! nas cartas id : (UNV) = d(UNV) e d|pny : UNV = p(UNV).
Analogamente, vemos que ¢o1)~' é de classe C". Dessa forma, )o¢~! é um difeomorfismo

de classe C" e, portanto, ¢ e ¢ sdo compativeis. O

Seja f : M — R uma funcdo. O suporte de f, em simbolos supp( f), é definido por

supp(f) = {z € M : f(x) # 0}.

Proposicao B.1.2. Seja M uma variedade C>, Hausdorff e paracompacta. Se F' C M ¢é fechado e
U C M éaberto tal que ' C U, entdo existe f € C°(M) tal que 0 < f <1, f(x) = 1 para todo
x € Fesupp(f) CU.

Demonstrac¢do: Vide [9, p.44]. O



129

Proposic¢do B.1.3. Sejam M uma variedade diferencidgvel, F C M fechado e f : F — R* uma
aplicagdo de classe C*°. Se U C M é um aberto contendo F, entdo existe uma aplicagio fiM—
R* de classe C° tal que ﬂp =fe supp(f) cU.

Demonstrac¢do: Vide [9, p.45]. O

B.2 Espago Tangente

Denotaremos por €,()M) o conjunto de todas as curvas diferencidveis, em M, com
dominio contedo 0 € R e que passam pelo ponto p € M. Seja vy : (—¢,¢) — M uma curva
diferencidvel tal que 7(0) = p. Um vetor tangente a curva v no ponto p é uma aplicagdo

d
Alp : C°(M) — R definida por |,(f) := E(f o) (t)]i=o-

Consideremos a relagdo ~ em ¢, (M) dada por
v ~ o se, e somente se, ¥|,(f) = o|,(f) paratodo f e C>(M).

Tal relagdo é reflexiva, simétrica e transitiva. Logo, trata-se de uma relagdo de equivalén-
cia. O conjunto €,(M) é particionado em classes e o conjunto formado por essas classes,
denominado espaco tangente a M em p, serd denotado por

T,M = &, (M)/~.

A classe de equivaléncia [y] serd chamada de vetor tangente.

Vamos, a partir de agora, associar biunivocamente cada classe de equivaléncia de
curvas com o seu respectivo “vetor velocidade”. Denotaremos por ¥, o conjunto for-

mado por todas as aplicagdes 7|, com v € €,(M).
Proposic¢ao B.2.1. Se 7|,, |, € T,M e a € R, entdo existem «, f € €,(M) tais que
&l =9l +0l, e Blp =a-lp-

Em particular, o conjunto T, M munido das operacdes usuais de soma e multiplicacio por escalar é
um espago vetorial.

Demonstragio: Seja (U, ¢) uma carta, com ¢ = (z!,...,2"), que contém o ponto p € M

de maneira que ¢(U) = R™. Se dom(y) = (—¢1,¢1) e dom(o) = (—e3,£2) sdo tais que
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v(—€1,€1),0(€2,69) C U, entdo tomemos ¢ := min{ey,e2}. Consideremos a curva « :

(—e,e) = M dada por

alt) = ¢ (¢or(t) + ¢oo(t) — ().
Por construgado, a(0) = p e a(—¢,e) C U. Pela regra da cadeia temos
alp(f) = (foa)(0)
= (fod lo(poy+goa—¢(p))(0)
= > A ) o+t 00— ) O
— (fod™ 0602)(0) + (fo b 0poa)(0)
= '7|p(f) + d|p(f)

para todo f € C°°(M). Vejamos que o produto por escalar é uma operagado fechada em
T,M. Seja a € R tal que a # 0. Defina (3 : (—¢/|a|,e/|a|) — M por (t) = y(at). Assim,

Bh(H) = (o8
= (o anl

-
— a-(for)
— a3 0)

para todo f € C(M). d

A aplicacdo
¢ :T,M — %F,M dadapor &([v]):=7,

é bijetora. Dessa forma, existe uma tinica estrutura de espago vetorial em 7),M tal que ® é

um isomorfismo, a saber, basta definir
P +1e] =27 (3 +61) e a-[y] =27 (a-Al)
onde a € R.
Proposicao B.2.2. Um vetor tangente v € T, M goza das sequintes propriedades:
1. R-linearidade: v(af + bg) = av(f) + bv(g);

2. Regra de Leibniz: v(f - g) = f(p)v(g) + g(p)v(f)
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para quaisquer a,b € Re f,g € C*(M).

Demonstracio: Como v € T,M, existe uma curva v € €,(M) tal que v = ®([7]) = 7|,.
Usando o fato que a derivada direcional é uma transformacdo linear segue que

d

9 (@ +9) 0 V) (Dlico = -2 (7 01 (o +b (5.0 7) (1) o

Logo, ¥|,(af + bg) = a¥|,(f) + b¥|,(g9), mostrando a R-linearidade. Agora, a afirmagdo 2 é
uma consequeéncia da regra de Leibniz para fun¢des definidas em R", uma vez que

L 9onWle = SO 96 ®lo
= (oM Dlkeo 91(0)) + F4(0)) - (g0 ) (1)lco.
Dai, ¥[,(f - 9) = ¥lp(f) - 9(p) + f(p) - ¥]s(9)- O

Uma derivacido em p € M é uma aplicagdo v : C*°(M) — R que tem as proprieda-
des 1 e 2 da Proposigdo B.2.2. O conjunto de todas as deriva¢des em p serd denotado por
©,M. Considerando-se as opera¢des de soma e multiplicacdo por escalar ponto a ponto
temos que ©,M é um espaco vetorial. Assim, T,/ é um subespaco de D, M.

Seja (U, ¢), com ¢ = (z',...,2"), um sistema de coordenadas numa vizinhanga de
p € M. Ai-ésima derivada parcial de f € C*(M ) em p, no sistema de coordenadas (U, ¢),
é definida por

of . 9(foo™h)
onde (u!,...,u") é o sistema de coordenadas candnico em R". Assim, fica definida a
funcao
J . e 0 . of
o |, : C*°(M) - R dada por %|p(f) =5 (p).

Por simplicidade, ¢ usual denotarmos 2

» Por O;l,.

Veremos na Proposigdo B.2.3 que as derivadas parciais em variedades sdo vetores

tangentes, ou seja, sdo classe de equivaléncia de curvas.

Proposi¢do B.2.3. Seja (U, ¢) um sistema de coordenadas, com ¢ = (a',... x™), que contém

p € M. Asaplicagbes 2|, : C*°(M) — R, comi € {1,...,n}, formam um conjunto linearmente
independente de ¥, M. Em particular, diim T,M = dim T,M > n = dim M.

Demonstragdo: Vamos mostrar, primeiramente, que existe uma curva v; € €,(M) tal que
0ilp = 7il, paratodo i € {1,...,n}. Denotemos a = ¢(p) € R". Como ¢(U) é aberto, existe
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um ¢ > 0 tal que a + te; € ¢(U) para todo t € (—¢, ) para cada indice i. Consideremos a
curva vy, : (—e,e) — M definida por

Yi(t) == ¢ Ha + tey),

onde {ey,...,e,} é abase candnica de R". Por construgdo, v;(—¢,¢) C U. Além disso,
. _d d 1 _8(fo _1) _8f
%lp(f) - dt(f © 77/)(t)|t:0 — dt (f © ¢ (a + te’l))|t:0 - o’ (CL) - Ot (CI,)

para todo f € C*°(M). Assim, tem-se 0;|, = 7|, = ®([]) € T,M. Mostremos que o
conjunto {0 |y, ..., 0n|,} é linearmente independente. Para isso, consideremos a seguinte

combinagdo linear Y, ¢'9;|, = 0 onde ¢* € R. Aplicando ambos os lados dessa igualdade

. OI , .
0220’53(]9) :Zcz@-j =

% A

em x/ temos

para todo j € {1,...,n}. Por fim, n < dim ¥, M pois todo conjunto linearmente indepen-
dente estd contido em alguma base. O
Teorema B.2.4. Se (U, ¢), com ¢ = (x',... x"), é um sistema de coordenadas em torno de um

ponto p € M, entio o conjunto

0 0
B¢ = {%hﬂv'“v%h}}

é uma base de ©,(M). Além disso, para todo v € ©, (M), tem-se

Demonstrac¢ao: Vide [49, p.8]. O

Coroldrio B.2.5. Os espacos T,,M e D, M sio isomorfos. Em particular, dim T,,M = n.

Dizemos que o conjunto B, do Teorema B.2.4 é uma base coordenada de T,M. Os
numeros reais v(z') acima sdo chamados de componentes ou componentes contravarian-

tes de v no sistema de coordenadas (U, ¢).

Sejam M e N variedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacdo diferencidvel.
A derivada de f num ponto p € M, em simbolos df,, é a aplicagdo df, : T,M — Ty N
dada por

dfp([7]) = [f 1],
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onde [y] € T,M. Notemos que geometricamente tal aplicagdo leva vetores tangentes de
M em vetores tangentes de N.

Devemos garantir que a derivada estd bem definida. Sejam v,0 € €,M tais que
v ~ o. Para todo g € C*°(M) temos

(g07)(0) = p(9) = 6lp(9) = (9 00)'(0).
Para todo h € C*°(N) temos

(ho(fe)(0) = ((hof)ey)(0)=((hof)o0)(0) = (ho(fea))(0)

onde na segunda igualdade usamos a hipétese de v ~ ¢ na aplicagdo diferencidvel ho f :
M — R. Logo, [f o] = [f o o] donde df,([7]) = df,([o]).

Mostraremos, agora, que a aplicagdo é linear. A estratégia consiste em definir-
mos uma transformacdo linear entre os espagos das deriva¢des de M e N nos pontos p
e f(p), respectivamente, de maneira que o diagrama abaixo comute (estamos cometendo
um abuso de nota¢do, uma vez que os isomorfismos ¢ ndo sdo iguais por atuarem em

espagos vetoriais distintos).

dfp
T,M —— Tf(p)N

% l‘b

DM T Qi N
Consideremos a aplicagdo I' : ©,M — D) N dada por

['(D)(g) :== D(go f)

para quaisquer D € ©,M e g € C*(N). Pela Proposi¢dao B.2.2 concluimos que I' é uma
transformacéo linear. Dado h € C*°(N), tem-se

['o @([7]p)(h) = L(31p)(h) = lp(h o f)

© o dfy (V) (h) = ©([f 0 ]p)(h) = (ho (f 7)) (0) = ((ho f) 27)'(0) = Flp(ho f).

Isso nos mostra que o diagrama é comutativo. Além disso, como ¢ é um isomorfismo e I

é uma transformagdo linear segue que df, também é uma transformacéo linear.

Proposicao B.2.6 (Regra da Cadeia). Sejam M, M, e Ms variedades diferencidveis. Se f :
My — Msye g : My — Mj sdo aplicacdes diferencidveis, entdo a composta g o f também o é. Além
disso, tem-se

d(go f)p = dgs) © dfy

para todo p € M.
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Demonstracdo: Se v € T,M, entdo existe v € €,(M;) tal que v = []. Assim,

d(go fp(v) =1[(go floy]l=lgo(fo)]=dgsm(lfor]) = dgsm(dfy(v))

e o resultado segue. O

Coroldrio B.2.7. Se f : My — M, é um difeomorfismo, entdo df, : T,My — Ty Ma é um
isomorfismo.

Demonstragio: Por hipétese, existe f~! tal que f~'o f = idy, e fo fF = idy,. Pela
Proposigao B.2.6, tem-se df, o d(f~') ) = idr,, a0 € d(f ")) o dfy = idr,a,. Logo, a
transformagéo linear df, possui inversa d(f ') s, para todo p € M, ou seja, trata-se de um

isomorfismo. ]

Proposicao B.2.8. Sejam M e N duas variedades diferencidveis e f : M — N uma fungio de
classe C*. Escolha duas cartas ¢ : U — ¢(U) ety : V — (V) taisquep € Ue f(U) C V. A
diferencial de f pode ser calculada através das derivadas das cartas e da representagio local como

dfy = (dpp) " 0 dfsp) © Aoy

para todo p € M.

Demonstrac¢ao: Basta usar a Proposigao B.2.6. O

Proposicao B.2.9. Sejam M uma variedade diferencidvel e U C M um aberto. Para cadap € U,
a derivada da inclusdo v : U — M é um isomorfismo de T),U sobre T),M.

Demonstrac¢do: Seja ¢ : V — ¢(V) C R™ um sistema de coordenadas de uma vizinhanga
de um ponto p € U. Por defini¢do, V é um aberto em U. Note que V também é aberto em
M, ja que U é aberto em M. Denotemos por ¢ esse mesmo sistema de coordenadas agora

visto em M. Consideremos
i=®oiogt:p(V) = (V)

a representacdo local da inclusdo com respeito as cartas ¢ e ¢ das variedades M e U,
respectivamente. A derivada d%(p) : R" — R" é a identidade. Pela Proposicdo B.1.1, ¢ é

um difeomorfismo e, assim, as transformacoes lineares

dd, : T,M —R" e d¢,: T,U — R"
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sdo isomorfismos. Embora ¢ seja uma carta tanto para U quanto para M os isomorfismos
induzidos ndo sdo iguais. Pela Proposicdo B.2.6, tem-se

diy, = (d®,)~" o dzﬁ(p) o gy, = (dDp) ™" © dd.

Como (d®,) ! e dp, sdo isomorfismos segue que di, também o é. Portanto, os espagos T,,U
e T, M sdo isomorfos. O

B.3 Fibrados Tangente, Cotangente e Campos de Vetores

Seja M uma variedade de classe C" com n = dim M. O fibrado tangente de M é o
espago T'M definido como a unido disjunta dos espagos tangentes a M, isto é,

T™ = [[T,M = | J{p} x M ={(p,v) :pE M e veT,M}

peM peEM

Denotamos por 7 : T'M — M a aplicacdo dada por 7 (p,v) := p, denominada projecio de
TM sobre M. Notemos que cada espago tangente 7,/ é identificado com a pré-imagem
7 Y(p) = {p} x T,M via a aplicagdo v — (p, v). Por causa disso, é comum encontrarmos as
notagdes v, ou (p,v) para denotar v € T, M.

Teorema B.3.1. Se M é uma variedade diferencidvel de classe C", entdo o fibrado tangente T'M

tem uma estrutura diferencidvel, de classe C"1 de dimensdo 2n. Além disso, com essa estrutura:

1. m#: TM — M é uma submersdo de classe C" 1.
2. se M é Hausdorff, entdo T'M é Hausdorff.
3. se M tem base enumerdvel, entio T M tem base enumerdovel.

4. se M é paracompacta, entdo T'M é paracompacta.

Demonstrac¢do: Vide [9, p.66]. O

Em geral, o fibrado tangente 7'M ndo é difeomorfo ao produto cartesiano M x R".
Dizemos que uma variedade M é paralelizdvel quando T'M é trivial. Por exemplo, R", S?,

S” e o toro T" sdo exemplos de variedades paralelizaveis. J4 a esfera S? ndo é paralelizavel.

Dada uma aplicacdo f : M — N diferencidvel entre duas variedades, define-se a
aplicacdo df : TM — T'N como

df (p,v) = (f(p), dfp(v)).
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A aplicacdo df é chamada derivada global ou aplicacdo tangente de f. Se f é de classe C”,
entdo df é de classe C"!. Além disso, se g : N — P é uma outra aplicacdo diferencidvel,
entao

d(idy) =idry e d(go f) = dgodf.

Em particular, se f é um difeomorfismo tem-se
d(f™") = (df) "

De agora em diante, suponhamos que M é uma variedade Hausdorff, paracom-
pacta e de classe C*°. Um campo vetorial em M é uma secdo da projegdo 7 : TM — M,
isto é, uma aplicagdo continua X : M — T'M tal que

WOX:id]\/[.

O conjunto de todos os campos vetoriais, em M, sera denotado por X(M ). Consideremos
em X(M) as seguintes operagoes:

e Adicdo: X(M) x X(M) — X(M), (X,Y) — X +Y definida por

(X+Y),=X,+Y,

e Multiplicacdo por escalar: R x X(M) — X(M), (a, X) — aX definida por
(aX)(p) = aX,.
e Multiplica¢do por fungido: C*(M) x X(M) — X(M), (f,X) — fX definida por
(FX)(p) = f(p)Xp.

Verifica-se que as operagdes acima estdo bem definidas. Além disso, as operagdes de soma
e multiplicacdo por escalar tornam X (M) um espago vetorial real enquanto as operagdes
de soma e multiplicacdo por fungdo tornam X(A/) um moédulo sobre o anel C*°(M).

Proposicido B.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel. A aplicagdo [-,-] : X(M) x X(M) —
X(M) dada por
(X, Y](f) = XY () = Y (X(f))

estd bem definida e goza das sequintes propriedades:

1. bilinearidade.
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2. antissimétrica.

3. [[X, Y], Z]+[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0.

Demonstrac¢io: Vide [9]. O

Seja f : M — N uma aplicagdo diferencidvel. Dizemos que os campos X € X(M) e
Y € X(N) estdao f-relacionados quando

df o X =Y o f.

Suponhamos que f é um difeomorfismo. A composigdo df o X o f~! define um campo
vetorial em NN, denotado por f,X, que faz o diagrama abaixo comutar.

™ -2 TN
A

X] I fo X
|

Nesse caso, para todo y € N temos

FX () = df 10 (X (7 (W)). (B.1)
Proposicao B.3.3. Sejam f : M — N uma aplicagdo diferencidvel e X, X' € X(M). SeY,Y' €

X(N) estdo f-relacionados com X e X', respectivamente, entdo os campos [ X, X'] e [Y,Y"] estdo
f-relacionados.

Demonstracao: Vide [23, p.31]. O

Iremos agora apresentar a versdo dual dos conceitos discutidos anteriormente. O
fibrado cotangente de M, em simbolos 7T M, é definido como sendo a unido disjunta dos
espacos cotangentes a M, isto é,

T*M = [[T;M = |} x ;M ={(p,§):peM e £€T; M},
peEM peM
A aplicagdo 7* : T*M — M dada por 7*(p, ) = p é chamada de projecio de T* M sobre M.
Pode-se reformular o Teorema B.3.1 para o fibrado cotangente. Assim, 7*M tem estrutura
de variedade diferencidvel com dimensao 2n.

Uma secdo do fibrado cotangente 7" A é chamada de forma diferencial (de grau 1)

ou campo de covetores em M, isto é, consiste numa aplicagdo a : M — T*M tal que

oo =1dy, .
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O conjunto de todas as formas diferenciais de grau 1 em M é denotado por Q!(M). Ana-
logamente ao que foi feito para campos vetoriais, o conjunto Q'(M) pode ser visto como
um espago vetorial real e como um médulo sobre C*(M]).

B.4 Fibrados

Um fibrado? é uma tripla (E, 7, B) onde 7 : E — B é uma aplicagdo. O conjunto B
é chamado espaco base, o conjunto F é chamado espaco total e a aplicagdo 7 é chamada
projegdo do fibrado. Para cada z € B, denomina-se a pré-imagem 7~ '({z}), as vezes
denotada por 7 (z), por fibra sobre x. A familia de fibras

{r'(x):2€B}CE

é disjunta, isto é, 7 *(z) N 7 !(y) = 0 sempre que x # y. Assim, se duas fibras tem in-
tersecdo ndo vazia, entdo elas coincidem. Utilizando que pré-imagem comuta com unides

arbitrdrias, percebemos que o espago total pode ser visto como uma unido, parametrizada

E=][r"@),

z€EB

pelo espaco base, de fibras

onde o simbolo [ significa unido disjunta. Uma seg¢do de (E, m, B) consiste numa aplica-
¢do o : B — F tal que 7 o 0 = idg. Em outras palavras, o(z) € 7~ !(z) para todo 2 € B. O
conjunto de todas as se¢des de (E, w, B) serd denotado por I'(E).

Exemplo B.4.1. Sejam (£, 7, B) um fibrado e F' um conjunto. O fibrado produto com base
B e fibra F consiste na terna (B x F, 7', B) onde 7’ : B x F' — B é a aplicagao dada por
7'(z,v) = z. Toda segdo o € I'(B x F') é da forma

o(z) = (z, f(z))

com f : B — F unicamente determinado por o. De fato, por definic¢do, o(x) = (o1(z), f(x))
ondeo; : B — Be f: B — F sdo as fun¢des coordenadas de . Visto que 7 o 0 = 04(2)
concluimos que o7 = id. Assim, existe uma bijecdo entre os conjuntos I'( B x F') e F (B, F).
o

Dizemos que (E', 7', B") é um subfibrado de (E, m, B) quando E’ é um subconjunto
de E, B’ é um subconjuntode Ben’' =7|p : ' — B'.

Exemplo B.4.2. Seja (-, -) o produto interno candnico do espago R"™'. Considere os con-
juntos

TS™ = {(p,v) € R""' x §": (p,v) = 0}

Estamos aqui seguindo a definigdo de [50].

2
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NS" = {(p,v) € R"™ x §" : p = av para algum a € R}.
As triplas (7'S™, m1,S") e (NS™, 3, S™) sdo denominadas fibrado tangente e fibrado normal

de S", respectivamente. Notemos que as fibras, em ambos os casos, tém estrutura de
espaco vetorial. Além disso, podemos enxergar tais fibrados como subfibrados de (R™*! x
Sm, mw, S™). o

Frequentemente sdo consideradas estruturas adicionais a um fibrado, dependendo
do contexto que estamos inseridos. Em Geometria é comum exigirmos que tanto £ quanto
B sejam, pelo menos, espagos topolégicos e a aplicagdo p : E — B seja continua e sobreje-
tora.

Dizemos que um fibrado (E,p, B) é um fibrado diferencidvel quando E e B sdo
variedade diferencidveis e a projecdo é uma submersao.

Exemplo B.4.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Os fibrados tangente 7'M e cotan-
gente T M sdo exemplos de fibrados diferencidveis no sentido que foi definido acima. Por
causa do Exemplo B.4.1, percebemos o motivo dos campos vetoriais em R* serem vistos
como aplicagdes de R em R3. o

Queremos, agora, considerar as aplicagdes entre fibrados que preservam as estrutu-
ras envolvidas. No caso de fibrados sem estruturas adicionais (topoldgicas, diferencidveis

etc) desejamos que as aplicagdes levem fibra em fibra.
Sejam (E4, 7, By) e (Es, w2, By) fibrados. Um morfismo entre esses fibrados é um
par (f,g)onde f : E; — Eyeg: By — By sdo aplicages tais que o diagrama

B, —1-E,

mL lﬂz

B, 9 B,

comuta. Em particular, quando os espacos base forem o mesmo B; = B;, um morfismo,
sobre By, f : (Ey,m, B1) = (B3, ™, B1) € uma aplicagdo f : E; — Ey tal que 1y = my 0 f.

f

By

Dizemos que dois fibrados (Ey, w1, By) e (Esy, ma, By) sdo isomorfos quando existe
um morfismo (v, f') : (Eq,m, By) — (Ey,m,By) tal que f o f = idp,, fo f = idp,
g og=1idp, egog =idp.

E,

E,
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Um conjunto F' é uma fibra tipica do fibrado (£, 7, B) quando existe uma bijegado
entre F' e 7 !(z) para cada z € B. O fibrado (E, w, B) é dito trivial com fibra F' quando
(E,m, B) é isomorfo ao fibrado (B x F,, B).

Proposicido B.4.4. Sejam m; : E; — B;, i € {1,2}, fibrados e f : Ey — E5 uma aplicagdo. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. Para todo x € By, existe y € By tal que f(m; ' (z)) C 3 ' (y).

2. Existe uma aplicagdo g : By — By tal que g o my = my o f, isto é, que faz o diagrama

comutar.
Nesse caso,

1. f(myY(x)) C 7y ' (g(x)), para todo x € B;.
2. Aaplicagdo g é vinica.

3. Sem; : E; — B, i € {1,2}, e f sdo diferencidveis, entio g é diferenciduvel.

Demonstra¢do: Suponhamos que vale 1. Sejam o, : By — E; uma se¢do de m e g =
mo fooy. Dado & € Ey, sejamx = m(§) € By e £ = o1(z) € E;. Dai,

gom(§) =mo fooi(r) =mo f(§) =mo f(&),

sendo que na tultima igualdade foi usado que f(&) e f(&) estdo na mesma fibra de Es.
Logo, gom =m0 f.

Reciprocamente, se g : B; — By é uma aplicagdo tal que gom; = w0 f, entdo dados
v € Biefcnl(x), temos

m(f(§)) =m0 f(§) = gom(E) = g(m(S)) = g(x).
Logo, f(£) € my ' (g(x)), mostrando que f(r; *(x)) C 7, *(g9(x)), para todo = € B;.
Seja g : By — B, uma aplicagdo tal que gom = myo f. Assim, gom = gom. Como
m € sobrejetora segue que g = g, mostrando a unicidade de g.

Se os espacos sdo variedades diferencidveis e as aplica¢des que definem g sdo dife-

rencidveis, entdo g é diferenciavel, por ser composta de aplica¢des diferencidveis. O
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Exemplo B.4.5. Consideremos o fibrado 7 : R*" — R", m(z,y) = x, e as aplicagdes [ :
R — R" e g : R" — R" definidas por

flz.y) = (2,0) e g(z) ==
Notemos que g o™ = 7w o f, g é difeomorfismo, f é injetora, mas ndo é sobrejetora. o
Exemplo B.4.6. Consideremos os fibrados 7; : R* — R? e m, : R* — R, definidos por
T,y 2) = (z,y) e m(r,y.2) =1

easaplicagoes f : R* — R?, f = idgs, e g : R? = R, g(x,y) = x. Notemos que gom; = mpo f,
/ é difeomorfismo, g é sobrejetora, mas nio € injetora. Além disso, dados (zg, yo) € R? e

zo € R, temos que

™ (20, y0) = {(z0,50)} X R e my ' (z0) = {mo} x R?,

isto é, as fibras de 7, sdo subvariedades de dimenséo 1 e as fibras de m, sdo subvariedades
de dimensédo 2. Em particular, f(r; ' (z,y)) C m '(9(z,y)), mas f(7; ' (z,v)) # 7 ' (g(x,y))
para todo (z,y) € R2 o

Proposicdao B.4.7. Sejam 7 : E — B um fibrado e f : E — E uma aplicagio bijetora. As
seguintes afirmagoes sio equivalentes:

1. f leva fibra em fibra, isto é, f(n~'(z)) = 7~ (g(x)), para todo x € B.

2. Existe uma iinica aplicagdo bijetora g : B — B tal que g om = mo f, isto é, que faz o

diagrama
E-1.E
comutar.

Demonstragao: Suponhamos que f leva fibra em fibra. Pela Proposigdo B.4.4, existe uma
Unica aplicacdog: B — Btalquegonm =mo f.

Sejam y € Be & € m!(y). Como f é sobrejetora, existe np € F tal que £ = f(n). Dai,

—~
=
~—
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mostrando que g é sobrejetora. Sejam, agora, z,y € B tais que g(x) = g(y). Por hipétese,

faH(2)) =77 g(2)) = 7 (9(y)) = f(7 " (y)).

Como f é injetora temos que 7' (x) = 77! (y) e, assim, = y, mostrando que g é injetora.

Logo, g é bijetora.

Reciprocamente, suponhamos que existe g : B — B bijetora tal que gom = 7o f.
Dado = € B temos, da Proposi¢do B.4.4, que f(7 *(z)) C 7 '(g(x)). Seja & € 7 '(g(x)).
Como f é sobrejetora, existe n € E tal que f(n) = . Seja y = m(n). Pela Proposigao B.4.4,

§=f(n) er(g(y))

e, assim, 7 (g(y)) = 7 (g(x)), isto é, g(y) = g(z) e como g é injetora segue que y = z.
Logo, n € 7 (z) e, portanto, 7 *(g(x)) C f(7*(z)), concluindo a demonstragao. O

Teorema B.4.8. Sejam 7 : E — B um fibrado diferencidvel e f : E — E um difeomorfismo. As

seguintes afirmagdes sido equivalentes:

1. f leva fibra em fibra, isto é, f(n~'(z)) = 7 (g(x)), para todo x € B.
2. Existe um inico difeomorfismo g : B — B tal que g o m = 7 o f, isto é, que faz o diagrama

E-L.E

comutar.

Demonstrac¢do: Pela Proposicdo B.4.7, a afirmagdo 2. implica 1.

Reciprocamente, suponhamos que f leva fibra em fibra. Pela Proposi¢do B.4.7,
existe uma tnica aplicacdo bijetora g : B — B tal que g o m = 7 o f. Assim, para concluir,
basta mostrar que g é difeomorfismo local. Pela Proposicdo B.4.4, g é diferencidvel. Sejam
re€Bep,qec Etaisquen(p) =xeq= f(p). Dadov € Ty, B, existem { € Ty)Een e T,E

tais que dr,(§) = v e df,(n) =&, ja que 7 é submersdo e f é difeomorfismo. Assim,

v = dmy(§)
= dmy(dfy(n))
= d(mo f)y(n)
= d(gom)y(n)
= dg(dmy(n)).
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Logo, dg, é sobrejetora e por argumento de dimensdo segue que dg, é isomorfismo. Pelo
Teorema da Aplicagdo Inversa existem abertos U e V em B tais que z € U, g(z) € V e
glu : U — V é difeomorfismo. Como = € B é arbitrario segue que g é um difeomorfismo
local. O
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APENDICE C - Teoria de Lie

Neste capitulo, intende-se fazer um apanhado dos conceitos e resultados relaciona-
dos a teoria de Lie. Ndo ha a pretensdo de uma exposicdo detalhada. Para isso, sugerimos
as referéncias [51,52] e [7,9,14,21, 30, 53] para as algebras e os grupos de Lie, respectiva-
mente. No Capitulo 4 as cAmeras de Weyl aparacerdo de maneira breve. Indicamos [54]

para um tratamento mais explicativo.

C.1 Algebras de Lie

Um espaco vetorial g sobre um corpo K de caracteristica 0 munido de uma aplica-
¢do [,-] : g x g — g é chamado de dlgebra de Lie sobre K quando [, -] tiver as seguintes
propriedades:

1. bilinearidade.
2. antissimetria, isto é, [X, Y] = —[Y, X| para quaisquer X,Y € g.
3. Identidade de Jacobi: para quaisquer X,Y, Z € g,

[X7 D/a ZH + [Z7 [X7 YH + [Y7 [Z’ X]] = 0.

Nesse caso, a aplicagdo [, -| € denominada colchete (de Lie). A dimensdo de g é definida
como sendo a dimensdo do espago vetorial subjacente. Por causa da identidade de Jacobi
temos que, em geral, as dlgebras de Lie ndo sdo associativas. Observe que g é abeliana se,
e somente se, [X,Y] = 0 para todos X,Y € g.

Dizemos que um subespacgo b de g é uma subdlgebra de Lie quando [X,Y] € h) para
todos X, Y € h. Isto significa que h é fechado para o colchete.

Exemplo C.1.1. Apresentaremos alguns exemplos de &lgebras de Lie que aparecerdo no

decorrer do texto.

1. Se A é uma algebra associativa, entdo existe uma estrutura de 4lgebra de Lie prove-
niente do colchete [z, y] = vy — yz para z,y € A. Nesse contexto, é usual denominar

-, -] de comutador.

2. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. O conjunto gl(V) dos operadores
lineares em V' com o produto dado pela composicdo de aplicagdes é uma algebra

associativa e, portanto, tem uma estrutura de algebra de Lie.
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3. O conjunto gl(n, K) das matrizes n x n com entradas num corpo K munido do pro-
duto usual é uma algebra associativa. Logo, tal conjunto admite uma estrutura de

algebra de Lie.
4. Os espacos listados abaixo constituem subélgebras de Lie de gl(n, K):

e s50(n,K)={X €gl(n,K): X+ X" =0}
o u(n,K) = {X €gl(n,C): X + X =0}

0 I,
o sp(n,K)={X € g(2n,K) : XJ+JX" =0} onde J = (I O)

5. Dada uma variedade diferencidvel M, o conjunto X(A/) dos campos vetoriais (aqui

enxergados como deriva¢des) munido do colchete
(X Y]f = X(Y ) = Y(X/),

com f € C*(M), é uma algebra de Lie que, em geral, tem dimensao infinita.

Sejam g e h algebras de Lie sobre K. Uma aplicagdo ¢ : g — b é chamada de ho-
momorfismo quando for uma transformacdo linear entre os espagos vetoriais subjacentes
e preservar o colchete, isto ¢,

VX, Y] = [0(X), o(Y)].

Se, além disso, tal aplicacdo for inversivel, dizemos que ¢ é um isomorfismo de algebras
de Lie. Reservaremos o termo isomorfismo linear para um isomorfismo entre as estrutu-

ras de espagos vetoriais subjacentes as dlgebras de Lie em questao.

Exemplo C.1.2. O espago R? munido do produto vetorial x é uma algebra de Lie. Com
efeito, devemos mostrar que x satisfaz a identidade de Jacobi, uma vez que a bilinea-
ridade e a antissimetria sdo bem conhecidos. Sejam u,v,w € R3. Pela identidade de

Grassmann'! temos

ux (vxw) = (u,whyv— (u,v)w
wX (uxv) = (w,v)u— (w,u)v
vX (wxu) = (v,uyw — (v,w)u,

1" Para prové-la é suficiente analisarmos na base can6nica do R e estendermos por linearidade.
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onde (-, ) é o produto interno canodnico de R?. Dai,
uxX(xw)+wx (uxv)+vx(wxu) =0

como desejado. Consideremos so(3) munido do colchete dado pelo comutador. A aplica-
¢do ¢ : R* — s0(3) dada por

0 -z
@D(flf»ya Z) = ¥4 0 —T
-y x 0

é um isomorfismo de &lgebras de Lie. Utilizando as defini¢des acima, pode-se verificar

que valem as seguintes propriedades:
Y =uxv e P((Au)x (Av)) = Ad(A)Y(u x v)

para quaisquer u,v € R3e A € M(3,R) tal que AAT =13 =ATAedet A= 1. o

O colchete de quaisquer dois elementos de uma 4lgebra de Lie pode ser determi-
nado, por bilinearidade, através do colchete dos elementos de uma base. Sejam g uma
algebra de Lie e { X1, ..., X,,} uma base. Para quaisquer ¢, j € {1,...,n}, tem-se

n
[Xi, X5 =) X (C.1)
k=1
Os escalares c}; sdo denominados constantes de estrutura de g. Notemos que outras bases
podem estar associadas a constantes de estrutura diferentes, entretanto, existem algumas

igualdades que sdo validas para qualquer conjunto de constantes de estrutura, a saber,

k=—ck e Z(céjcfz + cé-kc?f + cﬁcic}?) =0.
=1
De fato, a segunda condic¢do, por exemplo, é obtida através da identidade de Jacobi para
elementos da base.

Por outro lado, é possivel munirmos um espago vetorial com estrutura de algebra
de Lie se existe um conjunto de escalares ¢j; € K que satisfazem as igualdades acima.
Suponhamos, agora, que g é um espago vetorial. Tomamos {X1,...,X,,} umabasede ge
definimos [-,-] : g x g — g como em (C.1) e estendemos por bilinearidade. Verifica-se que

tal aplicacdo é antissimétrica e satisfaz a identidade de Jacobi.

Um fato importante é que as constantes de estrutura determinam de maneira tinica

as dlgebras de Lie a menos de isomorfismo. Com efeito, seja h uma é&lgebra de Lie com
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uma base {Y3,...,Y,} e que tem as mesmas constantes de estrutura de g. Considere a
aplicagdo
Y:g—h dadapor ¢(X;) =Y,

paratodoi € {1,...,n} e estendida por linearidade. Por construgao, 1) € um isomorfismo

entre os espagos vetoriais subjacentes a g e h. Além disso, vale que
WX, YD) =) aibelp(Xn) = ) aiby[Yi, Y] = [0(X), ()],
i.jk ij
onde os escalares a; e b; sdo as coordenadas de X e Y com respeito a base de g. Dessa

forma, 1) é um isomorfismo de algebras de Lie.

A seguir, apresentaremos um resultado que justificard um certo abuso de notagao

que serd utilizado adiante.

Lema C.1.3. Seja V um espago vetorial complexo com n = dim V. Considere gl(V') e gl(2n,R)
munidos dos comutadores. Entdo, existe uma aplicagio Y : gl(V') — gl(2n,R) que é um homo-

morfismo injetor de dlgebras de Lie.

Demonstra¢do: Considere a aplicagdo V : gl(n, C) — gl(2n,R) dada por

, X =Y
V(X +1Y) = <Y X).

Por construgdo, a aplicagdo ¥ é uma transformacao linear e possui ntcleo trivial. Resta
mostrarmos que VU preserva o colchete de Lie. Com efeito, pelas propriedades do colchete
(vide pagina 144) temos que

{Xl + Z.}/DXQ + 21/2] = [X17X2] - [1/'175/2] + Z([X17}/2} + Dﬁ?XQ])
e, assim,

V(X + Y5, X, + iYa]) = ([Xl,Xz} — Vi, Ya] [Ya, Xu] + [X2,Y1]> |

(X1, Vo] + [V, Xo]  [X1, Xo] — [V1, Y5

Por outro lado, tem-se

XiXo—YY, XY, -Y X
V(X 4+ iY) U (X, + 1Y) = 142 112 1Yo 1.X5
ViXo+ X1Ys V1Y + X1 X,

XoXi — YaYT —XoYi — Yo X
\I/(X2+z'Y2)\If(X1+iY1):< e el L 1).

Yo X1 + XoYT —YoY) + Xo X,



148

Com as expressdes acima obtemos que
U([X1 + Y1, Xy +iYa]) = [U(Xy + Y1), U(X +iY3)],

ou seja, trata-se de um homomorfismo de algebras de Lie. O homomorfismo T do enun-
ciado é dado pela composicdo do isomorfismo entre gl(V') e gl(n,C), que depende da
escolha de uma base de V, com o homomorfismo V. O

Pelo Lema C.1.3, gl(V') é identificado com uma subdlgebra de Lie de gl(2n,R). Por
causa disso, é usual cometer o abuso de notagao gl(}') C gl(2n,R). De maneira andloga,
tem-se gl(n,C) C gl(2n,R).

Sejam V' um espaco vetorial e g uma 4lgebra de Lie, ambos sobre um mesmo corpo.

Uma representagdo de g em V' é um homomorfismo p : g — gl(V).

Exemplo C.1.4. Seja g uma algebra de Lie. A aplicacdo ad : g — gl(g) definida por
ad(X)Y = [X,Y] é uma representacdo de g em g, denominada representagdo adjunta.
De fato, a linearidade de tal aplicagdao segue da bilinearidade de [-,-] e a propriedade de
preservar o colchete vem da identidade de Jacobi. A aplicacdao ad” : g* — gl(g*) definida

por ad*(a)(X) = —a o ad(X) é denominada representac¢do coadjunta. o

C.2 Grupos de Lie

Um grupo de Lie consiste de um grupo cujo conjunto subjacente tem estrutura de
variedade diferencidvel compativel com a operagdo de produto, isto é, a aplicagdo produto
p: G x G — G é diferenciavel.

Em contraste com os grupos topolégicos, ndo é exigida a diferenciabilidade da
aplicagdo inversa. A diferenciabilidade do produto juntamente com o Teorema da Fungdo

Implicita nos assegura a diferenciabilidade da inversa (vide [21] para mais detalhes).

Dado g € G, as translagbes a esquerda e a direita £, D, : G — G sdo definidas,

respectivamente, por
E,(h) = gh e D,(h) = hg.

Como (E,)™' = E,-1e(D,)~! = D,-1 tais aplicagdes sdo difeomorfismos. Assim, podemos
concluir que todo grupo de Lie é paralelizavel, isto é, os fibrados tangente e cotangente

sdo triviais. De fato, a aplicagdo

G xT\G 3 (g,v) — d(Eg)1(v) €e TG
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é um difeomorfismo. De maneira andloga, podemos identificar 771G x G com T'G usando

a translagdo a direita.

Todo grupo de Lie estd associado a uma algebra de Lie. Discutiremos brevemente

como construir uma algebra de Lie a partir do grupo.

Dizemos que um campo X € X(G) é

* invariante a esquerda quando para quaisquer g, h € G valer

X(gh) = d(E,)n(X(h)).

* invariante a direita quando para quaisquer g, h € G valer

X(gh) = d(Dy)n(X(h)).

O conjunto de todos os campos invariantes a esquerda e a direita serdo denotados, respec-
tivamente, por X°(G) e X%(G). Tais conjuntos sdo subespagos vetoriais de X(G) e fechados
para o colchete de Lie. Assim, sdo subdlgebras de Lie de X(G).

Os campos invariantes a esquerda e a direita sdo determinados pelos seus valores
na identidade de G. Por exemplo, se X € X%(G), entdo a condi¢do de invaridncia descrita
acima implica que X (g) = d(D,):(X (1)) para todo g € G.

Proposi¢do C.2.1. Seja G um grupo de Lie. A aplicagio ® : TG — X%(G) que associa cada
X € TG ao unico campo vetorial X¢ € X(G) tal que X4(1) = X é um isomorfismo linear
canonico. Em particular, X*(G) é um espago vetorial finitamente gerado cuja dimensdo é igual a
dim G.

Demonstragio: Inicialmente, notemos que para cada X € T;G podemos escrever X%(g) =
d(D,)1(X),jaqued(D,) : T\G — T,G é uma transformacao linear (isomorfismo) e X%(1) =
d(D1)1(X) =d(idg)1(X) = X. Dados ¢, h € G, tem-se

XU (hg) = d(
= d(
—
T

Dig)1(X)

D, o Dp)1(X)
Dy)n o d(Dp)1(X)
Dy)n(X (1)),
ou seja, X? é um campo invariante a direita garantindo, assim, que a aplicagdo ® estd bem
definida.
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Se X, Y € TG e s € R, entdo

P(X +sY)(g9) = d(Dy)i1(X +sY)
d(Dg)1(X) + s - d(Dg)1(Y)

= B(X)(g)+5-D(Y)(g)

para todo g € G. Logo, ® é uma transformagdo linear.

Vamos construir a inversa da aplicagdo definida no enunciado. Seja ¥ : X4(G) —
T1G a aplicagdo que associa cada X € X%(G) ao vetor tangente X (1) € 71G. Dado X €
TG, tem-se

Tod(X)=UX)=X%)=X.

Logo, ¥ é uma inversa a esquerda de ®. Por outro lado, para qualquer X € X%(G) temos
X(1)%(g) =d(D,)1(X(1)) = X(g) paratodo g € G. Dai, X(1)¢ = X e

PoU(X)=0(X(1)=X(1)"=X.

Portanto, ® é um isomorfismo. O

O resultado anterior possui uma versdo andloga para os campos invariantes a es-
querda, ou seja, podemos construir um isomorfismo canénico entre 71G e X°(G). Sabemos
que tanto £, quanto D, sdo difeomorfismos, logo a Proposi¢do B.3.3 nos permite concluir
que os espagos X¢(G) e X(G) sdo subalgebras de Lie de X(G).

Os isomorfismos de X¢(G) e X%(G) no espago tangente a identidade (um deles foi
construido na Proposi¢do C.2.1) induzem colchetes [-,-|. e [-,]s em T1G, a saber, dados
A, B € T1G tem-se

[A, B], := [A°, B°|(1) e [A, Blqs:=[A% BY(1).
Pode-se verificar (vide [21]) que tais colchetes estdo relacionados pela seguinte expressao
[A, Bla = —[A, BJ..

Dessa forma, as estruturas de algebra de Lie de (71 G, |-, -|.) e (T\G, [, -]a) sdo isomorfas no
sentido de existir um isomorfismo 7' : T;G — TG tal que T[A, Bl; = [T'(A),T(B)].. De
fato, basta tomar 7' = — idp, .

A dlgebra de Lie de GG, em simbolos g ou Lie(G), é qualquer uma das algebras de
Lie isomorfas X¢(G), X4(Q), (LG, |-, -].) ou (T1G, [, "]a)-
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Exemplo C.2.2. Seja V um espaco vetorial. A algebra de Lie de GI(V') é dada por gl(V') do
Exemplo C.1.1. o

Exemplo C.2.3 (Grupo Unitdrio). Dado A € M(n,C), denotaremos por A* a transposta

conjugada de A. O conjunto
U(n) ={A € Gl(n,C): A"A=1,}

€ um grupo de Lie compacto com algebra de Lie dada por u(n, C), visto como um espago

vetorial real (veja Exemplo C.1.1). o

Exemplo C.2.4 (Grupo Especial Ortogonal). O conjunto
SO(n) ={A€O(n):det A =1}

é um grupo de Lie com dlgebra de Lie so(n, R) (veja Exemplo C.1.1). Notemos que SO(n)
é um subgrupo fechado de O(n) e, portanto, é compacto. o

Sejam G e H grupos de Lie. Uma aplicagdo p : G — H é um homomorfismo de
grupos de Lie quando for um homomorfismo de grupos que também é diferencidvel. Se
H = Gl(V), para algum espaco vetorial V', um homomorfismo p : G — GI(V') é chamado

de representagdo de G no espago vetorial V.

Para cada g € G, considere a aplicacdo C, : G — G dada por
Cy(x) := grg~" paratodo x € G.

Visto que T'G = g e Cy(1) = 1, a derivada d(C}); é uma transformacao linear da 4lgebra
de Lie g em si mesma. Constata-se que a aplicacdo Ad : G — Gl(g) definida por

é uma representacdo de G em g, isto €, um homomorfismo de G em Gl(g). Além disso, Ad
é chamada representacdo adjunta de G em g. Em termos das transla¢des a esquerda e a
direita, tem-se

Ad(g) = (dDy-1)g4 0 (dEy);.

Seja G um grupo de Lie com &lgebra de Lie g. Um subgrupo uniparamétrico de G
¢ um homomorfismo 7 : R — G, onde R é visto como um grupo de Lie aditivo.

Uma caracterizagdo ttil é que os subgrupos uniparamétricos de um grupo de Lie

sdo exatamente as curvas integrais maximais de campos invariantes a esquerda que no
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instante inicial passam pela identidade. Em [21, p.115] é mostrado que os campos invari-
antes a esquerda e a direita sdo completos.

A aplicagdo exp : g — G dada por
exp X = (1),
onde v é a curva integral de X € g que passa pela identidade, é chamada de aplicacdo
exponencial. E comum, em alguns casos, denotar exp X por eX. Além disso, considerando

G com o conjunto dos campos invariantes a esquerda ou a direita a aplicacdo exponencial
é a mesma (vide [21, p.115]).

Listaremos abaixo algumas propriedades que sdo bastante utilizadas.

Proposic¢ao C.2.5. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g.

~

. Paracada X € g, v(t) = exp(tX) é o subgrupo uniparamétrico de G gerado por X.
2. A aplicagio exponencial é diferencidvel.
3. Dados X € get,s € R, tem-se

e exp(t + $)X = exp(tX) exp(sX).
o (expX) ! =exp(—X).

4. Aderivada (dexp)o : Tog — T1G é a aplicagio identidade, usando as identificagoes de Tyg e
TG com g.

5. Se ¢y € o fluxo de um campo X € X°(G), entdo ¢y = Dexpex)-

6. Se ¢y é o fluxo de um campo X € X%(Q), entdo ¢, = Eexp(tx)-

Demonstragio: Vide [9,21]. O

Apresentaremos algumas constru¢des com representagdes que serdo utilizadas no

decorrer do texto. Fixemos G um grupo de Lie com 4lgebra de Lie g.
Soma direta de representacdes

Sejam py, . . ., p, representa¢des de Gem V;, ..., V,, respectivamente, e V = @ _, V;.
A aplicagao p : G — GI(V) definida por

p(g)(v1, -, vn) = (pr(g)v1, - - -, Pul(9)Vn)
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é uma representacdo de G em V chamada soma direta de py,...,p, e é denotada por

.., pi- Matricialmente, p é escrita em blocos na diagonal principal, isto €,

P1

Pn

Representacdo dual

Seja p : G — GI(V') uma representagdo. A aplicagdo p* : G — GI(V*) dada por

p*(g9)(a) =aop(g)™!

é uma representagdo de G em V™.

Pode-se definir a representagdo de G no dual da sua algebra de Lie g* através da
seguinte aplicacdo Ad" : G — Gl(g*) dada por

Ad*(g)a = aoAd(g™) (C2)

para todo a € g*. Tal aplicagdo é chamada representagdo coadjunta de G em g*.

Acoes Diferenciaveis

Sejam M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Consideremos 7 :
G x M — M uma agdo a esquerda. Fixado p € M e g € G, definimos as seguintes
aplicacdes parciais

* 7,: M — M dada por 7,(p) := 7(g, p) para todo p € M.

e 77: G — M dada por 77(h) := 7(h,z) paratodo h € G.

Se 7 é uma agdo diferencidvel, entdo 7, é um difeomorfismo para todo g € G. Neste caso,
escrevemos 7 : G — Dif(M).

Dizemos que uma funcéo f € C'*° (M) é T-invariante quando as aplicagdes f o 7, e
f forem iguais para todo g € G. O conjunto formado por tais fun¢des sera denotado por
C>®(M)™ ou C*(M)“ quando a agdo estiver subentendida.
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Agdes diferencidveis de grupos de Lie podem ser usadas para construir variedades
diferencidveis, denominadas de espacos homogéneos. Toda agao transitiva induz uma estru-
tura diferencidvel em G/G,,, com G,, sendo a isotropia de p, € M, que o torna difeomorfo
a M (vide Teorema 6.22 e Proposic¢do 13.9 de [21] bem como [23, p.87], [9, p.552], [53, p.368]
ou [7, p.266]).

Uma acdo infinitesimal de g em M consiste num elemento de Hom(g, X(M)). Se o
grupo G age, por meio de 7, de forma diferencidvel em M podemos construir uma agdo
infinitesimal. Com efeito, seja 67 : g — X(M) dada por

0T(X)p = %T(exp(tX),p)ho

para quaisquer X € ge p € M. Notemos que

o (exp(1X).p) iy = S (exp(tX) | o = d(r)(X)

é um elemento de 7,M. Logo, a correspondéncia p — 07(X)p define um campo de vetores
em M. Além disso, como §7(X)p é igual a derivada da aplicagdo parcial 77 na identidade
para todo p € M, segue que J7 é uma transformacéao linear entre os espagos vetores sub-
jacentes a g e X(M). Se g é visto como a dlgebra dos campos invariantes a direita, entdo J
preserva os colchetes de g e X(M) (vide [21, p.282] ou [14, p.276]).

Observacio C.2.6. £ comum denotar o campo induzido 67(X) por X. A vantagem disso
é que a notagdo fica menos carregada, porém, deixa de evidenciar a dependéncia da a¢do

T. o
Proposicao C.2.7. Sejam G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie.
1. A representacdo adjunta induz uma agio de G em g, a saber,
7: Gxg>3(9,A)— Ad(g)A € g.

A 6rbita de um elemento A € g é dada por O(A) = Ad(G)A e é identificada com o espago
homogéneo G /Zx onde Z, é o subgrupo fechado dado por Zy = {g € G : Ad*(g)A = A}.

2. a derivada do homomorfismo Ad, na identidade, é dada por ad e
Ad(exp X) = exp(ad(X))
para todo X € g.

3. T=(O(A)) = {ad(X)=: X € g} para todo = € O(A).
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Demonstracao: Para quaisquer g;, g € G' temos

7(92:7(91,A)) = 7(92, Ad(g1)A) = Ad(g2)(Ad(g1)A) = Ad(g291)A = 7(g291, ),
onde na terceira igualdade usamos que Ad é uma representacdo, e
7(1,A) = Ad(1)A = A.
Por definicao de 6rbita,

OA) ={X €g: X =Ad(g)A para algum g € G} = Ad(G)A.

O célculo da derivada de Ad pode ser encontrado, por exemplo, na Proposi¢ao 5.19
de [21, p.123].

O item 3 do enunciado é uma consequéncia do Teorema 13.8 da referéncia? [21,
p-286] ou do Teorema 6.2.8 de [14, p.279]. O

Proposicao C.2.8. Sejam M uma variedade e T : G x M — M uma agio diferencidvel de um
grupo de Lie. Para quaisquer g € G e X € g o diagrama

dry

TM —=TM

6T(X)T T(Tg)*

g9

é comutativo. Em particular, com a notagdo da pagina 137, tem-se

(79):07(X) = o7(Ad(g)X).

Demonstragido: Dados g € G e X € g, tem-se

Tg © Texp(tX) © Tg=1 = Texp(t Ad(g)X)

para todo ¢t € R. Seja p € M. Derivando o lado esquerdo em ¢ = 0 temos

d
270 © Texp(ex) (Tg=1 (D)) le=0 = (7)1 ) (0T (X) 751 (p))-
Por outro lado, a derivada do lado direitoem ¢ = 0 é

d

%Texp(tAd(g)X) (p)'t:o = 6T<Ad(g)X)p7

mostrando a propriedade desejada. O

Enunciaremos a versdo dual da Proposigdo C.2.7.

2 E necessario o conceito de distribuicio (vide [9,14,21,23]).
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Proposicao C.2.9. Sejam G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie.

1. A representacdo coadjunta induz uma agio de G em g*, a saber,
7: Gxg">(9,\) — Ad*(g)\ € ¢".
A Orbita de um elemento A € g* é dada por O(\) = Ad*(G)\ e é identificada com o espago
homogéneo G /Z, onde Z é o subgrupo fechado dado por Z, = {g € G : Ad"(g)\ = \}.
2. aderivada do homomorfismo Ad*, na identidade, é dada por ad” : g — g.
3. T,(O(\)) ={ad*(X)a : X € g} para todo o € O(N).
Exemplo C.2.10. Seja V um espago vetorial complexo. O conjunto
Grp(V)={U CV :U ésubespacode V e dimU =k}

tem estrutura de variedade diferencidvel e é denominado de Grassmanniana. Se k = 1
e V' = C" munido do produto interno canonico temos que Gry(V') é chamado de espaco

projetivo complexo e denotado por CP". Afirmamos que

ny U(n)
€)= g vm =R €3

ou seja, a Grassmanniana é um espago homogéneo. A aplicacdo

U(n) x Gri(V) 3 (g,U) — gU € Grg(V)

é uma agdo transitiva. Com efeito, sejam U e W subespacos de V' que tém dimensao k. To-
memos By = {uy,...,ur} eCy = {ws,...,w;} bases ortogonais de U e W, respectivamente.
Podemos completar By e Cy a bases ortonormais de V:

B:B()U{uk+1,...,un} e C:COU{wkH,...,wn}.

A aplicagdo u; — w;, definida na base B e estendida por linearidade, leva base ortonormal
em base ortonormal, logo é unitéria. Isso garante que a acdo é transitiva. Para mostrarmos
o difeomorfismo (C.3) temos que verificar que a isotropia de um elemento U € Gry (V) é
iguala U(k) x U(n — k). Seja g € U(n) tal que gU = U. Existe uma base de V' tal que

(A B
97 \o ¢
onde A é uma matriz k£ x k, B é uma matrizn — k x k e C é uma matriz n — k x n— k. Como

99" =1, segue que BB* =1,,_;, CB* = 0e AA* 4+ CC* =1;. Logo, C = 0 e AA* = I;. Dali,
a matriz de g tem a forma

A0

(o 3)
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com A e B matrizes unitdrias. Portanto, concluimos o difeomorfismo desejado (vide [23,

p-87]). o

Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Consideremos o conjunto Af(V) =

GL(V) x V munido da operagdo
(T, u) - (S,0) = (TS, u+T(v)).

Tal conjunto tem estrutura de grupo, denominado grupo afim de V, com identidade e

elemento inverso dados, respectivamente, por
(idy,0) e (T,v) ' = (T -T"'(v)).

Uma representagdo afim de um grupo G no espago vetorial V' é um homomorfismo

de G a valores no grupo afim de V, isto ¢, um homomorfismo A : G — Af(V) tal que

para todo g € G, onde p : G — GI(V) é uma representagdo e v : G — V tem a seguinte
propriedade

v(gh) = p(g)v(h) +v(g).
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APENDICE D - Tensores e Formas Diferenciais

O objetivo deste capitulo consiste em apresentarmos os aspectos introdutérios das
formas diferenciais e da cohomologia de De Rham (vide [9,43,45,48]) que serdo utilizados
no decorrer do texto. Para esse fim, comecaremos expondo a linguagem necessaria da
algebra tensorial bem como da &lgebra exterior no contexto de espagos vetoriais (vide
[55-58]).

D.1 Algebra Tensorial

Iniciaremos estabelecendo a notagdo e relembrando alguns resultados bésicos da
algebra multilinear. Para esse fim, consideremos Vi, ..., V, e W espacgos vetoriais de di-
mensdo finita sobre um corpo K. Dizemos que uma aplicagdo ¢ : V4 x --- x Vy; — W é
multilinear (ou s-linear) quando é linear em cada um dos seus argumentos desde que os
demais estejam fixados. Para quaisquer A € Ke v;,v; € V;,comi € {1,..., s}, tem-se

(v, vV vs) = (U1, U, ) (0, U )
(V1. A, vs) = A (g, 0, U).

No caso particular em que s = 2 dizemos que ) é uma aplicagdo bilinear. O conjunto das
aplicagdes s-lineares possui estrutura de espaco vetorial quando definimos as operacdes
de soma e multiplicagdo por escalar ponto a ponto. Utilizaremos a notagao £(V4, ..., Vs W)
para representar tal espaco vetorial, onde o que vem antes do ponto e virgula é o dominio
da aplicacdo e o que vem apds denota o contra-dominio. Em particular, se V; = --- =V,
entdo L (V,W) := L(V1,...,Vs; W). Para aplicagoes lineares entre os espagos U e V usare-

mos simplesmente L(U, V') sem ponto e virgula.

Espaco Vetorial Livre

Sejam K um corpo e X um conjunto ndo vazio. O conjunto F(X,K) de todas as
fungdes f : X — K tem estrutura de espago vetorial com as operag¢des de soma e multipli-
cagdo ponto a ponto. O suporte, ou suporte algébrico, de f € F(X,K) é definido

supp(f) = {z € X : f(x) # 0}.

Dizemos que f tem suporte finito quando supp(f) é um conjunto finito. Consideraremos
o subconjunto Fy(X,K) de F(X,K) formado por todas as fun¢des que possuem suporte

tinito, isto é, que ndo se anulam apenas numa quantidade finita de elementos. Dado
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A C X, define-se a seguinte funcdo

1, z€A
0, z¢A

chamada fungdo caracteristica do conjunto A. Em particular, quando A = {x} usaremos

a notacao x,.

Proposicdo D.1.1. O conjunto Fo(X,K) tem estrutura de espago vetorial. Além disso, o conjunto
Bx = {xz:x € X} é uma base de Fo(X,K).

Demonstrac¢iao: Vide [37]. O

A aplicagdo 1x : X — Fy(X,K) que associa cada € X a sua respectiva fungao
caracteristica y, estabelece uma bijecdo de X com a base Bx. Por conta disso, é comum
dizermos que X é uma base de F, (X, K). Podemos pensar em F; (X, K) como o conjunto
de todas as combinagdes lineares formais de elementos de X, isto é, em vez de escrevermos

um elemento do espago livre como

alXacl + -+ anXxn

(0] representaremos por

ai1ry + -+ apZy,.

Um importante resultado da Algebra Linear e que é importante no contexto da
Algebra Tensorial, conforme veremos mais adiante, consiste na propriedade universal do

espaco livre.

Teorema D.1.2. Se V' é um espaco vetorial sobre um corpo K e X é um conjunto nio vazio,
entdo toda aplicagio f : X — V se estende de maneira tinica a uma transformagdo linear T :
Fo(X,K) — V tal que T o 1x = f. Isso significa que o diagrama

f

X

/1
LL /;
X

fO( 7]Ié)

v

é comutativo. Ademais, os espagos vetoriais L(Fo(X,K),V) e F(X,V) sio canonicamente' iso-
morfos.

1 Terminologia utilizada para enfatizar que o isomorfismo ndo depende da base.
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Demonstrac¢do: Seja f : X — V uma aplicacdo. Ja sabemos, pela Proposi¢do D.1.1, que o
conjunto {x, : * € X'} é uma base de F,(X,K). Defina T" : Fo(X,K) — V por T'(x.) = f(z)
e estenda por linearidade. Assim, vale que 7' o 1x = f, ou seja, T restrita a cépia de X no
espago livre coincide com f. Se R : Fy(X,K) — V é uma transformacdo linear tal que

Rowx = f,entdo
R(Xz) =Ro ZX(x) = f(l’) =To ZX(x) = T(Xac)

para todo z € X. O fato de {x, : + € X} ser uma base de F,(X,K) nos assegura que
R =T, mostrando a unicidade da extensao de f.

Mostraremos a segunda afirmacdo do enunciado. Seja ¢ € F(X,V) arbitrario.
Pelo o que acabamos de provar, existe uma tnica transformagdo linear ® : Fy(X,K) - V
tal que ® o1x = ¢. Considere a aplicagdo § : F(X,V) — L(Fy(X,K),V) definida por
#(¢) = ¢* := ®. Pode-se verificar que tal aplicagdo é linear. Se ¢ € nuc(4), entdo

0=t(¢)(xe) = P orx(x) = p(z)

paratodoz € X. Isso implica que ¢ = 0, ou seja, § é injetora. Tomemos ¢ € L(Fy(X,K), V).
Seja ¢ : X — V definida por ¢(z) := ® o 1x(x) para todo x € X. Logo, t#(y) = @, impli-
cando que { é sobrejetora. Dessa forma, concluimos que f é um isomorfismo.

0

Coroldrio D.1.3. Na notagio do Teorema D.1.2 valem as sequintes propriedades:

1. T é sobrejetora se, e somente se, ger(T'(Bx)) = V.
2. T éinjetora se, e somente se, T'(Bx ) é um conjunto linearmente independente.

3. T é um isomorfismo se, e somente se, T'(Bx ) é uma base de V.

Na linguagem da Teoria de Categorias (vide [59-61]), para que o isomorfismo cand-
nico do Teorema D.1.2 faga sentido é necessario que as classes de morfismos em questao
pertencam a uma mesma categoria. Assim, uma maneira de reescrevermos tal isomor-

fismo seria
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onde 4 denota o funtor que esquece?® a estrutura vetorial e retorna apenas o conjunto subja-
cente. O Teorema D.1.2 nos fornece, ainda, um exemplo classico de adjuncdo de funtores
(vide [60, p.41]).

Exemplo D.1.4. Seja X um conjunto finito ndo vazio, digamos {1,...,n}. Aplicagdo que
associa cada f € Fy(X,K) an-upla (f(1),..., f(n)) estabelece um isomorfismo
K" o~ Fo(X,K).

Ja sabemos, pela Proposicao D.1.1, que o conjunto {x;, ..., x,} € uma base de Fy(X,K).
Dessa forma, podemos enxergar cada elemento de K" como uma fungdo de suporte finito

definida em X, a saber, z = (z1,...,x,) é identificada com f, = x1x1 + -+ + Ty Xn - o

Exemplo D.1.5. Seja K um corpo arbitrario. O espago Fy(Ny, K) consiste em todas as
fungoes de Ny em K que ndo se anulam numa quantidade finita de valores. A aplicagdo
® : Fo(No, K) — K[z] definida por

(xn) = 2"

para cada n € N e estendida por linearidade é um isomorfismo. Repare que tal fato ja era
de ser esperado, uma vez que polindmios sao construidos a partir de sequéncias que ndo

se anulam apenas numa quantidade finita de termos (vide [62, p.149]). o

Exemplo D.1.6. Ha um particular interesse na Algebra Tensorial no espaco livre com base
num produto cartesiano U x V, onde U e V sdo espagos vetoriais sobre um corpo K.
Devido a identificagdo de X com By discutida anteriormente (usada com frequéncia na
literatura, por exemplo [63]), deve-se ndo confundir as operagdes da estrutura do produto
cartesiano com as do espaco vetorial livre. Por exemplo, os elementos (u, 0) + (0, v) e (u,v)
ndo sdo iguais vistos no ambiente Fy(U x V,K), entretanto, em U x V tais elementos sdo

iguais. o

Produto Tensorial

Ha vérias maneiras de se definir o produto tensorial de espacos vetoriais, todavia,
faremos o uso de uma propriedade universal. A vantagem de considerarmos tal abor-
dagem (mais algébrica) consiste no fato de darmos uma descricdo livre de coordenadas,

evidenciando com isso o caréter intrinseco desse objeto.

2 O formalismo categérico nos permite definir conceitos como estrutura e propriedade de um

conjunto. Geralmente, denomina-se estrutura alguma operagao definida em um conjunto (por
exemplo, o produto em um grupo). Ja propriedade é entendido como uma caracteristica in-
trinseca do objeto (por exemplo, completude é uma propriedade dos espagos de Hilbert). Em
geral, funtores esquecimento ndo precisam esquecer toda a estrutura de um objeto.
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Sejam U e V espacos vetoriais, de dimensdo arbitraria, sobre um corpo K. Consi-
dere, ainda, 7 um K-espago vetorial e 7 : U x V' — 7 uma aplicagdo bilinear. Dizemos
que o par (7, 7) é um produto tensorial entre U e V quando possui a seguinte propriedade
universal: para quaisquer W espago vetorial sobre Ke ¢ : U x V' — W aplicac¢do bilinear,
existe uma tinica transformacao linear { : 7 — W tal que ¢ = { o 7. Pictoricamente, tem-se

que o diagrama

UxVZsW
/1
lg
T

é comutativo.

Por causa do diagrama anterior, pode-se pensar que um produto tensorial lineariza
todas as aplicagdes bilineares utilizando uma tnica aplicac¢do linear. Assim, o estudo das
aplicagdes bilineares em U x V' em W se reduz a um caso conhecido, a saber, ao estudo

das transformacdes lineares de 7 em W.

O préximo resultado nos diz que se o produto tensorial existir ele serd tinico a

menos de isomorfismo.

Teorema D.1.7 (Unicidade do Produto Tensorial). Se (71, 7) e (72, 2) sdo dois produtos
tensoriais entre U e V, entdo existe um vinico isomorfismo candnico ® : T — Ty tal que ot = 7.

UxV
T . T

Demonstragio: A aplicagdo 7, é bilinear, logo a propriedade universal de (7, 71) assegura

a existéncia de uma tnica transformacao linear ® : 7; — 7, tal que » = ® o 7;. Analoga-
mente, a aplicagdo 7 é bilinear donde, pela propriedade universal de (75, 72), implica que

existe uma tinica transformagdo linear ¥ : 7, — 7; tal que 7, = ¥ o 7.

e

7 S
o - T NI
s
z N

Para concluirmos que ® trata-se de um isomorfismo resta apenas mostrarmos que V é a
inversa de ®. Com efeito, notemos que as aplica¢des idr; e id7, satisfazem as propriedades
idy; ory = 11 eidy, o1y = 73 €, por outro lado, tem-se

(Pod)or, = Vo (Por)=Vor=r,

(PoW)ory, = Po(Vorn)=>0or =mn.
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Pela unicidade das transformacdes lineares induzidas concluimos que ¥ o @ = idp e
® o ¥ = idy,. Portanto, o resultado segue. 4

Vamos agora garantir a existéncia do produto tensorial. Para esse fim, seja F =
Fo(U x V,K) o espago vetorial que possui U x V' como base, isto é, o espago vetorial livre
sobre U x V. Pela Proposigdo D.1.1 o conjunto

Xwwy :uelU e veV}

¢ uma base de F. Consideremos N o subespago de F gerado pelos elementos

X(utu'w) — X(uw) — X(w/w)> X(uptv) = X(uw) — X(uv')
X(au,w) = Xa(u,w)) X(u,av) = GX (u,w)>
onde a € K. O espaco quociente serd denotadopor U@V = F/Nern : F - UV

representara a projecdo candnica. A aplicagdo ® : U x V. — U ® V que associa cada par
ordenado (u,v) € U x V a sua classe de equivaléncia

U®UiX(u,v)+N7

que pode ser escrita como a composi¢do 7 o ¢ onde 2 é a inclusdo de U x V no espago
vetorial livre F, goza, por construgdo, das seguintes propriedades

(u+u)®v = uRv+u @, u@V+v)=uuv+ux
(au) ®v = alu®v), u® (av) = a(u @ v).

Isto significa que a aplicagdo ® é bilinear.

Teorema D.1.8. O par (U ® V,®) é um produto tensorial de U e V.

Demonstra¢do: Sejam W um espago vetorial e ¢ : U x V' — W uma aplicacdo bilinear.
Pelo Teorema D.1.2 existe uma tnica transformacao linear 7’ : 7 — W tal que T o2 = ¢.
Notemos que tal aplicagdo anula-se no conjunto N. De fato, usando a linearidade de T" e
a bilinearidade de ¢ temos

T(X(U+U’,v) — X(u,w) — X(u’,v)) = T(X(u—i-u’,v)) - T(X(um)) - T(X(U’,v))
= Towlu+u,v)—Tow(u,v)—Toru,v)
= p(u+u,v) —p(u,v) — (', v)
=0
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T(X(au,v) - aX(u,v)) = T(X(au,v)) - aT(X(u,U))

= Toulau,v) —aT o(u,v)

— p(au,v) — ap(u,v)
= 0.

Analogamente, pode-se verificar que T se anula nos outros dois elementos de definem .
Como esses elementos formam um conjunto gerador de A concluimos que N' C nuc(T)).
Pela propriedade universal do espago quociente (vide [37]), existe uma tnica { € L(U ®
V,W) tal que { o = T, isto é, para quaisquer v € U ev € V temos {(u ®@ v) = T'(X(u,0))-
As aplicagdes envolvidas podem ser esquematizadas no diagrama comutativo abaixo.

va“’—>vAV

LL//
¥ /

F /

s //5

UV

Assim, tem-se

Eo=C¢o(mor)=({om)or=Tor= .
Resta mostrarmos que £ é tinica com tal propriedade. Suponha que existan € L(U®V, W)
tal que n o ® = . Para quaisquer u € U e v € V temos

§(u@v) =E(@(u,v) = p(u,v) = n(@(u,v)) = n(u©v).

O conjunto {u ®v : w € Uewv € V} gera U ® V, ja que transformagdo linear leva base
em conjunto gerador da imagem. Logo, a igualdade anterior nos diz que { = 7. Portanto,
(U ® V,®) é um produto tensorial de U e V. U

Um elemento de U ® V' é chamado de tensor e os tensores do tipo u ® v sdo cha-
mados decomponiveis. Em geral, nem todo tensor é decomponivel pois a aplicacdo ® ndo
é sobrejetora. Pode-se afirmar apenas que todo tensor é escrito como combinacéo linear
finita de elementos decomponiveis.

Denota-se por U ®x V' quando temos interesse de enfatizar sobre qual corpo estd
sendo realizado o produto tensorial; ndo obstante, em alguns momentos durante o texto
(mais especificamente, quando formos tratar da complexificagdo) omitiremos tal repre-
sentacdo e U ® V denotard o produto tensorial sobre o corpo que define as estruturas em
questao.
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A partir da da propriedade universal do produto tensorial pode-se mostrar que o
produto tensorial de espacos vetoriais possui as propriedades comutativa, associativa e

distributiva em relagdo a soma direita.

Proposicao D.1.9 (Isomorfismos Basicos). Valem os seguintes isomorfismos candnicos:

1. Elemento Neutro

KV ~V, a®uv+— av.

2. Comutatividade

UV VU, u®u—vQu.
3. Associatividade

UV)oW~U(VeaW), uv)w—u® (vew).

4. Distributividade em relagdo a soma direta

U® <@ V;;) ~PUeVi, uW)ier— (4 vicr.

i€l i€l

Demonstra¢do: A fim de ilustrar mais uma aplicacdo da propriedade universal do pro-

duto tensorial, argumentaremos apenas as duas primeiras propriedades.

Mostremos o item 1. Considere a aplicagdo bilinear ¢ : K x V' — V definida por
¢(a,v) = av. Pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma tnica transfor-
macao linear

K@V =V talque £(a®v) = av.

Definan : V — K® V por n(v) = 1 ® v. Assim, as aplicagdes 1 o £ e £ o coincidem,
respectivamente, com idggy e idy em um conjunto gerador. Logo, £ é um isomorfismo

canonico.

Por fim, mostremos o item 2. Seja ¢ : U x V' — U ® V definida por ¢(u,v) = v ® u.
Tal aplicacdo é bilinear, logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma

Unica transformacéo linear
E:URV =>VRU talque {(u®@v) =v® u.

De maneira anédloga podemos construir o candidato a inversa. A aplicagdo ¢ : V x U —

U ® V dada por ¢(v,u) = u ® v é bilinear e induz uma tnica transformacao linear

n:VeoU—-U®V talque n(v®u) =u®v.
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Verifica-se que as aplicagdes 7 o £ e £ o 1) coincidem, respectivamente, com idygy € idygy
em elementos decomponiveis, que constituem um conjunto gerador. Portanto, { € um iso-
morfismo com inversa 7. U

Proposicao D.1.10. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo arbitrdria. Se B e C sdo bases de
U eV, respectivamente, entio

BC={u®v:uecB e veCl}

umabasede U Q V.

Demonstracdo: Para cadai € I e j € J, considere as aplicagdes x; : U = Kep; : V = K
definidas, respectivamente, por

1, se 1=k 1, se j=1I
Xi(u) = e pj(v) = :
0, se 1#k 0, se j#I
Como a aplicagdo ¢;; : U x V — K dada por ¢;;(u,v) := x;(u)p;(v) é bilinear segue, da
propriedade universal do produto tensorial, que existe uma tnica transformacao linear
& UV — Ktal que &;(u ®v) = xi(u)pug(v). Assim, percebemos que o conjunto B ® C
é linearmente independente. De fato, considere a combinacao linear

Z CrlUr X v = 0,

(i,j)el’ X J’

emque [’ C I e J' C Jsdo conjuntos finitos. Atuando ;; em ambos os lados da igualdade
acima temos que c¢;; = 0 para todo par de indices (i,j) € I’ x J'. Falta provarmos que
B ® C é um conjunto gerador. Para isso, tomemos u € U ev € V. Escrevau = ) a;u; e
v =3, b;v;. Pela bilinearidade do produto tensorial segue que

URQV = (Z aiui> X <Z bjl)j) = Z aibjui X vy .
J

@ ,J

Como todo tensor de escreve como combinacéo linear de elementos decomponiveis o re-
sultado segue. O

Proposicao D.1.11. Sejam U e V espagos vetoriais. A igualdade w ® v = 0 é vdlida se, e somente

se,u =0ouv=0.
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Demonstrac¢do: Se u = 0 ou v = 0, entdo a bilinearidade do produto tensorial nos garante
que u ® v = 0. Reciprocamente, suponha que v # 0 e v # 0. Os espagos U' = ger{u} e
V' = ger{v} possuem dimensao 1 e, assim, pela Proposi¢do D.1.10 terfamos que {u ® v} é
uma base de U’ ® V'. Em particular, © ® v # 0. O

Teorema D.1.12. Se U,V e W sio espagos vetoriais sobre K, entdo
LUV;W) e LURV,W)
sdo canonicamente isomorfos.

Demonstracdo: Seja ¥ : L(U,V;W) — L(U ® V,W) a aplicagao definida da seguinte
maneira: para cada ¢ € L(U,V; W) associamos, pela propriedade universal do produto
tensorial, a inica transformagcdo linear &, € L(U ® V, W) tal que &, o ® = ¢. Percebemos
que V¥ é uma transformacdo linear e

penuc(V) <= &, =0 p=0.

Resta garantirmos que U é sobrejetora. Dado 7' € L(U ® V, W), considere a aplicagdo
¢ : UxV — W dada por p(u,v) = T(u®wv). Tal aplicagdo é bilinear, logo pela propriedade
universal do produto tensorial existe uma tnica transformacao linear £, € L(U @ V, W)
tal que &, (u ® v) = p(u,v). Logo, {,(u ® v) = T(u ® v) donde T' = U(p), uma vez que

coincidem num conjunto gerador. O

Observacgao D.1.13. O resultado anterior nos fornece um outro exemplo importante de
adjungio® no contexto da Algebra Linear. Mais especificamente, numa linguagem categé-

rica, os funtores — ® V e £(—, V') sdo adjuntos. o

Modelo do Produto Tensorial: Constru¢ao abstrata vs. concreta

As consideracgdes feitas até o momento nos ddo uma construcdo rigorosa e abs-
trata do produto tensorial entre dois espagos vetoriais U e V' de dimensao arbitrdria. No
entanto, do ponto de vista prético tal abordagem néo se revela simples. Os préximos re-
sultados nos mostrardo — quando as dimensdes de U e V' forem finitas — um modelo
mais concreto para enxergarmos o produto tensorial dos espagos U e V e, além disso,

como descrever um tensor em termos de uma base desses espagos.

3 Arigor, resta mostrarmos a condi¢do de naturalidade (vide [60]).



168

Teorema D.1.14. Sejam U e V espagos vetoriais finitamente gerados com n = dimU e m =
dim V. O par (L(U*,V*;K), V), com

U:UxV —= LU V:K) definidapor V(u,v)(f,g)= f(u)g(v)

com f € U*eg e V*, éum produto tensorial de U e V.

Demonstra¢do: Sejam W um espaco vetorial e ¢ : U x V' — W uma aplicagdo bilinear.
Considere B = {uy,...,u,} basede U e C = {vy,...,v,,} base V e suas respectivas bases
duais B* = {uj,...,ul} eC* = {v},..., v} }. Dessa forma, o conjunto

D= {¥(u;,v;):i€{l,....,n},j€{l,...,m}}

é uma base de £L(U*, V*; K). Mostremos que D é linearmente independente. Para esse fim,
considere ¢;; € K,emquei € {1,...,n}ej € {l,...,m}, escalares tais que

E cij\I/(ui,vj) =0.
i?j
Aplicando ambos os lados da expressdo acima nos covetores (uj, v;) segue que
0= E iV (ug, vi)(uy, v)) E cijur(u;)vf (v)) E CijORi01j =

12

emquek € {1,...,n}el € {1,...,m}. Como D é um subespaco de L(U*,V*;K) que
tem dimensado nm segue que D é uma base de L(U*, V*; K). Definimos agora a aplicacdo
linear £ : L(U*,V*;K) — W por £(V(u;,v,)) := ¢(u;, vj) — tacitamente na base D e esten-
dendo por linearidade. Note que tal aplicagdo goza da propriedade ¢ = £ o ¥, isto é, por
construcdo o diagrama abaixo comuta

UxV

\Ill _ /5/
LU*,V*K)

w.

7
e

Resta mostrarmos que a aplicacdo £ é tinica. Suponhamos entdo que exista uma outra apli-
cacdo £ : L(U*, V*K) — W tal que o = £ o W. Assim, (U (u;,v;)) = (s, v;) = (U (uy,v;))
para quaisquer i € {1,...,n}eje {1,...,m}. O

Coroldrio D.1.15. Os espacos L(U*,V*;K) e U ® V' sio canonicamente isomorfos.

Demonstragao: Basta aplicar o Teorema D.1.14 juntamente com o Teorema D.1.7. Il
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O Teorema D.1.14 pode ser generalizado para o produto tensorial de s espacos
vetoriais. Dessa forma, quando a dimens&o é finita, podemos interpretar os tensores como

aplica¢des multilineares.

Doravante abandonaremos de vez a notagao V(u,v)(f, g) em prol de (u ® v)(f, g),
uma vez que VU (u, v) estd sendo identificado com u®v pelo isomorfismo dado no Corolario
D.1.15. O Teorema D.1.7 nos assegura a existéncia de um tinico isomorfismo ® : U @ V' —
L(U*,V*K) tal que ® = ® o U. O argumento utilizado para demonstrar o Teorema D.1.14

implica no seguinte resultado.

Corolario D.1.16. Se B = {uy,...,u,} e C = {vy,..., vy} sdo bases de U e V, respectivamente,
entdo cada elemento T € U ® V possui a sequinte decomposigio

.y
T = E T ]ui & Uy,
i3
onde T := T (u',v7) sdo as componentes contravariantes do tensor T com respeito as bases B
eC.

Coroldrio D.1.17. Se U e V sdo espagos vetoriais finitamente gerados, entio

U @ V* ~ (U V)" (D.1)

Demonstraciao: Consequéncia do Teorema D.1.12 (tomando W = K) e do Corolario D.1.15.
O

Exemplo D.1.18. O item 2 da Proposi¢do D.1.9 ndo garante que o produto tensorial de
vetores é comutativo. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Dada uma base

{vi,...,v,} de V e considerando {v',. .., v"} sua respectiva base dual de V*, tem-se

(v @ vg) (0, v?) = v (v () = 1,
(v @ v1) (v, 0%) = o' (v)v*(v1) = 0.

Isso nos mostra que devemos entender a comutatividade no sentido de espacos vetoriais

e ndo de vetores. o

Exemplo D.1.19. Sejam K|z] e K]y os espagos dos polindmios nas varidveis z e y, respec-
tivamente. A aplicagdo bilinear ¢ : K[z| x K[y] = K[z, ], (f(x),g(y)) — f(x)g(y) define

um produto tensorial e vale ainda

K[z] ® K[y] ~ K]z, y].
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J& sabemos que os conjuntos {1,z,2%,...} e {1,y,y? ...} sdo bases algébricas de K[z] e
Kly], respectivamente. Logo, {z' ® ¢’ : i,j € Ny} é uma base algébrica de K[z] ® K]y].
Notemos que nessa situagdo o produto tensorial ndo é comutativo, uma vez que em geral
temos que f(z)g(y) # g(y) f(x). o

Algebra Tensorial

Sejam V' um espago vetorial de dimensdo arbitrdria e r,s € Ny. O espago dos
tensores do tipo (r, s) sobre V' é definido como sendo o produto tensorial abaixo

V)2V ®--0VeV g oV (D.2)

s
r—vezes s—vezes

Em particular, se V for finitamente gerado, entdo o espago 7., (V') pode ser identificado
com o conjunto das aplicagdes (r + s)-lineares da forma

V*><---><V’i><]/><---><V/—>K.

~~ ~\~
T vezes s vezes

Se B={ey,...,e,} éumabasede Ve B* = {e!,... e"} é abase de V* dual a B, entdo um
tensor T € 7. (V') é escrito como

T= T;en® - ®€, e Q- ®e”,
$1 eyl s J1yeeny Js
em que 71" = T(e",...,e" ej,...,e;,)sdo as componentes do tensor do tensor T' com

respeito as bases B e B*.

Observagio D.1.20. Convencionaremos que 7" (V) =7, (V) e To(V) = T2(V). o

Seja V um espago vetorial de dimensao arbitraria. Consideremos a seguinte soma
direta

TV) =D T W)

r,s>0

Definimos a operagdo ® : 7 (V) x T(V) — T (V) da seguinte maneira: dados os elementos
decomponiveis u; @+ @u, @M@ €T/ (V) evi @+ @, Qw1 @+ @w, € TP(V)
definimos

(M@ QU QMO QN) @ (N QU Quwy @ D) i=
W RUVE QUM RN Quw @ Ruwy € TP (V)

e estendemos por linearidade. Dessa forma, o espago 7 (V') torna-se uma algebra (gradu-
ada) associativa.
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Exemplo D.1.21. A aplicacdo d : V*xV — R, (n,v) — n(v) é bilinear e com isso define um
tensor do tipo (1,1) denominado tensor de Kronecker. Suas componentes com respeito
a uma base {ey,...,e,} sdo dadas por 5} = (el e;) = €ife;) = 0. Dessa forma, suas

componentes, com respeito a qualquer base, sdo exatamente o simbolo de Kronecker. ¢

Exemplo D.1.22. Sejam (V, (-,-)) um espago vetorial munido de um produto interno e
B = {ei,...,e,} umabase de V. O tensor métrico é o tensor g € Ty (V) dada por g(u,v) =
(u,v). Assim, tem-se g(u,v) = Y, ; gi;u'v’ onde g;; = g(e;, e;). A base B é ortonormal se, e

somente se, g;; = ;. o
J J

D.2 Algebra Exterior

Seja V um espaco vetorial, sobre um corpo K, de dimensao n. Por ora denotaremos
V x --.xV o produto cartesiano de V' por si mesmo k-vezes. Uma aplicacdo multilinear
p:V x..-xV = W échamada de alternada quando ¢(vy, ..., v,) = 0 para v; = v, para
algum par (i, j) com i # j. Se K tem caracteristica diferente de dois, entdo toda aplicagao

antissimétrica é alternada.

Uma k-ésima poténcia exterior de V é um par (A" V, ¥) em que A* V é um espaco
vetorial sobre Ke ¥ : V x - -- x V — A"V é uma aplicacio k-linear alternada que goza
da seguinte propriedade universal: para cada espago vetorial We o : V x--- xV = W
aplicacdo k-linear alternada existe uma tinica transformagio linear ¢ : A"V — W tal que

¢ = £ oV, isto é, o diagrama abaixo comuta.

Vx o xV—"sW
————
k vezes .

/] s
7 &

Ve

NV

. 4 . k . . .
Assim, é comum dizermos que o espago A"V lineariza universalmente todas as
aplicagdes multilineares alternadas definidas em V' x --- x V. Note que ¢ ser alternada é

equivalente com nuc(¥) C nuc(yp).

Analogamente ao produto tensorial de espacos vetoriais, a defini¢do de k-ésima
poténcia exterior é vaga no sentido de ndo nos informarmos que a mesma sempre existe e
se é inica. Para essa finalidade, consideremos J, (V') o espago vetorial gerado* por todos

os tensores da forma v; ® - - - ® v em que v; = v; para alguns indices i, j € {1,...,k} tais

*  Algebricamente J(V) = @52, I (V) pode ser enxergado como um ideal da adlgebra 7*(V) =

D T (V)
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que i # j. A priori denotaremos por conveniéncia o espago quociente de 7*(V') por Jx(V)

como

k
NV =THV)/3(V). (D.3)
Definimos
e 1: V% 5 A"V aprojecdo canonica;
e &:V x---xV = T*V) o produto tensorial;
e U:V x---xV — A"V aaplicacio dada por ¥ := 7 0 ®.

Observacio D.2.1. E comum denotarmos as aplicacdes ¥ e ® definidas acima por A e ®,

respectivamente. Nesse caso, A = 7 o ®. Evitaremos no momento tal notagéo. o

Lema D.2.2. ¥, como definida acima, é alternada.

Demonstracdo: Se v; = v, para alguns indices i, j € {1,...,k} com i # j, entdo
U(vy,...,05) = (mo®@)(v1,...,06) =7(11 R+ Rug) =0

pois nesse caso v1 @ - - - ®@ v, € Ji(V). O

No caso geral, denotaremos a classe de um tensor decomponivel v; ® - - - ® vy, por
v1 A -+ A vg. Por construgdo, se {v; ® - - - ® v;} for um conjunto gerador de 7*(V), entdo

{vg A+ Aoy}

é um conjunto gerador de A" V. Os elementos de A"V sdo usualmente chamados de
k-formas ou formas de grau k. No contexto de poténcias exteriores, diremos que um

elemento n de \" V é decomponivel quando n = vy A - - - A vy

Teorema D.2.3. O par (\* V, ), onde \* V é dado pela expressio (D.3) , é uma k-ésima poténcia

exterior de V.

Demonstra¢do: Sejam W um espacgo vetoriale ¢ : V x --- x V' — W uma aplicagdo k-linear
alternada. Pela propriedade universal do produto tensorial (vide pdgina 162), existe uma
Unica transformacdo linear 7' : 7%(V) — W tal que ¢ = T o ®. Além disso, T'(J,(V)) = 0
poisdado v; ® - - - ® v, € T (V), tem-se

T @ @ug) =T(P(v1,...,v8)) = @(v1,...,0) =0,
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isto é, Jx(V) C nuc(T). Pela propriedade universal do espago quociente, a aplicagdo T
induz uma tnica transformacao linear ¢ : /\k V — W tal que T' = £ o m. Devemos mostrar

que o diagrama abaixo comuta.

Com efeito,
ol =Co(mo®)=(Com)od=Tod =g

Resta mostrarmos que £ é tinica com a propriedade de fazer o diagrama acima comutar.

Sejan : A"V — W uma transformacio linear tal queno ¥ = p. Assim,

i A Aog) = (T @ @)
= n(r(P(ve,...,v)))
= no¥(vy,...,vE)
= ov1,...,0)
= EoU(vy,...,ug)
= &(m(P(vy,...,v1)))
= g(ﬂ(/l)l@@vk))
= 5(01/\---/\vk)

para quaisquer vy, ..., v; € V. Isso mostra que as transformagdes lineares 1 e £ coincidem
no conjunto gerador
{vy Ao Ao s, o €V

e, portanto, n = &. U

Teorema D.2.4. Sejam (N} V, W) e (\5V,®) duas k-ésimas poténcias exteriores de V. Entio,
existe um tinico isomorfismo n: N\Y'V — N5V tal que & = no 0.

Demonstra¢do: Andlogo a do Teorema D.1.7. O

Apresentaremos agora uma outra construcdo da k-ésima poténcia exterior, dessa

vez utilizando o espago dual V*. Dada uma permutacdo o € Sy, consideramos Py (o) :
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T*(V) = T*(V) como sendo a transformagao linear que leva v; ®---®@uj, €m v,(1) & Vg k),
no sentido de estar definida numa base e estendida por linearidade. A aplicagao

Sk D 0+ Py(0) € L(VEF)

define uma representagdo do grupo de permutagdes no produto tensorial de V. O opera-
dor de antissimetrizagdo Ay, : T*(V) — T*(V) é definido por

A = % Z sinal(o) Py (o).

oES),

Denotemos por 2, (V; K) o espaco das aplicagdes antissimétricas de V' x --- x V
em K. Tal espago pode ser visto como o subespago de 7#(V) formado pelos tensores

k-covariantes antissimétricos.

Lema D.2.5. Valem as seguintes propriedades:

1. w e TH(V) é alternada se, e somente se, Py,(m)w = sinal(m)w para toda permutagdo = € Sy,.
2. Ao Py(0) = Py(0) o Aj, = sinal(0).Ay.
3. .Ak O Ak - Ak

4. im(Ay) = A, (V; K).

Demonstracdo: Seja 7' € Si. Usando o fato que a fungdo sinal é um homomorfismo entre

grupos e que a aplicagdo o — P, (c) é uma representagdo temos

1 , sinal (7’ _
ApPi(n) = > sinal(m) Py(m) Py(n) = % > sinal(w’) Py (n7).
TESE TESK
Defina ¢ := n7’. Como cada 7’ € Sj é fixo a aplicagdo 7 — 7’ = o é bijetora em Sj. Logo,
somar sobre todos os m € S, é equivalente a somar sobre todos os o € Sj. Dai,
. sinal(7’) . . ,
ApPi(n') = ——= Z sinal(0) Py(0) = sinal(n’).Ay,.
k!
Vejamos que A é um projetor. Pelo item anterior e como (sinal(7))? = +1 para todo 7 € Si
tem-se
1 , 1
Ak o .Ak = E ZS Slnal(ﬂ')AkPk(T() = (g ZS 1) Ak — Ak’
TEDK TESE

ja que |Si| = kl. O
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Sejam K um corpo com caracteristica zero ou maior do que k!. Definimos a aplica-
galol': V x - xV — A (V*; K) por

' og€ESy,

para todo (vy,...,v;) € V x---x V. Notemos, ainda, que I';, ., = A,o¥(vy,...,v;) onde

a aplicacdo U é a generalizagdo da aplicagdo definida no Teorema D.1.14 para o espago
V x---x V. Por conseguinte, a aplicagdo I' é antissimétrica (alternada). Como o operador
Aj; € uma projecdo, em particular sobrejetora, segue que A; leva conjunto gerador em

conjunto gerador da imagem. Dessa forma, tem-se ger(C) = 2, (V*; K) onde
..... oot (U1, vp) EV X X VT

Ja sabemos que podemos extrair uma base do conjunto C, digamos B. Dessa forma, existe

uma base de 2 (V*;K) cujos elementos sdo da forma I';, _,,. Usaremos esse fato para

.....

mostrar o préximo resultado.

Teorema D.2.6. O par (,(V*;K), ") é uma k-ésima poténcia exterior de V. Ademais, existe um
inico isomorfismo T : N*V — 2, (V*:K) tal que 7 o A = T.

Demonstra¢do: Sejam W um espago vetoriale ¢ : V x --- x V. — W aplicagdo k-linear
alternada. Considere a aplicacdo

€ (V5 K) - W dadapor &I, 4) = e(vi,...,0)

e estendemos por linearidade. Logo, segue o resultado desejado, uma vez que ¢ foi cons-
truida de maneira que o diagrama abaixo comuta

VX xVEZsw
7

FL ///
AR
A (V*: K)

de forma tnica. J& sabemos, pelo Teorema D.2.4, que 2 (V*;K) ~ A" V. Vamos agora
exibir um isomorfismo. Seja ¢ : V x --- x V. — A"V a aplicacdo alternada dada por
Y(v1, ..., v) = U1 A-- - Avg. Pela propriedade universal da poténcia exterior de 2, (V*; K),

existe uma tinica transformacao linear o : 2 (V*, K) — A"V tal que

vvvvv Uk)zw(vlw"avk):Ul/\"'/\Uk

para todo (vy,...,v;) € V x---x V. Usando a propriedade universal de A"V, do Teorema

D.2.3, existe uma tnica transformacao linear 7 : A"V — 2, (V*, K) tal que

T(Ul/\"'/\vk):T<77Z)(U17""Uk)):Fvl ..... Vg
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para todo (vq,...,v,) €V x--- X V.

2, (V* K)

Dessa forma, percebemos que 7 o ¥ = idy, v+ k) € ¥ o 7 = idyr(y), Ou seja, a aplicagdo o é

um isomorfismo e isso nos mostra a validade da correspondéncia desejada. O

Gracas a identificacdo dada pelo Teorema D.2.6 todas as propriedades que serdo
provadas para o espago "V também serdo validas pra 2;.(V*; K). E usual abandonar a
notacdo I'y, o, (M1, .., mk) para vy A -+ Avg(n, ..., k).

Corolario D.2.7. Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Os espacos \* V* e 2x(V; K)
sdo canonicamente isomorfos.

Observagdao D.2.8. Se ay, ..., a5, € V*, entdo

aj(vy) -+ ag(vg)

1
(ozl/\---/\ozk)(vl,...,vk):Edet

ag(vy) - ag(vg)
para quaisquer vy, ..., v, € V. Alguns autores costumam definir o produto exterior sem
o fator de normalizacdo k! (vide [45, p.205]). Nesse caso, o operador de antissimetriza¢do
deixa de ser uma projegéo. ©

Teorema D.2.9. Seja V' um espago vetorial de dimensio n. Se B = {es, ..., e,} for uma base de
V,entidoparal < k < noconjuntog: {eqa N Neg feom1 <y <--- <y <néumabase
para \*(V). Ademais,

k

Em particular, N*V ~ N'"""V. Cada k-forma w pode ser decomposta em termos da base B de
acordo com a seguinte expressio

1 ~
w = E Z Wiy iy, Vig A---A Vi), = Z Wiy i, Vi A--- A Vi,

T1 eyl 11 <<l

Demonstra¢do: O fato de B ser um conjunto gerador de V' nos assegura que B é um

conjunto gerador de A V. Precisamos apenas mostrar que B é um conjunto linearmente
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independente. Para esse fim, considere a aplicagdo ¢ : V x - - - x V — T*(V') dada por

o(v1, ..., 0k) = Z (sinal 0)vs(1) ® -+ ® Vo)
ogEeSy,
Tal aplicacdo, por defini¢do, é k-linear e alternada. Logo, pela propriedade universal da

k-ésima poténcia exterior existe uma tnica aplicagao linear ¢ : /\k V — T*(V) tal que

E(vr Ao Nyy) = Z (sinal 0)vg(1) @ -+ @ Vo (k).
€Sk
Sejaw € A"V tal que
Z c“"""vei1 N Ne, = 0.

1<t << <n

Aplicando £ em ambos os lados dessa igualdade segue que

" (sinalo) e, @ @€, = 0.
1<ip<--<ip<n oc€Sy
Como {eid(l) - - '®6ia(k>}065k/ paratodol < iy < --- <ij; < n,élinearmente independente
segue que todos os coeficientes ¢ sdo nulos. Portanto, o conjunto B é linearmente in-
dependente. O

Observacao D.2.10. Note que podemos concluir a partir do final da demonstracdo ante-
rior que a aplicacdo § é injetora. o

D.3 Formas Diferenciais

Seja M uma variedade® Hausdorff paracompacta de dimenséo n. Iniciaremos apre-
sentando uma generalizacdo dos fibrados tangentes e cotangentes através da dlgebra ten-
sorial e exterior, desenvolvidas nas subse¢des D.1 e D.2. Dados r, s € Ny, com r + s # 0,
definimos o fibrado tensorial do tipo (r, s) como sendo

T (M) = [ T(T,M),
peEM
onde o espacgo 7, (1,M ) é aquele como definido na pagina 170. Verifica-se que 7. (M) tem
estrutura de fibrado vetorial. Um campo tensorial do tipo (r,s), sobre C*°(M), é uma

secdo de 7 (M). De maneira andloga ao caso de campos vetoriais e formas de grau 1,

> Nesta secdo a maioria dos resultados ndo precisam exigir que M, como espago topolégico,

tenha base enumerével.
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mostra-se que um campo tensorial é diferencidvel se, e somente se, suas fung¢des coorde-

nadas o forem.
O fibrado r-exterior é definido como

NS | AN

pEM

Uma secdo do fibrado A" T*M é chamada de forma de grau r ou r-forma, isto é, um campo
de vetores oo : M — A" T'M tal que para cada p € M, a(p) é um elemento de A" T,M. As

vezes escreveremos o, em vez de «(p).

Observacao D.3.1. Para cada p € M podemos, por causa do Teorema D.2.6, identificar
o espago \" (T M) com o espago 2,.(T,M;R). Dada a € Q(M), pode-se enxergar® o(p)

como sendo uma aplicagdo r-linear antissimétrica definida em 7}, M. o
Temos as seguintes identificacdes:

e NYATM)=M xR.

e N'(TM)=T*M.

Pode-se mostrar que \"T'M é um subfibrado do fibrado tensorial (7" (T'M),r, M) com

n!
rl(n—r)!"

fibra tipica R?, onde d =
Seja (U, (z',...,z™)) uma carta de M. Dada uma se¢do o de \" T M, tem-se
IS i1 i
aly = ] Z Gy i dz't N AN da (D.4)
i1yermyin=1

As fungdes «;, ;. : U — R sdo chamadas de componentes de . A igualdade (D.4) pode
ser reescrita com uma nota¢do menos carregada. Dado I = (i1, ..., ,) uma lista ordenada

de r elementos de I,, = {1, ...,n}, convenciona-se que dz’ = dz'* A --- A dz'". Assim,

 dz' =0 quando hé alguma repeticdo na lista de indices.

e dz’ = +dx' quando J e I sdo listas de r elementos que diferem somente na ordem
dos indices.

6 Aqui estamos cometendo um abuso de notacdo. Tecnicamente a(p) é um par (p, a;,) que per-

tence a fibra {p} x \"(T,M). Identificamos a(p) com a r-forma a,.
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Estabelecendo que oy = «,..;. teremos que a|y = >, a rdz’ de modo que a soma é feita
sobre todas as r-listas I de elementos de {1,...,n}.

Uma forma de grau r é diferencidvel se, e somente se, suas fun¢des coordenadas o
forem ( [45, p.204]). Nesse caso, tal forma serd chamada de forma diferencial de grau r ou
r-forma diferencial. O conjunto de todas as r-formas diferencidveis de classe C*°, em M,
serd denotado por Q"(M). Simbolicamente,

(M) =T </\ TM) .

E usual convencionar Q°(M) = C*(M). Percebemos que Q" (M) tem uma estrutura tanto
de espaco vetorial real quanto de médulo sobre o anel C*°(M) quando consideramos as
operagdes definidas de maneira usual, ou seja, ponto a ponto.

Dados a € Q" (M) e § € Q*(M), definimos o A 5 € QX" *(M ) por

(@A B)(p) = alp) A /).
Isso define uma aplicacdo
A QI (M) x Q (M) — Q(M),  (a,8)—aAp

que tem as seguintes propriedades:

* Bilinearidade sobre R:
— o' A(ac? +ba?) = ala! A a?) + b(a! A a?);
- (a2® +03) Aot = a(a? A at) +b(a® Aat)
para quaisquer a,b € R, o' € Q" (M) e o?,a® € Q°(M).

e Associatividade: (a' A a?) A a® = o' A (a? A o) para quaisquer o € Q"(M),a? €
Q:(M) e o € QF(M).

e Anticomutatividade graduada: o' A a? = (—1)"a? A o' para quaisquer o' € Q"(M)

ea? e Qs(M).

Produto Interior

Dado um campo de vetores X € X(M) e uma forma diferencial o € Q" (M), defini-
mos X sa € QM) por

(X oa)(p)(ve, ..., vp) = ap(X(p), v, . .. vp).
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A forma X .o é chamada produto interior de X por a e induz a aplicacdo
X(M) x Q" (M) — Q1 (M), (X, a) — X
Dado X € X(M), a transformacao linear
ix (M) — Q7 Y(M), ixa=X.ia

é chamada derivada interior. Para mais detalhes consulte [45, p.227].

Pullback

Seja f : M — N uma aplicagdo de classe C*°. Dadow € Q"(NN),comr > 1, podemos
induzir uma forma diferencial de grau  em A, em simbolos f*w, como

(frw))(vr,- o) = w(f (P)(dfp(01), - -, dfp(0r)).
Se h: M — R é uma funcdo, definimos
W f=foh.
A forma f*w é chamada pullback de w para M por meio de f.

Proposic¢ao D.3.2. Se f : M — N éde classe C*, entdo

1. f*: Q' (N) — Q" (M) é linear sobre R.

2. f*(hw) = f*(h)[*(w) se h € C*(N) ew € Q"(N).

3. frlwAn) = (fw)A(fm)sewe Q' (M)ene Q(N).
4. (hof)' = f*oh*seh: N — Pédeclasse C™.

5. (idp)* = idg, onde idy; e idg, denotam as aplicagdes identidade de M e de Q" (M), respecti-
vamente.

Corolario D.3.3. Se f : My — M, é um difeomorfismo, entdo f* : Q" (My) — Q" (M) é um
isomorfismo linear.

Diferencial Exterior

E possivel generalizar a no¢do de diferencial de fun¢des de maneira a englobar as
formas diferenciais em variedades. Para esse fim, iniciamos definindo tal conceito em
espacos Euclidianos e depois transportaremos, por meio do pullback de cartas, para a

variedade. Consideraremos, por simplicidade, o caso de variedades sem bordo.
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Seja U um aberto em R". Vamos definir uma aplicagdo d : Q"(U) — Q"}(U) para
todor € Ny. Se f € C=(U) = Q°(U), definimos a diferencial exterior de f como sendo sua
diferencial usual. Dado a € Q'(U), existem fungdes a, . .., a, : U — R tais que

Z a;(p p)dz’

para todo p € U. A diferencial exterior de o é definida por

= i do; A dx’
i=1

Assim,

n 80@ j_ (‘3% B a@i ; i
(_ axz >/\dm _Z<axi(p) 8xj(p))dx A dz?.

]:1 i<j

Suponhamos que o € Q"(U). A diferencial exterior de « é definida por
= Z day A dz?,
J

onde J percorre as r-listas de elementos de {1,...,n}.

Proposicao D.3.4. Sejam U e V abertos de R™. A diferencial exterior tem as sequintes proprieda-
des:

1. Para cada r € Z a aplicagio d, : Q"(U) — Q"1 (U) é linear sobre R.
2. dwAn)=(dw)An+ (=1)"wA (dn)sew € Q" (U)en € Q*(V).
3. d#*=dod=0.
4. Se f: U — V édeclasse C* ew € Q' (V), entdo

fdw) = d(f*w).

Demonstracgiao: Vide [9,44]. O

Sejam w € Q" (M) e (U, ¢) um sistema de coordenadas em M. A representagio local
de w na carta (U, ¢) é o elemento w, € Q"(¢(U)) dado por (¢')*w. Pelo Corolario D.3.3,
existe uma bijecao entre 2"(U) e Q"(¢(U)) para todo r € Ny. Assim, existe uma tnica

(r + 1)-forma em U, denotada por dsw, tal que

dgw = ¢"(dwy) = ¢"(d((¢7")"w)).
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A principio, essa defini¢do poderia depender da escolha do sistema de coordenadas. Ve-
jamos que isso ndo acontece. Seja (V1)) um outro sistema de coordenadas em M tal que
UNV #D.Seh=vo¢ ' :p(UNV)—(UNV)éamudanca de coordenadas, entdo

Wwy= (o™ ) (W ) w= " oo™ )w=(¢")w=w,

Dessa forma, h* leva a representagdo local de w na carta (V, 1)) na representagdo local de w
na carta (U, ¢). Pelo item 4 da Proposi¢do D.3.4, tem-se

dW¢> = d(h*ww) = h*(dW¢)
EmUNV:
dow = 6" (dwg) = ¢ (h*(dwy)) = ¢ © (100 67)" (duwy) = " (duoy) = dywo.

A diferencial exterior de w € 2"(M ), em simbolos dw, é a (r + 1)-forma definida em
cada ponto p € M por dw(p) = dyw(p) sendo (U, ¢) um sistema de coordenadas de M tal
quep e U.

Teorema D.3.5. Para cada r € Ny, existe uma iinica aplicagio d : Q" (M) — Q"1 (M) com as
seguintes propriedades:

1. d é linear sobre R.
2. Se f € C°(M), entdo df é a diferencial usual.
3. Sew e Q" (M)en e Q5(M), entdo d(w An) =dw An+ (—1)"w Adn.

4. d®>=dod=0.

Demonstragio: Vide [9,23,43,45]. O

Corolério D.3.6. Se f : M — N é de classe C™* ew € Q" (M), entdo
d(f*w) = f*(dw).
Proposi¢ido D.3.7. Sejam M uma variedade e v € Q0" (M). Se Xy, ..., X1 € X(M), entdo

do(Xy,.... X)) = Y (1) X(ol(Xy, o X X))

1<i<r+1

+ Y (FD)M(X X X X X Ke),

1<i<j<k+1

onde™ significa a entrada que estamos omitindo.

Demonstracao: Vide [9, p.370] e [45, p.233]. O
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Campos Tensoriais

Seja 2, (M) o conjunto das aplicagdes r-lineares alternadas, sobre o anel C*°(1),
da forma
w:X(M)x - xX(M)— C*(M).

N J
-~

r—vezes

Pode-se verificar que 2, (M) é um moédulo sobre C*(M).

Proposicdao D.3.8. Seja M uma variedade, de classe C*°, Hausdorff e paracompacta. Considere
w € 2, (M). Nessas condigoes, valem as sequintes afirmagoes:

1. o niimero real w(Xy,...,X,), num ponto p € M, depende apenas dos valores dos campos
X1, ..., X, no ponto p.

2. Q" (M) é canonicamente isomorfo U, (M), visto como médulos sobre C>(M).

Demonstragio: Vide [23]. O

O modulo dos campos tensoriais do tipo (r, s) sobre C*°(M ), em simbolos 7 (M),

é canonicamente isomorfo ao médulo das aplicagdes C*°-multilineares do tipo

QM) x - x QM) x X(M) x -+ x X(M) — C®(M).

(.

~~ N~

T—Vvezes s—vezes
Dessa forma, se (U, (z',...,2™)) é uma carta local de M, entdo T' € T (M) pode ser ex-
presso
T| — Z Til'“iTi| ®...®i| ®d jl’ ®R---Rd jS|
U= Jrds Hopin 1P Orir P L7 p L p-

1yeey LrsJ Ly Js

Isso nos fornece uma versdo em variedades dos resultados da pagina 170.

Cohomologia de De Rham

Ja sabemos que a derivada exterior é uma transformacéao linear que leva formas de
grau r em formas de grau r + 1. O encadeamento das aplicagdes d, : Q" (M) — Q" (M)

pode ser representado pela seguinte sequéncia de espacos vetoriais
e M) R e L () T

Lembremos que Q°(M) = C>(M) e Q"(M) = {0} para todo r > n. Convencionando que
Q"(M) = {0} quando r < 0 a sequéncia anterior se torna

Q0(M) -2
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A propriedade d,; o d, = 0 é equivalente a inclusdo im(d,) C nuc(d,+,) para todo r € Z.
Por causa disso, a sequéncia anterior é chamada de complexo de cocadeias de M e neste
contexto especifico, de formas diferenciais em variedades, é usualmente denominado

complexo de De Rham. Dado r € Z, consideremos os seguintes espagos

Z"(M) =nuc(d,) e B"(M) =im(d,_).

Dizemos que Z"(M) é o espago das r-formas fechadas e B"(M) é o espago das r-formas
exatas. Além disso, vale ainda a inclusdo B"(M) C Z"(M). O espago vetorial real quoci-
ente

Hin(M) = F0

é chamado de grupo de cohomologia de De Rham de grau r da variedade M. Um elemento

[w] € Hir (M) é chamado de classe de cohomologia de w e é da forma
W] = fw+d, i in e UM}

Isso significa que duas formas pertencem a mesma classe de equivaléncia se, e somente
se, diferem por um termo de derivada exterior. Observe que se toda r-forma fechada for
exata, entdo Hjy (M) = {0}. A grosso modo, o grupo de cohomologia de De Rham mede
em que grau as formas fechadas deixam de ser exatas.

Proposicao D.3.9 (Funtorizac¢ao). Seja f : M — N uma aplicagdo de classe C*°. Se f* :
Q(N) — Q' (M) é aaplicagio induzida, entdo os espagos Z"(N) e B"(N) sdo invariantes por f*.
Em particular, existe uma vinica aplicacdo linear f* : Hiy(N) — Hir (M) tal que

Além disso, valem as sequintes propriedades:
1. id}, = iday, ()
2. Seh: N — P éuma outra aplicagio de classe C>, entdo (h o f) = f* o hf.

Demonstragdo: Vide [9]. O

Corolario D.3.10. Variedades difeomorfas tém grupos de cohomologia de De Rham isomorfos.

Exemplo D.3.11. Abaixo sdo apresentados alguns grupos de cohomologia conhecidos
(vide [9, p.450]).
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e Hix(R")={0}senecNer>1

R, se =0 ou r=n

o H" (S") =
(") {{0}, se 7#0 e r#n

Derivada de Lie

Sejam X € X(M)eT € TJ(M). A derivada de Lie de T' com respeito a X, em
simbolos Lx T, é definida como sendo o campo tensorial do tipo (r, s) dado por

(LxT)(p) = %(@T)(p”t:o _ 1151m d((9e)5) (T, ) — Tp

—0 t

Y

para todo p € M onde ¢ é o fluxo local de X em p. Pode-se mostrar que a defini¢do acima
independe da escolha do fluxo local.

Abaixo listamos algumas propriedades que a derivada de Lie tem e que serdo uti-

lizadas no decorrer do trabalho. Para a demonstracdo de cada uma delas sugerimos as
referéncias [9,45], [30, p.69] e [63, p.29].

Proposicdo D.3.12. Sejam M uma variedade diferencidvel, f € C>*(M), X, Y e X(M)eT,S €
TS (M). Valem as sequintes propriedades:

1. Lxf=X(f).

2. LxY =[X,Y].

3. LxY = —LyX.

4. Lixy)=LxoLy —LyoLy.

5. Lx(f-Y)=(Lx[)Y + [ LxY.

6. Lx(T®8)=(LxT)®S+T® (LxS).

7. Lx =ixod+doixemQ(M).

8. Lyod=doLxemQ(M).

9. ixy) = Lx oty —iy o Lx em Q(M).

10. Lx(wAn) = (Lxw)An+wA (Lxn)ondew,n e QM).
A propriedade 7 acima é conhecida na literatura como férmula mdgina de Cartan.

Notemos que o item 8 afirma que a derivada de Lie comuta com a derivada exterior no
contexto de formas diferenciais.



	3018ab4bada27fceeea92567174b4d97dbcd28a4970bdbc86d18301493b76f32.pdf
	Folha de rosto

	dd4cb1975d9d6e36a23d7a0cae00e5b3cee5df11c1b6b3484f2c5412e6d97243.pdf
	3018ab4bada27fceeea92567174b4d97dbcd28a4970bdbc86d18301493b76f32.pdf
	AGRADECIMENTOS
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	Introdução
	Geometria Simplética
	Variedades Simpléticas
	Subvariedades de Variedades Simpléticas
	Fibrados Lagrangianos
	Campos Hamiltonianos e Simpléticos
	Parênteses de Poisson

	Simetrias
	Órbitas Coadjuntas e a Forma KKS
	Parênteses de Poisson em g
	Aplicação Momento
	Definição e Propriedades
	Equivariância e condições topológicas
	Hamiltoniano Coletivo


	Equação de Lax e Sistemas Hamiltonianos Integráveis
	Pares de Lax e o Hamiltoniano Coletivo
	Restrição da Ação a um Subgrupo Fechado e Conexo
	Truque de Thimm e Sistemas Integráveis do tipo Gelfand-Tsetlin
	Sistemas Integráveis do tipo Gelfand-Tsetlin para Ações dos Grupos Unitário e Especial Ortogonal

	REFERÊNCIAS
	Álgebra Linear
	Espaços Vetoriais Simpléticos
	Subespaços de um Espaço Simplético
	Simpletomorfismos
	Decomposições Lagrangianas

	Variedades Diferenciáveis
	Cartas, Atlas e Estruturas Diferenciáveis
	Espaço Tangente
	Fibrados Tangente, Cotangente e Campos de Vetores
	Fibrados

	Teoria de Lie
	Álgebras de Lie
	Grupos de Lie

	Tensores e Formas Diferenciais
	Álgebra Tensorial
	Álgebra Exterior
	Formas Diferenciais



