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RESUMO

Neste trabalho, considera-se a molécula de DNA como um sistema dindmico nao-linear onde
excitagoes tipo solitons estao presentes. O estudo é baseado no modelo de Peyrard-Bishop
(PB) para a dindmica do DNA, o qual leva em conta a interagdo com os vizinhos na sua
estrutura. Aplica-se, entdo, o método de coordenadas coletivas para tratar corretamente os
modos de frequéncia zero e deduzir uma Hamiltoniana quantica geral para o sistema que
contenha um termo do tipo particula livre associado ao movimento do centro do séliton e

um termo correspondente a um conjunto de osciladores desacoplados.

Palavras-chave: DNA. Nao-Linear. Sélitons. Peyrard-Bishop. Coordenadas Coletivas.



ABSTRACT

In this work, the DNA molecule is considered to be a nonlinear dynamic system where
soliton-type excitations are present. The study is based on the Peyrard-Bishop (PB) model
for DNA dynamics, which takes into account the interaction with neighbors in its structure.
Then, the collective coordinates method is applied to correctly handle zero-frequency
modes and deduce a general quantum Hamiltonian for the system that contains a free
particle term associated with the motion of the soliton center and a term corresponding to

a set of decoupled oscillators.

Keywords: DNA. Nonlinear. Solitons. Peyrard-Bishop. Collective Coordinates.
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1 INTRODUCAO

O DNA é uma das moléculas mais interessantes e misteriosas ja estudadas. Pertence
a classe de biopolimeros e apresenta uma funcao biolégica muito importante, que consiste
na capacidade de conservar e transferir informagoes genéticas. Embora, usualmente, o
DNA seja estudado em Biologia, ele nao é objeto exclusivo dessa area, uma vez que

também levanta questdes muito interessantes para a Fisica e para a Quimica.

Uma das primeiras tentativas de usar as leis da Fisica e da Quimica para analisar
fendmenos relacionados ao DNA pode ser encontrada no livro escrito por Erwin Schrodinger
intitulado “What is life?”(O que é a vida?)!). Cinquenta anos apés a descoberta da
estrutura de dupla hélice do DNA, cientistas e pesquisadores ainda tentam revelar suas
propriedades notaveis como a capacidade de armazenar e transmitir informacoes genéticas
e os movimentos de grande amplitude envolvidos nesses processos.

Os estudos relacionados ao DNA inciaram-se em 1910, com a Teoria Cromossomica

4. A partir dessa data, a comunidade

de Heranca, desenvolvida por Thomas Morgan!
cientifica comegou a estudar os cromossomos com o objetivo de entender sua natureza
quimica e investigar qual material genético o compoe. Em 1944, Oswald Avery e seus
colaboradores chegaram a conclusdo de que o material genético que forma os cromossomos
é o DNABI. Em 1953, os pesquisadores James Watson e Francis Crick apresentaram ao

mundo a estrutura helicoidal da molécula do DNAM,

Uma molécula de DNA é constituida por duas longas cadeias poliméricas que

(5:6], Cada nucleotideo

sao formadas por unidades monoméricas chamadas nucleotideos
possui um grupo fosfato, uma pentose e uma base nitrogenada. Os quatro tipos de bases
pertencentes ao DNA sao: Adenina (A), Citosina (C), Timina (T) e Guanina (G), as quais
se reinem aos pares A-T e C-G. A unido dessas cadeias assume uma estrutura de dupla
hélice, estabilizada por meio de ligagoes de hidrogénio entre as bases nitrogenadas e para
entender o porqué da formacao de uma dupla hélice, tem-se que considerar as interagoes

entre os grupos que compoe os nucleotideos.

A molécula de DNA pode sofrer grandes alteragoes conformacionais, como nos
processos de transcricdo e desnaturacaol’l. Esses processos evidenciam o fato de a estrutura
estatica das moléculas biolégicas nao ser o suficiente para explicar sua fungao, tendo em
vista que as mesmas sdo um sistema dindmico com movimentos internos de natureza
bem complexa. Além disso, os movimentos que elas realizam desempenham um papel
importante no funcionamento da célula.

[8-101 para 0 DNA servem

Os modelos matematicos de Ising”) e de Peyrard-Bishop
como um ponto de partida para estabelecer um modelo que descreva as propriedades dessa
molécula. Para isso, eles devem estar na escala de entidades basicas que codificam as

informagoes no DNA, isto é, os pares de bases. Na escala dos pares de bases, o modelo
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mais simples aplicado é o Modelo de Ising, cujo o estado de um par de base é descrito
simplesmente por uma variavel de dois estados, sendo 0, se a base esta fechada, e, 1 se
a base esta aberta. Indo mais além, porém mantendo o modelo o mais simples possivel,
o modelo do tipo Peyrard-Bishop (PB) simplifica a geometria da dupla hélice de DNA
assumindo que as duas cadeias entrelagadas podem ser descritas por uma tunica cadeia

unidimensional. Cada par de base é representado como uma massa pontual nessa cadeia.

O objetivo principal deste trabalho é, partindo do modelo de Peyrard-Bishop para a

[11-16]

molécula de DNA, aplicar o método de coordenadas coletivas para tratar corretamente

os modos de frequéncia zero (que surgem em teorias invariantes por translacao) e deduzir
uma Hamiltoniana quantica geral para o sistema que contenha um termo do tipo particula

18,20]

livre (imersa em um banho térmico) associado ao movimento do centro do séliton! e

um termo correspondente a um conjunto de osciladores desacoplados.
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2 ESTRUTURA DO DNA

2.1 Introducao

A sintese das diversas proteinas presentes nos seres vivos tem relacao direta com os
acidos nucleicos. Existem dois tipos de acidos nucleicos: 0 DNA (4cido desoxirribonucleico)

e o RNA (4cido ribonucleico).

O DNA é responsavel por armazenar e transmitir informagoes genéticas, enquanto o
RNA efetua o processo de tradugao (sintese proteica), orientado pelas informagoes contidas
no DNA.

Uma vez que o comportamento dindmico do DNA é o objeto de estudo dessa

§[5.6,19]

dissertacao, o enfoque sera dado apenas as suas propriedade Para mais informagoes

sobre as propriedades do RNA, vide Apéndice A.

2.2 Breve Retrospectiva Historica

Apresenta-se na Figura 1 um infografico com os principais fatos que envolveram a

descoberta do DNA e de sua estrutura.

Morgan: Teoria Cromossdmica da Heranga

Griffith: Transformagdo Bacteriana

Avery e colaboradores: o DNA é o material genético

Watson e Crick: Modelo da Estrutura do DNA

Figura 1 — Retrospectiva histérica sobre a descoberta do DNA e de sua estrutura.

Em 1910, o bidlogo Thomas Hunt Morgan concluiu que os genes estao localizados
nos cromossomos (Teoria Cromossomica da Heranca)?l. A partir de entdo, a comunidade
cientifica comecou a estudar os cromossomos com o objetivo de entender a sua natureza

quimica e foi descoberto que eles sao formados por DNA e proteinas.

Alguns anos depois, em 1928, o médico britanico Frederick Griffith desenvolveu os

primeiros estudos que consideravam o DNA como material hereditdario ao conduzir um
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experimento que utilizava a bactéria Streptococcus pneumoniae e ratos!'™.

Em 1944, o médico e bioquimico Oswald Theodore Avery e seus colaboradores
conclufram que o material genético da célula é o DNABL A partir de entdo, comecou uma
corrida para definir qual seria a estrutura da molécula de DNA e para obter suas proprie-
dades. Dois laboratérios entraram nessa corrida, um nos Estados Unidos (laboratério do

quimico Linus Pauling) e outro na Inglaterra (laboratério da quimica Rosalind Franklin).

Somente em 1953, que o bidlogo James Watson e o fisico Francis Crick apresentaram
em um artigo, na revista Nature, que a molécula de DNA apresenta estrutura de dupla
hélice™. A descoberta dessa estrutura sé foi possivel, pois Crick teve acesso a uma foto
em cristalografia que se encontrava no laboratério de Rosalind. Essa foto é apresentada

na Figura 2.

Figura 2 — Foto em cristalografia de uma molécula de DNA[23],

2.3 Estrutura do DNA

O DNA é uma molécula helicoidal constituida de dois polimeros que sao formados
por unidades monoméricas chamadas nucleotideos. Cada nucleotideo possui trés compo-
nentes: um grupo fosfato PO, , uma pentose (aglicar que recebe o nome de desoxirribose

no caso do DNA) e uma base nitrogenada (grupo organico que pode ter um ou dois ciclos).
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A Figura 3 apresenta uma representacao esquematica de uma molécula de DNA helicoidal,

enquanto a Figura 4 apresenta uma representacao planificada da molécula.

Figura 3 — Representacdo esquematica da estrutura de dupla hélice de uma molécula de DNA.

MOLECULA DE DNA

—H
N
NUCLEOTIDEO

—H

; BASE FOSFATO

1 | D NITROGENADA 3
N
—

Figura 4 — Representacio esquemética da estrutura planificada do DNA e de um nucleotideo.

Os fosfatos e as pentoses de todos os nucleotideos sao iguais, mas as bases nitroge-
nadas podem ser diferentes. Existem quatro tipos de bases nitrogenadas, pertencentes a
duas categorias:

 Purinas: adenina (A) e guanina (G), com dois ciclos orgénicos.

« Pirimidinas: citosina (C) e timina (T), com um ciclo orgénico.
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A Figura 5 mostra a estrutura quimica dos quatro tipos de bases nitrogenadas,

enquanto a Figura 6 exemplifica a estrutura de um nucleotideo cuja base nitrogenada é a

citosina.
NH, (o} (o} NH,
H H.C H
T CTYOYY (Y
/N7 N /NN NH, N7 N
A A | |
ADENINA GUANINA H
TIMINA CITOSINA

Figura 5 — Representacao quimica da estrutura das bases nitrogenadas que compde a molécula
de DNA.

BASE
NITROGENADA

......

an s

L -
L

PENTOSE NH,".

o)
0O—vuv—o0
o

"
.y a®
..........

CITOSINA

LIGACAO COM O
PROXIMO FOSFATO

Figura 6 — Representacdo quimica da estrutura de um nucleotideo cuja base nitrogenada é a
citosina.

As bases nitrogenadas tendem a se reunir em pares, por meio de ligacoes de
hidrogénio. Elas se unem da seguinte forma: adenina com timina (A-T) e citosina com

guanina (C-G), como mostrado na Figura 7.

Vale ressaltar que além do DNA e do RNA desempenharem diferentes fungoes,
existem diferengas estruturais entre eles. O RNA é constituido de apenas um polimero
(também formado por nucleotideos), a pentose que constitui esses nucleotideos é a ribose e

a base nitrogenada uracila (U)substitui a timina (T).
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ADENINA TIMINA
HN-H oo o
0
| LY
o— T—O—CHz o N N ) 0)\ N o H,C —0—P—o0
o |
(o]
R
R
GUANINA CITOSINA
R — H- NH
(l) <N | N — H oo N 7 | cl)
o— Fl’—o—CH2 ol NNy )— HN-H oo 0=|\N | HC—o— T_O
o o
R

R

Figura 7 — Ligacao de hidrogénio entre as bases nitrogenadas.

2.3.1 Estrutura Helicoidal do DNA

Uma observagao importante que levou Watson e Crick a famosa descoberta da
estrutura de dupla hélice do DNA é que os pares formados por uma purina e uma pirimidina
tém quase o mesmo tamanho, de modo que esses pares dao uma estrutura muito regular

as duas cadeias de nucleotideos conectadas pelas ligagoes de hidrogénio.

Para entender porque essas duas cadeias nucleotidicas ligadas formam uma dupla
hélice, é preciso considerar as interagoes entre os grupos que compoem os nucleotideos. Os
pares de bases sao grandes grupos planos, com a forma de grandes platos e unidos pelas
fitas fosfato-pentose, que sao bastante rigidas. Muitas rotagoes em torno das ligagoes sao
possiveis dentro de cada fita, mas a distancia entre pontos de fixacao consecutivos das
bases é, no entanto, bem definida. A interac@o entre os platds de base é tal que eles tendem
a formar uma pilha compacta e isso se deve a sobreposicao dos elétrons 7 dos ciclos das
bases e as forgas hidrofébicas. O comprimento das fitas é, no entanto, longo demais para
permitir que os platos formem uma pilha compacta se forem empilhados paralelamente um
ao outro, como mostra a Figura 8-a. Se os platds forem empilhados um sobre o outro, mas
com uma rotacao de 30° entre eles, as fitas tornam-se obliquas e pode-se manter os dois
platos em contato sem comprimir o comprimento das fitas, conforme mostrado na Figura
8-b. Outra possibilidade seria criar uma escada inclinada, mas um exame detalhado da
estrutura das bases mostra que ela geraria contatos nao permitidos energeticamente entre

0s &tomos.
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Platd de bases
nitrogenadas

N Fita fosfato-
» pentose

(a) (b)

Figura 8 — Representacio esquematica do empilhamento dos platds de base do DNA, levando em
consideragao o comprimento das fitas fosfato-pentose: (a) se os platos forem paralelos
entre si, a fita é muito longo para permitir um empilhamento compacto. b) Se os
platos forem rodados um em relacdo ao outro, o mesmo comprimento de fita permite
um empilhamento compacto.

Portanto, a topologia bésica dos grupos e suas interagoes levam a conclusao de que
a estrutura do DNA deve ser helicoidal. No entanto, essas simples considera¢des nao sao
suficientes para determinar os detalhes da estrutura e, em particular, elas ndo determinam
se a molécula deve ser levogira ou dextrogira. De fato, ambas as situagoes podem ser
encontradas, mas a situagao mais comum ¢é uma hélice dextrégira, que existe em duas
formas ligeiramente diferentes, conhecidas como formas de DNA A e B. Essas formas
dependem do grau de hidratacao da molécula ou da forga idnica da solugao. Nas células, a
forma mais comum de DNA é a forma B, onde os platos de base sao aproximadamente

perpendiculares ao eixo da hélice.

As dimensoes basicas da molécula estao ilustradas na Figura 9, onde se pode notar

que o comprimento da molécula é sempre muito maior que o seu diametro.

" g 320 5 36°

Aproximadamente 11
fosfatos porvolta.

Figura 9 — Representagio esquematica das dimensoes béasicas de uma molécula de DNA.
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Existem essencialmente duas classes de forcas que estabilizam a estrutura de dupla
hélice. A saber:

« Ligacao de hidrogénio entre bases complementares: somente dois tipos de
pares de bases sao permitidos pelo emparelhamento Watson-Crick: A-T, que é ligado
por duas ligacoes de hidrogénio, e G-C, que ¢é ligado por trés ligacoes de hidrogénio

e ¢ mais robusta.

o Interacoes de empilhamento dos platos de pares de bases: como mencionado
anteriormente, essas interagoes tém uma origem complexa, advindo em parte da
sobreposicao dos elétrons 7 das bases e em parte de interacoes hidrofébicas. Elas
impoem uma distancia bem definida entre as bases ao longo do eixo da hélice, dando
origem a uma alta rigidez das moléculas ao longo do eixo. As bases podem, no
entanto, ser puxadas para fora da pilha, deslizando uma sobre a outra de forma
perpendicular ao eixo. As energias de empilhamento sao altamente dependentes da
sequéncia de bases. A Figura 10 apresenta algumas energias para diferentes pares de

bases empilhadas.

A-T A-T cC-G
T-A A-T G-C

0,14 eV 023eV 063eV

Figura 10 — Energias para diferentes pares de bases empilhadas.

2.4 Leitura do Cdédigo Genético

As proteinas sao polimeros formados por aminoacidos que sao ligados entre si por
ligagoes peptidicas. As informacgoes para a sintese proteica estao codificadas nos genes,
que sao segmentos da molécula de DNA. A sintese proteica envolve o DNA, o RNA, os
ribossomos (organela celular), algumas enzimas especificas e aminoacidos. Esse processo

ocorre em duas fases: a transcricdo e a traducao.

A transcricdo é o processo de leitura de um tnico gene do DNA. E realizada sob
o controle de uma enzima, a RNA polimerase, que varre a longa molécula de DNA para
encontrar o inicio do gene. Em seguida, desenrola a dupla hélice, conforme esquematizado
na Figura 11. As bases expostas sdo copiadas e formam uma molécula de RNA, que sera

o molde para a sintese da proteina.

A tradugao é o processo de leitura do RNA que foi produzido durante o processo
de transcricao. Durante essa leitura, que ocorre no ribossomo, os aminoacidos sao unidos

de acordo com a sequéncia de bases nitrogenadas do RNA.
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Figura 11 — Representagao esquematica do processo de transcrigao.

2.5 Desnaturacao Térmica do DNA

Uma classe de experimentos que fornece dados tteis para modelar o DNA é a
desnaturacao térmical”, que consiste na separacio das fitas do DNA por aquecimento. Essa
separacao ocorre quando a solucao que contém o DNA é aquecida acima de temperaturas

fisiolégicas (préximo a 100°C).

O processo de desnaturagao é um processo reversivel, pois ao resfriar lentamente
as solugoes aquecidas de DNA desnaturado, as duplas hélices sao restauradas, isto é, as

fitas simples encontram as suas fitas complementares.

Cada molécula de DNA possui uma temperatura de desnaturagao caracteristica

Ty, que é determinada, em grande parte, pelo conteiido de pares de bases nitrogenadas.

Experimentos realizados com moléculas de DNA artificiais com um tnico tipo de
par de bases (homopolimeros) detectaram uma transi¢ao acentuada da absor¢ao dos raios
UV pela dupla hélice e pela molécula desnaturada, como apresentado na Figura 12. A
desnaturacdo aparece como uma genuina transicao de fasel?!).

Absorcao UV

N

; ; > Temperatura (°C)
60 70

Figura 12 — Curva de desnaturac¢do de um homopolimero de DNA contendo apenas pares de
bases GC.

Utilizando a técnica de criomicroscopia, ¢ possivel observar que a desnaturacao

comeca a partir de aberturas locais, chamadas "bolhas de desnaturagao", que aumentam
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com a temperatura e invadem toda a molécula ao atingir a temperatura de desnaturacao,

causando a separacao das duas fitas, conforme é esquematicamente mostrado na Figura

13.

v

Temperatura

Figura 13 — Imagem esquemaética do processo desnaturacao térmica do DNA.
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3 MODELO FiSICO PARA O DNA

3.1 Introducao

Conforme foi visto, a leitura do codigo genético requer mudancas conformacionais
do DNA. Porém, tais movimentos sao observados mesmo na auséncia de enzimas. O DNA

é uma entidade altamente dinamica e sua estrutura apresenta diversos movimentos.

Neste capitulo, tem-se por objetivo estabelecer um modelo mateméatico da mo-
lécula de DNA que tenha solugoes e propriedades que concordem com as observacoes

experimentais.

Primeiramente, tem-se que estabelecer em que escala deseja-se trabalhar. Isso
depende das propriedades em que se esta interessado. Por exemplo, para analisar a
intensidade das forgas envolvidas na molécula de DNA, um modelo que ignore todos os
detalhes internos da molécula e que simplesmente a descreva como uma mola flexivel é

suficiente.

Pode-se pensar também em descrever a dinamica da molécula em escala atomica,
entretanto, além da complexidade de tal modelo, essa nao seria uma escolha que levaria
ao estudo das propriedades desejadas, ja que a atencao deste trabalho esta voltada para
a capacidade do DNA em armazenar informagoes genéticas e na grande amplitude de
movimentos nao-lineares envolvidos no processo de leitura. Assim, procura-se estabelecer
um modelo que possa descrever essas propriedades. Desta forma, o modelo deve estar na
escala da entidade béasica que codifica as informagoes no DNA, ou seja, o par de bases

nitrogenadas.

Para estudar a transcricao é necessario incluir pelo menos 100 pares de bases, pois
esse processo se estende por mais de 20 pares de bases. Para estudar a desnaturacao
térmica do DNA, o modelo precisa se estender por centenas de pares de bases, porque
a desnaturacao é um efeito coletivo. Atualmente, a dindmica molecular pode simular de
10 a 20 pares de bases, apenas para escalas de tempo de alguns nanossegundos. Essas
simulacoes sao calculos enormes e aumentar o nimero de pares de bases em algumas

ordens de magnitude esta atualmente fora de alcance.

Por essa razao, os modelos em escalas intermedidrias sao tteis. O fato de esses
modelos serem menos precisos nao implica que seu desenvolvimento seja mais simples.
E muito importante verificar a validade dos modelos e calibrar seus parametros por

comparagao com experimentos bem controlados.
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3.2 O Modelo de Ising para o DNA

Considerando a escala de um par de bases nitrogenadas, o modelo mais simples para

estudar é o modelo de Ising!”.

Nesse modelo, o estado de um par de bases é simplesmente
descrito por uma variavel de dois estados, tal que a variavel é igual a 0 se a base estiver

fechada e 1 se estiver aberta.

Modelos baseados no Modelo de Ising foram propostos e utilizados com sucesso
para estudar a desnaturacao térmica do DNA. No entanto, esse modelo apresenta alguns

inconvenientes. Sao eles:

o Ele contém um grande ntimero de parametros que nao podem ser obtidos nem mesmo
estimados a partir de leis da Fisica basica. Por exemplo, a energia para abrir um
par de bases pode ser avaliada, mas, para descrever efeitos coletivos, também é
necessario parametros como a probabilidade de um par de bases se abrir caso um

par vizinho esteja aberto ou fechado.

o Como o modelo usa uma variavel de dois estados para descrever o status de um par
de bases, ele ndo pode representar a dindmica nao-linear de abertura ou fechamento,

que requer a descri¢ao de estados intermediarios continuos.

3.3 O Modelo de Peyrard-Bishop (PB)

Os modelos do tipo Peyrard-Bishopl® 1% assumem que as duas cadeias entrelacadas
do DNA podem ser descritas por uma unica cadeia unidimensional. Mantém-se apenas
um grau de liberdade por par de bases, mas utiliza-se uma variavel real que descreve o
alongamento da ligacao que liga as bases, em vez da varidvel discreta 0/1 do modelo de

Ising.

Esse modelo é apresentado esquematicamente na Figura 14, onde se denota por
yn O alongamento do enésimo par de bases. O valor y, = 0 corresponde a um par de
bases fechado, como no modelo de Ising. No entanto, y, pode assumir valores positivos
continuamente até o infinito se as duas bases se separarem completamente, como na
desnaturacao do DNA. Por outro lado, a variavel y, pode assumir também valores
negativos, correspondentes a uma compressao da ligacdo. Grandes valores negativos serao
proibidos pelo impedimento estérico, que ¢ introduzido no modelo pelo potencial de ligagao

das bases em um par.

A Hamiltoniana que descrever esse modelo é dada por:

H = Z +W (Yns Y1) + V()| (3.1)

onde
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n-1 n n+1

!

W(Yn, Yn-1)

Figura 14 — Representagio esquemética do Modelo PB para a dindmica néo-linear do DNA.

dyn

n = m—, 3.2
p 7 (3.2)
tal que m ¢é a massa reduzida das bases (os pares de bases sao considerados iguais), V' (y)
é o potencial que descreve a interacao entre as duas bases em um par e W(y,, yn—1) é 0

potencial que descreve a interacdo entre as bases adjacentes ao longo da molécula de DNA.

Tendo em vista que o potencial Morse é uma expressao padrao para ligacoes
quimicas e possui a forma qualitativa apropriada, ele pode ser utilizado para V(y). Sua

expressao matematica é dada por:

V(y) =D(e™ - 1), (3.3)

onde D ¢ a energia de dissociagdo do par e a um parametro homogéneo com dimensao
inversa a do comprimento que define a escala espacial do potencial. O potencial V' (y) em

funcao do alongamento y é representado graficamente na Figura 15.

O potencial de Morse é uma escolha adequada, pois:

o Inclui uma parte repulsiva forte para y < 0, correspondente ao obstaculo estérico

mencionado anteriormente;
e Possui um minimo na posi¢ao de equilibrio y = 0;

« Torna-se plano para y grande, com isso, a forca entre as bases tende a zero, como
esperado quando as bases estao muito distantes; isso caracteriza uma dissociagao
completa do par de bases, o que nao ocorreria caso um potencial harmonico simples

fosse escolhido.
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Vi(y)

Figura 15 — Potencial de Morse.

A principio, é possivel utilizar uma expressao simples para W (y,, y,_1), dada por:

1

W(yna yn—l) = ﬁ(yn - yn—1)2, (34)

onde R é uma constante positiva e adimensional, que se refere a intensidade do acoplamento
das duas bases consecutivas. Essa constante faz o papel de uma discretizacao efetiva,
a =+ R, de modo que R >> 1 é o limite continuo.
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4 METODO DAS COORDENADAS COLETIVAS APLICADO AO DNA

4.1 Introducao

A formacao do estado aberto da molécula de DNA, que ocorre durante o processo

de transcricao, por exemplo, sugere a existéncia de solugoes solitonicas.

O primeiro exemplo relatado na literatura cientifica do que veio a ser chamado
de séliton foi descrito, em 1834, pelo engenheiro naval escocés John Scott Russel. Ele
relatou que estava cavalgando ao longo de um canal e que ao observar um barco que
estava sendo puxado por dois cavalos, reparou que a agua que se acumulava em sua frente
continuou adiante depois que o barco parou e manteve uma velocidade razoavel e um
formato arredondado sem sofrer deformacao perceptivel por um tempo consideravel e
por uma longa distancia. Com o intuito de estudar o fenomeno observado, Russel tentou
reproduzi-lo em menor escala utilizando um tanque profundo. A Figura 16 apresenta um

de seus diagramas originais obtido durante seus estudos.

WAVES _thrderd The trart Waee of Fansiation N e

?1

|
AS

Figura 16 — Diagrama original de Russel ao estudar o fendmeno dos solitons (22,

Embora nao exista uma definicdo consensual, é possivel definir um séliton como
uma onda solitaria que se propaga sem deformacao, com velocidade constante e sem

dissipacao de energia. As equagoes utilizadas para descrever os sélitons sdo solugoes
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localizadas que podem ser utilizadas como solucao para uma grande classe de equagoes

diferenciais nao-lineares.

Sempre que se quantizam solugdes estaticas de uma teoria invariante por translacao,
surgem modos de frequéncia zerol'®?%. Esses modos tornam-se um problema para a
obtencao de uma Hamiltoniana quantica geral. O Método das Coordenadas Coletivas!'! ~16]
permite tratar corretamente esses modos de frequéncia zero e deduzir uma Hamiltoniana

quantica geral para o sistema.

Neste capitulo, parte-se do Modelo de Peyrard-Bishop (PB) para se encontrar uma

nova Hamiltoniana Quantica Geral.

4.2 Método das Coordenadas Coletivas

Na quantizagao por coordenadas coletivas, expande-se y,, (alongamento do enésimo

par de bases) como

Yn =y (n — o) + i Qatha(n — Zg). (4.1)
a#0

Essa expansao equivale a uma mudanga de base no espago funcional das coorde-
nadas "cartesianas'{y, } para as coordenadas "curvilineas'{Zo, Qu20}, onde a variavel Z

corresponde ao centro de massa do soliton. Os autovetores sdo normalizados como

> Yaln = Zo)ypa(n — &) = dag. (4.2)

Como consequéncia da invariancia translacional, existe um modo com autovalor

zero dado por 116

1 9y°

~ VM 9y

onde M é a massa do soliton, a qual é identificada como a energia de um soliton estatico.

Yo(n — o)

(4.3)

A flutuacao ao longo da dire¢ao funcional correspondente ao modo de frequéncia
zero representa uma translacao infinitesimal do séliton que nao requer energia. Como esse
modo nao possui forga restauradora, é permitida energicamente qualquer flutuacao de
amplitude arbitrariamente grande ao longo dessa direcao e, portanto, as flutuagdes nessa
direcdo devem ser tratadas sem perturbagoes. A variavel Zy é elevada ao status de variavel
da Mecanica Quantica e as flutuagoes sao ortogonais ao modo zero. Esse tratamento ¢ a

base do Método das Coordenadas Coletivastt—16l
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O proximo passo é expressar a Hamiltoniana em termos das novas variaveis 2, e
(.. Para isso, escrevem-se, primeiramente, as energias cinética e potencial do sistema em

termos dessas novas variaveis.

4.2.1 Energia Cinética

A energia cinética T' na representacao de Schrodinger pode ser expressa por meio

de uma derivada funcional, dada pela expressao

po iy 8

2 2 Sym Sy (4.4)

onde a derivada funcional pode ser escrita em termos das novas coordenadas, usando a

regra da cadeia

5 _ kg 0 26Qs 3
5yn 5yn (51‘0 B0 53/71 5@,6’

(4.5)

Tomando a variagao funcional do campo y,, dado pela equacao (4.1), tem-se que

Yn OYn

oYy, = —0IT 0
Y 570 Lo +%:O 6@5 Qs
oy ( 51/}/3( To) B

Projetando os dois lados da equagdo (4.6) em ¢§(n — Zg) e ¥k (n — &) com a # 0,
usando a equagao (4.3) e a condigao de ortonormalizacao (4.2), obtém-se (vide Apéndice

B para detalhes do desenvolvimento)

0Zo 1
— = vp(n — o), (4.7)
O VM4 VM S505Qs]
5Qa * N 1 Z,B;éo Goe,BQ,B * N
=, (n—23o) — Uo(n — o), 4.8
SYn (n= o) VM [14 VM 5,40 8.Q] o(n = o) (48)
onde os elementos de matriz Gnp sao definidos como
32/1
Gaﬁ == Z w 6<8j‘0)’ (49)
(M
S = Z% ﬁ(&%o o) Gog, (4.10)

tal que S € uma classe especial de elementos matriciais de Ggp.
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Substituindo as equagoes (4.7) e (4.8) em (4.5) e, posteriormente, em (4.4), a

energia cinética T' fica expressa em termos de 2y e ()3 como

)
+Z¢5 5Q5}X

B#o

_ 1~ J 5 — do)

Ui — o) o
{ VD [5% #O(MZ#)G”’“Q)M + 2 0)6%} )

¥#0
onde v D é o Jacobiano associado a mudanca de coordenadas. Ele é dado por

VD =

VM + Y Q#SH] . (4.12)

u#0

Utilizando a equacao (4.12), a equacao (4.11) pode ser expressa da seguinte maneira

(vide Apéndice C para detalhes do desenvolvimento)

D ooty Dk 5% | VD 6Qs  0Qs VD

| 5 G, 5
— d_~p3VD Gy . 4.13
" VDw%:wéo QB[ I UD 7QLSQV} o

Obtém-se, assim, uma expressao para a energia cinética dada em termos das

111 6 9§ 1 9 Gz Q, 0 0 GpQ,
T:—{ Z[ﬁQ n BQ]

variaveis g e Q.

4.2.2 Energia Potencial

A energia potencial U total é dada por:

Uyn) = Z [2; (Yn — yn71)2 + V(yn)| - (4.14)

Utilizando a expressao dada por (4.1), verifica-se que a energia potencial total pode
ser escrita em termos das novas coordenadas através da expansao de V (y,) em torno y,

(vide Apéndice D para detalhes do desenvolvimento):

Ulym) = Zn: {21%
|

a#0

(i Qoﬂﬁa("—fo)) + ..., (415)
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onde A1y, = ¥, — yn—1 denota a derivada primeira.

Apo6s célculos diretos (vide Apéndice E), obtém-se

0 &, » 1 >V
U=Uly’| + 5 Z Q@3 Zwa _EAQ + 7dy2
o,Bo n n

¢ﬂ+...}, (4.16)

yO
onde Aoy, = Yns1 + Yn_1 — 2y, denota a derivada segunda.

O termo entre colchetes é um operador diferencial de segunda ordem que possui

autovalores wg e autovetores 1g(n — Zy) dados por

1 >V
_iAQ + —

I 0 Yg(n — Zo) = wgw[g(n — Z), (4.17)

0
Yn

em que os autovetores ¥g(n — o) sdo normalizados da maneira apresentada na equacao
(4.2).

Assim, é possivel escrever a energia potencial total U da seguinte forma (vide
Apéndice F):

1

5 > QQuius +O(Q). (4.18)

a,f7#0

Ulyl = M +

Pode-se escrever a equagao (4.18) da seguinte forma:

U] = M+ 3 > QsQush + O(Q), (119)
B#0

sendo que Q5 = Q.

4.2.3 Hamiltoniana Quéantica Geral

O sistema pode ser quantizado promovendo a categoria de operadores as coordena-
das e seus respectivos momentos conjugados, e impondo as relagoes de comutacao candnica
a seguir:

[Tk, Q) = =10k, (4.20)

7, 7] = (@, Qu] = 0. (4.21)

Os momentos conjugados a Ty e ), podem ser identificados, respectivamente, como

0
o = P= —ZT‘%O, (422)
0
0Q &

k0. (4.23)

T — —
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A Hamiltoniana pode ser escrita como

1P2 P GBVQV G >
H = ——+— g +
2m D @%A@” D

L 1 / GppQu
* mnvrim%immﬁ<dﬂﬁ D%_'VE GWQ»7LW+
+ M +Z “20.07 + O(QP) (4.24)
a#0

onde os @), sdo, agora, operadores.

Reescrevendo a equagao (4.24), tem-se que

1
H = m(+2 Z Gﬁl/Ql/Tr 5+Zﬂ- 57T5) +
1

8,020 340
t 55 Y (m5GsQu) (1 ,GQ,) + M
“/5#1/#0
Py Qa Qo+ O(Q%). (4.25)
a#0

Fazendo a troca de indices: (=3, —7y) — m e (u, v — n), chega-se

2
11
H = —— P2—|—2P Z G_annﬂ'm‘{‘ Z G—annﬂ-m +

P P VO o QaQ + OO (4.26)
2m 20 w20

que pode ser reescrita como:

2
H= M+~ <P+ > ananm> 32 (T + 0 QmQ-m ) + O(Q), (4.27)
2D m,n#0 m7$0

1
2m

onde B,,, = —G, €

N =

- 1 1 .
Tomando o limite em que 5 = 57, tem-se que:

2

m,n#0 m;éo
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Além disso, no limite de acoplamento fraco, os termos de ordem superior do

potencial O(Q?) podem ser negligenciados.

Toda vez que um sistema possuir invariancia translacional e admitir solugoes

localizadas, sua dindmica sera descrita por uma Hamiltoniana do formato de (4.28).

Pode-se notar que a expressao para a Hamiltoniana do sistema contém agora um
termo do tipo particula livre associado ao movimento do centro do séliton, acoplado com
as flutuagoes em torno da solugao solitonica o que leva a um movimento dissipativo. O

segundo termo corresponde a um conjunto de osciladores desacoplados.

O termo ao quadrado na equagao (4.28) assemelha-se a expressao para uma particula
livre carregada em um campo eletromagnético, onde esse campo desempenha papel analogo

ao do banho onde o DNA encontra-se inserido.
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5 CONCLUSAO

Esta dissertagao foi dividida da seguinte forma: primeiramente, apresentou-se a
estrutura da molécula de DNA e suas caracteristicas; depois, apresentaram-se modelos
matematicos ja existentes que descrevem a dinamica dessa molécula; e, por fim, chegou-se
ao objetivo principal deste trabalho, que é obter uma Hamiltoniana quantica geral através

do método das coordenadas coletivas.

O capitulo inicial partiu de uma breve retrospectiva historica sobre o DNA. Ainda
no capitulo inicial, apresentou-se a estrutura da molécula de DNA, suas principais ca-
racteristicas e dois processos nos quais a molécula de DNA sofre grandes alteragoes

conformacionais: a transcricdao e a desnaturacao.

No capitulo seguinte, apresentaram-se os modelos matematicos de Ising e de
Peyrard-Bishop para o DNA.

No tultimo capitulo, chegou-se ao objetivo principal deste trabalho: com base no
modelo de Peyrard-Bishop para a molécula de DNA, aplicou-se o método de coordenadas
coletivas para reescrever a Hamiltoniana do sistema como uma Hamiltoniana conhecida,
que é a Hamiltoniana de uma particula livre, associada ao movimento do centro do séliton,

imersa em um banho térmico.

Viu-se que a complexidade da estrutura e organizacao da molécula de DNA leva
a efeitos nao-lineares que podem conduzir a presenca de excitagoes do tipo séliton. Por

consequéncia da invaridncia translacional, surgem os modos de frequéncia zero.

Utilizou-se o Método das Coordenadas Coletivas parar tratar corretamente esses

modos zero e obter a Hamiltoniana quantica geral.

A nova Hamiltoniana foi obtida partindo-se do Modelo de Peyrard-Bishop, cuja

Hamiltoniana ¢ dada pela equagao (3.1).

Primeiramente, expandiu-se a coordenada y,, de acordo com equagao (4.1), equiva-
lendo a uma mudanca de base no espaco funcional das "coordenadas cartesianas" para as
"coordenadas curvilineas" {Z, Qax0}. Obteve-se, entdo, as energias cinética e potencial do
sistema em fungao dessas novas coordenadas, dadas, respectivamente, pelas equagoes (4.13)
e (4.19). Com essas informagoes foi possivel escrever a Hamiltoniana dada por (4.28) em

fungao dos momentos conjugados a Zy e Q),, dados, respectivamente, por (4.22) e (4.23).

A expressao (4.28) continha um termo do tipo particula livre associado ao mo-
vimento do centro do séliton e um termo correspondente a um conjunto de osciladores

desacoplados.

Toda vez que um sistema possuir invariancia translacional e admitir solu¢oes

localizadas, sua dindmica sera descrita por uma Hamiltoniana do formato de (4.28).
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5.1 Perspectivas Futuras

E possivel aplicar o método de integrais de trajetéria para o sistema fora do
equilibrio termodindmico, o que permite discutir quais os efeitos da interagdo do DNA

com um banho térmico, o que descreve a acao do solvente sobre o DNA.

Pode-se estudar também as propriedades termodinamicas da molécula, como calor

especifico e entropia, durante o processo de desnaturagao.
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APENDICE A - Estrutura do RNA
Assim como o DNA, o RNA (4cido ribonucleico) é constituido de unidades mono-
méricas chamadas nucleotideos. Porém, é formado por um tnico polimero (uma tnica

fita), conforme esquematizado na Figura 17.

MOLECULA DE RNA

NUCLEOTIDEO

BASE FOSFATO

NITROGENADA ::

PENTOSE

THLIEN
o

Figura 17 — Representacao esquematica da estrutura planificada do RNA e de um nucleotideo.

Outra diferenca existente entre a estrutura do RNA e do DNA é que a pentose que
constitui cada nucleotideo do RNA ¢ a ribose e nao a desoxirribose. Além disso, as bases
nitrogenadas do RNA sdo a adenina, guanina, citosina e uracila. A uracila substitui a

timina e sua formula estrutural esté representada na Figura 18.

URACILA

Figura 18 — Representagao quimica da estrutura da base nitrogenada uracila.
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O RNA desempenha um papel crucial na expressao genética por atuar como o
intermediario entre a informacgao genética codificada no DNA e as proteinas. H& trés tipos
de RNA: o RNA mensageiro (mRNA), o RNA ribossomico (rRNA) e o RNA transportador
(tRNA).

O RNA mensageiro representa apenas 5% do RNA total da célula. E o mais
heterogéneo dos trés tipos de RNA em termos de tamanho e sequéncia de base. Ele carrega

o cbdigo genético complementar copiado do DNA durante a transcrigao.

O RNA ribossdmico é encontrado nos ribossomos e responde por 80% do RNA
total presente na célula. Os rRNAs combinam-se com proteinas e enzimas no citoplasma
para formar os ribossomos, que atuam como o local da sintese proteica. Essas estruturas
complexas viajam ao longo da molécula de mRNA durante a traducao e facilitam a
montagem de aminoacidos para formar uma cadeia polipeptidica. Eles interagem com

tRNAs e outras moléculas.

O RNA transportador é o menor dos trés tipos de RNA, possuindo por volta de 75
a 95 nucleotideos. Sua principal fungao é o transporte dos aminoacidos durante a sintese
proteica. Cada aminoacido tem um tRNA especifico que se liga a ele e o transporta para
a cadeia polipeptidica em crescimento. Os tRNAs também atuam como adaptadores na

traducao da sequéncia genética do mRNA em proteinas.



APENDICE B - Obtencio das Equacgdes (4.6) e (4.7)

Multiplicando ambos os lados da equagao (4.6) por ¥} (n

oy O (n — i)

8I0 Z¢ n_xO)

B0

6Yny(n —20) = |¥n(n — o)

+ Z Yaln — Zo)hg(n — £0)0Qs,
B#0

sendo

oy (n — &)

a[)AjO = wo(n — QAI())\/M

Somando em n, tem-se que:

25%1@(”—@0) = 21/1 n — &o)ho(n — o) \/_‘i‘ZZID

n B0

+ Z 0apdQp
B0

A equagao (B.3) pode ser escrita como:

Z 5ynw;(n - -%0) = Z Q,BG&,B&EO + 5Qaa

B#0
onde
oYg(n — &
Gap = S 05 (n— xO)W(@O)

n To
Agora, multiplicando a equagao (4.6) por ¢§(n — Zy), obtém-se
. . 0 81/1

Sy (n—d0) = |vs(n $0)L LY i — iy 220
w320
+ Z Yo (n — 20)Ys(n — £0)0Qp.

B#0

Usando a equagao (B.2), tem-se que:

Mg(n —
81‘0

Zo)

Zo)

oF
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Z9), obtém-se:

0%y +

(B.1)

(B.2)

————Qg| 0%y

(B.6)
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> 0ynti(n — 29) = [Zwon—xowo<n—xoF+ZZ¢On—xo a%(x s o

- B#0

+ Z 0p0Q3,
570

sendo

25%% n—ty) = |VM+ Z 55@5] (B.8)
B#0
onde a equagao (B.8) pode ser reescrita da seguinte forma:
> Synths(n —&o) = VM |14+ M2 Sg@ﬂ] do. (B.9)
n B#0

Da equagao (B.9), tem-se que:

1

0 =3 AT gy i o) (B.10)
onde
0

Substituindo a equacao (B.10) em (B.4), obtém-se:

_ . VM o
— ;Mn%ba(n — 20) B;)GaﬁQﬁ[l IS VETESINNoN zn:éyn%(n — &) (B.12)

ou ainda, pode-se escrever a equagao (B.12) da seguinte forma:

1+ M23 5,0,

u#0

0Qa = {1/)2(” — &) — Y5 (n — &)V M

n

} Y. (B.13)

Assim, obtém-se as equagoes (4.7) e (4.8).
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APENDICE C - Obtencio da equagio (4.13)

Para simplificar a expressao (4.11), necessita-se das seguintes relagoes:

S in - d) =) 1)
O (€2)
;% — Zo)Yi(n —To) = o, (C.3)
;;()Gw = (;;[)5“:07 (C.4)
(;gﬂ\/lﬁ = —ff, (C.5)
GﬁuQu(gﬁ = Gﬁu&gBQu, (C.6)

tal que >3 Ggg = 0 e Yp = 1y

A equagao (4.11) pode ser reescrita como

_ L o), L di(n — o) Yol — o) g e sy 0
T = szn: Nis) 8, v] \/5 [%M]Jr% NG 16, vIvi( 0)5Q7+

- - C.7
+ ﬂ;}wg(n l’o)(sQﬁ /—D 7 12 +[3Z7507§3wﬁ Q w (n $0)6Q7] (C.7)

onde cada um dos quatro termos da expressao anterior serao trabalhados a seguir. Eles
serao denotados, respectivamente, por (I), (1), (I1I) e (IV). Trabalhando com (/):

(I) = Z\q/pa‘_|:6A _Z ZGBVQV

B£0 V0 Q

o Yo |0
\/— [5A _Z ZGwQu 5Q7]

v#0 pu#0
:Zwswwo PSR S R N R
n \/_ \/_ 6270 (51‘0 051?0 \/_(SCL’(] \/_(5.730 5JJO

1
- 7D5;0 Z(Z G’YMQu)éQ’Y %5 0\/—2 ZG'wQu 5@7

¥#0 p#0

0 )
\/%Z(Z —GuQy) (5Q7 \/—Z Z Gyu@p) 5% 0@"‘

V0 p#0 L v#0 p#£0
1 4 Wi 56
S G = (S G O
5;&01,27&0 ’ *0Qs /D iy %%V;) g VD 6Qp 2
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+ (X Ca Qi 5@ ¢—Z D GruQu) 5627

B#0 v#0 ¥#0 p#0
+ Z(Z GprQv) Z ZGwéﬂu
p#0 v#0 VD % 17
)
" Gov g C.8
2,2, Gn) J_;,l;) “Q“(SQ 5@1} (C.8)

A equacao (C.8) pode ser reescrita como:

b 0
0y = 52 Woln = 20) 525,
1 )
- Ezn:%(”—fo)w;(n — Zo % (/;)G’yuQu) 57030, +
)
+ e Z To)vh(n — o) > (Z Gﬁu@u) Sﬁy
Dz "% B#0 \v#£0
1 . o )
- D a Yo (n — 2o)g(n — 2o) %:6 (; G, Qy ) 50, 574 +
1 5
- 3 > o(n = Zo)ibg(n — o) Y (Z GBVQV) > (Z GWQH) Sgﬁ
Zon B#0 \r#0 A0 \pu#0 gl
1 5
+ EZ?/JS(”—%WS(” 0) Y. (Z GpQy ) > ( 'yﬁ)(sQ +
n 840 \v#0 70 g
1
¢ i i % (000, ) £ (T 5555
n B#0 \v#0 Y70 \u#0 v
Como
Z¢;(” - ffo)d’i(n - QA:O) = 604’\/7 (ClO)
tem-se que
1 9 b 0
I = S vl a2 oA
U= 5 5% @ ;)(;) “’“Q’)ax 5Q,
+ G v S ~ 1 G v e
DW%OV;)BQ)B‘S Dz;)(%:oﬂQ)Q
1 5
N 73 G Qu GyuQu | S+~ Gy Gyg) e+

U

+ L ; (Z G@Qy> > (Z w@) 505 5227

v#0 770 \p#0
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Trabalhando com (I]) agora:

_ v |0 0
(]I) = ;70\/5|:5ij ﬁuz?éo BVQVé-Q ]1#75@7

N zn:{ 5@0%5@7 2 \/_ i ﬁ"Q”(SQ 5@1

v#0 \/_ v,8,v#0
1 l Sx(n —2o)] &
= — Z w*(n — i’o) 7 = +
20 VD ’ 0 00,
— Z [Z¢ (n_gy;)]g Qii
7,8,v#0 vD ’ o) ! ’ - VéQﬁ 5Q7.
No entanto, tem-se que
5 “(n— &

5I0

Y g (n — &o)hi(n — &0) = o,y

Lembrando que ¥} = ¥ _j. Chega-se a:

S_
7555
ja que v # 0.
Trabalhando com (/1) agora:
o | s [ 6 J
1) = P Y GQu——
( ) ;%1/)65@5 [\/5 (6!13'0 ’7%0 quuéQv)]
J 1 J J
= Y i | [ Y GuQurs
;B;J B 05 5[ D (5330 %0 TH M(SQV)]
= 0.

Trabalhando com (/V') agora:

« N O 0
D> wh(n—2)Yi(n— & 0)@@

n Ba#0
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(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)
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e ] OO
= ﬁ%o Zn:%’(n x0)¢_7(n ) 50500,
)
= 5 e —————
6%7:&0 ’ 75@5 0Q
o 0
= _— C.17
v#£0 5Q—75Q’Y ( )

Finalmente, a partir das equagoes (C.10), (C.14) e (C.16), pode-se escrever (4.4)

Cco1mo
—1[1 (5 5 .
R [ﬁ (5“ = GwQufst) VD (5370 i GBVQV(SQB)]
S_y 0 )
"2 (@5@ "5, 6Q_7> | (C.18)

A equagao (C.18) pode ser reescrita como:

116 6 15 CoQ, 6 1 16
T = — |= - — — = —=G — | —=—
2m [D 0%o 0%y /D 0o 5%20 VD Qg ﬂ,%o VD WQN(SQv (\/551’0>
o 1 ) S_., 0 0 )
— Q-2 Y Ga |+ ( 1 8, )C.19
W%O " M(SQ’Y D B%O ’ 5Q5] 727&%) VDR, 00y 0Q—, ( )

uma vez que

S8 6 6 1 8 5
VDR, 30,06, ~ VBea (“55@7) (€.20)
€
G- — G, 290 (C.21)

0Qs Qs

desde que > 5 Gz = 0. Assim, obtém-se a equacao (4.13).



APENDICE D - Obtencio da Equagio (4.15)

A energia total do sistema ¢é dada por

BR) = X [ 55 (B + V)]

onde

DAY = Yn — Yn—1

denota a derivada primeira.

A equacao de movimento estatica é expressa por:

1 OV (yn)
s ¥ — 20) = =5 == =0,
e a equacao (D.3) pode ser reescrita como:
1 oV (y,)
— A0 -
R Qyn ayn )

onde

Ang = ng + y2—1 - 292

denota a derivada segunda.

Da equagao (4.1), tem-se que:

Yn = y0<n - '%0) + i Qoﬂ/}a(n - 3%0)
a#0

ou ainda, pode-se escrever a equagao (D.6) como:

Yn =Y + A,
sendo

An =Y Qatha(n — o).
a#0

Substituindo a equagdo (D.8) em (4.14), obtém-se que:
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(D.1)

(D.2)

(D.4)

(D.6)

(D.8)
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1
U = X | Gp Bl + A+ VIgh + A

1 1 1
— — (A 0\2 (A 0 A\ (A N\ 2
S [GR(BaR) + OB + 5 (M)
av 1 d*V
0 o «a = a)2 D.9
em que V[y,] foi expandido em torno de 3°.
Tem-se que
(A1) (A1AT) = (Un — Yn—1) (A7 — An21)
= (Un = Yn-1)A% — (Un — Yn-1)A0_1)
= (Un = Yn-1)A% — W1 — Yn) A
= (yn - yn—l))‘g = (Ynt1 — yn>/\g)
= (~Ynt1 = Yn-1 + 2un) A,
= —(Unt1 + Yn-1 — 2Un) A,

Assim, verifica-se a partir das equagoes (D.4) e (D.10) que o segundo e o quinto

termo da equagao (D.9) anulam-se. Logo,

1 0n2 0 ] 1 , 1d*V 9
= — — (A, — A
U Enj[zR@lyn) HVBL]+ X | g A + g gz | 00+
1 1d*V
= 0 E — (AN + = A2 D.11

Entéo, obtém-se a equagao (4.15).



APENDICE E - Obtengio da Equagio (4.16)

Tem-se que
(A7 = (A)(AL)
= (A= A0 = A0)
= (A=A )A — (0 = AL )A
= (A=A )A = (g = AR
= (A=A )A — (A = ADA
(

A~ Anon F 200

(Amir + A = 220)A%
= —(A2A7)A.

Utilizando a equagao (E.1) em (D.11), obtém-se:

1 1 d?v
o 0 - o [ T

) et ] |
y9

Aplicando-se a equagao (D.8) em (E.2), chega-se a equagao (4.16).
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APENDICE F - Obtencio da Equacio (4.18)

Multiplicando a equacio (D.4) por A2, obtém-se:

oV (y9) A

A + 5Pl <o (F.1)
o+ T g (F2)
2R(A1yn) +V(y,) =cte=0 (F.3)
isto é,
(D) = V). (F.4)

2R

Assim, da equagao (D.1), tem-se que:

1 1
Ely)l=>_ {QR(AWS)Q + V[yﬁl} =3 VI + V] 4 (F.5)
ou seja,

M = Bluf) = 3 [ (@il + VI = 5 S VI (F.6)

em que M é a massa do soéliton.

Pode-se reescrever a equagao (D.15) como
d*v
U= M+ Z Q.Qs Z@/J —*Ag-i- 5 g+ ... (F.7)
a,67#0 dyz |0

O termo entre parénteses na equacao (D.22) é um operador diferencial de segunda

ordem, que tem autovalores wg e autovetores ¢3(n — Zy), dados por

2
(—;Ag + CCZZ ‘2/ ) Yg(n — o) = wéwg(n — Zo) (F.8)
Logo,
U=M + Z Q:Qs lZ@z) wﬁwﬁl (F.9)
aﬁ;éO
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Entretanto, sabe-se que:

Yo Wn(n = o)Ys(n — o) = dap. (F.10)

Logo, descobre-se que a energia potencial total pode ser escrita pela equagao (4.18).
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