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RESUMO

Apresentamos uma descrigdo e uma critica sobre o assunto grandezas, juntamente
com uma andlise dos livros do PNLD (2020-2023) referentes ao tratamento tradicio-
nalmente oferecido. Preocupados com uma melhor qualidade e rigor no processo de
ensino-aprendizagem deste assunto, apresentamos uma proposta de ensino um pouco
diferente da tradicionalmente feita. Tal proposta foi aplicada em duas salas de aula de
uma escola publica estadual, no estado de Minas Gerais, sendo que a receptividade, por

parte dos alunos, dentro do que percebemos, foi satisfatéria.

Palavras-chave: Grandezas. Diretamente proporcionais. Inversamente proporcio-

nais.



ABSTRACT

We present a description and critique on the subject of magnitudes, together with
an analysis of the PNLD books (2020-2023) referring to the treatment traditionally offered.
Concerned with better quality and rigor in the teaching-learning process of this subject,
we present a teaching proposal that is slightly different from that traditionally done. This
proposal was applied in two classrooms of a state public school, in the state of Minas Gerais,

and the receptivity on the part of the students, from what we noticed, was satisfactory.

Keywords: Quantities. Directly proportional. Inversely proportional.
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1 INTRODUCAO

As idéias de Eudoxo, de acordo com alguns autores, foram essenciais para a
resolucao do problema das grandezas incomensuraveis, criando a teoria das proporgoes
possibilitando trabalhar com grandezas comensuraveis e incomensuraveis. Desta forma,
desde este estudo a Geometria passa a ter uma maior importancia na Matematica Grega.
Desde entao nossos ancestrais vém lidando com os algarismos indoarabicos, com as regras
de calculo com fracoes, radicais e decimais, com equacoes algébricas, etc. E notdvel que o
desenvolvimento da Aritmética e da Algebra ocorreu sob influéncia da tradicdo grega. Os
topicos 'razoes e proporcoes’ e 'regra de trés" sao exemplos tipicos da colaboragao do

estudo de Eudoxo.

O estudo sobre grandezas é de suma importancia, visto que auxilia na continuidade
dos estudos em Matematica, como por exemplo no Teorema de Tales, e muito 1til para
o cotidiano dos alunos, como por exemplo o caso do niimero de pedreiros, dimensoes da

parede a ser construida e niimero necessario de dias.

Primeiramente, consultamos varios livros didaticos verificando a forma em que
foram abordados os conceitos em relacao ao tema grandezas e como que foram abordadas

as resolucoes dos exemplos dados em cada livro pelos autores.

Preocupados com a qualidade e o nivel do ensino do assunto grandezas, além da
preocupacao com o rigor matemético com o tratamento do assunto, elaboramos uma

proposta com o intuito de trazer uma visao com mais rigor matematico.

A proposta foi testada em duas turmas do 9° ano regular do ensino fundamental
de uma escola publica estadual de Juiz de Fora com 42 alunos (22 alunos numa turma e

20 na outra turma) num periodo de 15 aulas (ou seja, trés semanas).

Um grupo de professores de Matematica foi escolhido para opinar sobre a metodo-
logia da proposta sobre o tema Grandezas, tendo sido aceita a ideia, porém com certas

observagoes a serem levadas em consideragao.

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢coes de grandezas, grandezas diretamente e
inversamente proporcionais e apresentamos a prova de dois teoremas sobre equivaléncias
entre definigdes de grandezas diretamente (Teorema 1) ou inversamente proporcionais

(Teorema 2). No fim desse capitulo, consideramos o caso das grandezas ndo proporcionais.

No Capitulo 3, fizemos o levantamento das abordagens do tema Grandezas em
11 colegbes de livros didéaticos presentes no PNLD 2020-2023. Levantando observagoes e

criticas ao que estava sendo abordado nos livros.

No Capitulo 4, apresentamos a proposta, sendo mostrado o plano de aula e a
descricao de como ocorreu a aplicacao do plano de aula nas turmas em que ocorreu o

estudo.
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No Capitulo 5, discorremos sobre o que foi observado da receptividade da proposta
junto aos alunos e alguns professores. Também fazemos observagoes entre o que ocorreu

em cada turma no decorrer de cada aula do plano de aula.

Por fim, apresentamos uma pequena conclusao no Capitulo 6.
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2 GRANDEZAS

Neste capitulo, iremos definir o termo grandeza, classificd-lo em grandezas direta-
mente proporcionais, inversamente proporcionais e nao proporcionais e representaremos

graficamente cada situacao.

Grandeza é tudo que pode ser medido. Exemplos: distancia, velocidade, compri-

mento, massa, etc.

2.1 GRANDEZAS DIRETAMENTE PROPORCIONAIS

Definigao. Duas grandezas sao diretamente proporcionais quando sao verificadas ambas

as condigoes abaixo:
- se aumentarmos uma delas, a outra também aumenta;

- ao se multiplicar uma delas por um nimero natural qualquer, a outra também

fica multiplicada por esse mesmo nimero.

O teorema abaixo é baseado nas referéncias (1) e (2).

Teorema 1 Seja f : R — RY uma funcao crescente. As trés afirmagoes abaivo sao

equivalentes:
(1) f(n-x)=n- f(x), para todo n € N e todo x > 0.
(2) f(t-xz)=t- f(z), para todo t > 0 e todo x > 0.
(3) Fazendo k = f(1), tem-se f(x) =k - x, para todo x > 0.

Demonstragao.

Primeiro, provaremos que (1) = (2).

Seja r um numero racional positivo, arbitrario: r = 2, com m,n € N. Como
f(n-z) =n-f(x) paratodon € N e todo x > 0, podemos escrever que n- f(r-z) = f(n-r-x)
e, como r = ", ou seja, r - n = m, teremos: f(n-rz) = f(mz)=m- f(x).

Logo, f(rz) =" - f(z) = r- f(x), para todo x > 0.

Suponhamos por absurdo que exista ¢>0 irracional tal que f(cz) # ¢ f(z) para

algum z > 0.

Desta forma, ou f(c-z) < c- f(z) ou f(c-z) > c- f(x).

- Se f(c-z) < c- f(x) entdo, como f(z) > 0, f;f;;) < c¢. Tomemos r racional de

f(cx)
modo que fw <r<c

Como r é racional, 7 - f(x) = f(r-z). Sendo f crescente e r - x < ¢ - x, obtemos

r- f(xz) = f(r-z) < f(c-x), que é uma contradigao.
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- Se f(c-z) > c¢- f(z) entdao, como f(x) > 0, fﬁ;;) > ¢. Tomemos r racional de

modo que f;?xgg) >r >c. Como f(x) >0, f(c-z)>r-flx)>c- f(x).

Como r é racional, r - f(x) = f(r-x). Sendo f crescente e r - & > ¢ - x, obtemos

r- f(x) = f(r-z)> f(c-x), que é uma contradicao.
Portanto, f(c-z) = c- f(x) para todo ¢ > 0 irracional e todo = > 0.
Conclui-se que f(t-z) =t- f(x) para todo t > 0 e todo = > 0.
Agora, vamos provar que (2) = (3).
Seja k = f(1). Entao, f(x) = f(z-1) =x- f(1) =z - k = kx, para todo = > 0.
Por fim, provaremos que (3) = (1).

Sejam n € N e x > 0, arbitrarios. Entao, por hipétese, f(n-x) =k-nzx =n-kx =
O

2.1.1 Representagao Grafica

Conforme o Teorema 1, quando duas grandezas x e y sdo diretamente proporcionais

temos que y =k - x, com x > 0 e k > 0, cujo grafico serd uma semirreta.

Veja a figura abaixo:

Figural ~y=k-xz,comz >0e k =2.

Fonte: Produzido pelo préprio autor, utilizando
o programa Geogebra.
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2.2 GRANDEZAS INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Definicao. Duas grandezas sdo inversamente proporcionais quando sao verificadas ambas

as condigoes abaixo:
- se aumentarmos uma delas, a outra diminui;

- a0 se multiplicar uma delas por um nimero natural qualquer, a outra fica dividida

POr esse mesimo nimero.

Teorema 2 Seja f : R — R uma funcdo decrescente. As trés afirmagoes abairo sao

equivalentes:
(1) f(n-x)= l~f(x) para todo n € N e todo x > 0.
(2) f(t-z) =1 f(z), para todo t >0 e todo x > 0.

3) Fazendo k = f(1), tem-se f(z) =%, para todo x > 0.
(- v

Demonstragao.

Primeiro, provaremos que (1) = (2).

Seja r um numero racional positivo, arbitrario: r = 2, com m,n € N. Como

f(n-x) = %f(:v) para todon € N e todo x > 0, podemos escrever que %-f(r-x) = f(n-r-x)
n 1

e, como r = ™ teremos: f(r-z)=n-f(n-r-x)=n-f(m-z)==-f(zr)= - f(x), para
todo x > 0.

Suponhamos por absurdo que exista ¢>0 irracional tal que f(cz) # 1 - f(z) para

algum x > 0.
Desta forma, ou f(c-z) < 1. f(z)ou f(c-z) > 2. f(x).
- Se f(c- $) < L. f(z) entdo, como f(z) >0, f(?f) < 1. Tomemos r racional de

f(ex) 1
modo que 1@ < <

Como r é rac1ona1, % - f(x) = f(r-z). Sendo f decrescente e L -z < % -z, obtemos

1. f(x) = f(r-z) < f(e-x), o que é uma contradigdo.

T

- Se f(c- x) > 1. f(z) entdo, como f(x) > 0, JEF;? > 1. Tomemos r racional de
1

modo que Jf(w)) >1>1 Como f(z) >0, f(c-z)>21flz)>1 f(z).

c’

Como r é rac1ona1, L. f(x) = f(r-z). Sendo f decrescente e L -z > % -z, obtemos

% - f(x) = f(r-z)> f(c-x), o que é uma contradigdo.

Portanto, f(c-x) = % - f(x) para todo ¢ > 0 irracional e todo z > 0.
Conclui-se que f(t-x) = 1 - f(z) para todo ¢t > 0 e todo z > 0.

Agora, provaremos que (2) = (3).

Seja k = f(1). Entdo, f(z) = f(z-1)=1.f(1)=1.k =% para todo z > 0.

)
Por fim , provaremos que (3) = (1).



Sejam n € N e x > 0, arbitrarios. Entao, por hipdtese, f(n-z) = n—’“@, = % . g =
% f().
[

2.2.1 Representacao Grafica

Conforme o Teorema 2, quando duas grandezas x e y sdo inversamente proporcionais

temos que y = %, com z > 0 ek > 0, cujo grafico é uma curva decrescente que chamamos

de ramo de hipérbole.

Veja a figura abaixo:

Figuranyzf,comx>Oek:2.

-1 0 1 2 3 - 5 G

-1

Fonte: Produzido pelo préprio autor, utilizando
o programa Geogebra.

2.3 GRANDEZAS NAO PROPORCIONAIS

Existem grandezas que nao sao nem diretamente e nem inversamente proporcionais.
Por exemplo, a relagao entre a area do quadrado e a medida do lado do quadrado. Pois,
neste caso, apesar de aumentando a medida do lado do quadrado também estaremos

aumentando a area do quadrado, em contrapartida, ao multiplicarmos a medida do lado do
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quadrado por um valor n, com n sendo um numero natural, o valor da area do quadrado

nao sera multiplicado pelo mesmo valor de n.
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3 A ABORDAGEM DO ASSUNTO GRANDEZAS NOS LIVROS DIDA-
TICOS

Neste capitulo, traremos o levantamento do que foi observado apds analisar as 11
colegoes de livros didaticos do PNLD (Programa Nacional do Livro Didético) em vigor

atualmente referente ao tema grandezas.

De acordo com os livros didaticos do PNLD 2020 - 2023 (referéncias (3), (4), (5),
(6), (7), (8), (9), (10), (11), (12) e (13)), foi averiguado o que descrevemos a seguir. Por
conveniéncia, omitiremos os titulos dos livros, que serao aqui indicados por A, B, C, D, E;
F,G H I JeK.

Livro A - 7° ano - Neste livro foi dado os conceitos de razao, propor¢ao e grandezas
diretamente e inversamente proporcionais. Existe a resolugao de situac¢oes-problema
no caso de duas grandezas. As resolugoes destas situacoes-problema foram através da
montagem de uma proporcao dos valores, sendo que no caso de grandezas inversamente
proporcionais, os valores de uma das grandezas foram invertidos. Também foi abordado o

caso em que as duas grandezas nao sao nem diretamente e nem inversamente proporcionais.

Livro A - 82 ano - Neste livro o conceito de grandezas diretamente e inversamente
proporcional foi tratado de forma que os valores atribuidos em cada grandeza seria como
se fosse uma sequéncia numérica e a razao entre os termos das sequéncias numéricas se
fosse a mesma seria o caso de grandezas diretamente proporcionais e o resultado da razao
seria o valor do k (fator de proporcionalidade). J& no caso das grandezas inversamente
proporcionais, os valores das grandezas também eram tratados como sequéncias numéricas
e a razao entre os termos da sequéncia, sendo que numa sequéncia os termos seriam
invertidos, teria que sempre resultar no mesmo valor k (fator de proporcionalidade). No
final do capitulo também é abordado o caso de nao existir proporcionalidade, mostrando
que atribuindo os valores das grandezas como uma sequéncia numérica e consequentemente
calculando a razao entre os termos das sequéncias foi averiguado que os resultado nao

seriam iguais, desta forma nao existindo proporcionalidade.

Livro A - 92 ano - O conceito de razao novamente foi abordado, porém mostrando
mais casos de aplicabilidade do conceito de razao. Retoma, também, o conceito de
proporg¢ao e aborda o caso de divisdo em partes proporcionais. Por fim, é abordado os
casos de "regra de trés simples e composta'. Pensando em cada grandeza como uma razao
entre valores, em que a razao é escrita sendo o valor inicial como numerador e o valor final
como denominador. Porém, no caso de grandezas inversamente proporcionais, inverte-se
os valores da razao, ou seja, valor inicial seria o denominador e valor final o numerador.
Montadas as razoes, iguala-se (tendo assim uma propor¢ao) e resolvendo-a. No caso de
mais de duas grandezas, a razao onde possui o termo a se descobrir ficava de um lado da
igualdade e as demais razoes, do outro lado da igualdade, sendo o produto destas. Apos

isso, resolvia-se a proporc¢ao.
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Livro B - 79 ano - Traz os conceitos de razao e propor¢ao. Em seguida, define o
que seria uma grandeza e aborda os conceitos de grandezas diretamente e inversamente
proporcionais. Também, atenta-se para o caso de termos grandezas que se relacionam,
mas nao sao proporcionais, como o caso abordado idade e altura. Mostra o caso de divisao
em partes diretamente e inversamente proporcionais. No final do capitulo, aborda o caso
de "regra de trés simples" sendo que no caso de diretamente proporcional ¢ montado uma
proporc¢ao, com as razoes de cada grandeza. Ja no caso de inversamente proporcionais, o

livro trata uma igualdade entre o produto dos valores de cada grandeza.

Livro B - 82 ano - Neste livro, aborda-se novamente os conceitos de razao e proporgao.
Em seguida, temos os casos de grandezas diretamente e inversamente proporcionais. O livro
aborda os conceitos enfatizando observagoes como no caso de diretamente proporcionais,
em que uma grandeza era duplicada e a outra também ficava duplicada, se fosse triplicada,
a outra também seria, e assim sucessivamente. Neste livro, é abordada a representacao

grafica dos casos de grandezas diretamente e inversamente proporcionais.

Livro B - 92 ano - Neste livro, o conceito de razdo novamente é abordado. Porém, ao
citar o conceito de grandezas diretamente proporcionais como sendo o caso onde as razoes
terao sempre o mesmo valor, chamado de k (constante de proporcionalidade). Novamente,
o caso de grandezas inversamente proporcionais é tratado como a igualdade do produto
dos valores atribuidos as grandezas dadas. Em seguida, ¢é tratado o caso de "regra de trés
composta' em que a resolucao é feita através de uma proporc¢ao, em que de um lado da
igualdade ficava a razao com o termo a se descobrir e do outro lado da igualdade teriamos
o produto das demais razoes, caso alguma grandeza fosse inversamente proporcional a

grandeza que possui o termo a se descobrir, a razao seria inversa.

Livro C - 7° ano - Este livro traz os conceitos de razao e proporcao. Compara duas
sequéncias numéricas se sao diretamente ou inversamento proporcionais através da razao
entre os termos das sequéncias, e através da razao, que sempre terd o mesmo valor, o valor
da razao é dito como k (constante de proporcionalidade). No decorrer do capitulo, o livro

aborda o caso de "regra de trés simples" como sendo uma proporgao.

Livro C - 82 ano - Neste livro, é abordado novamente os conceitos de grandezas
diretamente e inversamente proporcionais e traz uma observacao importante que é a
possibilidade de escrevermos através de uma sentenca matematica a relagao entre as
grandezas dadas (no caso abordado de duas grandezas). Em seguida, é abordado o caso
de grandezas que se relacionam de forma nao proporcional. E, por fim, é mostrado a

representacao grafica dos casos de grandezas proporcionais e nao proporcionais.
Livro C - 92 ano - Nao traz nada relacionado ao assunto.

Livro D - 72 ano - Aborda os conceitos de razao e proporc¢ao. No final do capitulo,
o autor abordou situagoes-problemas em que era possivel determinar valores desconhecidos

através da descoberta de razoes equivalentes.
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Livro D - 82 ano - Néo traz nada relacionado ao assunto.

Livro D - 92 ano - Traz o conceito de razdo com suas aplicabilidades. Aborda o
conceito de grandezas diretamente e inversamente proporcionais, observando que no caso
de diretamente proporcionais, ao dobrarmos uma grandeza a outra também dobrara, se
triplicarmos uma grandeza a outra também triplicara, e assim, sucessivamente. E, o autor
também observou o caso de inversamente proporcional, mostrando que ao dobrar uma
grandeza a outra seria reduzida a metade, se triplicar uma grandeza, a outra seria reduzida a
terca parte, e assim, sucessivamente. E abordado, também, o caso de ndo proporcionalidade.
O capitulo traz, também, o caso de regra de trés simples tendo como resolu¢gao uma
proporc¢ao entre os valores dados na questao. Porém, o autor, traz a possibilidade de
resolucao de questoes envolvendo duas grandezas, utilizando um quadro, e adotando os
conceitos adquiridos. No caso de diretamente proporcional, se multiplicarmos um valor
de uma grandeza por 2, o outro valor equivalente, da outra grandeza, serd multiplicado
também por 2, e assim, sucessivamente. No caso de inversamente proporcionais, se um
valor fosse multiplicado por 2, o seu equivalente na outra grandeza seria reduzido a metade,
e assim sucessivamente. No final do capitulo, o autor traz o caso de resolucao de regra de
trés composta, onde ele fixa grandezas a fim que sobram apenas duas grandezas para que
seja possivel resolver da mesma forma que a regra de trés simples. Em seguida, o autor
fixa a grandeza que foi utilizada e resolve a questdo novamente com as duas grandezas que

sobram, obtendo assim o resultado.

Livro E - 79 ano - Conceitua razao e proporcao. Traz a ideia de sequéncia de
numeros diretamente e inversamente proporcionais, mostrando que o valor da razao sempre
serd o mesmo, chamado de k (constante de proporcionalidade). Em seguida, mostra o
conceito de grandezas e posteriormente o que seriam grandezas diretamente e inversamente
proporcionais. O autor enfatiza também a possibilidade de termos uma sentenca algébrica
para a resolucao de situacoes-problemas com duas grandezas. Por fim, o autor aborda

"regra de trés simples" resolvendo como proporcao.

Livro E - 82 ano - O autor reforga os conceitos de grandezas diretamente e in-
versamente proporcionais dados no livro do 7° ano e mostra a representacao grafica dos
casos de grandezas diretamente e inversamente proporcionais e do caso de grandezas nao

proporcionais.
Livro E - Nada é abordado referente ao tema em questao.

Livro F - 72 ano - O autor conceitua razao e propor¢ao. Em seguida, mostra o
que seriam numero diretamente e inversamente proporcionais ao relacionar duas colunas
de valores (duas grandezas), definindo que se forem diretamente proporcionais, as razoes
(numerador sempre um valor da primeira coluna e denominado sendo um valor da segunda
coluna que seja equivalente ao valor atribuido da primeira coluna) sempre serao iguais.

Enquanto o caso de inversamente proporcionais, ¢ definido como uma igualdade como
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produto de um termo da primeira coluna com o seu equivalente na segunda coluna. Em
seguida, ¢ definido o que seriam grandezas diretamente e inversamente proporcionais através
do valor da razao entre os termos das grandezas. Por fim, o autor traz a ideia de regra
de trés simples e composta. Na regra de trés simples, resolve-se através da resolucao da
proporgao adquirida com os dados obtidos. J& na regra de trés composta, apos determinar
quais grandezas seriam diretamente e inversamente proporcionais a grandeza em que
possui o termo desconhecido, o autor monta uma proporcao em que de um lado teremos a
razao com o termo desconhecido e do outro lado da igualdade temos o produto das razoes

restantes.

Livro F - 8° ano - O autor traz os conceitos de razao, proporcao, grandezas
proporcionais e nao proporcionais. Em seguida, mostra a representacao grafica de dois
casos, mas, nao define se sdo casos de grandezas proporcionais ou nao e nem tao pouco se sao
diretamente ou inversamente proporcionais. Posteriormente, o autor aborda aplicabilidade
do conceito de razdo. Ao ir finalizando o capitulo, o autor aborda o que seriam grandezas
diretamente e inversamente proporcionais, trazendo a representacao de cada caso. Por
fim, o autor traz o mesmo tratamento atribuido nos conceitos de regra de trés simples e

composta no livro do 7°ano.
Livro F - 92 ano - Nao é abordado nada sobre o tema em questao.

Livro G - 7 ano - Traz o conceito de razao e proporcao. Em seguida, define o que
seriam grandezas diretamente e inversamente proporcionais e grandezas nao proporcionais,
mostrando alguns casos de representacao grafica, porém nao definindo quando que a

representacao grafica representa cada caso.

Livro G - 82 ano - O autor definiu os conceitos de razao e propor¢ao. Em seguida,
o livro traz o que seriam grandezas proporcionais. Esclarecendo o que sao grandezas
diretamente e inversamente proporcionais e representando a relacao entre as grandezas
através de uma expressao algébrica juntamente com a representagao grafica no plano
cartesiano. Posteriormente, foi definida a ideia de grandezas nao proporcionais e mostrou
como podemos escrever uma expressao algébrica que define este tipo de grandeza e sua
representacao grafica. Por fim, o autor mostrou a resolucao dos casos de regra de trés

simples através da obtencao de uma proporcao.

Livro G - 92 ano - Neste livro, temos os conceitos de razao, propor¢ao e niimeros
proporcionais diretamente e inversamente. Em seguida, o autor traz o item 'regra de trés
composta" resolvendo na forma de propor¢ao, tendo em uma parte da igualdade a razao
da grandeza em que temos o termo desconhecido e do outro lado da igualdade o produto

das razoes das demais grandezas.

Livro H - 7° ano - O autor traz o conceito de razao e, em seguida, ja se discute
sobre o conceito de grandezas diretamente e inversamente proporcionais, inserindo o uso

de formulas para a resolucao de situagoes-problemas, indicando nesses casos o que seria a
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constante de proporcionalidade.

Livro H - 82 ano - O autor traz os conceitos de grandezas diretamente e inversamente
proporcionais e introduz a relacao entre as grandezas através de expressao algébrica
juntamente com a representagao grafica através do plano cartesiano. Faz-se o mesmo para
o caso de grandezas nao proporcionais. Por fim, o autor traz os casos de "regra de trés
simples" e mostra a resolucao através da igualdade entre as razoes obtidas através das

duas grandezas em questao.

Livro H - 92 ano - Neste livro, o autor retorna o conceito de razao e apresenta
casos em que usa-se a ideia de razao. Posteriormente, o autor define o que é proporcao e
numeros proporcionais. Em seguida, apresenta-se a divisao em partes proporcionais. Por
fim, apresenta-se os conceitos de "regra de trés simples e composta' com a resolucao sendo

baseada em proporgoes.

Livro I - 72 ano - O autor traz o conceito de razao e propor¢ao. Em seguida, mostra
a relagao entre grandezas, definindo o que seriam grandezas diretamente e inversamente

proporcionais resolvendo através de proporgoes.

Livro I - 8 ano - O livro traz a ideia de propor¢ao novamente. Posteriormente, o
autor fala sobre grandezas proporcionais e nao proporcionais. Por fim, mostra-se o caso de
grandezas diretamente proporcionais em que o autor apresenta a possibilidade de tracar
uma expressao algébrica que defina o exemplo dado e a sua representacao algébrica. Ainda,
o autor mostra o caso com mais de duas grandezas, resolvendo-o de forma em que mantém
fixa uma grandeza e utilizam-se apenas as duas grandezas que sobram. Depois de obter o
resultado, fixa-se a grandeza que nao possui o termo a se descobrir e utiliza-se a grandeza

fixada anteriormente.

Livro I - 92 ano - O autor conceitua razao e mostra sua aplicabilidade e, também
apresenta o conceito de proporg¢ao. Posteriormente, sao definidos os conceitos de grandezas

diretamente e inversamente proporcionais.

Livro J - 72 ano - Conceitua razao e proporcao. Logo apds, o autor comenta
sobre o que seriam grandezas diretamente e inversamente proporcionais e grandezas nao
proporcionais. Em seguida, definiu-se o que seria coeficiente de proporcionalidade. Por

fim, temos regra de trés simples sendo os exemplos resolvidos através de proporcao.

Livro J - 82 ano - Relembrou primeiramente os conceitos sobre grandezas proporci-
onais vistos no livro do 72 ano. Em seguida, o autor mostrou duas formas de resolucao da
'regra de trés composta'. Um método era de resolver através de regras de trés simples,
fixando as demais grandezas. O outro método ¢é utilizar todas as grandezas ao mesmo
tempo, através de uma propor¢ao. Com um lado da igualdade sendo a razao que possui o
termo desconhecido, enquanto o outro lado da igualdade serd o produto das razoes obtidas
pelas demais grandezas. Por fim, o livro traz no final do capitulo a representagao grafica

de casos de grandezas diretamente proporcionais.
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Livro J - 92 ano - Néo traz nada sobre o tema abordado.

Livro K - 72 ano - Traz os conceitos de razao e proporcao e aplicabilidade destes
conceitos. Em seguida, é discutido os conceitos de grandezas proporcionais. Explicitando
o que seriam grandezas diretamente e inversamente proporcionais deixando explicito o
valor de k (constante de proporcionalidade) e demonstrando que é possivel escrever uma

expressao algébrica que defina como podemos resolver os casos de grandezas proporcionais.

Livro K - 82 ano - O autor traz sobre proporcionalidade direta e inversa, mostrando
que cada caso pode ser atribuido uma expressao algébrica. E, posteriormente é possivel

deerminar a representacao grafica de cada caso.

Livro K - 9° ano - Apresenta o caso de duas grandezas diretamente e inversamente
proporcionais. E, posteriormente, mostra o caso de mais de duas grandezas sendo resolvido

apenas através de proporgao.

Apoés a andlise das 11 colegoes de livros didaticos de Matematica do PNLD 2020-

2023 dos anos finais do ensino fundamental, constatou-se que:

- Todas as coleg¢oes abordam o conceito de razao e proporcao. Porém, apenas em 8
colecoes que ¢ registrado a aplicabilidade do conceito de razao em casos especiais, tais

como velocidade média, densidade demografica entre outros.
- Em 6 colegoes é abordado o conceito de ntimeros diretamente e inversamente
proporcionais.

- Em todas as cole¢oes foi definido o conceito de grandezas diretamente e inver-
samente proporcionais sendo o seguinte: "Duas grandezas sao diretamente proporcionais
quando a razao entre os valores correspondentes das duas grandezas é sempre a mesma'.
E, "Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando a razao entre os valores da
primeira grandeza e os inversos dos valores correspondentes da segunda grandeza ¢ sempre
a mesma'. Portanto, nao definiram grandezas diretamente ou inversamente proporcionais

seguindo a ideia de que é necesséario serem satifeitas as condigoes:
* Para grandezas diretamente proporcionais:
- se aumentarmos uma delas, a outra também aumenta;

- ao se multiplicar uma delas por um niimero natural qualquer, a outra também

fica multiplicada por esse mesmo numero.
* Para grandezas inversamente proporcionais:
- se aumentarmos uma delas, a outra diminui;

- ao se multiplicar uma delas por um nimero natural qualquer, a outra fica dividida

POr esse mesio nimero.

- Em 8 colegdes foi determinado o valor de k em casos de duas grandezas, porém

nao foi discutido se era vélido para qualquer valor possivel pelas grandezas em questao.
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Nenhum livro trouxe a discussao da determinagao da constante de proporcionalidade (K)

com mais de duas grandezas.

- Em 6 colegoes foi abordado o caso de grandezas nao proporcionais. Sendo

observado, pelo autor. que nao existia proporcionalidade direta ou inversa.

- Em 2 cole¢oes a representacao grafica foi abordada apenas para o caso de grandezas

diretamente proporcionais.

- Em 6 colegoes foi abordado a representacao grafica dos casos de grandezas

diretamente e inversamente proporcionais.

- Em 5 colegoes temos a representacao grafica dos casos de grandezas nao proporci-

onais.

- Em 6 colegbes, o autor aborda que podemos determinar uma expressao algébrica

para a resolucao de casos com duas grandezas.

- Em 9 colegoes, o autor traz a resolugao de "regra de trés simples" através de
tabela de valores e uma proporgao (igualdade entre duas razdes). Em que nos casos de
grandezas inversamente proporcional, utiliza-se uma das razoes sendo inversa. Sendo

deduzido o caso se é diretamente ou inversamente proporcional.

- Em 9 colegdes, o tratamento para a resolucao dos casos de "regra de trés com-
posta" foi de observacao dos valores em tabela e aplicagao de proporcao. Sendo que de
um lado da igualdade teriamos uma razao com o termo a se descobrir e do outro lado da
igualdade temos um produto de razoes. Em um dos livros, o autor aborda uma outra forma
de resolucao para esses casos, que é dividir a questao em "regra de trés simples'. Desta
forma, o autor fixa uma grandeza e trabalha com as outras duas grandezas, sendo que
uma delas é a que possui o termo a se descobrir. Determinando o valor a ser descoberto,
o autor novamente resolve outra regra de trés simples, com "a nova razao do termo a se
descobrir" e a razao da grandeza que tinha sido fixada anteriormente, descobrindo assim
outro resultado. Neste caso, confunde-se qual seria o real valor a ser descoberto, visto que

encontra-se um primeiro valor e depois utiliza-se este para determinar outro resultado.

- Em 2 colegbes, o termo "regra de trés" nao é abordado. Porém, o processo de
resolugao mantém-se sendo andlise dos valores através de uma tabela e resolugao por
proporcao.

- Em 1 colecdo é definido funcao tendo como base a relacao entre grandezas.
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4 A PROPOSTA

Neste capitulo, serao apresentados o plano de aula proposto para se trabalhar o
assunto grandezas e também a descricao de como foi feita a sua aplicagdo em duas turmas

de nono ano de uma escola estadual do municipio de Juiz de Fora.

4.1 O PLANO DE AULA

Nesta secao, iremos apresentar o plano de aula adotado para trabalhar a proposta

sobre o tema grandezas.
Aula 1: Grandezas Proporcionais
O que é uma grandeza?

Grandeza é tudo que pode ser medido. Exemplos: distancia, velocidade, compri-

mento, massa, etc.

O que é uma razao?

Uma razao é uma comparacao entre duas grandezas através de uma divisao entre
os valores destas grandezas.

Exemplo. Dadas duas grandezas A e B, sendo que A = 20 e B = 30, dizemos que a razao

entre A e B sera %, ou ainda, podemos dizer que a razao entre A e B é igual a % Pois, %

é a fragao equivalente de % e é irredutivel.
Quando que teremos proporcionalidade entre grandezas?

Quando temos duas grandezas, a razao entre elas serve para avalid-las e obtermos
outras grandezas.

dist
tempo”

Exemplo. Velocidade =

Porém, quando temos uma igualdade entre duas razoes distintas, obtidas pela
divisao entre duas grandezas cujo resultado é o mesmo, chamamos de proporc¢ao, e as

grandezas serao ditas proporcionais.

20m__ 80m __
Exemplo. %= 55 = 4m/s.

Agora, fica a pergunta: todas as grandezas se relacionam de forma proporcional?
Bem, pensemos no caso de massa e altura de uma pessoa. Notemos que nao sao proporcio-
nais. Temos pessoas com pouca altura e com pouca ou muita massa, 0 mesmo ocorre com
pessoas altas. Assim, nao é possivel dizermos que exista um padrao para que tenhamos
uma proporg¢ao entre massa e altura. Nao serd nem mesmo possivel dizer que a massa
esta em funcao da altura ou que a altura esta em funcao da massa: a um mesmo valor da
altura podemos ter caso de dois valores de massas diferentes e também a um mesmo valor

de massa podemos ter caso de dois valores de alturas diferentes.

A partir de agora, para as relagdes entre duas grandezas, sempre consideraremos
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que uma esta em funcao da outra.

Exercicios: (Faremos o item A de cada exercicio em sala de aula, deixando B e C como

tarefa.)

1) Escala é uma razao que indica a relagao entre as dimensées do espago real e do espago
representado. Seja a razao 1 :79.000.000 a escala de um mapa. Ou seja, cada 1 cm no
mapa representa 79.000.000 cm do espaco real. Desta forma, achar qual seria a distancia
real entre duas cidades, se a distancia no mapa fosse:

A) 3 cm B) 12 cm C) 20 cm

2) Determine o valor de x, em cada proporgao abaixo:

A)%:Q B)EZQ C)Zzi

2 z 6 4 12

Aula 02: Grandezas Diretamente Proporcionais

Duas grandezas sao diretamente proporcionais quando sao verificadas ambas as
condigoes abaixo:
- se aumentarmos uma delas, a outra também aumenta;
- ao se multiplicar uma delas por um nuimero natural qualquer, a outra também fica

multiplicada por esse mesmo ntmero.

Por exemplo, se uma grandeza dobrar, a outra grandeza também dobrara. Se uma

grandeza triplicar, a outra também triplicara.

Vejamos o exemplo abaixo:
Exemplo. Se cada caderno custa R$ 3,00, o preco de dois cadernos serd R$ 6,00 e o preco
de quatro cadernos serd R$ 12,00. Observe que se multiplicarmos o niimero x de cadernos
porn =1, 2 3,4, ..., 0 valor y dos cadernos também fica multiplicado pelo mesmo n
e que ao aumentarmos o numero de cadernos, o valor também aumenta. Desta forma,
concluimos que as grandezas x (nimero de cadernos) e y (custo dos cadernos em reais)

sao diretamente proporcionais.
Exercicios:

1) Abaixo, marque toda aquela situagdo que apresenta relacao entre duas grandezas

diretamente proporcionais:
A) A velocidade de um veiculo e o tempo necessério para ele percorrer determinado trecho.
B) O tempo de funcionamento de um televisor e a energia elétrica por ele consumida.

C) Quantidade de funcionérios de uma mesma categoria e a correspondente despesa na

folha salarial da empresa.

D) Numero de eleitores de uma cidade e a quantidade de votos obtidos por um determinado

politico.
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2) Na bula de um certo remédio para criangas, a dosagem a ser dada é diretamente
proporcional a massa corporal da crianga. Sabendo-se que a recomendagao ¢ de 5 gotas
desse remédio a cada 3 kg, entao a dosagem a ser administrada para uma crianca com 24
kg é de:

A) 20 gotas B) 25 gotas C) 30 gotas D) 35 gotas E) 40 gotas

Aula 03: Grandezas Inversamente Proporcionais

(Inicialmente, serd feita a corre¢ao dos exercicios da aula anterior.)

Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando sao verificadas ambas as
condigoes abaixo:
- se aumentarmos uma delas, a outra diminui;
- ao se multiplicar uma delas por um ntmero natural qualquer, a outra fica dividida por

esse mesmo numero.

Um bom exemplo de grandezas inversamente proporcionais ¢ a comparagao entre as
grandezas velocidade e tempo, mantendo-se a distancia percorrida. Pois, se uma aumenta,
a outra diminui e também multiplicando a velocidade por um ntimero natural, o tempo de

percurso (mantendo a distancia) serd dividido pelo mesmo niimero natural:

d d
v=—=nv=n(-)=
t t

S|

Exercicio:

1) Abaixo, marque toda aquela situagdo que apresenta relacao entre duas grandezas

inversamente proporcionais:
A) A quantidade de criangas em uma festa e a quantidade de bolo necesséria.
B) Numero de moradores de um estado e a densidade demogréfica deste estado.

C) A velocidade de um veiculo e a distancia por ele percorrida em um dado intervalo de

tempo.

D) Didmetro de um cano de saida e o tempo gasto para que um certo reservatério seja

esvaziado.

Aula 04: A Representacao Grafica dos casos de grandezas diretamente e

inversamente proporcionais
12 caso: Grandezas diretamente proporcionais

Sejam A e B duas grandezas diretamente proporcionais. Chamaremos os valores
da grandeza A de x e os valores da grandeza B de y, com y em fungdo de x: y = f(z).

Adotando que f(1) = k, podemos mostrar que f(z) =k - x.
Sendo assim, na pratica, o valor de k costuma ser encontrado substituindo-se em
y = k- x os valores iniciais de x e y correspondentes: yo = k- xo. A partir dai, com y = k- x,

para o k encontrado, a cada valor de x encontraremos o valor de y correspondente.
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Podemos dizer que k é positivo, pois os valores das duas grandezas serao positivos.

Ainda, sendo y = f(x) = k- x, com k > 0, com y sendo o valor da grandeza A e x
o valor da grandeza B, temos que f é crescente e que, multiplicando ambos os lados da

equagao por n, teremos:

n-y=n-k-x==~k-(n-z.
Ou seja, quando multiplicamos uma grandeza por um nimero natural n qualquer, a outra
grandeza também fica multiplicada pelo menos ntimero natural.

Exemplo. Se cada caderno custa R$ 3,00, o preco de dois cadernos sera R$ 6,00, o preco

de quatro cadernos serd R$ 12,00, e, assim, sucessivamente.

Como visto, as grandezas nimero de cadernos e custo dos cadernos sdo grandezas
diretamente proporcionais. Fazendo-se y = f(x) = k - z, teremos que k = 3, pois, sendo
x =1 (ou seja, 1 caderno), temos o valor correspondente y = f(1) = 3, o custo de um

caderno. Portanto, temos a relacao entre y e x abaixo:
y=3-x

em que y é o custo dos cadernos e x é o numero de cadernos.

Desta forma, teremos a tabela abaixo:

Tabela 1 — Tabela relacionando a quantidade de cadernos
€ 0 seu custo

Numero de cadernos ( x ) | Custodos cadermos(y)
0 0

1 3

2 6

3 9

4 12

5 15

6 18

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Com isso, a tabela nos da os seguintes pontos (0,0), (1,3), (2,6), (3,9), (4,12), (5,15),

(6,18) que iremos marcar no plano cartesiano.

Vale ressaltar que bastam dois pontos conhecidos para podermos tracar a parte de

uma reta que encontramos acima, pois todo grafico de uma funcao linear é uma reta.
- 2° caso: Grandezas inversamente proporcionais

Sejam A e B duas grandezas inversamente proporcionais. Chamaremos os valores

da grandeza A de x e os valores da grandeza B de y.



29

Figura 3 — Quantidade de cader-
nos e seu custo

Fonte: produzido pelo proprio autor

Denotando y = f(z) e adotando que f(1) = k, podemos mostrar que f(x) = %

Podemos dizer que k é positivo, pois os valores das duas grandezas serao positivos.
Sendo assim, na pratica, o valor de k costuma ser encontrado substituindo-se em

_ k o e e s . _ k . , _ k
y = - os valores iniciais de x e y correspondentes: yo = ot A partir daf, com y = 7, para

o k encontrado, a cada valor de x encontraremos o valor de y correspondente.

Sendo y = f(z) = £, com y sendo o valor da grandeza A e x o valor da grandeza B,

_E’

teremos que f é decrescente e que multiplicando ambos os lados da equacao por n, teremos

que

8|
S
ol
3le| 7

Ou seja, quando multiplicamos uma grandeza por um ndmero natural n qualquer, a outra

grandeza fica dividida pelo menos niimero natural.

Como exemplo, vamos dar uma ideia de como fica o grafico de y = 3;0.

Vamos marcar alguns pontos (z,y) do grafico: (1,30), (2,15), (3,10), (5,6) e (6,5).

A figura abaixo representa o grafico de y = % (com x > 0).

E possivel notar que a representacdo grafica de uma relacdo entre grandezas
inversamente proporcionais nao sera uma reta. Mas, sim, uma curva decrescente do tipo

ramo de hipérbole.

Aula 05 : Problemas envolvendo grandezas diretamente e inversamente pro-

porcionais

Nesta aula, iremos ver alguns exemplos de problemas que envolvem grandezas
diretamente e inversamente proporcionais, a fim de que possamos diferenciar os dois casos

ao presenciarmos situagoes que envolvam este tipo de grandezas.
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Figura 4 -y = 29, com = > 0.

x )

Fonte: Produzido pelo préprio autor, utilizando
o programa Geogebra.

Exemplo 1. Dona Maria recebeu encomendas para fazer bolos. Sabe-se que cada bolo

custa 8 reais. Qual sera o custo de 3 bolos? E de 5 bolos?

Podemos dizer que o nimero de bolos z e o seu custo y = ¢(z) sao diretamente
proporcionais, pois se aumentarmos uma dessas quantidades, a outra também aumenta e
também ao multiplicarmos uma delas por um ntimero n natural qualquer, a outra também

sera multiplicado por n. Entao, y =k - x.
Como y = k - x e sabendo que yy = 8 para o = 1, temos que k = 8.

Desta forma, podemos dizer que o custo da encomenda serda y = 8 - x, sendo x a
quantidade de bolos que serao encomendados. A partir dessa expressao, podemos calcular

o custo da encomenda de qualquer quantidade = de bolos.

Por exemplo, se a encomenda for de 5 bolos, o seu custo sera de 8 - 5 = 40, ou seja,

40 reais.

Exemplo 2. Numa construcao, foram contratados 2 pedreiros que foram capazes de executar
o servico em 40 dias. Desta forma, quantos dias seriam necesséarios, para 4 pedreiros

conseguissem terminar a obra?

Podemos dizer que o niimero de pedreiros x e o tempo gasto y sdo inversamente
proporcionais, pois se aumentarmos uma dessas quantidades, a outra quantidade diminuira
e também ao multiplicarmos uma delas por um niimero n natural qualquer, a outra sera
dividida pelo mesmo n. Entéo, y = &

z°

Como y = % e sabendo que yo = 40 para zy = 2, temos que k = 80.
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Desta forma, podemos dizer que o tempo gasto para fazer a obra serda dado por
y = SI—O, sendo x a quantidade de pedreiros e y = f(x) o tempo gasto para execucao da
obra. A partir dessa expressao, podemos calcular o tempo gasto para a execucao da obra

de qualquer quantidade x de pedreiros.

Por exemplo, se o nimero de pedreiros for 4 pedreiros, para sabermos o tempo

gasto para conclusao da obra, teremos: y = % = 20, ou seja, 20 dias.
Exercicios:

1) Para encher o reservatério de 4gua de um certo condominio, foram utilizadas 4 torneiras
que levam, juntas, 12 horas para o enchimento completo. Supondo-se que a vazao das
torneiras seja sempre a mesma, quanto tempo levaria para que o reservatério do tanque

ficasse cheio com apenas 3 torneiras?
A) 16 horas B) 13 horas C) 12 horas D) 10 horas E) 7 horas

2) Pretendo fazer uma viagem de uma cidade para a outra, com uma velocidade média de

60 km/h, demora-se 3 horas e 40 minutos. Qual seria o tempo gasto se acaso a velocidade
fosse de 100 km/h?

A) 2 horas e 25 minutos

B) 2 horas e 18 minutos

C) 2 horas e 12 minutos
)
)

D
E

2 horas e 10 minutos

2 horas e 5 minutos

3) Em uma empresa temos que 25 funciondarios sao capazes de arquivar 600 processos
diariamente. Se fossem aberta uma contratacao para mais 10 funcionarios, com a mesma
capacidade que os anteriores, quantos processos seriam arquivados diariamente com a nova
equipe?

A) 450 B) 240 C) 840 D) 585 E) 800

4) Uma certa grafica aceitou um pedido para realizar a produgdao de uma quantidade
grande de cartazes. Considerou-se que 5 maquinas gastariam 24 horas para concluir todo
o servico. Porém, caso duas dessas maquinas apresentassem defeito antes do inicio do

servigo, qual seria o tempo necessario para atender o pedido?
A) 30 horas B) 20 horas C) 26 horas D) 36 horas E) 40 horas

5) Uma empreiteira foi contratada para a reforma de um prédio. Estimou-se que com 8
funcionarios a reforma demoraria 15 dias para ser concluida. Se ocorresse a contratacao

de mais 2 funciondrios, o tempo necessario para concluir a reforma seria de:
A)10 dias B)11 dias C)12 dias D)13 dias E)14 dias

Aula 06: Problemas envolvendo Grandezas Diretamente e Inversamente Pro-
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porcionais com mais de duas grandezas se relacionando

Sabemos que se duas grandezas x e y sdo diretamente proporcionais entao y = k - x.
k

E, se as grandezas x e y forem inversamente proporcionais, teremos que y = 7, em que k ¢

a constante de proporcionalidade.

Agora, vamos trabalhar com um ntmero maior de varidveis. Vamos supor que a
cada grupo de valores dado a (x,y,r) (por exemplo, (r = 2,y = 3,7 = 4)) corresponde

exatamente um valor de z.

Dizemos que z é diretamente proporcional a x quando:
- aumentando a grandeza = (mantendo fixas as outras varidveis), a grandeza z também
aumentara;
- ao multiplicarmos x por um ndimero natural n qualquer (mantendo fixas as outras

varidveis), o valor correspondente de z fica multiplicado pelo mesmo nimero n.

De forma analoga, dizemos que z é diretamente proporcional a .

Dizemos que z é inversamente proporcional a r quando:
- ao aumentarmos a grandeza r (mantendo fixas as outras variaveis), a grandeza z dimi-
nuira;
- e ao multiplicarmos 7 por um ntmero natural n qualquer (mantendo fixas as outras

varidveis), o valor correspondente de z fica dividido pelo mesmo nimero n.

De forma andaloga, temos estas definicbes para os casos com numeros diferentes de
variaveis.
Podemos verificar que se uma grandeza z ¢ diretamente proporcional a x e y e
inversamente proporcional a r, entao existe uma constante k tal que
LY
z=k—.
r
A constante k é chamada de constante de proporcionalidade e é o valor de z quando
x=y=r=1.
Esse resultado também vale, analogamente, para um nimero diferente de variaveis.
Costumamos achar o valor de k utilizando os valores dados inicialmente no problema:
2o = k - 20,
ro

Agora, de acordo com o que acabamos de definir, vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 1. Em uma fabrica de brinquedos, 8 homens constroem 20 carrinhos no periodo

de 5 dias. Quantos carrinhos serao fabricados por 4 homens em 15 dias?
Solucao:

Observe que tendo mais homens para construir carrinhos, teremos mais carrinhos

construidos e multiplicando a quantidade de homens por n, também iremos multiplicar
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a quantidade de carrinhos por n, sendo n um nimero natural qualquer. Desta forma, a

quantidade de homens e a quantidade de carrinhos sao diretamente proporcionais.

Analisando a quantidade de dias e carrinhos construidos, podemos dizer que tendo
mais dias iremos ter mais carrinhos construidos e que multiplicando por n a quantidade
de dias, iremos multiplicar pelo mesmo n o ntimero de carrinhos construidos, sendo n um
numero natural qualquer. Desta forma, a quantidade de dias e carrinhos construidos serao

diretamente proporcionais.

Nesta situacao, teremos dois casos de grandezas diretamente proporcionais. Agora,

como determinaremos a quantidade de carrinhos, tendo 4 homens e um total de 15 dias?

Iremos adotar ¢ como a quantidade final de carrinhos, d a quantidade final de dias
e h a quantidade final de homens. E, ainda, ¢, a quantidade inicial de carrinhos, d, a

quantidade inicial de dias e h, a quantidade inicial de homens.

Adotando k como a quantidade de carrinhos feitas por dia por cada homem, teremos

que
c
k="
dy - h,
e
c
k=——
d-h’
ou seja,
c=k-d-h.
Entao,
Co  C
k_do-ho d-h
Assim,
0 _ e
8:-5 4-15
Logo,
20
= — 60 = 30.
‘T 10

Exemplo 2: Cinco torneiras conseguem encher um reservatorio em 8 horas. Quantas
horas serao necessarias para que 10 torneiras encham 4 reservatorios idénticos ao primeiro
reservatorio?

Solucao:

Observe que tendo mais torneiras precisaremos de menos horas para encher um

reservatorio e multiplicando a quantidade de torneiras por n, iremos dividir a quantidade
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de horas por n, sendo n um ntmero natural qualquer. Desta forma, o niimero de torneiras

e a quantidade de horas sao inversamente proporcionais.

Analisando a quantidade de reservatérios e a quantidade de horas, podemos dizer
que tendo mais reservatorios iremos precisar de mais horas para encher os reservatorios e
que multiplicando por n a quantidade de reservatorios, iremos multiplicar pelo mesmo n o
nimero de horas, sendo n um niimero natural qualquer. Desta forma, a quantidade de

reservatorios e a quantidade de horas sao diretamente proporcionais.

Nesta situacao, teremos um caso de grandezas diretamente proporcionais e outro
caso de grandezas inversamente proporcionais. Agora, como determinaremos a quantidade

de horas, tendo 10 torneiras e um total 4 reservatérios?

Iremos adotar t como a quantidade final de torneiras, h a quantidade final de horas
e r a quantidade final de reservatorios. E, ainda, t, a quantidade inicial de torneiras, h, a

quantidade inicial de horas e r, a quantidade inicial de reservatoérios.

Adotando k como a quantidade de horas necessarias para encher um reservatorio

de agua com uma torneira, teremos que

- ho - t,
To
e
phot
r
ou seja,
h=k- .
t
Entao,
h-t  hy-t,
i
Assim,
h-10  8-5
41
Dai,
10 40
T
o que resulta
h = 16.

Resposta: 16 horas.

Exercicios:
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1) Com doze operarios, no periodo de 90 dias, trabalhando 8 horas por dia, conseguem fazer
36 m de tecido. Em quantos dias 15 operarios fardo 12 m do mesmo tecido, trabalhando 6

horas por dia?

2) Para produzir um determinado tipo de peca, 8 maquinas idénticas conseguem a produgao
de 300 pecgas em 3 dias, em operacao 5 horas por dia. Sabendo-se que duas maquinas
deram defeito, qual serd a quantidade de pecas fabricadas em 8 dias se as maquinas

restantes ficarem em operagdo durante 6 horas por dia?
A) 680 B) 700 C) 720 D) 660 E) 740

3)Numa obra, 20 operarios, em servigo 3 horas por dia, demoram 18 dias para construir
um muro de 400 m. Quanto tempo levara uma equipe de 10 operarios, trabalhando 9

horas por dia, para construir um muro de 200 m?
A) 2 dias B) 4 dias C) 6 dias D) 8 dias E) 10 dias
Aula 7: Grandezas nao proporcionais
Nem sempre duas grandezas A e B serdo diretamente ou inversamente proporcionais.
Exemplo. Seja um quadrado ABCD de lado ¢. Sabe-se que sua area é (2.

Entao, vamos observar a tabela abaixo:

Tabela 2 — Algumas

medidas de lado do

quadrado com sua res-
pectiva area

Lado | Area
1 1

2 4

3 9

4 16
5 25

Fonte: Elaborada pelo
autor.

O valor da area do quadrado depende da medida do lado do quadrado:
A(l) = 2

E notério que ao multiplicarmos por um nimero natural n qualquer a grandeza
"lado do quadrado", a grandeza "area do quadrado" nao ficard multiplicada e nem dividida

pelo mesmo niimero natural n.
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Desta forma, apesar que a medida que aumentamos uma grandeza a outra aumenta,
nao ocorre a exigéncia de que ao multiplicar uma grandeza por um ndmero natural n
qualquer que a outra grandeza precisaria ser multiplicada ou dividida pelo mesmo niimero
natural n. Portanto, temos grandezas que nao sao nem diretamente nem inversamente

proporcionais.

Vejamos como é o comportamento grafico no caso da comparacgao das grandezas

"lado do quadrado" e "area do quadrado".

Figura 5 — Relacionando
lado do quadrado com &rea
do quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor,
utilizando o programa
Geogebra.

E um gréfico do tipo ramo de uma parébola.
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Agora, vamos resolver o exercicio que se segue.

1) A 4rea de um circulo é 7 - r2, onde adotamos m = 3,14 e r é o raio do circulo. Sendo
assim, qual serd a area do circulo se a medida do raio for igual a 2 cm? E, se a medida do
raio fosse igual a 6 cm? As grandezas raio e area do circulo sdo diretamente proporcionais

ou inversamente proporcionais?

4.2 DESCRICAO DE COMO FOI FEITA A APLICACAO DA PROPOSTA

Nesta secao vamos descrever como foi a aplicacdo da proposta em sala de aula
numa escola publica do estado de Minas Gerais, relatando as observacoes feitas em cada

aula.

A aplicacao da proposta foi realizada numa escola publica do estado de Minas
Gerais na cidade de Juiz de Fora em duas turmas do ensino fundamental, ambas de 9°

ano.

A Aula 1 foi expositiva em um primeiro momento em ambas as turmas, sendo
copiada pelos alunos em seus cadernos. Num segundo momento, houve a discussao dos
conceitos existentes na Aula 1. Foram levantados exemplos além dos expostos na aula. Por

fim, houve atividades para ver até em que ponto ficaram claros os conceitos adquiridos.

Na Aula 2 os alunos tiveram o conceito do que seriam grandezas diretamente
proporcionais. Inicialmente, a aula foi expositiva e houve a discussdo dos conceitos, com
levantamentos de outras situagoes problemas por parte dos alunos e do professor. Na
realizacao das atividades, houve uma boa discussao de quais casos seriam ou nao casos de

grandezas diretamente proporcionais.

Na aula sobre grandezas inversamente proporcionais os alunos junto ao professor
tiveram uma o6tima discussao com relacdo aos exemplos dados e ao conceito dado. No
momento de resolugao das atividades, os alunos tentaram resolver, porém tiveram muitas

duvidas.

Na quarta aula, tivemos a aula com maior complexidade de conceitos para os
alunos. A representacao grafica foi dividida em dois casos. Foram expostos exemplos
para a obtencao da representatividade grafica de cada caso. No final da aula, ocorreu a
resolucao de atividades, as quais os alunos interagiram entre eles com muita discussao em

cada atividade abordada.

Na Aula 5, foram expostos exemplos da forma que pudéssemos resolver as situagoes-
problemas com o uso da ideia de fungdo. Os alunos fizeram muitos levantamentos sobre
cada passo, houve muita discussao contribuindo para uma melhor compreensao do que
estava sendo exposto em aula. No momento das atividades, os alunos sentaram em
pequenos grupos, com um dos alunos sendo mais aplicado a disciplina e auxiliou os demais

na resolucao das atividades dadas. Na hora da correcao das atividades, os alunos tiveram



38

uma boa participacao, discutindo como deveria ser cada passo da resolucao.

Na Aula 6, foram expostos o método de resolugao de casos com mais de duas
grandezas. E, decorrente a dificuldade por parte dos alunos, foram expostos outros
exemplos em sala para que ocorressem mais discussoes sobre o método de resolucao. Por
fim, no momento da resolucao das atividades, os alunos sentaram em duplas e discutiram
cada situagao-problema dada e em certos momentos vinham junto ao professor para
discutirem o que haviam pensado para saberem se estavam na dire¢do correta para a

resolucao da atividade.

Na tultima aula do plano de aula, sobre o assunto de grandezas nao proporcionais,
tivemos a exposicao de um caso sobre a area do quadrado e seu lado. No momento da
explicagao, os alunos ficaram comprometidos em resolver e preencher a tabela para que
fosse possivel termos os pontos para que pudéssemos ter condigoes de obter o grafico
que representaria a situacao-problema dada. Apds a obtencao dos pontos, esbogamos no
plano cartesiano e os alunos viram o quao diferente ficou o grafico em relacao aos graficos
que eles ja conheciam (o gréafico de grandezas diretamente e inversamente proporcionais).
Novamente, os alunos fizeram duplas e discutiram a atividade proposta. No momento
da correcao, os alunos mais comprometidos pediram para mostrar os calculos na lousa e

esbocaram o grafico obtido.

Para finalizarmos o plano de aula, apds a corre¢ao da atividade da Aula 7, fizemos
uma roda de conversa sobre como foi abordado o tema proposto. Por volta de 35%
dos alunos disse que era dificil. Porém, esses alunos em sua maioria ja possuem muita
dificuldade com a disciplina Matematica e sao alunos que fazemos sempre intervengoes
para que possam acompanhar a turma. Ja cerca de 60% dos alunos disseram que boa
parte do que foi exposto era mediano para facil. No entanto, na parte onde tinham
muitas grandezas, disseram que era necessaria muita atengao para que nao ocorressem
erros na resolucao das atividades propostas. Vale ressaltar que esse grupo de alunos é
composto de estudantes esforcados e que nao desistem de resolver as atividades, sao bem
focados apesar de apresentarem em alguns momentos um pouco de dificuldade na disciplina.
Uma pequena parcela, de 5%, dos alunos nao viram dificuldades e gostaram muito da
proposta de resolucao dos casos de grandezas diretamente e inversamente proporcionais.
E bom destacar que essa pequena parcela dos alunos j4 possuem uma facilidade maior de

compreensao da disciplina.
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5 RECEPTIVIDADE DA PROPOSTA

Neste capitulo iremos apresentar a receptividade dos alunos que foram trabalhados

a proposta e dos professores escolhidos para analisar a proposta.

5.1 RECEPTIVIDADE DA PROPOSTA PELOS ALUNOS

Agora, vamos detalhar a receptividade da proposta pelos alunos que foi trabalhada

a metodologia de ensino do tema grandezas.

Como ja foi dito anteriormente, a aplicacao da proposta foi realizada numa escola
publica do estado de Minas Gerais na cidade de Juiz de Fora em duas turmas do ensino

fundamental, ambas de 9° ano.

Na Aula 1, ambas as turmas conseguiram acompanhar os conceitos de forma
satisfatéria. Na resolucao das questoes, uma turma foi bem participativa, enquanto na
outra turma os alunos foram apaticos para a resolucao das questdes, com excegao de
dois alunos (sendo que uma aluna é novata que vem desempenhando bem em todas
as disciplinas) que tentaram as questoes e discutiram no momento da corregao dessas

questoes.

Na Aula 2, os alunos deram um bom retorno ao conceito de grandeza diretamente
prorpocional. Em ambas as turmas tiveram discussao de possiveis situagoes em que
terfamos grandezas diretamente proporcionais. No momento de realizar as atividades,

obtive um retorno maior que na aula 1.

Na Aula 3, comecaram a surgir muitas dividas. A discussao de situagoes-problemas
foi maior. Porém, houve uma dificuldade maior em relagao de quando teriamos grandezas
inversamente proporcionais. Essa dificuldade permaneceu na resolucao das atividades

propostas.

Na Aula 4, foi o momento de maior dificuldade. Enquanto estava sendo discutido
o 1° caso (grandezas diretamente proporcionais) os alunos conseguiram acompanhar e
compreenderam bem o motivo da representagao grafica ser uma reta crescente. Porém, ao
ser discutido o 2° caso (grandezas inversamente proporcionais), as dividas apareceram e a
expectativa dos alunos foi frustrada, pois pensaram que a representacao grafica deste caso

seria outra reta, s6 que decrescente.

Na Aula 5, os alunos da turma mais comprometida tiveram um pouco de duvidas
no inicio, porém, foram esfor¢cados e discutiram muito os exemplos dados e apresentaram
outras situacoes que discutimos em sala e conseguiram desenvolver as atividades propostas.
Mas, na outra turma, apenas quatro alunos (sendo a novata presente neste grupo de

alunos) tentaram resolver as atividades e obtiveram um éxito quase total nas atividades.

Na Aula 6, ocorreram muitas duvidas, porém os alunos da turma mais aplicada
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se esforcaram bem e parte da turma conseguiu um bom éxito nas atividades. Ja a outra
turma apresentou muita dificuldade em compreender a forma de resolver as questoes
apresentadas, mesmo os alunos que se comprometem mais nao conseguiram bom éxito nas
atividades destas aulas. Apds a correcao das atividades, conseguiram compreender um
pouco mais sobre o assunto. Para fechar a aula e irmos para a Aula 7, foi necessério fazer
uma discussao geral sobre o assunto da Aula 6, exibindo outros exemplos e resolvendo-os

a fim de sanar as dificuldades encontradas.

Na Aula 7, os alunos compreenderam bem os conceitos exibidos. No momento
do exemplo dado, fizeram observagoes sobre o gréafico ser bem diferente do que haviam
vistos no caso de grandezas diretamente e inversamente proporcionais. Ainda, levantaram
a discussao de ser possivel definir o tipo de grandeza apenas com a exibi¢ao do grafico.
Conseguiram ver que o caso de grandezas nao proporcionais nao comtempla totalmente
o que é exigido nas definicoes do que seriam grandezas diretamente ou inversamente

proporcionais.

Por fim, apds todas as aulas, ficou perceptivel a interacao de parte dos alunos nas
aulas e dos pontos que houve uma grande dificuldade da compreensao dos alunos. Os
alunos comprometidos conseguiram um bom éxito nas discussoes em sala de aula sobre o
assunto e nas atividades. Tiveram uma certa dificuldade no momento em que ocorreram o
caso de duas grandezas inversamente proporcionais e no caso de mais de duas grandezas,

independentemente se eram diretamente ou inversamente proporcionais.

5.2 RECEPTIVIDADE DA PROPOSTA PELOS PROFESSORES

Nesta secao, iremos comentar sobre a receptividade que a proposta teve entre
alguns professores, quatro professores, solicitados para que analisassem a proposta de

trabalho sobre o tema grandezas.

A proposta foi compartilhada com professores a fim de sabermos o quao receptivel

foi a metodologia abordada em relagao ao tema grandezas.

Para os professores envolvidos na analise da proposta foi de comum consenso que a
ideia de inserir a proposta no 9°ano teria vinculo com o que é abordado no 9°ano, visto

que nesta série que sao inseridos os conceitos iniciais de funcao.

Ocorreram algumas observacoes, uma delas o professor afirmou que a abordagem
da proposta, ao momento, seria dificil, pelo fato de termos tido um periodo recente de
pandemia, momento este em que os alunos ficaram com muitas defasagens de conceitos de

séries anteriores e perderam o ritmo de estudo.

Outra observagao importante foi o comparativo entre abordar a proposta em escolas
publicas e em escolas particulares. Foi citado que a abordagem da proposta poderia ter

melhor éxito em escolas particulares do que nas escolas publicas.
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Perante essas observagoes levantadas pelos professores, os mesmos chegaram a
conclusdo que a proposta ¢ interessante, que pode ser trabalhada no 9° ano do ensino
fundamental anos finais. Sendo que para cada turma de 9° nono talvez fosse necessario
fazer uma nova divisao das aulas, talvez exibindo mais exemplos, para que os alunos

pudessem estabelecer mais conexoes das ideias por tras da proposta.
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6 CONCLUSAO

A proposta sobre a metodologia abordada sobre o tema grandezas foi relativamente
bem aceita por alunos e professores consultados, salvo algumas observagoes relatadas pelos
quatro docentes escolhidos. E fato que os alunos conseguiram uma melhor aceitacio da
proposta com referéncia as situagoes-problemas que estavam mais adaptadas ao cotidiano
deles, como eram os casos de grandezas diretamente proporcionais. E fato que a apresen-
tacao de mais uma forma de resolucao de situagoes-problemas, do tema abordado, para os
alunos foi valida pois tiveram mais um caminho de resolugao dos problemas para que fosse

possivel analisar estes tipos de situagoes.
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APENDICE A — Plano de aula

Aula 1: Grandezas Proporcionais
O que é uma grandeza?

Grandeza é tudo que pode ser medido. Exemplos: distancia, velocidade, compri-

mento, massa, etc.

O que é uma razao?

Uma razao é uma comparacao entre duas grandezas através de uma divisao entre
os valores destas grandezas.

Exemplo. Dadas duas grandezas A e B, sendo que A = 20 e B = 30, dizemos que a razao

entre A e B sera %, ou ainda, podemos dizer que a razao entre A e B é igual a % Pois, %
20

¢ a fracao equivalente de 55 e ¢ irredutivel.

Quando que teremos proporcionalidade entre grandezas?

Quando temos duas grandezas, a razao entre elas serve para avalia-las e obtermos
outras grandezas.

dist
tempo”

Exemplo. Velocidade =

Porém, quando temos uma igualdade entre duas razoes distintas, obtidas pela
divisao entre duas grandezas cujo resultado é o mesmo, chamamos de proporc¢ao, e as

grandezas serao ditas proporcionais.

20m__ 80m __
Exemplo. == 55 = 4m/s.

Agora, fica a pergunta: todas as grandezas se relacionam de forma proporcional?
Bem, pensemos no caso de massa e altura de uma pessoa. Notemos que nao sao proporcio-
nais. Temos pessoas com pouca altura e com pouca ou muita massa, 0 mesmo ocorre com
pessoas altas. Assim, nao é possivel dizermos que exista um padrao para que tenhamos
uma proporg¢ao entre massa e altura. Nao serd nem mesmo possivel dizer que a massa
estd em funcdo da altura ou que a altura estd em funcdo da massa: a um mesmo valor da
altura podemos ter caso de dois valores de massas diferentes e também a um mesmo valor

de massa podemos ter caso de dois valores de alturas diferentes.

A partir de agora, para as relagdes entre duas grandezas, sempre consideraremos

que uma esta em funcao da outra.

Exercicios: (Faremos o item A de cada exercicio em sala de aula, deixando B e C como

tarefa.)

1) Escala é uma razao que indica a relagao entre as dimensoes do espago real e do espaco
representado. Seja a razao 1 :79.000.000 a escala de um mapa. Ou seja, cada 1 cm no
mapa representa 79.000.000 cm do espaco real. Desta forma, achar qual seria a distancia

real entre duas cidades, se a distancia no mapa fosse:
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A) 3 cm B) 12 cm C) 20 cm
2) Determine o valor de x, em cada proporgao abaixo:

A)%:Q B)EZQ C)Zzi

2 z 6 4 12

Aula 02: Grandezas Diretamente Proporcionais

Duas grandezas sao diretamente proporcionais quando sao verificadas ambas as
condigoes abaixo:
- se aumentarmos uma delas, a outra também aumenta;
- ao se multiplicar uma delas por um nuimero natural qualquer, a outra também fica

multiplicada por esse mesmo ntmero.

Por exemplo, se uma grandeza dobrar, a outra grandeza também dobrara. Se uma

grandeza triplicar, a outra também triplicara.

Vejamos o exemplo abaixo:
Exemplo. Se cada caderno custa R$ 3,00, o preco de dois cadernos serd R$ 6,00 e o preco
de quatro cadernos serd R$ 12,00. Observe que se multiplicarmos o niimero x de cadernos
porn =1, 2, 3,4, ..., 0 valor y dos cadernos também fica multiplicado pelo mesmo n
e que ao aumentarmos o numero de cadernos, o valor também aumenta. Desta forma,
concluimos que as grandezas x (nimero de cadernos) e y (custo dos cadernos em reais)

sdo diretamente proporcionais.
Exercicios:

1) Abaixo, marque toda aquela situagdo que apresenta relacao entre duas grandezas

diretamente proporcionais:
A) A velocidade de um veiculo e o tempo necessério para ele percorrer determinado trecho.
B) O tempo de funcionamento de um televisor e a energia elétrica por ele consumida.

C) Quantidade de funcionarios de uma mesma categoria e a correspondente despesa na

folha salarial da empresa.

D) Numero de eleitores de uma cidade e a quantidade de votos obtidos por um determinado

politioo.

2) Na bula de um certo remédio para criangas, a dosagem a ser dada é diretamente
proporcional a massa corporal da crianca. Sabendo-se que a recomendacao ¢ de 5 gotas
desse remédio a cada 3 kg, entdo a dosagem a ser administrada para uma crianca com 24
kg é de:

A) 20 gotas B) 25 gotas C) 30 gotas D) 35 gotas E) 40 gotas
Aula 03: Grandezas Inversamente Proporcionais

(Inicialmente, sera feita a corregdo dos exercicios da aula anterior.)
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Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando sao verificadas ambas as
condi¢oes abaixo:
- se aumentarmos uma delas, a outra diminui;
- a0 se multiplicar uma delas por um nimero natural qualquer, a outra fica dividida por

esse mesmo numero.

Um bom exemplo de grandezas inversamente proporcionais é a comparacao entre as
grandezas velocidade e tempo, mantendo-se a distancia percorrida. Pois, se uma aumenta,
a outra diminui e também multiplicando a velocidade por um ntmero natural, o tempo de

percurso (mantendo a distancia) serd dividido pelo mesmo ntimero natural:

d d
v=—=nv=n(-)=
t t

S~ &

Exercicio:

1) Abaixo, marque toda aquela situagdo que apresenta relacao entre duas grandezas

inversamente proporcionais:
A) A quantidade de criangas em uma festa e a quantidade de bolo necesséria.
B) Numero de moradores de um estado e a densidade demogréafica desse estado.

C) A velocidade de um veiculo e a distancia por ele percorrida em um dado intervalo de

tempo.

D) Didmetro de um cano de saida e o tempo gasto para que um certo reservatério seja

esvaziado.

Aula 04: A Representacao Grafica dos casos de grandezas diretamente e

inversamente proporcionais
12 caso: Grandezas diretamente proporcionais

Sejam A e B duas grandezas diretamente proporcionais. Chamaremos os valores
da grandeza A de x e os valores da grandeza B de y, com y em funcao de x: y = f(z).

Adotando que f(1) = k, podemos mostrar que f(z) =k - z.

Sendo assim, na pratica, o valor de k costuma ser encontrado substituindo-se em
y = k- x os valores iniciais de x e y correspondentes: yg = k- xo. A partir dai, com y = k-,

para o k encontrado, a cada valor de x encontraremos o valor de y correspondente.
Podemos dizer que k é positivo, pois os valores das duas grandezas serao positivos.

Ainda, sendo y = f(x) = k- x, com k > 0, com y sendo o valor da grandeza A e x
o valor da grandeza B, temos que f é crescente e que, multiplicando ambos os lados da

equacao por n, teremos:

n-y=n-k-z==k-(n-x.
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Ou seja, quando multiplicamos uma grandeza por um nimero natural n qualquer, a outra

grandeza também fica multiplicada pelo menos ntimero natural.

Exemplo. Se cada caderno custa R$ 3,00, o preco de dois cadernos sera R$ 6,00, o prego

de quatro cadernos serd R$ 12,00, e, assim, sucessivamente.

Como visto, as grandezas nimero de cadernos e custo dos cadernos sao grandezas
diretamente proporcionais. Fazendo-se y = f(z) = k - x, teremos que k = 3, pois, sendo
x =1 (ou seja, 1 caderno), temos o valor correspondente y = f(1) = 3, o custo de um

caderno. Portanto, temos a relacao entre y e x abaixo:
y=3-x

em que y ¢ o custo dos cadernos e x ¢ o nimero de cadernos.

Desta forma, teremos a tabela abaixo:

Tabela 3 — Tabela relacionando a quantidade de cadernos
€ 0 seu custo

Numero de cadernos ( x ) | Custodos cadermos(y)
0 0

1 3

2 6

3 9

4 12

5 15

6 18

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Com isso, a tabela nos da os seguintes pontos (0,0), (1,3), (2,6), (3,9), (4,12), (5,15),

(6,18) que iremos marcar no plano cartesiano.

Vale ressaltar que bastam dois pontos conhecidos para podermos tracar a parte de

uma reta que encontramos acima, pois todo grafico de uma funcgao linear é uma reta.
- 2° caso: Grandezas inversamente proporcionais

Sejam A e B duas grandezas inversamente proporcionais. Chamaremos os valores

da grandeza A de x e os valores da grandeza B de y.

Denotando y = f(x) e adotando que f(1) = k, podemos mostrar que f(z) = %

Podemos dizer que k é positivo, pois os valores das duas grandezas serao positivos.
Sendo assim, na pratica, o valor de k costuma ser encontrado substituindo-se em

_ k « e e . . _ k . ’ _ k
y = - os valores iniciais de x e y correspondentes: yo = ot A partir daf, com y = 7, para

o k encontrado, a cada valor de x encontraremos o valor de y correspondente.

Sendo y = f(z) = £, com y sendo o valor da grandeza A e x o valor da grandeza B,

_57

teremos que f é decrescente e que multiplicando ambos os lados da equacdo por n, teremos
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Figura 6 — Quantidade de cader-
nos e seu custo

Fonte: produzido pelo proprio autor

que

ol
S
ol
3le| 7

Ou seja, quando multiplicamos uma grandeza por um nimero natural n qualquer, a outra

grandeza fica dividida pelo menos niimero natural.

Como exemplo, vamos dar uma ideia de como fica o grafico de y = 31—0.

Vamos marcar alguns pontos (z,y) do grafico: (1,30), (2,15), (3,10), (5,6) e (6,5).

30(

A figura abaixo representa o gréfico de y = =* (com z > 0).

E possivel notar que a representacdo grafica de uma relacdo entre grandezas
inversamente proporcionais nao sera uma reta. Mas, sim, uma curva decrescente do tipo

ramo de hipérbole.

Aula 05 : Problemas envolvendo grandezas diretamente e inversamente pro-

porcionais

Nesta aula, iremos ver alguns exemplos de problemas que envolvem grandezas
diretamente e inversamente proporcionais, a fim de que possamos diferenciar os dois casos

ao presenciarmos situagoes que envolvam este tipo de grandezas.

Exemplo 1. Dona Maria recebeu encomendas para fazer bolos. Sabe-se que cada bolo

custa 8 reais. Qual sera o custo de 3 bolos? E de 5 bolos?

Podemos dizer que o niimero de bolos z e o seu custo y = ¢(x) sdo diretamente
proporcionais, pois se aumentarmos uma dessas quantidades, a outra também aumenta e
também ao multiplicarmos uma delas por um niimero n natural qualquer, a outra também

sera multiplicado por n. Entao, y =k - x.

Como y = k - x e sabendo que yy = 8 para o = 1, temos que k = 8.
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Figura 7 — y = 2, com x > 0.

x?

Fonte: Produzido pelo préprio autor, utilizando
o programa Geogebra.

Desta forma, podemos dizer que o custo da encomenda serd y = 8 - x, sendo x a
quantidade de bolos que serdo encomendados. A partir dessa expressao, podemos calcular

o custo da encomenda de qualquer quantidade x de bolos.

Por exemplo, se a encomenda for de 5 bolos, o seu custo sera de 8 - 5 = 40, ou seja,

40 reais.

Exemplo 2. Numa construgao, foram contratados 2 pedreiros que foram capazes de executar
o servico em 40 dias. Desta forma, quantos dias seriam necesséarios, para 4 pedreiros

conseguissem terminar a obra?

Podemos dizer que o niimero de pedreiros x e o tempo gasto y sao inversamente
proporcionais, pois se aumentarmos uma dessas quantidades, a outra quantidade diminuira
e também ao multiplicarmos uma delas por um ntmero n natural qualquer, a outra sera
dividida pelo mesmo n. Entao, y = &

e
Como y = % e sabendo que yo = 40 para zy = 2, temos que k = 80.
Desta forma, podemos dizer que o tempo gasto para fazer a obra serda dado por
Yy = SI—O, sendo z a quantidade de pedreiros e y = f(x) o tempo gasto para execucao da
obra. A partir dessa expressao, podemos calcular o tempo gasto para a execuc¢ao da obra

de qualquer quantidade x de pedreiros.

Por exemplo, se o nimero de pedreiros for 4 pedreiros, para sabermos o tempo

gasto para conclusao da obra, teremos: y = % = 20, ou seja, 20 dias.

Exercicios:
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1) Para encher o reservatério de dgua de um certo condominio, foram utilizadas 4 torneiras
que levam, juntas, 12 horas para o enchimento completo. Supondo-se que a vazao das
torneiras seja sempre a mesma, quanto tempo levaria para que o reservatério do tanque

ficasse cheio com apenas 3 torneiras?
A) 16 horas B) 13 horas C) 12 horas D) 10 horas E) 7 horas

2) Pretendo fazer uma viagem de uma cidade para a outra, com uma velocidade média de
60 km/h, demora-se 3 horas e 40 minutos. Qual seria o tempo gasto se acaso a velocidade
fosse de 100 km/h?

A) 2 horas e 25 minutos
B) 2 horas e 18 minutos
C) 2 horas e 12 minutos
D)
)

E

2 horas e 10 minutos

2 horas e 5 minutos

3) Em uma empresa temos que 25 funcionarios sdo capazes de arquivar 600 processos
diariamente. Se fossem aberta uma contratacdo para mais 10 funcionarios, com a mesma
capacidade que os anteriores, quantos processos seriam arquivados diariamente com a nova
equipe?

A) 450 B) 240 C) 840 D) 585 E) 800

4) Uma certa gréafica aceitou um pedido para realizar a produgdo de uma quantidade
grande de cartazes. Considerou-se que 5 maquinas gastariam 24 horas para concluir todo
o servico. Porém, caso duas dessas méaquinas apresentassem defeito antes do inicio do

servigo, qual serd o tempo necessario para atender o pedido?
A) 30 horas  B) 20 horas ~ C) 26 horas D) 36 horas  E) 40 horas

5) Uma empreiteira foi contratada para a reforma de um prédio. Estimou-se que com 8
funcionarios a reforma demoraria 15 dias para ser concluida. Se ocorresse a contratacio

de mais 2 funcionarios, o tempo necessario para concluir a reforma seria de:
A)10 dias  B)ll dias  C)l12dias  D)13 dias  E)14 dias

Aula 06: Problemas envolvendo Grandezas Diretamente e Inversamente Pro-
porcionais com mais de duas grandezas se relacionando

Sabemos que se duas grandezas x e y sao diretamente proporcionais entao y = k - z.

E, se as grandezas x e y forem inversamente proporcionais, teremos que y = £, em que k é

x?
a constante de proporcionalidade.
Agora, vamos trabalhar com um nimero maior de variaveis. Vamos supor que a
cada grupo de valores dado a (z,y,r) (por exemplo, (x = 2,y = 3,7 = 4)) corresponde

exatamente um valor de z.



51

Dizemos que z é diretamente proporcional a x quando:
- aumentando a grandeza x (mantendo fixas as outras varidveis), a grandeza z também
aumentara;
- ao multiplicarmos x por um ntmero natural n qualquer (mantendo fixas as outras

variaveis), o valor correspondente de z fica multiplicado pelo mesmo nimero n.

De forma analoga, dizemos que z é diretamente proporcional a y.

Dizemos que z ¢ inversamente proporcional a r quando:
- a0 aumentarmos a grandeza r (mantendo fixas as outras varidveis), a grandeza z dimi-
nuira;
- e ao multiplicarmos r por um ntmero natural n qualquer (mantendo fixas as outras

variaveis), o valor correspondente de z fica dividido pelo mesmo ntimero n.

De forma analoga, temos estas definicbes para os casos com numeros diferentes de
variaveis.
Podemos verificar que se uma grandeza z é diretamente proporcional a x e y e

inversamente proporcional a r, entao existe uma constante k tal que

z:kﬁ.

r

A constante k é chamada de constante de proporcionalidade e é o valor de z quando

x=y=r=1.
Esse resultado também vale, analogamente, para um nimero diferente de variaveis.

Costumamos achar o valor de k utilizando os valores dados inicialmente no problema:

20 = k- 2o,
To

Agora, de acordo com o que acabamos de definir, vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 1. Em uma fabrica de brinquedos, 8 homens constroem 20 carrinhos no periodo

de 5 dias. Quantos carrinhos serao fabricados por 4 homens em 15 dias?
Solugao:

Observe que tendo mais homens para construir carrinhos, teremos mais carrinhos
construidos e multiplicando a quantidade de homens por n, também iremos multiplicar
a quantidade de carrinhos por n, sendo n um numero natural qualquer. Desta forma, a

quantidade de homens e a quantidade de carrinhos sao diretamente proporcionais.

Analisando a quantidade de dias e carrinhos construidos, podemos dizer que tendo
mais dias iremos ter mais carrinhos construidos e que multiplicando por n a quantidade
de dias, iremos multiplicar pelo mesmo n o nimero de carrinhos construidos, sendo n um
numero natural qualquer. Desta forma, a quantidade de dias e carrinhos construidos serao

diretamente proporcionais.
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Nesta situacao, teremos dois casos de grandezas diretamente proporcionais. Agora,

como determinaremos a quantidade de carrinhos, tendo 4 homens e um total de 15 dias?

Iremos adotar ¢ como a quantidade final de carrinhos, d a quantidade final de dias
e h a quantidade final de homens. E, ainda, ¢, a quantidade inicial de carrinhos, d, a

quantidade inicial de dias e h, a quantidade inicial de homens.

Adotando k como a quantidade de carrinhos feitas por dia por cada homem, teremos

que
c
k="
dy - h,
e
c
k=——
d-h’
ou seja,
c=k-d-h.
Entao,
c c
F=—"2 =
do-h, d-h
Assim,
0 _
8:-5 4-15
Logo,
20
= — 60 = 30.
‘T

Exemplo 2: Cinco torneiras conseguem encher um reservatério em 8 horas. Quantas
horas serao necessarias para que 10 torneiras encham 4 reservatorios idénticos ao primeiro

reservatorio?
Solugao:

Observe que tendo mais torneiras precisaremos de menos horas para encher um
reservatorio e multiplicando a quantidade de torneiras por n, iremos dividir a quantidade

de horas por n, sendo n um nimero natural qualquer. Desta forma, o nimero de torneiras

e a quantidade de horas sao inversamente proporcionais.

Analisando a quantidade de reservatérios e a quantidade de horas, podemos dizer
que tendo mais reservatorios iremos precisar de mais horas para encher os reservatorios e
que multiplicando por n a quantidade de reservatérios, iremos multiplicar pelo mesmo n o
numero de horas, sendo n um nimero natural qualquer. Desta forma, a quantidade de

reservatorios e a quantidade de horas sao diretamente proporcionais.
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Nesta situacao, teremos um caso de grandezas diretamente proporcionais e outro
caso de grandezas inversamente proporcionais. Agora, como determinaremos a quantidade

de horas, tendo 10 torneiras e um total 4 reservatorios?

Iremos adotar t como a quantidade final de torneiras, h a quantidade final de horas
e r a quantidade final de reservatérios. E, ainda, t, a quantidade inicial de torneiras, h, a

quantidade inicial de horas e r, a quantidade inicial de reservatorios.

Adotando k como a quantidade de horas necessarias para encher um reservatorio

de agua com uma torneira, teremos que

- ho - t,
To
e
po it
r
ou seja,
h=Fk-_.
t
Entao,
h-t  hy-t,
i
Assim,
h-10 8-5
41
Dai,
10 40
41
0 que resulta
h = 16.

Resposta: 16 horas.
Exercicios:

1) Com doze operérios, no periodo de 90 dias, trabalhando 8 horas por dia, conseguem fazer
36 m de tecido. Em quantos dias 15 operarios farao 12 m do mesmo tecido, trabalhando 6

horas por dia?

2) Para produzir um determinado tipo de peca, 8 maquinas idénticas conseguem a produgao
de 300 pegas em 3 dias, em operacao 5 horas por dia. Sabendo-se que duas maquinas
deram defeito, qual serd a quantidade de pecas fabricadas durante 8 dias se as maquinas

restantes ficarem em operacao durante 6 horas por dia?
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A)680 B)700 C)720 D)660  E) 740

3)Numa obra, 20 operarios, em servigo 3 horas por dia, demoram 18 dias para construir
um muro de 400 m. Quanto tempo levara uma equipe de 10 operarios, trabalhando 9

horas por dia, para construir um muro de 200 m?
A) 2 dias B) 4 dias C) 6 dias D) 8 dias E) 10 dias
Aula 7: Grandezas nao proporcionais
Nem sempre duas grandezas A e B serdo diretamente ou inversamente proporcionais.
Exemplo. Seja um quadrado ABCD de lado ¢. Sabe-se que sua area é (2.

Entao, vamos observar a tabela abaixo:

Tabela 4 — Algumas

medidas de lado do

quadrado com sua res-
pectiva area

Lado | Area
1 1

2 4

3 9

4 16
5 25

Fonte: Elaborada pelo
autor.

O valor da area do quadrado depende da medida do lado do quadrado:
A(l) = 2,

E notério que ao multiplicarmos por um nimero natural n qualquer a grandeza
"lado do quadrado", a grandeza "area do quadrado" nao ficard multiplicada e nem dividida

pelo mesmo ntimero natural n.

Desta forma, apesar que a medida que aumentamos uma grandeza a outra aumenta,
nao ocorre a exigéncia de que ao multiplicar uma grandeza por um ndmero natural n
qualquer que a outra grandeza precisaria ser multiplicada ou dividida pelo mesmo niimero
natural n. Portanto, temos grandezas que nao sao nem diretamente nem inversamente

proporcionais.

Vejamos como é o comportamento grafico no caso da comparacao das grandezas

"'lado do quadrado" e "area do quadrado".
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Figura 8 — Relacionando
lado do quadrado com area
do quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor,
utilizando o programa
Geogebra.

E um gréfico do tipo ramo de uma parébola.

Agora, vamos resolver o exercicio que se segue.

1) A 4rea de um circulo é 7 - r?, onde adotamos m = 3,14 e r ¢ o raio do circulo. Sendo
assim, qual sera a area do circulo se a medida do raio for igual a 2 cm? E, se a medida do
raio fosse igual a 6 cm? As grandezas raio e area do circulo sao diretamente proporcionais

ou inversamente proporcionais?



