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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos duas das ferramentas que servem para determinar o
comportamento hiperboélico dos difeomorfismos e homeomorfismos que preservam densidade
de érea definidos sobre superficies riemannianas (suaves compactas e conexas), os quais
respectivamente chamaremos expoente de Lyapunov “classico"e novo expoente de Lyapunov.
Mostraremos algumas das semelhancas e diferencias que estes apresentam: a invariancia do
novo expoente de Lyapunov ao longo da érbita de quase todo ponto em M e a densidade
do conjunto de aplicacoes diferenciaveis com expoente de Lyapunov zero no conjunto dos

homeomorfismos que preservam a densidade de area.

Palavras-chave: Novo expoente de Lyapunov. Homeomorfismos sobre superficies.






ABSTRACT

In this work we present two of the tools that are used to determine the hyperbolic
behavior of the diffeomorphisms and homeomorphisms that dense- areas preserve on
Riemannian surfaces (smooth, compact and connected), which we will respectively we
call Lyapunov “classic” exponent and new Lyapunov exponent. We will show some of the
similarities and differences that they present: the invariance of the new Lyapunov exponent
along the orbit of almost every point in M and the density of the set of differentiable
applications with Lyapunov exponent zero in the set of preserving area homeomorphisms.

Keywords: New Lyapunov exponent. preserving area homeomorphisms.
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1 INTRODUCAO

1.1 MARCO HISTORICO

Grande parte do estudo dos sistemas dindmicos consiste em determinar formas de
descrever o comportamento de expansao e de contragao das aplicagoes definidas sobre

variedades.

A teoria da estabilidade de sistemas dinamicos é uma contribuicao de renomados
matematicos dos séculos XIX e XX, tais como A. M. Lyapunov, H. Poincaré e G. Birkhoff.
Eles pesquisaram sobre o problema geral da estabilidade do movimento. Esses fornecem
teoremas como: o Teorema de Lyapunov, que serve como método para determinar a
estabilidade dos pontos proximos a um ponto de equilibrio; o Teorema de Recorréncia de
Poincaré, o qual estabelece que um sistema do tipo (f,u) onde f: M — M é uma fungao
mensuravel e y ¢ uma medida finita satisfazendo u(B) = u(f~'(B)) para todo subconjunto
mensuravel B com medida positiva, u(B) > 0, a orbita de quase todo ponto em M passa
um numero infinito de vezes pelas vizinhancas do ponto; e o Teorema Ergddico de Birkhoff
afirma que em certos sistemas a medida do tempo de visita de um ponto a um conjunto é

igual & medida do espaco.

Atualmente, uma das ferramentas usadas para determinar o comportamento as-
sintético de sistemas dindmicos diferenciaveis da forma f : S — S, com S um espago
mensuravel de medida g finita f— invariante, é dada pelos expoentes de Lyapunov, visto
que, através desses podemos conhecer o carater divergente, dissipativo ou conservativo de

um sistema dinamico.

A priori, dada uma aplicacao diferenciavel f :.S — S, como acima, o expoente de

Lyapunov em relacao a f no ponto x, é o limite:
1
X" (f,z,v) =limsup —log || D fI"v||, com z€S e veT,S.
m—oo 1M

Onde esse limite define uma funcao x*(f,z,) : 7,5 — R.

Fazendo abuso da notagao, pode-se notar como estes nimeros fornecem boa infor-
macao sobre a expansao e contracao dos comprimentos no espaco tangente, pois escrevendo

X" = xT(x,v), temos que para m suficientemente grande
1 . .
X~ Elog |Df™ implica ™ ~ ||D ™.

Um caso particular do uso desses expoentes é dado por Barreira e Pesin [4]. A esse
respeito, é introduzido o expoente de Lyapunov a fim de caracterizar a estabilidade da
solugdo trivial de uma equagao diferencial linear, & = A(t)z, onde z(t) é um vetor de C" e
A(t) é uma matriz n X n limitada com entradas complexas que dependem continuamente
de t. Além disso, é exposta a teoria dos sistemas dindmicos com expoente de Lyapunov

diferente de zero.
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Em vista que o uso de expoentes de Lyapunov enriquece a teoria de estabilidade, é
interessante estudar sobre quais espagos de fungoes podem se obter conjuntos de aplicagoes

que mostrem os mesmos comportamentos dos expoentes de Lyapunov.

Em relacao a essa afirmacao, J. Bochi em 2002 [8, Teorema A], demonstra o
teorema denominado Teorema de Bochi-Mané, anunciado por Ricardo Mafié, o qual
afirma que no espaco dos difeomorfismos que preservam densidade de area definidos numa
superficie riemanniana S compacta, Diff,,(5), existe um subconjunto residual G5 (i.e. G
é a intersecao de abertos densos) do conjunto dos difeomorfismos que preservam densidade
de 4rea, de classe C*, Diffli(S ), no qual os elementos ou sdo Anosov ou tem expoente de
Lyapunov classico zero. Também mostra, que para qualquer sistema dinamico discreto
composto de um homeomorfismo f: S — S e p uma medida ergédica para f, existe um
subconjunto residual na topologia C° dos cociclos lineares A : S — SL(2, R), onde cada
elemento ou é uniformemente hiperbdlico ou tem expoente de Lyapunov zero para quase

todo ponto, usando a semicontinuidade superiormente da aplicacao
A :Diff u(S) —R
fo e
M

Por outro lado, o expoente de Lyapunov classico é determinado para aplicagoes
diferenciaveis, pois o mesmo precisa da transformacao derivada, logo, resulta que para

homeomorfismos a funcdo x* nao estd bem definida.

1.2 RESULTADOS A DEMONSTRAR

Para o estudo do comportamento das érbitas O¢(x) := {f™(x); m € Z} (de pontos
que estao suficientemente proximos) de homeomorfismos que preservam densidade de
area, definidos numa superficie riemanniana compacta, conexa, suave e sem bordo S, os
portugueses M. Bessa e C. Silva em 2010, definem a nocao de novo expoente de Lyapunov.
Nos discutiremos os Teoremas expostos pelos autores em [6, Teoremas A, 2.4, B e C], os

quais afirmam:

Teorema A: O novo expoente de Lyapunov coincide com o expoente de Lyapunov

classico se a aplicacao for diferenciavel.

Teorema A.1: Assumindo a integrabilidade de algumas func¢oes, o novo expoente
de Lyapunov é invariante para a d6rbita de quase todo ponto na superficie S. (quase
todo ponto significa que o subconjunto de .S, dos pontos que satisfazem a propriedade,

“tem a mesma area que S”).

Teorema B: Existe um subconjunto denso do conjunto de homeomorfismos que
preservam area definidos em uma superficie compacta, conexa e sem bordo’, no qual

todo elemento tem expoente de Lyapunov zero, para Lebesgue quase todo ponto.
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Teorema C: A funcao que associa um homeomorfismo que preserva densidade de
drea equipado com a topologia C?, a integral do seu novo expoente de Lyapunov
superiormente em toda a superficie (com relagdo a medida de area dada pela medida

de Lebesgue), ndo pode ser semicontinua superior, o que difere do caso C*.

Convém ressaltar que as caracteristicas que descrevem os expoentes de Lyapunov (classico

e Novo) sobre espacos de fungoes, é drea fértil de pesquisa nos dias de hoje.

Dentre os resultados mais recentes, encontramos propriedades para a entropia de
sistemas dinamicos, como as dadas por M. Bessa, C. Silva e H. Vilarinho em 2019 [7].
Eles mostram que a férmula de entropia de Pesin se mantém genericamente dentro de um
amplo subconjunto de homeomorfismos bi-Lipschitz que preservam o volume em relacao a
topologia de Lipschitz-Whitney. Por outro lado, M. Viana e J. Yang em 2019 [32], provam
que o teorema de Bochi-Mané é falso, em geral, para cociclos lineares sobre aplicagoes
nao inversiveis, encontrando subconjuntos C%-abertos de cociclos lineares que nao sao

uniformemente hiperbdlicos e com expoentes de Lyapunov limitados por zero.

1.3 ESTRUTURA

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, fornecemos as bases dos conceitos sobre variedades diferencidveis
e a estrutura hiperbélica dos difeomorfismos. Em seguida, introduzimos a medida de
Lebesgue definida para variedades diferenciaveis e alguns dos resultados de teoria ergodica

que consideramos importantes.

No Capitulo 3, apresentamos o expoente de Lyapunov classico, enunciando o
Teorema Ergddico Multiplicativo e mostramos dois resultados sobre a convergéncia uniforme

dos expoentes de Lyapunov classicos.

No Capitulo 4, daremos a definicdo de novo expoente de Lyapunov, e mostraremos,
tomando um difeomorfismo que deixa invariante a medida de Lebesgue, que os expoentes
de Lyapunov classico e novo coincidem. Também mostraremos que existe um subconjunto
denso no conjunto dos homeomorfismos que preservam densidade de area definidos sobre
superficies suaves compactas, conexas sem bordo, Hom,(S). Para finalizar o capitulo,
mostramos que dado um homeomorfismo com novo expoente de Lyapunov zero, existe

uma sequéncia de homeomorfismos perto, que tem novo expoente de Lyapunov nao zero.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns dos conceitos basicos de geometria diferencial
e teoria ergoddica, os quais foram considerados elementos base para o desenvolvimento do
texto, esses ajudaram ao leitor a entender o por que podem ser feitas consideracoes locais

quando queremos entender situacoes sobre uma superficie.

2.1 DIFERENCIABILIDADE ENTRE VARIEDADES

Esta secao é feita para introduzir ao leitor no contexto da diferenciabilidade de
aplicacoes definidas entre variedades diferencidveis, os difeomorfismos hiperbdlicos e os
conjuntos hiperbodlicos, conceitos necessarios no desenvolvimento dos capitulos seguintes.

As demonstragoes e os fatos aqui encontrados podem ser consultados em [1, 12, 13] e
(17, 20].

2.1.1 Variedades diferenciaveis

Defini¢do 2.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensio n e de classe C* é um
par ordenado (M,U) onde M é um espaco topoldgico de Hausdorff, com base enumeravel,
e U é um atlas de dimensio n e classe C* sobre M, isto é, U := {(U,, ¢o)} ¢ uma colegio

de difeomorfismos k—vezes diferenciaveis (de classe C*), ¢, : Uy, — Vi, C R, tais que

1. Cada U, é aberto de M e cada V,, é aberto de R™.
2. Uy Uy = M.

3. A aplicagdo g o o ! (U, NUg) — ¢s(U, N Up) é diferencidvel com inversa
diferencidvel, de classe C*, para quaisquer a e 3 tais que U, N Us # ().

Chamaremos de:

e carta local ou coordenada local, cada par (g, U,);
e parametrizagées as aplicagoes 1
e mudancgas de coordenadas, as transformagoes g o o, !;

e variedade orientdvel a M, se a diferencial de qualquer mudanga de coordenadas,

Dyg o ¢!, tem determinante positivo;

e Variedade suave a uma variedade M tal que cada difeomorfismo nas cartas locais
é de classe C™ (classe C*, para todo k =1,2,...).

No que segue, é usado as duas nogoes: cartas locais e parametrizagoes.
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Proposicao 2.1.1. Para cada ponto p € M na variedade existe uma carta local que

identifica o ponto com a origem.

Com efeito: sejam (@, U,) uma carta local de p € M com ¢,(p) = z e T :
R™ — R™ uma translagdo em R™ definida por T'(y) = y — z. Entao, ji que a aplicagao
Vo =T 0@y : U— T(V,) é um difeomorfismo de classe C*, tal que 1(p) = T o pu(p) =
T(pa(p)) = @alp) — 2 = 0, concluimos que o par (¢,,U,) é uma carta local como
querfamos. Além disso, notemos que dados «, 3 tais que U, N Uz # 0, temos que a
composicao 1 0 1z =T 0 g0 (Topg) ' =T o (pa0¢y') o T é um difeomorfismos
de classe C* e U, U, = M, sendo assim, U’ = (U,, 1)) é um atlas para M.

A partir de agora, se nao precisarmos especificar a dimensao da variedade, escreve-
remos variedade para indicar uma n—variedade. Também, depois de dotar com um atlas

uma variedade M, para cada p € M, escreveremos x = p no lugar de z = ¢(p).

Definigdo 2.1.2 (d-Toro). Para cada d > 1, considere a relagio de equivaléncia em R¢

que identifica dois vetores se a sua diferenca é um vetor com coordenadas inteiras, isto ¢,
(x1,...,2q) ~ (Y1, ..., yq) < (01 — Y1, .., Tq — yq) € Z°.
Chamamos toro de dimensao d ou, simplesmente, d-toro o espaco quociente
T? = RY/Z¢ = (R/Z)? (2.1)
das classes de equivaléncia desta relagao.

Para mais detalhes da defini¢ao, ver [22, p. 71].

Exemplo 2.1.1. O 2-toro ou simplesmente toro, T2, é uma 2—variedade diferencidvel.
De fato:

Vamos dotar a T? com um atlas diferencidvel. Consideremos T? identificado com o
espaco quociente R?/Z? dotado da relagao de equivaléncia definida. Assim, dois pontos
(x,9), (2/,y') em R? pertencem & mesma classe de equivaléncia (x,y) se, e somente se,
(v,y) = (' + k,y + h) para algum (k, h) € Z.

Escreveremos (x,y) mod 1 para indicar o representante da classe de (x,y) em
P~1(T?) N (0,1] x (0,1], onde P é a projegao canonica definida de R?* em T?, que associa
a cada (r,y) € R? sua classe (x,y).

Agora, para cada ponto (z,y) mod 1, tomemos
Ulpyy = B((z,y) mod 1,6) C R?,

de modo que escolhendo § > 0 convenientemente pequeno, podemos dizer menor do que 1/6,
temos que a aplicagoes Yy : Uy) = Uy, com Uy = P(B(z,y) mod 1,4)) C T,

sdo cartas locais sobre T?.
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Definicao 2.1.3. Uma wariedade compacta M é uma variedade que é compacta como

um espaco topoldgico, i.e., toda cobertura aberta admite uma subcobertura finita.

A seguinte caracterizagdo das variedades compactas ajuda, em muitos casos, a

simplificar calculos.

Teorema 2.1.2. Toda variedade M compacta admite um numero finito de cartas locais

que cobrem a variedade.

Demonstrag¢io. Consideremos um atlas U = {(¢q, Us)} como na definigdo de variedade.
Visto que U,U, é uma cobertura aberta de M, pela compacidade de M, existe uma
subcobertura finita U’ = U,,,...,U,, de M. Assim, se escolhermos U’ = {(¢a,, Us,); i =

1,...,m}, temos que U forma um atlas finito sobre M. O
Definicao 2.1.4. Um n-simplexo é o fecho convexo de n+1 pontos de x1, ..., x, 1 € R™.

Definicao 2.1.5. Uma triangulacdo de uma variedade M é uma colecao de n-simplexo
curvilineos (imagens difeomorfas de n-simplex de R™) que cobrem M, de tal modo que
dois quaisquer deles ou nao se intersectam ou tém somente um k-simplexo em comum,

com k < n.

Em particular, numa superficie, isto corresponde a decompor a superficie em

tridngulos (2-simplexo) que s6 compartilham ou um vértice ou um lado.

Teorema 2.1.3. As 2—wvariedades compactas sao triangularizdveis.

Demonstrag¢ao. A demonstragao desse resultado pode ser vista em [13, p. 326], Proposigoes
1e?2. ]

Esse teorema é equivalente a dizer que podemos encontrar uma decomposicao da

superficie, {A;}¥_,, de conjuntos 2-simplex.

Sejam (M, 4;) e (M, 45) duas variedades de classe C*. Dizemos que uma aplicagao
f: My — Ms é continua quando para todo ponto p € M existem uma carta local (U, ) € 4
de uma vizinhanga de p em M; com ¢(p) = 0 e uma carta local (V,9) € 4 de uma
vizinhanca de f(p) em Ms, tal que, a composigao o fop ! : o(U) — (V) é uma

aplicacao continua em 0.

Definicao 2.1.6. Uma aplicacdo continua f : M; — M, é dita diferencidvel de classe

1

C* em M, se, e somente se, a composicao 1 o f o o~! é uma aplicacdo diferencidvel de

classe CF.

Exemplo 2.1.2. Seja A : R? — R? uma transformacao linear invertivel com entradas nos
inteiros. A aplicacdo A : T? — T? definida por:

Axy) = Ax,y), (2.2)
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onde A(x,y) € T? é a classe de equivaléncia do ponto A(z,y) € R? (ver Figura 1), ¢
diferencidvel em T?.

Figura 1 — Homomorfismo no Toro

De fato, seja (x,y) um ponto arbitrario do toro T? e consideremos as cartas locais
de (x,y) e A(x,y), dadas por:

* Vixy) : Uxy) — U('w), tal que (z,w) € Uiy Py P~ Y(z,w)N U(’w), com U(/ac,y) =
B((x,y),9), e

® Paxy) | Uay) = Uy tal que (z,w) € Uz(yy) ¥ Pz, w) N Ul y)» COM

zy)

respectivamente, para algum 0 suficientemente pequeno. Entao, dado que ¢4, 0 Ao

(p(_zly) = A, e A é uma transformagcao linear, temos que A é diferenciavel.
bl

Uy) CT? —2 Ujy) C T

—1 _
%,yﬁ }%m

2 A 2
U(’w) Cc R ——— Ug(myy) cR

Antes de continuar com as propriedades e defini¢oes sobre variedades diferencidveis,
considerando que o desenvolvimento do texto abrange aplicagoes diferenciaveis da forma
f: M — M, convém estabelecer daqui em diante M; = M, e para simplificar a notacao

escreveremos somente ¢ quando nos referirmos a uma carta local (¢, U,).

Definicao 2.1.7. Dada M uma variedade diferenciavel, dizemos que v é uma curva
diferencidvel em M se, e somente se, dada uma carta local ¢, de p, temos que a

composigao ¢, 07 : (—€,€) — R™ é uma aplicacao diferencidvel no ponto 0 com v(0) =p €
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M. Um vetor tangente a variedade num ponto p € M é definido como o vetor tangente

em t = 0 & alguma curva diferencidvel 7 : (—¢,¢) — M com v(0) = p, v'(0) = (o, 0~)'(0).

Definigao 2.1.8. Dizemos que duas curvas diferenciaveis ;, 7, : (—¢,€) — M sao equi-
valentes se (¢ 071)(0) = (¢ 0 72)'(0), para toda carta local de p, ¢ : Uy — V,. Simbo-
lizando por [y] a classe de toda as curvas equivalentes a 7, isto é, [y] := {3 : (—¢,¢) —
M; (¢ ov)'(0) = (poB)(0)}, chamaremos espago tangente a variedade M no ponto p,

a0 espaco quociente

T,M := {[7]; y(—¢,¢) — M diferenciavel com v(0) = p}.

Dada qualquer carta local ¢ : U, — V, do ponto p, com coordenadas = =

(r1,x9,...,1,) em R" a aplicagdo
Dy, : T,M — R"

tal que [7] € T,M — (pa07)'(0) = v € R™ permite identificar o plano tangente a variedade
M no ponto p com R" e fornecer a T}, M, uma estrutura de espago vetorial real munido das

operagoes de soma e produto de um vetor por um nimero real, definidas pelas equagoes:

]+ [8] = D, (D @[7]) + D, (D [ B]),

c[v] =Dy, (cDpyN]),
para todo [v], [f] € T,M e ¢ € R. As quais podem ser vistas como as operagoes usuais em
R™ de soma e produto de um vetor por um escalar.

Dados uma carta local ¢ : U, — V, em M com coordenadas (z1,...,2,) e um

ponto p em U,, indicamos por

{821(19), e 8(;(19)},

a base canoénica de T,M.O vetor béasico o _ 0 (p) é a classe de qualquer caminho ~

ox; ox;
tal que (¢ 07)'(0) = e;.

Denominamos fibrado tangente ao conjunto T'M = {(z,v) € R x R™; z €
M,v € T,M}.

Definicao 2.1.9. Dada uma aplicacao diferenciavel f : M — M, p € M e duas cartas
locais ¢ : U, = V, de petp: U, — V! de f(p) com f(U,) C U., a derivada de f no
ponto p ¢ a aplicacao linear D f, : T,M — T,y M definida em +/(0) = v € R" por:

D fo(v) = [Dyp) " oDepo fop,oDyp(v);
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UcM —s U'cm .M L, T M
gol Jd) D(Wov)ol lD(wofOW)o
VcR" — V' CR"” R" R™
Yo fop~1 D(¢pofor™1) (o)

Logo, D f, : T,M — Ty M € uma transformacao linear cuja matriz pode ser expressa em

relacao as bases canonicas,

{ail(p), o a:fm(p)} e {(;;(p), o 8371(29)}7

dos espagos T, M e T, M respectivamente, como a matriz jacobiana (

D(¢po fop™t) no ponto p.

ox;
Ay,

) da aplicacao

Observacio 1. E bom lembrar que embora a definicao de aplicacio diferencidvel de uma
funcao f definida numa variedade seja um conceito global, este depende das propriedades
locais definidas. Nesse caso, se existirem duas cartas locais de um mesmo ponto p numa
variedade, uma vez que a intersecao de abertos é um conjunto aberto e a as cartas locais
definidas numa variedade restritas a qualquer subconjunto aberto do dominio, sdo também
cartas locais, entao a definicao acima independe da escolha das cartas locais a menos de

uma composi¢ao com um homeomorfismo (mudanga de varidveis).

Observacao 2. A diferencial de uma funcao de g de R” em R num ponto p ,é definido
como o vetor de derivadas parciais da funcao, (8%1(19), . %(p)). No caso que todas
suas derivadas parciais forem continuas, dizemos que Vg, ¢ a gradiente da funcao g no

ponto p.

Definicao 2.1.10. Seja M uma variedade. Dizemos que uma aplicagao f é diferenciavel
em M, se a derivada de f existe para todo ponto p € M. Neste caso, podemos identificar
a derivada de f em cartas locais ¢ : U, — ¢(U,) de pe ¢ : V, — ¢(V,) de f(p) com a
aplicacao D f : U, — L(R™), onde L(R") é o espaco das transformagoes lineares de R"™

em R"”, definida da forma:
Df: pelU, — D f, € L(R")
e(p) = D@ofo gpfl)(soov)o . R® — R™.
Observacao 3. Dizemos que uma aplicacdo é de classe C* quando a aplicacdo derivada
de f, D f, for de classe C*1.

(2.3)

Em virtude que a derivada num ponto pode ser identificada com uma transformagcao
linear de R™ em R" e, lembrando que o espago das transformacoes lineares é um espaco
vetorial normado, quando a aplicagao derivada, D f, for continua, definimos sua norma

nas coordenadas locais como:

1Dflo = sup | D fyll = supsup {| D fyoll: v € B, Jol] = 1).
pEM peEM



23

Aqui, || - ||, denota a norma dos vetores em R™. Em vista disso, poderemos fazer célculos

usando a Desigualdade do Valor Médio em R", enunciada a seguir:

Teorema 2.1.4 (Desigualdade do Valor Médio). Dado um aberto U CR™ e f : U —
R™ uma fungdo diferencidvel em cada ponto do segmento de reta (a,a + v) e tal que a
restri¢io ao fechado [a,a + v] C U seja continua. Se ||D f.|| < M para todo x € [a,a + v]
entao,

[ f(a+v) — (@)l < Mljo]. (2.4)

Dada uma aplicacao diferenciavel f : M — M, denotemos por Spec(f), o conjunto
de todos os A € C tais que det(D f, — AId) = 0, onde Id denota a matriz identidade de M

em M dada nas cartas locais.

Proposicao 2.1.5. Dada uma aplicagio de classe C', f : R™ — R", se ewiste € > 0 tal
que Spec(h) N (—e,€) # 0, entao f € injetora.

Demonstragio. A demonstragao desse resultado pode ser vista em [9, Teorema 1] O

Definicao 2.1.11. Uma métrica riemanniana numa variedade M é uma aplicacao
que associa a cada ponto p € M um produto interno no espago tangente 1,M, ou seja,

uma aplicacao bilinear simétrica da forma
i T,M < T,M — R, (2.5)
tal que:

1. v-, v > 0 para todo vetor nao nulo v € T, M;

2. o produto interno varia diferenciavelmente com o ponto p, no seguinte sentido:
Considerando qualquer carta local ¢, : U, — X, de M e para cada p € U,, podemos
identificar T,M com R?, via Dy,, assim, podemos considerar -, como sendo um
produto interno no espaco euclideano em coordenadas locais. Seja {ej,...,e,} uma
base a de R™. Entao, pedimos que as funcoes g, j(p) = €; -, €; sejam diferenciaveis

para todo par (7, j) e para qualquer escolha da carta local e da base.

Chamamos variedade riemanniana a qualquer variedade munida de uma métrica

riemanniana.

Lembremos que o produto interno em R™ é definido por (v, w) = cos(8)||v|||w]| =

?, vw;, onde 8 = Z(v,w) é o dngulo entre os vetores v e w.

Exemplo 2.1.3. Toda superficie riemanniana suave é uma 2-variedade (superficie). A

prova decorre das defini¢oes de variedade e de variedade riemanniana.
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Definicao 2.1.12. Uma 1-forma diferencial num subconjunto U C R", é uma aplica-

cao w: U — (R™)* que associa a cada ponto € U um funcional linear w, : R” — R.

A notagao (R™)* é usada para simbolizar o espago de todos os funcionais lineares
h:R" — R.

Definicao 2.1.13. Dado U C R™ um aberto, dizemos que uma 1-forma diferencial
w:U — (R)* é
e exata, se existe uma funcao diferenciavel f : U — R tal que df = w;

e localmente exata, se para todo x € U existe uma vizinhanca aberta V' de x para

a qual, w restrita a V' ¢é exata;

e fechada se, e somente se, é localmente exata.

De forma mais geral, podemos definir n—formas diferenciaveis, mas para isso

precisaremos das seguintes defini¢oes:

Definicao 2.1.14. Dados dois espagos vetoriais reais F/, F', uma aplicacdo h : Ex---x E —

F' definida no produto cartesiano de n fatores iguais a E, é n-linear, se
h(zy,...,qx; + Byiy ..., xn) = ah(xy, ... T o T) + BR(1, . Yiy ooy X)

quaisquer que sejam x1,...,T;, Yi,...,Tp € E e a,f €R.

Se além de ser n- linear a aplicacao h satisfaz
hxy, ..., 2. .., 25, ..., 2,) = 0 quando x; = z;

para quaisquer i,j € {1,...,n} com i # j, entdo dizemos que h é uma forma n—linear

alternada.

Exemplo 2.1.4. O determinante de uma matriz real n X n, € uma forma n-linear alternada.

Com efeito:

Sejam x1,...,x, € R" e consideremos det(z1,...,x,) o determinante da matriz
n X n cujas colunas sao os vetores x;. Levando em consideragao as propriedades do
determinante, temos que det é n-linear e alternado. Mais detalhes podem ser consultadas
em [15, cap. 5], [27, p. 308], e [21, cap. 3.

Definicao 2.1.15. A partir de n funcionais lineares fi,..., f, € E*, definimos o produto
exterior desses funcionais, como n-forma linear alternada fy A---A f, : Ex--- x E — R,
definida por:

(fi Ao A fu)(@n, o @) = det(fi(zg)),
onde, a direita temos o determinante da matriz n x n cuja i-ésima linha é o vetor

(fi(zi), ..., fu(z;)) e cuja j-ésima coluna é o vetor (f;(z1),..., fi(zn))-
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Denotando por D,(E) o conjunto de todas a n-formas lineares alternadas sobre FE,

definimos:

Definigao 2.1.16. A aplicagdo A : E* x E*--- E* — D, (FE) dada por A(f1,..., fn) =

fiN--- A f,onde fy A--- A f, é o determinante de uma matriz n x n definida acima.

Definicao 2.1.17. Uma n-forma diferencidvel numa n-variedade M ¢é uma aplica-
cao

w:M— D, (T,M), tal que, z € M — w, € D,(T,M).
Isto é, uma aplicagao tal que que a cada x € M associa uma n—forma linear alternada

w(x) = w, no espago tangente T, M.

Mas especificamente, se consideramos ¢ : Uy — U uma parametrizacao de um

aberto U C M e denotamos por uq, us, ..., u, as coordenadas em U, em cada ponto x € U,
temos x = ¢(u) para algum u € U, e obtemos uma base {%(u)’ e %(u)} C T, M para
o espaco tangente a M em z. Além disso, se denotamos por {duy,...,du,} C (T,M)* a

base do espago (T, M)*, obtemos que cada du;, ¢ uma 1-forma diferencial em U.

Logo, em cada ponto z € M as n-formas du; = du;, A --- A du;, com I = {i; <
coo <.} € {1,2,...,n}, constituem uma base de D,(T,,M). Portanto, qualquer n-forma

diferencial w, definida num ponto z € M, pode ser exprimida da forma:
Wy = Wew) = Y, a;, (w)du;,;.
I

Dada w uma n-forma diferenciavel dizemos que: w é fechada, se dw = 0; w é exata, se
existe uma (n — 1)-forma a em M, tal que dao = w e w é ndo degenerada, se para todo
z € M e todo u# 0 em T,M existe v € T,M, tal que, w,(u,v) # 0.

Definicao 2.1.18. Uma forma simplética numa variedade M é uma 2-forma diferencial

fechada w nao degenerada.

A existéncia de uma forma simplética e a definicdo de 2-forma definida sobre uma
base na variedade M implicam que a dimensao de M é par, dimM = 2n. Por outro lado,
também temos, a partir de w a forma de volume em M, definida como a n-ésima poténcia

de w, wd=wA- Aw.

Definicao 2.1.19. Uma transformacao diferenciavel f : M — M diz-se simplética se ela
preserva a forma simplética, isto é, wy(u,v) = wi)(D f(x)u, D f(x)v) para todo z € M e

quaisquer u,v € T, M.

Uma variedade simplética é um par (M,w) onde M é uma variedade suave e w é

uma forma simplética.

Teorema 2.1.6. Toda superficie riemanniana é uma variedade diferencidvel simplética.
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Dada uma variedade simplética (M,w), o seguinte teorema, fornece uma represen-

tagdo para a forma simplética nas cartas locais:

Teorema 2.1.7. [Teorema de Darboux| Dado um ponto x € M existe uma vizinhanga
U de x no qual todo ponto y € U tem coordenadas (p1,...,Dn,q1,---,Gn) € a forma w pode

ser exprimida na forma candnica em relagdo a base
0 0

77 e ey -

6x1 a{L‘Qn

W = dei/\d%‘

i=1

da sequinte maneira:

Demonstragio. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [20, p. 221]. O

Definicao 2.1.20. Seja M variedades diferenciavel. Uma aplicacao f : M — M é um

homeomorfismo se ela é continua, injetora, sobrejetora e sua inversa f~—! é continua.

Aqui, denotaremos por Homk(]\/[ ) o conjunto dos homeomorfismos de classe C*
(k-vezes diferenciaveis) definidos sobre uma variedade M. Quando a aplicacao f além de
ser continua é diferenciavel e tem inversa diferenciavel, f é chamada de difeomorfismo.
Denotaremos por Diffk(M ), o conjunto de todos os difeomorfismos de classe C¥, para
k > 1 definidos numa variedade M.

Temos em Hom"(M) (respec. Diff*(M)) uma estrutura natural de espaco vetorial

com as operagoes usuais entre fungoes:(f + g)(p) = f(p) + g(p) e (A\f)(p) = A\ f(p) para
f,g € Hom" (M) (respec. f,g € Diff*(M)) e A € R. Esses espacos vetoriais podem ser

vistos como espacos topoldgicos munidos da topologia C° ou da topologia C*, geradas

respectivamente pelas métricas:
do(f,9) == sup {d(f(x), g(x)),d (" (@),g7"(x)) ;2 € M} (2.6)
di(f,9) == sup {do(D’ f(z), D g()), do(D’ f ()", D/ g(w)™");0 < j < kv € M}. (2.7)

Usando essas métricas podem ser definidas as normas C° e C* para todo k > 1 sobre os
espacos Hom" (M) e Diff*(M), da forma:

171l = sup{[L£@)]} = dof£.0)

1 fllx = ;ax L45(1,0),

S SR A ]

onde 0 ¢é a funcao identicamente nula.
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Definicao 2.1.21. Dado € > 0, se duas aplicacoes f,g: M — M de classe C*, com k > 0,
sao tais que,

de(f,9) <e, (2.8)

dizemos que f e g estdo € — C*—perto ou e—perto na topologia C*. Se ndo hé perigo de

confusao, dizemos simplesmente que f e g estao e-perto.

Diremos que uma aplicacdo g : M — M é uma ¢ — C* perturbacdo de f, se
satisfaz a Desigualdade 2.8. No caso que um homeomorfismo ou um difeomorfismo f seja

diferenciavel para todo k& > 0, dizemos que f ¢é de classe C'*° ou suave, respectivamente.

Defini¢do 2.1.22. Uma propriedade é chamada tipica (ou genérica) em Diff*(M), se o
conjunto de pontos que satisfazem a propriedade é um conjunto R C Diffk(M ), resultante

da intersecao enumeravel de conjuntos abertos densos.

Muitos autores denotam a um conjunto o qual é a intersecdo contavel de conjuntos

abertos por Gs-conjunto.

Observacao 4. Propriedades tipicas representam conjuntos os quais sdo grandes no

sentido topoldgico e, em particular, ndao vazios.

2.1.2 Difeomorfismos hiperbdlicos

Dados uma aplicagao f definida numa variedade diferenciavel M e um ponto p € M,
estaremos interessados em determinar se dado um ponto ¢ € M suficientemente préximo
a p e arbitrario, temos que através das iteradas da funcao f, os pontos f™(q) e f™(p)
continuam proéximos, para todo m € N ou 7Z, esta caracterizacao fornece "estabilidade'que
permite generalizar conceitos em vizinhancas de pontos e nao apenas em esses. No caso
das aplicacoes diferenciaveis, uma boa ferramenta é a transformacao linear dada pela

derivada.

Definicao 2.1.23. Uma transformacao linear A : R™ — R" dizemos que é hiperbolica
se, para todo A tal que det(A — AId) = 0, o médulo de A é diferente de 1.

Usando as convencoes dadas pela algebra linear, chamaremos os elementos A que
satisfazem a igualdade acima de autovalores de A e os elementos do conjunto de vetores

v € R", tais que, (A — Ald)v = 0 de autovetores.

Definicao 2.1.24. Dada uma matriz A, em virtude que as solugoes da equagao caracteris-
tica de |, det(| —zId) = 0, sdo raizes de um polinémio ménico, definimos a multiplicidade

do autovalor A como a maior potencia tal que (A — x)? =

Denotemos por Spec(A), o conjunto de todos os autovalores associados a uma

transformagao linear A € L(R™). A seguinte proposigao mostra que Spec(A) nao explode
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a través de uma pequena perturbacao, isto é, que o espectro de A nao explode, queremos
indicar em vizinhancas pequenas ao redor de cada um dos autovalores a multiplicidade

nao ¢ maior que a multiplicidade dos autovalores associados a perturbagao.

Proposicao 2.1.8. Se A é um autovalor de L € L(R") de multiplicidade m, entdo existem
e>0ed >0 tal que , se |T — L|| <0, a soma das multiplicidades dos autovalores de T

contidos na bola de raio € e centro em A é no mdximo igual a m.

Demonstragao. Seja A € Spec(L), entao pelas propriedades da édlgebra linear [10, p. 125],
A é um autovalor do operador complexificado L. Por tanto |\| < ||L|| = ||L||. Logo, se
|T — L|| <1, o conjunto Spec(7") esta contido no interior do disco D de centro na origem
de C e raio 1+ ||L||. Seja V. a unido das bolas de raio € e centro nos elementos de Spec(L).
Seja € D\ V., entdo det(L — p1d) # 0. Por continuidade do determinante existe uma
vizinhanga U de g em C e § > 0, dependendo de p, tal que se |T'— L|| < d e i € U,
entao det(T — p1d) # 0. Portanto, ji ¢ Spec(T). Pela compacidade de D — V, concluimos
que existe § > 0 tal que, se ||T'— L|| < 0 e p € D\ V, entdao det(7 — puld) # 0. Como
Spec(T') C D segue que Spec(T') C V., o que demonstra o lema. ]

Lema 2.1.9. Se A é um autovalor de L € L(R™) de multiplicidade m, entao existe € > 0
e 0 >0 tal que, se ||T' — L|| <6, a soma das multiplicidades dos autovalores de T' contidos

na bola de raio € e centro em A é no mdzximo igual a m

Demonstragio. A demonstragiao desse resultado pode ser vista em [17, p. 58]. O

Definicao 2.1.25. Dados M uma variedade e uma aplicacao f : M — M, dizemos que

xro € M é um ponto periddico se existe um inteiro positivo g, tal que f%(xg) = xo.

Se ¢ for tal que ¢ = min{m € N; f™(zy) = 20}, ¢ é denominado o periodo de x
para f. Quando o periodo q ¢é 1, xy é chamado ponto fixo de f.
Dado f um difeomorfismo definido numa variedade M, dizemos que um ponto
x9g € M é um ponto hiperbdlico periddico para f se xy é um ponto periddico e a
aplicacao,
D ;g : TxOM — Tf"(:co)Ma (29)

é uma aplicacao linear hiperbodlica. A segunda condicao, fornece localmente na variedade

uma estrutura local hiperbélica.

Definicao 2.1.26. Dado um ponto p € M, a orbita de p, é definida como o conjunto
O¢(p) ={f™(p); m € N ou Z}, as vezes também chamada de 6rbita discreta.

As érbitas de pontos periddicos hiperbdlicos sao denominadas orbitas periddicas

hiperbdlicas.
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Definicao 2.1.27. Um ponto fixo, zs, é considerado um ponto assintoticamente

estdvel se, e somente se, para cada vizinhanca N C M de x¢, houver uma vizinhanca
N’ C N de x5 tal que se v € N', O¢(z) C N.

Em outras palavras, z; ¢ assintoticamente estavel, se e somente se, para cada ponto
zr € N, lim,, .o f™(x) = xy. De modo geral, podemos ver que todo ponto z que satisfaz o
limite acima é um ponto fixo para f. De fato, dado um difeomorfismo f, em particular,
ele é continuo, consequentemente

f(z)= f( lim fm(z)> = lim f"(2) = 2. (2.10)

m—o00 m—-+00

Definicao 2.1.28. Dados X um espago topoldgico, f : X — X e p um ponto fixo para f,
se f™(x) — p quando m — oo, entdo dizemos que x é (positivamente) assintdtico a p.
No caso de aplicagoes inversiveis que satisfazem f~"(z) — p quando m — oo, dizemos

que z é (negativamente) assintético a p.

O seguinte teorema denominado Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Principio
da Aplicacao Contragao garante a existéncia de pontos fixos para um tipo particular de

aplicagoes e é uma ferramenta fundamental usada em muitos contextos.

Definicao 2.1.29. Uma aplicacao f : M — M, para a qual existe uma constante 0 < A\ < 1
tal que d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) para todo z,y € M é chamada aplicagdo contracgdo.

Definicao 2.1.30. Dada f: M — M, a fungdo g = f + h com h : M — M define uma
e-perturbacao de f, quando ||hljo < €.

Teorema 2.1.10 (Teorema do Ponto Fixo). Seja X um espago métrico completo. Sob
a ag¢do das iteradas de uma aplicacdo contracao continua f : X — X, todos os pontos
em X convergem exponencialmente a um unico ponto fixo de f. Isto é, para todo x € X,
existe um unico a € X tal que

lim f™(z) = f(a) = a.

m— 00

Demonstragao. Vamos mostra que dado qualquer ponto x € X, a sequéncia {f™(x)},
com m € N, é de Cauchy em f(X), logo, usando o fato que X é um espago métrico
completo, concluiremos que {f™(z)} é uma sequéncia convergente. Depois, tomando

p = lim,, , f™(x) mostraremos que p é o tnico ponto fixo de f.
Seja 0 < A < 1 uma constante tal que d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) para todo z,y € X
entao, como
d(f7(x), /= (x)) < N7Hd(f(2), ),
temos para quaisquer 0 < k < m em R a seguinte desigualdade:

m—k—1

4@, @) S S AP, @) S Y W), )

i=k =0
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Além disso, considerando

m—k=1 m—k-1 o 0o )\k
NSNS VYN =X N =
— — — — 1—A
J j j j
temos que {f,,(z)} é uma sequéncia de Cauchy, pois
k
d(f™(z), f¥(z)) < T 0 quando k — oo.

Agora, dado que p = lim,, oo f™(2) = lim,, oo f™ 1(f(x)), pela unicidade do limite, a

continuidade de f e a Equacao (2.10), temos que f(p) = p é o unico ponto fixo de f. [

Proposicao 2.1.11. Dada uma aplicacio f : M — M de classe C*, comk > 1, sep e M
¢ um ponto periddico de periodo q para f, tal que a derivada de f em p, D f,, é hiperbdlica,
entdo para toda e- perturbacao de f, na topologia C*, existe um tnico ponto periddico de

periodo q perto de p.

Demonstragdo. Primeiramente notemos que pelo Corolario 2.1.1 podemos escolher uma

carta local de p tal que em coordenadas locais p = 0. Consideremos F' sendo a equagao
F=f?-1d. (2.11)

Pela hipétese, DfJ tem autovalores com moédulo diferente de 1, entdo det(D Fy) =
det(Df§ — 1d) # 0. Portanto, usando o Teorema da Aplicagio Inversa (Ver, Lima

[23, p. 295]) nessas coordenadas, F' é um difeomorfismo local.

Por outro lado, consideremos uma e¢ — C! perturbacao de f, g : M — M, assim,
escolhendo U a vizinhanca do 0, onde F' é difeomorfismo, podemos escrever g nessa

vizinhanca, da forma:
g'= - H,
onde [|H[; = max{||[Hllo, | D Hllo} <.

Logo, substituindo 2.11 na ultima expressao,
g9 =F+1d—-H.

Para mostrar que g assim definida tem um ponto fixo, vamos provar que a equacao
r = F(z)+1d(z) — H(z), tem uma tnica solugao perto de p. Para isto observemos que
essa ultima igualdade ¢é equivalente a F(x) = H(z). Visto que F' é invertivel, dizemos que
x é ponto fixo de ¢g? se,

F'H(z) = x.

Agora, diminuindo U, se necessdrio, e escrevendo L = ||[DF~!||y, como consequéncia da

Desigualdade do Valor Médio e da regra da cadeia, temos que existe uma vizinhancga do
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zero, onde

|F7 H(x) = F H(y)|| < | D(FH). |||z — yl|
< [ID Fiy I D H|l[|z — yl|
<[IDF~ oI D Hllo[|z — o
<eLlz—yl,

para todo z,y € U.

Portanto, visto que para € < , a aplicagdo f restrita a bola Vo = {y; [|y|| <

_R
L(I+R)
R} C U, satisfaz:

IF H(y)l| < Le(1 + Jlyll)

R
L (gt ) 0 o

R.

IN

|F= H(z) = P H(y)l| < eLlle -yl =< Ljjz—y| <

[z = yll,

R R
L1+ R) (1+R)

concluimos que F~'H : Vy — V, é uma contracao definida num compacto e, pelo Principio

do Ponto Fixo, existe um tnico zy € V; tal que,
F_IH(LL’f)) = l’f.
O qual termina a prova. O

Definicao 2.1.31. Um difeomorfismo f de M em M é chamado hiperbdlico se para todo
x € M, a transformacao linear D f, é hiperbdlica.
2.1.3 Conjuntos hiperbdlicos

Dados M uma variedade suave, U C M um subconjunto aberto, f : U — M um
difeomorfismo C! sobre a imagem de U, e A C U um subconjunto compacto que satisfaz
f(A) C A, dizemos que A é um conjunto hiperbdlico, se existem C' > 0, A € (0,1) e, para
todo x € A existem subespagos E*(z), E*(z) C T, M que satisfazem:

1. T,M = E*(z) ® E“(z);
2. |ID frrot]] < CX™ ||vf|| ,Vv® € E*(z) e n > 0;

3. [| D fomov] < CA™ oY, Vo € E¥(z) e n > 0;
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Um conjunto A tal que f(A) C A é chamado invariante por f.

Observagao 5. Note que a diferencial contrai os vetores do subespaco E? e expande os

vetores do subespago K.

Estes subespacos assim definidos sao denominados espago estdvel e espaco

instdvel, respectivamente.

Observacgao 6. Usando o comentério acima, e os itens 2. e 3. na defini¢do de conjunto
hiperbélico, podemos identificar A™ como estimativa para a taxa da variagdo da norma
da derivada da evolugao no tempo m da funcao f aplicada nos pontos do plano tangente,

respeito a norma dos pontos no mesmo. Isto ¢,

ID 2 e ID g

< O™, (2.12)
[0 o]

Definicdo 2.1.32. Um difeomorfismo de classe C*, f : M — M, definido numa variedade
compacta é chamado um difeomorfismo Anosov se, e somente se, M é um conjunto

hiperbdlico.

Definigao 2.1.33. Seja A um conjunto compacto f-invariante para uma aplicacao f :
UC M — M, o conjunto A é dito hiperbolicamente repulsor se existe uma métrica

riemanniana em uma vizinhanca de A tal que para todo ponto v € M, || D f || < 1.

Definigao 2.1.34. Seja p um ponto fixo do difeomorfismo f € Diff"(M). Dizemos que p
¢ elementar se 1 nao ¢ autovalor de D f : T,M — Ty, M.

Por definicao de difeomorfismo Anosov, todo ponto fixo de um difeomorfismo

Anosov é elementar.

Proposicao 2.1.12. Seja f € Diff*(M) e p € M wm ponto fizo elementar de f. Existem
N (f) C Diff*(M) vizinhanga de f na topologia C*, U C M wizinhanca de p e uma fungio
continua  : N'(f) — U que, a cada g € N(f), associa um tinico ponto firo. Em particular,

todo ponto fizo elementar é isolado.

Corolario 2.1.13. Todo ponto fixo de um difeomorfismo Anosov € isolado.

2.2 CONCEITOS DE TEORIA ERGODICA

Ao final da se¢ao anterior conseguimos uma estimativa para a média da taxa da
variacado na norma da derivada de uma func¢ao respeito a evolugdo no tempo. Nesta secdo,

apresentaremos outras ferramentas que surgem da teoria ergdédica para obter informacao
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sobre o comportamento exponencial da norma da derivada. Mais detalhes podem ser
encontrados em [5, 16] e [18, 24, 29].

Daqui em diante, adotaremos a defini¢do dada por M. Viana e K. Oliveira em [18§]
de sistema dindmico discreto, o qual é um par (f, ) composto de uma transformagao
mensuravel f : X — X definida em algum espago mensuravel X, e pu é uma medida

f-invariante sobre X.

Um dos interesses fundamentais no estudo de um sistema dinadmico diferenciavel
é o estudo local, o qual pode ser feito através de uma linearizacao adequada do sistema.
Uma vez que estudamos transformagoes diferencidveis definidas em variedades, pode-se
reduzir o estudo do sistema usando a linearizagdo natural que provém da diferencial da
transformacao definida no fibrado tangente. Para entender estes conceitos, enunciaremos
algumas nogoes de teoria da medida, maiores informagoes podem ser encontradas em [14]
ou [5].

Definicao 2.2.1. Dado um conjunto X, uma cole¢ao nao vazia de conjuntos é dita uma

o—adlgebra de conjuntos de X o simplesmente uma oc—algebra de X, se essa satisfaz:

1. 0 Cx;
2.se EC X, E°C X, e

3. se {En}men, € uma sequéncia em X, entao U E,, C X.
meN

Cada um dos elementos de X sao denominados conjuntos mensurdveis. O par

(X, X) é chamado espago mensurdvel.

Exemplo 2.2.1. Suponhamos que X é um espaco topolégico. A menor o-algebra B
que contém todos os conjuntos abertos de X é chamada a o-dlgebra de Borel, e seus

elementos sao chamados conjuntos de Borel ou borelianos.

Definigao 2.2.2. Dado um espago mensuravel (X, X'), uma fungao de conjuntos p : X —
R* U {0} satisfazendo:

2. p(Uy B = X2, n(E;) para qualquer colegdo enumerével de conjuntos de X,

disjuntos dois a dois,
¢ denominada uma medida.

Uma funcao definida sobre o conjunto de partes de X, P(X), que cumpre a condi¢ao

1 e satisfaz as propriedades:

e Se AC B, u(A) < u(B) e
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o 1 (U2, E;) <X, u(F;) para qualquer colegdo enumerével de conjuntos de X,

é chamada medida exterior.

Definicao 2.2.3. Uma medida exterior u em X é dita Borel regular se, e somente se,
os conjuntos de Borel forem mensuraveis para p e cada subconjunto de X estiver contido

em um conjunto de Borel da mesma p-medida.

Qualquer medida definida na o-algebra B de Borel é chamada de medida de Borel.

Um conjunto X, munido de uma o-algebra X e uma medida p, ¢ denominado um

espaco de medida sobre X.

Definigao 2.2.4. Dado um espago de medida (X, X, i1), dizemos que X é um espago de
medida finita se (X) = k < co. Diremos que p é uma medida de probabilidade ou

simplesmente probabilidade, se u(X) = 1.

Corolario 2.2.1. Dado (X, X, u) um espago de medida finita, temos como consequéncia,

a existéncia de uma medida v que é uma probabilidade.

Demonstrag¢ao. Basta considerar, v : X — RT U {0}, tal que

_ H(B)
V(B) = p(X)

para todo B € X. O

Defini¢ao 2.2.5. Sejam (X, X, u) um espaco de medida e P uma propriedade em X.
Dizemos que P ¢ satisfeita em p-quase todo ponto de X ou simplesmente p-q.t.p, se P
vale num conjunto Y C X, tal que, u(X \Y) =0.

Exemplo 2.2.2 (Medida exterior em R™). Primeiro vamos definir a medida exterior
L PR) — Rt em R como segue. Se A é qualquer subconjunto de R, D4 denota a
familia de intervalos abertos limitados (a;, b;) tais que A C U2, (a;, b;). Tomamos para
todo A em P(R),

LA = imE S (b — a). (2.13)

(ai7bi)EDA -1

Podemos verificar que £* é uma medida exterior para R tal que a medida de qualquer

intervalo é seu comprimento usual.

Esta construcao pode ser generalizada a R™. Podemos chamar uma célula P ao
produto de n intervalos Iy X .-+ x I,,. Definimos o n—volume Vol,(P) de P, como o

produto [y - - -1, dos seus comprimentos, [;, 1 <17 < n:

Vol (P) =1y -1, (2.14)
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Se A é qualquer subconjunto de R™, D4 denota a familia de células abertas limitadas

P; tais que A esta contido em U2, (P;). Tomamos

o9}

"(A) = inf L, (P,). 2.1
£ (A) = ing S Vol (P) (215)
A aplicaciio £ é uma medida exterior sobre R” tal que a medida de qualquer célula é seu
n— volume usual. Esta medida exterior é chamada a medida exterior de Lebesgue

sobre R™. Assim, nés podemos identificar para R, £!" com L .

Seja M n a o-algebra de todos os conjuntos mensuraveis de £ . Pode-se verificar
que todo subconjunto Borel de R™ pertence a M n, isto é, B C M » , onde B denota a
colecdo de todos os subconjuntos Borel de R™. A restricio da medida exterior £ a My,

(resp., a B) é uma medida que serda chamada de medida Lebesgue A em (R™, M .+) (resp.,

a (R, B)).

Definicao 2.2.6. Uma medida boreliana p num espacgo topoldgico é regular se, para
todo subconjunto mensuravel B e todo € > 0, existir um conjunto fechado F' e um conjunto
aberto A tais que F C BC Ae u(F\ A) <e.

Teorema 2.2.2. A medida de Lebesque sobre (R, B) é reqular no sentido que:

e a medida de Lebesgue de qualquer subconjunto compacto de R™ é finita;
e para todo subconjunto mensurdvel A, \(A) = inf{\(U): A C U, U aberto};

e para todo subconjunto mensurdvel U, AN(U) = sup{\(K) : K C U, K compacto}.

Demonstragao. A demonstragao desse teorema pode ser vista em [33, p. 51]. ]

Definicao 2.2.7. Sejam M uma variedade, w € Dy (M) uma n-forma diferencidvel em M
e w, uma n-forma sobre o espaco tangente T, M, i.e., w, € A* (T,M). Dizemos que w é

uma n-forma de volume sobre M, se w, # 0 para todo = € M.

Suponhamos que (M,w) é uma variedade orientada e que (U, ¢) é uma carta local
definida em (M, w). Podemos definir a integral [;; w da restrigdo de w a U, mas antes

disso, consideremos a seguinte definicao:

Definicao 2.2.8. Dada uma aplicagao f : M — M, o pullback de uma n-forma diferen-

cidvel w é uma n-forma diferencidvel f*(w) sobre M, tal que, para todo vy, ...,v, € TM,

ffw(v, ..., v,) = w(df (v1),...,df (vy))-



36

Definigao 2.2.9. Como ¢! (w) é uma n-forma sobre ¢(U), que é um conjunto aberto
de R™ dotado de sua orientagdo candnica wy, ela tem a forma ¢! (w) = a(z)dx; ... dz,.

Logo, a integral é definida da forma:

0" (w) = fwy e /Uw = /@(U) a(x)d\(z),

onde f é uma aplicagdo de valor real definida sobre R e A é a medida de Lebesgue sobre
R"™.

Definicao 2.2.10. Uma aplicagdo f : X — X é denominada aplicagc@o mensurdvel

se, e somente se, para todo E C X mensurdvel, f~!(F) ¢ um conjunto mensurével.

Considerando que os homeomorfismos sao fungoes mensuraveis no lugar de pensar
em determinar se a pre-imagem de um conjunto aberto ¢ de novo um conjunto aberto
com a mesma quantidade de pontos, a seguinte definicdo fornece uma ideia de como
determinar se o volume da pre-imagem de um aberto através de um homomorfismo se

mantém invariante.

Definigao 2.2.11. Sejam (X, X, u) um espaco de medida e f : X — X uma aplicacao

mensuravel. Dizemos que a medida p é tnvariante por f (f—invariante) se,

w(E) = p(fY(E)) para todo conjunto mensuravel £ C X. (2.16)

Nesse caso, também dizemos que f preserva u. Quando a funcao f é invertivel,
no sentido que a inversa é uma funcao mensuravel, f deixa invariante a medida u se, e

somente se, u(f~H(F)) = u(E) = u(f(E)). As vezes ¢ natural usar a notagao do pullback
f*u para indicar u(f1(+)).

Observagao 7. Dada uma variedade M com elemento de volume p, denotaremos:

. HomZ(M ), ao conjunto dos homeomorfismos de classe C*, f : M — M, que

preservam a medida u, e

° DiffZ(M ), ao conjunto de todos os difeomorfismos de classe C*, f : M — M, tais

que u € invariante por f.

Teorema 2.2.3. Um difeomorfismo f : S — S, definido numa superficie de classe C' e
compacta, deiza invariante a medida de volume se, e somente se, |det D f| é constante

tgual a 1.
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Demonstracao. Representaremos por vol a medida de Lebesgue, ou medida de volume,
em M. Usando a férmula de mudanga de varidveis, temos que para qualquer conjunto

mensuravel B C M,

vol(f(B)):/f(B) dy:/B\dethx]dx. (2.17)

Por outro lado, aproveitando que f é um um difeomorfismo, temos que em particular f é

mensuravel, logo, f~1(B) é um conjunto mensurdvel em M para todo boreliano B € M.

Portanto, se |det D f,| = 1 para todo = € M temos:
vol(f~1(B)) :/ dy :/ | det D f,|dz = vol(B). (2.18)
f=1(B) B

Reciprocamente, suponhamos por contradi¢do que f é uma aplicagdo que preserva medida,
mas que |det D f,| # 1, para algum z € M. Entéao, pela continuidade da fungao det D f
existe uma vizinhanga U de z tal que |detD f,| > n > 1 para todo x € U. Assim, dado

qualquer boreliano B C U temos:

Uol(f_l(B)):/f1de:/B|dethI|da:2/Bndx>/de:vol(B),

o que é absurdo. Também, se supomos que 1 < 1 em alguma vizinhanca de um ponto

z € M, da mesma forma, pode ser mostrado que vol(f~(B)) < vol(B). O

Um caso especial de medidas invariantes para uma aplicacdo f sao as chamadas

medidas ergddicas.

Definigao 2.2.12. Dados um espaco de medida (X, X, u) e f uma aplicagdo mensuravel,
i é chamada medida ergodica em relagdo a f, se u é f-invariante e para qualquer
conjunto £ € X f-invariante, a medida de E ¢é total ou nula (i.e. pu(E)=0oupu(M\E)=
0).

Oxtoby e Ulam em [26], fornecem um resultado que envolve a ergodicidade no

conjunto Diff\(M) para uma variedade compacta M. Enunciado a seguir.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Oxtoby-Ulam). A ergodicidade é uma propriedade ge-

nérica em Hom,, (M).

Note que, se uma medida p ¢ invariante por uma aplicacao f, entao p é invariante

pelas iteradas de f, ou seja, u(E) = p(f~™(F)) para todo m € N.

Por exemplo, dadas S C R uma superficie riemanniana compacta, conexa, suave,
sem bordo; w uma forma de area sobre S e A a medida induzida pela forma, o par
(S, A), considerando a o—algebra de Borel sobre S, determina o espago de medida, no
qual estaremos interessados para estudar o comportamento de aplicagoes f : S — S
no desenvolvimento do texto, essencialmente, quando A\ é invariante para f, e f for

homeomorfismo.
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Exemplo 2.2.3 (Rotagdes em Toros). A rotagao associada a um vetor 6 = (6,...,0,) é
dada pela aplicacao
Ry :T* =T Ry(x)=x+6. (2.19)

Seja v a medida de volume em R? e seja 7 : R? — T? a projecdo canodnica.Definimos a

medida de Lebesgue no d—toro dada por:
pu(B) = (7 (B) O [ky, ky + 1) x [k, bz + 1) x -+ x [k, ka + 1)), (2.20)
onde k; € Zei=1,2,...,d.

Afirmacgao 1. A medida p € invariante por Ry para todo 6.

De fato: Primeiramente, notemos que dado B um subconjunto mensuravel em T?

o lado direito da igualdade (2.20) é independente dos ks pois,
= (B)N ([kl, ki+1) x -+ X [k, ka + 1)) =7 YB)N[0, 1)+ (ki, ko, ..., kg).
Logo, como a medida de Lebesgue v é invariante por translagoes, temos que

u(B) = v(x~(B) N[0, 1)%).

Por outro lado, pela defini¢io, temos 7~ 1(R, ' (B)) = 7~1(B) — para todo conjunto men-
suravel B € T?. Logo, se ki, ka, ..., kg sdo a parte inteira de 6y, 05, .. ., 0,, respectivamente,

consideramos que

v(m Y (B) =) N[0, )Y = v(x " (B) N [01,0; + 1) X - X [0g, 04+ 1))
=v(r  (B)N [0,k +1) x -+ x [0g, kg + 1)) + (2.21)
v (B)N [k 4+ 1,0, + 1) x -+ X [kg + 1,04 + 1)),

com,
T BNk +1,0 +1) X - x [kg+ 1,04+ 1) = (71 (B) N [k, 01) x - X [kg,0q)) + 1
Dai, e pela invariancia por translagoes de v, temos que

v (B)N [k 4+ 1,00 +1) x -+ x [kg + 1,0+ 1))
= v((~NB) N [k, 01) X -+ % [ka, 0a)) + 1)
= V(?T_I(B) N [k1,01) X oo X [k:d,é’d)).

Portanto, substituindo essa ultima igualdade no lado direito de (2.21), temos:

Ry (B)) = v((x~H(B) —6) N [0,1))
= v(7 7 (B) N [ky by + 1) - x [k kg + 1))
=v(r Y(B)N[0,1)%)

(
= pu(B).
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O qual mostra que p é invariante pela rotacao Ry, e como # é arbitrario, isso termina a

demonstracao.

E tentador pensar que dada uma variedade nao existem medidas invariantes para
funcoes definidas na variedade. Porém, o teorema a seguir afirma que, sob certas condigoes

no espago, para uma funcao continua ha pelo menos uma medida invariante.

Teorema 2.2.5 (Existéncia de medidas invariantes). Dada uma aplicacao continua,
f: M — M, definida num espagco métrico compacto, existe pelo menos uma medida de

probabilidade em M que é invariante por f.
Demonstragio. A demonstragao desse resultado pode ser vista em [18, cap. 2. O]

Contudo, a medida oriunda do teorema anterior nem sempre é a medida que se
quer estudar. Nesse sentido, se f : X — X é um difeomorfismo, para uma medida fixa

invariante por f definimos o seguinte conceito:

Definigao 2.2.13. Seja (f, 1) um sistema dindmico, com f : X — X. Dado um conjunto

E C X, dizemos que um ponto = € F é recorrente, se existe m € N tal que f(x) € E.

Conforme [11] uma das condigoes necessérias para que um sistema seja cadtico é a
densidade do conjunto das érbitas periédicas num sistema caodtico, portanto, o conjunto

dos pontos recorrentes também.

O seguinte teorema estabelece sob quais condi¢oes os pontos do dominio de um

sistema dindmico sdo recorrentes.

Teorema 2.2.6 (Recorréncia de Poincaré). Seja f : X — X uma aplicag¢ao mensurdvel
e seja p uma medida finita invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel, E C X
com medida positiva, W(F) > 0, para p-q.t.p. © € E ezxistem infinitos valores de m € N

para os quais f™(x) também estd em E.
Demonstragao. A demonstragao desse resultado pode ser vista em [18, p.4]. ]

Notemos que, se x € M é um dos pontos em E que retorna infinitas vezes entao,
podemos construir uma sequéncia crescente n; — oo em N tal que f, () — . Pelo
Teorema 2.2.2, podemos afirmar que se S C R™ é um conjunto compacto, entdo a medida
de Lebesgue de S é finita, ou seja, A(S) < +00. O mesmo para variedades compactas M.
Logo, se f: M — M é uma aplicagdo que preserva a medida de Lebesgue, pelo Teorema
de Recorréncia de Poincaré, qualquer subconjunto mensuravel de medida positiva em M,
tem pontos recorrentes, mas isso quer dizer que existe um subconjunto Sy de S (respec.
My de M) com medida total, A(Sp) = A(S) (respec. A\(My) = A(M)), no qual todo ponto

é recorrente.
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Dado um conjunto £ com medida positiva, pelo Teorema 2.2.6, temos que

p(fH(E)) > 0.

Portanto, usando iteradas vezes o Teorema 2.2.6, concluimos que

0 < p(E) = p(fH(E) = pu(f(E) == puf(E)),

para todo j € N.

Dado um conjunto £ C M, para cada ponto x € E podemos determinar o tempo

médio de visita do ponto = ao conjunto F, encontrando (se existir), o limite

m—1
(2, E) = dim z; v o f(z),
]:
onde pp(z) =1,se x € E e pp(z) =0, se z ¢ E. A seguinte definigdo e os dos seguintes
resultados sao ferramentas que inspiraram resultados fortes da teoria ergodica, os mesmos

servem para determinar quando o limite acima existe.

Defini¢ao 2.2.14. Seja {¢n}n uma sequéncia de fungoes ¢, : M — R para todo
m € N. Dizemos que {¢,}m é uma sequéncia subaditiva para uma aplicagdo mensurével

f: M — M se, e somente se,
Omak < ©m + pr o [ para todo m,n € N.

Teorema 2.2.7. [Teorema Ergodico Subaditivo de Kingman/ Dados um sistema
dinamico (f, 1) € {om}men, uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis subaditiva tal que

o1 € L' (), entdo, existe uma fungdo mensurdvel ¢ : M — [—o00, +00) tal que,
(Om/Mm)m —> @, para pp— q.t.p x € M. (2.22)

Além disso, se ot € L'(u) temos que
.1 |
/sodu = ggnoo%/sf?mdu = nf — /samdu € [~00,00). (2.23)

Demonstragao. A prova deste resultado apresentada por Avila e Bochi em [3], também

pode ser consultada em [18, p. 79 a 84]. ]

Por exemplo, se (f, 1) é um sistema dindmico e ¢ : M — R é uma func¢ao integravel,

notemos que
em(@) =Y o(F()),

Jj=0
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satisfaz,
m+k
Gassla) = > olP)
S e+ S (i) (2.24)

J=0 J=k+1
= _o(f (@) + X e(f™ (@),
j=0 j=1
o qual mostra que {p,,},, é uma sequencia subaditiva para f. Logo, pelo teorema de

Kingman concluimos
1 m= 1

p(x) = nlbgnoog Z p(f(x
‘ 1 1
/sodu = T}L@wg/wmdu = inf E/somdu € [—~00,+00). (2.25)

Este resultado da origem ao seguinte teorema:
Teorema 2.2.8. [Teorema Ergddico de Birkhoff] Dado um sistema dindmico (f, i)
e dada qualquer funcao integrdvel p : M — R, o limite,

1m1

o(z) = lim Z o(f(z

m—-+0oo M,

existe para j—quase todo ponto x € M. E ¢ definida dessa forma € integrdvel e satisfaz

/w )dpu(x /90 )dp(x
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3 EXPOENTES DE LYAPUNOV

Neste capitulo apresentamos a defini¢ao de cociclos lineares, com o proposito de
construir a partir destes os expoentes de Lyapunov [4], [20], [31] . Além disso, mostramos
e enunciamos algumas das propriedades conhecidas. Maiores informagoes podem ser

encontradas em [8], [30].

3.1 COCICLOS LINEARES E EXPOENTES DE LYAPUNOV.

Seja GL(n,R) o conjunto das transformagoes lineares inversiveis de R”. Dadas uma
aplicacdo mensuravel e invertivel f : M — M que preserva uma medida pu, para qualquer
fungdo mensurdvel, A : M — GL(n,R), a fungdo, A : M x Z — GL(n,R), definida da

forma,

Ale,m) = AP () AF=2(2) -~ Ala) om0
A, m) = AP @) AT @) AT @) sem< 0, (821)
A(z,0) = Id(x), se m =0,

¢ denominada cociclo linear mensurdvel sobre f, ou simplesmente cociclo.

Propriedades: Notemos que, dado x € M e m, k € Z o cociclo A satisfaz:
A(z,m+ k) = A(f™(x), k)A(z,m). (S.2.2)
De fato: Se m, k > 0, temos que

A(z,m+k) = A(f™H (@) - A(f™ (@) A(f" (@) - Al)
= A" (@) - A (@) A(F" () - Al)
A(f™ (), k) Az, m)

Se m, k < 0, temos que
Ala,m+k) = A(f" (@)™ A @) A (@) A (@) T AT )T
= AP )T AT ()

A(f™(x), k)
A(f™ ()T A @) T AT @)
Az, m)

Além disso, se considerarmos m > 0 > k e m + k > 0 temos por um lado que,

Alz,m + k) = A(f" @) - A(f*(2) A(f (2)) A(x),
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e pelo outro,
A(f™ (@) k) = A (™ (@) 7 AT (@) 7
Alz,m) = A(f"H(2) A(f" 3 (2)) - Az).
Logo, tomando j = m + k > 0, temos
A(f™ (@), k) Az, m) = ACFE(fF™ ()7 AP (@)
A(fm () - Alz)
= A(f/ (@)~ A (@) A (@) T A (@)
A @) A(F (@) A () -+ Alw)
= A(z,m + k).

Pois,
A(f (@)™ AN @) A (@) - AT () AP (o) = 1d.
Além disso, note que A satisfaz:
Az, 1) = A(x). (3.1)

Definicao 3.1.1. A aplicagao A é o gerador do cociclo A.

Dado um cociclo A sobre f podemos construir uma extensao linear F' de f, definida

em M x R", da forma:
F(z,v) = (f(2), A(z)v) = (f(2), Az, 1)v).
Logo, dado qualquer inteiro m € Z a m—ésima iterada de F' é
F™(z,v) = (f"(z), A(x,m)v).
Portanto, a extensao F' gera um cociclo.

Definicao 3.1.2. Uma fun¢ao mensuravel H : M — GL(n,R) é dita temperada com

respeito a f, ou simplesmente temperada, se para quase todo x € M
. 1 m +1)
Jim_ L log [H (7 ()| = 0. (3.2

Em particular, todo cociclo A sobre f, gerado por uma aplicacao temperada, é

uma aplicagao temperada.

Definigao 3.1.3. Se A, B : M — GL(n,R) sao duas fun¢bes mensuréaveis que geram
respectivamente os cociclos A e B sobre f, dizemos que A e B sdo equivalentes se, e
somente se, existe uma funcao temperada, H : M — GL(n,R), tal que para quase todo
x € M satisfaz

Ax) = [H(f(2))] " B(2)H(z).
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A relacao assim definida é de equivaléncia, de fato:

i) é reflexiva, ji que a funcdo constante H : M — GL(n,R) definida por, x € M —
H(z) = 1d, é fungdo temperada para f e satisfaz (3.2). De fato, como

. 1 m +1) 71 1 +1
lim_ — log ||[H (f"(2))]*!]| = lim — log||[1d]*'|| = 0.

m—o0 M,

H(z) = Id é temperada para f e
A(x) = [Id] " A(z) Id.

ii) é simétrica uma vez que A e B sdo equivalentes, pois, existe H4 : M — GL(n,R)

tal que

AGw) = [Ha(F" @) B@)Hale) e Tim_ —log |[[Ha(/"(2)*!] = 0

entdo, se tomarmos Hp = [H4]™!, temos

i, o ()] = Jm 108 (a7 ) =0

m—oo m,

B(z) = [Hp(f(2))] " Alz) Hp(x).

iii) é transitiva. Suponhamos A relacionada com B e B relacionada com Z, entdo

existem
Hy - M — GL(n,R) e Hg : M — GL(n,R),

tais que
A(z) = [Ha(f(2))] "' B(w)Ha(z) e B(x) = [Hp(f(2))] ' Z(z) Hp(x).
Assim, se tomamos H = HyHp : M — GL(n,R), consequentemente, temos

i —log [ (" ()] = Yim_ —log | [HAHa (/" (@)

m—00 m—00

< Tim_— log [[[Ha(f™ (@) [ [Hs (£ ()]

m—oo m,

= tim - [log JIFLA(F (@) + log L FLa( S ()]

=0

e Alw) = [Hp(f(2) Ha(f (2))] " Z(x) [Hp(f (2)) Ha(f(x))]. Portanto, A ¢ Z sio

equivalentes.

Dizemos que o cociclo A é rigido se é equivalente ao cociclo independente de x, isto é, se

é dado pelas poténcias de uma tnica matriz.
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Lema 3.1.1. Sejam f : M — M uma transformagdio que preserva medida e H : M —

GL(n,R) uma aplicagio mensurdvel. Se denotamos por
g(x) = max{log || H (x)|, log [|[H ()] ""[|} para todo v € M
e g ¢ integrdavel em M, entao, H ¢ fungdo temperada respeito a f.

Demonstragio. Tomemos g(x) = log||H(x)||, por hipdtese g (x) é integravel. Logo,
aplicando o Teorema Ergddico de Birkhoff temos que, para quase todo ponto x € M, o

limite do lado esquerdo na seguinte expressao existe, e

1 m—1 1 m
Jm o S g [H(FH )l = Jim > log | (0]
) 1 . m—1
= i flog [H(F™ ()] + 3 tog | (7)) ]
k=0
Portanto, lim, . —log [|[[H(f™(2))]|| = 0. Analogamente, se g(x) = log ||[H (z)] |
obtemos o que queriamos. O

Definicao 3.1.4. Para um cociclo A : M — GL(n,R) sobre a transformacao f : M — M
e para (z,v) € M x R"\ {0} o nimero,

1
xH(z,v, A) := X" (z,v) := limsup . log || A(z, m)v||,
m—ro0

é chamado de expoente de Lyapunov superior de (z,v) respeito ao cociclo A. Por
definigdo, escreveremos x T (x,0) = —oo sendo o exponente de Lyapunov para o vetor v = 0.

Se além disso, existe o limite,

1
i = +
ol log [l A(z, m)vl| = X7 (z, v),

entdo o nimero x " (x,v) é chamado de expoente de Lyapunov de (x,v) respeito ao cociclo

A.
Lema 3.1.2. Dado um cociclo A sobre f:
1. para (z,v) € M x R™ e A € R\ {0} temos xT(x,v) = X" (x, \v);
2. sev,w € R", entao x*(z,v +w) < max{x"(z,v), x"(z,w)};
3. se xt(z,v) # X (z,w), entdo x*(z,v 4+ w) = max{x" (z,v), X" (z,w)};

4. o conjunto dos valores {x*(z,v); (z,v) € M x R} € finito, com cardinal menor ou

tqual d dimensao de M.

Demonstragdo. Aproveitando as propriedades do logaritmo e a linearidade de A é facil

verificar as propriedades acima, de fato:
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1
Xt (z, ) := limsup — log ||A(z, m)\v||
m—oo 11
1
= limsup — log |A|||A(z, m)v]|
m—oo 1N
1
= limsup — | log |A| + log || A(z, m)v||
m—oo 11

= XJr(va)'

2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que || A(z,m)v| < || A(z,m)w||, entdo
como

1
Xt (z,v) := limsup — log || A(z, m)v||
m—oo 1N

1
< limsup — log || A(z, m)wl||
m—oo 1N

= X" (z,w),

usando a linearidade de A(z,-) e a propriedade 1, temos:

1
X (z, v+ w) = limsup %HA(L m)(v + w)||

m—r00

1
= limsup — log || A(xz, m)v + A(z, m)w||
m—oo 1
1
< timsup Lo | [ Az, m)o] + | Az, m)ul]
m—oo 1N
1
< limsup — log {2 ||A(:v,m)w||}
m—oo 1N
1
= limsup — log || A(z, m)w||
m—oo 1N

= X" (z,w)
= max{x" (z,v), X" (z,w)}.
3. Para esta propriedade suponhamos que || A(z, m)v| < |A(z, m)w]||, entao, pelas
propriedades 1 e 2 temos:
X" (0 +w) < X7 (z,w)
= X" (z,w+v—0)
< max{x" (z,w+v),x" (z,—v)}
= max{x " (z,w +v),x"(z,v)}.
Além disso, notemos que x*(z,v +w) > x*(z,v), pois caso contrario teriamos:
Xz, w) = xH (e, w+v—v)
< max{x"(z,v +w), X (x,v)}
=X"(z,v),
o qual é absurdo. Por tanto, x*(z,v+w) < xT(z,v+w) < xT(z,w) < xH(z,v+w)

conclui o que queriamos.
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4. Primeiro vamos mostrar que se o conjunto A = {vy,...,vg;v; € R"\ {0} e k <n}
satisfaz x*(z,v;) # x*(z,v;) para todo i # j, entdo o conjunto A ¢é linearmente
independente. De fato, suponhamos por absurdo que existem g, ..., a; € R, ndo
todos nulos, tais que, ajv; + - - - + v, = 0 entao,

—+ _ ot _
X (z,0qv1 + - -+ agug) = X (2,0) = —oc0.
Além disso, pela propriedade 3 podemos indutivamente mostrar que
Xz, a0 + - + agoy) = max{x"(z,v;);i=1,...,k}.
Portanto,

X (@, vy + - + agvg) = max{x*(z,v;);i =1,...,k} # —o0.

Mas isso é absurdo. Em consequéncia, a1v; + - - - + agvy é igual zero se, e somente

se, a; = 0, para todo i = 1,...,k, ou seja, A é linearmente independente.
m

Seja f : M — M uma transformacao mensuravel e seja p uma probabilidade
invariante por f. Sejam 0 : M — GL(n,R) e, 67! : M — GL(n,R) a aplicacao definida

por §~1(x) = matriz inversa de 6(x). Consideremos também,

¢ (x) =0 ("N (2)) - 0(f(@)0(x) e ¢ "(x)= inversade " (f"(x)) (3.3)

para todo m > 1 e o € M, os cociclos generados por e =1, respectivamente. Nestas

condic¢Oes temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.3 (Teorema de Furstenberg-Kesten). Se log™ ||| € integrdvel, entdo

1
Amax(2) = lim_— log [|¢™ (z)]

m—0o0 M,

existe em p-quase todo ponto. Também, \i € integravel e

.1 m el m
[ i = lim_ = [log 6| du = inf — [ 10g [l6”| dp.

Além disso, se log™ ||07Y|| € integrdvel, o limite

existe em ( -quase todo ponto. Também, Ay € integravel e

[ A= i % frogo~] =L frog o]
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Demonstracao. Basta observar que por definicao de cociclo as sequéncias

om(z) =log " ()| e @n"(z) = log |6 ()

sao subaditivas para f, logo, usando o Teorema Ergddico de Kingman, obtemos o resultado.
O

Corolario 3.1.4. Dado A um cociclo, para cada nimero real x e cada x € M, o conjunto
E,(z) :={v e R x"(z,v) < x}

¢ um subespago vetorial de R™, e se x1 > x2, entao E,,(x) C E,,(z).

Demonstragdo. Segue do Lema 3.1.2. O]

Além disso, como consequéncia, para cada x € M existe um inteiro s(z) < n, uma

colecao de nuimeros
X1(2) < xa(z) <o < Xs@) (2),

e subespagos vetoriais (lineares)
10} C By@) C Exow) © -+ C By = R,

tais que, para qualquer v € E,, . (x) \ Ey,(z), x*(2,v) = xi1(2).

Chamaremos de

1. expoente de Lyapunov superior em x respeito ao cociclo A, os nimeros x;(x)
para todo ¢ € {1,...,s"(2)};

2. filtragdo em x associado ao cociclo A, a cadeia encaixada de subespacos E,.;
3. multiplicidade do expoente x;(x), o nimero
li(z) =dim B\, (z) — dim £, ,(z),
com l;(;) dependendo de x;(x);

4. espectro de A em x, a colecao de pares dada por
Spe A ={(xi(x),l;(x));i=1,...,s(x)}.

Exemplo 3.1.1. Seja M = {z} um conjunto que consiste de apenas um elemento. Se
A € GL(n,R), entao, A(z,m) = A™(x) e os expoentes de Lyapunov superiores estao
dados pelo logaritmo dos autovalores da matriz A. Ainda mais, temos que o limite sempre

existe.
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De fato: suponhamos que {\1, Ag, ..., \;} sdo os autovalores sem multiplicidades

da matriz A(x), com s < n e sejam vy,’s, com i = 1,..., s os respetivos autovetores, entao
— . 1
Xi (z,uy,) = hm Lsup E log || A(z, m)vy,||

= timsup log [ A (x)uy |

m— 00

1
= lim sup — log || A" vy, ||
m—oo M

1
= lim sup — log | A"

m—r0o0

= lim sup log | AL/
m—r0o0

= limsuplog |\;| = log |\
m—r0o0

Proposicao 3.1.5. Se A e B sdo dois cociclos equivalentes sobre uma transformacao que

preserva medida f : M — M, entdo para quase todo x € M temos

Sp, A= Sp.B.

Demonstragdao. Seja Ha : M — GL(n,R) uma transformagao temperada para f, tal que,

A(z) = [Ha(f(2))]"' B(x)Ha(z).

Entao,
Alz,m) = A(f" (@) A(f"(2)) - Alw)
= H(f™(@) ' B @) H(f" () - H(f(x)) " B(f(x))H ()
= H(f™(2)"'B(f" " (x)) - B(f(x))H(x)
= H(f™(x))"'B(z,m)- - H(z)
Portanto,

1
i (z,v,A) = hmsup—logHA(x m)||

m—0o0

<hmsupi log [|[Ha(f™ ()] || + log |B(z, m)v|| + log || Ha(x)[] |-

m—00
Analogamente, usando a simetria da relacdo de equivaléncia, obtemos que Hp = H "
é uma transformacao temperada respeito a f do cociclo B. Assim, pela desigualdade

anterior temos que
1
Xt (@, v, B) = limsup — log || Bz, m)o|
m—oo T
: 1 m _
< limsup — [log ILHB(f™ (2))] 7| + log | A(z, m)v|| + log ||HB(rv)H]
— lim sup[log ILHACF @) + Yog A, m)o] -+ log [[Ha(w) ]

mM—r00

S X’L (l',U,A)-
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Dado um sistema dindmico (f, M, B, 1) com f € Diff*(S) e (M, B, 1) um espaco de
medida de probabilidade, aproveitando a linearidade da transformacao derivada, podemos
construir o cociclo derivada e, a partir disso, definir o expoente de Lyapunov para esses

sistemas dinamicos.

Exemplo 3.1.2. Seja f : M — M um difeomorfismo, definido sobre uma variedade
riemanniana M compacta, sem bordo, e que preserva a probabilidade de Lebesgue . Pela
compacidade da variedade, podemos representar M como a unido finita U;A\;, de copias

/A\; de n-simplex, tais que

1. em cada A\; pela compacidade da variedade, é possivel introduzir coordenadas locais

tais que os fibrados tangentes T'/\; podem ser identificados com A\; x R" para todo i;

2. qualquer intersecao nao vazia A\; N A, para ¢ # j, ¢ uma subvariedade de dimensao

menor ou igual a n — 1. E como consequéncia de medida zero.

Assim, considerando a afirmacao acima, em cada A; a derivada de f, D f : AA; — R" gera
o cociclo derivada. Dai, em vista que, M = U;/\;, a transformagdo D f : M — GL(n,R),
tal que x € M — D f, : R® — R” em coordenadas locais, pode ser expressa como a

transformacao geradora do cociclo derivada, dado por
A(z,m) =D f". (3.4)

Além disso, sabemos que a definicao de derivada nao depende da escolha das
parametrizacoes, mas a definicdo de cociclo dada acima depende também da decomposicao
{A\;};. Mas pela propriedade 1 da decomposi¢do podemos ver que o resultado pode ser

reduzido as coordenadas locais.

Para mostrar isso, suponhamos M uma variedade diferencidvel, f € Diff*(M)

para k > 1 e consideremos as seguintes coordenadas locais em M e f(M), (z1,...,x,) €
(y1,- .., Yn) respectivamente. Agora, tomemos outras coordenadas compativeis (z,...,z)
e (yy,...,y,) de M e de f(M), respectivamente. Denotaremos por ¢, € ¢y, as matrizes

de mudanca de coordenadas = +— z’ e y — ¥ respectivamente. Também denotemos por
fzy a funcao f indo de M — M em coordenadas x — y e fyr,y a funcao f indo de M — M

em coordenadas 2’ — y'. Entao
fa:y = Qy'y © fm’y’ O Pra!-
Sendo assim, considerando que f é de classe C* com k > 1, temos
D fmy =D Soy’y(fw,y,wm,) oD fm’ygvml) oD P! - (35)

Finalmente, considerando que a mudanca de coordenadas que envia uma representagao

em outra é uma fungao invertivel, continua, uniformemente limitada e D ¢, é a inversa
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da derivada de ¢,/,, que é também uniformemente limitada, usamos o Lema 3.1.1 para
obter que a mudanca de coordenadas ¢ uma funcao temperada para f, o qual conclui a

demostragao.

Por outro lado, para cada x € S e v € T,.S o expoente de Lyapunov para f do

par (x,v), considerando o cociclo derivada, é dado por
+ : 1 m
X" (f,z,v) = limsup — log || D f"v]|. (3.6)
m—oo 11

Com a convengao para v =0, x7(f,z,0) = —o0.

2 1
1
A(x,y) = A(x,y) é um difeomorfismo de Anosov, com expoentes de Lyapunov: x;(z) =

log(A1) = log(3572) e x»(x) = log(A2) = log(3572).

Exemplo 3.1.3. Seja a matriz A = ( ) A aplicacdo A : T? — T? dada por

Com efeito: iniciamos mostrando que A é uma aplicagdo Anosov.

Sejam (x,y) mod 1 as coordenadas locais de um ponto (x,y) em T?, fornecidas
pelas cartas locais definidas no Exemplo 2.1.1. Pela defini¢ao da diferencial entre superficies,
nessas coordenadas, a derivada de A, Dfl(x,y), coincide com a matriz A. Além disso,

calculando os autovalores de A,

At

Visto que, [A;| <1 e |A\y] > 1, podemos concluir:

1. A é uma transformacao linear hiperbdlica;
2. 0 espaco E), gerado pelo autovetor associado a A; é tal que D A(E,) = Ei;
3. o espaco E), gerado pelo autovetor associado a A é tal que D A(Eg) = FEy;

4, T(x,y)S =L\, @ E,,.
Também, notemos que

5. ID ALy ()l = [|A™(@v)|| = lal[A™ ()] = [alAT oa | = A [[lafox, | = AP[lv]
para todo v € E), e m € Z;

6. | Dﬁay)(v)H = A\'||v|| para todo v € E), e m € Z;
7. A(T?) = T2

Logo, pelas afirmagoes acima temos que A é um difeomorfismo Anosov.
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Por outro lado, consideremos a aplicacio A : T? — GL(2,R), tal que (x,y) €
T? — Df_l(x,y) = A. Assim, tomando o cociclo derivada definido no Exemplo 3.1.2, o

expoente de Lyapunov superior associado ao cociclo gerado por D A, é dado por

(

1 - 1
X" (7,v) = limsup — log [| D AT, ,yv|| = lim sup — log || A™v]. (3.7)
m—oo MM ’ m—oo MM

Isto é, os expoentes de Lyapunov para A em qualquer ponto (x,y) € T?, em coordenadas
locais, e v € R?, sdo equivalentes aos expoentes de Lyapunov dados pelo cociclo gerado

pela matriz A, avaliado nos autovetores vy, e vy,.

Pois, pela propriedade 3 acima, qualquer vetor em T(xﬁy)TQ pode ser expresso da
forma v = vy 4+ vo para Unicos vy, € Fy e v9 € Fy. Logo, pelo Lema 3.1.2 o expoente de

Lyapunov para v é dado por

X+($,v) = X+($,v1 + U2) = X+(5L‘7 avy, + BUM) = max{x+(:t, U/\1)7 X+<J],U)\2)}.
Assim, para A = A\ ou Ao, temos
lim sup — log ||A™ vy || =lim sup — log || A" v, ||
m—oo 11 m—oo 11
1
<limsup — [log AT 4 log ||vall
m—oo 1N

1
<lim sup {log IA™|Y™ 4~ log ||v||]
m—00 m

=log|\|.

3.2 O EXPOENTE DE LYAPUNOV PARA DIFEOMORFISMOS

Nesta secao daremos a definicdo do expoente de Lyapunov em tempo positivo
e em tempo negativo, enunciaremos o Teorema Ergdédico multiplicativo de Oseledets e
finalizaremos expondo e demonstrando dois resultados de regularidade dos expoentes de
Lyapunov classicos quando f : M — M é uma aplicagao diferenciavel definida sobre uma

variedade M. Para mais em esse assunto consultar os artigos [25] e [30, Teoremas 2 e 3]

Na se¢ao anterior, definimos o cociclo derivada 3.4 e o expoente de Lyapunov,

1
X" (f,x,v) := limsup —log | D" - o], (3.8)
m—oo TN

para este cociclo 3.6. A partir da definicdo desse 1ltimo, temos que para m suficientemente

grande,

1 m
X" (z,v) = —log || D fi"v]),
m

Logo, podemos ver que esse serve para estimar a expansao dos vetores no plano tangente,

através de

D | D [
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Assim, usando a representacao da funcdo em sua série de Taylor, segundo o sinal do

expoente de Lyapunov, podemos caraterizar o comportamento assintético local da fungao
f.
Dada f: M — M € Diffﬁ(]\/[ ), definimos o expoente de Lyapunov (negativo) para

a inversa da f de um modo analogo ao Exemplo 3.1.2. Mais precisamente:

Defini¢ao 3.2.1. Dado uma variedade M, o expoente de Lyapunov (negativo) de um
difeomorfismo f € Diff (M), num ponto (x,v) € M x T, M, é dado por

1
X~ (2, v) = limsup —log || D f;"]. (3.9)

m——oc M|

Além disso, pelo Corolario 3.1.4, cada expoente de Lyapunov (positivo) e (Negativo)

tomam um ntimero finito de valores xj (z) < x3 (z) < -++ < X;;(x) (z), com filtragdo
_ e + + +  _mn
{0} — ‘/b C VXI(J?) C VX2(J7) C st C VXS+(x) — R 5

tal que, para qualquer v € Vi (z) \ V7 (2), x(7) = Xit1(2).
E um nimero finito de valores x; () > x5 (z) > -+ > X~ (,y () com filtracao

R'=Vim 2 Vow 2 2 Viiw 2 Ve @ = 10h

tal que, para qualquer v € V7 (z) \ V[ (), X~ (z) = Xi41(2), respectivamente.

A partir de agora, também consideraremos o expoente de Lyapunov superior

dado por:

Dfm.
X+(f7 x) := limsup — logsup |Dfr - vl
m—oo 1 v#£0 ”,UH

(3.10)

Observacao 8. Antes de comecar a expor os resultados desta secao, estabeleceremos
uma notagao conveniente das fungoes dadas nas cartas locais. Para isso, consideremos
f € Diff,(M) com M uma variedade diferenciavel de classe C*, dado um ponto = € M, e
(U, ) e (V, ) cartas locais de = e de f(z), respectivamente, com f(U) C V, escreveremos
f(z) = f(¢(y)) para todo y € ¢(U). Nesse sentido, ndo faremos a distingdo dos pontos x

na variedade com os pontos na carta local.

Consideremos p a probabilidade de Lebesgue sobre uma variedade e M uma

variedade compacta sem bordo.

Definigao 3.2.2. Seja f € Diff, (M) um difeomorfismo. Um ponto x € M é chamado

Lyapunov regular, ou simplesmente regular com respeito a f, se satisfaz:

L. st(z) =5 (z) = s(x);
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2. existe uma decomposicao
s(x)

i=1

tal que para cada ¢ =1,...,s(z) temos
(z)
V(@) =@ Hj(x) and V; (z)=D H,x)
j=i
3. se v € H;(x) \ {0} entéo,

lim —1log D f7v] = x* () = —x; (&) = () (3.11)

m—£oo m|

com convergéncia uniforme sobre{v € H;(z);||v|| = 1};

1 S“”) .
im - log [det D f)'| = ; xi(z) dim H;(z).
A mnoc¢ao de ponto regular exige muito da estrutura dada pelos expoentes de
Lyapunov, x™ e x~. Sendo assim, é importante discutir condi¢cdes com as quais podemos
garantir a existéncia de pontos regulares. O seguinte teorema, O Teorema Ergodico

Multiplicativo de Oseledets, da uma resposta positiva do ponto de vista da teoria ergddica.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Oseledets). Dados f : S — S um difeomorfismo e y uma
probabilidade f-invariante, tal que, logt ||D f||,log™ || D f~Y| € LY(M, 1), entdo u-q.t.p
x € M € reqular.

Demonstragio. A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [25]. [

O teorema a seguir é dado por Barreira e Silva em [30]. Nesse artigo eles fornecem
exponentes de Lyapunov para transformagoes continuas, nao necessariamente homeomor-
fismos, mas da mesma forma que para os expoentes de Lyapunov cldssicos é mostrado que
esses mantém propriedades como a existéncia de pontos regulares e que esses coincidam

com os exponentes Lyapunov classicos. o

Teorema 3.2.2. Se f: M — M é diferencidvel e p é uma medida f—invariante sobre
R", tal que, log* ||D f|| € L*(M,u), entdo para p—q.t.p x € M, temos as sequintes

propriedades:
1. para quaisquer i =1,...,s7(z) ev € V;* (2)\V5;(2),

1
i —- Myl = v
Jim —log [D el = X (f. ). (3.12)

Além disso, a convergéncia é uniforme para todo v nos subespagos F C V. (z) tais
que F N VI (x) = {0}
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st (@)

lim —log|dethm| = > kK (2)xf(f, ) (3.13)

m—-+00 =1

Antes de fazer a demonstracao do teorema, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.2.3. Sejam x € X e f como no teorema acima. Se

1 1
lim — log mf |D fl'v| = hm log sup I D firo|l = xi (f, x), (3.14)

m—+oo m, UES

onde S} = {v € F;||v|| = 1}, entdo o limite (3.12) é uniforme em F.

Demonstragdo. Seja € > 0. Para comecar, notemos que pelo Teorema 3.1.3 o limite na
Equacao (3.14) existe. Logo, existem dois niimeros naturais Ny, Ny tais que se m >
max{ Ny, N}, entéo

1
log inf ||D £l - xF (@) < e
m veSE

1 m
—log sup [|D f"l] = xi ()] < e

UGS;

Por outro lado, tomando v € Sk, temos a seguinte desigualdade

lnf ID 7 oll < [ID fi o]l < sup || D f7"vl]. (3.15)

UES

Assim, substituindo v = w/||w|| € S} para todo w € F' na Desigualdade 3.15, e aprovei-

tando a monoticidade do logaritmo e a linearidade da derivada, temos como consequéncia

D m
Il - Ly gup D fmo).

1 m
log mf | D fiv]| < —log o - 2
vE

Dai, para todo m > max{Ny, N}
1 m
—x{ (1) = e < —[log || D f"w]| — log ]| < x{" () +e.
Ou seja,
1
—log|| D f'w|| — x; (x) uniformemente.
m

O

Demonstragao. (Prova do teorema 3.2.2) Seja X o conjunto de todos pontos x € S para

os quais os limites 3.12 e 3.13 existem. Como consequéncia do Teorema 3.1.3, temos
u(X) = u(9).
Logo, ¢ suficiente mostrar que as hipoteses no Lema 3.2.3 sdo satisfeitas.
Considere uma base ortonormal ey, ..., e, de F, e para cada m € N sejam

::ZZ:(ZnJej eC

J=1
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vetores tais que ||Df"u,,| = minger ||Df7 ||, os mesmos existem pois a variedade é
compacta e f é de classe C'. Além disso, considere j(m) € {1,2,...,n} tal que |Cy, jm)| =

max; |Cy, ;|. Notemos que, pela bilinearidade do produto interno,

”umH = <Umaum>2

logo, como {ey, es,...,e,} é base ortonormal, para ¢ # j (e;,e;) =0 e (e;, ;) = 1, temos

n
L= Jlunll = > C2 .
j=1

Portanto, |Cy, j(m)| > 1/4/n, pois caso contrario 37 <Y

que é absurdo.

<n/n=1,0

mJ(m)

Por outro lado, considere as notacoes:
e [ 0 espaco gerado por {e; i # 7}
® pn ;= a distancia entre D f"e; e D f;”F,
® ¢, := o angulo entre D f"e; e Df;lﬁ’,

para cada j =1,...,n.

Dados um espago vetorial E, um subespago vetorial K de E e um ponto x € F,

denotamos por Proj, x, a projegao ortogonal do ponto = no conjunto K. Com essa notagao

obtemos p;; = || Projsdf"e;||. Assim,
[ Projp dfy"e||
ID fire;ll senpm ;= | D £l .
’ ’ 7D £
= || Proj; D f"e;]|

= Piy-
Logo, devido a existéncia dos limites (3.12) e (3.13), temos lim,, 1 log | sen ¢y, ;| = 0,
pois, |sen g, ;| < 1. "
Além disso, considerando que

D fi"upm = Chy jm) (D fleim + Y. C Dfme]) ,
G#3(m) i (m)
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e que j(m) pode tomar apenas um nimero finito de valores, usando a prova feita para

demonstrar o Lema 3.1.2, concluimos

1
hmlnf—log ID [y, || > hmmf—log HD I €jm H + lim inf — log [sen ¢, j(m )‘

m— oo m—+oo m, m—-+o0 M,

1
> min hmmf—log ID fie;|| + min liminf — log [sen ¢y, |

je{1 m} m—-+o0 m, 6{1 } m—-+oo m,
= X; (2).
Ou seja,
1
liminf — log |D f"u | > X/ () (3.16)

Por outro lado, para cada m € N, escolhamos um vetor v,, da forma,

n
Uy = Z dm,jej e,

j=1

tal que ||Df"vy, || = max,ep || D f'v]]. Entao,

ID £ vmll < 3 ldngl - 11D fesll < 31D £l

j=1 j=1
Portanto,
1
lim sup —log ID [l < x5 (2). (3.17)
m—-+o0o

Logo, as desigualdades 3.17 e 3.16, temos

1
— < < lim inf — m
lim sup logIIDf om| <7 (2) < liminf — log [[D f7"un]| -

m—s+o0
Assim,

ml_lg_l ilogsup |ID fl*o|| = hm ;@log inf |D fv]| = xi (),
Finalmente usando o Lema 3.2.3 concluimos a demonstracao. O

Definicao 3.2.3. Considere uma transformacao f : R® — R". Para cada = € R" e

ke {l,...,m} é definido o nimero
1 D f?
ci(z):= inf limsup—log sup ID el (3.18)

dimF=k n 5100 N veF\{0} W7

sendo o infimo tomado sobre todos os subespagos variando no conjunto dos subespagos de

R™ de dimensao k. Para os quais
o (@) <eg(z) < <o)

O seguinte resultado relaciona esses nimeros com os valores p; (x) dos expoentes cldssicos
de Lyapunov, i.e., os valores dos expoentes de Lyapunov x*(x,-) contando com suas

multiplicidades.
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Teorema 3.2.4. Dadas f : R" — R"™ uma transformacao e p uma probabilidade f-
invariante. Se log™ || D f|| € L*(M, i), entdo para p—q.t.p x € R* e todo k = 1,...,n
temos que os numeros, definidos pelas Equagoes (3.6) e (3.18), sdo iguais em cada subespago
G # {0} de dimensdo k > dim Vi, tal que G C V" (z) para algum i.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.2 para u—q.t.p x € R" e cada i = 1,...,s"(z) temos
L DSl
lim 1 x =y 3.19
ml_mo m 0g Hv” Xi (3}) ( )

quando v € V" (x)\V;t,(z), e a convergéncia ¢ uniforme sobre cada subespaco F' C V;(z)
tal que F NVt (z) = {0}. Seja x € R™ um desses pontos nos que o limite existe. Dado
i€ {l,...,s7(x)}, seja G C V;"(x) um subespaco de dimensdo k = dim V;,(z). Serd

provado por inducao sobre i que

-1 ID [l
lim —log sup —=— =\ (x). 3.20
T P T A 520

Note que para ¢ = 1 tomando F' = (G, como no Teorema 3.2.2, temos pela convergéncia

uniforme em G,

e 1 ID fioll _ . 1
ci(z) = inf limsup —log sup —2 1 <limsup — log [|ID f™|| = v7 (z).
r(@) dim F=k m_>+£ m gveG\I{)o} o]~ m—>+o£) m gD f7"vl = x7 (2)

Ou seja, x7(z) < x{(z). Para a outra desigualdade, considere o conjunto S%, dos

v € G\{0}, tais que ||v|]| = 1. Entao,

1 1
lim sup — log sup [|D f*v|| > limsup — log ||D f"v|],
—4oo TN

m——+0o0 veslc m

logo,
ci(z) = xi (@)

Dessa forma, c;(z) = x{ (), o qual mostra nossa hipétese de indugdo. Suponhamos agora

que para k=1,...,i — 1, ¢f (z) = x{ (z). Entdo, ja que
1 D fm 1 D fm
lim — log sup ID Jz"ol] > lim —logw = xi (z) = pi (v) (3.21)
m=ompeanfoy |V m=o0 m [Jwl]
quando w € G\V;*;(z), obtemos a desigualdade, ¢;(x) > ;.
Por outro lado, seja v,, € G um vetor tal que ||v,,|| = 1 e o supremo em 3.20 é

atingido. Seja V;"(x) = V;*(z) N Vit (z)* @ V;*,, a decomposi¢io em soma direta do
espaco V; (). Simbolizando por V = V;*(z)NV;*,(z)* e V = V;*,(z), tomemos a,, € V e

by, € V tais que v, = ay, + by, Como [[vy, || = 1 entéo ||am||, [|bm || < 1, consequentemente

ID f3 oml| < [| D f7 aml + (|97 0m||
< wp 1D ID ) (3:22)
vevvioy 1]l vetngoy 7]
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Por outro lado, pela hipétese de inducao, temos

N ID fiol
lim —log sup ———=— =i ,(z) < x(x), (3.23)
m—-+0o0 Mm, UEV\{O} ||U|| 1

e pela convergéncia uniforme em V', segue que

ID sl

1
lim —log sup X (z) = pif (). (3.24)

motoom - uengop ||

Suponhamos agora

Dfm Dfm
%:m%wwrnwswufwu’

wop vl veV\{0} [ v]]
da desigualdade 3.22 e os resultados 3.23 e 3.24, obtemos

1 Dfm 1
lim —log sup M = lim —log(2M,)
m——+o0 M, UGG\{O} ||’U|| m—+o0 M,

1
< lim — log(M,)
m

m—+00
<X () = pif ().

Assim, concluimos a igualdade 3.20 para todo G C V;"(x) de dimensdo k > dim V;". Logo,

1 D m
cH(z) = inf lim — log [ ||fIU||1

Su
F m—oom, p

ver\oy V]l
1 D fm
< lim logl |D fi UH] (3.25)

Ssu
m—o0 M, p

verfoy vl
< X ().

Por outro lado, para cada subespaco de dimensdo k > dim V', (x) existe vp € F\V,T,, tal

que
1D el
lim —log —2&—— > ;rx:er. 3.26
Portanto,
. 1 ||D f v
() > —log =22 0 >y F(x) = pf (2). .
)z it lm o e T k) = pi () (3.27)
O

Corolario 3.2.5. x"(f,x) = sup,er,s X" (f, x,0).

Demonstragdo. Primeiro tomemos v € T,.S tal que |[v|| = 1, pela defini¢ao de x*(f,z,v)

e x*(f, z), temos que

1 D m
X" (f,z) =limsup —log sup IID £l
mooe Mo Cuersiop Yl

1
> limsup — log || D f;"v||
m—oo M

=X"(f, z,v).
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Assim, posto que o lado esquerdo da desigualdade acima nao depende de v, temos a
desigualdade x*(f,x) > sup, .o X" (f, z,v).

Reciprocamente, pelo Teorema 3.2.2, para cada i € {1,2,...,s"(z)} e todo subes-
paco F' C V; tal que F'NV;_; = {0}, temos que

X+(f7 x) = X+(f7x7v>7

de onde x*(f, ) < sup,er, s (01 X (f5 2, v), 0 qual conclui a prova. O
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4 O NOVO EXPOENTE DE LYAPUNOV

Neste capitulo, discutiremos os resultados fornecidos por de Mario Bessa e César
Silva em [6]. Comegamos expondo a defini¢do de novo expoente de Lyapunov e demons-
tramos que este novo conceito coincide com a definicdo do expoente de Lyapunov classico,
quando a aplicagao f é diferenciavel. Também, mostraremos a densidade dos homeomor-
fismos com novo expoente de Lyapunov nulo no conjunto dos homeomorfismos Homi(S),
onde S uma superficie riemanniana compacta. Finalmente, exibimos um exemplo para
mostrar que a aplicagdo que leva cada f € Homi(S) na integral do seu expoente de

Lyapunov nao é semicontinua superior.

4.1 O NOVO EXPOENTE DE LYAPUNOV

Até aqui, vimos alguns dos resultados expostos em [8], [30] referentes aos expoentes
de Lyapunov classicos. Encontramos que estes indicadores definidos a partir da aplicagao
derivada, serviram para determinar o comportamento assintético dos sistemas dindmicos da
forma (f, i), sendo f um difeomorfismo e demonstramos os Teoremas A e A.1 enunciados na
introducao. Embora esses dependam da derivada, D f,, os novos expoentes de Lyapunov
determinados com propésito de descrever a separagao de orbitas de homeomorfismos,

infinitesimalmente perto, sdo definidos com a inten¢ao de imitar a Definicao 3.6.

Seja S uma superficie riemanniana suave, limitada, conexa, compacta e sem bordo.

Usando os Teoremas 2.1.2, 2.1.3, 2.1.7 consideremos um atlas finito de S,
2:={p;: U —»R%i=1,... k},

no qual para cada x € S inequivocamente podemos escolher um tinico aberto U, contendo

z, com i(x) € {1,...,k}. Com essas consideragoes definimos:
fHB(f(2),6
! f
f—l
I8 (£(2).0) =

Figura 2 — Bola dinamica

Definicao 4.1.1. Dada uma aplicacao continua f: S — S, e x € S, para cada d > 0 e

m € N, uma bola dindmica de f em x, é definida como o conjunto

B.(6,m)={y € S :d(f'(z), f’(y)) < para j =0,1,...,m}.
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Ver figura 2.

Nesse caso, a bola dindmica resulta da intersecao das pre-imagens dos conjuntos
em cinza, i.e.,

B,(0,m) = Mo " (B(f*(2), ).

Definicao 4.1.2. Para cada x € S ev € T,.S 0 novo expoente de Lyapunov de f em

x, é definido por

1
X% (f,z,v) = limsup lim — log sup A(f,m,z,y), (4.1)
m—4o00 020 M " yeB, (5m)\{z}NLy0
onde,
A(f,n,z,y) = If (’T) — fH<y)|| e Ly, ={x+kv:keR}
r =Y

Adicionalmente, para cada z € S, definimos o novo expoente de Lyapunov

superior como o nimero,

1
xv(f,z) =limsuplim —log  sup  A(f,n,z,y). (4.2)
n—oo 030N TyeB,(5n)\{e)

Note que B,(0,m) \ {z} N L,, C B,(d,n)\ {z}, logo, pela defini¢do acima temos que
X% (f, @, 0) < X (f,2). (4.3)

Observagao 9. Daqui para frente levaremos em conta as seguintes consideragoes:

e dada uma parametrizacdo p;,) de € S, escreveremos por simplicidade, B, (d,m)

para indicar a bola dindmica de f em x dada na parametrizacao no lugar de

com 0 > 0 suficientemente pequeno para que B, (d, m) esteja contido em U;(z);

e vamos identificar o vetor v € T,,S com o correspondente D, v € R? a fim de abrir

mao de uma notagdo muito carregada.

O seguinte teorema afirma que em boas condigdes os expoentes de Lyapunov, novo

e classico, coincidem.

Teorema A. Se f ¢ uma aplicagcio diferencidvel entdo, para todo x € S ev € TS, temos

que o exponente de Lyapunov coincide com o novo exponente Lyapunov.

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que os expoentes de Lyapunov superiores

classicos de (z,v) € S x T,S para f, denotados da forma x*(f,z,v), coincidem com
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X&(f,z,v). Para isso, sejam = € S e v € T,S arbitrarios e f diferencidvel. Pela

diferenciabilidade de f existe uma funcao r,, para todo m, tal que

/™ (@) = "Wl _ DSy — =) +rm(y — o)

= (4.4)
lz —yll ly — ||
e
lim W =2) (4.5)
v ly —
Logo, usando a expressao acima, temos
Sup A(f? m7x7 y)
y€Bz (6,m)\{z}NLz o
D f™(y — m(y —
N L e N (N VRt
veB.(6m\(a}nLew 1Y — || veBs (Gm\{}nLew  |[Y — 2]
<D | + G (0,
oo Iy = o
Tm(y — @
Gm(0) == sup — (4.6)

yEBa(3m\{e})nLew  ||Y — 2]

Por outro lado, ja que dados 41,0, € RT com §; < &, temos
Bx(ég, m) C Bx(él,m)

Logo, a fun¢ao ¢, ,(-) é monodtona, assim, usando a Equacgao (4.5), concluimos que

lims_y0 ¢2m(6) = 0. Portanto, se 6 — 0 temos que y — x. Desse modo, usando 4.5

concluimos
1
X% (f,z,v) =limsup lim — log sup A(f,m,x,y)
m—oo =0 1M YE€Be (6,m)\{z}NLe,v
1 D fi(y —
<limsup — log |lim sup ID £y — =)l + lim ¢y, (9)
m—oo M 0=0 ye B, (5;m)\{z}N Lo |y — |l 00 (4.7)

1
=lim sup — log || D f,"v||
m—oo 1N

:XJr (f y Ly U) :
Para a outra desigualdade, consideremos v € T,,S e € > 0. Aproveitando mais uma vez a

diferenciabilidade de f em z, temos

1™ () = f™ (= + ev)||

€]

ID 7" o] = lim

Logo, para e suficientemente pequeno, o vetor x + ev pertence a bola dindmica B,(m,d),

em consequéncia

1/ (x) = ()l

sup A(f,m,x,y) = sup
yE€Ba(m,o)\{2}NLa.o Y€ B (5m)\ {2} La.v |z — v
S ™ (x) — [ (x4 ev)||
|z = (z+ev)|

@) = et e

el



66

Portanto,
Xh(fo.0) =lmsuplim log  sup  A(fm.z.y)
m—oo 0—=0M YEBz (d,m)\{z|NLz,v
1
> limsup — log || D f"v||
m—oo MM

:X+(f7$7v)'

Assim, das desigualdades 4.7 e 4.8, obtemos x4 (f, z,v) = x"(f, z,v).

Para finalizar a prova, mostraremos a igualdade x3 (x,v) = x&(z,v). Primeiro,

observamos que tomando a equagao (4.4), temos
N . 1
X~ (f,z) =limsup lim — log sup A(f,m,x,y)
m—oo 020 " yeB, (5,m)\{x}
1D fi(y — )|

1
<limsup — log |lim sup + lim ¢y, . (0)
mooo M [950yep gm\ay [y — 2] 60

(4.9)
1
=limsup —log || D f"v|| = x* (f, 2, v)
m—oo M

<XN(f,z,0) < xR (fx).

Para a outra desigualdade, pelo Corolario 3.2.5, obtemos

X (f,z) = sup x(f,z,v)
veETLS

(4.10)

= sup xy(f,z,v)
veT, S

Também, pela desigualdade 4.3, x4 (f, ) é limite superior de x X (f, x,v), logo, x*(f,z) <
e ]
XN(fa IL‘)

Lembrando que o expoente de Lyapunov classico ¢ invariante nas orbitas de quase
todo ponto em S, quando f é diferenciavel, o seguinte teorema fornece condigoes suficientes

para garantir que o novo expoente de Lyapunov é invariante pela érbita.

Teorema A.1. Seja f € Hom,(S). Se para todo 6 > 0 suficientemente pequeno e todo
m €N a fungio ¢°, : S — R, dada por

g(x)=sup  A(f,m,zy), (4.11)
YeBo(5.m)\ (z)

é integravel, entdo, para p — q.t.p x € S temos

1
(f,z) = lim lim —1lo sup A(f,m,x, 4.12
xwlh:) ne s m Y€ Bz (6,m)\{z} U v) “12)

e xy(f,2) = x& (f, f"(x)) para todo m € Z.
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Demonstracio. Seja x € S, d > 0em € N, levando em conta que f é um homeomorfismo,

P =7 (074 (B (40.0)

entao

:ﬁfﬂ%Mﬁm@)
~£(BE)n () 40 (B(70).9))

C (7 (B(f!().9))
7 (B(P().9))

I
. o
D=

i
o

Il
DL
—
d

i
o

(B (f(f(2)):8)) = By (6,m).

Portanto, para todo m, k € N, temos

gfn—l—k(x) = sup logA(f,m—i-k,:l:,y)
yEBa (6,m+k)
L o @ =W ) = )]
vepstim | @ = =l
[t @) = )| @) = )
1 .
I F 2 R T o Ry Py

Além disso, como B,(d, m + k) C B,(J,m), e
Biona)(0,k) ={u € M; d(f’(f™(2)), f(v)) para j=0,... .k}
={u € M; d(f""™(z)), f(u)) paraj=0,..., k}
S{y € M d(f7(x)), f/(f™(y))) paraj=0,... k}
S{y € M; d(f'(x)), f'(y)) paraj=0,...,m+k}

DB.(0,m+ k),
obtemos
Gope(®) < sup  log H — H + sup log A(f,m,z,y)

= sup  logA(fim, ["(x),u)+ sup log A(f,m,z,y)
yEBfm(I)((S,n) yEBz(0,m)

= gn (f™(@)) + g ().
Ou seja, ¢° (7) é uma sequéncia subaditiva. Desse modo, pelo Teorema Ergédico Subaditivo

de Kingman 2.2.7, considerando a hipétese de integrabilidade de g2, concluimos que

1
lim — sup logA(f,m,z,y
m—r0o0 m yEBz((S,m) ( )
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existe para p-q.t.p * € S e que a funcio h : S — R tal que x — ¢’ (z) satisfaz,

g (f(x)) = g’ (x). Assim, como f é um homeomorfismo, temos ¢’ (f*(x)) = ¢ (), para

todo m, k € N. Em consequéncia,

1 - 1
n}gl}m}gnfloggn (f™(x)) —ngnooggngloggm( z). (4.13)
Isto é, x* (f, f™(x)) = xT(f,z) para todo m € Z. O

Pelo Teorema de Oseledets 3.2.1 e as propriedades de regularidade, os expoentes de
Lyapunov classicos sao um conjunto finito de valores, sendo no maximo uma quantidade
igual a dimensao do espaco n. Contudo, essa propriedade é perdida pelo novo expoente de

Lyapunov quando a diferenciabilidade nao é um fator muito importante.

Exemplo 4.1.1. Consideremos os conjuntos A = {(z,y) € R* z(y —z) > 0},B =
{(z,y) eR% 2y >0ea(y—2) <0}, C={(z,y) €R* 2y <0e D ={(z,y) eR* z =
y}, e a aplicagdo f : R? — R? definida da forma

(21’ ST+ ) se  (

_ (BI - Y, 2y) se (

flz,y) = (3 72y)7 se
(

x
x
x
(2x,2y) se  (z

y)
y)
y) el
y)
Consideremos o sistema dindmico (f, ) composto de um homeomorfismo f, e u a medida

\ D

A

B /

de Lebesgue (sigma aditiva) sobre R". A inversa de f, f~!, definida da forma,

(%x _73x + 2y) , se (z,v)

_ 122 + 1y, 3y se T,y

Flay) =] sGT IeB e
3 (ix, 3y) ; se  (z,y) el

(22, 2y) e (,9)
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Assim, se denotamos por 9(X) o bordo (fronteira) do conjunto X, podemos notar que
as aplicagoes f, f~! sdo continuas em R? = Int(A) U Int(B) U Int(C) U Int(D) U 9(A) U
J(B)UI(C)UI(D).

Por outro lado, f nao é um difeomorfismo pois no conjunto dos pontos (z,0), (0, y)
e (x,r) com z,y € R, a diferencial de f nao esta definida. A saber, tomemos um ponto
(x,z) na reta x = y, posto que os limites

lim flx,x+t)— f(z, )

t—0 t

_(0.1/2) e lmlEtbT)=fl@2)

t—0 t

= (~1,0)

nao coincidem, f nao é um difeomorfismo. Porém, satisfaz as seguintes propriedades:

1. Os conjuntos A, B,C' e D sao invariantes por f, isto é, f(A) C A, f(B) C B, f(C) C
Ce f(D)CD.

2. Se p é a medida de Lebesgue em R?, u(A) = u(R?).

Finalmente, também temos f™(0,0) = (0,0), f™(0,h) = (0,h/2™), f™(h,0) =
(3™h,0) para todo h € R\ {0} e m € Z. Logo, para h # 0, temos as seguintes igualdades

12" h, 2" h)||
AU, (0,00, 1) =5 5
A(f,m, (0,0),(0, 7)) = W A(f,m,(0,0), (h,0)) = ”ﬁ’;mo)‘?”

Assim, calculando no ponto (0,0) o novo expoente de Lyapunov para f nas diregoes dos
vetores (h,h), (0,h) e (h,0) com h € R\ {0}, obtemos: x%(f,m, (0,0),(h,h)) = log(2),
XN (f,m,(0,0),(0,h)) = —log(2) e xx(f,m,(0,0),(h,0)) = log(3).

4.2 A DENSIDADE DOS HOMEOMORFISMOS COM NOVO EXPOENTE DE LYA-
PUNOV IGUAL A ZERO, EM Hom,(S5)

Nesta secao demonstraremos os Teoremas B e C, enunciados na introdugao. Para
a prova do Teorema B, mostraremos o teorema fornecido por Arbieto e Matheus em
[2, Teorema 3.6], o qual permite criar a partir de qualquer difeomorfismo de classe C*
que preserva densidade de area, um difeomorfismo que preserva densidade de area e se
comporta como a derivada do primeiro difeomorfismo numa pequena vizinhanca de um
ponto periddico. Além disso, enunciaremos teoremas que garantam que o conjunto Diff ,(.5)

é denso no conjunto Hom,,(.5).

Lema 4.2.1. Seja M uma variedade compacta com ou sem fronteira, de classe C*. Sejam

F.G € C*(M) com (k+ «a > 0) tal que F,G > 0. Entdo, existe um difeomorfismo

Cktlre o (com a mesma reqularidade na fronteira), tal que

{ G(p(z)) det(Dp(z)) = A\F(z), € M

& (4.14)
¢<x> =z, T € 8M,
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no qual A = [G/ [ F. Além disso, existe C' = (C,k, M) > 0 tal que ||¢ — Id||gr14a <
C||F — G|lkra- Também, se f,g sio C*, entio p é C*.

Demonstragdo. Consultar [2]. O

Para as provas dos seguintes teoremas levaremos em consideragao que o teorema
de recorréncia de Poincaré e a igualdade 2.10, afirmam que uma aplicagao diferenciavel

definida numa superficie compacta S admite pelo menos um ponto fixo.

Teorema 4.2.2. [Lema de colagem fraco] Se f é um difeomorfismo em Diff,,(S) de classe
C? ex € S, entdo para qualquer o € (0,1) e € > 0, existe uma ¢ — C'-perturbagio

g € Diff ,(S) de classe C*** de f, tal que para toda vizinhanga U D'V de x temos

1. glye = f , com U® o conjunto complemento de U e

2. nas cartas locais gly =D f,.

Demonstragdo. Aqui nés nao faremos a demostracdo completa, daremos apenas, a ideia.
Consideramos f em cartas locais, isto é, aproveitamos a compacidade de S para cobrir
a superficie com finitos abertos Uj(,), logo consideramos ¢;(,), cartas locais de S, de
modo que f pode ser visto como a funcao g = @@y © f © %‘_(i) (por simplicidade
escrevemos f = g). Logo, nessas cartas locais tomamos uma aplica¢do p : S — [0, 1]
de classe C* tal que para r suficientemente pequeno p(z) = B(xz,r) \ B(xz,r/2) € (0,1),
p(z) =1em B(z,7/2) e p(z) =0 em S\ B(z,r), dai construimos uma aplicagao h(y) =
p(y)(f(z) +D faly —2)) + (1 = p(y)) f(y) tal que |[hy — fllo < rC, |[h — fllh < rC e
|h1 — f]l2 < C para alguma constante C' > 0, suficientemente grande. Entao, h é um
Cl-difeomorfismo e-perto de f (para r suficientemente pequeno). Agora, para construir
uma aplicacao g tal que ela seja conservativa e satisfaca a tese do teorema, tomamos
a funcdo de densidade de h™t, O(y) = det(Dh;") a qual satisfaz 10(y) — 1]l < Cr e
160(y) — 1]l < C. Assim considerando a desigualdade das normas, para 0 < o < 1
temos ||0(y) — 1||o < r*C. Por outro lado, considerando o Lema 4.2.1 temos que para

F=6:h"B(xr)\Bz1%) = (B(x,r)\ B(z,})) tal que

det(Dvy(2)) = F(2), se z¢€ B(x,r)\ B(z,r/2),
P(z) =zse |ly—zll=r

Além disso, estendendo ¥ usando a “identidade”temos que ¢ = hoy : § — S é um

difeomorfismo € — Cl-perto de f, tal que

g=Df, em B(zx,r/2)
f=Df, em S\ B(z,r)
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No teorema anterior, podemos escolher qualquer aplicacao linear invertivel em V,
de modo que a configuragao conservativa se mantém. Em particular, veremos que a partir
uma aplicacdo g podemos colar a transformacao identidade numa vizinhanga de um ponto

fixo de f, de forma conservativa, de modo que g esteja C%-perto, mas nao C'-perto.

Teorema 4.2.3. Se f ¢é um difeomorfismo Anosov em Dift 7 (S) e x € S é um ponto fizo
para f, entio existe um difeomorfismo g € Diff ,(S) € — C'-perto de f de classe C*, tal

que numa vizinhanca U D'V de x temos

1. glye = f , com U o conjunto complemento de U e

Para a prova desse resultado imitaremos a demostracao feita por Arbieto e Matheus

em [2, p. 1404], e levaremos em conta a seguinte observagao:

Observacao 10. Como f preserva a densidade de area e é Anosov, temos que em
qualquer ponto y € S, a derivada de f, D f, possui autovalores distintos A;, Ay com
0< A <1< XeXd =1 SejaB={v,vs} a base dos autovetores unitarios associados
a A1 e A respectivamente. Entao {vy, —vs}, {—v1, —va} e {—v1, v2} sdo base de autovetores

unitarios com autovalores A\; e Ay, respectivamente.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que os autovalores de D f,, sao positivos para todo y € M.
Sejam x € S um ponto fixo de f e r > 0. Consideremos uma aplicacao p : S — [0,1] de
clagse C*, tal que

1, seye€ B(x,r/2) = B,

0, seye M\ B(x,r)= B¢,

py) =

ep(y) € (0,1)sey € B(z,r)\B(z,r/2) = Q. Escolhamos C' uma constante suficientemente
grande, de modo que |Vp| < C/r. Sem perda de generalidade sobre p, poderemos aumentar

C, se necessario. Agora, consideremos a aplicacao h : S — S definidas por

h(y) = p(y)(f(x) +1d(y — 2)) + (1= p()) f(v).

Assim,
Y, sey € B,a,
hy) = pw)y + (1= pW)) f(y), seye,
f), se y € B

Para mostrar que a afirmacao é verdadeira, mostraremos que h estd ¢ — C%perto de
f, logo provaremos que h é um difeomorfismo e, finalmente, com ajuda do Lema 4.2.1,

construiremos o difeomorfismo conservativo desejado.

Consideremos os seguintes trés casos:
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Figura 3 — Vizinhanca parametrizada

Caso I: Se y € By, entao
1hCy) = F)l = 1F(y) = Fw) =0 e ||[Dhy =D [, = 0.

Caso II: Se y € B, 3, pela Desigualdade do Valor Médio dada em coordenadas locais, temos

1A (y) = FW =lly = F@I < lly = =l + [[f(2) = f(»)]
<r+[ID fllor <r(L+f11)

IDhy =D fyll = 1d=Df|| < 1+ D fllo
<1+]If]h

Caso III: Se y € €2, temos

1h(y) = Il = llp(y)y + (L = py) f(y) — fFW)I
< lp(w)y — p(y) f (W)l
< lellolly = )l
<r(L+fl)

Daf, |f = hllo < (L +[[fll1) e If = hlls < (C+ 1A+ |[fl1). Logo, se pegarmos r

suficientemente pequeno concluimos que h estd r — c’-perto de f, mas nao estd C'—perto.
Logo, construida h dessa forma, temos que D h, é um isomorfismo para todo y € S.

Finalmente, considerando que nao temos muita informagao sobre o determinante
da derivada de h, vamos mostrar que podemos construir a partir de A um difeomorfismo

conservativo em (2, o qual se comporta como a identidade no bordo de €2, 9€).

Agora, visto que em principio h nao é conservativa, mas em B,; e em Bj sim,
podemos usar o Lema 4.2.1 para construir uma fungao ¢ em 2, tal que a composi¢ao
@ o h é um difeomorfismo conservativo em 2. Nessa ordem, primeiro, consideremos a
fungao de densidade de h dada por §(y) = det D h,,. Considerando o resultado na prova da

injetividade de h dada acima, temos que os autovalores de D h,, estao longe do zero, isto é,
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det Dh > k > 0. Além disso, pela compacidade da superficie e pela multilinearidade do

determinante, existe uma constante M tal que |det D h,| < M. Assim

||detDh — 1J|o :maé{{H det D h, — det D f, ||
ye

<||detD h, — det D f,||
SM” Dhy - ny”
<SMC+ | fl),

Aumentando C', se necessario, temos
[det Dh — 1]y < C(L+ [ f]]2).

Por outro lado, consideremos a funcao de densidade da inversa de h, dada por é(y) =
(det D hj—1(,y)~'. Entéo tomando F(y) = f(y) e G =1, pelo Lema 4.2.1, temos que existe
um difeomorfismo ¢ : h(2) — € tal que

{ det(Dyp(y)) = AF(y), y € h(Q) (415)
ey) =y, y € Oh(QY).
Fazendo uma mudanca de variaveis obtemos

B fh(Q)ldy

fh(Q) §(y)dy

__ vol(h(®))

[y det Dy 1dy (4.16)

_wol(h(2))  wol(h(2))

Jadz vol(2)
=1.

Logo, estendendo ¢ a S, definida como a aplicacao identidade no complementar de h(€2),

temos que o difeomorfismo g = po h: S — S satisfaz
detDg, =detDgpoh

= det(D Ph(z) t(D hz)

) de
(4.17)
= det(D pn(y)) det(D hp-1(y))

=0(y)0y) " =1.

Em vista que g = Id em B, 5, que g = f em B, temos que g(B(xz,7)) C f(B(z,r).
Além disso, pela continuidade de f temos que existe € > 0 tal que f(B(x,r)) C B(f(x),¢).
Assim, ||f(y) — g(y)|| < e. O qual termina a prova.

O

Teorema 4.2.4 (Teorema de Zender, 1977 ). Dada S, uma superficie orientdvel e u uma
probabilidade, o conjunto dos difeomorfismos Diff (S) é denso em Diffﬁ(S). Em simbolos,
isto €,

Diff °(S) = Diff,’j(S) para todo k > 1.
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Demonstragio. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [34]. O

Teorema 4.2.5. Dado qualquer difeomorfismo Anosov em [ € DiffL(S) e e > 0, existe
um difeomorfismo g € Diff ,(S) ndo Anosov, tal que g estd e — C%-perto a f.

Demonstragao. Seja p € S um ponto fixo de f. Pelo Teorema 4.2.4, podemos escolher
um difeomorfismo f; € Diff} (S) de classe C*° ¢/2 — C%perto de f, logo, pela Proposicio

2.1.11 temos que existe um ponto p; € S, fixo para fi.

Agora, tomemos Vi sendo vizinhanca de p; suficientemente pequena, de modo que
usando o Teorema 4.2.2, existem vizinhancas Vi de p; e U D V; suficientemente pequenas,

onde podemos construir um difeomorfismo f, tal que:

1. fo preserva érea;
2. f? =1id (id =Identidade) em V/;
3. fo = fi fora de U;

4. f? estd /2 — C%perto de fi.

Agora, tomando g = f5, temos que g nao é um difeomorfismo de Anosov, pois a derivada

de g em Vi, é a matriz identidade e g estd e — C%-perto de f. [

Lema 4.2.6 (Teorema de Bochi-Mané). Existe um subconjunto residual R C Diffi(S),
tal que, para todo f em R ou f é Anosov ou f tem expoente de Lyapunov (cldssico) nulo

em pu—q.t.px €S.

Demonstragio. A demonstragao desse resultado é o tema a tratar no artigo de Bochi [8,

Teorema A] e sua prova pode ser encontrado no mesmo. O]

Lema 4.2.7 (Teorema de Zikorav, 2007). Dados S uma superficie riemanniana compacta
e conexa e uma aplicacio f : S — S em Hom,(S), existe uma sequéncia de aplicagoes
{h,} C Diff,(S), tal que h, = f, quando n — .

Demonstragio. A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [28]. [

Teorema B. Dado qualquer f € Hom,(S) e € > 0, eziste g € hom,,(S) € — C-perto de f

que tem expoente de Lyapunov zero.

Demonstragdo. Construiremos a prova desse resultado fazendo uso dos lemas acima enun-

ciados. Pelo Lema 4.2.7 podemos considerar um difeomorfismo f; € DiffZO(S ) tal que,

If = fillo <€/3. (4.18)
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Logo, dado um ponto fixo para f;, usando o Teorema 4.2.5, existe um difeomorfismo
f> € Diff,(S) nao Anosov e tal que

[fo = fillo < €/3. (4.19)

Além disso, considerando que o conjunto das aplicagdes Anosov é denso em Diff,(S) numa
vizinhanca de fs, existem difeomorfismos que nao sdo Anosov. Assim, usando a densidade

do conjunto residual R fornecido pelo Lema 4.2.6, existe um difeomorfismo f3 tal que,

1fs = fallo < €/3, (4.20)

com expoente de Lyapunov nulo para p quase todo ponto. Ja que f3 é um difeomorfismo,
pelo Teorema 4.1, o novo expoente de Lyapunov de f3 coincide com o expoente de Lyapunov

cléssico, dai, x&(f3,2) = 0 para u-q.t.p x € S.

Finalmente, usando as desigualdades 4.18, 4.19 e 4.20, temos:

If = fsllo=Ilf = fi+ fi = fo+ o= f5llo
<If = fillo + I fi = fallo + I f2 = f3llo
<€/3+¢€/3+¢€/3 =e.

]

Antes de expor o ultimo resultado do artigo de Mario Bessa e César Silva, [6], vamos
expor os resultados de Katok [19]. Estes permitem construir uma imersao difeomorfa do
disco D™ numa variedade M, compacta, conexa de classe C* e um difeomorfismo que
deixa invariante a medida p do disco no disco com expoente de Lyapunov nao nulo. Nao
vamos expor aqui as provas desses lemas, porém suas demostragoes podem ser encontrada
em Katok [19].

Observacao 11. Daqui por diante usaremos a notagao D" para o disco de raio 1, em R".

Lema 4.2.8 (Teorema de Katok, 1979). Existe um difeomorfismo g € Diff ,(D?) com
expoente de Lyapunov positivo, tal que se A C D* e g(A) C A entdo

w(A)=0 ou p(A)=1.

Lema 4.2.9. Para toda variedade M de classe C*, conexa e compacta, existe uma

aplicacao f: D" — M p-invariante tal que
1. f(D")=M e
2. f restrita a Int D™ é uma imersao difeomorfa.

Demonstragio. A demonstracao desse Lema pode ser encontrado em [19]. O
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Definigao 4.2.1. Seja Hom,,(.S) o conjunto dos homeomorfismos f : S — S que preservam

a medida p dotado com a topologia Cy. Definimos A : Hom, (S) — [0, +00) tal que,
h € Hom,(S) —s /S (b, )dp(z) € R. (4.21)

O seguinte teorema afirma que dada uma aplicacao f, se perturbamos f, entao
o comportamento da perturbacdo pode ser muito diferente do comportamento de f e,

portanto, nao podemos ter a dicotomia do Teorema de Bochi-Mané 4.2.6.

Definicao 4.2.2. Seja X um espago topologico. Uma fungao f : X — R diz-se semiconti-
nua superiormente num ponto a € X, se para cada ¢ > 0, existe uma vizinhanca V' de a,

tal que, se x € V entao

fla) +€> f(x).

Da defini¢do da acima temos que se {x,,} é uma sequéncia em X tal que z,, — a

quando m — oo, tem-se que para todo € > 0 existe NV € N tal que
f(a) +¢e> f(z,,) para todo m > N.

Teorema C. A funcio A nao € semicontinua superiormente.

Demonstragdo. Vamos mostrar que na aplicacao identidade i¢d : S — S a funcao A nao é
semicontinua superior. Isto é, vamos construir uma sequéncia de fungoes {g,,} C Hom,(5)
que converge para a identidade tal que para um € > 0 adequado, para todo N € N existe
m > N tal que A(id) + € < A(gm)-

Para isso, consideremos A = area da superficie, k& < 10, /% fixo e {D;} uma colegao

K
10m"

de m? discos disjuntos dois a dois, de radio

Agora, usando a construcio de Katok [19] consideremos ¢ : D* — D? um difeomor-
fismo de classe C*°, tal que, ¢ é um difeomorfismo ergddico que preserva drea em D? com
exponente de Lyapunov nao nulo para u-q.t.p € D?; pela regularidade dos expoentes
dada pelo teorema de 3.2.1, tomemos y > 0. Seja {/;} uma colegdo de m? homotecias
l; : D; — D? que levam cada disco D; em D para todo i = 1,...,m?. Em continuacao,

para cada m € N | seja g,, : S — S tal que
1. gm =1d, fora de U?fl D;e
2. gp=V;0(o0 ﬁi’l sobre cada D;.

Notemos que g, esta 1é“m—CO -perto da identidade id, entao visto que A(id) = 0,

temos

A (gm) = /SXE (G ) dp()

- X (g 2) diu() + [
M\U™, D; U

= / XN (G 2) dp().
U;r%Di

o XN (9 2) du(2) (4.22)

=177
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Logo, considerando que g,, é diferencidvel em D; para todo i = 1,...,m?, pelo Teorema

4.1, temos:

Finalmente, como A (g,,)

que

para todo m > N, temos que {g,,} converge para id na norma C°, e existe € =

tal que

Mga) = [, | X (gue) dn(a)

=1

= X" (gm, ©) dp(x)

(4.23)

X% para todo m € N, e para todo n > 0 existe N € N tal

|gm — id|lo =sup ||gm(z) — ||
€S

“10m 10N~

Tk?

200 > O’

A(id) + e < A(gm) ,

para todo m € N. Portanto, A nao é semicontinua superior. O
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