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Resumo

Este trabalho tem por finalidade o estudo de tépicos de geometria diferencial e de teoria de
grupos com aplicacoes em fisica tedrica. Por um lado, campos vetoriais de Killing de uma
variedade (pseudo -)Rieamannina estao relacionados com diregoes de isometrias ao longo
da mesma. Por outro lado, alguns elementos pertencentes a grupos sao responsaveis por
isometrias em sistemas fisicos, como é o caso dos elementos dos grupos SO(3) e SO(1, 3).
Nesse sentido, o objetivo principal do trabalho busca explorar uma conexao entre tais
campos vetoriais de Killing com elementos da dlgebra de Lie de grupos de Lie relevantes
no contexto de fisica tedrica. Em paralelo com nosso principal objetivo de explorar tal
conexao, esperamos que os capitulos iniciais do trabalho sejam suficientes para o leitor que
busca uma introducao a geometria diferencial e aos grupos de Lie, através dos exemplos
e das figuras distribuidas ao longo do texto, com a finalidade de clarificar os tépicos
avancados aqui estudados. Ainda sobre tais tépicos, os mesmos servirao como ponto de
partida para estudos mais avangados de relatividade geral e, a longo prazo, de gravitagao

quantica.

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Campos Vetoriais de Killing, Grupos de Lie.



Abstract

This work aims to study topics in differential geometry and group theory with applications
in theoretical physics. On one hand, Killing vector fields on a (pseudo-)Riemannian
manifold are related to directions of isometries along it. On the other hand, some elements
belonging to groups are responsible for isometries in physical systems, such as the elements
of the groups SO(3) and SO(1,3). In this sense, the main objective of the work is to
explore a connection between such Killing vector fields and elements of the Lie algebra
of Lie groups relevant in the context of theoretical physics. Alongside our main goal of
exploring this connection, we hope that the initial chapters of the work will be sufficient for
readers seeking an introduction to differential geometry and Lie groups, through examples
and figures distributed throughout the text, with the purpose of clarifying the advanced
topics studied here. Regarding these topics, they will also serve as a starting point for

more advanced studies in general relativity and, in the long term, quantum gravity.

Keywords: Differential Geometry, Killing Vectors Fields, Lie Groups.
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1 Introducao

Geometria diferencial, cdlculo sobre variedades e teorias de grupos formam um conjunto
de ferramentas poderosas para a investigacao e analise de modelos dentro do escopo da
fisica teérica (NOVELLO; BITTENCOURT, 2015; FREIDEL, 2005). Nao somente neste
escopo, na linha de trabalhos que buscam dar interpretabilidade a modelos de inteligéncia
artificial (RODRIGUES et al., 2022), ultimamente, é visto na literatura abordagens que
investigam simetrias nas arquiteturas dos modelos a partir de grupos (VILLAR et al.,
2023), como os grupos de Lorentz e de Poincaré. Nesse sentido, na literatura de geo-
metria diferencial (NAKAHARA, 2003; LEE, 2012; O’NEILL, 1983) existem objetos que
ditam direcoes isométricas ao longo de uma variedade e que se relacionam profundamente
com grupos, além dos supracitados, bem conhecidos no contexto de fisica tedrica. Tais
objetos sao de interesse para o presente trabalho, além de ser a peca fundamental para o
construcao do nosso objetivo final que sera aqui apresentado.

Mais especificamente, os objetos comentados acima sao chamados de campos ve-
toriais de Killing, e estao relacionados a isometrias em variedades (pseudo-)Riemannianas.
Isto é, indicam diregoes que preservam a métrica definida sobre estas variedades, man-
tendo inertes estruturas geométricas dai derivadas. De outro modo, deixando de lado
o viés geométrico e focando em uma abordagem mais algébrica, isometrias geradas por
campos vetoriais de Killing também podem ser descritas a partir de grupos (KATANAEV,
2016).

Sendo assim, nesta perspectiva, este trabalho consiste principalmente em explo-
rar tanto o caracter geométrico, quanto algébrico de campos vetoriais de Killing. Nosso
objetivo principal consiste em explorar uma conexao entre campos vetoriais de Killing
das variedades (R3,9) e (R*,n) e a dlgebra de Lie dos grupos SO(3) e SO(1, 3), respecti-
vamente. O método aqui demonstrado de recuperar os elementos da algebra de Lie dos
grupos supracitados, e os proprios grupos em si, através da expressao de campos vetoriais
induzidos, até o nosso presente conhecimento, nao foi visto anteriormente na literatura.

No que se segue, primeiramente, no capitulo 2 sera apresentada uma introdugao
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de todo o arcabouc¢o matematico necessario do contexto de geometria diferencial para o
entendimento do nosso objetivo. Em seguida, no capitulo 3, serd apresentada uma visao
geral de teoria de grupos de Lie, assim como uma demonstragao da conexao entre as duas
abordagens para a algebra de Lie de um grupo de Lie, sendo a primeira delas algébrica
e a segunda geométrica. Entao, nos capitulos 4 e 5, respectivamente, serao apresentados
tépicos de geometria (pseudo-)Riemanniana relevantes para a construgao do trabalho,
seguidamente da conexao supracitada entre campos vetoriais de Killing e elementos de
algebras de Lie de grupos através de campos vetoriais induzidos. Por fim, as conclusoes
do trabalho podem ser vistas no capitulo 6.

A notacao adotada no decorrer do texto foi a seguinte: letras gregas a, 3, i, v,
etc, quando nao especificado, correrao no geral valores de 1 a n, sendo n a dimensao
da variedade que estivermos trabalhando. Apenas quando estivermos trabalhando com o
espaco de Minkowski que correrao valores de 0 a n — 1, sendo 0 reservado a coordenada
temporal. As letras i, 7, k,[,m,n, etc, quando nao especificado, correrao valores 1,2, 3,
sendo 1 relacionado com a direcao espacial x, 2 e 3 com y e z, respectivamente. Serao
omitidas certas defini¢oes especificas a respeito de determinados assuntos, por fugirem
do escopo do trabalho, enquanto outras que sao relevantes, porém nao o suficiente para
entrar no texto do trabalho, serao comentadas em notas de rodapé. Por conveniéncia, a

notacao de Einstein para somatoérios foi utilizada ao longo de todo trabalho.
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2 Calculo em Variedades

Sera apresentado no presente capitulo os principais conceitos e definicoes a respeito de
variedades que serao importantes para a construgao do trabalho, em especial nos capitulos

finais.

2.1 Variedades

Variedades é o termo utilizado para descrever uma generalizacao de superficies em espagos
de dimensoes arbitrarias. Uma superficie S, ao ser parametrizada em um espaco Eucli-
diano tridimensional, por exemplo, necessita de dois nimeros (u,v) € U C R?, tal que,
podemos definir uma parametrizagao h(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) € R* (CARMO,
2010). Dessa forma, dizemos que a superficie S é considerada localmente homeomorfa
(ou seja, existe um mapeamento h bijetivo, continuo e com inversa continua) ao espago
R2. De maneira geral, uma variedade é um espaco topolégico' que é homeomorfo a R"
localmente, possibilitando que, para cada ponto em uma variedade, podemos designar
um conjunto de n nimeros a ele, sendo tal conjunto de mapeamentos da variedade sobre
R"™ conhecido como coordenadas locais. E importante notar que esses n numeros sao
independentes (chamados também de parametros), e se esses n nimeros parametrizam
localmente todos os pontos de um aberto da variedade dizemos que ela é n-dimensional
(LEE, 2000).

Como exemplo direto de coordenadas locais de uma variedade, podemos pensar
que com devida aproximacao, vivemos em um planeta do qual a superficie é a variedade
S? (superficie da esfera tridimensional), entretanto, localmente podemos construir mapas
cartogrificos em papeis bidimensionais (ou seja, subconjuntos do R?) para nos localizamos

na superficie do planeta. Este exemplo heuristico motiva a seguinte definicao formal.

'Um espago topoldgico é um par (X,7) onde X é um conjunto nio vazio e 7 é uma colecao de
subconjuntos de X tal que ) e X estdo em 7 e 7 é fechado pra intersec¢oes finitas e unices arbitrarias. Os
elementos de 7 sao chamados de abertos e sao utilizados, entre outras coisas, para se construir vizinhancas
de pontos em X (MUNKRES, 2000).
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Definicao 2.1.1. V é uma variedade diferenciavel n-dimensional quando
1. V é um espaco topoldgico;

2. Existe em V uma familia de pares {(U;, ¢;)}, onde { U;} é uma familia® de conjuntos
abertos que cobrem V, ou seja, U;U; = V. ¢; é um homeomorfismo de U; em um

conjunto aberto A; de R™;

3. Sendo U; e U; dois conjuntos abertos em V, tal que, U; N U; # 0, o mapeamento

ij = ¢; 0 gbj_l de ¢;(U; NU;) em ¢;(U; NU;) é de classe C°.

Na Figura 2.1, podemos ver uma ilustracao da definicao acima.

Figura 2.1: O homeomorfismo ¢; mapeia U; C V em um conjunto aberto A4; C R",
designando a qualquer ponto p € U; um sistema de coordenadas. Se € U; N U; # (), entao
o mapeamento de transigao 1;; ¢ suave, isto ¢, de clase C°.

Fonte: Elaborado pelo autor

Na literatura, o par (U;, ¢;) é conhecido como uma carta sobre a variedade, en-
quanto o conjunto de todas as cartas {(U;, ¢;)} que cobre toda a variedade é conhecido
como atlas. O subconjunto U; é chamado de vizinhanga coordenada (ou, somente con-
junto aberto) e o mapeamento ¢; ¢ tido como a coordenada de um ponto p da variedade?,

sendo representado por n funcoes (x(p), ..., 2" (p)), ou, simplesmente como {z*}. E vélido

2Se I 6 um conjunto de indices, e para cada i € I é possivel associar um conjunto arbitrario C;, entdo
{C; : i € I} é uma familia (HALMOS, 1960).

3Nesse caso, os indices i ou j para os mapeamentos ¢ e 1) assim como para o aberto U ndo corre
valores, é apenas uma identificacao para os mesmos.
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ressaltar que o ponto p € V existe independente da escolha do sistema de coordenas, ou
seja, da escolha do mapeamento ¢;. Tal fato é de extrema importancia na fisica, com
implicacoes diretas no contexto de que o comportamento de um sistema fisico independe
do sistema de coordenadas que utilizamos para descrevé-lo (PTATTELLA, 2020). Se ha
uma interseccao entre U; e Uj, como visto na Figura 2.1, dois sistemas de coordenadas
distintos podem ser designados para um ponto p € U; NU;. Se o mapeamento ¢; atri-
bui n valores de coordenadas z* (1 < u < n) enquanto o mapeamento ¢; atribui y”
(1 < v < n)ao mesmo ponto p, a transigao de y para =, x* = x*(y") é dada pelo mape-
amento 1;; = ¢; o qu_l. Sendo o mapeamento® ¢;; por defini¢io um difeomorfismo, pois,
existe (i)t = = ¢j 0 ¢; !, e ambos sdo mapeamentos diferencidveis.

Podemos também estender a definicao de difeomorfismos para aplicagoes entre
variedades distintas. Seja f : V — M um homeomorfismo entre a variedade V e
a variedade M, podemos considerar duas cartas (U,¢) de V e (A,0) de M, tal que,
ao pegarmos um ponto p qualquer pertencente a V', podemos mapea-lo até um ponto
f(p) € M. Entao, a coordenada de f(p) € M é dada pela composta 6 o f o ¢~!, tal que,
{y#} = 0o fop~t(z"), sendo {2} = ¢(p). Se existe ¢p o f~1 ol (inversa), tal que,
{z#} = ¢o f~Lof7(y*) e ambos sdo diferencidveis, f é tido como um difeomorfismo entre
as variedades V e M.

Ou seja, utilizando mapas diferenciaveis, isto é, difeomorfismos, é possivel realizar
a transicao entre um sistema de coordenadas definidos em conjuntos abertos que possuem
intersecao diferente de zero na mesma variedade, assim como em conjuntos abertos de
variedades distintas. Variedades que se conectam por difeomorfismos sao ditas difeomorfas
entre si, e de maneira intuitiva, podemos dizer que difeomorfismos estao para variedades

assim como os isomorfismos estao para espagos vetoriais (CARMO, 2010).

2.2 Vetores

De inicio, vamos considerar um caso especial de mapeamentos em variedades, as chamadas

curvas na variedade. Uma curva em uma variedade n-dimensional V' é um mapeamento

“Podemos pensar que o mapeamento t;; ¢ uma forma de escrever uma coordenada em fungao da
outra.
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a: (e,—€) — V', onde (¢, —€) é um intervalo aberto na reta real R que inclui o 0, por
conveniéncia. Ao considerarmos uma carta (U, ¢), podemos designar coordenadas para
tal curva a partir da composicao ¢ o a, tal que, {z#} = poa : R — A(aberto) C R".

Na Figura 2.2, é mostrado uma representacao grafica para o mapeamento em questao.

|4

—€

\4

Figura 2.2: Uma curva a em U C V e sua coordenada em A C R".

Fonte: Elaborado pelo autor

Em variedades, vetores sao objetos que sao definidos como vetores tangentes a
um ponto em uma curva sobre a variedade. Ou seja, para definirmos um vetor, precisamos
de uma curva coordenada « e uma funcao suave f : V — R, pertencente ao conjunto de
fungoes suaves F(V') da variedade V| em que o vetor em um ponto «(0) = p da variedade
V sera a derivada direcional da composta f oa em t = 0. Temos que, f o a pode ser
escrito como f(a(t)) = f(¢~(z")) e sua taxa de variacdo ao longo da curva em t = 0, é

dada por

df (¢~ (a*))
dt

_ Of da*

~ dak dt
t=0

, (2.1)

t=0

onde, observamos que tal taxa de variacao é a atuacao de um operador diferencial X em

f, que é definido como

0 x dx#

oo N T (2.2)

t=0

Podemos entdo reescrever a equagao (2.1) de uma forma simpética X|f], dada



2.2 Vetores 14

pela atuacao do operador diferencial X em f. Basicamente, X é um funcional linear
sobre o conjunto de fungoes suaves sobre V', satisfazendo a regra de Leibniz, X|[fg] =
fX[g]+gX|[f]. Dessa forma, daqui em diante chamaremos tal operador de vetor tangente
a um ponto p = «(0) da variedade V', ao longo da diregao dada pela curva a(t).

Assim como em geometria plana definimos vetores como classes de equivaléncia
de pares de ordenados de pontos que se conectam por um transporte paralelo (GAIO;
BARROS; RIZZUTI, 2019), no contexto de geometria diferencial podemos explorar uma

definicao de vetores andloga. Dizemos que duas curvas «a; e as se relacionam quando

al(O):ag(O):pe%p:%p

Curvas que satisfazem estas igualdades definem o
mesmo vetor tangente e assim podemos definir vetores tangentes como classes de equi-
valéncia de curvas com o mesmo comportamento local. A Figura 2.3 ilustra esta definigao.
Com isso, temos que todas as classes de equivaléncia (vetores tangentes) de curvas que

passam em um ponto p € V, formam o espago (vetorial) tangente 7,V a variedade V' no

ponto p.

TV

Figura 2.3: Um vetor X € T,V pode ser identificado como uma classe de equivaléncia de
curvas [a(t)] que passam em p € V' e possuem o mesmo comportamento nesse ponto.

Fonte: Elaborado pelo autor

Da equagao (2.2) podemos extrair informagoes a respeito de 7,V. Sabendo que a
dimensao da variedade V' ¢ igual a dimensao do 7,V (para algum p € V') (LEE, 2012), no

caso em que V' é n-dimensional, podemos interpretar a derivada parcial em relagao a z*
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na equagao (2.2) como uma base para o espago (a% =e,). Dessa forma, com 1 < p <mn,
um vetor Y arbitrario pertencente a 7,V pode ser escrito como Y = Y*#e#, onde Y* sao
as componentes do vetor em relac¢do a base {e*}.

Devido o vetor Y independer do sistema de coordenadas escolhido, podemos
definir a regra de transformacao do vetor. Dadas duas cartas em que os abertos se
interceptam na variedade V' (considerando a mesma construcao da Figura 2.1), tal que
podemos escrever {z#} = ¢;(p) e {y"} = ¢;(p) e dado a existéncia da transicdo entre as

duas coordenadas, isto é, z# = 2#(y"), se Y € T,,V, entao

0 ,, 0
Yy —yr 2y L 2.
oz oyt (2:3)

Dessa forma, atuando em uma func¢do coordenada arbitraria ¥ = x”(y?), obtemos dire-

tamente pela regra da cadeia

b Oy O ., 0xY T
Y[x]_YM%8y7 - ’yay'y — Y’Y—YM%.

(2.4)

A dltima expressao da equacao (2.4) é exatamente a regra de transformagao usual das
componentes de um vetor contravariante (SHAPIRO, 2019). Se um vetor X|, pode ser
designado para cada ponto p € V, dizemos que X é um campo vetorial, que pertence
ao conjunto de todos os campos vetoriais da variedade V', denotado por X(V'). Rigorosa-
mente, um campo vetorial X de V' é um mapeamento X : V — TV = U,y T,V tal que,
a partir do campo vetorial, podemos designar um vetor a qualquer ponto p da variedade,
sendo denotado por p — X|, € T,V. TV também é uma variedade (LEE, 2012), chamada

de bundle tangente.

2.3 Covetores

Ap6s a definicao de vetores em variedades visto na secao anterior, € interessante definirmos
os chamados covetores (também chamados na literatura de 1-forma ou vetores duais).
Um covetor w ¢ um objeto que mora no espaco vetorial dual do espago T,V', o espaco

cotangente T)V. Os elementos de TV sao tidos como funcionais lineares que atuam
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sobre o vetores do espago T,V e levam em R. Ou seja, w : T,V — R, no qual pode ser
escrito como w = w,dz", onde w, sao as componentes do covetor w em relagao a base
{dz#} de TV

Os covetores de TV atuam nos vetores de T,V através do produto interno (, ) :
T,V x T,V — R, de forma que, dado um vetor V' € T}V, é definido como

(w, V) =w,V"(dz", %) =w, V" =w, V" (2.5)

De forma analoga a vetores, temos que os covetores sao definidos sem a especi-
ficacao de um sistema de coordenadas. Podemos entao definir a sua regra de transformacgao
entre sistemas de coordenadas arbitrarios. Para um ponto p € U; N U; e utilizando coor-

denadas das cartas da Figura 2.1, podemos escrever w como
w = w,dz" = w,dy", (2.6)

onde, pela regra da cadeia obtemos explicitamente a diferencial da coordenada y* =
y”(x*), dada por
oy”

- oxH

dy” dx", (2.7)

de onde concluimos voltando para equagao (2.6) que

oy” Oxt
Bo— u =
wydrt = w, udx — w, = ava“’

- (2.8)

sendo a expressao final a regra de transformagao das componentes de um covetor w € TV,
Assim como no caso de vetores, um covetor é um objeto geométrico, com existéncia
proépria, independente do sistema de coordenadas adotado. A regra (2.8) é a constatagao

dessa afirmacao.

2.4 Tensores

Tensores em uma variedade V' sao definidos como mapeamentos multilineares, que ma-

peiam k elementos de 17V e [ elementos de 7,V em um numero real. Tensores usualmente
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sao descritos pelo tipo, baseado na dimensao dos espagos em que eles atuam. Seja entao

um tensor W do tipo (k,[). Fixando coordenadas, temos:

0 0 ®...®i®d:€”1®dx”2®...®d:c”l. (2.9)

V1t axﬂl axﬂ2 axﬂk

W = WHLHE

Por exemplo, a atua¢ao de um tensor 7' do tipo (1,1) em um vetor V = Vﬁa% e,V e

em um covetor w = wydx® € TV ¢ dada por

)
0P (9.0)
= T wa 05 VP8, = THw, V" € R.

a%) = TH wy (dx®, i)v%x”

T(w,V) = T“,,i ® da” (wadz®, VP e

oz

Assim como para o caso de vetores e campos vetoriais, campos tensoriais do tipo (k,1)
designam tensores do tipo (k,l) em cada ponto p de uma variedade V. A regra de
transformacao das componentes de um tensor sob troca de coordenadas pode ser ob-
tida diretamente a partir de (2.4) e (2.8) e serd omitida. Em (RODRIGUES; RIZZUTI,
2023), entretanto, a regra de transformacao de um tensor do tipo (1,1) é obtida usando

consideracoes fisicas.

2.5 Mapas induzidos

E conveniente para o presente trabalho abordarmos o conceito de mapas induzidos por

um difeomorfismo em uma variedade. Se f é um difeomorfismo sobre V

FiV oV

p—= f(p),

(2.11)

f induz um mapeamento f, entre espacos tangentes de V', conhecido como pushforward.

Ou seja, para algum ponto p € V' e para algum campo vetorial X € X(V'), temos

fe: TpV — Tf(p)V
(2.12)

X|p = X|f(p)'
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Em termos de uma carta (U, ¢) de V, considerando que ¢(p) = {z*} e ¢(f(p)) = {v"}
sao as coordenadas dos pontos p e f(p) respectivamente, a forma com que f, atua em um

vetor X|, € T,V é dada explicitamente por

_ I i - i = X* 9y 0
LX| = 1. <X (p)axu p) = X"(p) f- (890“ p) =X (p)axu Y | () (2.13)
) )

Por outro lado, o difeomorfismo f induz também um mapeamento f* : Tj’f(p)V — 1,V

chamado de pullback, que atua sobre covetores sendo definido a partir do produto interno.

Definicao 2.5.1. Considerando um covetor w € T}‘(p)V e um vetor X € T,V o pullback
de w por f* é definido por
(ffw, X) = (w, [ X). (2.14)

Da expressao (2.14), podemos tirar explicitamente a forma com que f* atua em

w € T}‘(p)V,

fro = [ wu(f)dy" ) = wu(f ) F (de”| 1)) = wu(F ()7 (dy" | 1))

— N L), (219

= w,(p)dz"|,.

Além disso, para a construcao de capitulos finais do trabalho, é conveniente estendermos
a atuacao do pullback para um tensor do tipo (0,2). Seja g € T}‘(p)V ® T}*(p)V, a atuacgao

de f* em g é dada explicitamente por

910 = (9 (f()dy" | 1) © Ay’ | 1) = G (f(P)) 7 (AY" | 15)) @ f7(dY" | 1))

oyt oy”
= guu(f(p))@axﬁ

(2.16)
dz®|, @ dz”|,.

Por fim, é interessante notar que, enquanto f, segue a mesma direcao de f, ou seja,
na diregdo de p — f(p), f* atua no sentido oposto, de f(p) — p. Na préxima segao,
veremos que tal detalhe inerente dos mapas induzidos por um difeomorfismo f nos permite

“caminhar” sobre fluxos gerados por campos vetoriais em uma variedade.
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2.6 Fluxos

Vamos considerar agora X como um campo vetorial na variedade V. Dada uma curva
a em V', poderiamos tentar conectar X com a curva a exigindo que o campo vetorial
seja o proprio vetor tangente a curva, como indica a Figura 2.4. Isto motiva a seguinte

definicao.

ICR

Figura 2.4: Curva integral oo de um campo vetorial X € X(V).

Fonte: Elaborado pelo autor

Definicao 2.6.1. Seja X um campo vetorial de V. Uma curva o« : [ C R — V ¢é

chamada de curva integral do campo vetorial X, se para cada t € I,

da(t)
dt

= Xla@)- (2.17)

Considerando uma carta (U, ¢) na variedade, em que a u—ésima coordenada da

curva é dada por z*(t) = ¢*(«(t)), temos pela definigdo de curva integral acima que

dxt(t)
dt

= X*(a(t)). (2.18)

Podemos interpretar a equagao (2.18) como uma equagcao diferencial ordindria, em
que as solugoes sao as coordenadas x#(t) da curva «(t). Ao estabelecermos uma condigao
inicial ¢*(a(0)) = 2#(0), no qual 2#(0) corresponde a py—ésima coordenada da curva

integral em ¢ = 0, o Teorema da Existéncia e Unicidade (BOYCE; DIPRIMA, 2004) das
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equagoes diferenciais ordindrias garante que ao menos localmente (ou seja, no intervalo
aberto I), existe unica solu¢ao para a equagao (2.18).

Utilizando uma outra forma de representar as curvas integrais associadas a um
campo vetorial, vamos denotar de agora em diante a curva integral do campo vetorial X
que tem como ponto de partida um ponto zy € V', cuja u-ésima coordenada é dada por

x#(0), com o que chamaremos de fluxo gerado pelo campo vetorial X € X(V).

Definigao 2.6.2. Seja ®(t,xy) a curva integral de X € X(V') passando por zy € V em
t = 0. Nestas condigoes, 0 mapeamento ® : R x V' — V', com (t,x9) — ®(t,29) € V, é

chamado de fluxo gerado pelo campo vetorial X € X (V') ao longo da variedade.

Utilizando a definicao acima, a curva integral que passa de inicio pelo ponto xg
pode ser denotada por ®(t,z¢) = (®(¢, z¢), ..., ®"(¢,70)). Logo, podemos reescrever a
equagao (2.18) como

d_ ., o
S (ta)| = XP (@ x0)), (2.19)

t=0

com a condi¢ao inicial

(0, z0) = (0). (2.20)

Abaixo, é demonstrado em um exemplo, como podemos utilizar a equagao (2.19) para

calcular o fluxo gerado por um campo vetorial em uma variedade.

Exemplo 2.6.1. Considerando primeiramente que V = R? e definindo uma carta (U, ¢).
Seja o campo vetorial X € X(V') dado por X = y% + :Ca% e seja uma curva o : I — R2,
tal que na carta (U, ¢), a curva em ¢ = 0 possui coordenadas ¢(a(0)) = (z,y) = 2o € R%

Pela equacgao (2.20), temos que as condigdes iniciais sao dadas por:

(0, (2,y)) =2'(0) ==

(2.21)
(0, (z,y)) = 2°(0) = y
Omitindo os argumentos para nao carregar os calculos, da equagao (2.19) obtemos
de! — P2
dd ) 0 o7 dt
—| =X(@)|, =9—| +2'| = — =0 . (222)
dt =0 0 ox 20 3y Zo d! 4o2 _ P!
@ |
=
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Derivando as expressoes finais para as componentes do fluxo ®(¢, (z,y)) na equagao (2.22),

obtemos

2p1 2
| -w-e
1=0 : (2.23)
252 1
s -a-w
t=0

onde, ao resolvermos o sistema de equagoes diferenciais ordindrias visto em (2.23), no

qual, A e B sao duas constantes a determinar, encontramos como solucoes:

Ol(t, (x,y)) = Ae! + Be™*
(2.24)

©2(t, (v,y)) = Ae' — Be™

Por fim, das condigoes iniciais descritas em (2.21), podemos obter a solugao final
para o conjunto de equagoes (2.23), encontrando entdao a expressao final para o fluxo @

gerado pelo campo vetorial X, escrito no formato matricial como

oLt (x, e
ot ey = P ] [0 5
*(t, (2,y)) ()" — (e

—~
|R
N |
<
~—
Q)
&

(2.25)

E vélido notar que se tomarmos a derivada da expressao (2.25) e a avaliarmos em ¢t = 0,

retornamos as componentes do campo vetorial X, como esperado.

Para as construgoes adiante do trabalho, observamos que o fluxo ® gerado por um
campo vetorial na direcao de uma curva integral na variedade, ao fixarmos o parametro t €
R, pode ser interpretado como um difeomorfismo entre pontos da variedade, denotado por
®, : V — V.° De forma direta, tal difeomorfismo entre pontos da variedade induzird um
mapeamento entre espacos tangentes da mesma variedade que, veremos adiante, podendo
ser utilizado, a grosso modo, para transladar um vetor definido no espago tangente de um
ponto para o espaco tangente de outro ponto.

Considere um ponto p € V, cujas coordenadas sao dadas por ¢(p) = {z"} em
uma carta (U, ¢). Seja ® o fluxo gerado por um campo vetorial X € X(V'), podemos

deslocarmos infinitesimalmente sobre a variedade ao considerarmos um parametro € infi-

5®, tem o efeito de “deslizar” sobre a variedade ao longo da curva integral no instante ¢ (LEE, 2012).
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nitesimal. As coordenadas do ponto p podem ser mapeadas com o auxilio de ¢, para um
outro ponto ®.(p) nas proximidades do ponto p. Desprezando termos de ordens superiores

O(e), tais coordenadas sdo dadas explicitamente por

d
Pt (p) = P (e,p) = ©*(0,p) + Ea‘“(t,p) = 2" +eX"(p), (2.26)
t=0

sendo X*(p) a pu—ésima componente do campo vetorial X no ponto p.°
E interessante também, por motivos que ficarao claros em capitulos posteriores,
escrevermos o fluxo ® gerado por um campo vetorial X através de uma exponenciagao,
dada por
OH(t,p) = exp (tX)x", (2.27)

sendo ¢(p) = x* a p—ésima coordenada do ponto p. A derivagao da expressao (2.27) pode
ser feita ao tomarmos um parametro ¢, expandirmos o mapeamento ¢ em torno do ponto

inicial p = ®(0, p). Sendo o calculo da expansao dado explicitamente por

OH(t, p) = P*(s,p) —i—tiCI)“(s ) —i—ﬁ 4 2@“(8 )+
yP) = D 0 dS » P o 2' dS P 0
d 2 [(d\’ d
=1+t—+ =1 — oL = t— | d* 2.28
tio+ g (ds) + (5,p) B exp<ds) (5,p) By (2.28)
2 X
= [m“+tX”(p)+%X”aa—(m+..} = exp (tX)z*.
! v

Na préxima segao, veremos diretamente uma aplicagao do fluxo @, gerado por um campo
vetorial ao calcularmos derivadas direcionais de campos vetoriais em uma variedade. Tal
conceito, além de ser importante nos estudos de algebras e grupos de Lie (com aplicagoes
em diversas areas da fisica), terd importancia na construc¢ao do capitulo final do presente

trabalho.

50 campo vetorial X no ponto p, é conhecido nesse contexto como gerador infinitesimal da trans-
formagao ®..
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2.7 Derivada de Lie

Vimos na equacao (2.1) que a taxa de variagdo de uma fun¢ao f em um ponto sobre a
variedade pode ser interpretado como a atuacao de um operador diferencial que definimos
como sendo o vetor tangente X no ponto. De fato, o nimero que provém do resultado da
atuacgao do operador diferencial na funcao f é tido como a derivada direcional da funcao
ao longo da curva «, na qual o vetor tangente a curva em «(0) é dado por X.

Por outro lado, ao calcularmos a taxa de variacao de um campo vetorial Y &
X(V), ou seja, a derivada direcional do campo ao longo de uma variedade da mesma
forma que calculamos para a funcao f, precisamos tomar um certo cuidado. Por exemplo,
tomando o vetor tangente X € T,V ao calcularmos a derivada direcional do campo Y na
dire¢do do vetor X ao longo da curva «a(t), se considerarmos a(0) = p, pela defini¢ao de

derivada, temos

Yoo — Yla
OxY = lim | ® | ©

lim ; (2.29)

Se observarmos a equacao (2.29), vemos no numerador da expressao do limite,
a diferenca entre um objeto que pertence ao espago tangente 75, )V com um objeto que
pertence ao espago tangente T, V. Tal operagao ¢ um problema, pois, nao sabemos
realizar operagoes como a diferenga ou a soma entre vetores que pertencem a espagos
vetoriais distintos. Somente para vetores que pertencem ao mesmo espaco vetorial que
tais operacoes estao bem definidas. Portanto, urge a necessidade de reescrevermos a
expressao (2.29) de uma forma que seja possivel calcular tal variagao. Isto pode ser feito
com a ajuda do deslocamento infinitesimal ®, que definimos anteriormente, de modo que,
podemos pensar que substituiremos a direcao do até entao vetor X, pelo fluxo ® gerado
por um campo vetorial X € X(V'), no qual, terd o papel de transladar as componentes do
vetor Y|, para o ponto p e, somente entao, poderemos calcular a derivada.

Como dito na secao anterior, o mapeamento &, : V. — V, sendo t € R, é
um difeomorfismo definido sobre V. Dessa forma, como foi visto na se¢ao 2.5, podemos
estender tal mapeamento entre espagos tangentes da mesma variedade, ou seja, dizemos

que o mapeamento ®; induz um mapeamento (®¢), : T,V — Tg,;)V, para algum
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p € V. Dessa forma, utilizando o deslocamento infinitesimal ®. gerado pelo campo
vetorial X € X(V) e considerando o campo vetorial Y € X(V), tal que no ponto ®.(p)

exista o vetor Y

o.(p) € To.(»V, temos que a atuagao de (P_.), no campo vetorial ¥ no

ponto ®.(p) é dada, baseada na equagao (2.13), por

It g, )

(®-c).Y

(2.30)

onde, ao substituirmos na equacio (2.30) as coordenadas ®}(p) do ponto ®.(p) que cal-
culamos na equagao (2.26), bem como a v—ésima coordenada ®” (p) do ponto ®_.(p),

cujo o calculo é feito de forma andloga a equacao (2.26). Obtemos

d(z” —eX”(p)) O oY (p)

(P_)Y o () = Y M-eX A (p)) T 5| = (Yu(p) +eX? o) + O(g))
(6; _ ea)g;ip)) aiy - {Yu(p) te (Xk(p)a%jgm —y(p) 09{;’;519))] aiu p+O(e).
(2.31)

Desprezando os termos de ordens superiores da equacao (2.31), podemos obser-
var algo interessante. Utilizando o mapa induzido (®_.)., levamos um vetor que estava
definido nas proximidades do ponto p em Ty, )V, para o resultado final de (2.31), que
claramente pode ser interpretado como um vetor de 7,V. Logo, se partimos nessa direcao,
a preocupacao do comeco da secao deixa de fazer sentido, pois, agora conseguimos mapear
um objeto de um espago vetorial a outro, podendo assim reformular a equagao (2.29) e
definirmos a maneira correta de avaliar a taxa de variacao de um campo vetorial Y, dada

pela chamada derivada de Lie, definida como

d_,),Y Yy
LXYElim( )-Ylo.0) |p.

e—0 €

(2.32)

Se por um lado o campo vetorial X gera o fluxo ®, por outro, podemos pensar também
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que o campo Y gera um fluxo 77 na variedade V, ou seja,

dy*(t, p)

T Y¥(y(t,p)). (2.33)

Dessa maneira, na Figura 2.5 podemos ter uma ideia geométrica do papel crucial do

mapeamento (®_.), no numerador da expressao (2.32).

Figura 2.5: Ag¢ao do mapeamento (®_.). em um vetor pode ser interpretado como um
transporte do vetor pra outro ponto nas proximidades do ponto inicial.

Fonte: Elaborado pelo autor

Desenvolvendo explicitamente a expressao (2.32) com o resultado da equagao
(2.31) sem os termos de ordens superiores, encontramos uma forma de escrever a derivada

de Lie do campo vetorial Y, dada por

1 A OYE(p) L, 0XM(p)\ O
LxY = ll_r% ; Y|, +e (X (p) O Y*(p) v Gy , Y, 2,30
oY *(p) oXF(p)\ @ '
o A _ v R _
N (X D) g VW50 ) g >

"Como estamos trabalhando com campos vetoriais suaves na variedade V', pelo Teorema 9.12 de (LEE,
2012), podemos assumir que existe um fluxo, no qual, o campo vetorial Y é o gerador infinitesimal.
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onde, podemos reconhecer que a expressao final entre parénteses se assemelha a um co-
mutador entre dois objetos. Seja f uma funcao definida na variedade V' e dois campos

vetoriais X, Y € X(V'), vamos definir o seguinte comutador

I = X - v = (2 ) (V%) - (v ) (o)

aY" of o0 f oX* Of 0 f
— M wyv _yv _yvxH_~ 7L 2.35
X oxt Oxv A% oxroxY Y oxv Oxt X oxvOxH ( )
15044 oX"\ of
_ " _ VK
(X Ox+ ¥ 8x“) Oz

O célculo anterior mostra que a expressao [X, Y] é um campo vetorial. Ela é denominada
de colchete de Lie e pode ser usada para se reescrever a equagao (2.34) de uma forma
mais elegante e compacta,

LxY =[X,Y]. (2.36)

E conveniente para o contexto do trabalho, mostrar como a derivada de Lie atua sobre
um campo tensorial arbitrario g do tipo (0,2), a partir de como o mapa induzido (®.).
se estende ao atuar em objetos de TyV. Dado um produto interno (,) : )V x T,V — R

para qualquer ponto p € V, ao tomarmos um covetor dz*|s, ) da base de T, ge(p)V e um

0
oxV

vetor 52|, = 0,|, da base de T,V temos pela defini¢ao 2.5.1

()" dat

®.(p), Ov|p) = (d"

2(p) (Pe)«Tulp), (2.37)

de onde obtemos explicitamente que
(Q)*dat |o, (p) = Oa(at+eXH)dz®|, = (04+€0, X")dxt o, () = dat|,+€eD X dx®|,. (2.38)

Dessa forma, calculando explicitamente a expressao da derivada de Lie para um covetor

da base do espago TV temos,

1
Lx(da') =lim = () da" o ) — da*|,] = 0o X dz®,. (2.39)

e—0 €

Sendo assim, dado um campo tensorial g = g, dz* ® dz” do tipo (0, 2), e sabendo que a
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derivada de Lie obedece a regra de Leibnitz, ou seja,

Lxg=Lx(gudrt @ dx") (2.40)

= Lx(gu)dz" @ dz” + gL x(d2") ® da” + g, dat @ Lx(dz”),

temos que, calculando £x(g,,), obtemos

CocCgn) = 103 = g (2c(p) = 0 0)]

— h_r>%1 [glw(gjo‘ + €Xa(p)) - g/ux(p)]
lim - (2.41)

— lim = (9 (P) + €X ()00 () — 9w (D))

e—0 €

= X0

Substituindo na equagao (2.40) os resultados encontrados nas equagoes (2.41) e (2.39),
chegamos na expressao final da derivada de Lie de um campo tensorial g de ordem (0, 2)

ao longo do fluxo gerado por um campo vetorial X, dada por
Lxg = X0pgde” @ dx” + 0,X"godz" @ dz” + 0, X guadr! @ dz". (2.42)

Um fato interessante a respeito do colchete de Lie nesse contexto é que ele pode
ser utilizado para medir o quao distinto o fluxo gerado por um campo vetorial X € X(V)
é do fluxo gerado por um outro campo vetorial Y € X(V'), por exemplo. Tal fato pode ser
visto de uma forma geométrica no exemplo abaixo, ao adaptarmos os campos vetoriais
e os fluxos da Figura 2.5 para o caso em que a variedade V é a superficie da esfera

tridimensional S2.

Exemplo 2.7.1. Vamos considerar primeiramente o fluxo ®; de um campo vetorial X,
que passa por um ponto p = (x,y, z) € S? em s = 0 e que gira em torno do eixo z, escrito

no formato matricial como

coss —sins 0 x T coss —ysins
®(s,p) = [ sins coss 0| |y|=|zsins+ycoss |, (2.43)
0 0 1 z z
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onde, utilizando a equagao (2.19), podemos obter as componentes do campo vetorial X

no ponto p, dadas por

T Coss — ysins —y
d d
4 B _ _ X 2.44
s (s5,p) s xsins + ycos s . x (2.44)
z 0

Por outro lado, considerando o fluxo ~,; gerado pelo campo vetorial Y, que gira

em torno do eixo y e que também passa pelo ponto p em ¢t = 0, dado por

cost 0 —sint T xrcost — zsint
yitp)=1 0 1 0 y | = y : (2.45)
sint 0 cost z rsiny + zcost

onde, da mesma forma, podemos calcular as componentes do campo vetorial ¥ no ponto

xcost — zsint —z
d d
—~(t = — = =Y. 2.46
dﬂ( ,p) T y 0 (2.46)
= t=0
rsiny + ycost T

Na Figura 2.6 abaixo, podemos ver uma representacao das linhas de campo ge-
radas pelos campos vetoriais em S?, baseada nas expressoes encontradas para as compo-
nentes (2.44) e (2.46) dos campos X e Y, respectivamente. Dadas as expressoes (2.43) e
(2.45) para os fluxos sobre S?, vamos agora realizar deslocamentos sobre os fluxos através
dos parametros infinitesimais € e . Utilizando € para deslocarmos ao longo do fluxo ®

para um ponto ®(e, p) nas proximidades do ponto p, temos

T COSE — ysine
®(e,p) = | wsine +ycose | (2.47)

z
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Figura 2.6: Campos vetoriais X e Y de (2.44) e (2.46) na superficie da esfera tridimensi-
onal S%. As setas mais grossas representam o campo Y, enquanto as mais finas o campo

X.

Fonte: Elaborado pelo autor

onde, para € << 1 temos que cose ~ 1 e sine =~ ¢, logo, chegamos que

T — Y€

Ple,p) = [ze+y |- (2.48)

Utilizando do mesmo principio, porém, considerando o parametro infinitesimal ¢,
podemos deslocarmos ao longo do fluxo v nas proximidades do ponto p para um ponto

v(d,p), cujas coordenadas sao dadas por

r— 20
)= vy |- (2.49)

0+ 2

Se deslocarmos no sentido do fluxo ® também por um parametro e, porém, a

partir do ponto (4, p) encontrado acima, podemos reescrever a equagao (2.43) afim de
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encontrar as coordenadas de ®(e,(d,p)), ou seja,

cose —sine 0 T — 20 1 —€ 0 T —z0
®(e,7(0,p)) = [ sine cose 0 Yy ~le 1 0 Yy
0 0 1 0+ 2 0 0 1 0 + 2
(2.50)
T — 20 — ey
N | xe—z2de+y
x + 2

Por outro lado, se deslocarmos ao longo do fluxo v partindo do ponto ®(¢,p),
obtemos de forma andloga & equagao (2.50) as coordenadas do ponto (9, ®(e, p)), dadas

por

1 0 —6 T — Ye T —ye— 0z
70, 2(ep)~ 0 1 0 ||zety]|= ze+y : (2.51)
o 0 1 z xd — yed + z

Ao tomarmos a diferenca entre as coordenadas de (6, ®(e,p)) e P(e,v(6,p)),

vistas respectivamente nas equagoes (2.51) e (2.50), chegamos que

r—ye— 0z r—2z0—ey 0
V(6 (e, p)) — (e,7(6,p)) = ze+y — | ze—zbe+y | = | 2d¢
xd — yed + z x0 + z —yde
0

Y

Por sua vez, ao calcularmos explicitamente a expressao de [X, Y] utilizando as compo-
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nentes de X e Y dadas em (2.44) e (2.46) respectivamente, obtemos,

OY*(p) 0X*"(p)) 90
X, Y] =(Xx* -y —
[X,Y] ( L) )= ) 9m )
) ov'! ) ox? 0X! X'\ 0
_ (19 201~ 3 vl 2 3 9
B (X Ozl X 0z? X O0x3 Y Ozt Y Ox? Y 8m3> Ozt
oY? oy? oY? 0X? 0X? oX?\ 0
) G LRI 'C I Ve bl Ve kb Vil R
* ( Ozt * 0x? * O0x3 Ozl 0x? 8:63) dx?|,
ov:  LOvd  _ovd  _ox®  _Lox®  _ox®\ o | (299
19Y° 20" 3 oy 2 _ 3 .
* (X Ox! A Ox? X Ox3 ¥ Ox! Y Ox? Y 83:3) x|,
0
B 0 y 0
=20~ —Yaz| = | 2
|, 0z|,
—Y

Onde, podemos observar claramente que [X, Y] é proporcional a diferenga de coordenadas

(2.52), logo, podemos entdo reescrever a equagao (2.52) como

(0, ®(e, p)) — (e, 7(6,p)) = e[ X, Y], (2.54)

mostrando entao que, de fato, o colchete de Lie estd relacionado com a distingao entre
um fluxo gerado por um campo vetorial de outro gerado por um outro campo na mesma

variedade. Nitidamente, se os campos comutam temos,

X,Y] = £xY =0 = 7(5,D(e,p)) = De,1(5.p)), (2.55)

ou seja, nao ha variagoes do campo vetorial Y ao longo do fluxo gerado por X, de tal
forma que se deslocarmos infinitesimalmente ao longo dos fluxos gerados por cada campo
vetorial, conseguimos chegar em um ponto em comum a ambos.

Por fim, podemos dar uma interpretagdo geométrica para a equagao (2.52) ao
olharmos para curvas integrais (fluxos) geradas pelos campos vetoriais da Figura 2.6. O
colchete de Lie nesse caso pode ser visto como uma medida do fechamento do “paralelo-
gramo” central na Figura 2.7, delimitado pelas curvas integrais de X e Y. Cabe ressaltar
que na Figura 2.7, as distancias deslocadas sobre os fluxos utilizando os parametro d e

€ sao meramente ilustrativas, ja que tais parametros tem natureza infinitesimal na nossa
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construcao.

Figura 2.7: O colchete de Lie [X,Y] é proporcional a falha do fechamento do “paralelo-
gramo” central delimitado pelos fluxos de X e Y sobre S2.

Fonte: Elaborado pelo autor

Apesar de no Exemplo 2.7.1 termos utilizado a variedade S? e fluxos gerados por
campos vetoriais X e Y bem especificos sobre ela, tal resultado pode ser generalizado
para uma variedade V' qualquer. Assim como com campos vetoriais arbitrarios definidos
sobre V. Antes de passarmos para o préximo capitulo do presente trabalho, é conveniente

listarmos algumas propriedades do colchete de Lie, sendo elas:

1. Antissimétrica;

[X,Y] = —[V, X] (2.56)

2. Bilinearidade;

[aX +bY,cZ 4+ dW] = ac[X, Z] + ad[ X, W] + bclY, Z] + bd[Y, W] (2.57)

para quaisquer constantes a, b, c, d.
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3. Identidade de Jacobi;

[X,Y],Z]+ [[Z,X], Y]+ [[Y, Z], X] = 0.

(2.58)
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3 Grupos e Algebras de Lie

O foco desse capitulo é introduzir a ideia de grupos, grupos de Lie e algebras de Lie,
assim como, através de alguns exemplos ao longo do capitulo mostrar a presenca de
grupos como objetos conectados a transformagoes de simetria. Além disso, durante o
capitulo serao apresentadas algumas generalizagoes de conceitos que foram definidos em

capitulos anteriores.

Defini¢ao 3.0.1. Um conjunto de elementos G ¢é tido como um grupo se os seguintes

quatro axiomas sao satisfeitos:

1. Existe uma operagao binaria denotada por (-) que associa pares de elementos de G
a um novo elemento de GG. A operacao é chamada de produto do grupo e é escrita

como,dadoge g €G, 9" =9g-9 € G.

2. Para cada trés elementos ¢, ¢’ e ¢” de G, é véalida uma lei associativa do produto
(9:-9)-9"=g- (9 9").
3. Existe um elemento neutro e em G, tal que g-e =e¢e-g =g, Vg € G.

4. Para cada elemento g € G, existe um elemento inverso ¢~ € G, tal que g - g~ =
g l-g=e.
A definicdo acima nos permite identificar certos conjuntos de elementos como

sendo grupos. Abaixo, daremos alguns exemplos.

Exemplo 3.0.1. O conjunto dos nimeros R* = R — {0} é um grupo com o produto
usual. Ou seja, dado a,b € R*, a-b € R*; tomando ¢ € R*, temos claramente que
(a-b)-c=a-(b-c); oelemento neutro e do grupo é o préprio nimero 1 € R*; para cada

nimero g € R* seu inverso é dado por 1/g € R*.

Exemplo 3.0.2. O conjunto dos nuimero reais com a soma (R,+) é um grupo. Dado
a,b € R, temos que a+ b € R; tomando ¢ € R, claramente temos (a+0b)+c¢ = a+ (b+¢);
para cada ¢ € R, nesse caso temos que o elemento inverso ¢~ = —g; o elemento neutro

e para esse grupo € o numero 0.
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Exemplo 3.0.3. O conjunto General Linear GL(n,R) das matrizes n X n sobre o corpo

dos reais com o produto usual de matrizes é um grupo.

3.1 Exponencial de Matrizes

Apoés a definicao de grupos, faz se necessario para o capitulo em questao, definirmos de

antemao a exponencial sobre um conjunto de matrizes quadradas complexas de ordem n,

denotado M, (C).

Definigao 3.1.1. A funcao exponencial sobre o conjunto de matrizes M, (C) é uma

aplicacao e : M,(C) — M, (C), onde, para uma matriz A € M,,(C):

= A 1
A _ _ 2
e —E k!—]l—i—A—i-Q!(A)—l—... (3.1)
E interessante salientar que nem todas a propriedades da exponencial e* de um

A

nimero a € R sdo as mesmas da exponencial de uma matriz e?. Por exemplo, e‘e?

A

eA*B pois, pelo contrario terfamos que ete? = eATE = ¢B+4

e =e BeA

= e”e”, o que é um absurdo,

A

pois e e €8, para qualquer A, B € M, (C), sdo matrizes que nao necessariamente comutam

entre si. Para o caso geral em que A e B sao duas matrizes arbitrarias, existe a féormula

de Kampbell-Baker-Hausdorff (HALL, 2003), dada por

cAeB _ ATB+5(AB=BA)+15(AAB-2ABA+BAA)+... _ (A+B+3[ABl+5[AAB]+... (3.2)

Abaixo, sao listadas algumas propriedades que serao importantes para nossa construgao

ao longo do capitulo:

1. A série (3.1) converge para qualquer matriz M € M,,(C);

2. M =1+ A+ LAA+. )T =1+ AT + LATAT 4 =47,
3. (eN) =4

4. det(e?) = ™A,

5. e é uma bijecao entre uma vizinhanca da matriz 1 e uma vizinhanca da matriz nula,

conforme a Figura 3.1.
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Figura 3.1: Exponencial de matriz como uma bijecao entre dois subconjuntos de matrizes.

Fonte: Elaborado pelo autor

3.2 Grupos de Lie

Apoés termos definido a exponenciacao de matrizes e suas propriedades, é conveniente
definirmos os chamados grupos de Lie. Os grupos de Lie formam um caso especial de
grupos no qual podemos designar a cada elemento do grupo uma coordenada, ou seja, os
elementos do grupo podem ser parametrizados localmente a partir de elementos de um
outro conjunto que veremos mais adiante, utilizando como mapeamento de parametrizacao
a propria funcao exponencial definida anteriormente. Sendo assim, um grupo de Lie é tido

como uma variedade, munida das propriedades usais de um grupo.

Definicao 3.2.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciavel munida das proprie-
dades usuais de um grupo, com a diferenga que tanto o produto do grupo (g1, g2) — g1 go
quanto a inversao g — ¢! sao aplicacoes diferencidveis.

Para evitar complicacoes técnicas, o foco principal aqui sera estabelecer coorde-

nadas sobre GG usando a exponencial. A seguir, alguns exemplos de grupos de Lie.

Exemplo 3.2.1. O conjunto dos ntimeros reais R com a soma usual, mencionado previ-

amente, ¢ caracterizado como um grupo de Lie.

Exemplo 3.2.2. O conjunto R dos nimeros reais positivos com o produto usual é um
grupo de Lie. Vg € R-(, podemos escrever g = e, x € R é a coordenada de g. O produto

do grupo fica codificado na soma em R: g; - g5 = €* - €Y = &* 1Y Va,y € R.

Exemplo 3.2.3. O grupo GL(n,R), apresentado previamente, possui subgrupos que sao

de interesse para o trabalho e que sao grupos de Lie, sendo eles o grupo formado por
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matrizes ortogonais 3 x 3 de determinante unitario SO(3) e o grupo de Lorentz SO(1, 3),
formado pelas matrizes 4 x 4 que representam as transformacao de Lorentz no espaco de
Minkowski, também com determinante igual a 1. Estes dois grupos serao tratados com

todos os detalhes na proxima secao.

3.3 Algebras de Lie

Para a obtencao das coordenadas de elementos de um grupo de Lie usaremos a expo-
nencial de matrizes. Como veremos, pelo menos para os casos de interesse - SO(3) e
SO(1,3) - mapeamos biunivocamente elementos do grupo em um conjunto com estrutura
de espaco vetorial. Este conjunto ¢ o que chamaremos de algebra de Lie associada ao

grupo correspondente. Formalmente, comecaremos com a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.3.1. A dlgebra de Lie § (sobre R) de um grupo de Lie G é um espago vetorial

munido de um comutador [,]: § x § — G.

Para parametrizarmos um elemento de um grupo de Lie, precisamos primeira-
mente explorar as restricoes que o grupo impoe a seus elementos. Para o nosso primeiro
exemplo de interesse, vamos pegar um elemento arbitrério R pertencente ao grupo SO(3).
Utilizando do fato que o mapa exponencial de uma matriz pode ser visto como uma bijecao
de uma vizinhanca pequena da matriz nula, sobre uma vizinhanga pequena da matriz
identidade (Figura 3.1, podemos tomar uma matriz r na primeira vizinhanca e escrever
R = ¢€", sendo R uma matriz na vizinhanca da matriz 1. Dessa forma, recorrendo as

restrigoes que o grupo SO(3) impoe a seus elementos, temos:
1. R'=RT — () t=()=¢" =¢" = T = —p;
2. det(R) =1 = det(e") =™ =1 = Tr(r) =0.

Ora, mas pelas restricoes encontradas acima, vemos que a matriz genérica r deve ser uma

matriz antissimétrica. Logo, encontramos que r é dada da seguinte maneira:

r = o) 0 —ay s (33)
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para quaisquer aq, s, a3 € R. Podemos reescrever a equagao (3.3) de uma maneira bem

especifica, utilizando que i € {1,2,3}, temos

00 0 0 0 1 0 -1 0
r=a|lo 0 -1+ 0o o0ol+a|1 0 of=a"r, (3.4)
01 0 100 0 0 0

Dada duas matrizes 71,75 da forma ry = a'r; e ro = 77 com o', 37 € R, temos,
L (ri+r)t =rl +0rl = —(ry + 1),
2. Tr(ry +rg) = Tr(ry) + Tr(ry) = 0.

Logo, o conjunto obtido fazendo combinagoes lineares das matrizes (linearmente inde-
pendentes) 7; tem estrutura de espago vetorial. Para recuperar um elemento de SO(3),
fazemos g = e®™ e os coeficientes a; sao interpretados como as coordenadas do elemento g
do grupo. Por fim, notamos que é essencial conhecer o comutador entre as matrizes 7; para
o calculo da férmula de Kampbell-Baker-Hausdorff (3.2). Para este caso, ao calcularmos

explicitamente, temos

onde, utilizando do tensor antissimétrico €;;, de Levi-Civita, podemos reescrever as ex-

pressoes acima de uma forma mais compacta,
[Ti, Tj] = €ijkTk- (3-8)

Consequentemente, podemos escrever o produto do grupo SO(3) de uma forma mais

simplificada, ou seja, tomando R; = e*™ e R3 = €™ por exemplo, temos

1 _1
Ry - Ry = e°™ - 6,87'3 _ eaT1+ﬂT3+2[aT1,ﬂ7'3]+... _ ean—l—ﬂTg 0BT+ (39)
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Dessa forma, associado ao grupo SO(3) encontramos um conjunto que chamare-
mos de so(3). Qualquer elemento do grupo pode ser obtido a partir da exponenciagao de
um elemento de so(3). Além disso, so(3) tem estrutura de um espago vetorial, munido
de um comutador visto na expressao (3.8), justificando, finalmente a definigao 3.3.1. O
comutador visto na equagao (3.8) possui as mesmas propriedades do colchete de Lie, visto
ao final da segdo 2.7 do presente trabalho (mais a frente veremos que tal comutador tem
uma conexao mais profunda com o mesmo). Para concluir este primeiro exemplo, vamos

tomar a exponencial da matriz « - 73, para algum o € R,

Q

0 0
or <a00) 0—ao0 1 f0-a0\ /0-a0
e =eN0 00/ =T+ (a00)]+=(ao00 a 00
0 00 210\0 0 0 0 00
1 /0-ao0 0 —a0 0 —ao0
+ —1la 00 a 00 a 0 0 )+
31\o 0o 0 00 0 00
) (3.10)
cose —sina 0
-+ (a=%r+...) 0
= a—%—?+... 1_%‘2+_._ o| = |sina cosa O0];
0 0 1
0 0 1

sendo o resultado final reconhecido geometricamente como uma matriz de rotacao entorno
do eixo z por um angulo «. De fato, os elementos do grupo SO(3) representam as matrizes
de rotacao que atuam no espaco R? e ao realizar uma exponenciacao analoga feita no caso
acima, trocando o gerador 73 pelos geradores 7, ou 73, obtemos matrizes que representam
rotacgoes em torno do eixo z ou entorno do eixo y, respectivamente.

Ademais, apesar de termos utilizado o grupo SO(3) em questao, o conceito de
algebra de Lie associado a um grupo de Lie é generalizado, de forma que todo grupo de
Lie possui uma algebra de Lie associada ao mesmo. E de fato, a partir de elementos da
algebra de Lie, podemos construir elementos pertencentes ao grupo de Lie de matrizes
associado a algebra utilizando da bijecao descrita na Figura 3.1, como foi visto na equacao
(3.10) com a exponencial do gerador 71. Os geradores da &dlgebra, as matrizes 7; para o
caso da algebra so(3), podem ser chamados também de geradores do grupo, e a dimensao
da algebra, ou seja, o nimero de vetores linearmente independentes que geram o espaco
vetorial, também ¢é a dimensao do grupo.

Facamos agora uma andlise similar ao grupo SO(1,3). Para encontrarmos os
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elementos da élgebra de Lie desse grupo, ou seja, os elementos de so(1, 3), precisariamos
previamente apresentar o conceito de (pseudo -)métrica sobre uma variedade. Tal conceito
serd apresentado somente no proximo capitulo do presente trabalho e desse modo, pego ao
leitor que no momento considere 1 como uma matriz 4 X 4, tal que n = diag(—1,1,1,1).
Dessa forma, o grupo SO(1,3) é composto por matrizes reais denotadas na literatura

como A, satisfazendo as seguinte expressoes:
1)det A = 1;

(3.11)
2)ATnA = .

Partindo das imposigdes do grupo sobre seu elementos, em (ROCHA; RIZZUTTI;
MOTA, 2013) é visto uma construgao dos elementos da algebra so(1,3) similar a que foi
feita no presente trabalho para a construcao da algebra so(3). Ao escrever um elemento

do grupo como a exponencial de uma matriz w,

A=¢e”, (3.12)

e substituir nas expressoes descritas em (3.11), é obtido que os geradores do grupo, ou

seja, os elementos de so(1,3) s@o seis matrizes M;, dadas explicitamente por

00 0 0 0001
M, = 00 0 1 My = 000 O )
00-10 010 0
5800
_ _ (1000
Ma=1{(02100 ) - Ma=1{05000 > (3.13)
0000 0000
0000 0000
My = 1000 ; Mg = 0000 |-
0000 1000

Desse modo, de maneira similar a realizada na equagao (3.10) para o obtengao de um ele-
mento de SO(3) através da exponenciagao de um elemento da algebra vezes um parametro,

podemos tomar o gerador M, e um parametro £ € R afim de obter um elemento A de
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SO(1,3), sendo o mesmo dado por
1 /0€00 0£00
)+_(§000) (5000) + ...
2 \4e88) 8848 514
0
0
1
0

E possivel dar uma interpretacao fisica para (3.14): My gera um boost de Lorentz (ou
transformacao de Lorentz) na diregao = com velocidade v, tal que tanh{ = —* (ROCHA;
RIZZUTT; MOTA, 2013). Analogamente, M5(M;g) gera um boost na diregao y(z). O setor
de so(1, 3) formado pelos geradores M;, My, M3 sdo responsédveis por rotacoes, bastando
para tal interpretacao notar a similaridade estrutural com as matrizes 7;.

Além da formulagao algébrica adotada no decorrer da secao, podemos explorar
o caracter geométrico da algebra de Lie. Algebras de Lie possuem uma conexao direta
e profunda com a(o) derivada(colchete) de Lie. Na proxima segao, serd mostrada uma
outra formulagao da dlgebra de Lie visto na literatura de variedades diferencidveis (LEE,
2012; NAKAHARA, 2003; FERREIRA, 2011), ligada com campos vetoriais invariantes

por uma translacao pela esquerda.

3.4 Campos Vetoriais Invariantes

Vimos na secao anterior que a algebra de Lie é um espagco vetorial, munida de um comu-
tador entre os geradores desse espaco cujo a exponencial de qualquer gerador vezes um
parametro nos fornece elementos do grupo de Lie associado a algebra.

Por outro lado, o fato de um grupo de Lie ser uma variedade diferenciavel, nos
permite aproximar a vizinhanca de cada ponto g de um grupo de Lie G por um espaco
Euclidiano, o qual é o espago tangente 7,G' ao grupo de Lie naquele ponto em especifico
(FERREIRA, 2011) . Dessa maneira, como forma de explorar tais conceitos, vamos definir
primeiramente a operacao de translacao de elementos do grupo pela esquerda, e ver que

no fundo ela se relaciona com a prépria dlgebra de Lie do grupo G.

Definicao 3.4.1. Sejam b e g dois elementos de um grupo de Lie G. A operacao de

translacao pela esquerda L, : G — G ¢ um difeomorfismo definido por Ly,g =b - g.
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Temos que, como tal mapeamento L, é um difeomorfismo sobre variedade G,
Ly induz um mapeamento entre espacos tangentes de elemento do grupo G, de forma
analoga ao mapa induzido pelo fluxo infinitesimal visto na secao 2.7. Ou seja, existe o
mapeamento L, que leva vetores definidos em T,G a vetores em T,G. Nesse contexto,
podemos definir campos vetoriais em pontos g € GG, do qual, ao atuarmos com o mapa

induzido em tais campos, observamos que os mesmos sao invariantes sob a atuagao de

Ly,.

Definigao 3.4.2. Seja X um campo vetorial em um grupo de Lie G. X ¢é dito um campo

vetorial invariante pela esquerda quando L. X |, = X |-

Ou seja, sabemos pela secao 2.2 que em cada ponto g de G, um campo vetorial
designa uma vetor tangente naquele ponto pertencente a 7,G. Logo, se um campo vetorial
X ¢ invariante pela esquerda, podemos pensar que o campo em questao fornece vetores

idénticos em pontos que se diferem por uma translagao ao longo do grupo (Figura 3.2).

Figura 3.2: Acao do mapa induzido L, em um campo vetorial X sobre o grupo de Lie G.

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao denotarmos z*(g) e x*(bg) como sendo as p—ésimas coordenadas de g e bg € G

respectivamente, a atuacao de L, em um campo vetorial X invariante pela esquerda é
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dada explicitamente por

0x"(bg) 0
Ly Xy = X“(Q)W(g));

9
xl/

= X"(bg)

bg

= X, (3.15)

bg

Estendendo tal mapeamento para um campo vetorial escrito utilizando a expressao do
colchete de Lie visto na equagao (2.34), [X,Y] para X,Y € X(G), podemos observar que

o mesmo também ¢ invariante sob a atuagao de L., desde que X e Y também sejam,

0 0
— = v - ® ~ -
Lb* [X7 Y”g [Lb*X|ga Lb*Y’g] X (bg) axy bgv Y (bg) E)x“ bg]
S OVE(bg) o OXE(g)\ 9|
(X (bg) = —Y*(bg) == ) = - (X, Y]y, (3.16)

Por outro lado, ao tomarmos o valor de um campo vetorial X no espaco tangente

T.G do elemento neutro do grupo e, ou seja, o vetor X|, € T,G, temos que para todo

g € G, podemos através do mapa induzido L, determinar de forma unica seu valor em
T,G, dado por

Ly X|e = X|,. (3.17)

Dessa forma, pela definicao 3.4.2, o campo vetorial X é tido como invariante pela
esquerda. Mas como nesse contexto X é um campo vetorial arbitrario de X(G), assim
como g ¢ um ponto arbitrario de GG, entao, temos que todo campo vetorial X invariante
pela esquerda em X(G) é unicamente determinado pelo seu valor no ponto e, ou seja,
por X|. € T.G. Sendo assim, podemos dizer que existe um isomorfismo entre o conjunto
de campos vetoriais invariantes pela esquerda do grupo G, que denotaremos por G, e o
espaco tangente T,G. Logo, por definicao, tal conjunto § é chamado de algebra de Lie do
grupo G, munido da operacao do colchete de Lie, que vimos em (3.16) que ¢é invariante
pela esquerda sob a atuac¢ao do mapa induzido em questao, de modo que [X, Y] € G, para

todo X,Y € G.

Definicao 3.4.3. O conjunto de todos os campos vetoriais invariantes pela esquerda G,

munido com o colchete de Lie é chamado também de algebra de Lie do grupo de Lie G.

Vamos considerar um exemplo de campos vetoriais invariantes pela esquerda do

8Vale ressaltar que § C X(G).
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grupo GL(n,R), como forma de observar de forma intuitiva as construgoes enunciadas

acima.

Exemplo 3.4.1. Considerando o grupo de Lie GL(n,R), as coordenadas de uma matriz
n X n qualquer do grupo ¢ dada por n? ntimeros 2. O elemento neutro do grupo, ou
seja, a matriz identidade 1,, pode ser parametrizada pela delta de Kronecker §“. Vamos
considerar dois elementos quaisquer g,b € GL(n,R), tal que g = {2 (g)} e b = {2 (D)},
temos que, a translacao pela esquerda nesse caso é dada pela multiplicacao usual de

matrizes, ou seja,

Lyg = x™(b)2™ (g). (3.18)

Vamos considerar um vetor V € T,GL(n,R), onde V = V¥(e)-2-

oz e

. O campo vetorial

invariante pela esquerda gerado por V' é dado por

g o ALye)| 0 ' (g)™(e)])| 0
= v = LY g —_ = t
L,V = L. {V (e)ﬁxij j V¥ (e) oai |, 0% |, (e) Oz Ozl |
- VU(B)xlm(g) @xij( ) eaxlk g =V (e)wlm(g)ézméé? Oxltk g B IE“(Q)V” (6) Ozl g
.o,
_ b_~ | —

Tomando um outro vetor Y € T.GL(n,R), podemos verificar que o colchete de Lie [V, Y]

também gera um campo vetorial invariante pela esquerda,

%MH:MM%MZW@W@ggPW@W%%;
—xm@ﬂmW@aingPWmVW@é%Q]szmVW@%&ﬂW%@&inQ
Y BV 0) | = )V Y™ )
Y V() sl = 2t (g) [V ™ e) — YV e)] o
= VYYo= oviv) 20

Como forma de conectar a construcao geométrica desenvolvida nesta secao com

a construcao algébrica da se¢ao anterior, vamos considerar uma curva integral «(t) no
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grupo SO(3).

Exemplo 3.4.2. Seja o : R — SO(3) uma curva integral no grupo SO(3), tal que,

cost —sint 0
aft) = | sint cost 0 ]- (3.21)

0 0 1

Podemos observar que em ¢t = 0, a(0) = e = 13. Por outro lado, pela defini¢cao 2.6.1,

temos que o vetor tangente a curva em «(0) é unicamente determinado por

sint —cost O 0 -1 0
do(t
d( ) = | cost —sint 0 =11 0 0] €T.S00). (3.22)
L P -0
0 0 0 0O 0 0

Sendo o resultado final encontrado em (3.22) o préprio gerador 73 da dlgebra de Lie so(3),
visto na equacao (3.10). Desse modo, a partir desse pequeno exemplo, podemos observar
a presenga do isomorfismo supracitado entre a algebra de Lie de um grupo de Lie com o

espago tangente ao elemento neutro do grupo, so(3) = T,50(3).

3.5 Acao de Grupos de Lie em Variedades

Vimos na se¢ao 2.6 que um campo vetorial X € X(V) em uma variedade V', associado
a sua curva integral, gera um fluxo ao longo de V. Por outro lado, podemos estender
tal conceito para fluxos gerados por campos vetoriais invariantes pela esquerda (ou seja,
elementos da algebra de Lie de um grupo de Lie), de forma que o mesmo induz um
campo vetorial a partir da operacao de exponenciacao. Para isso, podemos enxergar
primeiramente o fluxo, quando fixamos o nimero ¢t € R por definicdo, como um grupo

uniparamétrico de transformagoes.

Defini¢ao 3.5.1. Para um t € R fixo, um fluxo ®(¢,p) é um difeomorfismo de V' sobre
V', que chamamos de ®; : V' — V na secdo 2.6. ®; forma um grupo (comutativo) pois

satisfaz as seguintes propriedades:

1. q)t(ch(p)) = q)t-i-s(p)? Vp € V;
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2. Oo(p) = p;

3. (b—t - ((I)t)il.

Este grupo é chamado de grupo uniparamétrico de transformacoes. Por outro
lado, podemos substituir o conjunto dos nimeros reais R munido da soma, por um outro

grupo de Lie GG, de forma que teremos um mapeamento generalizado 3.
Definicao 3.5.2. Se ¥ : G x V — V é tal que:

L. ¥(g1,%(g2,p)) = X(91 - 92, p): V91,92 € G,Vp € V;

2. X(e,p) =p,Vp € V e e o elemento neutro de G;

3. X(g,) : V — V é um difeomorfismo,
entao dizemos que X é a acao do grupo G sobre a variedade V.

Por conseguinte, da definicao 3.5.2, podemos perceber que o fluxo é um caso

especifico de um mapeamento mais geral. Um exemplo tipico de agao sera exibido abaixo.

Exemplo 3.5.1. Seja uma matriz arbitraria A € GL(3,R) e considerando R* como a

variedade diferencidvel, ao tomarmos v € R3, a agao de GL(3,R) em R3 é dada por

An A Agg U1 A + Aigvg + Aqzvs
Y(Av)=A-v= Ay Agg Aos |~ | v | = | Anrvr + Axve + Agsus | € Rga (3.23)
A1 Asy Asg U3 As1v1 + Aszgvg + Agsvs

do qual, é nada mais nada menos que a multiplicagao usual de uma matriz por um vetor
coluna. De fato, 3(1,v) = v. Além disso, X(Ay, X(As,v)) = A1 Asv = X(A; - Ag,v). Por
fim, como det A # 0,VA € GL(3,R), segue que para A fixo, v — Av é invertivel. Com

isso, concluimos que (3.23) define uma agao.

3.6 Campos de Vetores Induzidos

No decorrer do capitulo, foi apresentado que vetores pertencentes ao espacgo tangente

T.G do elemento neutro de um grupo de Lie G define unicamente um campo vetorial X
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invariante pela esquerda. Assim como, vimos que a exponenciacao de um vetor da algebra
de Lie G gera elementos do grupo G.

Nessa linha, iremos nessa se¢ao fechar o capitulo conectando o fluxo gerado por
um campo vetorial, dado pela exponencial do campo vetorial cuja definicao foi vista
anteriormente na equagao (2.27), com a ideia de que a a¢ao de um grupo de Lie sobre uma
variedade V' determinada por geradores de campos vetoriais invariantes pela esquerda,
pode induzir outros campos vetoriais na propria variedade V.

Dessa forma, seja Y € T,G um gerador de um campo vetorial X invariante pela
esquerda, (U, ¢) uma carta na variedade V' tal que para um ponto p € V', suas coordenadas
sao dadas por ¢(p) = {2z} =z, P : RxV — V o fluxo gerado por Y e para algum ¢ € R,
o campo vetorial induzido por X em V ¢é definido por

d d

VAL = S0p)| =25 ) (3.24)
t=0

sendo ¥ : G x V — V a acao do grupo G na variedade V. Podemos perceber no exemplo
abaixo que indiretamente utilizamos a ideia expressa na equagao (3.24), nas equagoes
(2.43) e (2.45), quando calculamos um fluxo que gira em torno do eixo z e um outro fluxo

que rotaciona em torno do eixo y no exemplo (2.7.1).

Exemplo 3.6.1. Vamos considerar o grupo de Lie SO(3) agindo sobre V = R? e um

ponto p € V, cujas coordenadas sao dadas diretamente por

p=1y|- (3.25)

Ao tomarmos o vetor 73 € T.50(3), sabemos pela equagao (3.10), que

cost —sint 0

t13 —

e sint cost O] (3.26)

0 0 1
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e considerando que para este grupo

S, p) =€ p, (3.27)

sendo Y um elemento qualquer de 7,S50(3), pela equagao (3.24), temos que

T cost —sint 0 T
d d d
—d(t, p) = —¢'® = — | sint cost 0
dt o dt | Y] a 1’
z 0 0 1 z
0 -1 0 x —y (3.28)
=11 0 O y|l =1 =z
0 0 0 z 0
0 . 0
= — —_— :E_
Y ou oy’

onde, podemos observar que o campo vetorial induzido pelo campo vetorial invariante
pela esquerda gerado pelo vetor 73 € T,50(3) encontrado em (3.28) foi o mesmo que
utilizamos na equagao (2.44), quando definimos um fluxo que gira em torno do eixo z. De
forma anéloga, ao trocarmos 73 por 7, na equacgao (3.26) e repetimos o passo da equagao
(3.28), obtemos como campo vetorial induzido o préprio campo vetorial da equagao (2.46),
quando definimos um fluxo v que gira em torno do eixo y no exemplo (2.7.1).

Por fim, podemos concluir que os geradores da algebra de Lie so(3) do grupo
SO(3), ou seja, os vetores da base do espago 1.50(3), atuam em variedades através da
acao do grupo, como foi o caso da atuacao em R? acima e em S? no exemplo (2.7.1),
gerando campos vetoriais induzidos cujo os fluxos rotacionam em tais variedades. Mais
a frente no trabalho, exploraremos um resultado anélogo, porém, com o grupo SO(1, 3).
Mas antes, no proximo capitulo serao abordados alguns tépicos de geometria Riemanniana

que serao fundamentais para o desenvolvimento da parte final do presente trabalho.
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4 (Geometria Riemanniana

Vimos no Capitulo 2, que uma variedade V' é um espago topoldgico que localmente se
comporta como o espaco R™. Além disso, na secao 2.3, foi apresentado que covetores
atuam sobre vetores através do produto interno (, ), que é definido como um mapeamento
de TxV x T,V em R.

Nesse capitulo, serd apresentado o campo tensorial métrico g, ou simplesmente
métrica, que é essencialmente um objeto que define de forma suave em cada ponto p € V/
um tensor g, do tipo (0,2), do qual induz um produto interno em cada ponto da varie-
dade. Tal tensor pode ser utilizado para calcular algumas propriedades geométricas como
comprimentos, distancias e até angulos em cada espago tangente 7,V a um ponto p qual-
quer da variedade. Desenvolvida inicialmente por George Friedrich Bernhard Riemann ao
longo do século XIX (WEINBERG, 1972), a geometria Riemanniana é a geometria esta-
belecida sobre uma variedade diferenciavel a partir de uma métrica g, também chamada
de métrica Riemanniana nesse contexto.

Dessa forma, a partir de g podemos encontrar certos objetos geométricos interes-
santes sobre V', conectados diretamente com isometrias ao longo da variedade, que serao

abordados com maior profundidade ao final do capitulo.

4.1 Meétricas

Um produto interno definido em um espaco vetorial é tido como uma forma bilinear e
pode ser utilizado para calcular o tamanho dos vetores e o angulo entre eles naquele
espaco. Transladando tais ideias para o contexto de variedades, como espacos tangentes
sao espagos vetoriais que sao definidos a cada ponto p de uma variedade V', urge a neces-
sidade da definigao de um produto interno especifico para cada 7,,V. Dessa forma, surge
nesse contexto um campo tensorial g positivo definido em cada ponto p de V', chamada
de métrica Riemanniana. Uma variedade V passa ser Riemanniana, quando ela pode ser

descrita como um par (V, g), sendo g a métrica associada aquela variedade. De forma
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geral, uma métrica Riemanniana g em um variedade V satisfaz os seguintes axiomas:
L g, (U W) = g,(W,U);
2. ¢,(U,U) >0, sendo a igualdade valida somente se U =0 ,

onde U,W € T,V. No caso em que uma métrica g satisfaz o axioma (1), porém o
segundo axioma apenas diz respeito a igualdade, ou seja, podemos ter g,(U,U) < 0 para
algum U € T,V dizemos que g é um métrica pseudo-Riemanniana. Desse modo, se uma
variedade V' é munida de uma métrica pseudo-Riemanniana, V' é tida nesse contexto como
variedade pseudo-Riemanniana.

Se g é uma métrica Riemanniana de uma variedade V', entao, para cada p € V,
podemos designar um tensor g, ao ponto que tem papel de representar o produto interno
no espago tangente 7,,V. Por exemplo, se X e W, sao vetores pertencentes a 7,V, entao,
agora podemos escrever o produto interno entre os dois vetores (X, W), = ¢,(X, W). Da

equacao (2.9), temos que um tensor g, do tipo (0,2), pode ser escrito como

9p = G (p)da" @ dz” (4.1)

onde, g,,(p) é uma matriz positiva definida que representa as componentes do tensor no
ponto p. Ao tomarmos um deslocamento infinitesimal dz#0,|, € T,V e aplicarmos na
métrica g, obtemos uma outra notagao para designar uma métrica, utilizada na literatura

de geometria diferencial (CARMO, 2010),

0
oxv

dz¥

0
d2: drHt——
S g<$8:v“

0 0
, = gupdrtde’ (dz®, =), (dz”, —), = g, dz"dz’.
) p) Yop < ax#>p< ax,/>p Iu
(4.2)
Exemplo 4.1.1. Considerando a variedade Riemanniana (R?,§), um exemplo comum de
métrica para essa variedade é a métrica euclidiana em um ponto qualquer p € R?, dada

por

6, = 0i5(p)da’ @ da? = ds* = da'da’ = (da')? + (dx*)? + (dx®)?, (4.3)

onde, ao tomarmos U = U'9;|, e V = V79|, € R3? o produto interno usual entre esses

90 plano tangente T,R? a um ponto p € R? é tridimensional. O R3, por si s6, também é um espago
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dois vetores escrito utilizando a métrica é dado por

5,(U, V) = S(p) UV {dx® 0) |, (dt, 0,) |, = Ou(p)UFVE = UV + UV + UBVE. (4.4)

Além disso, podemos encontrar o angulo 6 entre os dois vetores X, W € T,V a

partir da expressao do produto interno entre eles, utilizando a métrica g,,

G (X, W) = (X, W), = /g, (X, X)\ (W, W) cos 0 = | X[[[ W] - cos6,  (4.5)

de onde podemos tirar que

gp(X7 W) _ G XHWY
Vo (X, X)gy(W,W) ) GapX*XP g, W

cosf = (4.6)

Podemos transformar uma métrica Riemannina a partir de uma mudanca de
coordenadas de um covetor dz*, apresentada na equacao (2.7). Ao escrevermos x! =
rsinf cos ¢,z = rsinfsin ¢ e x* = r cosf e substituirmos na expressao de ds* em (4.3),

temos

ds* — d5* = [d(rsin 6 cos ¢)]* + [d(r sin O sin ¢)]* + [d(r cos §)]?

= (sin 6 cos ¢dr + r cos 0 sin ¢pdf — r sin 0 sin pdp)? 7
4.7
+ (sin @ sin ¢pdr + 7 cos 0 sin ¢df + r sin 0 cos pdp)*

+ (cos Odr — rsin 0df)? = dr® + r?d6? + r*sin® 0d¢?,

sendo o resultado final de (4.7) a métrica euclidiana do R? em coordenadas esféricas.
Variedades e métricas pseudo-Riemannianas desempenham um papel crucial na
teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein (LEE, 2012). Uma métrica pseudo-
Riemanniana g pode admitir valores negativos na diagonal principal da matriz g,.(p) (se
a matriz é diagonal, entao esses valores sao interpretados como seus préprios autovalores)
que representa as componentes do tensor métrico no ponto p. Veremos adiante, um

exemplo de uma métrica pseudo-Riemanniana e a interpretacao fisica que a quebra do

vetorial tridimensional. Sabemos que a dimensdo é a mesma, logo, eles sdo isomorfos (HOFFMAN;
KUNZE, 1971). Dai, o abuso de notagdo em dizer que U e V moram em R?® e nao em 7,R?. O mesmo
argumento pode utilizado para o caso do R* no préximo exemplo.
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axioma (2) de uma métrica Riemanniana pode fornecer, isto é, ndo ser positivo definida.

Exemplo 4.1.2. A métrica n = 7, dz* @ dz”, onde 7, = diag(—1,1,1,1) sobre o R*,
é chamada de métrica de Minkowski. O par (R* 1) é chamado nesse contexto de espaco
de Minkowski, sendo tal espaco a base de toda relatividade especial (EINSTEIN, 1905).
Devido a estrutura da matriz diagonal que representa a métrica, podemos designar classes
ao produto interno de vetores pertencentes a T,R* para algum ponto p € R* utilizando
esta métrica. Neste espaco, vetores sao definidos como a diferenca entre pares de eventos
(LESCHE, 2005), ou em outras palavras, como a diferenga entre as coordenadas de dois
pontos distintos em R*. Dessa forma, a partir do produto interno de um vetor V € R*

com ele mesmo, podemos dar interpretagao fisica a esses pares eventos nesse espaco:

1. se n(V, V) < 0, os eventos sdo separados temporalmente, havendo conexao causal'®

entre os dois;

2. se n(V,V) = 0, dizemos que estao separados de forma que sé a luz emitida de um

evento pode chegar até o outro;

3. se n(V,V) > 0, os eventos perdem a conexao causal, porém, existe um referencial

inercial em que tais eventos sao simultaneos.!!

De forma natural, uma métrica g sobre uma variedade V', induz um isomorfismo
entre T,V e TV, para algum p € V. Ou seja, se g, define um mapeamento de T,V ®
T,V — R, ao fixarmos um vetor W € T,,V, podemos obter um mapeamento g,(W,) :
T,V — R. Como g¢,(W,) atua em vetores e retorna niimeros reais, pelo o que foi visto na
segao 2.3, podemos interpretd-lo como um covetor w € T7V. Dessa forma, sabendo que um

covetor atua sobre um vetor a partir do produto interno (,) : TV x T,V — R, podemos

10Causal no sentido de que um observador em um referencial pode julgar qual aconteceu antes ou
depois.

HGSimultaneidade no contexto da relatividade especial, diz respeito a eventos que acontecem em lo-
calizagoes espaciais diferentes, porém, em algum referencial inercial, acontecem na mesma coordenada
temporal.
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igualar as duas formas que temos de escrever o produto interno, no qual observamos que

(w,U) = gp(W.U) = g,(U, W) = g,(U*Dalp, W5 05l,)
= g UWPsks,
= g U'W”
= (w,dz",U"0,),
= w,U" "

=w,U" = w, = g W,

onde, w € T3V e U,W € T,V Por outro lado, sabendo que a matriz que representa uma
métrica ¢ invertivel e sua inversa ¢ denotada por g*, de modo que g°*g,, = 62, podemos

multiplicar (4.8) de ambos os lados por g°* e chegamos que
gﬂﬂw# = QB“QWWV = 65WV = Wﬁ- (49)

Mostrando assim explicitamente o isomorfismo entre 7,V e TV induzido pela métrica
gp, em funcao das componentes de W e w. Além de ser invertivel, a matriz que representa
gp ¢ simétrica. Dado uma carta (U, ¢) sobre V, no qual ¢(p) = {z*}, podemos mostrar
tal propriedade ao escrever g, = ¢, (p)dz" ® dz” e ao aplicarmos em vetores da base de

T,V temos

0

) v
pﬁx

) = GupP) s 5o e®, ) = gup), (410)

0
% \ G

mas, pelo axioma (1) temos que

) (o
9\ gan| our| ) =%\ 5

de onde concluimos diretamente que g,,,(p) = guu(p).

0

’ v
p@x

0

)
o
ox

p) = gaﬁ<p) <dxa7 %);Mdaj

Apos esta introducao a métricas Riemannianas, pseudo-Riemannianas e suas res-
pectivas propriedades gerais, na proxima secao serao discutidas propriedades isométricas,

ou simplesmente isometrias, associadas a uma métrica g.
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4.2 Isometrias

Sabemos das se¢oes anteriores que, a partir de uma métrica g sobre uma variedade V,
podemos calcular para um dado p € V' o produto interno de um vetor X € 7,V com
ele mesmo pela expressao g,(V, V). Sendo tal expressao a prépria norma ao quadrado do
vetor V', dizemos que se um difeomorfismo f preserva tal produto interno, ou seja, conse-
quentemente preserva a norma do vetor, dizemos que f é uma isometria. Formalmente,

temos a seguinte definicao.

Definicao 4.2.1. Seja (V, g) uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana). Um

difeomorfismo f : V — V é um isometria quando

f*gf(p) = Op, (4'12>

sendo f* o pullback induzido por f e p algum ponto de V.

Em outras palavras, considerando dois vetores X, W € T,V da defini¢ao 4.2.1

podemos concluir que f é uma isometria quando

(95 (X, W) = g5y (f X, V) = g, (X, W). (4.13)

ela préopria definicdo acima, como efine um produto interno no espaco odemos
Pel definig , » defi duto int co 1,V pod
pensar que se f é uma isometria, entao a norma de vetores de 7,V se mantém invariantes

sob a acao de f*,

T (970) (X, X)) = (£ X, £ X) p) = 9p(X, X) = (X, X)), (4.14)

Dada uma carta (U, ¢) de V, tal que ¢(p) = {2} e ¢(f(p)) = {y”}, podemos reescrever
a equagao (2.16) da forma geral da atuacdo de um pullback sobre um tensor (0,2), com a
condigao especificada na equagao (4.12) de que o difeomorfismo f agora é uma isometria,
obtendo explicitamente que

% y” oy* Oy

g“”(f(p))axaw %, ® dxﬁ‘p = Jap(p)dz®|, ® dxﬁ’p = guu(f(p))%w = gas(p)-
(4.15)
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Exemplo 4.2.1. Um exemplo de isometria é a chamada transformacao conforme. Se
(V,g) é uma variedade Riemanniana ou pseudo-Riemanniana e f : V' — V é um difeo-
morfismo, f é chamada de transformacao conforme se preserva a métrica por um fator de

escala, ou seja

f*gf(p) = ezagpa (4'16>

sendo o € F(V). De forma similar a equagao (4.14), para o caso em que f é uma trans-

formacao conforme, tomando dois vetores X = X*9,,W = W"0, € T,V, temos

F 91 (X, W) = (fX, LWV ) 5y = €7g,(X, W) = e Plg, (0) X" (p)W"(p).  (4.17)

Ao calcularmos o angulo ¢ entre f. X, f,W € TV e compararmos com a equagao (4.6),

podemos concluir que

cos ¢ = ([ X, L W) 1) _ e g X'WY
VIEX LX) s (EW EW ) pe) V€4 Gap X0 XP g, WHIY
_ G XTWT (4.18)
V9o X XP g WHW
= cos¥f,

onde podemos observar explicitamente o fato de uma transformagao conforme preservar
a métrica por um fator de escala. Neste caso, nao ha alteracao no valor de comprimentos,
nem de angulos ao comparar o produto interno induzido por g, e f*gs). Apenas ocorre

um redimensionamento por um fator €2’ ao atuar sobre g.

4.3 Campos Vetoriais de Killing

Foi comentado ao longo da secao 2.6, que se X é um campo vetorial sobre uma variedade,
o fluxo . : V — V gerado por X é um difeomorfismo. Sabemos também da equacao
(2.26) que, se (U, ¢) é uma carta sobre a uma variedade, as coordenadas dos pontos p e
. (p) sao dadas respectivamente por ¢(p) = {2/} e O (p) = {z¥ + eX"} = {y”}, onde
€ ¢ um parametro infinitesimal. Dessa forma, em paralelo com o que foi visto na secao

anterior, se (V) g) é uma variedade (pseudo-)Riemanniana, o mapeamento ®.: V' — V é
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tido como uma isometria, pela definicao 4.2.1, se

(q)e)*gée(p) = Jp, (419)

onde, explicitamente em termos das coordenadas de p, ®.(p) e das componentes de g,

pela equagao (4.15), obtemos

oyt dy” N A O(@! 4+ eXH) O(x" +eX)
g;w(q)e<p))axa 9P = g,uz/(x +eX ) O 9258 = gaﬂ(p> —
(9uv (p) + €X00) (8% + €0, X") (04 + €05 X"Y) = gap(p) => (4.20)

Gop(p) + €X 0\gap + €Gaw(P) 05 X" + €980 X" + O(€) = gup(p).

Desprezando os termos de ordem superiores O(e) e reorganizando os demais termos da

tiltima expressao da equacao (4.20), chegamos na chamada equagao de Killing!?

X2 0zgap + 03X o + 0u X g5 = 0. (4.21)

Desse modo, o gerador infinitesimal X de um fluxo ®. sobre a variedade V', que satisfaz
a equacao de Killing para o caso em que ¢, ¢ uma isometria da métrica g, ¢ denominado
nesse contexto de um campo vetorial de Killing. Uma mesma variedade pode conter
mais de um campo vetorial de Killing que satisfaca a equagao (4.21), de modo que, se a
variedade for um espaco de Minkowski, o nimero méaximo de campos vetoriais de Killing

¢ dado por
n(n+1)

R (4.22)

sendo n a dimensao da variedade (NAKAHARA, 2003). Dessa maneira, se X e Y sao
dois campos vetoriais de Killing de uma variedade (V, g), entao sao vélidas as seguintes

propriedades:

1. se W é um campo vetorial dado pela combinacao linear de X,Y, ou seja, W =

aX + Y, entao W também é um campo vetorial de Killing de (V] g), Vo, 5 € R;

2. o campo vetorial oriundo do colchete de Lie [X,Y] é um campo vetorial de Killing,

12A equacdo junto com o campo vetorial tem esse nome devido a trabalhos de Wilhelm Killing em
meados do século XX, segundo (HAWKINS, 1982).
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se X e Y também sao.

E importante destacar que a equacao de Killing estda intimamente ligada com a
derivada de Lie. Mais especificamente, ao omitirmos a base da expressao da derivada de
Lie de um campo vetorial do tipo (0,2) obtida na equagao (2.42), podemos reescrever a

equagao de Killing por uma expressao equivalente a equagao (4.21), dada por

(£x9)as = 0. (4.23)

Ao relembrarmos da segao 2.7 que, a derivada de Lie de um objeto ao longo do fluxo
gerado por um campo vetorial X diz o quanto o objeto varia ao longo daquele fluxo,
podemos concluir da expressao (4.23) que os campos vetoriais de Killing sdo geradores
de fluxos que determinam diregoes de simetria da métrica g ao longo de uma variedade.
Ou seja, ao “caminharmos” por pontos p € V ao longo do fluxo gerado por um campo
vetorial de Killing da métrica g, a norma de vetores definidos em espacos tangentes a

esses pontos, sendo a mesma calculada via g,, nao se altera (Figura 4.1).

Xlp Xo(ep) X|o(e0(c)

v

B(e,p) (e, (¢, p))

®(t,p)

gp(X7 X) = g@(e,p)(Xv X) = g@(e,@(e,p))(Xv X)

Figura 4.1: Em uma variedade (V] g), vetores definidos em espagos tangentes a pontos ao
longo de um fluxo ® gerado por um campo vetorial de Killing X apresentam a mesma
norma.

Fonte: Elaborado pelo autor

Como forma de exemplificar a construcao realizada nesta secao, abaixo calcula-

remos os campos vetoriais de Killing para duas variedades, cujas respectivas métricas ja
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foram mencionadas no contexto do trabalho.

Exemplo 4.3.1. Considerando novamente a variedade (R?,§), tal que 6 = d;;dz’ ® da?,
temos que, pela equacao (4.21),
96;; 00X ox™ 0X! oxm

k v . R — .
X Ok + B di + o7 Opmj =0 = o7 dir + Dp

Omi =0, (4.24)

onde, ao correr os valores dos fndices i, 7,/ e m na equacao (4.24), adotando 2! = x,2? =

y, x> = z, obtemos os seguintes conjuntos de equacoes diferenciais:

ox!
ox
0X?
dy
ox3
0z

=0, (4.25)

ox! +8X2 _0
dy or
0x3  oxt
_ 4.26
St =0. (4.26)
8X2+8X3_0
0z dy

Do sistema de equagoes (4.25), extraimos diretamente a dependéncia das componentes
X1 X? e X3, ou seja, X' = X(y,2), X% = X?(x,2), X2 = X3(z,y). Em seguida, ao
tomarmos a derivada em relagdo a coordenada x na primeira equagao do sistema (4.26)
e utilizando do fato de que as componentes de campos vetoriais serem funcoes suaves, ou
seja, admitem que suas derivadas parciais em relacao as coordenadas cartesianas do R?

comutem, obtemos que

=0. (4.27)

?X1(y, 2) N PX*(x,z) 0 [0X'(y,2) N PX?(x,z)  0°X*(x,2)
0x0y ox? dy B

oy ox 0x? 0x?

Da equagio (4.27), podemos supor diretamente trés possiveis valores de X?(z,z) que
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satisfazem a tltima igualdade, sendo eles:

X?(z,2) =, (4.28a)
ou X*(x,2) =0 (4.28b)
ou X*(x,2) = —2. (4.28¢)

Tomando primeiramente a condigao da equacao (4.28a) e resolvendo o sistema de equagoes

(4.26) para X'(y, 2) e X?(x,y) respectivamente, temos

1
Ma—(y’z)ﬂzo — X'=—y,
aX?’(@; ) 0X3(z,y) (4.29)
’y = ’y :0 — X3:0
ox dy

Logo, pelas componentes obtidas em (4.29) partindo da condigao (4.28a), obtemos um

campo vetorial de Killing de (R3,§) que chamaremos de J3, dado explicitamente por

~y
B, 0 B, o 0
_ 1~ 2 7 3_:_ . R
Js = X'go + Xig 4+ X = —ygo + o5 z |- (4.30)
0

De forma andloga ao passo anterior, se partimos das condigoes (4.28b) e (4.28¢) e resol-
vermos o sistema de equagoes (4.26), da mesma forma que foi feito em (4.29), obtemos os

demais campos vetoriais de Killing de (R3, ), dados respectivamente por

z
0 0
J2 = Z% - 55& =1 0 |, (4.31)
—x
0
0 0
d = —Za—y +ZJ£ =1 -z (4.32)
Y

Devido a estrutura da equagao de Killing (4.24), podemos observar que qualquer

constante multiplicando as componentes dos campos vetoriais de Killing, nao altera as
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solugoes da equagao. Por exemplo, se multiplicarmos J, por —1, as componentes do campo

vetorial resultante

—Z
0 0
e (4.33)
Yy

também satisfazem os conjuntos de equagoes (4.25) e (4.26) oriundos de (4.24). Por fim,
é relevante enfatizar que a escolha de derivar a primeira equagao do sistema (4.26) em
relagao a coordenada x foi puramente arbitraria, de modo que escolhendo qualquer outra
coordenada cartesiana ou qualquer outra equagao do sistema (4.26), também chegarfamos

nas mesmas solucoes ao final, se diferindo apenas por um fator de fase, como na equacao

(4.33).

Exemplo 4.3.2. Vamos considerar agora neste exemplo, a variedade pseudo-Riemanniana
(R*,n), discutida anteriormente na segao 4.1. Para essa variedade, podemos utilizar a
equagao (4.22) para determinar a quantidade de campos vetoriais de Killing que satis-
fazem a equagdo (4.21) para a métrica n = n,,dz" ® dz¥. Sendo a dimensdo da vari-
edade em questdo n = 4, logo, obtemos diretamente de (4.22) que (R?* 7) possui, no
maximo 10 campos vetoriais de Killing. Dessa forma, utilizaremos um método diferente
para resolver o sistema de equagdes provenientes de (4.21) do que o utilizado no exem-
plo anterior, como forma de facilitar os cdlculos. Serd adotado no decorrer do exemplo
0 2 3

20 = ct,2t = x,2% = y,2° = 2, de modo que as coordenadas de um ponto arbitrério

p € R*, sao dadas por
ct

p=at= . (4.34)

Primeiramente, da equagao (4.21) para a métrica 7, obtemos

05X o+ 0a X5 = 0, (4.35)

sendo X, = X", e Xg = X#n,, utilizando do isomorfismo induzido pela métrica,

visto em (4.8). Em seguida, derivando a equacao (4.35) em relagdo a 0, e realizando
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permutacoes ciclicas dos indices da equacao resultante, chegamos no seguinte sistema de

equacoes:

8,05 X o + 0,00X35 = 0, (4.36a)
8500 X, + 030, X, = 0, (4.36D)
8(18,,)(5 + 8(185)(,, =0. (4360)

Somando as equagoes (4.36a) e (4.36b) e subtraindo de (4.36¢), chegamos a

(81,85 + 8@&,)){& + (8/3&1 - &ﬁﬁ)Xl, + (81,8a - 8,1(‘3,,)X5 =0, (437)

onde, ao utilizarmos que, assim como no exemplo anterior, as derivadas nesse contexto

comutam, obtemos da equagao (4.37) que

8,05X 0 = 0. (4.38)

A equagao (4.38) admite solugbes gerais do tipo

Xo = Wy + Copa™, (4.39)

sendo W, as componentes de um vetor constante, C,, uma matriz arbitraria de coeficien-
tes constantes e x# as coordenadas de um ponto arbitrario, vistas em (4.34). Uma rapida
verificagao da solugao (4.39) pode ser feita. Ao derivarmos a expressao primeiramente em

relacdo a z° e em seguida em relacdo a ¥, temos

ox*

OpXa = OsWa + Copzs =

C’aué‘ﬁ‘ = Cag — 6’,,85Xa = d,C’ag =0. (440)

Entretanto, para a construgao do presente trabalho, estamos interessados somente em

solugdes do qual W, = (0,0,0,0), ou seja, solugdes do tipo

X, = Couat. (4.41)
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Um comentério sobre as solugoes em que W, # (0,0,0,0) serd realizado ao final do
proximo capitulo. Dessa forma, substituindo a solugao de interesse na equacao (4.35),
obtemos

ozt ozt

uw + OBM_ = Uap + Cﬁa =0 = Caﬂ = _Cﬂau (442>

Ca ox®

onde, podemos concluir de (4.42) que a matriz C,s precisa de ser uma matriz antis-
simétrica. Logo, a escolha dos coeficientes da matriz C,p, de forma que seja uma matriz
antissimétrica, nos dara os campos vetoriais de Killing que estamos procurando.

Nesse sentido, vamos considerar primeiramente um campo vetorial de Killing
qualquer X, do qual, ao utilizarmos que X" = n**X,, sendo n** = 1,4, podemos escrever

as componentes de K em fungao da solugoes (4.41),

0 0

X=X =n"*X, =
ox? n ox” (n

(4.43)

an")

oz’

Portando, ao supor primeiramente que as entradas da matriz C,, sao dadas por Cjy =
—C5 =1 e as demais sendo igual a zero, substituindo na equacao (4.43) e a reescrevendo

no formato matricial, obtemos um campo vetorial de Killing que chamaremos de J3,

-1 0 0 0 0O 0 00 ct

0o 100|]lo 0o 1 o0f]=
Js (atazay@)

(4.44)

= Y0, — 20y =

Para encontrarmos os demais, a unica modificagdo da equagao (4.44) seria nas entradas

diferentes de zero da matriz C,,, de forma que:
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1. 023:—032:1 —

Ji =20y, —y0, =

2.0y =-Ciz=1 =

Jo =20, — 20, =

3. 010: —001 =1 =

Kl = x@t —+ Ctaz =

4. 020: —002: 1 =

Ky =y0; + ctd, =

5. U3 = —Cp3s=1 =

K3 = Zat + ct@z =

ct

ct

0

ct

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Dessa maneira, encontramos 6 dos 10 campos vetoriais de Killing da variedade

(R*,n). Os 4 campos vetoriais restantes nao serdo abordados no presente trabalho, de

modo que, ao final do préximo capitulo, serd deixado um comentdario a respeito dos mes-

mos. Por fim, um fato interessante sobre os campos vetoriais de Killing encontrados acima

é que eles admitem um comutador entre eles. Por exemplo, ao calcularmos explicitamente,
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obtemos

[J2, 1] = (20; — 20,)(20, — y0.) — (20, — y0.) (20, — 20,) = ¥0, — Y0, = —J3,
[J3, J1] = (YO, — x0,) (20, — y0,) — (20, — y0,)(y0, — x0,) = 20, — 20, = Ja,
[J3, Jo] = (y0r — 20,) (20, — 20,) — (20, — 20,)(y0y — ¥0,) = y0, — 20, = — J,
1, o) = —[Joy 1] = Ja, [J1, Js] = [y 1] = — o, [ oy Js] = —[Js, Jo] = i,

— [J,L, Jj] = €iijk~

(4.50)
Assim como,
(Ko, K1] = (y0; + ct0y)(x0; + ct0y) — (x0; + ct0,)(y0; + ctdy) = y0, — x0yy = Js,
(K3, K1) = (20, + ct0.)(x0; + ct0,) — (20, + ct0,) (20, + t0,) = 20, — x0, = —Js,
(K3, K3] = (20, + t0,)(y0: + ctdy,) — (y0 + ctdy) (20, + ctd,) = 20, — y0, = Jy,
[KI’K2] = _[K27K1] = _J37 [K17K3] = _[K?nKl] - _JQ; [K27K3] = _[Kg,KQ] = _J17

= [Ki, K] = —€iji i,
(4.51)

e , podemos observar também que

[J1, Ks] = (20, — y0,)(y0; + ctdy) — (20, — y0.)(y0: + ctdy,) = z20; + ctd, = Ks,
[J1, K3] = (20, — y0,) (20, + ct0,) — (20, + ct0,)(20, — y0,) = —y0; — ctd, = — Ko,
[Ja, K3] = (20, — 20,)(20; + ct0,) — (20 + ctd,)(x0, — 20,) = x0y + ctd, = K,
[Jo, K1] = —[h, Ko = — K3, [J3, K| = —[J1, K3] = Ko, [J5, Ks] = —[ s, K3) = — K7,
= [Ji, K| = € K.
(4.52)
As expressoes (4.50), (4.51) e (4.52) sao exatamente as mesmas satisfeitas pelos gerado-

res da algebra so(1,3) (BURZYNSKI, 2017), o que nos sugere a conexao entre campos

vetoriais de Killing e tal estrutura.
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5 Conexao entre campos vetoriais de

Killing, Algebras e Grupos de Lie

Neste capitulo, sera feito uma conexao entre campos vetoriais de Killing e grupos de Lie,
nao vista anteriormente na literatura, até o nosso conhecimento. Apesar de ser bem co-
nhecido o calculo de campos vetoriais de Killing, sua conexao com elementos da algebra de
Lie de um grupo de Lie a partir da expressao de um campo vetorial induzido apresentada
na equagao (3.24), nao é abordada diretamente em livros textos de geometria diferencial
(Riemanniana) (LEE, 2012; NAKAHARA, 2003; O’NEILL, 1983) consultados ao longo
do trabalho. Desse modo, utilizaremos os campos vetoriais de Killing encontrados ao final
do capitulo anterior para as variedades (R3,§) e (R*,7), e a partir deles, demonstrare-
mos a conexao supracitada. Vamos a seguir enunciar nossa construcao principal em um

teorema, do qual serd provado de forma construtiva ao longo da segao 5.1.

Teorema 5.0.1. Seja (R3,6) e (R*,n) o espago Euclidiano 3—dimensional e o espago-
tempo de Minkowski, respectivamente, com § = &;;dx' @da? e n = n,,da*@dx”. Apds obter
os campos vetoriais de Killing correspondentes de cada variedade, os identificamos como
campos vetoriais induzidos (pertencentes aos planos tangentes correspondentes) gerados
por um elemento de dlgebra de Lie de um grupo de Lie a ser obtido. No primeiro caso, o
grupo de Lie resulta ser o grupo de rota¢ao SO(3), enquanto no sequndo caso, encontramos

o grupo de Lorentz SO(1,3).

5.1 Encontrando grupos a partir de campos vetoriais
de Killing

Primeiramente, partindo dos campos vetoriais de Killing g1, 2 e J5 de (Rg, ) encontrados
anteriormente, vamos supor que os mesmos sao campos vetoriais induzidos por campos
invariantes pela esquerda gerados por elementos da algebra de Lie § de um grupo de Lie

G a ser determinado. Portanto, com base na expressao de um campo vetorial induzido
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apresentada em (3.24), considerando que Ay, A; e Az € T.G sao trés elementos arbitrarios
de G, t € Re (r,y,2) sdo as coordenadas de um ponto qualquer p € R? como em (3.25),

suponhamos que

J = Hf = %eml tzop, (5.1a)
#_ d 4,

J2=107 = e P (5.1b)
g 4 gy

Js =37 = prc tzop. (5.1¢)

T 0
d tAq
- =1 _ 5.2
ar© o z (5.2)
z Yy

Ora, mas como do lado direto da igualdade da expressao (5.2) temos uma matriz coluna
3 x 1 e do lado esquerdo um objeto multiplicando também uma matriz coluna 3 x 1, para
tal igualdade ser satisfeita, tal objeto precisar ser unicamente uma matriz 3 x 3, de onde

concluimos diretamente que

00 O
LN - 00 —1]- (5.3)
dt =0

01 0

Fazendo uma andlise similar a realizada acima, porém, com os campos J, e J3 dados em

(5.1b) e (5.1c) respectivamente, obtemos que

T z 0O 0 1

—e Y = 0 — _etA2 - 0 0 0], (54>

t=0
z —x -1 0 0
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x —y 0 -1 0

d tAs3 d tA

0t e - Y T di € o 1 0 0 ( )
z 0 0 0 0

Derivando explicitamente o lado esquerdo da equagao (5.3), chegamos diretamente em

uma expressao pro elemento A; de G,

00 0
d
d—et“‘l = AeMio=A1=10 0 -1, (5.6)
¢ t=0

01 0

e, de forma andloga, das expressoes (5.4) e (5.5), obtemos, respectivamente,

0 0 1
Ay=10 0 0], (5.7)
~100
0 -1 0
As=1[1 0 o]- (5.8)
0 0 0

Sendo assim, ao compararmos as matrizes, A;, Ay e Az, com os geradores da algebra de
Lie so(3) do grupo SO(3), vistos anteriormente na equagao (3.4), percebemos diretamente

que,

Al = T1,
Ay =1y, (5.9)
A3 = T3.

Portando, fica evidente nesse contexto que, o grupo G e a édlgebra de Lie G, que no inicio
da construgao do capitulo gostariamos de determinar, sdo na verdade o grupo SO(3) e
sua respectiva algebra so(3).

Desse modo, podemos concluir que os campos vetoriais de Killing J;, Jo e d3 de

(R3,0) sao campos vetoriais induzidos por campos vetoriais invariantes pela esquerda,
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gerados pelos elementos de so(3). E interessante notar que, como 0s campos vetoriais
de Killing geram fluxos que ditam diregoes isométricas de uma variedade, enquanto os
elementos do grupo SO(3) estao relacionados diretamente com rotagoes em R3 logo,
podemos concluir que tais direcoes isométricas sao ditadas por fluxos que rotacionam®?

ao longo da variedade (R?,§). Embora seja possivel construir o grupo SO(3) partindo de

uma isometria no sentido de preservar d, ou seja, para X,Y € R3,

S(X.Y)=8(R-X,R-Y), Re SO(3), (5.10)

aqui tal grupo foi obtido explorando os campos vetoriais de Killing da variedade (R3,§).

Por outro lado, vamos agora explorar os campos vetoriais de Killing encontrados
no capitulo anterior para a variedade (R* 7). Ao realizarmos a mesma analise que foi
feita anteriormente para os campos vetoriais de Killing da variedade (R3,¢), podemos
encontrar que, ao supormos que J; e K; com i € {1,2,3} sdo campos vetoriais induzidos
por campos invariantes pela esquerda gerados por seis elementos da algebra de Lie de
um grupo de Lie a ser determinado, existe uma conexao com um outro grupo também ja
apresentado no trabalho.

Nesse sentido, ao supormos que M; sao seis elementos arbitrarios da algebra de
Lie de um grupo de Lie G qualquer, seguindo a mesma construcao utilizada na equacao
(5.1a), temos

d

Jy=JF = —etM| (5.11)
L at —o

escrevendo no formato matricial e utilizando agora que p € R?*, cujas coordenadas foram

130 leitor pode retornar ao exemplo 2.7.1 junto a Figura 2.6 e perceber que, o fluxo que escolhemos
por girar entorno do eixo z, é o mesmo gerado pelo campo vetorial de Killing J3.
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apresentadas anteriormente em (4.34), obtemos diretamente que

ct 0 00 0 O

ietMl x _ 0 . ietMl _ 00 0 O
diimo | 2 o o0 0 1
z —y 00 —1 0

(5.12)
00 0 O
00 0 O
= MletMl|t:0:M1 = ;
00 0 1
00 —1 0

onde, ao compararmos a expressao final de (5.12) com os elementos da algebra de Lie
do grupo SO(1,3) apresentados em (3.13), podemos concluir que M; = M;. Consequen-
temente, ao substituirmos respectivamente J; por Jo, J3, K1, Ko, K3 e M; pelos demais
elementos da algebra My, M3, My Ms, Mg na equagao (5.12), chegamos diretamente, pelo
mesmo raciocinio, que M; = M.

Portando, podemos concluir que, assim como os campos vetoriais de Killing da
variedade (R3, ), os campos vetoriais de Killing da variedade (R, 7) sao campos vetoriais
induzidos por campos vetoriais invariantes pela esquerda, gerados pela algebra de Lie de
um grupo de Lie. Sendo o grupo em especifico o préprio grupo de Lorentz SO(1,3), que
discutimos anteriormente ao longo do capitulo 3.

Ademais, vimos ao final da segao 4.3 que a variedade (R?*,7) admite 10 campos
vetoriais de Killing no total, dos quais 4 deles nao foram discutidos na construgao acima.
Estes 4 campos vetoriais de Killing sao encontrados ao buscarmos solugoes na equacao

(4.39) para W, # (0,0,0,0), sendo eles dados por

1 0 0 0
0 1 0 0

9, = [0y = [0, = .0, = . (5.13)
0 0 1 0
0 0 0 1

Desse modo, assim como os 6 campos vetoriais de Killing de (R*, 1) abordados no
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trabalho, os 4 campos mencionados em (5.13) também sdo campos vetoriais induzidos por
campos vetoriais invariantes pela esquerda. No entanto, eles sao gerados por elementos
da algebra de Lie do grupo de Poincaré (KIM; NOZ, 1986), relacionados a translagoes
ao longo do espaco de Minkowski, uma consideracao que optamos por nao abordar em
nossa construcao. Por fim, é védlido ressaltar que a variedade (R?,4), que abordamos no
exemplo 4.3.1, também admite campos vetoriais de Killing no formato dos campos vistos

em (5.13), relacionados com translagoes em R®. Sendo os mesmos dados por

Oy = 0 ;ay =11 782 =10]{- (5'14>
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6 Conclusao

Neste trabalho de conclusao de curso, foi realizada uma abrangente revisao tedrica de
topicos de geometria diferencial, Riemanniana e pseudo-Riemanniana, bem como, um
estudo sobre grupos de Lie e suas respectivas algebras. Dessa maneira, nossas principais

conclusoes a respeito do trabalho foram as seguintes:

1. Foi possivel estabelecer uma conexao, vista ao longo do capitulo 5, entre os campos
vetoriais de Killing de duas variedades com a algebra de Lie de dois grupos, através

da expressao de campos vetoriais induzidos (3.24).

2. O método que utilizamos para reconstruir os grupos SO(3) e SO(1,3) a partir
dos campos vetoriais de Killing de (R3,6) e de (R*n), respectivamente, até onde

sabemos, nao foi encontrado forma semelhante na literatura consultada.

3. O estudo tedrico desenvolvido ao longo do trabalho, nao visto em cursos usuais do
bacharelado de Fisica, podera ser utilizado em futuros trabalhos que envolvem a
teoria da relatividade geral, assim como, por exemplo, em conexoes entre os campos

vetoriais de Killing e simetrias em Lagrangianas (FENG, 2018).
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