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RESUMO

Um dos métodos de resolucao de equagoes diferenciais sao os variacionais,
que consistem basicamente em associar o problema a um funcional diferenciavel
apropriado, de maneira que os pontos criticos desse funcional sejam as solugoes que
desejamos. Para o estudo desse trabalho, utilizamos um dos teoremas da teoria
dos pontos criticos, chamado de Teorema do Passo da Montanha desenvolvido por
Ambrosetti e Rabinowitz, para encontrar solugoes positivas para uma classe de
problemas elipticos nao lineares com e sem a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz.
Mostramos também um resultado de nao existéncia de solugoes positivas. O estudo
abrange casos em que f(x,s) é assintoticamente linear em relagdo a s no infinito e

também casos em que f(z,s) é subcritico e superlinear no infinito.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parciais. Ambrosetti-Rabinowitz. Métodos

Variacionais






ABSTRACT

One of the methods for solving differential equations is the variational
method, which basically involves associating the problem with an appropriate
differentiable functional, so that the critical points of this functional are the
solutions we desire. For the study of this work, we used one of the theorems from
critical point theory, called the Mountain Pass Theorem developed by Ambrosetti
and Rabinowitz, to find positive solutions for a class of nonlinear elliptic problems
with and without the Ambrosetti-Rabinowitz condition. We also show a result
of non-existence of positive solutions. The study covers cases where f(z,s) is
asymptotically linear with respect to s at infinity and also cases where f(z,s) is

subcritical and superlinear at infinity.

Keywords: Partial Differential Equations. Ambrosetti-Rabinowitz. Variational
Methods
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1 INTRODUCAO

A Matematica estd em constante evolucao até os dias atuais, existem
ramificagdes nas areas de Matematica Pura e Matematica Aplicada. Na Matematica
Pura destacam-se trés grandes areas: Algebra Abstrata, Anélise e Geometria
Diferencial. Na area da Analise, temos um campo de estudo rico em aplicagoes,
as Equacoes Diferenciais Parciais. Embora a Matematica Pura seja muitas vezes
vista de forma que amedronta, com preconceito e incompreendida, ela deve sua

importancia na influéncia mitua que tem com a Matematica Aplicada.

Encontrar solugoes para Equacgoes Diferenciais Parciais é um dos grandes
desafios para os matematicos que decidem seguir estudando estas equacgoes, que
em grande parte sao encontradas em modelos fisicos, quimicos, dentre outros e por
isso sdo tao importantes. Atualmente, existem intiimeros métodos de resolucao de
equacoes diferencias, mas destacamos os Métodos Variacionais, que consistem em
associar o problema a um funcional diferenciavel apropriado de maneira que os

pontos criticos desse funcional sejam as solu¢oes desejadas.

O objetivo deste trabalho é utilizar um teorema classico da Teoria dos
Pontos Criticos que ao longo dos anos, tem sido uma importante ferramenta na
abordagem de diversos tipos de problemas em Equagoes Diferenciais Parciais, cha-
mado Teorema do Passo da Montanha, desenvolvido por Ambrosetti e Rabinowitz
em 1973, para encontrar solugdes para problemas elipticos nao-lineares sem a

condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, a saber, existem 6 > 2 e M > 0 tais que:
(AR) 0 < O0F(z,t) < f(x,t)t, para todo [t| > M e x € .

O Teorema garante sob certas condigoes, a existéncia de um ponto critico nao nulo
para um funcional definido em um espago de funcgoes e servira para mostrar os

resultados que serao apresentados nos capitulos 4 e 5.
Este trabalho é apresentado da seguinte maneira:

O segundo capitulo é destinado a informacgoes basicas sobre os espacos
vetoriais normados de fungoes LP integraveis segundo Lebesgue e posteriormente
apresentamos alguns resultados sobre os espagos de Sobolev que contém as solugoes

das nossas equacoes diferenciais. Além disso, enunciamos resultados de imersoes
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continuas e compactas dos espagos de Sobolev nos espagos LP.

No terceiro capitulo, apresentamos o Teorema de Deformagao e o usamos
para provar a principal ferramenta de obtencao de pontos criticos para funcionais
definidos sobre os espagos de Sobolev, conhecido como o Teorema do Passo da
Montanha.

No quarto e no quinto capitulo, apresentamos os resultados devido a Hanadi
Zahed (ver [32]), mais precisamente, mostramos a existéncia de solugdes para
problemas elipticos do tipo
—div(a(x)Vu) = f(z,u), em §2 (1.1)
u = 0, sobre 0f) .

em que, €2 é um dominio limitado regular em R™, n > 2. Essas solu¢oes vem sendo
estudada por diversos pesquisadores tais como Turing [30], Mironescu e Radulescu
[22], Brézis [5], Zhou [33], Ambrosetti e Rabinowitz [1]. O método mais utilizado
por esses autores foi o método variacional que consiste em obter pontos criticos
de um funcional associado a equagao diferencial, e foi esse método, aplicando o
Teorema do Passo da Montanha, que utilizamos para desenvolver os principais

resultados dos capitulos 4 e 5.

Equagoes do tipo que estudamos foram propostas por Turing [30], em
que usava-se para modelar fendmenos de morfogénese em Biologia, na dindmica
populacional. A maior parte do seu trabalho requeria apenas um conhecimento
modesto de matematica, sendo que o principal requisito é a compreensao da
resolucao de equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes (este também

¢ um requisito importante para a compreensao das oscilagoes mecénicas e elétricas).

O modelo de interacao de espécies ou produtos quimicos eram dados por: —ZL —
div(a(z)Vu) = f(x,u), em que, u é denso, div(a(x)Vu) representa a substancia
de difusao através do sistema e f a interacao de substancias. O caso estacionario,
é quando f(z,s) depende apenas de s e f é assintoticamente linear em o0, foi
estudado, por Saanouri [27], em que foi considerada a seguinte equagao:
{ —div(a(x)Vu) = Af(u), em Q (1.2)

u = 0, sobre 0f).
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Esta é um generalizacao do trabalho feito por Mironescu and Radulescu
[21], [22], Radulescu [25], Sanchén [29], em que a é uma constante. Além disso,
suporam que f : R — R é uma func¢ao suave positiva, crescente e convexa, e a

condigao f(0) > 0 é o centro do seu estudo.

Um estudo parecido foi feito por Brézis [5] e Martel [19], mas quando
f € superlinear (I = +00) e a é constante. Com a mesma nao linearidade e a
constante, o problema foi generalizado para o operador p-Laplaciano em Filippakis
and Papageorgiou [11]. Além disso, os mesmos problemas foram estudados para o

bi-Laplaciano, em Arioli [2], Saanouni and Trabelsi [28].

Foi feito em um trabalho recente, por Li e Huang [15], uma generalizagio das
equagoes de Schrodinger quaselineares e assintoticamente nao lineares, em que os
autores suporam que a nao linearidade h(s) depende apenas de s e, assim, provaram
a existéncia de solucgoes positivas via os métodos variacionais. Um dos autores
que estudou os problemas envolvendo nao-linearidades com o comportamento
superlinear, em 2020, foi Li [16]. Em 2002, o problema do Capitulo 4 foi estudado
por Zhou [33], em que a foi tratado como uma constante, e os resultados foram

generalizados para as nao-linearidades: f(z,s) depende de z e de s e f(z,0) = 0.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos os espacgos LP e os espacos de Sobolev. Além
disso, enunciamos resultados classicos de convergéncia encontrados na Teoria da
Medida e Integracao e resultados de imersoes dos espacos de Sobolev nos espagos
LP. Todos estes contetudos citados acima, sdo de grande importancia para o estudo

das Equagoes Diferenciais Parciais. Para maiores detalhes, ver [20].

2.1 Os espacos de Lebesgue
2.1.1 Espagos L?

Definicao 2.1.1. Considere (X, x, ) um espago de medida. Se f pertence a
L(X, x, 1), definimos

N(F) = [ 1f1dn

Mostramos que N, é uma semi-norma no espago L(X, x, ft).

Lema 2.1.1. O espago L(X, x, 1) é um Espago Vetorial sob as operagoes definidas
por (f 4+ g)(x) = f(z) + g(z) e (af)(z) = af(z),z € X,a € R, e N, € uma
semi-norma em L(X, x,p). Além disso, N,(f) =0 se, e somente se, f(x) =0 para

p-q.t.p. em X (ver apéndice).

Demonstragio. Note que L(X, x, p) é um espaco vetorial com as operagoes indica-
das. Além disso, N,(f) > 0 para f € L, e que

Nu(af) = [lafldn

= Jal [ I/ldp
= [a|Nu(f).

Perceba também que da desigualdade triangular e da linearidade da integral temos
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NF+9) = [1f +gldn
< (051 + gl

= /Ifldu+/lgldu

= Nu(f) + Nu(g)-

Dai N, é uma semi-norma em L(X,x,u), e N,(f) = 0 se, e somente se,
f(z) =0 p-q.t.p (ver [3]). |

Queiramos tornar L(X, x, 1) um espago vetorial normado, entdo identifica-
mos duas fungoes que sao iguais em quase todo ponto, isto é, usamos classes de

equivaléncia de fungoes em vez de fungoes.

Definicao 2.1.2. Duas fungoes em L = L(X, x, ) serao pu-equivalentes se elas
sdo iguais p-q.t.p. A classe de equivaléncia determinada por f em L é algumas
vezes denotada por [f] e consiste do conjunto de todas fungées em L que sio p-
equivalentes a f . O espago de Lebesque L' = L'(X, x, ) consiste de todas as

classes de p-equivaléncia em L. Se [f] pertence a L', definimos a norma por

£l = [ 1f1dp. (2.1

Teorema 2.1.1. O espago de Lebesque L' (X, x, ) é um Espago Vetorial Normado.

Demonstracio. Note que as operacoes vetoriais em L' sdo definidas por

alf] = [af], [f]+ 19l = [f + 4,

e que o vetor zero de L' é [0]. Devemos mostrar somente que a equagao (2.1) é uma

norma em L. Temos ||[f]|[s > 0 e ||[0]||; = 0. Além disso, se ||[f]|| = 0 entdo

/Ifldu =0,

logo, f(x) =0 em p-q.t.p. Dai [f] = [0]. Por fim, vemos que as propriedades (i7i) e
(iv) da definigdo de norma encontrada no Apéndice A.0.1 sdo satisfeitas. Portanto,

| -]]1 ¢ uma norma em L. -
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Além disso, os elementos de L' sdo na realidade classes de equivaléncia
de fungdes em L. Contudo, é conveniente considerar esses elementos como sendo
fungoes e subsequentemente foi feito isso. Assim, vamos fazer referéncia a classes

de equivaléncia [f] referindo-se a "o elemento f de L'", e vamos escrever ||f||; em
lugar de [[[f][]x-

Agora, vamos considerar uma familia de espagos vetoriais normados relacio-

nados a classes de equivaléncia de fung¢oes mensuraveis.

Definicao 2.1.3. Se 1 < p < 00, 0 espago LP = LP(X, x, ) consiste de todas as
classes de p-equivaléncia de fungoes x-mensurdveis a valores reais f para qual | f|P

tem integral finita com repeito a pu sobre X. Definimos

= ([ 11" 22

Se p = 1, reduzimos & norma introduzida previamente no espaco L' de
classes de equivaléncia de fungoes integraveis. Mostramos subsequentemente que se
1 <p < oo, entdo LP é um espago vetorial normado com a norma dada em (2.2), e
é completo sob esta norma, assim LP é um Espaco de Banach. Entende-se que a
operacgao vetorial entre classes de equivaléncia em L sao definidas pontualmente: a
soma das classes de equivaléncia contendo f e g é a classe de equivaléncia contendo
f + g e o mesmo para o produto cf . Para que possamos estabelecer que (2.2) é

uma norma em LP, vamos precisar da desigualdade a seguir.

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Hélder). Sejam f € LP(Q2) e g € LI(Q2) com

1 1
—+ - =1. Entdo, fg € L'(Q) e
p q

1Fglls < I f1lpllglla-

Demonstragio. Ver referéncia [9]. |

A desigualdade de Holder garante que o produto de uma funcao em L e
uma funcao em L9 é integravel quando p > 1 e q satisfaz a relaggo — + — =1
ou, equivale a quando p + ¢ = pq. Dois nimeros satisfazendo esta relagao serao
chamados de indices conjugados. Observe que p = 2 é o Unico indice proprio

conjugado. Assim, o produto de duas funcoes em L? é integravel.
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Corolario 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se f e g pertencem a

L?, entdo fg € integrdvel e

[ todu| < [ Ifgldu < |17lallllo

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski). Se f e h pertencem a LP,
p > 1, entao f + h pertence a LP e

1F =+ Dllp < [1£1lp + [1]]p- (2.3)

Mostramos que o espago LP é um espago vetorial e que (2.2) define uma
norma em LP. A tnica coisa nao trivial para ser feita aqui é a desigualdade (iv)
da definicao de norma encontrada no Apéndice A.0.1 e esta é a desigualdade de

Minkowski. Observe que LP é completo sob esta norma da seguinte forma:

Definigao 2.1.4. Uma sequéncia (f,) em LP é uma sequéncia de Cauchy se,
para cada niumero positivo €, existe um M (e) tal que, se m,n > M(e), entdo
| fo — fullp < . Uma sequéncia (f,) em LP converge para f em LP se, para cada
numero positivo € existe um N (g) tal que se n > N(g), entdo ||f — full, <e. Um
espago vetorial normado é completo se toda sequéncia de Cauchy converge para

algum elemento do espaco.

Lema 2.1.2. Se a sequéncia (f,) converge para f em LP, entdo é uma sequéncia
de Cauchy.

€
Demonstragio. Dado € > 0, se m,n > N(§)’ entao

£ £
1 = falls < 50 11F = fullo < 5

Sendo assim, temos

fm = fallp < 1 fom = Sllp 1 = fullp <,

como queriamos demonstrar. [ ]

O préximo resultado garante que toda sequéncia de Cauchy em LP converge

em LP. Este resultado é também chamado de Teorema de Riesz-Fischer.
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Teorema 2.1.4 (Teorema da completude). Se 1 < p < oo, entdao o espago LP

¢ um espaco vetorial completo sob a norma

11l = { [ 17pan)’

Demonstragdao. Ver referéncia [1] [ |

Um Espacgo Vetorial normado completo é chamado de Espaco de Banach.
Assim, o precedente Teorema poderia ser formulado: o Espago L? é um Espaco de
Banach sob a norma dada em (2.2).

Vamos destacar alguns resultados sobre os espacos L™:

Definigao 2.1.5. O espago L™ = L*(X, x,p) consiste de todas as classes de
equivaléncia de funcoes x-mensurdveis a valores reais que sdo limitadas em quase
todo ponto. Se f € L™ e Q € x com pu() =0, definimos

S(9) = sup{|f(z)] : = ¢ Q}

| flloo = Inf{S(2) : Q© € x, u(Q2) = 0}. (2.4)
Um elemento de L™ é chamado de funcdo essencialmente limitada.
Segue que se f € L, entdo |f(z)| < ||f]|- para quase todo x. Além disso,

se A < ||f||co, entao existe um conjunto E, com medida positiva tal que | f(z)| > A

para x € E. Note também que a norma em (2.4) esta bem definida em L.
Teorema 2.1.5. O espagco L™ é um FEspaco Vetorial Normado completo sob a
norma dada por (2.4).

Demonstragio. Ver referéncia [1]. [ |

Definigao 2.1.6. Sendo Q C R™ um conjunto aberto, denota-se por LT (), 1 <

loc

p < 00, 0 espago localmente convexo das fungoes numéricas w, mensurdveis em €,

equipado com a familia de semi-normas
pe; { O subconjunto aberto limitado de Q},

em que

po(u) = (/ﬁ |u(x)|pdx); :
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2.2 Resultados de convergéncia

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre convergéncia de fungoes

integraveis.

Definicao 2.2.1. A colecio de todas as fungoes de wvalor real estendido x-
mensurdveis de X é denotada por M(X,x), e a cole¢io de todas as fungoes x-
mensurdveis nao-negativas de X em R por MT(X,x), onde R é o conjunto dos

reais estendido: R U {oco, —oo}.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Convergéncia Monétona). Se (f,) é uma

sequéncia mondtona crescente de fungoes em M (X, x) que converge para f , entdo

/ Fdy = lim / o (2.5)
Demonstragdo. A funcao f é mensuravel. Como f, < f,411 < f , segue que
[t < [ fusdye < [ fau
para todo n € N. Portanto, temos
lim/fndug/fdu.

Para mostrarmos a desigualdade oposta, seja a um numero real satisfazendo

0 < a < 1 e seja p uma fungao mensuravel simples satisfazendo 0 < ¢ < f . Seja
A ={z € X : fulz) = app(a)}.
Assim, A, € x, A, C A,y1, e X =UJA,. Dai, segue que
[, avdn< [ fudp < [ fadn. (2.6)
Sabendo que a sequéncia (A,) é mondtona crescente e tem uniao X, entao

/gpd,u = lim/A wdp.

Portanto, tomando o limite em (2.6) com respeito a n, obtemos

Oz/godu < lim/fndu.
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Como ¢ valido para todo a com 0 < a < 1, percebemos que

/ pdp < lim / fndp.

e como ¢ é uma funcdo arbitrdria simples em M™ satisfazendo 0 < ¢ < f |

concluimos que
/fdu = sup/sodu < lim/fndu'
©

Se combinarmos este resultado com a desigualdade oposta, obtemos (2.5) como

queriamos demonstrar. |

Lema 2.2.1 (Lema de Fatou). Se (f,,) pertence a M* (X, x), entdo

/ (lim inf f,)dy < lim inf / Fudp. (2.7)
Demonstragio. Seja g, = inf{f, fm+1,...} assim g, < f, sempre que m < n.
Portanto,
/gmdu < /fndm m<n,
e

/gmdu < liminf/fndu.
Como a sequéncia (g,,) é crescente e convergente para liminf f,,, o Teorema da

Convergéncia Mondtona implica que

/ (liminf f,,)dy = lim / gmdp < lim inf / Fudp,
como queriamos demonstrar. |
Teorema 2.2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja
(fn) uma sequéncia de fungées integrdveis em L'(X) que convergem em quase

todo ponto para uma funcao mensurdvel a valores reais f . Se existe uma fungdo

integravel g tal que |f,| < g para todo n, entao f € integrdavel e
/fd,u = lim/fndu. (2.8)

Demonstracio. Redefinindo as fungoes f,, f em um conjunto de medida nula,
podemos assumir que a convergéncia ocorre em todos os pontos de X. Segue que

f é integravel. Como g + f, > 0, podemos aplicar o Lema de Fatou para obter

[oan+ [ fau= [(g+ Np <timint [(g+ f)dn.
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Além disso,

/gd,u+/fdu = liminf (/gdu+/fndu>
= /gdu—i—liminf/fndu.
Portanto, segue que
/fdu < liminf/fnd,u. (2.9)

Como g — f,, > 0, outra aplicacdo do Lema de Fatou resulta

/gdu—/fdu = /(g—f)du
< liminf [ (9= fu)dp
= [ gdp = timsup [ fudp.
da qual segue que
lim sup / £ < / fdu (2.10)
Combinando (2.9) e (2.10) podemos concluir que

[ fdp=1im [ fud.

como queriamos demonstrar. [ |

2.3 Introducgao aos Espagos de Sobolev

Nesta se¢ao, apresentamos algumas notagoes e resultados sobre integracao
e teoria das distribui¢oes. Em seguida, apresentamos os resultados basicos para
aplicagao as Equacoes Diferenciais Parciais, incluindo a nogao de Espaco de Sobolev
e algumas de suas propriedades, tais como, os teoremas de imersoes continuas e

compactas.

Vamos comecar estudando alguns resultados sobre distribui¢oes. Represen-
tamos por K, o corpo dos nimeros reais ou o corpo dos niimeros complexos. Por N
representamos o conjunto dos ntimeros naturais e por Z o anel dos inteiros. Dado

(aq, a9, ...;a,) € N* =N x N x ... x N (n-vezes), define-se

i) |lal =01 + as + ... + ay;
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i) al =ao!l...ap!

iii) Se B, € N* 5= (B1,..., 8n) e a = (a1, ..., ), entdo f < a < ; < ay,i =

1,...,n. Por D% representamos o operador de derivacao de ordem « definido

por
olal
D% = .
0% 21.0%21,...0% 2,
Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Assim, se u = u(wy,...,T,),
u: Q2 CR" — R, entdo
olely
D%u = : Du=u

0%121.0%x,...0% 2,
D) = X o (D) (D)
uv) = ————(D"u v).
B<a 5'(04 - 5)'
Definigao 2.3.1 (Suporte de fungoes). Sejau : Q@ — R uma fungao mensurdvel

e (0y)ier a famdlia de todos os abertos O; C Q) tais que u = 0 ¢.t.p. em O;. Definimos

0=o

iel
e observamos que O C ) € o maior aberto tal que uw = 0 q.t.p. O suporte de u,

denotado por supp(u), é definido como sendo
supp(u) = Q — O.

Note que supp(u) é um fechado relativo em Q. Se u : Q@ — R € uma funcgdo

continua, definimos o suporte de u como sendo o sequinte conjunto:

supp(u) = {z € Q;u(z) # 0}.

2.3.1 Espago das funcgoes teste

Seja € um subconjunto aberto de R™. Por C§°(§2) representa-se o espago

vetorial de todas as fun¢des numéricas, com suporte compacto em (2, possuindo
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derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de C§°(2) sdo

denominados funcoes testes. Ou seja,

C%(Q{u: Q — R: D% e O(Q), Ya)

C(Q) = {u e C : supp(u) CC Q},
em que CC significa contido e compacto.
Observacgao 2.3.1. C§°(2) C C§°(R™) no sentido de que se ¢ € C3°(52), entao

] é(x), e,
(x)_{ 0, x ¢Q,

pertence a C3°(R™). Em C§°(§2) usamos a sequinte nogio de convergéncia: Dizemos

que {®,} C C°(Q) converge para 0 se:

i) Eziste um compacto K, com K C Q tal que supp®,, C K, ¥Yn € N;

it) Para cada o € N*, D*®,, — 0 uniformemente em §) quando n — 0.

Dizemos que {®,} C C3°(Q) converge para ® € C°(Q) se a sequéncia {®,, — D}

converge para 0.

Definicao 2.3.2. Seja C§°(2), com a nogao de convergéncia anterior serd chamado
0 espago das fungoes testes, sendo denotado por D(S).

2.3.2 Distribuigdes sobre D({2)

Uma distribui¢do em D(€2) é uma transformacao linear 7" : D(2) — R que

é continua com a nogao de convergéncia dada em D(2), ou seja, satisfaz:
) (T, 0+ \¥) = (T,0) + \(T\V¥) ,VO,¥ € D(Q),\ € R.
ii) @, — ® em D(N) implicar em
(T, ®,) — (T, D) em R.

Vamos denotar o conjunto de todas as distribui¢oes em D(Q2) por D'(2), ou
seja
D'(Q)={T; T : D(Q) — R é uma distribui¢ao}.
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Observagao 2.3.2. Para cada u € Lj,.(Q), tem-se T, univocamente determinada
por u sobre S, quase sempre, no sequinte sentido: se u,v € L}, (Q) entao T, =T,

se, e somente se, u = v p-q.t.p. em . De fato, sejam u e v € L}, (), entdo

T, =T, em D'(Q), implica que
(T, ®) — (T,,, @), V ® € D(Q).

Dai, seque que

(T, — T, ®) =0, ¥ ® € D(Q),

ou seja,
/W—M®:QV®EDQL
logo,
u—v=0q.tp.,
portanto,
u=7v q.t.p.

Por esta razao, identificamos u com a distribuicao T, e diz-se a distribuicao u ao

invés de dizer a distribuicao T,.

2.3.3 Convergéncia em D'({2)

Definigao 2.3.3. Dizemos que uma sequéncia de distribuicoes {T,,} C D'(Q)

converge para a distribuicao 0 em D'(Q2) se
(T,,,®) — 0, ¥V ® € D(Q).

No caso geral, uma sequéncia de distribuicoes {T,} C D'(Q) converge para uma
distribuicao T € D'(Q) se a distribuicio T,, — T converge para a distribuicao 0 em
D'(Q).

Exemplo 2.3.1 (Distribuicao delta de Dirac). Para cada p € Q2, definimos

d: D) —R
O +— O(p).
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Vamos mostrar que 9, € D'(?). De fato, sejam @, W € D'(Q) e A € R, temos

(0, AD + W) = (D +W¥)(p)
= \O(p) +¥(p)
= A5,(D) + 6,(W).

Usando o fato de que a convergéncia uniforme implica na convergéncia pontual,
mostramos que 6, € continua. De fato, seja {®,} C D(2) com ®, — @ em
D(Q), entao

<5p7 ®,) = 0,(p) — @(p) = <6p’ ).

1
loc

Observagao 2.3.3. Vimos que se u € L;,.(Q)), entao T, é uma distribuicao, mas

¢ oportuno observar que existem distribuicoes nao definidas por fungoes de L}, .(9),
como € o caso da distribuicao 9,. Mostramos que a distribuicdo 6, nao € definida

por uma fungdo u de L} (Q), isto é, nio existe u € Li,.(Q), tal que
/ w(@)0(x)de = O(p), ¥ @ € D(S).
Q

Isto é, tal que
(u, @) = 0,(D), VO € D().

2.3.4 A derivada de uma distribuicao

Definigao 2.3.4. Considere T : D(Q2) — R uma distribui¢io e o € N™. Defini-

mos a derivada DT como sendo a sequinte distribuicdo

D°T: D(Q) —R
® — (DT, @) = (=1)l*l(T, D) .

De fato, DT é linear, pois se A € R e ®,¥ € D(Q), entdao usando as

conhecidas regras de derivacao e o fato de T ser linear, temos:

(DTN +V) = (=1)N(T, DY\ 4+ W)

(=D)leH(T, AD*® + Dw)

= (=1)lN(T, D*®) + (—1)l*l(T, D*W)
A

(DT, @) + (DT, V) .
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Agora, seja (®@,) C D(Q2) tal que ®, — ® em D(2). Entdo, DT é

continua. De fato, usando a linearidade e continuidade de T respectivamente, e o

fato de que toda transformacao linear leva vetor nulo em vetor nulo, temos

(DT, ®,) — (D°T, ®)| = |(—1)"| (T, D°®,,) — (T, D*®)]
— |(T,D*®,, — D®)| — (T,0) = 0.

De fato, como @,, — ® em D(f2), entdo existe K C ) compacto, tal que

D*®,, — D*® uniformemente em K, Va € N",

ou seja,

D*®, — D“® — 0.
Da continuidade de 7', segue
(T, D*®,, — D“®) — 0.

Logo, D*T é uma distribuicao.

Observagao 2.3.4. Nem sempre podemos afirmar que u € L}, (Q), entdo D*u €
Ll

o). De fato, considere a fung¢io de Heaviside

1, >0,

H :R — R dada por H(z) =
0,  <0.

Note que H € L}, .(R).

Afirmacao 1: A derivada de H, no sentido das distribuigoes é igual a

funcao delta de Dirac dy. De fato, resolvendo a integral imprépria e usando o fato
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que @ se anula fora de seu suporte compacto, segue

(D'H, @) = (H' ®)
= (=1 (H D)
— —/RHd)'dx

= —/OOO @' (x)dx

b
= — lim [ ®'(x)dz
b—0 Jo

_ 1 b
N bh—I>noo(D(x)O

= — lim (®(b) — ®(0))
= ©(0) = (do, D).

Logo,
(D'H, @) = (5, ®), YO € D(Q), em que 2 C R,

Portanto,

D'H =6y ¢ L}, .(R).

Observagao 2.3.5. Lembre que nao existe u € Lj,.(Q) tal que (5,, @) =

Ju®dz, YO € C§°(Q) ou seja, ndo existe u € L}, .(Q) tal que 6, = u. Portanto,

escrevemos que 6, ¢ L}, ().

Definigdo 2.3.5. Dado um aberto Q C R", uma fungio u € L, .(Q) e um

multi-indice o, dizemos que u € L, () é uma a-ésima derivada fraca de u se

/Qu(x)DaCD(x)da: = (—1)|a|/av(x)(l)(x)dx, VO € C5°(92).

Para cada u € L}, () sabemos que existem as distribuigdes T,, e D*T,, (que

pode nao pertencer a L} .(Q2)) e denotamos por DT, = va.

Observacao 2.3.6. Toda derivada fraca é uma derivada no sentido das distribui-
coes. Porém a reciproca nao € verdadeira, uma vez que a fungdo de Heaviside tem

derivada no sentido das distribuicoes H' = 6y & L}, .(R) e ndo tem derivada fraca.
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Nesta segao, apresentamos os resultados mais usados sobre Espacos de

Sobolev.
Sejam p € [1,+00], m € N e Q C RY um aberto.

Definimos o espaco W™P?({2) como sendo
WmP(R) = {u € L(Q); D*u € LP(Q),Ya € NV com|a| < m}

cuja norma ¢ definida por:
1/p
[ullwmr) = ( ) HDQUHﬁ) ,1<p<oo,
0<|a|<m

e para p = oo é dada por

fullwn <@ = mas (1Dl

Chamamos os espagos normados W™P(Q)) de espagos de Sobolev.

Proposicao 2.4.1. O espago de Sobolev W™P(Q)) é um espago de Banach.

No caso p = 2, denotamos o espago de Sobolev W™?(Q)) por H™((2).

O espago H™(2) é um espaco de Hilbert com o produto interno dado por:

(V) = Y. (D%u, D) (g

0<|a|<m

para todo u,v € H™(Q2) e é denominado espago de Sobolev de ordem m.

Definicao 2.4.1. O espago W3 (Q) € o fecho de CI*(Q) em W™P(Q), isto €,

Wgn,p(Q) _ Cmi(m”'llw"hp‘

o

Quando p = 2, escrevemos H(Q) em lugar de Wi™*().
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2.4.1 Imersoes de Sobolev
Apresentamos os teoremas de imersoes dos espacos de Sobolev.

Definicao 2.4.2 (Imersao Continua). Dizemos que o espago normado (X, ||.||x)

estd imerso continuamente no espaco (Y, |.||y) e escrevemos X — Y quando,

(i) X for subespago vetorial de'Y,
(ii) A aplicagao inclusao
1: X =Y
r—i(r)=x
é continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(z)||y < M||z||x, para todo x € X.
Definigao 2.4.3 (Operador Linear Compacto). Um operador linear T : X —

Y € dito compacto, se toda sequéncia limitada (z,,) C X € levada em uma sequéncia

T (x,) que admite uma subsequéncia convergente em Y.

Definicao 2.4.4 (Imersao Compacta). Dizemos que o espago normado (X, ||.||x)

. C
estd imerso compactamente no espaco (Y, ||.|ly) e escrevemos X < Y quando,
1: X =Y
r—i(x) =x
¢ um operador linear compacto.

Teorema 2.4.1 (Teorema das Imersées Continuas). Sejam Q C RY um
dominio limitado com fronteira suave, m >0 e 1 < p < oco. Entao, para qualquer
J >0 as imersoes abairo sao continuas:

: N j+m, i, Np .
(i) Sem < Z, WITme(Q) — WH(Q),p < ¢ < 5=k

= N-mp’

(i) Sem =T WItmP(Q) — WH(Q),p < g < o0;
(iii) Sem > 5 Witme(Q) — Cp(Q);

(iv) Sem —1 <X <m Witmr(Q) — C1(Q),0 < a <m— 2.
P P

Demonstragdao. Ver referéncia [18]. [
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Observacao 2.4.1. C%4(Q) € o espaco das fungoes u € C(Q) tais que D*u, para
la| < j € limitada em Q, cuja norma é

oy = D” :
HUHCJB(Q) OI§I|12|)§]‘ igg | D%u(z)|

Teorema 2.4.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q um dominio
reqular limitado, j > 0, m > 1 e 1l < p < oo. Entao, as imersoes abaixo sao

compactas:

. N i+m, i, Np .
(Z) Sem < pij p(Q)%W]q<Q),1§q< N—Zzp’

(ii) Se m = %, Witmp(Q) — Wi1(Q),1 < q < oo;

(iii) Sem > X WIitmr(Q) — CL(Q) e WITmP(Q) — WH(Q),1 < ¢ < o0;

»
(i) Sem —1 <X <m Witmp(Q) < C(Q),0 < a<m— .
P P
Demonstragio. Ver referéncia [18]. [ |

Teorema 2.4.3 ( Identidades de Green). Seja 2 C R™ um dominio onde vale o

teorema da divergéncia e sejam u,v € C*(Q). Entdo valem as sequintes identidades:

(i) Primeira Identidade de Green

du
/Q(UAU + VoVu)dzdy = /89 Ua—nds,

(ii) Segunda Identidade de Green

/Q(vAu — uAv)dzdy = /ag (Uan - u@n) ds,
0

em que ¢ a derivada direcional na direcao da normal unitiria exterior 1.

Demonstragao. Ver [9]. [ |
Teorema 2.4.4 (Principio do Maximo). Seja u € H}(Q2) solugdo de

—Au+ u=h em¢),
u=0 sobre 0L,
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em que h € L* (Q), X\ um pardmetro real ndo-negativo e h > 0 em Q. Entdo u > 0

em ). Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entdo u > 0 em €.

0
Se u € CY(Q), entdo a derivada normal exterior a—u(:ﬁ) < 0, para todo
n

x € Q.

Demonstragdo. Ver [9]. |

Teorema 2.4.5 (Principio do Maximo Forte). Sejam Q2 C RY um aberto e

ue C?*(Q)NCQ) com Au >0 (Au < 0) em Q e suponha que existe um ponto
y € Q tal que

u(y) = supu (inf u> :
Q Q
Entao u € constante.

Demonstragdao. Ver referéncia [17]. [

Teorema 2.4.6 (Principio do Maximo Fraco). Sejam Q0 C RY um aberto e

u € C?*Q)NC%N) com Au> 0(Au < 0) em Q. Entdo

supu = sup u (infu = inf u) :
Q Lo Q o0

Demonstragio. Ver referéncia [17] |

Teorema 2.4.7. (Teorema de Lions Stampachia) Seja V um espago de
Hilbert com norma || - ||v e denotemos por K um subconjunto convezo de V. Seja

a(-,-) uma aplicagao bilinear simétrica satisfazendo,
a(v,v) = a|v]fy, a(v,w) < onllvfly|[wllv
e seja f € V*. Entao existe uma unica solu¢ao do problema

a(u,v—u) > (f,v—u), Yv e K.

Demonstragdao. Ver referéncia [26]. [
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Teorema 2.4.8. (Desigualdade de Poincaré)
Se 0 C R™ € um conjunto aberto, conexo e limitado, entao existe uma constante a

(que depende de n e Q) tal que

ull 20 < al|Vullr2), para todo u € H&(Q).

Demonstragio. Seja Q = (0,a)™ um cubo em R™ que contém ).

Dado u € WH2(Q), temos uma extensao u de u por zero no cubo Q. Logo,
- 1,2 _ _
ueWo (), Nullzz) = llullzg) ¢ [Vullre) = IVl -

Assim, para qualquer fungdo u € C§°(2), temos
Tn
U($1,$2,"' 7xn):/0 Uy, (]71,"' 7xn717t)dt'

Logo,
2

/ ! Uy, (%1,%2, e wrnfl?t) dt
0

Ty 2
= ([ o a2 sz, ) 11a)

Consequentemente, pela desigualdade de Holder, nds temos que
Tn Tn
u(@)? < [ ey o1, Ot [ 12
0 0
Tn
= ’mn’/o ’umn(:clax%"' 7$n717t)‘2dt

a
S a»/O |uxn(x17$2> e 7xn—17t)|2dt'

Consequentemente, pelo teorema de Fubini, temos
a
/ lu(z)|*dx < / a/ g, (21,9, -+, Tp_1,t)|*dtds
Q o Jo
S CL2 / |umn(xl7 Ty, Tp—1, t>|2d1'
Q
< a2/ |Vul*dz.
Q
Portanto,
|l 20 < al|Vul|Lg)2, para todo u € C5°(9).

Consequentemente, pela densidade de C°(€2) em H}(Q), temos que

lullz2@) < all Vullppz,  Yu € Hy(Q).
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Corolario 2.4.1. As normas || - ||z de Hy(Q) e |- |22 de L*(Q) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Ver referéncia [20]. |
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3 TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA

Neste capitulo, apresentamos um teorema classico da Teoria dos Pontos
Criticos que, nas ultimas décadas, tem sido uma importante ferramenta na aborda-
gem de diversos tipos de problemas em Equagoes Diferenciais Parciais, conhecido
como Teorema do Passo da Montanha. Esse Teorema garante a existéncia de um
ponto critico do tipo minimax para o funcional diferenciavel definido em um espago
de Banach, satisfazendo certas condigoes. As defini¢oes e o Lema de Deformacao

abaixo sao usados para provar o Teorema do Passo da Montanha.

Definicao 3.0.1. (Sequéncia de Palais-Smale (PS)) Seja (u,) uma sequéncia
(PS) no nivel d € R, ou seja,

1
I(u,) = iHunHz — /Q F(z,u,)dr — d, quando n — oc. (3.1)

(I'(uy,), ) = /QVuanodx — /Qf(a:, Up)pdxr — 0 quando n — +oo,  (3.2)
para toda p € H} ().

Defini¢ao 3.0.2. (condi¢do de Palais-Smale (PS)) Sendo H um espaco
de Hilbert, C*(H,R), definimos conjunto dos funcionais I : H — R que sdo
diferencidveis no sentido de Frechét e cujas derivadas de Frechét sao continuas em
H. Dizemos que um funcional I € C*(H,R) satisfaz a condigio de Palais-Smale
(PS) se qualquer sequéncia (u,) C H tal que I(u,) € limitada e I'(u,) — 0 quando

n — 00, possui uma subsequéncia convergente em H.

Lema 3.0.1. (Lema de Deformacgdo) Sejam X um espago de Banach e ¢ €
CYH(X,R). Suponha que ¢ satisfaz a condigio (PS). Se ¢ € R ndo é um valor critico
de @, entdo para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X)

tal que, para quaisquer u € X et € [0,1], tem-se:

1. n(0,u) = u;
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2. n(t,u) =u, seud o ([c—2e,c+ 2]);
3. n(1, ) C ¢, em que se k € R, definimos o* = {u € X;p(u) < k};

4. n(1,): X = X € um homeomorfismo.

— Deformacao

oy,
c + 2¢
/_\ Ce

- C — ¢

/7777

Fonte: Produzido pela autora

Demonstragdo. Ver [9]. |

Agora usamos o Lema de Deformacao para provarmos o famoso resultado
de Ambrosetti-Rabinowitz (1973) que garante, sob certas condigoes, a existéncia de

pontos criticos do tipo sela, mas antes damos algumas defini¢oes.

Definicao 3.0.3. Seja X um espaco de Banach e seja I : X — R um funcional
de classe C'. Um ponto u € X tal que I'(u) = 0 € X' € dito ponto critico do
funcional I, e um nimero real ¢ € dito ser um valor critico de I se ¢ = I(u) para

algum uw € X tal que I'(u) = 0.
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O conjunto de todos os pontos criticos sobre o nivel ¢ é denotado por
K.={ue X :I'(u)=0,1(u) = ¢},

e o conjunto (subnivel) dos pontos de X em que I nao supera o nivel ¢ é denotado
por
I‘={ue X :1I(u) <c}

Teorema 3.0.1. TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA

Sejam X um espago de Banach e I € C'(X,R) satisfazendo a condigio (PS).
Além disso, suponha que

(a) 1(0) = 0;

(b) existem o, p > 0 tais que I|pp,0) > a;

(c) existe e € X tal que ||e|]| > p e I(e) < 0.
Entao I possui um valor critico

c=inf{ max [I(u)},
weF{uev([O),(l])] (W}

em que I' = {v:[0,1] = X continua : v(0) =0 e y(1) =e}.

Demonstracao.

Primeiro: ¢ > a. Mostramos que para todo v € I', nés temos ([0, 1])NOB,(0) # 0.
De fato, defina a fungao h : [0,1] — R dada por h(t) = ||y(t)]|-

Observe que h ¢é continua,

hO) = Iy O =0l =0 < p

h(1) = Iy DI = llell > p-

Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe to = to(7y) € (0,1) tal

que
h(to) = [l (to)|l = p
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Logo, pela condigao (b),

max[1((0)] = 1 (3 (1)) >

e, consequentemente, ¢ > «.

Segundo: ¢ é um valor critico de [.
Suponha que ¢ nao seja um valor critico, ou seja K, = ().
Tome 0 < e < §.
Por (b) e (¢), temos que ¢ > o > 2¢.

Pelo Lema de Deformagao 3.0.1 existe uma deformagao n € C([0, 1] x X, X)

satisfazendo:

(ii) n(t,u) = n;(u) = u, para todo u & I~'([c — 2e, ¢ + 2¢]) e para todo t €
[0,1];

(iv) my (17%) C I

ou seja, u € I o que implica que n;(u) € 1¢7¢.

Como

c= inf {trg[g)ﬁ I(v(t))} ,

existe v € I' tal que

< I(~(t
¢ < mmax (Y(t)) <c+e,

consequentemente,
Y(t) € 172, vt € [0,1]. (%)

Seja o =m; 07.

E facil ver que o € T, pois, note que I(e) <0 = I(0) < ¢ — 2 implica que
ed¢ I ([c—2e,c+2e])e0¢& [ [c—2¢c+ 2]

Além disso, por (ii), 0(0) = m(7(0)) = m(0) = 0 e o(1) = m(3(1)) =
n(e) = e.

Por outro lado, usando (x) e (iv), o(t) = 1 (¥(t)) € I°~¢ consequentemente,

I(o(t)) <c—
mnax (ot)) <c—e,
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assim,

c<c—e¢,

o que é uma contradigao. |

— Geometria do Passo da Montanha

Fonte: Produzido pela autora
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4 SOLUCOES POSITIVAS PARA UM PROBLEMA ASSINTOTI-
CAMENTE LINEAR NO INFINITO

Neste capitulo, foi provado a existéncia de solugdo positiva para uma classe
de problemas elipticos nao lineares usando o Teorema do Passo da Montanha sem
a condi¢ao de Ambrosetti e Rabinowitz (AR) ou uma de suas variantes, a técnica
usada é devido a Hanadi Zahed (ver [32]). Neste caso, a nao linearidade f(z,1)
satisfaz a condi¢ao de ser assintoticamente linear em ¢ no infinito, isto é:

lim f(at:,t)

=<0
t—+o0

e a fungao peso a(x), que aparece definida no operador, é considerada continua,

limitada e positiva em (2.
Mais especificamente, considere o problema eliptico ndo linear com peso a

seguir:

—div(a(z)Vu) = f(z,u), em Q, (4.1)
u = 0, sobre 0f), .

em que, {2 é um dominio limitado regular em R"™, n > 2.

Para os resultados a seguir, suponha que as funges a : @ — R e f :

Q x R — R satisfazem as seguintes condicoes:

(A) a(x) € C(2) e 0 < a; < a(r) < ag, para algumas constantes positivas a; e as

em quase todos os pontos de z em (2.

(F) f(z,t) e C(QxR), f(z,t) >0 paratodot>0ex € Ne f(x,t) =0 para
t<0exe.

f(x,1)

=p(z) e lim =l<o0

t—+00
uniformemente em quase todos os pontos de 2, em que 0 < p(z), com p €

L=(Q) e ||p|leo < A1, em que Ay > 0 é o primeiro autovalor de (—div(a(x)V), HY).

(F3) A funcgao f(wt,t)
pontos de z € €.

¢ nao-decrescente com respeito a t > 0; para quase todos os
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Estudamos a existéncia e a nao-existéncia de solugoes positivas para o
problema (4.1). Para isso, vamos provar que o problema tem solugao positiva para

[ > A1 e nao tem solugao positiva para [ < Ap.

O objetivo principal desse capitulo é desenvolver a demonstracao do seguinte

teorema do artigo [32]:
Teorema 4.0.1. Seja 2 um dominio aberto reqular limitado de R™ comn > 2 e
suponha que f(x,t) satisfaca as condigoes (Fy) e (Fy), entdo:
(i) se 0 < 1l < A\ e (F3) € satisfeita, entdo ndo hd solugao positiva para o
problema (4.1);

(17) sel> Ay, entdo o problema (4.1) tem uma solugdo positiva;

(1ii) sel =\ e (F3) € satisfeita, entdo o problema (4.1) tem uma solugio positiva
U € H& se, e somente se, existe uma constante ¢ > 0 tal que u = cp; e

f(z,u) = \ju em quase todos os pontos em €.

Para desenvolver a demonstragao deste teorema, precisamos de algumas

definigoes.

Definigao 4.0.1. Dizemos que u é uma solugao fraca do problema (4.1) se
ue HI Q) e

/ a(x)VuVedr = / f(z,u)pdz, para toda ¢ € H}(R). (4.2)
Q Q

O funcional associado ao problema (4.1) é definido por:
[:HNQ) — R
Iw) = 5 [ a()|VuPdr — [ Pz, (4.3
u) == | a(z)|Vu|*dr — z,u)d .
2 Jo o

em que F(z,s) = /OS f(z,t)dt.

Note que o funcional é de classe C! e a derivada de Frechet é a expressao
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(I'(u), o) = /Qa(a:)Vquodx — /Q f(z,u)pdr = 0, para toda ¢ € Hy(Q). (4.4)

Por (4.2) e (4.4), é facil ver que os pontos criticos de I sdo solugoes fracas do
problema (4.1) e vice-versa. Assim, vamos procurar pontos criticos para o funcional
I no espago H} ().

4.0.1 Notagoes e suposicoes

Note que Hj(€2) é um espago de Hilbert. Denotamos por || - ||, a LP(Q2)-
norma e por || - || a norma de H}(Q) induzida pelo produto interno em H}(Q) por
(u,v) = / a(z)VuVudz para u,v € Hg ().

Q

Assim, |[u|| = (/Q a(a:)\Vu\2dx>2.

Denotamos por ¢ a primeira autofun¢ao positiva associada a A; e normali-

zada em L%(Q), ou seja,

—div(a(z)Ve1) = Ay em €,
1 = 0 sobre 092, (4.5)
[lpall2 = 1.

Definigao 4.0.2. Duas normas ||ul|1 e ||u||2 sobre o mesmo espago vetorial X sdo

ditas equivalentes se existirem constantes reais positivas a; e as (a1 < ag) tais que:
ar||ully < ||ullz < agl|ul|1, para todo u € X.

Quando duas normas sao equivalentes, elas induzem a mesma topologia.

Lema 4.0.1. (H},|| - ||) € um espago de Hilbert e a norma ||u|| é equivalente a

norma ||ul| ;-

Demonstragio. Note que (H, HUHH(}) ¢ um espaco de Banach, em que:

3
lully = ( [ 1Vufda )"
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Além disso, como a fungdo a(z) satisfaz 0 < a; < a(z) < ay para todo x € Q,

temos que a norma ||u[| ¢ equivalente & norma ||ul|y:. De fato, note que
al/ |Vul*dz < / a(x)|Vul*dr < ag/ |Vu|*dz.
Q Q Q

Entao,

arl[ullf < [lull® < asllulF-

Assim, (H},||u||) é um espaco de Banach com produto interno dado por
(u,v) = / a(x)VuVudz.
Q
[

Agora, se \; < [, sob certas condigoes sobre a nao-linearidade f, vamos
mostrar que o funcional [ satisfaz as condigdes geométricas do Teorema do Passo

da Montanha, ou seja, temos o seguinte resultado:

Proposigao 4.0.1. Suponha que a nao-linearidade de f satisfaca (Fy) e (Fy). Se

0 < A\ <l < o0 entao valem os sequintes resultados:
(a) Ezistem p e § >0 tais que I(u) > 3 para todo u € H} () com ||u]| = p.
(b) I(tp1) — —o0, quando t — +o0.

Demonstrag¢io. Vamos demonstrar primeiro o item (a):

(a) Note que, dado £ > 0, por (F3), temos que tl_i)r(% f(i’w

f(z,1)
t

= p(x). Assim, existe

d =9d(e) > 0 tal que se 0 < t < 4, entdo

f(z,t)
t

— p(x)

< e. Além disso,

como lim
t——+o0

f@)
t

Portanto,

= [, entao existe ty = to(e) tal que se t >ty > 1, entdo

<e&.

—plz)|<e se0<t<d

Hf(x,t)
t

| - 1p<w>|| < \W)

t
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—1

t
Sf(xt’> <eg set>ty>1.

Hﬂ%ﬂ
t

\—m

Consequentemente obtemos as seguintes estimativas:

x,t
|f<w ) <e+p@)] <e+||]plle, 0 <t <o
e
t
Uﬁi”<a+m,%t>mz1.
Ou seja,

|f(z, )] < (e+|plleo)[t], se 0 <t <de
[f(a, )] < (e + ||, se t >to > 1.

Como f(z,t) =0, para todo t < 0, entdo, para todo ¢ > 1,

(1) [f(z, )] < (e +1pll)lt], VO <t <de
(i) [f(z, )] < (e +[IDI) < (e + D[, VT >t > 1,

Agora vamos estimar |f(z,t)| no compacto [0, ty], com d > 0.

_ t
Por (Fy), f € C(Q2 x R), assim, |f(tI|,q ) é continua em [4, to], logo é limitada,

|
e consequentemente, existe k = k() > 0 tal que

|f(,1)]

<kVt 0, tol.
|t|q = 7v 6[70]

Portanto, obtemos que

(i) |f(z,8)] < k.Jt]9,V ¢ €[5, Lo).
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Sendo assim, por (i), (ii) e (iii),

(@ )] < (e + lIpllo) [t + (e + [DIET + E-[t7, V (2,1) € QxR

Dai, para qualquer € > 0,set >ty > 1 e g > 1, existe

(e+ )+ k
A=A(e)= —"——
()= =L
tal que
F@,8)] < (2 + [Ipll)lt] + 247, ¥ (2,8) € A x R
Logo,
1 2A
F(z,t)] < = t? 4+ —— |t t) e QxR
F@.0) < 56+ Pl + =, ¥ (@.0) € 2 x
Como g > 1,

1
|F(z,t)| < 5(8 + 11!l |t]* + A.[t|9!, para todo (z,t) € Q x R.

Seja.:
2N
N >2
2= N_2 "7
400 se N = 2,

o expoente critico de Sobolev.

(4.6)

(4.7)

Se escolhermos g > 1 tal que 2 < ¢+ 1 < 2%, garantindo que a nao-linearidade

f seja subcritica, pelo Teorema da imersao dos espagos de Sobolev nos espagcos
LP(Q), temos que as imersoes H} (Q) — L*(Q); L9 (Q2) sdo compactas, em

particular sdo continuas, ou seja, existe C' > 0 tal que [|ul|3 < C.||u]]?, e

ainda, ||u||gﬂ < C.|ul|9™! para 1 < g < 2* — 1.
Assim por (4.7), obtemos:

1w = SlllP~ [ Fleu)ds

1 1
Sl = S lpllee + &) ull3 = Allul g1

Y]

v

1 1
Slull® = 5 (lpllee + )llulls = AC[ul|*.
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Por conta da caracterizacao de Ay, dada por

[l
A

2
A\ = inf HuH2 temos que, ||u||3 <
ue g0, |[ull3

Assim,

1 Plloo + €
1w > 2 (1= [Pl ) e — acjugjen,
2 A1

onde € > 0 é ainda arbitraria. Pela hipdtese (F3), ||p||co < A1, assim podemos
fixar ¢ suficientemente pequeno tal que 0 < ¢ < A; — ||p||« € ainda, para

todo u € 0B,(0), segue que

1 1
I(u) 2 5Bp* = ACp™ = p*[5B = ACp"™"],

em que B = (1— [WD
A1

1 ip —
Tomando p > 0 tal que §B — ACp?™! > 0 (isto ¢, p < (;10) 1 1), segue

1

que
I(u) > >0,

1
para [[ul| = p, onde § = p?[5 B — ACp*!].

Para provarmos esse item, sabemos por hipotese que A < | < 400, assim,

para t > 0, temos:

1
I(te) = 5/9@(:5)|Vtg01|2dx—/QF(J:,upl) dx

t2
= 3 Qa(aj)|Vg01|2dx—/QF(x,tgol) dx.

Como ¢ é uma autofuncao associada a A;, multiplicando (4.5) por ¢; e

integrando por partes, segue que:

2\
I(tyy) = Tlfgapfd:c —/QF(x,tgol) dx. (4.8)
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Por outro lado, pela condigao (F3) e além disso, pela linearidade assintética

de f(z,t), nés afirmamos que:

. F(xz,t)

De fato, por (F3), nés temos que tE}n == [. Assim, dado ¢ > 0, existe
t
M > 0 tal que se t > M entao f(g;’ )—l’ <e
Logo,
f@t)| ol S|
t t

e consequentemente

t

—e < f(xt’ )|—|l| < e parat > M.
Como
[z, 1)
f>0et>M >0, segue que —e+1< ; <e+lparat> M,
e assim,
(—e+ Dt < f(z,t) < (e + 1)t para t > M.

Portanto,

t? t?
(—€+l)§ < F(z,t) < (€+Z)§ para t > M,

e consequentemente,

[E (0] I

€
5 < — parat > M,

2

provando assim a nossa afirmacao.

Logo, como ¢ > 0 em {2, pelo Lema de Fatou, segue a seguinte desigualdade:

I 2
lim (to1) ~ lim t)\l <P1 dx / F(x,to:) 901 dr
t—00 12 t—>00 o t2 12 (pl
1 F(z,t
< f)\l/ 03 dr — [ lim 7(33 1) dx
2 " Ja at—o  (tyg)?
<

z/2d.
)9901“'
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I(t
Como A\ — [ < 0 e ¢y € positivo em €2, entdao lim (te1)

< 0. Assim, como
t— 00 12

t2 t— 00

I(t
I(tyr) = ( ( %)) t? e lim t* = 400, segue que I(tp;) — —oo, quando

t — +oo.

4.0.2 PROVA DO TEOREMA 4.0.1

Demonstragio. (i) Suponha que 0 <1 < Ay, e a funcao f satisfaca as condigoes

(F1), (F») e (F3). Vamos provar que o problema (4.1) ndo tem solugao positiva.

Suponha por contradigao, que u € H}(2) é uma solucio positiva do problema

(4.1). Entao u satisfaz a equacao (4.2). Tomando ¢ = u, temos:

/Qa(x)\Vu\z de = /Qf(x,u)u dx = /Q f(xu, u).u2 dx.
S, u)

u

Por (F}), como u > 0 em 2, temos

flz,u)
U

é nao-decrescente para u > 0. Assim, por (F3), segue

> 0 em 2. Por outro lado, por

(F3), a funcao
f(z,u)

que — <[ < oo. Portanto,
u

/Qa(x)]Vu]2 dx :/Qf(f;u).uQ dr < /QZ.UQ dz. (4.10)

Note que, como A\; > 0 satisfaz a equagao,

—div(a(x)Ve1) = Ay em §,
o1 = 0 sobre 012, (4.11)

llpall2 = 1,

pela caracterizacao de A\{, temos que

/a(x)|Vv[2dx / ()|Vu|2d1:
)\1 = inf Q
vEHE ()00 /\de:c / lul?d
Q
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onde u ¢é a solugao positiva de (4.1). Portanto, por (4.10),

/\1/ lul?dz < / a(x)|Vul*dr < l/ |lu|*dz
Q Q 0

e consequentemente, A\; < [, o que contradiz o fato de [ < A;. Portanto, nao

existe solugao positiva neste caso.

Suponha 0 < \; <l < o e f satisfazendo (F7) e (F,). Relembramos que

nosso funcional estd definido no espago de Hilbert H} e é dado por
1) = Sl ~ [ Fle,wy
u) = =||u||* — x,u)dz.
2 Q ’
Além disso, I é de classe C' e sua derivada de Fréchet é

('), ) = (u,¢) = | fla,u)pde, Vi € HY(S).

Como f satisfaz (F}) e (F3), pela Proposicao 4.0.1 existem p e 8 > 0 tais que
I(u) > B, Y u e H}(Q) com ||u|| = p e I(tp;) — —oo, quando t — +o0,

se \y < |l < oco. Assim, tomando u; = typ; com tg > | suficiente-
©1
mente grande, segue que I(uy) = I(top1) < 0 e ||ua]] = [[toer]] = tol|er]| >
h||@1|| = p, ou seja, existe ug € HJ(2) tal que uy & B,(0) e I(u) < 0.
©1

Nosso objetivo é mostrar a existéncia de solugao via o Teorema do Passo
da Montanha. Como (0) = 0 e a Proposigao 4.0.1 garante a geometria do
Passo da Montanha, basta mostrar que o funcional [ satisfaz a condi¢ao de
Palais-Smale (PS). Assim, seja (u,) uma sequéncia (PS) no nivel d € R, ou

seja,

1
I(u,) = §||un||2 - /QF(m,un)dx — d, quando n —» 0. (4.12)

(I'(uy), p) = /QVuanodx — /Qf(m, up)pdr — 0 quando n — 400,
(4.13)
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para toda ¢ € H}(Q).

Mostramos que (u,,) é uma sequéncia limitada em H}(Q). Para isso, mos-

tramos primeiro que (u,) é limitada em L?*(€) usando (4.12) e o limite
. F(xt) 1

lim = —.

t—o00 t2 2

Suponha por contradicao, que ||u,||a — +00 e defina:

Un,
w, = T,
|[tn] |2
ko = [unlle. (4.14)

- I(u) _ . 1
Note que lim el 0, pois, por (4.12) temos que I(u,) — d e W2 — 0.
Portanto,
—1 2
() gl = [ P ) da
0= "h_r>noo k2 - nh—r>noo k?l
[ L unl? 1
- nh—r>noo _5721 o /Q}?(:C?un)k?1 dx
T [Ty d 4.15
= ngnoo _§\|wn|| _k%/ﬂ (ZL‘,un) Tl . ( . )

Mostramos que a sequéncia (w,) ¢ limitada em H}(€). De fato, fazendo

q = 1 na equagao (4.7), obtemos

1
k%/QF(:c,un dx<—/\un )Pdr =

sl

S

Assim, por (4.15), a sequéncia (w,) ¢ limitada em H](2) como querfamos
mostrar. Portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, existe w €
H} () tal que:
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w, — w fracamente em H;(2),
w, — w fortemente em L*()),

w, — w q.t.pem S

Afirmamos que
—div(a(r)Vw) = lw", em Q. (4.16)

Para provar a afirmagao, dividimos (4.13) por k,, entdao temos:

1
/ a(x)Vw,Vedr — k—/ f(z,u,)pdz — 0, para todo ¢ € H}(). (4.17)
Q o)

Como w,, — w fracamente em H; (), segue que

/Qa(:v)anVgodx — /Qa(x)Vngod:E, Vo € Hy(S2). (4.18)
Assim, basta provarmos que

1
k—/gf(x,un)gpdx — /Qlergpdx, Vo € Hy(S2). (4.19)

Note que,

]_ n n ) H'n
/ k—.f(x,un).u—.go de = “ M.(p dx
Q Rn

Uy, Q kn, U,

= /wn.f(x,un).(p dx
Q

up, k2

_ /an,f@’k”‘w”).@ dz. (4.20)

k,,.w,,

Vamos utilizar as condigoes (F) e (F») para mostrar a convergéncia (4.19).

De fato, defina X = {z € Q : w,(x) — w(x) e w(z) # 0}.
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Primeiro caso: Se x € X. Usando (F3) e usando o fato que I > 0, obtemos

f(x, kpwy ()  fl2, kypwy(2)) n
h = () wy () — lw™ (z),

pOiS por (F1)7 f(l’,t) > 0.
Segundo caso: Para x € Q tal que w,(z) — w(x) com w(z) = 0.

(A) Se kyw,(x) — 400, por (F) temos que

(@, kpwn () f(z, knwn(z))

0< —
- k,, knw, ()

wy(z) < Cwy(x).

[z, kypawy, ()
Ky,
(B) Se kpw,(x) — 0 (ou, wy,(z) < 0). Por (F}), segue que

flx, kywy, ()
kn

Como wy,(z) — w(x) = 0, segue que — 0 = lw"(x).

— 0 =lwt(x).

Logo, em todos os casos acima, obtemos

(@, kywn ()

? — lw* (), q.t.p em Q. (4.21)

Como w, — w em L?(Q), por um resultado de [5] (Teorema 4.9), w, é
dominada em L*(Q2) (a menos de subsequéncias) e entdo existe h € L*(Q) tal
que wy(z) < h(x). Assim,

1 k. wy,

o knw, ()

wy(x) < Cwy(x) < Ch(x),

1
e consequentemente, a sequéncia T f(x, kyw,) é dominada em L*(Q). Por-

tanto, usando (4.21), pelo Teorema da Convergéncia Dominada, conclui-
mos que k—f(x,knwn) converge fortemente para lw™ em L?(Q). Assim,
1 n

k—.f(:c, knw,) converge para lw™ fracamente em L?(2), ou seja,

1
k—/gf(a:,un)godx — /Qlwﬂpdx, Vo € L*(Q),
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em particular para toda ¢ € Hj (). Logo, a igualdade (4.19) estd provada.

Portanto, como afirmamos em (4.16), o limite fraco w satisfaz o seguinte

problema com condicao de Dirichlet na fronteira,

—div(a(z)Vw) = lwt em ,
w = 0 sobre 0S).

(4.22)

Pelo principio do méximo, w(z) > 0 em §2 e como ||w,||z = 1,Vn e w, — w
forte em L*(€2), obtemos

0 < ||Jwnllz = [Jw]]2] < ||wn — w]|s — 0, quando n — oo.

Assim, |Jwy,|ls — ||w||]z e consequentemente, pela unicidade do limite,

||lw||2 = 1. Entdo w é uma autofunc¢do do problema de autovalores

—div(a(z)Vw) = lw em 2,
w = 0 sobre 012, (4.23)
*(z)dx = 1.
/Qw (x)dz
Logo, w = ¢1 e | = Ay, visto que as demais autofungdes mudam de sinal, o
que contradiz o fato de [ > \;. Portanto, (u,) é limitada em L*(2).

Por outro lado, como (u,) é uma sequéncia (PS), por (4.12),

1
§Hun\|2 =d+o(1) +/ F(z,uy)dz, onde o(1) — 0, quando n — oc.
Q
Assim, a expressao acima, junto com (4.7) com ¢ = 1 e a limitacao de (uy,)
em L?(Q), garante que (u,) é limitada em H}(S2).

Entao, temos as seguintes convergéncias:

u, — u fraco em Hy(),
u, — u forte em L*(€2),

un(z) — wu(z) q.t.p. em Q.
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Usando o Teorema do Trago (ver [9]),

u = 0 sobre 0f).

Note que, usando novamente que (u,,) é um sequéncia (PS), por (4.13) temos

(I'(un), ) = /Qa(x)Vunvwdrc - /Q f(@,un)p de — 0, ¥ ¢ € Hy(Q),

(4.24)
isto é,
—div(a(x)Vu,(x)) — f(z,u(x)) — 0 em D’(Q). (4.25)
Tome ¢ = u,, entao
(I (), ) = || |2 —/ (@, wn)un d —s 0. (4.26)
0
Afirmacgao 1: f(z,u,) — f(x,u) em L*(Q), n — +oc.
De fato, por (4.6) com g = 1, tomando t = u,(x), segue que
[f (@, un)| < (€ + [Plloc) [un] + (€ + 1) un| + K Jun|. (4.27)

Como (u,,) converge forte a u em L?(f2), existe h em L?(2) tal que |u,(z)| <
h(x), para todo z € Q. Além disso, u,(x) converge para u(z) em quase todo
ponto em . Assim, por (4.27), f(x,u,) é limitada por uma fungio em L*(Q)
e f(x,u,(z)) — f(z,u(x)) em quase todo em 2. Portanto, pelo Teorema

da Convergéncia Dominada, segue a afirmacao 1.

Além disso, pela afirmacao acima e pela L*-convergéncia de (u,), segue que
/ [z, up(2))up(x)de — / f(z,u(x))u(x)dz. (4.28)
Q Q

De fato, considere f(x,u,(z)) = v, e f(z,u(z)) = v, entdo,

/|vn.un—v.uldm = /]vn.un—vn.u—i—vn.u—v.u\da’

Q Q
< /van(un—u)|dx+/g\u(vn—v)ydm
< lvallz2-lJun — ullr2 + [Jullz2||vn — |2

< k|un — ul|p2 + |ul|zz||vn — v||g2 — 0.
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Logo, fica provado a convergéncia (4.28).

Note que, por (4.24):
/ a(z)Vu,Vedr — / f(z,u,)pdz — 0, para toda ¢ em Hy(€). (4.29)
Q Q

Considerando f(z,u,) = v, e f(x,u) = v, sabemos que v,, — v fortemente

em L*(2) e consequentemente v, — v fracamente em L*(Q2). Logo,

/ vppdr — / vodr, ¥ ¢ € L*(Q),
Q Q

e consequentemente,
| fawn)pde — [ fla.u)pde, o € HY(Q). (4.30)

Além disso,
u, — u fracamente em H} (), entdo (u,, SO)H& — (u, 90>H3 Vo € Hy(Q),
ou seja,

/Qa(x)Vuanodx — /Qa(a:)Vquodx,V © € Hy (). (4.31)
Portanto, por (4.29), segue que
/Qa(:c)Vqude = /Qf(x,u)wdx, Y € Hy(9Q). (4.32)
Usando (4.32) e considerando u como uma funcao teste, temos:

|2 —/Qf(a:,u)uda; —0. (4.33)

Agora, mostramos que ||u,|[? — [|ul]?.

De fato, note que (4.26) e (4.28) implicam que ||u,||* = / f(z,u)udx 4 o(1)
Q

e consequentemente, por (4.33), ||u,||* = ||ul[* + o(1), ou seja,

[len | [* — [l .
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Como u,, — u fracamente em H;(£2), obtemos

et =l = o — 0, — )
= <unaun>H3 -2 <Un>U>H5 + (u, U>H3
= [Junll® = 2 (un, w) g + [l
= unll® = 2w, u) s + |[ul]® + o(1)

— 2||ul|* = 2|Ju||* = 0, quando n — 4o0.

Portanto, ||u,][?* — ||u||* que assegura que u,, — v em H} ().

Entao, pelo Teorema do Passo da Montanha, o problema (4.1) tem uma

solucao positiva para [ > Aq.

Suponha [ = A;. Seja u uma solugdo positiva para o problema (4.1) e tome

©1 € H}(Q) como sendo uma fungao teste em (4.2), obtemos:

/Qa(:v)Vquoldx:/Qf(x,u)cpldx (4.34)

Considerando que a equagao (4.11) é satisfeita por ¢; e tomando u como

funcao teste, obtemos:

/Qa(x)Vquoldx = l/ngoldm. (4.35)
Assim por (4.34) e (4.35), segue que

/Q(f(x,u) —lu)prdr = 0. (4.36)

Por (F3) e (F3), obtemos f(z,u)

quase todo ponto x € ). Por outro lado, se existir um subconjunto €2y C €2

< [ e consequentemente, f(z,u)—lu < 0em

tal que || > 0e f(x,u) —lu < 0 em §2y, por (4.36) e usando o fato que ¢,
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é positiva em (2, temos que

0 = /Q(f(x,u) — lu)prdx

= [ e s+ [ (Fla) ~ s

Q\Qo

= /Qo(f(x,u) — lu)prdz + 0
— /Qo(f(x,u) — lu)prdx <0,

o que é uma contradigdo.

Assim, concluimos que f(z,u) = lu em quase todo ponto em 2. Como
[ = A1, por (4.1), u é uma autofuncao associada ao autovalor simples A, logo

u(x) = cpi(z) em Q para alguma constante ¢ > 0.

Reciprocamente, se para alguma constante ¢ > 0, u(z) = cpi(x) em Q e

f(z,u) = A\u, entao:

—div(a(z)Vu) = —cdiv(a(x)Ver)
= Ay
= )\1U

= f(x,u).

Além disso, as condi¢oes de contorno sao satisfeitas e entao u é uma solucao

positiva para o problema (4.1).
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5 SOLUCOES POSITIVAS PARA UM PROBLEMA SUPERLINEAR
NO INFINITO

Neste capitulo, foi provado a existéncia de solugdo positiva para uma classe
de problemas elipticos usando Teorema do Passo da Montanha, a técnica usada é
devido a Hanadi Zahed (ver [32]).

Considere o problema eliptico nao linear com peso

{ —div(a(z)Vu) = f(x,u), em Q,

(5.1)
u =0, sobre 012,

em que, €2 é um dominio limitado regular em R™ com n > 2 e f é uma nao

linearidade subcritica.

Sob as condigoes (F1), (Fy) com | = 400 e (F3), mostramos a existéncia de

uma solugao positiva para o problema (5.1).
Nosso objetivo ¢ demonstrar o seguinte teorema do artigo [32]:
Teorema 5.0.1. Seja Q2 um dominio aberto reqular limitado de R™, n > 2 e
suponha que (F1), (Fy) com | = +o0 e (F3) sejam satisfeitas. Além disso, considere

: o flat)
que f(x,t) possua crescimento subcritico, isto €, tgr—rﬁ—loo pros,

= 0 uniformemente

nz> sen>2our € (2,+00) sen =2, entao o

em x € Q para algum r € <2,

problema (5.1) tem solugao positiva.

Pela condi¢ao (F1) e pelo principio do maximo forte, um ponto critico
diferente de zero do funcional I é uma solugdo positiva para o problema (5.1).
Utilizamos o Teorema do Passo da Montanha para provar a existéncia desse ponto
critico. Para isso, mostramos que as hip6teses (F1) e (Fy) implicam em uma
condi¢ao mais fraca do tipo de Ambrosetti e Rabinowitz (ver [1]), a saber, existem
0 >2e M >0 tais que:

(AR) 0 <OF(x,t) < f(z,t)t, para todo [t| > M e x € Q.

A condigao (AR), foi uma forma importante de provar que cada sequéncia

de Palais Smale ¢ limitada e entao relativamente compacta.
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Proposicao 5.0.1. Suponha que a fungao f satisfaca (Fy), (Fy) com l = 400 e

(F3), entao valem os sequintes resultados:
i) Existem p e 8 >0 tal que I(u) > 8 para todo u € H}(Q) com |Jul| = p.
it) I(tg1) — —00, quando t — +o0.
Demonstragao. i) Dado e > 0, por (F), existe § = d(g) > O tal que, se 0 <t < §

entao,
[f (@, )] < (e +[lplloo)IE]. (5.2)

Por outro lado, como f possui crescimento subcritico, isto é,

o S

t—foo ¢r—1

=0

2
uniformemente em x € €2, para algum r € (2, n2) sen>2our € (2,4+00)
n R

se n = 2, existe ty = to(e) > 1 tal que se t > ¢ entao
|f(z,t)] < et (5.3)
|f(z,t)]

T|t‘r—1
intervalo, e assim, existe K = K(g) > 0 tal que

Além disso, como é continua no compacto [J, o], é limitada nesse

F@ O ey (5.4)

rltg—t —
para todo t € [4, to).
Assim, por (5.2), (5.3), (5.4), para ¢ suficientemente pequeno (& < r), segue
que,
[f@, )] < (e+plloo)lt] +elt]™" + rK ()|t~

< (et lplloo)lt] + (e + 7K ()]t

< (et lplloo)lt] + Ale) |, (5.5)
onde A(e) = r(1+ K(¢)).

Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno,

|F(z,1)] < ;(IlpHoo +e)t’ + A(e)ft]". (5.6)
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para todo (x,t) € Q x R.

Desde que 2 < r < g*, pela imersao de Sobolev de H}(€) em L"(Q2), temos:
[ullr < Clul]". (5.7)

Utilizando (5.6) e (5.7), obtemos:

1) = SlllP = [ Flzwds

1 1
> - 0o / 2 - / "
2 Sllull® = S(lplle +€) | Jul” de —A | Jul" do

1 1 .
= Sl = S (lplleo + &)luls — Alul;

v

1 1 .
§||uH2 = 5Pl +e)|ul; — AC||u||".

Pela caracterizacao variacional do primeiro autovalor do Laplaciano, conclui-

mos que:

Mfulz < [Jul®
e consequentemente,
—1

2
il

-1
7|U|3 >

Assim,

1 1
I > - 2_7 o 2_ T
@ = Gllull = g (lpll +2)llul* = ACfu]

1y bl +2) :
= gl (1= =) ey

[Pl +¢)

Queiramos que <1 — ( 3 ) > 0, para algum ¢ > 0 suficientemente
1

pequeno.
Logo, usando (F3) (||p|lee < A1), existe gy > 0 suficientemente pequeno tal
que ||p|le + €0 < A1

Portanto, fixado €y € (0, \; —|[p||s), temos que B = (1 -

(Ilploo + €0)
0.
At ~
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ii)

B
Assim, I(u) > §Hu]|2 — AC||ul|[". Por outro lado, para u € B,(0), ou seja,

B
para ||ul]| = p com 0 < p < T]le, temos:

B

Logo, concluimos que I(u) > 3, para todo u tal que ||u|| = p.

Seja 1 a autofuncgdo associada ao primeiro autovalor A; > 0 do problema

{ —div(a(z)Vu) = Au em €,
0 em Of).
Por definicdo de solucao fraca,
/Qa(az)V<p1Vvdx = /Q)\lgolv dr, ¥ v € Hy.
Tomando v = ¢; como funcao teste, temos:

/Qa(x)|Vg01|2dx = Al/gzgof dx. (5.8)

Para dar continuidade, usamos um argumento devido a [33], para mostrarmos
a segunda condi¢ao geométrica do Passo da Montanha. Como a funcao
positiva ¢; estd em C(£2), existem Qy C Qy C Q e a > 0 tais que p;(x) >
a > 0 para todo x € .

Afirmacgao 1:
0 <2F(z,t) < tf(x,t),Vt € R,V € Q. (5.9)
De fato, se t > 0, usando integragao por partes,
t
[l = 2F(t) = fle,t)t =2 [ f(z,5) ds
0
t t t
— / fo(z,s)s ds] — / f(x,s) ds
o Jo 0
t /
= [{filw.)s = f(2,9)} ds. (5.10)
0

= fla,t)t — [f(x, 5)s
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d t
Por (F3), para t > 0, temos que = (f(ﬁt, )

f;(l’,t)t — f(&?,t)
t2

e consequentemente, f;(x,t)t — f(z,t) > 0.

) > 0, ou seja,

>0

Entao, a equagao (5.10) garante que,
f(z, )t — 2F(z,t) > 0,Vt > 0,Vx € Q. (5.11)

Por outro lado, se t < 0, vale a igualdade em (5.11), e assim, fica provado a

afirmacao 1.

f(z,1)

; ,Vt >0, Vo € Q.

Agora note que, por (5.9),

F(z,t)
t2

¢ nao decrescente com respeito a t > 0, em

F(x,t
quase todos os pontos de x € Qe lim (z,1)
t—r 400 12
De fato, por (5.9),
d [ F(x,t) F/(z,t)t? — F(x,t)2t
dt 2 4
fx, )t — 2F (x, t)t
4
f(z,t)t ;32F(x, t) >0,

para todo t > 0 e quase todos os pontos z € (2, finalizando a prova da

Afirmacao 2: A funcao

:+Oo

primeira parte da afirmacao 2.

Agora mostramos que,

. F(z,t)
tgr}goo 2 = +o00. (5.12)
[l - .
Segue de (Fy) que, tgqu = [ = +o00, entdo, dado M > 0, existe
t
R > 0, tal que se t > R entao f(:Et, ) > M, dal,

t M .2

t
f(z,s) ds>/ M.s ds = ,
0 2

F(ac,t):/

0
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e consequentemente,

F(x,t M
(z, ) —, para todo t > R > 0.
12 2
Logo, se t > R, temos —a > = ou seja, tgr—ri—loo 2 = 400, con-
cluindo assim, a prova da afirmacao 2.

F(z,t)
2
x € Qp e usando (5.12), obtemos:

F(x, tpi(x)) S F(zx,ta)
203 (x) T t2a?

Portanto, como é nao-decrescente, to(x) > ta > 0, para todo t > 0,

— +00, para t — +00. (5.13)

Logo, por (5.13), para todo k > 0, existe ty > 0 tal que, para todo t >t e
F(x,t
x € g, temos (I’—%(x)) > K. Dal,

t2oi(x)
I<if1) N t12B/a<x)|v(w1>2‘dl’—/S)F(w,tsol)dw}
- 722/ (2)|Vr|* do — /QW zl do
T2 / D)Verlde - /Q W~s&?daa (5.14)

Como —div(a(z)Ve1) = A1 em £, e o1 = 0 em 0f, segue que

I(t 1 F(x,t
(901) < 2)\1‘/Q|(,01|2d1'—/90 ( 901)(p%da7

S (tpr)?
1
< f)\l/ |1 [*de — Ka? | 1dw
2 Q Qo
1
< A [ leilPde - Ka?l, (5.15)
0

onde || denota a medida de €.

Para K > 0 suficientemente grande, obtemos:

I(t
<tf1) < 5)\1/ £} do — K|Qola® <0,

e assim, I(ty;) — —o0o, quando t — +00.
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Agora precisamos mostrar a condigdo (PS), mas antes mostramos alguns

resultados que serao utilizados.
Lema 5.0.1. Suponha que (v,) é uma sequéncia convergindo para v em LP(),
para algum 1 < p < 400, entao (v,) converge para vt em LP(S2), em que v} =

maz{0,v,} e vt =maz{0,v}.

Demonstragao. Primeiro, temos que v = v — v~ e |v] = vT +v~. Somando as

equacgoes, obtemos que:

U:Lr:vn+|vn| ev+_U+|U|
2 2
Entao,
o —op = /|v;[ 1P dx
Q
_ [ |t o,
Q 2 2
(0o =) | (lva] = [0 [’
- d
/Q > T2 ’
1 p
= o [ 1= o)+ (el = [P do

Como, |z +y| < |z|+ |y|, entdo

1 1
2 |10 =) + (oal = oDPdw < 5 [ (foa = ol + llew] = ol dz

Agora, usando a desigualdade ||v,| — |v|| < |v, — v|, segue que

1 1
of = < o [ (o=l +lel = PolhPde < o [ (o = vl + o, = vl)da
1
< ﬁ/ﬂ(zm—m)pd:ﬁ
op
< ﬁ/ v, — v[Pdz
Q

< low = wlfp,

Assim, como v, — v fortemente em LP(Q2) entdao v — v em LP(Q),
quando n — +00.
|
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Lema 5.0.2. Se (I'(uy,),u,) — 0 e (F3) € satisfeita, entio existe uma subsequéncia
2

t
+ I(uy,), para todo t > 0.
n

de (uy,), ainda denotada por (u,), tal que I(tu,) <

Demonstrag¢ao. Como (I'(uy,),u,) — 0 quando n — +o0, podemos obter uma

subsequéncia, ainda denotada por (u,,), tal que

-1 1
— < (I (up), up) = ||un||? —/ flx,up(x)uy(z) de < —, (5.16)
n Q n

para todo n > 1 suficientemente grande.

Observe que, para qualquer ¢ > 0 e n > 1 grande,

I(tu,) < Qtn + /Q {;f(x,un(x))un(x) — F(x, un(x))} dzx. (5.17)

De fato, para qualquer t > 0, fixado x € 2 e n > 1, defina
1
h(t) = S8 f (@, wn (@) un() = F(z, tun (2)).

Entao,

W) = tf(@un())un() = f 2, tun(@))un(z)

= tug(o) (oo - FEEAD)

(5.18)

Primeiro caso: Se x € Q) é tal que u,(z) = 0, entao h'(t) = 0.

Segundo caso: Se x € ) é tal que u,(x) # 0, obtemos:

Ht) = tun(a) <f (”Zn‘zg()x”un(x)—f <‘;ilz§()‘”))un(x)>
o (@) St ()
=t )< U () tu, () >

Assim, por (Fj), para 0 <t < 1, temos

[, tun(x)) _ flz,un(x))
tuy, (x) - un ()
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e consequentemente, h'(t) > 0 para 0 < t < 1 e portanto, h é crescente em (0, 1].

Analogamente, por (F3), para 1 < ¢, segue que

[z, u, (7)) [z, tu, (7))
Up () = tu, (z)

e assim, h/(t) < 0 para t > 1, logo h é decrescente em [1,400).

Portanto, tg = 1 é ponto de méaximo de h em (0, 4+00) e

h(t) < h(1), para todo t > 0. (5.19)

Assim, usando (5.16) e (5.19), segue que

1
I(tuy) = §t2]|un|\2—/gF(:1:,tun(:1:)) dz

< ;t2 {rlz —i—/ﬂf(x,un(x))un(x) dx} —/S)F(x,tun(a:)) dx

- ;;—l—/ﬂ{;tzf(:c,un(x))un(x)—F(x,tun(ac))} dx

t2 1
< = - _F .
< ot [ {55 un(@)un(e) - Fla,wnl@)} do
Segue que (5.17) estd provado.
Por outro lado, por (5.16), obtemos

I) = Sl = [ Foun (@) da

;{_nl—f—/gf(x,un(x))un(x) dm} — [ P une) dr,

v

isto é,

1
[ {57 m@)un(e) - Fun(e) ) de < oo+ ). (520
Combinando (5.17) e (5.20) encontramos :
1+ ¢
n

I(tu,) < + I(uy), para todot >0, n > 1.
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5.0.1 PROVA DO TEOREMA 5.0.1

Demonstragdo. A proposi¢ao 5.0.1, garante a geometria do Passo da Montanha,

assim, mostramos a condigao (P.S).

Considere (u,) uma sequéncia de Palais Smale, satisfazendo

1
1) = Sl = [ Flo,u)de — d

(I'(un), ) = / a(x)Vu,Vde — / f (@, un)pde — 0,V € Hy(€),
Q Q
quando n — 4o00.

Provamos que (u,,) é limitada em H}(€). Suponha por contradigao que (u,,)

ndo ¢ limitada em H}(2). Seja ¢ um ntimero real positivo e considere as sequéncias:

1 U ()
= — w,(z) =k, u,(x) = ——-. 5.21
" ey o) = Frenl) = (521)
1
Primeiro, note que ||w,|| = Hn ‘ _ uafl 1 e assim, w, ¢ limitada
cllun|[ll  cllun|| ¢

em Hj (), entdo existe w € H}(Q), tal que, a menos de uma subsequéncia:

w, — w fracamente em H, (),
w, — w fortemente em L?*(€)),

wy(z) — w(z) q.t.p em Q.

Pelo Lema 5.0.1, temos w — w™ forte em L*() e w(z) — w'(x)

q.t.p em Q.

Afirmamos que:

wt(x) =0 q.t.p em Q. (5.22)

De fato, sejam Q; = {x € Q; w(x) =0} e Qy = {z € Q; wt(z) > 0}.

Por (5.21), para cada = € Qy, w(z) = kyu!(z) com k, — 0, quando
n — 00. Assim, como w (x) — w(z) > 0, q.t.p em Qy, segue que, para = € (o,

ut () — +o00 quando n — o0, pois, se |u, ()| < ¢, como k, — 0 obteriamos
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que w; (z) — 0 em Qy. Mas, como w; (z) — wt(x) em Qy, segue que, wt(z) =0

em (29, que é uma contradicao.

Como u — 400 em 2y, por (F3) com | = +oo, dado k > 0, existe

nog = no(k) tal que, se n > ng, entdo:

(w(x))? > k(w"(z))* para x € Q. (5.23)

Tomando ¢ = u,, como fungao teste em (I'(uy,), ) — 0, por (5.21), (5.23),

utilizando que wy,(x) — w(x), q.t.p em © e o Teorema da Convergéncia Dominada,

temos:
1 n
= lim [l = /f“ wn)?2dz
C n——+00 n—>+oo
= lim f<x’u">(wn)2das+ lim f(@, )
n—+00 J{z€Q : w(z)>0} Unp, n—+00 J{z€Q : w(z)<0} Uy,
n—>+00 J{zcQ : w(x)>0} Up,
+ +
= lim / 7f(x’u”>(w:{)2dx+ lim f(x.u )( V2da
n—s+o0 n—+o00 J, uz
+
> lim f(:c Y >( V2dw
n—+oo J, u;br
+
> / lim M(w:{)?dx
Qg n—+00 u;_fb‘
>

k /Q2 (wh)*dx

Como k > 0 pode ser escolhido suficientemente grande, segue que |25 =0

e entdo wt =0 em (2, finalizando a prova da afirmacao (5.22).

Sendo wt(z) =0, q.t.p em ) temos que

lim F(z,wy(x))de = /QF(JI, —w™ (z))dz =0

n—--+oo JO

e por isso:

lim I(w,)= lim <;||wn||2—/QF(x,wn)dx> = i (5.24)

n—s+00 T—>+00 9¢2
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Aplicando o Lema 5.0.2, a menos de subsequéncias:

(wy) = I(knun) < 2171(1 +12) + I(uy). (5.25)

Como k, = — 0 quando n — +o00, entao

ol [un]|

< lim  I(uy) (5.26)

2¢2 T n—+oo

para qualquer ¢ > 0, o que contradiz a condigao de que I(u,) — d.

Portanto, (u,) é limitada. Assim, temos as seguintes convergéncias:

u, — u fraco em Hy(2),
u, — wuforteem LP(Q), V1<p<2¥,

up(r) — w(z) q.t.p. x em Q.

t
Dado € > 0, por (F3), lim;_, f(z,t) = p(z), assim, existe 6 = j(g) > 0 tal
t t
que se 0 < t < 9, entdo f(a;,) — p(x)| < e. Além disso, como lim;__,, ft(fj_’l) =0,

existe t = to(e) tal que, se t >ty > 1, entdo,

tr—l -
Portanto,
t
|f<|:§i ) <e+p@)) <e+|]pllosed<t<d (5.27)
e
|f(z,t)] < elt|"" set >ty > 1. (5.28)
Além disso,

f(z,t) =0 parat <0. (5.29)

Também, podemos estimar |f(z, )| no intervalo [d, ¢}, com § > 0. De fato,

por (F}), como f € C(Q x R), segue que
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|/ (z, 1)
g

<K, Vte]otoy. (5.30)
Assim, por (5.27), (5.28), (5.29) e (5.30), obtemos
(2, O < (e +Iplloo) t] +elt] " + Kt], ¥ (2,) € Ax R

e consequentemente,

(2. )] < (e + lIplloo + K[t + e[t ™, ¥ (2,1) (5.31)

comr € (2,2)se N >2our € (2,+00) se N = 2.

Como u,, — u forte em LP(Q2), V p € (1,27), (5.32)
fixando p com 2 < r < p < 2* e considerando ¢ o conjugado de p; isto é,
1 1
*+f:1,seguequeq:L.

q p p—1
Vamos mostrar que

fCun() — f(ul) em LUQ).

De fato, segue de (5.32), up(x) — u(z) qt.pr e Ne

lun(z)] < g(z) qt.px €, Vn €N com g e LP(Q). (5.33)
Como f é continua,

flz,un(z)) — f(z,u(x)) qt.p z € Q, e, dai,

|f (2, un(2)) — fla,u(z)|7T — 0 q.t.p z € Q. (5.34)

Usando o crescimento (5.31), a limita¢ao uniforme de (5.33), existe ¢ €
L'(2) tal que
[f (@, un(@)) = flw,u(@))[71 < ¢
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Assim, por (5.34), segue do Teorema da Convergéncia Dominada, que

tim ([ 14, 0a(2)) = £l ula))[Frde ) =0,

n—-r~o0
isto é,
f(?un()) — f(x,u()) e L%<Q>
Como 1 < q= Ll < P ¢ Q6 um dominio limitado, temos que
p—17"r~-
L7T(Q) — L7 1(Q).
Logo,

1FCoun() = Ful)le, — 0. (5.35)

Agora, note que, usando a desigualdade de Holder,

’/Qf(x,un(l’))@da? —/Qf(x7u(x))(pdx’

— | (@ wa@) = S, u@)] o
< U7 = S uCD Lz Nl

Pela imersao continua H}(Q) < LP(Q) com p € [r, 2*] e por (5.35), temos

| faun(e)ede = [ F@u(@))pde
< MIFCua()) = £CuO)lz el (5.36)

onde M > 0 é uma constante.

Por (5.35) e (5.36), segue que
/Qf(x,un(m))godx — /Qf(x,u(m))npdx, Y o € Hi(Q). (5.37)

Além disso, u,, — u fraco em H{ (), entao (u,, 90>H5 — (u, 90>H3 , Ve
Hj, ou seja,
/ a(z)Vu,Vedr — / a(z)VuVedz. (5.38)
Q Q
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Como (u,,) é uma sequéncia (PS),
(I'(uy,), p) = /Qa(x)Vuanoda: — /Q f(z,uy)pdr — 0, ¥V ¢ € H&(Q).

Assim, por (5.37) e (5.38), obtemos

Aa(x)VunV¢dx = /Qf(x,un)wdx, Vo€ Hy(Q). (5.39)

Usando u como funcgao teste em (5.39), segue
lul? = [ £l u)uda = 0.
Q

Portanto, argumentando como na prova do Teorema principal do Capitulo

4, mostra-se (PS), finalizando assim, a demonstragdo do Teorema 5.0.1.
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APENDICE A — DEFINICOES E RESULTADOS

Apresentamos as definicdes de norma e espagos normados.

Definigao A.0.1. Se V é um Espago Vetorial sobre R, entdo uma fungdo a valor

real N : V. — R ¢é dita ser uma norma em V caso satisfaca:

(i) N(v) >0, para todov €V ;
(it) N(v) =0 se, e somente se, v =0;
(7ii) N(av) = |a|N(v), para todov € V e a € R;

(iv) N(u+v) < N(u) + N(v), para todo u,v € V .

Se a condigao (i7) nao for valida, a fungdo N é uma semi-norma ou uma
pseudonorma em V. Um Espago Vetorial Normado ¢ um Espaco Vetorial V'

com uma norma em V.

Exemplo A.0.1. A colecio B(X) de todas as fungoes a valores reais limitadas

no conjunto X é um espaco vetorial normado com a norma definida por

N(f) = sup{[f(x)] - 2 € X},

Em particular, o espago vetorial das fungoes continuas em X = [a,b] € normado,

com a norma acima.
Alguns exemplos de semi-normas sao:
« No espago R", a fungao

No(uy, ..., up) = sup{|ual, ..., |un| }, V (w1, ..., u,) € R?

é uma semi-norma. Aqui, No(uq, ..., u,) = 0 se, e somente se, us = ... = u, =

0, mas nada se conclui a respeito de u;.
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« No Espago Vetorial C|0, 1] das fun¢oes continuas de [0, 1] em R", defina a

seminorma

No(f) = supl ()| -0 <w < o

Neste caso No(f) = 0 se, e somente se, f(z) se anula em 0 < z <

[N

Definicao A.0.2. Seja ¢ : M — R uma funcao, definimos a parte positiva e nega-
tiva de ¢ por p*(z) = max{p(z),0} e ¢~ (x) = max{—¢(z),0}, respectivamente.

Além disso, note que ¢t (z) > 0e ¢ (x) >0, paratodoz € M e
p(x) =" () — ¢ (2) e |p(@)] = o™ (x) + ¢~ (2).

Apresentamos algumas defini¢oes da Teoria da Integragdo e da Medida que

foram mencionadas neste trabalho.

Definicao A.0.3. Uma familia x de subconjuntos de um conjunto X € dita ser
uma o-dlgebra (ou um o-campo) quando satisfaz:

1. @, X pertencem a x.

2. Se A pertence a x, entio o complementar C(A) = X — A pertence a x.

Um par ordenado (X, x) consistindo de um conjunto X e uma o-algebra x
de subconjuntos de X é chamado um espaco mensuravel. Qualquer conjunto em y

¢ chamado um conjunto x- mensuravel.

Definigdo A.0.4. Uma fungio f de X em R é dita ser x-mensurdvel (ou sim-

plesmente mensurdvel) se para cada nimero real o o conjunto
{reX: f(z)>a}
pertence a x.

Definicao A.0.5. A colecao de todas as funcoes de wvalor real estendido x-
mensurdveis de X é denotada por M (X, x), e a cole¢io de todas as fungoes x-
mensurdveis nao-negativas de X em R por MT(X,x), onde R é o conjunto dos

reais estendido: R U {oo, —oo}.
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Definicao A.0.6. Uma medida é um funcao de valor real estendido p definido
numa o-algebra x de subconjuntos de X tal que:

1. (@) = 0;

2. w(E) > 0 para todo E € x;

3. p € aditivo contdvel no sentido que se (E,) € qualquer sequéncia disjunta de

conjuntos em x, entao

12 U E, | = Z N(En)
no:ol nO:ol
Definicao A.0.7. Um espago de medida é uma tripla (X, x, p) consistindo de um

conjunto X, uma o-dlgebra x de subconjuntos de X, e uma medida i definida em

X-

Definicao A.0.8. Dizemos que certa propriedade vale em p-quase todo ponto
(u-q.t.p.), se existe um subconjunto N € x com u(N) = 0 tal que a propriedade

vale no complementar de N.
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