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Resumo

Simetrias escondidas na eletrodinamica
de Podolsky e no magnetismo de Heisenberg

Luciana Miranda Vieira Xavier

Resumo da tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-Graduacao em
Fisica do Instituto de Ciéncias Exatas, da Universidade Federal de Juiz de Fora-

UFJF, como requisito necessario a obtencao do titulo de Doutor em Fisica.

Nesta tese, revisa-se 0s principais métodos de quantizacao canonica de sistemas
vinculados e apresenta-se uma técnica contemporanea, o Formalismo Simplético de
Imersao (FSI), que mergulha uma teoria de sequnda classe em uma dual com in-
variancia de calibre. O FSI serd aplicado a dois sistemas distintos, a saber, a
eletrodinamica de Podolsky e o modelo de Heisenberg isotropico bidimensional. Analisa-
se a versao dual e invariante de calibre da teoria de Mazxwell-Proca através da teoria
de Mazwell-Podolsky, que se mostra mais atraente, pois atribui uma massa ao foton
sem wviolar as simetrias em questao. Apesar de apresentarem caracteristicas fisicas
similares, elas possuem espectros diferentes. A descricao dual apresentada aqui coin-
cide com o resultado encontrado na literatura por meio de propagadores. Também, se
discute o modelo de Heisenberg isotrdpico bidimensional do ponto de vista de um sis-
tema com vinculos. Tais vinculos podem ser usados para eliminar algumas varidveis
canonicas da teoria, além de utilizd-los como geradores de simetria escondida. Diante
de uma escolha particular do fator de ordenacao, serdo obtidas as equacoes funcionais
de Schrodinger para o Hamiltoniano original de sequnda classe e para o de primeira
classe, as quais sao idénticas, justificando essa escolha do fator de ordenagao.

Palavras-chaves: Quantizacao, Sistemas Vinculados, Formalismos Simpléticos,

Dualizacao, Eletromagnetismo.
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Abstract

Hidden symmetries in electrodynamics
of Podolsky and magnetism of Heisenberg

Abstract of Doctoral dissertation submitted to the Program Graduate in Physics
from the Institute of Exact Sciences, Federal University of Juiz de Fora-UFJF, as a

requirement necessary to obtain the title of Doctor of Physics.

In this thesis, it will be revised the main methods of canonical quantization of
constrained systems and it will be presented a contemporary technique, the Embed-
ding Symplectic Formalism (ESF), that it embed a second class theory in a dual with
gauge invariance. The ESF will be applied to two different systems, namely, Podolsky
electrodynamics and two-dimensional isotropic Heisenberg model. It will be analyzed
the dual version of the gauge-invariant theory of Maxwell-Proca through the Mazwell-
Podolsky theory that appears more attractive because it assigns a mass to the photon
without violating the symmetries in question. Although they have physical character-
istics simailar, the spectra are different. The dual description presented here maches
the result found in the literature through of the propagator level. It will be discussed
two-dimensional isotropic Heisenberg model in terms of constraints system. Such con-
straints can be used to eliminate some canonical variables from theory. The second
class constraints may be used as generators of hidden symmetries. Given a particular
choice of factor ordering, will be writing the functional Schrodinger equation for the
original second class Hamiltonian and the first class, which are identical, justifying
this choice of factor ordering.

Keywords: Quantization, Constrained systems, Symplectic Formalism, Dualiza-

tion, Electromagnetism.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas com vinculos é de fundamental importancia em fisica, pois
todas as teorias de interagao das particulas elementares sao sistemas vinculados. Im-
portantes resultados na area de fisica de particulas tém sido obtidos nas ultimas
décadas pelas, entao, chamadas teorias de calibre, teorias com vinculos de primeira
classe. Em virtude da possibilidade de se determinar as grandezas fisicas observaveis
como espectro de energia.

A quantizacao de teorias de calibre requer um cuidado todo especial, pois os
graus de liberdade supérfluos, decorrentes de simetria de calibre, devem ser tratados
de maneira conveniente e consistente. Importantes desenvolvimentos tedricos tém
ocorrido nestes ultimos anos na quantizacao de tais teorias, iniciando com os tra-
balhos de Dirac [1], na década de 50, cujo o ponto fundamental é a construgao dos
chamados parénteses de Dirac [2], os quais constituem a ponte para os comutadores
(apds problemas com ordenamento de operadores terem sido resolvidos).

Em 1988, Faddeev e Jackiw [4, 5] mostraram que os parénteses de Dirac podem ser
obtidos seguindo um tratamento geométrico, baseado em estruturas simpléticas. Este
formalismo é conhecido na literatura como Formalismo Simplético ou Quantizagao
Simpletica, ou ainda, de Formalismo de Faddeev-Jackiw. Um ponto interessante desse

formalismo é que alguns sistemas que sao vinculados no método de Dirac nao o sao



no caso simplético. No caso de haver vinculos no formalismo simplético, a proposta
seria elimind-los ou, caso isso nao fosse possivel, que se voltasse ao método de Dirac.
Em 1992, foi proposta uma extensao, para o método de Faddeev-Jackiw, devido
a Barcelos Neto e Wotzasek [6, 7], em que os vinculos pudessem ser incorporados
(Formalismo Simplético com Vinculos). Essa técnica consiste, basicamente, em usar
os vinculos para deformar a geometria simplética da teoria, de tal maneira que os
tensores simpléticos possam ser consistentemente definidos.

Em 2001, J. Ananias Neto, C. Neves e W. Oliveira propuseram um formalismo [12]
que mergulha uma teoria de segunda classe em uma dual com invariancia de calibre.
Este Formalismo de Imersao baseia-se no Formalismo Simplético e na extensao do
espago de configuracdo por meio das chamadas variaveis de Wess-Zumino (WZ) [10].
Segundo o Formalismo Simplético, o modo-zero é o gerador das transformacoes de cal-
ibre. A arbitrariedade do modo-zero revelara uma familia de descri¢oes Lagrangianas
invariantes de calibre [13]. Porém, uma escolha adequada das componentes do modo-
zero fornecerao a simetria ( de calibre) escondida no modelo nao-invariante, aqui
proposto pelo modelo de Maxwell-Proca [13]; a fim de reproduzir uma versao invari-
ante de calibre conhecida e obtida pelo calculo de propagadores. Desse trabalho,
resultou uma publicagdo em uma revista cientifica internacional [32].

Essa técnica eficaz, o Formalismo Simplético de Imersao, motivou a construcao
de uma teoria que preserve as qualidades da eletrodinamica de Mawxell, entretanto
evitando as divergéncias classicas. Nesse contexto, estende-se o eletromagnetismo
com a adigao de um novo termo: de massa explicita (termo de Proca), para conferir
uma massa ao féton e um alcance finito para o campo de uma carga puntiforme. As
consequéncias tanto tedricas, quanto experimentais podem ser encontradas em [15].

Assim, tal modelo pode ser descrito pela densidade Lagrangiana sob a forma:

2
LIA,] = —%FWFW + %AMA“ (1.1)

Essa eletrodinamica de Maxwell-Proca possibilita também uma abordagem a

respeito das simetrias, que sao consideradas chaves fundamentais para diversas teorias
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fisicas modernas, como a fisica de altas energias. A razao é a quebra da simetria de

calibre, devido ao termo de massa e a violacao da simetria de Lorentz. Além de

estender essa discussao através da matriz residual de cada pélo do propagador.
Apresenta-se o Modelo de Heisenberg Isotropico bidimensional, como um sistema

vinculado, cuja a densidade Lagrangiana é dada por:
J a\2 a\2
L= 5[(305 )" = (0:5%)7] (1.2)

onde os spins sao considerados como vetores classicos. A fim de aplicar o formalismo
canodnico geral de imersdo com base no formalismo simplético [12, 13] e verificar a
sua consisténcia com a obtencao das equagoes funcionais de Schrodinger, usando o
formalismo de Dirac de quantizagao de primeira classe [1].

Esse trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, ha a revisao
de classificacao dos vinculos, em primarios e secundarios, os quais estao ligados a
maneira de como sao obtidos, embora a obtencao nao seja importante para a quan-
tizagao canodnica, mas apenas a existéncia dos vinculos. Por isso, foi proposta uma
classificacao mais 1util, em vinculos de primeira classe e segunda classe, a fim de
apresentarmos e discutirmos o método de Dirac na se¢ao seguinte.

No Capitulo 3, apresenta-se o formalismo de Faddew-Jackiw, que parte da La-
grangiana escrita como uma funcao linear das velocidades, através da introducao de
variaveis auxiliares. Utiliza-se das equacoes de Euler-Lagrange para obter o tensor
simplético. Se a representacao matricial for nao-singular, significa que nao hé vincu-
los verdadeiros - aqueles que sé aparecem nesse formalismo. Os elementos da matriz
inversa correspondem aos parénteses de Poisson da teoria.

Caso a matriz (pré-)simplética seja singular, trata-se de sistemas com vinculos
e recorre-se ao formalismo de Barcelos Neto-Wotzasek. Os vinculos sao obtidos da
contragao do modo-zero com o gradiente do potencial, desde que nao fornega equacoes
nulas. Se essa contracao nao levar a um vinculo verdadeiro, a teoria em questao

possuira simetria de calibre.



Os principais passos do Formalismo Simplético de Imersao sao descritos. Acrescentam-
se a variavel WZ e duas fungoes arbitrarias, as quais sao inseridas na parte cinética da
Lagrangiana e outra na potencial. Para determina-las, primeiramente, impoe-se que
a matriz simplética seja degenerada e, segundo, que seus modos-zero nao produzam
novos vinculos. Para ilustrar o Formalismo Simplético de Imersao, nos capitulos
4 e 5, respectivamente, considera-se a eletrodinamica de Maxwell-Proca em quatro
dimensao e o modelo de Heisenberg isotrépico bidimensional.

Finalmente, no Capitulo 6, a conclusao do trabalho é apresentada, mostrando
os principais resultados obtidos e apontando um possivel caminho a seguir em um

trabalho futuro.



Capitulo 2

Consideracoes (zerais

2.1 Vinculos

Vinculos sao limitacoes a possiveis posicoes e velocidades das particulas de um
sistema mecanico, restringindo a priori o seu movimento. E importante sublinhar
que vinculos sao limitacoes de ordem cinematica impostas ao sistema mecanico. Tais
restrigoes, portanto, antencedem a dinamica e precisam ser levadas em conta na
formulagao das equacoes de movimento do sistema. Restri¢oes de natureza dinamica
- decorrentes, portanto, das equacoes de movimento - nao sao vinculos. Por exemplo,
a segunda lei de Newton obriga uma particula sujeita a uma forca central a se mover
num plano fixo, mas isto nao caracteriza um vinculo. Assim, sistemas mecanicos

constituido por N particulas submetidas aos vinculos, que obedecem a seguinte forma:

¢i(qiy -y q3n) = 0, (1=1,2,...,m) (2.1)

O numero de graus de liberdade é entao: n = 3N — m. Uma classificacao de

vinculos cinematicos, ou vinculos:

e Vinculos Primaérios e Secundarios



Suponha que [3], numa determinada teoria, existe um vinculo dado por:

I'(g,p) =0 (2.2)

onde (g, ..., q,) sdo coordenadas arbitrarias e p o momento linear.

O paréntese de Poisson desta quantidade com outra qualquer da teoria pode ser

nao nulo. Por isso, em lugar de (2.2), é comum escrever

I'(q,p) =0 (2.3)

onde se diz fracamente igual a zero, significando que a relacao acima nao vale,
necessariamente, dentro dos parenteses de Poisson.
Consideremos uma certa quantidade A(q,p), cujo paréntese de Poisson com

['(q, p) seja diferente de zero.

{A,T} £0. (2.4)

Na passagem para a Mecanica Quantica, I' e A transformam-se em operadores,
que chamaremos de I' e A. Em virtude de (2.3), I' é um operador nulo. Assim,

qualquer comutador envolvendo I deve ser nulo. Particulamente,

[A,T] = 0. (2.5)

Mas, pela relagao

(AT} - —[A,T] (2.6)

1
ih
deveriamos obter um resultado diferente de zero para o comutador entre Ael.

A regra geral da quantizagao canonica, dada por (2.6), leva a inconsisténcias

quando na presenca de vinculos. Foi Dirac quem descobriu a maneira correta



de proceder quanto a quantizacao canonica de vinculos.
A passagem para o formalismo Hamiltoniano é feita, primeiramente, pela in-

troducao dos momentos canonicos

oL
B a%'7

Pi (i=1,2,..,N) (2.7)

onde as relagao dada por (2.7) podem levar a existéncia de vinculos. Denotamos

estes vinculos, genericamente, por

Q= Unld,p))  (m=1,2..M < N). (2.8)

Os vinculos decorrentes diretamente de relagao de definicao dos momenta sao
chamados de vinculos primarios. Conforme veremos, outros vinculos podem e-
xistir ( agora nao mais em decorréncia de (2.7). Estes tomam o nome de vinculos
secundarios.

Um dos passos para o formalismo Hamiltoniano é escrever a funcao Hamiltoni-

ana. Parte da funcao Lagrangiana e, fazendo transformagoes tipo:

(¢:9) — (¢, p)- (2.9)

O Jacobiano para esta transformagcao é determinado pela matriz

- = =, 2.10
3%’ 3%8% ( )

chamada matriz Hessiana. Quando o determinante desta matriz é diferente de
zero, as transformagoes (2.9) sdo sempre possiveis e a hamiltoniana candnica
H.(q,p) é unicamente determinada. Isto ocorre para o caso onde nao existem
vinculos. Na presenca de vinculos, a matriz Hessiana é singular e, consequente-

mente, nem todos os ¢; podem ser unicamente escritos em termos de g;, p;.



Considerando que haja M vinculos, havera M velocidades nestas condigoes.
Portanto, neste caso, a hamiltoniana nao pode ser unicamente determinada em
termos de ¢; e p;.

Neste ponto, ha dois caminhos que podem ser seguidos. Um deles, muito sim-
ples a primeira vista, consiste na utilizacao direta dos vinculos para eliminacao
da variaveis dependentes. Embora seja uma solucao loégica para o problema, ela
nao é, as vezes, tao simples e conveniente de ser utilizada. A outra maneira,
consequentemente, consiste em desenvolver o formalismo trabalhando com as
variaveis dependentes e com as relagoes de vinculo. O método de Dirac baseia-
se neste segundo.

Visto que, na presenca de vinculos, a hamiltoniana nao é unicamente determi-
nada em termos de momento e coordernada. A fim de escolher apropriadamente
uma hamiltoniana, no formalismo, devemos calcular as equagoes de movimento

no espaco de fases. Seja, entao, o principio de Hamilton;

to
0= 5 / (prds — H.)dt,

t1

t2
= / (i0g; + 0pigi — 0 H,)dl. (2.11)

t1

Isto sugere que 0 H. pode ser escrito, de uma maneira geral, como:

OH., . OH.
0g; b Op;

Assim, levando este resultado em (2.11), temos:

10




Como dq; e dp; sao funcoes arbitrarias de tempo, concluimos que a integracao

em (2.13) s6 é nula se o integrando o for. Portanto,

OH. oH,
4+ — ) Sa. g4+ —C ) 6p; = 2.14
(pmt 6%) %‘f‘( G + (9p,~> pi=0 (2.14)

Em virtude de M relagoes de vinculos envolvendo ¢; e p; (vamos admitir, por
enquanto, que sé existem vinculos) nada podemos concluir de (2.14). Por outro

lado, da (2.8), vem que

[0 [\ 9

0q;, + ——0p; ~ 2.1
dq; e Op; pi~ 0 ( 5)

Sao, ao todo, M equagoes. Multiplicando cada uma por A,, = A(¢;, pi) e so-

mando o resultado com a (2.14), obtemos:

0H, o, ) 0H, o,
—q; ; - — —_— S 2.1
( q; + , + A 7 )(5}91 + (pl + a4, + A a4, )(5ql 0 (2.16)

Temos, agora, M fungoes arbitrarias A(g;,p;) (multiplicadores de Lagrange).

Assim, é possivel obter as seguintes equacoes de Hamilton:

. OH OH, o0 o™ OH o0
I — C L mII™m M ~ Cpn—=2 2.17
1 Opi Op; * Op; * Op; Op; * Op; ’ ( )
0OH OH, of) o™ 0OH o0
—p; = = SN - — S 2.1
p aq’ aq’ + oq * oq aq’ + oq (2.18)

Efetivamente, é como se tivemos definindo uma nova hamiltoniana dada por:

H=H,+\"Q,, (2.19)

No espago de fase, as coordenadas e os momentos de um sistema fisico devem

satisfazer (2,, = 0. Estas equacgoes determinam um subespaco de dimensao

11



2N — M, chamado de superficie de vinculos. Nesta superficie, a hamiltoniana
coincide com a hamiltoniana canénica. Nos demais pontos do espaco (onde as
equagoes de vinculos nao sao satisfeitas), a hamiltoniana difere da candnica e
perde qualquer sentido fisico.

Se duas funcoes, definidas no espaco de fase, sao iguais na superficie de vinculos,
denotada por I', diremos que elas sao fracamente iguais e usaremos o simbolo

13

~ ” para denotar esta igualdade:

Flr =G|r <= F = G. (2.20)

Em particular, temos
H=~H.. (2.21)
Utilizando a distingao entre igualdade fraca “ ~ 7 e igualdade forte “ =7 (igual-

dade valida em todo o espago de fase), a evolugao temporal das coordenadas e

dos momentos deve ser escrita, em termos dos parénteses de Poisson, como:

i = {¢,H}~{¢",H.} + \"{¢", U}, (2.22)

pi = {pi, H} = {pi, He} + A" {pi, Qi }. (2.23)

Conforme dissemos, podem, haver mais vinculos (vinculos secundérios, terceérios,
etc). Neste caso, é facil perceber, eles sdo incorporados a teoria de maneira
semelhante ao que fizemos anteriormente. Por exemplo, suponhamos que exis-

tam apenas K vinculos secundarios (K + M < N). Temos, entao,

H=H.+ X\, a=(1,2,... K+ M). (2.24)

H é chamada hamiltoniana total.

Vejamos, agora, como os vinculos secundarios sao determinados. Seja €2,

12



s

um dos vinculos primarios. E uma questao de consisténcia os vinculos nao

evoluerem com o tempo. Podemos, assim, escrever

Qm - {Qm7H}7
~ AQm, He} + N, U} = 0. (2.25)

Podemos destacar da relagao (2.25) duas possibilidades, que estao relacionadas
ao paréntese de Poisson entre €2, e €, se ou ndo zero (fracamente):

1) {Qn,Q2,} =~ 0. Neste caso, obtemos {2, H.} ~ 0, que é uma relagao de
vinculo. Pode acontecer de este vinculo ser, simplesmente, um dos vinculos
primérios ja conhecidos. Por isto (2.25) é uma mera relagao de inconsiténcia.
Mas, pode acontecer, também de ser um novo vinculo. Como dissemos, um
vinculo secundario, em virtude de nao estar vindo, diretamente, de expressao
do momento.

i) {Qn, 2} # 0. Agora, ndo obtemos novo vinculo, mais uma relagao envol-
vendo multiplicadores de Langrange \,,.

Este processo deve ser repetido para todos os vinculos, inclusive para vinculos
secundarios que vao sendo obtidos. Os novos vinculos obtidos neste estagio do
processo sao chamados tercedrios e assim por diante. Este procedimento é co-
nhecido como algoritmo de Dirac- Bergmann. Procedemos assim até esgotarem
todas as possibilidades, isto é, até nenhum vinculo novo ser mais obtido (ape-
nas repetigao dos ja existentes) e até serem determinados todos multiplicadores
de Lagrange. No que segue, os vinculos tercearios e os obtidos nas etapas do
processo serao chamados, simplesmente, de secundéarios.

Voltemos, agora, a questao levantada sobre o fato de termos usado H para obter
Q) na expressio (2.25). O correto seria usar, como Dirac denominou, a hamil-

toniana total. Mas isto, obviamente nao seria possivel pois nao conheciamos
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os vinculos secundarios. Agora ja conhecemos. Nao é dificil perceber que se
montarmos equagoes semelhantes a (2.25), usando H ( hamiltoniana total, com
todos vinculos da teoria) em lugar de H, obteremos os mesmos vinculos e os
mesmos multiplicadores de Lagrange.

E oportuno comentar aqui, que os vinculos primarios, obtidos da defini¢ao de
momento, dada em (2.7), e os vinculos secundérios, obtidos de relagoes da con-
sisténcia, tiradas do fato de os vinculos nao evoluirem com o tempo, podem
nao serem os unicos vinculos da teoria. Nas chamadas teorias de calibre,! como

o eletromagnetismo, ha o aparecimento de novos vinculos quando fixamos o

calibre. Veremos mais detalhes a seguir.

Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Vimos a classificagao dos vinculos primarios e secundarios que esta ligada a
maneira de como os vinculos sao obtidos. Ela é, apenas, uma questao, digamos,
de organizacao. Em termos de quantizacao candnica, nao importa como foram
obtidos. O que importa é que eles existam. Neste sentido, uma classificacao
mais 1til é a seguinte: Dentre os vinculos, podem existir alguns que possuem
paréntese de Poisson zero (fracamente) com todos os vinculos da teoria. Estes
vinculos sao denominados de primeira classe. Ja aqueles que possuirem pelo
menos um paréntese de Poisson diferente de zero sao chamados de segunda
classe.

O que importa a destacar é que a existéncia de vinculos de primeira classe
significa que a teoria possui invariancia por transformacao de calibre. Ha dois

caminhos que podemos seguir. Um deles é fixar o calibre. Os novos vinculos

1'Uma teoria de calibre é aquela na qual as varidveis dinAmicas sdo especificadas com respeito a um

sistema de referéncia, cuja a escolha é arbitraria no tempo. As varidveis fisicamente importantes sao

independentes da escolha do sistema de referéncia. Uma transformacao de varidveis induzidas por

uma mudanga no sistema de referéncia arbitrario é chamada de transformagao de calibre. Varidveis

fisicas, observéveis, sao entao ditas invariantes de calibre.
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decorrentes da fixacao de calibre implicarao que aqueles vinculos de primeira
classe passem a ser de segunda classe. Um outro caminho a ser seguido é nao

proceder a fixacao de calibre e trabalhar covariantemente.

2.2 Método de Dirac

Seja H a verdadeira hamiltoniana (hamiltoniana total), a derivada temporal de

uma funcao qualquer definida no espaco de fase é:

dA  0A. 0A. O0A
— = i+ —Pi + —. 2.2
TR PRl e (2.26)

Usando as equagoes de Hamilton dadas por (2.22) e (2.23), obtemos:

A~ {A H} + M\{A Q) + %—f?, (2.27)

onde m = 1,2...M + K. Todos os vinculos estao incluidos. Inclusive os decorrentes
da fixacao de calibre, caso existam.
No caso particular de A ser qualquer um dos vinculos da teoria, vem que:

a0,

0
dt

~ {Qn, Het + A {0, Qi }- (2.28)

sendon =1,2.M + K.
Seja (Cpnn) & matriz cujo os elementos sao os parénteses de Poisson dos vinculos,
isto é,

Con = {Qm, U} (2.29)
Logo, da equagao (2.28) vem que
A Clom + {0, H.} = 0, (2.30)
ou ainda,

A Conn, = {Qn, H.}, (2.31)
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em que usamos o fato da matriz C' ser antisimétrica (caso de vinculos bossonicos).
Além disso, essa matriz possui inversa, pois todos os vinculos sao de segunda classe.
Assim,

CoonC™ = 6 (2.32)

Aplicando esta relacao na equagao (2.31) e substituindo, em seguida, k por m:
" —Co QB (2.33)

Levemos este resultado para a equagao (2.27):

. A A
Am {AH) — {A,Q )00, H + %—t ~ (A, H)p+ aa_t' (2.34)

em que
(A Hp = {A H) — {A,Q,}C-L{Q,, H.). (2.35)

é o paréntese de Dirac entre as funcoes A e H.. Consequentemente, uma expressao
classica andloga a equacao (2.6) é dada pela (2.35). Assim, este fato parece sugerir
que, no caso de sistemas vinculados, temos a seguinte regra de quantizacao canonica:

1

{A,B}p — Z,h[A, B. (2.36)

em que o paréntese de Dirac entre A e B [1, 26] é definido de forma anéloga aquela

em (2.36), ou seja,

{A,BYp ={A, B} — {A,Q,,}C-1{Q,, B}. (2.37)

Aqui, também, h4 fortes evidéncias que sustentam a hip6tese dada por (2.35). A
mais importante é que as relagoes de vinculo, que sé valiam fracamente em termos
dos parénteses de Poisson, valem fortemente nos parénteses de Dirac. Isto significa
que se tomarmos o parénteses de Dirac entre um vinculo e qualquer outra fungao do

espaco de fase, obteremos zero. Vejamos isto:

{Av Qk}D = {A7Qk}_{A7Qm}CELi{Qka}a
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= {A, %} —{A, Qm}5mk,
) (2.38)

Assim, a incosisténcia mencionada no capitulo 1 nao existem mais.

Uma outra evidéncia que sustenta a hipdtese (2.35) é que as relagoes envolvendo
os parénteses de Poisson sao também validas para os parénteses de Dirac.

E importante mencionar que os parénteses fundamentais de Poisson nao necessa-
riamente obtidos em termos do parénteses de Dirac. Isto nao ¢ nada inconsistente,
pelo contrario. Os exemplos que veremos, capitulo 3, confirmarao o que estamos
afirmando. Um outro ponto, quanto a regra de quantizagao (2.35), que s6 é aplicada

diretamente caso nao haja problemas de ordenamento de operadores.

2.3 Notacao Simplética

E possivel introduzir uma notacao compacta que resume equacoes de Hamilton

numa Unica equacao matricial, &,, tal que suas entradas sao dadas por:

&=q  &N=pi, (i<N), (2.39)
entao,
Al
4dn
(&a) = (2.40)
b1
PN
comi,j=1,2,... Nea,f=1,2,....,2N.
De modo analogo, a (%—?)a:

OH OH OH OH
_ ot <N 2.41
o6 0Og 0&iyn  Op; ( ) (241)
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logo,

oH
o

OH\ |
o), |ou |

9p1

OH
OpN

Seja a matriz 0®? definida por:

(575 = 0|1

-11]0

(2.42)

(2.43)

em que 0 indica a matriz nula de ordem n e 1, a matriz identidade de ordem n. Esta

matriz (0*?) é chamada forma normal simplética. Ela tem as seguintes propriedades:

(0*)? = —1a,
(0%) = ~(™)".
(@) = (o) = ("),
(0°) (@) = (") (@) = 13a,
det(c™?) = 1

A propriedade (2.47) indica que (0*?) é diagonalizavel.

Entao, as equacoes canonicas de Hamilton podem ser escritas na forma:

{€,¢%) = o,
‘o aBa_H
ér =0,

ou

: 0OH
5 = € _—
k El kl P 5 l
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conhecida como forma simplética? das equacoes de Hamilton.
Com esta notacgio, os parénteses de Poisson®entre as funcoes A(€) e B(£) assumem

a forma:
04 598

Esses resultados, vistos em curso de graduacao em fisica [22, 23], possuem grande

(2.51)

semelhanca com a forma dos resultados de uma teoria mais geral, envolvendo vinculos.
Veremos que as expressoes (2.49) e (2.50) sao validas também para sistemas vincula-

dos, a menos do aspecto da matriz (0®%).

2Esta palavra foi introduzida pelo matemético Hermann Weyl em 1939 e deriva de uma raiz grega

que significa entremeado ou entrelacado.
30s parenténteses de Poisson entre as funcoes do espaco de fase A(q,p) e B(q,p) sao definidas

por: {A,B} = gﬁ g}f — g(ﬁ g—ﬁ, onde os ¢'s sdo as coordenadas generalizadas e os p;s sdo seus
T T

momentos conjugados.
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Capitulo 3
Quantizacao Simplética

Em um trabalho relativamente recente, Faddev-Jackiw [4, 5] mostraram que os
parénteses de Dirac podem ser obtidos seguindo um tratamento geométrico, baseado
em estruturas simpléticas. Este formalismo é conhecido como Formalismo Simplético,
ou Quantizacao Simplética, ou ainda, Quantizacao de Faddev-Jackiw. A proposta de
Faddev e Jackiw para tratar sistemas vinculados é que se fizesse, primeiramente,
a eliminagao dos graus de liberdade supérfluos. Entretanto, conforme eles mesmos
reconheceram, isto nem sempre pode ser feito, nao haveria sequer necessidade de Dirac
ter desenvolvido um formalismo para tratar de sistemas vinculados, pois bastaria que
se eliminassem os graus de liberdade nao fisicos e se usasse o formalismo hamiltoniano
usual.

E mais recentemente, num par de trabalhos [2, 6, 7], J. Barcelos Neto e C. Wotza-
sek mostraram que o método simplético pode ser convenientemente estendido de tal
maneira que os vinculos possam ser incorporados. Note que segue, apresentaremos o

formalismo sem e com vinculos.
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3.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw (sem vinculo)

Este método lida com Lagrangianas de primeira ordem. E oportuno comentar que
isto nao ¢ uma restricao séria porque todos os sistemas que conhecemos, descritos por
Lagrangiana quadraticas, podem ser escritos na formulacao de primeira ordem. Isto
é conseguido estendendo-se o espaco de configuragoes com a introducao de variaveis
auxiliares. Estas geralmente os momentos, mas isto nao é necessariamente obrigatério.

Consideremos um caso mais geral de Lagrangiana de primeira ordem do tipo:
L =a,*—V, (3.1)

onde V = V(&%) é a energia potencial.

As equagoes de Euler-Lagrange para a Lagrangiana (4.1) saol:

ol - o = (32)
logo
0V = (Oatp — 9pan)E”,
= fap’, (3.3)
onde foi usado 0, = s ©
fop = Ontp — Oty (3.4)

A equagdo de movimento (3.4) e a equagao (2.49) sugerem uma relacdo entre o

potencial V' e a hamiltoniana. A hamiltoniana de L é2

!As coordenadas simpléticas sdao, a principio, tratadas como independentes, o que justifica o

emprego das equagoes de Euler-Lagrange.

2Utilizando a nomenclatura de Dirac, a referida hamiltoniana é a canénica. Veremos que nao
serd necessario definir novas hamiltonianas andlogas a total ou a estendida: todo o procedimento
simplético nao se importa com o comportamento das fungoes fora da superficie de vinculo - Variedade
imersa no espago configuracional ou de fase definida pelas equacgoes €2, = 0, onde os €2,,’s sao as
equagoes de vinculo da teoria considerada. Em uma teoria sem vinculos, a superficie de vinculo é

todo o espaco configuracional ou de fase.
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H(IL §) = T.E" — L(&, ), (3.5)

_ oL

em que I, = ot oL

Como % = aq(€), essa teoria possui, segundo o método de
Dirac, N vinculos primarios: Q,(I1,§) = I, — a,(§). Nosso objetivo nao é proceder
com o formalismo de Dirac, nao vamos considerar tais relagoes de vinculos. Fagamos
simplesmente a substituigdo dos momentos I, pelas fungoes a, (&) (o que parece ser,

ao menos intuitivamente, mais sensato). Ao fazé-lo, H (I, ) passa a ser H () e temos

H(§) = aa(§)8" = L(&,€) = V(¢). (3.6)
Se a matriz (f,s) possuir inversa, os elementos desta serdo denotados por [,
onde
fraf P =05 (y=1,2..2N), (3.7)
logo
&F = 89,V (3.8)

A equagao (3.8) mostra que as velocidades simpléticas podem ser univocamente
determinadas se, e somente se, a matriz simplética possuir inversa.

Como V(&%) = H(£%), os parénteses que satisfazem a relagdo de quantizagao
(parénteses de Dirac)

(A B}y — 1h[A, Bl (3.9)

?

devem também satisfazer:

& ={ vV} =a.v{¢" ). (3.10)

Ao igualar as equagdes (3.8) e (3.10), conclui-se que os parénteses generalizados

devem ser definidos como:

(€7, ¢} = 7. (3.11)
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Em momento algum foi necessario falar sobre vinculos, apesar de o método de
Dirac precisar da introducao destes. No entanto, a matriz (f,s) € inversivel se, e
somente se, os vinculos da teoria forem de segunda classe.

Portanto, os parénteses de Poisson entre os vinculos, no espaco das coodernadas

e dos momentos simpléticos, sao:

Caﬁ = {QCH Qﬁ} = —{CLQ,Hg} - {Hma’ﬂ}
8aa 6H5 8Ha 8@5
S0 9L, ' BIL, §E’

= —85% + Goéag,

= Jagp- (3.12)

Como a matriz (C,p) possui inversa, nao é degenerada, se, e somente se, os vinculos
forem de segunda classe, o mesmo pode ser concluido quanto a matriz (f,z).

Se a matriz ( f,) possuir inversa, ela é denominada matriz simplética, caso contrario,
existirao vinculos verdadeiros *na teoria. De forma geral, (f.5) serd denominada ma-

triz pré-simplética.

3.2 Formalismo de Barcelos Neto-Wotzasek (com
vinculo)

O objetivo deste método é partir de uma Lagrangiana L com vinculos ver-
dadeiros, caso de (f,3) ser uma matriz degenerada, e, apés n iteracoes, obter uma

Lagrangiana L™ sem vinculos verdadeiros e com a mesma dinamica? Talvez a solucéo

3Chama-se de vinculo verdadeiro o termo 29,V ainda a ser definido, que nio é nulo a priori.
4As equacoes de movimento de L(©) s6 poderiam ser deduzidas se todos os vinculos verdadeiros ja

fossem conhecidos, assim seria possivel proceder com a variacao da acao levando tais dependéncias
em consideragdo, mas os vinculos nao sdo conhecidos previamente. Na afirmativa acima (assim como
no restante da tese), suponho a existéncia de um dnico grupo de relagoes entre as coordenadas que,

associado a L(?| leve as equactes de movimento consistentes.
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mais natural seja adicionar os vinculos encontrados & Lagrangiana L por meio de
multiplicadores de Lagrange, pois assim os vinculos se tornam explicitos mediante
o emprego das equagoes de Euler-Lagrange (desde que esses multiplicadores sejam
tratados como novas varidveis simpléticas independentes [1]).

Utilizando esta técnica de adi¢ao de vinculos, em especial, Faddeev e Jackiw [6, 7]
propuseram um método para lidar com os vinculos verdadeiros. Este, que parece nao
seguir tao diretamente os principios do método simplético, nao sera aqui apresentado.
Esta forma de adicionar vinculos incorpora-os a parte potencial de L(®) e nao promove
a inversibilidade de (hqg).

Por outro lado, esse método consiste, basicamente, em adicionar os vinculos ver-
dadeiros a parte cinética da Lagrangiana, por meio de multiplicadores de Lagrange, e
expandir o espaco de fase, considerando estes ltimos como novas coordenadas. Se a
nova matriz pré-simplética for inversivel, esta sera a matriz simplética, caso contrario,
ainda ha vinculos verdadeiros na teoria e o processo deve ser repetido. Analogamente
ao método de Dirac, é possivel que a nova matriz pré-simplética seja degenerada e
novos vinculos nao sejam encontrados (teoria com simetria de calibre), neste caso, o
calibre deve ser fixado para dar continuidade ao método.

Se o tensor obtido na secao anterior f,s descrever uma matriz degenerada, ele
aqui seréa identificado por® fé%)' Sendo R o posto da matriz ( fé%)), deverao existir
M = 2N — R autovetores associados a autovalores nulos (modos zeros), denotados

por (v©%),. com m = 1,2...M, portanto®:
y e 0 — tod 3.13
e Jap ,  para todo 8 e m. (3.13)
Multiplicando v5® nos dois lados da equagdo (3.3):

029, VO = 0. (3.14)

®Supeindices do tipo (n) indicam a n-ésima iteragao.
60s modos-zeros serdo sempre vistos como vetores de linha. Tratando-se de campos, essa con-

sideracao é importante, pois os modos-zeros podem ser operadores.
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Se a contra¢ado dos modos zeros com o gradiente do potencial (3.14) fornecer

equacoes nao identicamente nulas, vinculos verdadeiros sao obtidos:
Q) = ey 1O, (3.15)

Caso o desenvolvimento de (3.15), para dado m, nado leve a um vinculo ver-
dadeiro, a teoria em questao possuira simetria de calibre e o modo-zero sera o gerador
dessa simetria. A fim de continuar com o processo iterativo de obtencao do tensor

simplético, o calibre deve ser fixado, fazendo:
V—V + Vg, (3.16)

onde Vi, é o termo responsavel pela fixagdo de calibre, que torna (3.15) nao identi-
camente nula e leva a um novo vinculo.

Conforme ja dito, os vinculos verdadeiros sao adicionados a parte cinética da
Lagrangiana, isto é, sendo A um multiplicador de Lagrange, adicionaremos o termo
AOmOO 5,7 AOmO© 5 fim de obter uma deformacio do tensor f(i%). Pela equacao
(2.25) vemos que o vinculo nao deve evoluir no tempo (a equagao é valida para todo
t), logo, se ndo houver nenhuma inconsisténcia na teoria, isto é, ndo hajam vinculos
desconhecidos, as equagoes de movimento obtidas pela nova Lagrangiana devem ser
equivalentes as da anterior.

Tomando-se a derivada total do vinculo e introduzindo o resultado na Lagrangiana
por meio dos multiplicadores de Lagrange,®que alargam o espaco de configuracao da

teoria passam a ser (£, Aﬁ,?’) e a nova Lagrangiana é obtida:

L = [O 4 \0mO

= dV(QE + AL — V(g

“As duas formas de adicdo de vinculos sdo equivalentes, pois diferem por uma derivada total

temporal.
8Pode-se, também, tomar a derivada temporal do multiplicador de Lagrange.
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= OO+ AOmP, Q0 — VO(¢)
_ (a(o)@ n A£2>8a9(°)’") go _ VO (g) (3.17)

A forma L) pode ser a mesma de L se usarmos a = 1,2..2N+M, p=1,2..2N

e definirmos:

5(1)a = (5(0)p7>\(0)m)7 (3.18)
al) = (ago),Qfg)). (3.19)

Entao, da equagao (3.17) podemos identificar novos vetores al e all):

o = 0 4 205,00, (3.20)
al) = 0. (3.21)

Como os vinculos ja foram inseridos na parte cinética, esses podem ser eliminados

da parte potencial:

VO = VO g0, (3.22)

A Lagrangiana L) pode ser escrita como
LM = a&l)é(l)a — VW, (3.23)

logo as equagoes de Fuler-Lagrange sao facilmente obtidas ao comparar a equagao
anterior com (3.4) e (3.5):
FLHEWP = 9, v, (3.24)

com

f(lﬁ) = 8aa(51) — ans). (3.25)

[0}

Em consequéncia, a modificacao do tensor pré-simplético é dada por:

fcglﬂ) = aozag)_aﬁag)? (326)
O = 0aal) — 0pal) = =00, (3.27)
fO = 9,al) — 9,0l =0, (3.28)
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9

= gym- Matricialmente,

sendo 0,

(f) (9,00

)y _
Ud =\ g0 o

, (3.29)

onde a, 8 = 1,2.2N + M, p,x =1,2.2N, m = 1,2.M, 0, = ﬁ%)p e 0 su-
perindice T' indica transposta da matriz.

Se a matriz ( fo%)) for nao-degenerada, conseguimos eliminar os vinculos e tem o
tensor simplético da teoria. Caso contrario, devemos repetir o procedimento anterior
tantas vezes quantas forem necessarias.

Pode ocorrer, também, de se chegar a um ponto onde se obtém uma matriz singular
e os modos-zeros correspondentes nao conduzem a novos vinculos. Este é o caso, por
exemplo, de teorias de calibre. Neste ponto, se queremos definir o tensor simplético,
devemos introduzir as condicoes de calibre? (ou a fixagao de calibre).

Como exemplo das idéias aqui tratadas, consideremos o Modelo de Skyrme e o
campo eletromagnético. O Modelo de Skyrme é uma teoria efetiva que descreve os

bérions e suas iteragoes, através de solugoes estaticas com energia finita (sélitons) em

um modelo de sigma nao-linear.

3.3 Formalismo Simplético de Imersao (FSI)

Este método recente, chamado Formalismo Simplético de Imersao, usa a “filosofia” do
método simplético anteriormente apresentado, para inserir varidveis auxiliares (variaveis
de Wess-Zumino) de forma consistente com a dinamica da teoria original e com os
desejados geradores da nova simetria de calibre. Além de acrescentar duas novas
fungoes, W(£) e G(&,n), a primeira na parte cinética da Lagrangiana e a segunda na
parte potencial; de forma a possibilitar o retorno a Lagrangiana original se a variavel

auxiliar n for substituida pela fun¢ao nula.

9Vinculos provenientes da quebra da simetria de calibre.
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Apoés a introducao de i, ¥ e G, o primeiro passo é impor que a nova matriz
pré-simplética ( faé) seja degenerada, assim ¥ sera determinado. O segundo passo
consiste em impor que seus modos-zeros nao produzam novos vinculos, o que vem
a determinar G. Com isto, obter-se-4 uma Lagrangiana com simetria de calibre,
cuja fixacao com a condicao n = 0 promovera as mesmas equagoes de movimento da
Lagrangiana original.

Geralmente, o tensor simplético envolve as coordenadas e os momentos originais
da teoria. Apesar do método simplético de calibre conservar a correspondéncia ex-
istente entre cada coordenada e seu momento conjugado, a insercao da variavel de
Wess-Zumino pode alterar o valor do tltimo. Por isto, um terceiro e ultimo passo é
necessario escrever a Lagrangiana na forma padrao, isto é, sem os momentos.

Primeiramente, apresentaremos de forma geral, o Formalismo Simplético de Imersao
[13, 14, 26], a fim de analisar a teoria de MP e de Heisenberg desse ponto de vista e
obter a acao equivalente dual da teoria.

Consideremos duas fungoes arbitrarias que sao dependentes do espaco de fase orig-
inal e das varidveis WZ, ¥(a;, p;) e G(a;, p;,n) na densidade Lagrangiana de primeira-

ordem:

LOdt = a?d¢© + Wy — VO, (3.30)

com

VO =vO® 4 G(as, pi, ) (3.31)

onde a fungao arbitraria G(a;, p;,n) é expressa como uma expangao em termos das

variaveis de WZ, dado por:

G<ai7pi7 T]) = Z G(ai7pi7 77)7 G(n) (aiapi7 77) X 77(”) (332)

n=1

e satisfaz a seguinte condicao de contorno:
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G(ai,p;,n=0)=0 (3.33)

As variaveis simpléticas foram estendidas e também as variaveis WZ, 50%5 =
(€©9 1) ( com 0 = 1,2,...,2N + 1) e o potencial simplético de primeira-iterac¢ao

torna-se:

‘7(0)(%7?1’, n) = VO(a;,p) + Z G (a;, pi, ) (3.34)

n=1

Neste contexto, os novos momentos canonicos sao:

(0) 7 .
al?, 0=1,2,..2N;

aV =3 N (3.35)
v, 0=1,2..,2N+1

e 0 novo tensor simplético, dado por:

ol S )
B

£(0) 9
= ¢ 3.36
Uz OE8  He(0)B’ (3.36)
que matricialmente é,
. (Fo3) (fay)
( f@ﬁg) = o5 7 A (3.37)

0
f 0
Apés a introdugao de 1, ¥(a;, p;) e G(a;, p;,n), 0 primeiro passo é impor que a
nova matriz, ];;7(%), seja degenerada, assim W sera determinado. Enquanto, o segundo
consiste em atribuir que seus modos-zeros nao produzam mais vinculos, o que vem a
determinar G.
Com isto, este novo tensor simplético, fv(o), tem um modo-zero v,consequentemente,

chegamos a seguinte condic¢ao:

700 — . (3.38)

Imporemos, agora, que a matriz acima possua o um modo-zero do tipo:
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50) ( W1 ) (3.39)
e usando a relacdo dada em (3.38) junto com a (3.37), encontramos um grupo de

equacoes,

Wfse + £ =0 (3.40)

onde

0 _ Oag  ou
ng 877 85(0)5
Os elementos da matriz p? siao escolhidos em ordem de revelar o desejo pela

. . . . ~(0) 4
simetria de calibre. Note que nesse formalismo de modo-zero z/g) ¢ o gerador da

(3.41)

simetria de calibre. Esta caracteristica nos permite encontrar a simetria escondida do

modelo ndo-invariante. O fato da tltima componente de (7

ser unidade assegura
a existéncia de uma transformagao de calibre envolvendo 7. Estando os modos-zero
escolhidos e a funcao ¥ determinada, a equagao (3.40) dé-se inicio ao passo seguinte
do método, o calculo de G.

Para termos uma teoria de calibre, impomos que nao mais vinculos surgem da
~(0)

contracao do modo-zero (Vg ) com o gradiente do potencial V(O)(ai, Pi, M), OU seja, o
modo-zero ¢é ortogonal ao gradiente do potencial. Esta condigao gera uma equagao

diferencial geral,

D’(o)gav(O) (ai7 Di, 77)
55(0)5

—0 (3.42)

0OV ©O(a;,p) | 40GW(ai,pin) | 40G (ai, pi,n)
D0 K FROL ¢
+0G(1) (aiapi7 77) + aG(2) (ai’pi’ 77)
on on

+ .+

+p

T (3.43)
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que nos permite calcular todos os termos de corre¢ao G(a;, p;,n) em ordem de 7. Note
que esta expansao de polinomios em termos de n é igual a zero, consequentemente,
todos os coeficientes para cada ordem de n devem ser identicamente nulos. Em vista
disso, cada termo corrigido em ordem de 7 é determinado. Para um termo linear

corrigido, temos:

0OV as,pi) | OG (as pi )
FROD on

-0 (3.44)

e um termo quatratico,

QaG(l)(ai7pi777> 8G(2)<a“pl’n>
65(0)9 (977

Destas equagoes, uma relagao de recorréncia para n > 2 é proposto como:

= 0. (3.45)

00G" V(ai,pin) | 0G™ (ai,pirn)
iz FROD on

que nos possibilita calcular os restantes dos termos de corregao em ordem de 7. Este

=0 (3.46)

processo iterativo é sucessivamente repetido até (3.42) tornar identicamente nulo,
consequentemente, o termo extra G(a;, p;, ) é obtido explicitamente. Entao, a hamil-

toniana de calibre invariante, identificada como potencial simplético, é obtido como:

H(aiapiv 7]) = V(O)((azapl> + G(aivpia 7))7 (347>

e 0 modo-zero 7(?? é identificado como gerador de transformacdo infinitesimal de

calibre, dado por:

067 = ep?? (3.48)

onde € = €(t) (ou € = €(Z,t) para campos) possui a finalidade de tornar as compo-
nentes do modo-zero suficientemente pequenas. Vemos, da equagao (3.48), que os

modos-zero sao geradores das simetrias de calibre do método simplético.
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Capitulo 4

Eletrodinamica de Maxwell-Proca

(MP)

4.1 Introducao

Ha diferentes maneiras de estender a eletrodinamica, tentando suavizar singular-
idades infravermelha ou ultravioleta que aparecem em grandes distancias ou curtas.
Uma é o Born-Infeld, tipo de generalizagao [33], que envolve a extensao nao-linear.
A outra inclui as generalizagdes introduzidas pelo Proca [34], que envolve a adigao
de um termo de massa para o campo de vetores, que foi introduzida para facilitar
a singularidade infravermelha. No entanto, a simetria de calibre é claramente per-
dido, devido ao termo A,A*. Outra forma através do trabalho de Podolsky [35], que
envolve derivadas de ordem superior e foi introduzido para facilitar singularidade ul-
travioleta. A teoria Podolsky propaga um féton massivo e as simetrias de Lorentz e de
calibre nao sao espontaneamente quebradas. Além disso, tem um papel fundamental
na discussao sobre a compatibilidade do monépolo magnético e “fétons” massivos.

O interesse no mapeamento dual entre duas teorias diferentes, que mostram as
mesmas propriedades fisicas, tem aumentado nos ultimos anos, motivados pelo seu

sucesso, tanto na teoria de campo, bem como a teoria das cordas. Ao mesmo tempo,
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o interesse no estudo de teorias que envolvem derivadas de ordem superior tem sido
bem apreciado e permanece intenso. Dentro do contexto da teoria de Maxwell, gen-
eralizagoes de derivada de ordem superior podem ser encontrados em [33, 34, 35].

Diante do exposto, os aspectos duais de eletrodinamica que aparecem nos modelos
de Proca e Podolsky, usando o Formalismo Simplético de Imersao [12, 13], tem sido
muito eficiente para revelar uma simetria escondida e uma parceria dual a outras
teorias [12, 13]. Além de analisar a matriz residual a cada pélo dos propagadores.
Enquanto, os pdlos fornecem uma relagao entre a energia e o impulso que pode ser
associado a uma particula massiva. A matriz residual d4 informacoes sobre o grau
de liberdade da polarizagao, onde os estados fisicos estao associados com autova-
lores positivos da matriz residual em cada pdlo [36] sobre o termo positivo Maxwell
(fantasma). A existéncia de autovalores negativos mostra que nestas situacoes os
estados nao fisicos, que correspondem aos estados negativos da norma de particulas
(fantasmas), sao introduzidos.

Portanto, na proxima secao apresentaremos a versao dual do modelo de Proca, de
Podolsky, a fim de construir uma teoria de calibre massiva invariante. Ainda, faremos

uma investigacao da estrutura do propagador calibre, visto no apéndice .

4.2 Uma versao invariante de calibre para a Teoria

de Maxwell-Podolsky a partir de MP via FSI

Nessa se¢ao, baseou-se no nosso artigo [14], a teoria de Maxwell-Proca (MP) em
quatro dimensdes serd analisada no ponto de vista simplético [22]. Consideraremos a
Lagrangiana massiva MP [15, 16]:

B

2
L(O) - _ZF/“’FMV + %AP’A“’ m, V= Oa ]-’ 27 3 (41)
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onde m é a massa do campo A, = A,(Z), ¥ o vetor do espaco-tempo, tensor
métrico g,, = diag(+1,—1,—1,—1). Este modelo designa a massa ao féton e,
consequentemente, nao existe transformacao de calibre da teoria de Maxwell. Este
fato é mais facilmente constatado observando-se que A*A, nao é invariante perante
At — AP 4 OMA, que corresponde justamente a transformacao de calibre da teoria
da Maxwell (L = —gFWF””).

Agora, segue o método simplético, em que a Lagrangiana de iteracao-zero e

primeira-ordem, equagao (4.1), deve ser escrita como:

B ;B iy, m
LO = — G Pl = JFFY A A (4.2)

Os momentos conjugados ao campo A* é:

oL oL

Usando a equagao (4.70) para calcular a variagdo do primeiro termo da densi-
dade Lagrangiana (4.2) e (4.3) e levando em consideracdo os demais termos com

dependéncia de (9pA'), temos:

IL,(z) = —BFo. (4.4)
Logo,
(0) 0i , B o D ij m? i m? 0
Usando a (4.4),
0= Lty L - B pii + EQA A+ m—QA-Ai (4.6)
B l 25 l 4 17 9 0 9 4L - .

Obtemos uma Lagrangiana quadratica na velocidade:
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O _ Lo L B opii ™ g g0 T i
LV = ——II'(= B0 A1 + BOAg) + —ILIT FF7 + —A)A” + —A;A". (4.7)
G 203 4 2 2
ou ainda,
. 1 g 2 2 .
LO = A, + TT'O, A, + ﬁHlnl . gpijw + %AOAO + %AiAl. (4.8)

Finalmente, temos a Lagrangiana linearizada;

LO = A" - VO, (4.9)
com
(0) 1 LB g, m 0 m’ i
VO = (11,0,A4) — %Hlﬂ + P F Y S AAT = T AAL (4.10)

Os campos simpléticos sao £ = (A7, 1T, A%) e os momentos sio:

Gi?i) = II;;
al? = al) =0 (4.11)

e a matriz simplética de iteragao-zero é:

0 —3ij 0
f(o) = g9: 0 0 53@ - 7). (4.12)
0 0 O

que é uma matriz singular e tem um modo-zero dado por:

l/(o) = (01)(3 01)(3 1), (413)

Se contrairmos esse modo-zero com o gradiente do potencial simplético, gera o

vinculo:
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/ By (as’)M = QO(7) (4.14)
que é
QO = - / By TL(F) + m2 Ao ()5 (F — i)
= OIL(Z) + m?Ao(7) (4.15)
identificado como a lei de Gauss. Retornando este vinculo na parte canonica da

densidade Lagrangiana de primeira ordem L), usando um multiplicador de Lagrange

(7), a densidade Lagrangiana de primeira-iteragao é obtida como:

LY =1 A4; + Qi — VO, (4.16)
com VW =VO |
v = _LH.Hi_FéF.AFij_Fm_ZA Ao—m—2A»Ai (4.17)
2/8 7 4 1 2 0 2 7 . .

As novos campos simpléticas sao £ = (A%, I, A%, ) e os momentos sdo:

ay) = 10
) = =0
al) = QO (4.18)

Ja, a correspondente matriz simplética é:

0 Jai@m ) 0 fai@n @
s | feove 0 0 fwanm (4.19)
0 0 0 fao@n@

F@aig  Fewe  faeaom 0
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onde

1 — —
o = —959°(F =) (4.20)
T — —
Woam = — Uaene] = i@ - ) (4.21)
(1) _ % g y
fA’(f)v(zY) - 5Az‘(f)( L1 (9) + m”Ao(y))
=0 (4.22)
) _ , T
homg = — e =0 (4.23)

T — —
Fpaow = = awnm) =-m'8(T - 9. (4.24)
Portanto,
0 —9ij0°(T = 9) 0 0
i0°(F =7 0 0 T —f
f(l) _ gj ( y) i ( y) (4.25>
0 0 0 m25% (i — )
h@ag  —058°@ -y —m*(T -7 0

Esta matriz é nao-singular, como resolvido pelo formalismo simplético, os parénteses
generalizados entre os campos de espaco de fase sao adquiridos pela matriz inversa,?,

os quais sao identificados como:

{Az(f)’ AJ(ﬁ)}* = 0; (426)

1Veja o apéndice.
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{A'(@), IV ()} = g70°(F — 9); (4.27)

{A°@), A (@)} = — 008~ ) (4.28)
{A°@), (7). =0 (1.29)

Como dito acima, a andlise simplética foi o primeiro passo do Formalismo de
Imersao (FI). O préximo é a introdugao do campo WZ em ordem de prosseguir com
a dualizacao.

Agora o espago de fase sera estendido com a insercao dos campos WZ. Primeira-

mente, mudaremos a Lagrangiana, equacao (4.16), introduzindo duas fungoes ar-

bitrdrias, ¥ = W(A" T, AY) e G = G(A', 1Y, A%, i), com campo WZ,

L =1ILA + WUy — VO, (4.30)
onde
VO = vO g
I8, Ay — —TLTT + B i + 12A A — m—zA-Ai +G. (4.31)
1410 2ﬁ l A ij 9 0 2 7 . .

e G é uma funcao expressa como:

GA T, A ) =Y 6™, G oy, (4.32)
n=1

A funcao arbitraria satisfaz a seguinte condicao de contorno:

G(A, T, A% n=0)=0 (4.33)

Os campos simpléticos foram estentidos , £© = (A%, II', A°, ), e a matriz simplética

torna-se:
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— — 5 n
0 arEn o o
3(7_ 7 SV (y)
]’;(0) _ 9;i0° (T — ¥)) 0 0 61‘[1'(2;?) (4.34)
SYU(9) ' '
0 0 0
_0v(@) _0(@) S (7) 0

6 AT (%) OT17 (7)) ~5AY(y)
Esta matriz singular tem modo-zero, que pode ser resolvido convenientemente

CO1mo:

YO =@ 0 9 1) (4.35)
Contraindo este modo-zero com a matriz simplética acima, um conjunto de equagoes

diferenciais sao obtidas:

/ d*x {;i((?)} =0, (4.36)

/d3x {gij8i53(f — ) + é{sf\i(f_y;))} =0, (4.37)
/ >z {ﬁo@)} =0, (4.38)
/ P [aé ;j’((?) 4o ;X@)} ~0. (4.39)

Portanto, encontramos que,

U(F) = —0'TL(7) (4.40)

com matriz simplética correspondente a:

0 —3ij 0 0

. .0 0 -0

7O — gé o 01 53(7 — 7). (4.41)
0 & 0 0
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Entao, a densidade Lagrangiana torna:

LO = LA — 0Tl — V©

sendo o V© dado por (4.31).

(4.42)

Comecaremos, o passo final de Formalismo Simplético de Imersao, impondo que

a contra¢ao do modo-zero,equagao (4.35), como o gradiente do potencial simplético

gera um resultado identicamente nulo, ou seja,

0y, = OV O(7)
3 (0) .
/ T 0E0 () !

Desta condicao, a seguinte equagao diferencial é obtida:

Lo [70@D] o [70@] | [70@]
/d Y {8i SAN(T) 2 | §A(Z) 5n(@) } —0.
onde
svop] s s L
sa@ |~ 2 WAy AW E=d)
V) (7 '

Rl
_; on ()

Reescrevendo, o termo, separadamente, da equagao (4.45) como:

L OF(y
R -

Assim, a equacao (4.45) assume a seguinte forma:

VOG | _ oy s -

40

Fa(§)0,0°(% — §) — Fyy(§)050*(& — ) = 2Fu()9,0° (&

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

— 1), (4.48)

(4.49)



Retornando a relagao (4.44), calcularemos todos os termos corrigidos em ordem

de n. Primeiramente, o termo de correcao linear em 7,

§G (7))
on(7)

+ 0, [=80,Fi(§) — m* A(9)] 8°(& — ) — 9, [9,TL:(5) +m> Ao ()] 6°(7 — ¢) =(8.50)

Analogamente, a equacao (4.40),0 termo de corre¢ao linear em 7,é dado por:

GV = ~0 [0 Fa(®) — mP A(@)] () + O°OTL(T) + m? A7) (4.51)

e por uma integragao por partes, nos permite reescrever a equacao acima sob a forma:

GO = [~ Fy(T) — m*A(F)+] O'n(T) — [0'TL(T) + m*Ao(F)] 8°n(T)(4.52)

Substituindo o primeiro termo da equagao acima pela (4.4), temos:

GY = [-BOFy(%) — m*A(&)] ' — [0'TL(F) + m? Ao(£)]0%n.  (4.53)
Levando este resultado no potencial simplético, equagao (4.31), obtemos:

VO = VO 6013 ), (4.54)
n=2

Contraindo o novo potencial simplético V@ com o modo-zero, equagao (4.35), a

fim de encontrarmos o termo de correcao quadrético, temos:

o [ [VO@] L [560@] e [VO@
/ dy{aﬂf )t S| 2 5
o | 6GI (@) 6 GY (i) 5G| |
5w |t [ | |2 e }‘O 4
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Notamos que o primeiro, terceiro e quinto termo se cancelam. Apds, a substituicao

de cada termo correspondente na equagao acima e o uso da (4.53), chegamos a:

R0GY ()
* SAM(T)

= —0}(0,,0,0°(T — ) — 0,,0,0°(F — )0/ n(§) — m* Iy ()" (¥ — )4.56)

W (7

S| = - - D (4.57)
I RACKMCY I Gt (458)
= on(T) on(7) '

Retornando as equagoes (4.55), temos

By | o) — ) — ()0 — ) + D) 4.59
Y PO LT E — ) — ) E ) + T (459)

e finalmente, o termo de correcao de segunda-ordem é:

m? m?
G? = — 0" — 780778077. (4.60)

Percebemos que esse termo de correcao de segunda-ordem tem dependéncia so-
mente nos campos WZ, portanto os demais termos de correcao G para n > 3 sao

nulos. Consequentemente, o potencial simplético, equagao (4.52),torna-se:

VW = VO 1[50 Fu(#) — m* Ai(#)] 8'n + [0 Fos +m? Ag] 0 —
2

- %(@mamn + 0ond’n). (4.61)

Portanto, a densidade Lagrangiana de calibre de primeira-ordem, equacao (4.30),

pode ser escrita sob a forma:
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E = L + [B(?"F()n] 807] - [—682}7’21 - m2Al} (9ln + [—68ZF01 + m2A0} 607] +
2
+ %(8m778m77 + 9ond°n). (4.62)

Logo, a equagao (4.62) torna:

L = L+ [m>A; + B0 Foy + B Fy] 0'n + [m* Ao + BO'Fy] 0n +
2
m
+ T(Omnamn + 0ynd°n) (4.63)
onde L é dado em (4.1).
Se substituimos a corrente de Noether na equacao (4.63), cujos os valores de suas

componentes sao:

J = mPA + B Fy + BO'Fy
J() = m2A0 + ﬁaiFio, (464)

podemos escrever L como:

N 2
L:L+4ﬁ%+f%@mmn (4.65)

Escrevendo a equacao de Euler-Lagrange para este campo A7,

(4.66)

04— 7 |9(or A7)

Tomando a primeira variacao dessa densidade Lagrangiana, visto cada termo sepa-

oL _ & { oL ]

radamente:

F, = 0"AY — 0" A"
= guaaagu,BAﬁ - guﬁaﬁguaAa

= Guagup(0" A% — 87 A%) (4.67)
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0(0A%)
S = 0050 (4.68)

9(0r A°)

Logo, o primeiro termo da densidade Lagrangiana, equacao (4.1), assume a seguinte

forma:

aL(O) /8 (e (6% v 12
(07 A = 7 [gwgl,g (5p5£ — 5550) (OFAY — OV A*) —
—Gualuvp (8‘“/1’8 — éﬂA‘”‘) (5’5‘55 — 6;55‘)} (4.69)
apoés alguns calculos:
oL®)
= —[(0P A% — 07 AP). 4.
Sy = AT = A (470
Contudo,
oL
p — _BIOPTOPA° — §° APV — PE ). 4.71
|~ O AT ) = 50 E) (a.71)
J4, o segundo termo torna-se:
oL 1 ,[ 0
= — _— K v
DA° 2" [aAv (90474 )}
= m*A,. (4.72)
Portanto, a equagao (3.34) torna-se:
SLOA,] = [m*A, + B(0"F,,)] 0"n, (4.73)
A corrente de Noether pode ser calculada como:

(4.74)

J, = mzAu + B(0"F )
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e a densidade langrangeana de primeira iteragao foi introduzida em um campo auxiliar

B, LW = LO® — JB. Seguindo o procedimento vimos que o campo B transforma-se

como,
0B, =0A, = 0,n, (4.75)
entao,
LW = —(6J,)B". (4.76)
Temos também que,
§J, =m?*5A, = m*(9,m). (4.77)

Substituindo na anterior, temos que a Lagrangiana de segunda iteragao é,

2

L® =[O 4 %BMB“. (4.78)

Usando (4.76) e (4.77), a variacao deve ser nula, 6L? = 0, e a forma final dessa

1 = Ppopw M e a4 B0 ELBE BB, (479
= 4 +2u [m*A, + B( )] +2N>(‘)

onde, resolvendo para B, a equacao de movimento ¢,

~J,+m*B, = 0. (4.80)

Substituindo este resultado na (4.78), obtemos uma teoria invariante de calibre,

JJ"

2m?2

/6 v m2
L@ = — g Fw "+ o A AT = (4.81)

De acordo com a equacao (4.74), calculamos J,J":
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T J" = m* A A" + B0, FM)? + mPB [AL(0hFM) + A0V F,,)] (4.82)

onde

[AM(GAFM) + A" F)] = —(06A, ¥ — (07 A*

= —(0\A, — 0" AN

= —F\ M (4.83)

Substituindo as equagoes (4.83) e (4.82) na (4.81), finalmente encontramos a agao

dual da (4.1):

2
L = ng,F“”— w(aﬂFﬂ”)? (4.84)

que é o equivalente dual para a acdo (4.1), o modelo de Maxwell-Podolsky. A partir
da Teoria de Maxwell-Proca, onde a simetria de calibre nao esta presente, obtemos
a Teoria de Maxwell-Podolsky, usando o Formalismo Simplético de Imersao, que se
propaga um “féton” massivo e preserva a simetria de calibre.

Como bem conhecido pela literatura sobre o Formalismo Simplético, o modo-zero
é o mesmo gerador da transformacao infinitesimal de calibre de (4.1). E assim, usando
o modo-zero, equagao (4.35), como gerador da transformacao infinitesimal de calibre

dado por 60 = e temos:
SAYT) = ()0 = —0'e(T), (4.85)
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SITH(%) = 0, (4.86)
SAY(Z) = e(2)0° = —0 (D), (4.87)

() = (), (4.88)

onde ¢(#) é um parametro infinitesimal dependente do tempo. Consequentemente,
a hamiltoniana ( que ¢ [ VO (7)d®y) deve ser invariante sob estas transformacdes,
§H© =0, devido a equacio (4.43).

E importante mencionar que mais que uma simetria WZ estard revelada (veja [13]
para uma revisao), mostrando que o modelo estudado ndo tem uma unica descrigao
WZ invariante de calibre, mas uma familia de representacao dinamica equivalente

WZ invariante de calibre.

4.3 Analise Espectral da Teoria de Maxwell-Podolsky

Nesta se¢ao, encontraremos os propagadores da teoria de Maxwell-Podolsky, a fim de
realizar um estudo sobre o seu espectro.

Apos um calculo simples, podemos escrever a Lagrangiana como
I 1 , 1 5
L= EA g/“/D - OM 81, - wgm,m + @Dauay A”. (489)
Rescrevendo (4.89) convenientemente como,
1 v
L= §A“@WA , (4.90)

onde
1 1
@/u/ = g;wD - a,u azz - ﬁgm/DZ + ﬁma‘uay (491)

¢ um operador diferencial para a teoria com ¢,, = 0, + wy. O 6, ¢ um projetor

0,0, < . o
transversal e w,, = =5* ¢ um projetor longitudinal.
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Vamos supor que existe o operador inverso, ©,,, tal que O, - 0, = 4. Com

isso,

1 - «
/4 1 —\ v = o =« vy
O1-L50" 00--%50"

onde « é o parametro real a ser ajustado de modo a evitar o aparecimento de taquions

0., = (4.92)

ou ghosts. Entao, o vetor propagador é definido como:
(A A) =0, (4.93)

No espago de momenta (4.93) é expresso pela relagao

—1 ~ {Xe’ -
(ALA) = I %kZ)HW — o= L2]{;2)%”, (4.94)
a saber,
(AyAy) = — 0+ B+ Gy + D, (4.95)

TR K2 —m2 M2

A relagao (4.95) é o vetor propagador para a extensao da teoria de Maxwell devido

k2 — am?

ao termo Podolsky na (4.84). Note-se que o termo associado a 6,,, nos da informacao
sobre a parte transversal do campo (spin 1) e w,, informa sobre a parte longitudinal
(spin 0). Analisando as relagoes de dispersao correspondentes ao propagador do
Maxwell-Podolsky, (4.84), consideremos m? # 0 e a — oo, temos no setor de spin 1
um polo em k? = 0 e outro pélo massivo em k? = m?. J4 que nao existe pélo no spin
0.

Agora, vamos analisar o autovalor da matriz residual para o pélo k> = m? com

m? # 0 , escolhendo k* puramente tipo-tempo k* = (m, 6), temos

Y . k kl/ . k kl/
R,ul/ = _Ze,u,l/ = —1 <guu — %) = —1 <ng — #) (496)
ou

0000
02 00

R (4.97)
00 ¢ 0
000 ¢



Assim, para um k" tipo-tempo, os pdlos (A,A,) respeitam a causalidade (ndo sao
taquionicos) e correspondem ao estado de uma particula com trés graus de liberdade
fisicamente aceitavel, uma vez que na matriz residual os fatores multiplicativos de
i sao positivos. Consequentemente, o modelo pode ser adotado como uma teoria

consistente.
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Capitulo 5

Modelo de Heisenberg (MH)

5.1 Introducao

Desde a descoberta da supercondutividade de alto Tc o interesse em magnetos bidi-
mensional de Heisenberg tem sido revivido. Em vista disto, o estudo do magnetismo
em duas-dimensoes tornou-se interessante aos tedricos e experimentalistas. E um
grande progresso na compreensao do magnetismo em duas- dimensoes foi alcangado
e discutido na literatura. Além disso, é sabido que o limite cldssico continuo do ferro-
magneto bidimensional de Heisenberg pode ser descrito pelo modelo sigma nao-linear
0(3).

Um estudo consistente e sistematico dos sistemas vinculados foi inicialmente esta-
belecido por Dirac [37]. O objetivo principal do assim chamado Formalismo de Dirac
foi obter a parentéses de Dirac, que eram a ponte para os comutadores da teoria
quantica. Com a classificagao de vinculos como primeira ou segunda classe, primaria
ou secundaria, etc., este formalismo tornou-se um dos padroes para a andlise de
teorias vinculadas. Faddeev e Jackiw (FJ)[6] propuseram um método geométrico ao
langrangeno de primeira-ordem para a quantizacao simplética de sistemas vinculados,
o que ¢ diferente da tradicional abordagem do hamiltoniano de Dirac. No método FJ,

nao precisa de introduzir vinculos primarios como no formalismo de Dirac, que decorre
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da definicao dos momentos canonicos. Além disso, a classificacdo de vinculos como
primeira ou segunda classe, primario ou secundario nao é necessario neste método.
Todos os vinculos sdo mantidas ao mesmo nivel. Barcelos-Neto e Wotzasek (BW)
propuseram o formalismo simplética [6], que é realmente uma versao melhorada do
FJ para o caso em que os vinculos nao sao completamente eliminados.

O ponto principal do Formalismo Simplético é fazer com que o sistema seja
descrito por uma Lagrangiana de primeira-ordem através de alguns campos auxiliares,
mas sem depender da forma de como esses sao introduzidos para torna-la de primeira-
ordem. A Lagrangiana de primeira-ordem consiste de algumas variaveis simpléticas e
seus momentos canonicos generalizados, que d& a matriz simplética duas-forma f; ;.
A classificacao de sistemas vinculados ou sem vinculos no formalismo de primeira-
ordem FJ depende do comportamento singular da matriz simplética duas-forma. Este
algoritmo é executado em trés situagoes diferentes, devido a esse comportamento.
Primeiramente, se a matriz simplética duas-forma é nao singular, poderia ser in-
vertida para fornecer os parentéses generalizados, que correspondem os parentéses
de Dirac. Segundo, se a matriz simplética duas-forma é singular pode haver algum
modo-zero nao-trivial, que geram os vinculos do sistema, no contexto do método de
quantizacao simplética. Particularmente, neste caso, os vinculos sao adicionados a
parte canonica através da introducgao de alguns multiplicadores de Lagrange. Entao,
esses vinculos sao considerados como componentes canonicos conjugados uma-forma,
enquanto multiplicadores de Lagrange sao considerados como variaveis de simpléticas.
Com essa nova Lagrangiana de primeira-ordem, normalmente pode encontrar a ma-
triz simplética duas-forma nao-singular depois de um numero finito de iteragoes e
obter os parénteses generalizados das variaveis simpléticas, que coincidem com as
do forma-lismo de Dirac. Finalmente, mesmo que a matriz duas-forma seja singu-
lar; existe uma situacao para os quais os os modos-zeros originais nao dao quaisquer
vinculos sobre o variaveis dinamicas na primeira etapa de iteragao. Portanto, o setor

canonico ori-ginal na Lagrangiana de primeira-ordem ¢ inalterado, devido a auséncia
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dos vinculos adicionais. Entao, podemos dizer que o sistema tem uma simetria de
calibre com as regras de transformacgao de campo levados por estes modos-zeros.

A representacao funcional Schrodinger tem recentemente sido utilizada sistemati-
camente a fim de quantizar diferentes teorias de campos. Muitos tedricos, bem como
algumas previsoes fisicas foram derivadas, por diferentes teorias, dos funcionais de
onda obtidos até agora. Um exemplo de uma importante carcteristica tedrica das
teorias de calibre estabelecida no contexto da representacao funcional Schrodinger,
sem qualquer aproximagao “instanton”, é o assim chamado angulo de vécuo [38].

Neste capitulo apresentamos um estudo para o modelo de Heisenberg bidimen-
sional (2D) isotrépico de um ponto de vista tedrico. Mais precisamente, discutiremos
este como um sistema vinculado. Além disso, faremos uso de um formalismo canonico
geral de imersao com base no formalismo simplético [12, 13|, que mergulha um sis-
tema de segunda classe com invariancia de calibre. O hamiltoniano de primeira-classe
leva a mesma teoria classica que a original. Entao, vamos obter a equacao funcional

de Schrodinger usando o formalismo de Dirac de quantizac¢ao de primeira-classe[1].

5.2 Uma versao invariante de calibre para o Mod-
elo de Heisenberg através do FSI

As propriedades magnéticas de materiais com momentos magnéticos localizados
devem-se principalmente a interacao de troca, cuja a densidade Lagrangiana é de-
scrita por S, operador de spin no sitio a. Neste trabalho, consideremos os spins das
particulas magnéticas como vetores classicos com suas trés componentes conhecidas e
a interagao entre quaisquer sitios vizinhos da rede cristalina como a mesma, ou seja,

J é uma constante. Primeiramente, tomemos a densidade Lagrangiana 2D isotrépica,

J a a
L = 59,508
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= Cl@5")? — (25" (5.1)

onde p = 0,1,2, ¢+ = 1,2, a é um indice relacionado com o grupo de simetria
O(3) e a métrica tem assinatura (+, —). Ele representa no limite continuo o modelo
sigma nao-linear O(3).

A fim de aplicar o método simpletico, calcula-se os momenta conjugados ao campo

S

L
§Sa

Além disso, imponhamos o vinculo nao linear S? = 1, de forma que reescrevamos

m(T) = JS". (5:2)

a Lagrangiana original de segunda-ordem, dada por (5.1),

1 J 1
L= —ntm, — = 8,59%9"S, — = A(S°S, — 1 .
2J7T Ta = 5 0,50" S, 2)\(5 S, ), (5.3)
ou, ainda
1 1 J 1
_ _.a _~ . a Y a9 .Qayp = a .
L J7r T 2J7r T, 2315(9&1 2)\(5 Sa—1). (5.4)

Finalmente, reduz a uma formulacao de primeira-ordem,

) 1 J 1
© _ . a& _ ~ 2,7 2 4 2

L 7S, 57 Ma + 5 (0a5,) 5 A(SE—1), (5.5)

ou seja,
LO = ga5, — VO, (5.6)

com
1 J 1
o _ - 2 “rcN2, T 2 _ 4

% 57 Ta 2(615(1) + 5 A(S; ), (5.7)

onde o peniltimo termo diz respeito as derivadas parciais espaciais.
. ” ~ 0 -
As coordenadas simpléticas sao fc(y) = (Sa,Ta, A) com os respectivos momentos

canonicos de primeira-forma,
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AQ = (5.8)
1
0 _ 2
Ag ) = 5 (Sa - 1)

e a matriz simplética de iteracao-zero é:

0 —5% 0
fO=1 6= 0o o [T -7). (5.9)
0 0 0

que é uma matriz singular e tem um modo-zero dado por:

VO =19 |. (5.10)

Se contrairmos esse modo-zero com o gradiente do potencial simplético, gera o

vinculo:

0) (47
/d3yu<°>(f)?€/(o—)((g = QW(x). (5.11)

Embora £)(Z) represente qualquer um dos campos(S,, 7,, A), facamos ¢ (%) =

0 = % (82 —1). (5.12)

De acordo com o Formalismo Simplético, esse vinculo deve se introduzido na
parte canonica da Lagrangiana de primeira-ordem (5.6) através do multiplicador de

Lagrange p e entao, obtém a Lagrangiana de primeira-iteragao como:

LW =78, + 0 p— VW, (5.13)
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com

1 J

VD =10 g o= — 712+ = (8,5,)> 5.14
l01=0 2J7Ta+2( ) (5.14)
As coordenadas simpléticas sao 5((11) = (S4, T4, p) com o0s respectivos momentos
canonicos de primeira-forma,
Aga) = 7%
AW — 0 (5.15)

1
AW = 3 (52 —1).

J4& o tensor simplético correspondente ) é dado por:

0 -0 fs @@
U= gbe 0 0 (T —7), (5.16)
F@s@ 0 0

onde

O _ 1[S*H)SkH) — 1] on*(d)
S 2 05,(3) 5(7)
1 L 1 . L
= 1"00%(T = §)Su(7) + 55" (§)0ka0(7 = §)
= "0*(T — §)Si(3)
— SUZ)6T — ¥) (5.17)
s = — | /50 }T——ﬁﬁw%*—ﬁ' 5.18)
fv(f)Sa(zJ)_ fsa(:z)w(g) = Z r—=Y); (5.

com a, b, k=1,2,3. Portanto,
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Entéo, para £

fO=| s o o |&@T-7) (5.19)

O =1 o |. (5.20)

)(¥) = m, na (5.11), resulta um novo vinculo:

/desk {55 (iw T + = J(a Sk) )} 8% (% — 7))

1

7Sknkz z
1
5 Sy (5.21)

Retornando o vinculo 25 na Lagrangiana de primeira-iteragao (5.13) por meio de

um multiplicador de Lagrange (, a Lagrangiana de segunda-iteracao ¢ determinada

COIMOo:

com

L® =75, + - (52—1)p+ (S )¢ -V (5.22)
VO = vy,
1
= Z]ﬂ-a + J(@ S ) (523)

. -~ ~ .2 .
As novas coordenadas simpléticas sao fé ) = (S4, T4, p, ¢) € 0s momentos candnicos

de primeira-forma sao
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A® =,

A — Ly
14 - 9 e )
1
A(Q) — — S,
¢ J Q

A matriz correspondente f(?)

1

J
a 1 Qa
g0 0 1S
- S0 0 0 0
0

_ 15 _1¢b
T JS 0

£@) = (T — 7). (5.24)

Esta matriz é nao-singular, as entradas da sua inversa!, fornece os parénteses de

Dirac, dado por:

(ST = @) o T = (). T =0
EPLmT) = 6y~ "R - 7).
(SUPLoT) = — 2T - 7),
(ralP). o)) = —52?—7

{ma(T), (7))} = ——52? ). (5.25)

Contudo, este modelo nao é uma teoria invariante de calibre. Prosseguiremos com
este propoésito, de revelar a simetria escondida presente intimamente ao Modelo de
Heisemberg Isotrépico Bidimensional. Desta forma, o espaco de fase original sera

estendido com a introducao dos campos de WZ, seguindo o Formalismo Simpltico

Veja o apéndice.
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de Imersao. Esse processo é baseado na inclusao de de duas fungoes arbitrarias,

U (Sy, Ta,m) € G(Sa, Ta, ), na Lagrangiana de primeira-ordem da seguinte maneira:

LO =78, + oy — VO, (5.26)

onde o potencial simplético é

- 1
VO =gty A(SQ -+ g(ausa)2+G(Sa,7ra,n), (5.27)

e G(Sy, T, m) é uma fungao expressa como:
G(Sas T, M) Z G, G™ . (5.28)

A funcao arbitraria satisfaz a seguinte condicao de contorno:

G(Sa, Ma;n =0) =0 (5.29)

. s . ~(0 A .
Os campos simpléticas foram estentidas, f& ) = (Sa, Tay A, M) € 08 MmoOmentos candnicos

de primeira-forma sao:

AD = n,
AD = o,
AP =0
AY = v, (5.30)

Como estabelecido por esse formalismo, a matriz simplética f ©) torna-se:

0 -0 0 S

05z

ov

~ 7ji 0 0 ﬂg
e N Ol LLEa 2! (5.31)

X

_ o, 0¥, oV, 0

B4 omy 0N
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deve ser degenerada, o que nos permite determinar a relagao de dependéncia da

0w,
oNe

funcao arbitraria ¥, saber =0, pois ¥V = U(S,,m,,n). Essa matriz tem um

modo-zero, identificado com o gerador da simetria de calibre, que deve satisfazer a

seguinte relagao:

/ 0y VO(E) fus(@ — ) = O, (5.32)

possibilitando o cédlculo de W.

Vamos considerar o gerador de simetria dado pelo seguinte modo-zero,

v = : (5.33)

=

Desde que esse modo-zero e a matriz simplética (5.31) satisfaca a relacao (5.32),

um conjunto de equagoes diferenciais sao obtidas:

/ d*x {Saéab — N—@} =0, (5.34)

/d% 90(@) | _ 0, (5.35)

/d% _N(f)_ =0, (5.36)

—/d% {5@@] =0, (5.37)

/ d*x {sagfi?)} =0. (5.38)

De acordo com a equagao (5.34), determinamos ¥ como:




1
U=_-52
2 a

(5.39)

Comecaremos, passo final de Formalismo Simplético de Imersao, impondo que a

contra¢ao do modo-zero, equagao (5.33), como o gradiente do potencial simplético

gera um resultado identicamente nulo, ou seja,

50 (V@)
300 () ——2L =
/ ) )

Desta condicao, a seguinte equagao diferencial é obtida:

VO (g)
d*y S (_,) 1- -~ =0.
/ Ta(%) ()
onde
¢ — 6G™(7)
dy &(zﬁ2ﬂ—”)+ L2 ;'
/) A ;;5M@
5G(1)(g) _ _lS 71_(152(—’ —’)
@ I !
Portanto,

1
G (Say Tay A, ) = —jSaﬂan.

Levando este resultado no potencial simplético, equagao (5.27), obtemos:

v — yO L o0 ¢ Z G,

n=2

2J ¢

1 1 1 -
1 _— 2 1y _ & a (n)
v = T+ = (8 S.)” + §>\(Sa 1) Jsaw n+ nEZQ G

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

Contraindo o novo potencial simplético VD com o modo-zero, equagao (5.40), a

fim de encontrarmos o termo de correcao quadratico, temos:
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sV O(g) 3G (7) 3G () — 0G™(7)
d*y | S, =~ + 5, = 41 — +1- 21 =0. (546
/ 4 07, () o7, (Z) on () ; on () (5.46)
S, | —=S5nd* (% — 7)) +—é§?ﬁa——0 (5.47)
77" (@ ‘
e, finalmente, o termo de correcao de segunda-ordem é:
G? = —52 2, (5.48)

2J a'l
Percebemos que esse termo de correcao de segunda-ordem tem dependéncia so-
mente nos campos WZ, portanto os demais termos de corregao G para n > 3 sao

nulos. Consequentemente, o potencial simplético, equagao (5.45),torna-se:

~ 1 1 1
VO = i+ 3 (a Sa)* + A8 = 1) = 5 Sum"n + JS (5.49)

Portanto, a densidade Lagrangiana de calibre de primeira-ordem, equagao (5.26),

pode ser escrita sob a forma:

LO — rag + %ng; S (0uSa) = 2 A(SE— 1)+ =7 = S ™y — — 52 2. (5.50)

2J"a 2.7

Neste momento, estamos interesssados em reaver a Lagrangiana invariante de
segunda-ordem nessa de primeira-ordem representada pela Eq. (5.50). Para isso,
o momento canonico deve ser eliminado da Lagrangiana (5.50). Com a equagao de

movimento para 7,, 0 momento canonico pode ser

To = JSq + San. (5.51)

Assim, encontramos a Lagrangiana de segunda-ordem:

EO = 282~ 2 (00" — (8°S.)n — ZM(S2— 1) (5.52)
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A partir da seguinte relacao,

HO = 7,5, — LO (5.53)
obtemos a Hamiltoniana:
~ . J . J . 1
HO = mSa = S50+ 5 (9u80)" + (S*Sa)n + 5A(S7 — 1),

1 1 J /1 1 1 1 J
= -t — —m, S8 — = (—w2 — T Sa) — —=SanTa + —SanSan) + 5 (3M5a)2 +

g T o7 o\ e T’ 72 J2

1 1 1

-5, —S5nS, —)\52—1,

+ S+ 55 n+2(a )
1 2+1a +1

= —m,+ =715, —

57

1 J
2,2 | * 2 J 2
2J a J Sa/r’ + 2>\(Sa 1) + 2 <8MS(Z) N

Por fim, vamos usar o método de Dirac para obter os vinculos do modelo de

Heisenberg isotrépico invariante de calibre descrito por L e H, dado por:

$1 =y (5.55)

{(bl? ?:[} ~ 07

= {7T)\77:[}7

Omy OH _ Om OH
O\ Oy Omy OX

d1

= —%)\(Sz —1) = ¢o. (5.56)

Enquanto,

o1 =T, (5.57)
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951 = {901’7:[}%07
1 1
= S8 - () = ¢ (559

que sao vinculos secundarios, uma vez que eles foram obtidos a partir da condicao de
consisténcia dos vinculos priméarios ¢, e 1, respectivamente.

Porém, a obtencao das relacoes de comutacao entre os operadores canonicos via
parénteses de Dirac somente serd possivel se os vinculos forem de segunda classe.
Assim, teremos os seguintes vinculos:

i) Primarios:

X1 = Ty,
1
o= —5( 1) =0 (5.59)
Logo,
{x1,x2} = 0. (5.60)
ii) Secundérios:
Cl = Ty,
G = (5. — < (S2n) (5.61)
2 = J aTl J a?’] . .
Portanto,
1 a 1 2
{G, G} = {7577{7(5(17T >_7(San)}7
_ Ll
— JSm
B 1
= 5
£ 0. (5.62)
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onde usamos o vinculo ¢y = (S2 — 1) &~ 0. Como a equagao (5.55) é nio nula, os
vinculos obtidos sao de segunda classe, o que nos possibilita utilizarmos os parénteses

de Dirac, tendo em vista tal definicao.

{AvB}D = {A7 B} - {A,¢T}07;1{¢57B}, (563)

procuramos obter a matriz C,, que é dada por:

Crs = {0r, Os}, (5.64)
com r,s = 1,2. Por (5.55) temos:
o 1L
C= T 6%(T - 7). (5.65)
_% 0
cuja matriz inversa sera
0 —J
CcC!= (7 - 7). (5.66)
J 0
Entao,
{Saa Sb}D = Oa
{Sa,m}p = 0ha0*(T— 1),
{7Ta, 7Tb}D = 0. (567)

Assim, a Hamiltoniana invariante de calibre, (5.54), é reescrita como:

P P o 1 (Sem)?2 N,

H = 2J7ra+2(8#5a) 27 505, +2(Sa 1)
_ Loy +£(a S)2+5(S2—1) (5.68)
- 2J7T abTb 9 ua 9 \Fa ) .

onde a métrica do espaco de fase My,, dado por
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SSy

Ma = 5(1 - T a0 5.69
= = (5.69)
que é uma matriz singular. O vinculo de primeira-classe torna
L o
X1 = Tx X2 = —§(Sa —1). (5.70)

Note que o vinculo Yy, é originalmente de segunda-classe , torna o gerador de

simetria de calibre, satisfazendo a propriedade de primeira-classe

{x2,H} = 0. (5.71)

Devido a esse resultado, as transformagoes infinitesiamais de calibre sao:

(5Sa = 8{5,17 XQ} = 0,
omy = &{ma, X2} = €Sa,
SA = 0. (5.72)

onde ¢ é o parametro infinitesimal. E facil verificar que a Hamiltoniana (5.68) é in-
variante dentro desta transformagao, porque S, sao autovetores da métrica do espago

de fase (M) com autovalores nulos.

5.3 Equivaléncia das formulacoes de segunda classe
e invariante de calibre do MH via representacao
funcional de Schrodinger

Comecamos impondo fortemente o vinculo €y, €; = S*S* — 1. Em vista disso,

escrevemos um dos campos, S, em termos dos campos S! e S?,

S?=/1-8i8i, (5.73)
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onde i = 1,2. Da equagao (5.73), obtemos

519,5"

Introduzindo as equagoes (5.73) e (5.74) na equagao (5.1), temos o modelo

;8% = — (5.74)

descrito em termos dos campos S! e S?

onde
S; S
9 =i + T, SZSZ” (5.76)

Agora, vamos construir a Hamiltoniana do modelo para posteriormente quantiza-

lo. Para isso, calculemos os momenta

(5.77)

Em seguida, temos

Para escrever o modelo na sua forma Hamiltoniana, devemos saber como inverter
a equagao (5.78), de modo que podemos escrever as suas velocidades em termos de

momentos. O calculo da inversa de g;; nos da

Gl =Y~ 897, (5.79)
Portanto,
Lo

A Hamiltoniana do modelo, cuja expressao geral é
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H= /d%(mSi - L), (5.81)

toma a forma particular,

1 .. J . ,
H= /dQZE —gwﬂ'i’ﬂ'j + —gijﬁkszﬁksj s (582)
2J 2
onde 0y, significa derivada parcial em relagao as coordenadas espaciais. Note que pela

definicao os (S, 7;) formam pares canonicamente conjugados que tem os parentéses

de Poisson usuais,

{S'(), mj(y)} = 6:;0%(x — y). (5.83)

Agora, escreveremos a equagao funcional de Schrodinger para o modelo de Heisen-
berg isotrépico bidimensional. Portanto, vamos introduzir a onda-funcional W[S* t] e
consideremos S* e 7; como operadores quanticos. Isto significa que na representacao
de campos os momenta sao substituidos pelas seguintes derivadas funcionais

)

m(r) — —im, (5.84)

fazendo h = 1.

A onda-funcional ¥ satisfaz a equagao funcional de Schrodinger

z'%\p[si,t] — H[S' 1] W[S", 1], (5.85)

onde H é a versao do operador hamiltoniano H, equacao (5.82).

E importante observar que desde §“ dependa dos campos, o termo cinético na
Hamiltoniana H, equagao (5.82), desenvolverd ambiguidades no fator de ordenacao
sobre quantizagao. Para resolver este problema, vamos escolher um determinado fator
de ordenacao. Iremos escrever todas as funcoes de campos a esquerda dos operadores
momentos. Justificamos esta escolha ao notar vinculos de primeira classe na versao

do modelo, a ordenagao ¢é consistente com a versao operacional da algebra classica
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dos vinculos e também a Hamiltoniana de primeira classe, que é obtido a seguir, leva
a mesma equagao funcional Schrodinger.
A partir da equacao (5.82) e a escolha particular do fator mencionada acima, a

equagao funcional de Schrodinger para o modelo de Heisenberg isotrépico dada por

1 .. 620 J « ; .0
/dzl‘ (ng 551657 + EgijakSzaij\I!) = Zaqf. (586)

Uma vez que a Hamiltoniana dada pela equacao (5.82) no depende explicitamente

do tempo, pode-se separar a dependéncia do tempo da onda-funcional e escrever

V(S 1] = e FU[S7). (5.87)

Da equacao (5.86), U[S?] satisfaz a equacao funcional de Schrodinger independente

do tempo,

2
/ P (ig’?’ A ZgijaksiakijIJ) =7 (5.88)

2J7 0560857 2

E evidente que a partir de equagao (5.88), as energias E serao determinadas para
o modelo atual, quando resolver esta equacao.

Agora, vamos considerar o modelo de Heisenberg isotrépico em 2D, como uma
teoria de campo de vinculos de primeira classe. E, tambm, escrevamos a equacao
funcional de Schrodinger a respeito deste modelo. Para isso, usaremos a prescrigao
de Dirac para quantizar canonicamente sistemas vinculados de primeira classe de
[1]. Como veremos abaixo, a equagao funcional de Schrédinger serd mesma dada por
(5.86). Vamos escrever a Hamiltoniana de primeira classe do modelo em uma forma

conveniente como

1 J
H = /d2x [ﬁgabwam + 55’[15“@5“ — A2 — 1) + vy |, (5.89)

onde
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SaSb
1 — SaSa’

E note que m, = 0 é um vinculo de primeira classe e v, é um multiplicador de

g = 6% + (5.90)

Lagrange. E importante observar aqui que a formulagao através da equagao (5.89) é
classicamente equivalente ao inicial dada pela equagao (5.82). Isto significa que, no
calibre apropriado, as equagoes de movimento para os campos fisicas em (5.89) séo
as mesmas que a (5.82) [42].

O método descrito acima pelo funcional de Schrodinger terd uma tnica modi-
ficacao, a fim de obedecer a prescricao de Dirac para tratar sistemas vinculados de
primeira classe. A onda-funcional devera ser aniquilada pela versao operacional dos
vinculos além de satisfazer a equag ao funcional de Schrédinger [43, 44].

Diante do vinculo y2, equagao (5.70), notemos que sua versao operacional aniquila
a onda-funcional nao resulta em qualquer condicao sobre ¥. Em vista disso, vamos

fazer a transformacao canonica [42],
S® — —m3, w3 — S°. (5.91)

Esta transformacao muda y, e H para

X2 = mmy+ 5SS —1=0,
- 1 & . ,
H = / {d% {— [mm — (L)mﬁ]} + % [GISZGISZ + 8z7r38x7r3] +

2J 7T37T3+Sk8k
1 [ g 9188 9853
+ 2J [S o +2(7T37T3+Sk5k s 7T37T3+Sk8k T
— /\(7’(’371'3 + SlSl) + U)\T(',\}} . (592)

Agora, podemos escrever as equacoes para a onda funcional W[S3, 5% A]. Os dois
primeiros serao obtidos a partir da versdo operacional dos vinculos m, = 0, (5.70),

e X2, (5.92), que aniquila V. Finalmente, a equagao funcional de Schrédinger sera
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obtida da verso operacional da Hamiltoniana (H), (5.92). Assim, nas representagoes

de campos, temos

i—i’ = 0, (5.93)
—5?;%2“52'52'—1)\11 = 0, (5.94)
i%_f - /{d% {%(_5f;%2+(5i5j)5gj;j) *
+ %(axsiaxsiqf - ax%@%\p) +
+ % (5383\11—2(31'53)5;?;;3 +

2

+ (5353)5?;)2” } (5.95)
onde temos usado explicitamente equagao (5.94), a fim de substituir o resultado da
operacao do presente denominador da ﬁ[ em V. Note que o fator de ordenacao
particular escolhido no conjunto de equagoes em (5.93) - (5.95) preserva a algebra
classica dos vinculos e involuo dos vinculos na Hamiltoniana.

Com as equagoes (5.93) and (5.94), temos

WS, S3 Nt = U[S,S? 1], (5.96)
U[S, St = exp[/dyS?’\/SiSi—1]\prhys[5i,t]. (5.97)

Introduzindo ¥, equacao(5.97), a equagao funcional de Schrédinger dada por

(5.95), obtemos

o 1 0%y, o
d 33(%9 551550 + Egzjaks 8kS \Ilphys) = E\I/phys, (598)

onde g;; e §” sdo, respectivamente, pelas equagoes (5.76) e (5.79) e a dependéncia
temporal de VU, é dada pela (5.87). E importante mencionar que poucos termos

proporcionais a func¢ao delta de Dirac do ponto zero (§(0)) aparece na deriva¢ao
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da equacao (5.98). Pelas técnicas habituais de regularizacao, podemos remover eles
contribuem com uma quantidade infinita de energia para o sistema.

Comparando a equagao (5.98) com a (5.88) observamos que sao as mesmas.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

Recentemente, o formalismo simplético tem sido usado de um modo sistematico
com diferentes propostas: revelar simetrias [39]; construir teorias de calibre (duali-
dade) [14, 32]; obter teorias de calibre nao-comutativas [40]; resolver o problema de
obstrugao de uma formulacao Lagrangiana para sistemas rotacionais [41]; e muitas
outras que podem ser encontradas na literatura.

Neste trabalho foi abordado a obtengao de Teorias Duais [27]. Em resumo, a
Dualidade pode ser entendida com duas formulagoes matemaéticas equivalentes para
descrever um sistema. A existéncia de duas formas distintas de descrever um mesmo
sistema fisico pode sugerir um erro. De alguma forma, algum aspecto ou principio
foge, resultando em uma aparente ambiguidade na descrigao do sistema. De fato, ja
experimentou-se sensacao semelhante com a Mecanica Quantica, em que descri¢oes
aparentemente distintas, onda/particula, se completam para uma melhor visao sobre
o fenomeno. A compreensao das relacoes entre as diferentes formas de descrever um
sistema tem-se mostrado muito 1til em diversas escalas de energia, desde aplicacoes
em matéria condensada, até explicagoes da teoria de supercordas.

A Dualidade aqui mencionada foi obtida via Formalismo Simplético de Imersao
(FSI), desenvolvido por C. Neves e W. Oliveira em 2001 [12]. Esta técnica consiste

na imersao de uma teoria de segunda classe em uma dual com invariancia de calibre.
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Baseia-se no F'S e na extensao do espago de configuracao através das variaveis WZ [10].
Neste contexto, obteve-se uma descricao da Lagrangiana invariante de calibre dual
para a eletrodinamica de Maxwell-Proca em (3+1)D, a de Maxwell-Podolsky, e para
o Modelo de Heisenberg Isotropico bidimensional . A partir de uma escolha simples e
direta dos geradores das transformagoes de calibre, o modo-zero, pode-se confrontar
os resultados obtidos com aqueles ja conhecidos na literatura, usando outras técnicas.

A teoria de Maxwell-Podolsky tem um papel fundamental na discussao a respeito
da compatibilidade do monopdlo magnético e “féton” massivo. O que sugeriu a ex-
tensao dessa abordagem, sob andlise espectral por meio da matriz residual de cada
polo do propagador. A matriz residual da informacoes sobre o grau de liberdade
da polarizacao, onde os estados fisicos estao associados com autovalores positivos da
matriz residual em cada pdlo [36] sobre o termo positivo Maxwell (fantasma). A e-
xisténcia de autovalores negativos mostra que nestas situacoes os estados nao fisicos,
que correspondem aos estados negativos da norma de particulas (fantasmas), sdo
introduzidos.

O Modelo de Heisenberg Isotrépico bidimensional foi tratado como sistema de
segunda classe, que possibilitou o mergulho deste em uma dual com invariancia de
calibre. Os parénteses de Dirac da teoria foram obtidos de duas maneiras diferentes:
via o formalismo de Dirac usual e pelo formalismo simplético. A partir de uma escolha
particular do fator de ordenacao, escreveu-se as equagoes funcionais de Schrédinger
para o Hamiltoniano de primeira-classe e para o original, e mostrou que elas sao
idénticas. Comprovando a consisténcia do FSI, o que leva a mesma teoria, ou seja,
as mesmas equagoes de movimento para os campos fisicos.

Para finalizar, é necessario mencionar algumas questoes que nos servirao como
objetos de estudo futuro: a obtencao da versao invariante de calibre para o mod-
elo de Heisenberg anisotropico bidimensional, bem como a sua equagao funcional de
Schrodinger e a aplicacao do FSI em teorias supersimétricas. O que levara provavel-

mente a uma extensao desse método, pois as varidveis grassmannianas (graus de
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liberdade fermionicos) estarao presentes nas teorias. Espera-se, em consequéncia, vir
comparar o FSI com o chamado Formalismo BFFT [30] (Batalin-Fradkin-Fradkina-
Tyutin), cujo o procedimento geral consiste na transformacao dos vinculos de segunda

classe para os de primeira classe.
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Capitulo 7
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Apeéendice A

Calculo da Matriz Inversa do

Modelo de MP

Seja a matriz dada em (7.31):

0 9i;0%(T — 7)) 0 0
0T — 1 0 0 R (T -
f(l) _ gj ( ?/) i ( y) (A.l)
0 0 0 m263(Z — )
fyaaig  —070%(T —9) —mP& (T —7) 0
A inversa é obtida através da relagao:
-1, 5 -
[ i) @D = 5.8 - ), (A2)
onden=1,2,3,4em=1,2,3,4.
Paran =1 e m =1 (mas variando o indice k):
-1 -1 -1 -1 1
[ (1070 s T 0T Y] = a9,
-1 1 )
[ea (19780 w107 = -,
-1 = — -11 n am = — ] — —
/ o [fl%’ 958°(@ =P+ 1) O~ Dewn| = PE-D). (A3)
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Logo,
(1) ! > a7 1 nam 3= —
( )gw + f14 (IL‘, y)§p az Enim = 0 (37 - y) (A4)

Agora, paran=1em = 2:
/ﬁ%ﬂfﬁ“ﬁ?+ﬁ?‘<”+ﬁ3 W] = sest@-g),
[ (1 @ -+ 1 o ) = o (A.5)
Entao,

O E gy + O (@ por =0, (A.6)

J

Ja, paran=1em = 3:

-1 1 1 1
/ﬁ%ﬂfP f+ 19+ 10T 1] = aud @ -,

/ P! [ mis ) = o (A7)
Portanto,
m? £ (& - ) = 0, (A8)
ou
D@ =0 @ =0, (A.9)

Substituindo as equagoes (A.9) em (A.4) e depois, em (A.6):

—1 ..
@y = ¢i8@ -y
-1 -1 T -
V@ = [ @n| =@ -9 (A.10)

O @) =o. (A1)

Finalmente, para n =1 e m = 4:
~1 - -1
[ (10780 17 T 0] = -,
/ da! |6 — B — ) + Y - g)] = 018 (@ ),
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tem-se,

7@ = -0 - )
7w = [ @] = ese-g (A13)
Analogamente, paran =2e m = 1:
/ffHPUﬁ+ﬁ?1$+ﬁ3 D] = asE -,
[ |7 000 @ - T G - | = 0 (A0

Logo,
5 ()%+ﬁ4(ﬁ) PO (T — §)epim = 0. (A.15)

Agora, paran =2 em = 2:
—1 — —
/d%/ [ 2(1) 1(;) + f22 (1) + f23 f?g) + f(l) fﬁ) = 0220° (7 — 1)),
/d3x' [(—1)gji5(3) (x — x’)(—l)gij(Sg(a;’ — )+

T (nave @ - | = 8@ - 9. (A.16)
Entao,
F - )~ f1 0 =@ - ), (A7)
ou
R ) U A ) (A18)

Retornando a equagao (A.15):
fgg)il(f, ) = 0. (A.19)
Ja, paran=2em = 3:
/dgx, [le (1) + f22 fzg) + f(l) f?f?l,) + fz(i)_ 43 = 52353( — 1), (A.20)

também obtém,
1 — = — =
W@ n = @n=o (A.21)
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Enquanto, paran =2 e m = 4:

n-1 .1 ¢! 1 1 n-1,.a R
/dgx, [f2(1) 1(4)+f2(2) f2(4)+f() f354) +f2(4) 4(4)} = 52453(1‘_9)’

/d3 ! |:(51(53(I — X )2 nam(s?)(x - y)gmm + f23 2(53(1’/ - y):| = O’

1 1
_5lam53( )2p Enim + f( " m = 07
tem-se,
(1)_1 2 7 = 1 n am53 = —
f23 ('xay) - _2m2p EnjmUy (Q? - y)?
-1, -1 ., 1T 1, oS

Agora, paran=3em = 1:

/d3 / (1) i) +f32 (1)+f33 f351 +f(1) fﬁ) :53153(5_

d3 / |: 2pnam8n]m§(3)<x . I/)6;53<$_; _ 37>+
-11 s
+f34 5 namé?)(x — Y)Enmi| = 53153@ — ).

Entao,

?Ei) (Z,9) = —ﬁ&)’(x - ),
1@ =— /@9 = 8E-9

(A.23)

¥),

(A.24)

(A.25)

Em seguida, para os demais de n = 3, e, n = 4 variando m de 1 até 4, calculam-se

os restantes das entradas da matriz inversa, (f (1))_1, que sao respectivamente:

O @ =10 @ =o,

a fim de,
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g 1y 0

m2 -y
0 —hermp a0 |
i 0 P e
0 1 0
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Apeéendice B

Calculo da Matriz Inversa do

Modelo de MH

Seja a matriz dada em (26):

0 —§%  Sa %ﬂ'
o 0 0 S5
R @ -, (B.1)
-5 0 0 0
—ixb 25" 0 0

A inversa é obtida através da relagao:

—1 - -
/ D7 (3 ) O G) = 6 (F — ), (B.2)

onden=1,2,3,4em=1,2,3,4.

Paran =1 e m =1 (mas variando o indice k):

N B » By
/ P! _ D7 @ DT @) | 7T D) | @) ﬁ?] — nd(F — ),

-1 -1 .2 2)=1 .2 .
/dzx/ I 1(2) f2(1) +f1(3) 3E1) +f1(4) f4(1)] = 52(95 — ),

oyt w2 -1 - 1 1 o - ~
/ da' | i3 0 — ) — fif SO — ) — S A ww?(w'—y)] = 0°(7 (B3)
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Logo,
()7L oo @t 1.1 5 oo
fia 0 = i3 S_jfm = 0%(Z — 7). (B.4)

Agora, paran=1em = 2:

1 1 1 .
/ @ [0S+ 18R 18T ] = dee@-9),

-1 -, 1 (-1 -
/d2x/ |: 1(%) 5ab62($, _ y—*> _ jfl(i) Sb52(1" . y—»>:| - 0. (B5)
Entao,
— 1 o

—f e~ 3 &g — o, (B.6)

Portanto,
-1 1 -1
[ =540 S, (B.7)

Jé,paranzlem:&

-1 1 1 .
[ [107 004 5878+ 17D 4 50 = dus@ - )

/ d’a’ [ff?_lS“éQ(:r?—gj)] = 0 (B.8)
Assim,
-1 N B
ou
-1
=0 (B.10)

Substituindo as equagdes (B.10) em (B.7):

-1
=0 (B.11)
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Reportando a equagao (B.4):

—1 —1
£ =00 (@~ ) + f3 Sa (B.12)

Finalmente, paran =1e m = 4:

1 1 1 .
/dQZ'/ [ 1(%) fﬁ) + fl(g) 2(2) + fl(? ?Ei) + fl(i) fﬁ)] _ 51452(1, . y)7

!

S
@

1 / -1 4 Y — 1 1 e Ny —
5 / & [ff? ﬂ52(:v’—y)+jff§) 562<x'—y>] = 6.0°(F — 7)(B.13)

tem-se,

1 1
ot Ay St =0, (B.14)

Analogamente, paran =2e m = 1:

2)~1 (2 2—1 (2 =1 (2 n—1 (9 . .
/d2x’ [fél) 1(1) + f2(2) 2(1) T f2(3) f?El) + 2(4) fi” = 0210°(7 - 9),

/ a2’ [fé? (@ )~ 15 S - ) - S8 lﬁjéz(l”—ﬁ)] = 0. (B.I5)
Logo,
@ tgpa _ e gp L@ B
f22 f23 Jf24 m =0. (B.16)

Agora, paran=2e m = 2:

-1 -1 -1 —1 2, s
[ (507 0 D D 187 o

/ -1 a - s 1 —1 -, . . .
[ |7 - ST | =R@ . B

-1 1 -1 L
i) =S hy 8= -, (B.18)

ou ainda,
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1

-1 B . 1
5 =—%¥@—M—3Q?A%

Paran=2em = 3:

-1 1 1 1
/ﬁﬂw? D470 g7 L @7 O] 5527 - ),

obtém,
-1
2ose=o.

Enquanto, paran =2e m = 4:

2)~1 2)~1 (2 -1 (2 2)—1 5 B
/d%/ [f§1> @ 0710 07l e) 0] sz o

1 4 29~ 4
2(1) ™ +f2(2) S = 0.

Agora, paran=3em = 1:

S L A #—}&>H:u

Paran=3em = 2:

-1, 1 -1
- Sa S =0,
Logo,
@t _ 075 )t
34 S2 31 .

Enquanto, para n = 3 e m = 3, temos:
~1
fi 8t =84 T - ),
) _ Su0%(T —g)

31 2
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(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)



Substituindo as equagoes (B.28) em (B.26):

0%(% — §)

~1

Paran—3em—4,
2)~1 a FQ 1 a
?El) m 352) S 07

-17%5,

2)~1 4 2
fi S =—f N

Retornando a equagao (B.28), obtemos:

@ loa ST —17) 7S,
f32 S - S2 92
s = “Ieg@— ).

SQ

Substituindo as equagoes (B.32) e (B.26) em (B.24):

Ta - —\ cba 2)~1 52(f _ 37)
— GO (E =P — [y S+ g =0,
-1 1
5 = Gr(omad® 59 — ),
9 —1
353) = 0.

Por fim, paran=4em =1,

-1 -1 1 -1
g - i =0

Paran=4em =2,

-1 1 -1
—f7 0 - h) s =0
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(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)



Com a equagao (B.11), temos:

~1
@ . (B.37)
Paran=4em =3,
~1
bost=o, (B.38)
Portanto,
~1
27— (B.39)
Paran=4em =4,
I o1t , 1 .91, .
SIS fy st =0T - ), (B.40)
consequentemente,
2 -1 Sa — —
fiQ) = J§52(as — 7). (B.41)

Substituindo a equagao (B.41) na (B.19):

-1 S Sa — —»
87 (55 ey, B

Se tormar a equagao (B.42) na (B.23):

-1 STy — S L.
o= (]S—Qb> 8 (% — ). (B.43)

Assim, a forma inversivel de f® pode ser obtida:

0 5ab _ Sggb _% O
- _ (§ba — SbSa SpTa—Samp  me  _ JSa
FO7 ( . =) S: 52 f (7 - ), (B.44)
3 5 0 -
J5 L 0
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