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RESUMO

Dada uma curva algébrica nao singular definida sobre um corpo algebricamente
fechado, é possivel associar cada ponto dessa curva a um semigrupo numérico que possui
o mesmo género da curva. Ja dado um semigrupo numérico S, uma condi¢ao necesséaria
para que exista uma curva algébrica nao singular definida sobre um corpo algebricamente
fechado e um ponto nessa curva cujo semigrupo numérico associado seja exatamente S é
que certo subconjunto dos naturais relacionado ao conjunto de lacunas de S seja vazio.
Esse subconjunto é chamado conjunto de Buchweitz de S. O primeiro capitulo desse
trabalho apresenta resultados conhecidos sobre semigrupos numéricos e seus invariantes
com o objetivo de ter ferramentas para estudar o conjunto de Buchweitz de um semigrupo
numeérico no capitulo seguinte. Em especial, queremos estudar a finitude de tal conjunto,
como um passo para estudar quando é vazio. Além disso, mostramos que, apesar de ser

finito quando g > 2, a cardinalidade desses conjuntos nao ¢é limitada.

Palavras-chave: Semigrupo numérico. Semigrupo de Weierstrass. Conjunto de Buchweitz.



ABSTRACT

Given a non-singular algebraic curve defined over an algebraically closed field, it
is possible to associate each point on that curve with a numerical semigroup that has
the same genus as the curve. Given a numerical semigroup .S, a necessary condition for
the existence of a non-singular algebraic curve defined over an algebraically closed field
and a point on that curve whose associated numerical semigroup is exactly S is that a
certain subset of the naturals related to the set of gaps in S is empty. This subset is called
the Buchweitz set of S. In the first chapter of this master’s thesis, we present a study
on numerical semigroups and their invariants with the aim of having tools to study the
Buchweitz set of a numerical semigroup. In particular, we want to study its finiteness, as
a step towards studying when it is empty. Furthermore, we show that, despite being finite

when g > 2, the cardinality of these sets is not limited.

Keywords: Numerical semigroups. Weierstrass semigroup. Buchweitz set.
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1 INTRODUCAO

Semigrupos numéricos sao subconjuntos dos nimeros naturais que possuem o zero,
tém complemento nos naturais finito e sdo fechados para a soma. Podemos provar que
os elementos de um semigrupo numérico podem ser obtidos como combinacao de certos
naturais, que chamamos geradores do semigrupo. Ainda, destacamos alguns invariantes
que caracterizam os semigrupos, como a multiplicidade (o menor elemento nao nulo do
semigrupo), o género (a cardinalidade do complemento do semigrupo nos naturais) e o
nimero de Frobenius (maior elemento do conjunto complementar do semigrupo). Esse
ultimo invariante possui esse nome em homenagem a Frobenius, que propos o seguinte
problema. Imagine um local que s6 possui moedas de valores a e b primos entre si, qual é
o maior valor que nao pode ser pago com essas moedas sem utilizar troco? Em outras
palavras, qual é o nimero de Frobenius do semigrupo gerado por a e b? Para essa situacao,
é conhecida uma férmula polinomial(veja [19]) que determina o nimero de Frobenius em
funcao de a e b, mas, para semigrupos gerados por mais do que dois naturais, sabe-se que

nao pode existir uma tal férmula polinomial([4]).

Semigrupos numéricos aparecem em diversas situacoes, como, por exemplo, na
teoria de curvas algébricas. Dada uma curva algébrica nao-singular de género ¢ definida
sobre um corpo algebricamente fechado e dado um ponto nessa curva, esse ponto esta
relacionado a um semigrupo numérico de género g. Esse é o Teorema das Lacunas de
Weierstrass, provado pelo alemao em 1860, e tal semigrupo ¢ dito semigrupo de Weierstrass
do ponto e é o mesmo para quase todo ponto na curva. Em 1893, Hurwitz propos a
pergunta: sera que dado um semigrupo numérico S, sempre existem uma curva e um ponto
nela de forma que S seja o semigrupo de Weierstrass desse ponto? Em 1980, Buchweitz
apresentou um semigrupo numérico que nao ¢ de Weierstrass. Mais ainda, Buchweitz
apresentou uma condi¢do necessaria para que um semigrupo seja de Weierstrass. Dado

um conjunto A C Ny, seja B(A) o conjunto dos inteiros n > 2 tais que
[nAl > (2n = 1)(|A] = 1),

onde nA é o conjunto soma A+ A+ --- + A. Buchweitz provou que se S é um semigrupo
de Weierstrass, entao B(Ny \ S) = (). Assim, nosso interesse nesse trabalho é estudar o
conjunto de Buchweitz Buch(S) := B(Np\ S) de um semigrupo numérico S. Vamos provar
que se o género de S é pelo menos 2, entao o conjunto de Buchweitz de S é finito. Porém,

a cardinalidade desse conjunto pode ser tao grande quanto se queira.

Dividimos esse trabalho em dois capitulos. O Capitulo 2 apresenta os conceitos
basicos que serao abordados no trabalho, visando familiarizar o leitor com os semigrupos
numéricos. Iniciamos com a definicao, motivagao e exemplos de semigrupos numéricos,
apresentando seus invariantes, o conceito de conjunto gerador de um semigrupo numérico e

alguns resultados relacionados. Destacamos, em especial, o estudo de semigrupos simétricos,



que nos da base para o capitulo seguinte. Por fim, também apresentamos o conjunto de
Apéry e as coordenadas de Kunz, que sao ferramentas importantes para o estudo dos
semigrupos numéricos, especialmente para provar o resultado de Sylvester sobre o nimero

de Frobenius de semigrupos gerados por dois naturais.

No Capitulo 3, apresentamos o principal foco de estudo do trabalho: o conjunto de
Buchweitz. Para desenvolver esse estudo, iniciamos o capitulo com algumas defini¢oes e
resultados da Teoria Aditiva dos Numeros, que sdo necessarios para o calculo da cardinali-
dade de alguns conjuntos soma. Nessa parte, [11] foi a principal referéncia. Em seguida,
definimos a fungao B4 e o conjunto B(A), permitindo, assim, a defini¢gdo do conjunto de
Buchweitz. Com todos os conceitos apresentados e exemplificados, apresentamos a prova
de que o conjunto de Buchweitz de um semigrupo numérico com género maior ou igual
a 2 é sempre finito. Nossa principal referéncia neste capitulo é o trabalho de Eliahou,
Garcia-Garcia, Marin-Aragén e Vigneron-Tenorio [7]. No entanto, adotamos um caminho
diferente nos casos em que o semigrupo ¢é simétrico de multiplicidade maior que 2, segundo

o resultado de Oliveira [12].
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2 SEMIGRUPOS NUMERICOS

Nesse capitulo, faremos uma introducao a teoria dos semigrupos numéricos, dando
especial destaque as suas propriedades necesséarias para o estudo do conjunto de Buchweitz
que sera feito no capitulo seguinte. Para tal, comegaremos apresentando uma histéria-
motivagao, seguida da definicao forma de semigrupo numérico e uma série de defini¢oes e
propriedades classicas. Nesse capitulo, nossa principal referéncia é o livro de Rosales e
Garcia-Sanchez [17].

Ao longo desse texto, usamos a nota¢ao Ny para representar N U {0} e as notagoes

la, b] e [a, 00) para representar os intervalos de inteiros [a, b|NZ e [a, 00)NZ, respectivamente.

2.1 MOTIVACAO

Em uma fabrica familiar de bombons de chocolates produz-se apenas dois tipos de
caixas, sendo uma com 17 e outra com 25 unidades. Uma das defini¢des do padrao de
qualidade dessa fabrica esta relacionada a quantidade de bombons produzidos. A meta
¢é que todo dia s6 sejam fabricadas caixas fechadas a fim de que nao haja desperdicio
de material. Por exemplo, caso sejam produzidos apenas 23 chocolates, nao é possivel
preencher uma caixa com 25 e haveria desperdicio ao completar uma caixa com 17 bombons.
Ja a quantidade de 34 bombons ¢ interessante fabricar, pois pode-se preencher duas caixas
com 17 bombons cada. Com essa realidade, o dono da fabrica ja notou que precisa
produzir, de cada vez, uma quantidade maior que 383 chocolates para nao se preocupar

com desperdicio.

Porém, com a aproximacao da época da Pascoa, o dono da fabrica sentiu a
necessidade de ofertar mais um produto: uma caixa de chocolate com 8 bombons. Com
essa nova realidade, é preciso decidir qual deve ser a produgao diadria minima para nao

haver desperdicio.

Essa histéria-motivagao é semelhante ao Problema do Troco de Frobenius (século
XIX EC), um marco da teoria de semigrupos numéricos. A pergunta é: qual é o maior
numero inteiro positivo que nao pode ser obtido usando apenas moedas de valores fixados
sem utilizar troco. De modo mais formal, o Problema do Troco de Frobenius investiga qual
seria o maior nimero natural que nao pode ser expresso como uma combinacgao linear nao
negativa dos inteiros positivos primos entre si x1, o, ..., x,. Para o caso de duas moedas
de valores a,b com mdc(a, b) = 1, Sylvester, em 1884, apresentou a solugdo: o maior valor
que nao pode ser obtido é ab — a — b. Para mais de duas moedas, o problema nao tem

uma solucao fechada conhecida.

Veremos a seguir defini¢des e resultados importantes da teoria de semigrupos

numéricos que utilizaremos nesse trabalho.
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2.2 SEMIGRUPOS NUMERICOS

Definigao 2.2.1 (Semigrupo Numérico). Seja S um subconjunto de No = NU{0}. Temos

que S € um semigrupo numérico se sao satisfeitas todas as condicoes a sequir:
(i) 0€S;
(ii) Dados a,b € S, temos que a+b € S;

(iii) O conjunto Ny \ S € finito.

Exemplo 2.2.2. Considere o conjunto Sy = {0,3,4,5,6,7,8,9,...}. Por construgao,
No \ S2 = {1,2}. Pelo fato de que todos os naturais a partir do 3 estdo no conjunto,
temos que Sy ¢é fechado para a soma concluindo assim que trata-se de um semigrupo
numeérico. De forma mais geral, considere g um ntmero natural entao o conjunto Sy =

{0,g+1,9+2,9+3,...} éum semigrupo numérico. De fato,
e 0S5,
¢« No\ 'S, =[1, 9], que é finito;
e Dados a,b € S, temos que a = g + k,b = g+ s, para k,s € N fixados. Com isso,
a+b=g+k+g+s=9g+(g+k+s).
Como g +k+s €N, entao a+b e 5.

Tal S, ¢ chamado semigrupo numérico ordindrio.

Exemplo 2.2.3. Observe que o conjunto dos nimeros pares nao negativos, ou seja,
P ={0,2,4,...} = {2k; k € Ny} ndo é um semigrupo numérico. Apesar de 0 € P
e esse conjunto ser fechado para a adigao, temos que o conjunto dos niimeros impares

(complementar de P) néao ¢ finito.

Exemplo 2.2.4. Seja g € N. Seja H, o conjunto a seguir
H,=1{0,2,4,...,2g — 2} U[2g,00).

H, é um semigrupo numérico. De fato, 0 € H,, H, ¢ fechado pra adigao e seu complemento
em Ny

No\ H, = {1,3,5,...,2g — 1} .

¢ finito. Semigrupos numéricos com a caracteristica de ndo conter os naturais impares

menores que certo 2¢ fixado sao chamados hiperelipticos.
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Exemplo 2.2.5. No caso do problema da motivacao, o semigrupo numérico S é o conjunto
cujos elementos sao as quantidade de bombons que podem ser fabricadas para que as
caixas sejam completadas sem sobra. Para simplificar a visualizagdo, suponha que as
caixas da fabrica deveriam conter 5 e 7 bombons. Entao, todas as caixas de bombons
podem possuir quantidades multiplas de 5, multiplas de 7, ou ainda ter a combinacao de
ambos, ou seja, ser da forma 5m + Tn, onde m,n € Ny. Por exemplo, os seguintes niimeros

estao em S:

0 = 5x047x0
5 = Hx1+7x0
7T = bHx047x1
10 = H5x24+7x0
12 = 5t x1+7x1
14 = 5x047x2
15 = 5x347x0

Continuando dessa forma, vemos que o semigrupo numérico procurado é:
S ={0,5,7,10,12,14,15,17,19, 20, 21,22} U [24, c0).
De fato, S é um semigrupo numérico, pois

1. 0e S;
2. N\ S={1,2,3,4,6,8,9,11,13,16, 18,23} é um conjunto finito;
3. Se ay,ay € S, entao existem my, ma, ni, Ny € Ny tais que

a1 = 5m1 + 771,1

a9 = 5m2 + 7712 .

Dessa forma:
a; + ay = 5(m1 + mz) + 7(711 + ng) R

onde claramente m; + ms e ny + ngy sao inteiros nao negativos.

No caso do exemplo 2.2.5, dizemos que o semigrupo S é gerado por 5 e 7, ja que
todos os seus elementos sao combinagoes inteiras nao negativas desses nimeros. Definir
um semigrupo numérico através de seus geradores ¢ muito tutil. Esse é o assunto que

trataremos agora.
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Defini¢ao 2.2.6. Sejam by, by, ..., b, € N. O conjunto gerado por A = {by,ba,...,b,} €

definido como
<A> = <b17b27"'7bn> = {xlbl +x2b2++xnbn ; T1,X2,...,Tn € NO}

Na Proposicao 2.2.7 que faremos a seguir, dado A C N nao vazio e finito, dizemos
que mdc(A) = 1 quando mdc(ay,...,a,) = 1 para A = {ay, ..., a,}. Vamos mostrar que
existe uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um conjunto finito de naturais A
gere um semigrupo numérico S. Essa condigdo é importante para garantir que o conjunto

complementar de S em relacao a Ny seja finito.

Proposicao 2.2.7. Seja A C Ny ndo vazio e finito. Entao (A) é um semigrupo numérico

se, e somente se, mdc(A) = 1.

Demonstragio. Considere A = {ay,...,a,} e seja d = mdc(A). Assim, para todo s € (A),
temos s = a1z + ... + a,T,, com xq,...,2, € Ng. Como d = mdc(ay,...,a,) entdo d
divide todos ay, ..., a,, donde d divide s. Como (A) é um semigrupo numérico, Ny \ (A4) é
finito e, portanto, existem k e k + 1 inteiros positivos tais que d divide k e d divide k + 1,

concluindo que d = 1.

Em contrapartida, para mostrar que (A) é semigrupo numérico, basta mostrar que
No \ (A) é finito. Como mdc(A) = 1, temos que existem z1, zo,...,2, € Ze ay,...,a, € A
tais que

z1a1 + z9a9 + ...+ zpa, = 1.

Para cada z; negativo, podemos encontrar iy, ..., i, j1,..., 71 € {1,...,n} tais que
ZinQi + .o+ 20, =1 —z5a5 — ... — 2504 .
Dali existe s € (A) tal que s + 1 também pertence a (A). Provaremos que se
n>(s—1)s+(s—1),
entdo n € (A). Sejam ¢ e r inteiros tais que n = gs +r com 0 < r < s. Como
n>(s—1)s+(s—1),

deduzimos que
qg>s—1>r.

Dessa forma:
n=rs+r)+(q—r)s=r(s+1)+(g—r)s e (A).
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Pelo Teorema 2.2.7, sabemos quando um conjunto finito de naturais gera um
semigrupo numérico. Faz sentido, entao, perguntar se todo semigrupo numérico pode ser
definido a partir de um conjunto finito de geradores. A resposta é sim e pode ser provada,
por exemplo, usando um resultado da se¢ao 2.5 (Teorema 2.5.4), assim, vamos admitir

que ¢ valido.

Exemplo 2.2.8. O conjunto de geradores de um semigrupo numérico nao é inico. Por
exemplo, dado
S =(3,6,8,9,12,15,17,21)

observamos que 6, 9, 12, 15, 21 sao multiplos de 3 e 17 = 3 x 3 + 8, dessa forma podemos

escrever S = (3,8).

Com o exemplo 2.2.8 em mente, temos a seguinte definicao:

Definigao 2.2.9. Dado S um semigrupo numérico, dizemos que A = {ay,...,a,} €
um conjunto minimal de geradores de S quando S = (A) e a; ¢ (A\ {a;}) para todo
1=1,...,n. A quantidade minima de geradores de S é chamada dimensdo de S e denotada

por e = ¢(S).

Exemplo 2.2.10. Seja S = {0,7,10} U [14, 00). Temos que S é um semigrupo numérico

cujo complementar em Ny é
No\ S =1{1,2,3,4,5,6,8,9,11,12,13}.

Vamos calcular um conjunto minimal de geradores para S. Primeiro, notamos que todo
multiplo de 7 estd em S, ja que 7 é o menor elemento nao nulo de S. Assim, vamos colocar
7 como um dos geradores. Agora, vamos encontrar os menores elementos de S que deixam
resto 1,...,6 na divisdo por 7. Para resto 1, o menor elemento de S é 15 (ja que 8 ¢ 5).
Para os restos 2, 3,4 e 5, os respectivos elementos de S sdo 16,10, 18 e 19. Ja para resto
6, observamos que o menor elemento seria 20 (pois 13 ¢ S) e, assim, nao precisamos
colocé-lo no conjunto de geradores, ja que 20 = 10 + 10 e 10 ja estd no conjunto. Logo,
S = (7,10,15,16,18,19). Como nenhum dos geradores pode ser obtido dos demais, esse é

o minimo de geradores possivel, donde a dimensao de S é 6.

2.3 INVARIANTES DE UM SEMIGRUPO NUMERICO

Apresentaremos agora os invariantes de um semigrupo numérico que sao “persona-

gens” fundamentais para formalizarmos mais o nosso problema.

Definicao 2.3.1. Dado um semigrupo numérico S, definimos os sequintes invariantes:

(i) Se £ € Ng\ S, dizemos que € é uma lacuna de S. Assim, o conjunto de lacunas de S
€ G(S) =No\ S;
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(ii) O género g(S) € a cardinalidade do conjunto das lacunas, ou seja, g(S) = #G(S) ;

(iii) A multiplicidade m(S) é o menor elemento nao nulo de S, ou seja,
m(S) := min{s € S;s # 0};
(tv) O nimero de Frobenius F'(S) é o maior elemento do conjunto de lacunas, ou seja,
F(S) :=max (Z\S);

(v) O condutor ¢(S) é o menor elementos de S tal que todos os seus sucessores estao em
S, ou seja,
c(S) =min{s € S;s+n € S,Vn € Ng};

ou ainda

(vi) A profundidade q(S) é o menor inteiro maior ou igual d razdo entre o condutor e a

multiplicidade, ou seja,

q(S) = F@w :

m(s)
Observacao 2.3.2. E usual nos referirmos aos elementos de S como ndo-lacunas de S.

Exemplo 2.3.3. Notamos que o tnico semigrupo S de género 0 é Ny. Além disso, esse
¢ o unico semigrupo S de multiplicidade 1, ja que, como S ¢é fechado para a adicao, se
1€ S, entao N C S. Assim, se S # Ny, temos que sua multiplicidade satisfaz m > 2. Pelo

mesmo motivo, a menor lacuna de um semigrupo S # Ny é 1.

Exemplo 2.3.4. Dado o semigrupo numérico apresentado no exemplo 2.2.10, ou seja,
S ={0,7,10} U [14, 00),
j& sabemos que seu conjunto de lacunas de S é
G(S)={1,2,3,4,5,6,8,9,11,12,13} .

Como G(5) possui 11 elementos, temos que o género de S é 11. O menor elemento nao
nulo de S, ou seja, sua multiplicidade, ¢ m = 7. J4 o maior elemento que esta fora de
S é 13 e seu sucessor é 14. Assim, nimero de Frobenius de S é 13 e seu condutor é 14.

Finalmente, a profundidade desse semigrupo ¢

=[] -

Exemplo 2.3.5. Na situagao do exemplo 2.2.5, o conjunto de lacunas

G(S) ={1,2,3,4,6,8,9,11,13, 16, 18, 23} (2.1)
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representa o conjunto de quantidade de bombons que nao devem ser fabricados para nao
resultar em prejuizo. O género de S é, entao, 12, o nimero de Frobenius é F' = 23 e o
condutor é ¢ = 24. Assim, toda quantidade maior ou igual a 24 pode ser fabricada para se

gerar as caixas de doces sem desperdicio. Por fim, a profundidade do semigrupo numérico

w1=[2] s

Exemplo 2.3.6. Apresentamos o semigrupo numeérico e os invariantes para o caso original

dos bombons ¢é igual a

da producao de bombons sendo elaborado com o auxilio do Phyton. Usando o fato que
os geradores desse semigrupo sao 17 e 25 e, dessa forma, os elementos de S sdo da forma

172 + 25y com z,y € Ny:

S = {0,17,25, 34,42, 50, 51, 59, 67, 68, 75, 76, 84, 85,92, 93, 100, 101, 102, 109, 110,
117,118,119, 125, 126, 127, 134, 135, 136, 142, 143, 144, 150, 151, 152, 153, 159,
160, 161,167,168, 169, 170, 175,176, 177,178,184, 185, 186, 187,192,193, 194,
195,200,201, 202, 203, 204, 209, 210, 211, 212, 217, 218, 219, 220, 221, 225, 226,
297,228,229, 234, 235, 236, 237, 238, 242, 243, 244, 245, 246, 250, 251, 252, 253,
254,255,259, 260, 261, 262, 263, 267, 268, 269, 270,271, 272,275, 276,277, 278,
279,280, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 292, 293, 294, 295, 296, 297, 300, 301, 302,
303, 304, 305, 306,309, 310, 311, 312, 313, 314, 317, 318, 319, 320, 321, 322, 323,
325,326, 327, 328,329, 330, 331, 334, 335, 336, 337, 338, 339, 340, 342, 343, 344,
345,346, 347, 348, 350, 351, 352, 353, 354, 355, 356, 357, 359, 360, 361, 362, 363,
364, 365, 367, 368, 369, 370, 371, 372,373, 374, 375,376, 377,378, 379, 380, 381,
382} U [384,00) ;

Assim, o conjunto de lacunas é o conjunto Ny \ S, que tem 191 elementos, sendo o maior o

383. Concluimos entao que:

« O género ¢ ¢g(S5) = 191;

A multiplicidade é m(S) = 17;
« O ntmero de Frobenius é F(S) = 383;
« O condutor é ¢(S) = 384;

A profundidade é ¢(S5) = {384—‘ = 23.

17
Observacao 2.3.7. Um problema central no estudo de semigrupos numéricos é a contagem
fixando um invariante especifico. Por exemplo, vamos fixar o género g. Se g = 0, entao hd

apenas um semigrupo numérico: o proprio Ny. Caso o género seja 1, entdo ha novamente
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apenas uwm semigrupo numérico, o (2,3). De fato, se o conjunto de lacunas tem apenas
um elemento, ele deve ser o 1. Agora, se o género for 2, entdo temos dois casos: se 2
for uma lacuna ou nao. No primeiro caso, o conjunto de lacunas é {1,2} e, assim, o
semigrupo € (3,4,5); no sequndo, o conjunto de lacunas é {1,3} e, assim, o semigrupo é
(2,5). Com género 3, hd 4 semigrupos possiveis; com género 4, hd 7; ja com género 5, hd
12. O comportamento da sequéncia (ng) do nimero de semigrupos com género g ainda

nao € totalmente conhecido ainda. Bras-Amords [2] conjecturou que

by Mot et L e g 14V
g0 Mgio g—+oo my 2

o que foi provado por Zhai [20], e também que
Ngt2 = Ng + Ngr1 para todo g,

que ainda estda em aberto.

Retomando o problema do troco de Frobenius e sua solucao, o que Sylvester provou
foi como determinar o niimero de Frobenius a partir dos geradores do semigrupo, no caso
em que ha apenas 2 geradores, como no teorema a seguir. A demonstracao serd feita mais

a frente utilizando o Teorema 2.5.10.

Teorema 2.3.8. Sejam a,b € N tais que mde(a,b) = 1, de modo que S = {(a,b). Entao,
o semigrupo numérico S possui o numero de Frobenius definido, e com isso, o maior

elemento de G =Ny \ S é o nimero impar
F(S)=ab— (a+b)=ab—a—0b.

Exemplo 2.3.9. Com esse resultado, podemos entender duas coisas anteriormente afir-
madas. A primeira delas é a de que a maior quantidade de bombons que nao deve ser

produzida é a de 383 para o exemplo original da fabrica, ja que
383 =17x25—17—-25.
J& para o caso simplificado (exemplo 2.2.5), o niimero de Frobenius é

2=T7Tx5—-T7-5.

Para semigrupos gerados por mais de dois geradores, digamos S = (ay, as, . .., ay),
sabe-se que nao pode existir uma férmula polinomial geral para o nimero de Frobenius em
fungdo de ay, ..., a, (veja [4]). Ainda, sabe-se que o problema de determinar o nimero de
Frobenius de um semigrupo numérico gerado por n geradores é NP-completo (veja [14]).
Assim, a literatura sobre o assunto busca encontrar férmulas em casos especiais, além de
algoritmos e cotas para o numero de Frobenius. O livro [15] apresenta um histérico e uma

coletanea de resultados sobre o tema até o inicio do século XXI.
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Observacao 2.3.10. Uma famosa cota envolvendo a nimero de Frobenius de um semigrupo
numérico € dada na conjectura de Wilf, que afirma que para um semigrupo de nimero de

Frobenius f, dimensdo e e género g temos

N i
T fH+l-—yg

Casos especiais desta conjectura foram wverificados. Por exemplo, Bras-Amords [2] a
verificou para todos os semigrupos do género no mdximo 50. Mas uma solugdo completa

parece distante.

Veremos a seguir algumas relagoes importantes entre os invariantes apresentadas

anteriormente.

Proposicao 2.3.11. Seja S # Ny um semigrupo numérico de género g e multiplicidade
m. Entao
2<m<g+1.

Demonstracao. Para demonstrar a desigualdade proposta, mostraremos que m < 1 e
m > g + 1 resultam em contradi¢oes. De fato, se m < 1 ocorre, como os elementos de S
sao numeros naturais, entao m = 1 e, entao, teriamos S = Ny, o que é uma contradicao

com a hipdtese. Se m > g+ 1, entdo [1,g9 + 1] C G(S). Logo, temos que
g+1<g(S) =y,
o que é uma contradicao. O]

Proposicao 2.3.12. Seja S um semigrupo de género g e niumero de Frobenius f com

conjunto de lacunas
G(S)={bl,.... L, = f}.
Entao:

0; <25 —1 para todoj=1,....9. (2.2)

Em particular, o numero de Frobenius de S satisfaz f < 2g — 1.

Demonstracio. Como g > 1 temos que o primeiro elemento do conjunto de lacunas
(1 =1=2-1-—1, satisfazendo assim a proposi¢ao. Dessa forma, iremos analisar apenas

/.
para j = 2,...,g. Considere os pares ordenados da forma (a,f; —a) com 1 <a < |2

9

onde [z] representa a parte inteira de z. Desse modo, para cada a no par descrito, temos

que a ¢ Soul; —a ¢S, ou seja, em cada par existe ao menos uma lacuna.

Entao, se

Gj(S)Z{é; ¢ élacuna de S, com 1 </ < VQ]]}
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segue que
#0,(9) > | 2]
e ainda
#G;(5) <J
Assim,
VQJ] <#G(S)<j-1,
ou seja
b1
9 J
Como , ,
2 )
5 < 5 +1,

entao Ej < j, e assim, {; < 2j e, consequentemente,
;<25+1.

Em particular, se j = g, temos
=1y <2g—1.

]

No préximo capitulo, vamos ver que esse resultado pode ser melhorado caso a

multiplicidade do semigrupo numérico seja pelo menos 3 (Proposigao 3.3.5).

Encerramos essa secdo com uma cota para a profundidade de um semigrupo

numérico obtida como consequéncia das proposicoes 2.3.11 e 2.3.12.

Proposicao 2.3.13. Seja S # Ny um semigrupo numérico de género g, multiplicidade m,

condutor ¢ e profundidade q. Entao:
l<g=<gy.

Demonstracdo. Pelas proposigoes 2.3.11 e 2.3.12, temos que ¢ < 2g e que m > 2. Como
c

q= [w, temos que
m

ml = 2
Por outro lado, temos que ¢ > g + 1 e também que m < g + 1, o que nos leva a

c 2g
~[z] <%=

_9tl_

1 .
g+1_q

Unindo as informagoes, concluimos que 1 < g < g. O
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Exemplo 2.3.14. Considere o semigrupo numérico
H,=1{0,2,4,...,2¢g} U[2g + 1,00)

cujo conjunto de lacunas é

Temos que

No\ H, ={1,3,5,....2g — 1}.
o) = [“Hg)

m(Hg)—‘ - Vﬂ -

atingindo a cota superior na Proposicao 2.3.13. A cota inferior também é claramente
atingida quando observamos que para um semigrupo ordinario H, como no exemplo 2.2.2,

entdo ¢ = 1 pois ¢(H,) = m(H,) = g+ 1.

Embora a profundidade seja um invariante importante no estudo de semigrupos
numeéricos, nesse trabalho, nao estamos interessados em suas aplicagoes. De qualquer
modo, observamos aqui que o nome profundidade foi fixado ha pouco tempo (veja [6]),
mas o parametro ja tinha sido usado em problemas envolvendo semigrupos numéricos
anteriormente. Por exemplo, sabe-se que a famosa conjectura de Wilf (veja a observagao

2.3.10) é verdadeira para semigrupos de profundidades ¢ =2 e g = 3.

2.4 SEMIGRUPOS NUMERICOS SIMETRICOS

Pela Proposicao 2.3.12, sabemos que dado um semigrupo numérico de género g e
numero de Frobenius f, entdo f < 2¢g — 1. Quando ha igualdade, temos o seguinte caso de

semigrupo numérico:

Definicao 2.4.1. Um semigrupo numérico S de género g, condutor ¢ e numero de Frobenius

f € dito simétrico quando ¢ = 2g ou, equivalentemente, quando f =2g — 1.
Exemplo 2.4.2. O semigrupo numérico
S =(3,7)={0,3,6,7,9,10,12,13,14, ...}
¢é simétrico. De fato, temos que seu conjunto de lacunas é
No\ S =1{1,2,4,528, 11},

donde g = 6. Ainda, vemos que ¢ = 12, que é, por sua vez, o dobro da quantidade de
elementos de Ny \ S.

O exemplo 2.4.2 pode ser generalizado. De fato, vamos provar que todo semigrupo
numérico gerado exatamente por dois naturais primos entre si é simétrico. Para tal, vamos

precisar dos seguintes resultados auxiliares.
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Lema 2.4.3. Seja S um semigrupo numérico de condutor c. Sed € S, entioc—1—d ¢ S.

Demonstracao. Considere d € S e suponha que ¢ — 1 —d € 9, entao, como S ¢é fechado
para a adicao, teriamos
c—1l=d+(c—1-d)es.

Porém, isso é uma contradi¢ao ja que ¢ — 1 é o ntimero de Frobenius de S. n

Lema 2.4.4. Sejam a,b € N primos entre si e S = (a,b) o semigrupo numérico gerado

pora eb. Sec—1—d é um lacuna de S, entdo d € S.

Demonstracao. Se p e q sdo inteiros tais que
ap+bg=c—1-d. (2.3)

Dai, p>0eg<0Ooup<0eq>0. Sabemos ainda que as solugoes dessa equacao

Diofantina, sdo da forma
p =po+bt
qg =¢qo—al
onde t é um ndimero inteiro e (pg, go) ¢ uma solucdo particular da equacao (2.3). Agora,

sabemos da defini¢do de condutor e do Teorema 2.3.8 que ¢ = (a — 1)(b —1). Assim:
d = c¢—1— (apo+ bqo)
= (a—1)(b—1)—1— (apo + bqo)
= ab—a—b+1—1—apy— bqy
= a(b—1—po) +b(—1—qo).

Se mostrarmos que
b—1-pp>0 e —1-qg=>0

temos que d é a soma de elementos de (a, b) e, portanto, pertence a S .

Como ¢ — 1 —d > 0, entao pg > 0 ou gy > 0. Suponha, sem perda de generalidade
que po > 0, go < 0 com go +a > 0. Como (py — b, qo + a) é uma outra possivel solucao
para a equagao (2.3), entdo py — b < 0. Disso, tiramos que b — py > 0 e, consequentemente,
b—po—12>0. Do fato de gy < 0, tem-se —qy > 0 e portanto —1 — ¢y > 0, concluindo

assim a demonstracao. O

Proposicao 2.4.5. Sejam a,b € N primos entre si. Entao S = (a,b) é simétrico.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.3.8, temos que o ntimero de Frobenius do semigrupo

numérico S = (a, b) é

FS)=ab—a—-b=(a—1)(b—1)—1.
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Assim, a quantidade de elementos do intervalo [0, F/(S)] é o nimero (a — 1)(b — 1) = ¢(5).
Como a e b sao coprimos, temos que a — 1 ou b — 1 é par, donde ¢ é par. Escolhendo
qualquer elemento d € [0, F'(S)] sabe-se pelos Lemas 2.4.3 e 2.4.4 que se d € S, entao
c—1—d ¢ S. Ainda, nessas mesmas condigoes, se c —1 —d € G(S5), entdo d € S. Ou seja,
a metade dos elementos de [0, F(S)] estdo em G(S5) e a outra metade estd em S. Desta

forma, constatamos que,

#G:g:(a—l)z(b—l):;

Diante disso, ¢ = 2¢g, donde todo semigrupo ntmerico da forma S = (a,b), com

mdc(a, b) = 1 é simétrico. O

Porém, nem todo semigrupo numérico simétrico tem exatamente 2 geradores,

conforme o exemplo a seguir.

Exemplo 2.4.6. O semigrupo numérico S = (4,6,7) = {0,4,6,7,8} U[10,00) é simétrico.
De fato, o conjunto de lacunas de S é G(5) = {1,2,3,5,9}, ou seja, o género de S é g = 5.

Assim, como ¢ = 10 = 2¢g, S é simétrico.

Exemplo 2.4.7. O semigrupo numérico D = {0,3,4,5} U [6,00) = (3,4,5), possui
conjunto de lacunas G(D) = {1, 2}, ou seja, g = 2 e consequentemente 2g = 4, 0 que nos

diz que D nao é simétrico, ja que o condutor de D é ¢ = 3.

Encerramos essa se¢cdo com uma outra forma de definir semigrupos simétricos que

nos sera 1til no estudo do conjunto de Buchweitz:

Proposicao 2.4.8. Seja S um semigrupo numérico simétrico de género g e numero de

Frobenius f. Entio s € S se, e somente se, f —s & S para todo s € S.

Demonstracdo. Para um semigrupo numérico S qualquer, temos que se s € S e também

f—s €5, entao pelo fechamento aditivo de S,
s+(f—-s)=fe€s,

o que é uma contradi¢ao ja que o nimero de Frobenius nao pertence ao semigrupo.

Agora, como S é simétrico, entao f = 2g — 1. Vamos analisar os casos em que
f—s<0el< f—s<29—1.

Para f —s < 0, temos que 2g — 1 — s < 0, ou ainda, 2g — 1 < s. Decorre entdao que

s > 2g, ou seja, s > ¢ e portanto s estd em S.

Para 0 < f — s < 2g — 1, considere os g — 1 pares da forma (a, f — a) com

1 <a < g—1. Tem-se listando os pares, a seguinte configuracao:

{(Lf - 1)’ (27f - 2)7 [aE) (g - 1>f -9 1>} = {(1729 - 2)? (2729 - 3)’ st (g - 279 - 1)}
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Olhando para o intervalo [1,2g — 1] temos ¢ lacunas e como f = 2g — 1 ¢ S nao aparece
entre os pares ordenados listados tem-se, entre os pares, g — 1 lacunas. Ou seja, cada par
é formado por uma lacuna e uma nao lacuna. Desse modo, como f — s, por hipdtese, nao

estd em S, entdao s € S.

]

2.5 CONJUNTO DE APERY

Nessa segao, estudamos o conjunto de Apéry de um semigrupo numérico S com
relacio a um elemento n € S\ {0}. A partir do conjunto de Apéry de S, é possivel
construir um conjunto finito de geradores para S, como veremos na Proposicao 2.5.4. Além
disso, para a,b € N primos entre si, utilizaremos o conjunto de Apéry de S = (a, b) e as
coordenadas de Kunz de um semigrupo S em sua multiplicidade m para provar o Teorema

2.3.8 (Teorema de Sylvester) a partir do Teorema 2.5.10.

Definigao 2.5.1. Sejam S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Definimos o conjunto

de Apéry de S (em n) como:
Ap(S,n)={s€ S;s—n ¢ S}. (2.4)
Caso n seja iqual a multiplicidade m de S, escrevemos apenas Ap(S, m) = Ap(S).
Proposicao 2.5.2. Seja S um semigrupo numérico e n um elemento nao nulo de S, entao
Ap(S,n) = {wo, w1, ..., Wy_1}, (2.5)
onde w; = min{s € S;s =i (mod n)}.

Demonstragio. Seja x € S, de modo que z—n ¢ S. Sabemos que existe i € {0,1,...,n—1}
tal que z = ¢ (mod n), restando apenas mostrar que x é o menor elemento com essa
caracteristica. Para isso, mostraremos que x — kn ¢ S para todo k € N. Suponha que

exista tal k£ de modo que z — kn € S. Como n € S, temos que
r—kn+(k—1)n=xz—n.

Como S é fechado para adigdo, deveriamos ter x — n € S, uma contradi¢do com a escolha

de x e n. Desse modo, x é o menor elemento de S que é congruente a ¢ moédulo n.

Por outro lado, considere agora,
p=min{s €S ; s=i (modn)}
para algum ¢ € {0,1,...,n — 1}. Se i =0, temos p = 0, mas se i > 1, temos:

p = ¢ (mod n)

=p—kn

i (mod n),para todo k € N
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Como p — kn < p, entdo p — kn ¢ S para todo k € N, confirmando que todo elemento da
forma (2.5) estd em (2.4), concluindo assim a demonstragao. O

Exemplo 2.5.3. Considere o semigrupo
S =(3,8) ={0,3,6,8,9,11,12} U [14, 00)

O conjunto Ap(S,8) serd formado pelos menores elementos de S que deixam restos

0,1,...,7 na divisao por 8. Por exemplo:

= 8 x 040, resto 0 na divisao por §;
= 8 x 0+ 3, resto 3 na divisao por §;
8 x 0+ 6, resto 6 na divisao por 8;

= 8 x 140, resto 0 na divisao por 8§;

© 0w O w O
I

= 8 x 141, resto 1 na divisao por 8§;

11 = 8x 1+ 3, resto 3 na divisao por 8.

Observe ainda que 8 e 11 serdao descartados do conjunto de Apéry pois 0 e 3 sdo os repre-
sentantes minimais das respectivas classes. Continuando o processo acima, selecionando

apenas os menores elementos de cada classe, temos que o conjunto de Apéry para n = 8 é
Ap(S,8) ={0,3,6,9,12,15,18,21}
De modo analogo, podemos obter

Ap(S,6) ={0,3,8,11,16,19} e Ap(S) = {0,8,16}
A partir do conjunto de Apéry de um semigrupo numérico S, é possivel encontrar

os geradores de S, como no teorema a seguir.

Teorema 2.5.4. Sejam S um semigrupo numérico e Ap(S,n) o seu conjunto de Apéry.

Temos que
A= {n} U (Ap(S,n)\ {0})

¢ um conjunto de geradores para S.

Demonstracao. Seja x € S, como x € Ny, temos que existem ¢,r € Ny tais que x = nq+r,

onde 0 <r <n-—1. Ser =0, entdo x = ng, o que nos diz que

z € ({n} U{Ap(S,n) \{0}}).

Se r # 0, entdo existe w, € Ap(S,n) tal que w, = r (mod n), ou seja, w, = ng’ + r para

certos ¢’ e r naturais. Como w, é o menor elemento de S com a caracteristica de ser
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congruente a r modulo n, temos que ¢’ < ¢. Portanto,

r = nqg-+r
= ng+r+n¢d —ngd
= n(q¢—¢)+w,.

]

Segue do Teorema 2.5.4 que todo semigrupo numérico tem um conjunto finito de
geradores. Ainda, segue que a dimensao e de um semigrupo numérico é, no maximo, igual
a multiplicidade m de S, ja que esse é a maior cardinalidade possivel para o conjunto de

Apéry Ap(S) e, portanto, para o conjunto minimal de geradores de S.

Exemplo 2.5.5. O semigrupo S = {0,3,6,8,9,11,12} U[14, 00) tem Ap(S,3) = {0,8,16}
como apresentado no exemplo 2.5.3. Pelo Teorema anterior, podemos obter um conjunto

gerador de S através da seguinte uniao
S = ({3} U{0,8,16})

Como 16 =2 x 8 e 0 € (3,8), podemos simplificar a expressao acima para S = (3,8), como

apresentado no exemplo ja citado.

A seguir, definimos as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico S em
relacdo a um elemento n € S. Em seguida, vemos que o género de S pode ser obtido

dessas coordenadas (Proposicao 2.5.8) e usar isso para demonstrar o Teorema de Sylvester.
Definicao 2.5.6. Sejam S um semigrupo numérico e n € S com n # 0. Seja
Ap(S,n) = {wo,wy, ..., w,_1}

o conjunto de Apéry de S emn, onde w; = min{s € S;s =i (mod n)}. Seja entio k; € Ny
o0 unico tal que

Definimos as coordenadas de Kunz de S em n como

Kunz(S;n) = (ki, ko, ..., kn_1).

Para ilustrar melhor a definicdo de coordenadas de Kunz, apresentamos o exemplo

a seguir.
Exemplo 2.5.7. Para o semigrupo numérico
S ={0,4,5,6,8,9,...},

temos
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1. Ap(S,4) = {0,5,6,11}, e portanto, Kunz(S,4) = (1,1, 2), pois:

5 = 4x1+1
6 = 4x1+2
11 = 4x2+3.

2. Ap(S,5) =40,6,12,8,4}, e portanto, Kunz(S,5) = (1,2, 1,0), pois:

6 = S5x1+1
12 = 5x242
8§ = ox1+4+3

4 = 5x0+4.
Proposicao 2.5.8. Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m. Seja
Kunz(S,m) = (k1, kg, ..., km_1) ,

onde k; > 1 para todo i € {0,...,m — 1}. Entao, o género de S é
m—1
i=1
Demonstragio. Para cada coordenada de Kunz k;, existe w; € Ap(S, m) tal que
w; = mk; +1
é o menor elemento congruente a m em S. Assim, para cada i = 1,...,m — 1, temos que

Portanto:

]

Exemplo 2.5.9. Retomando o exemplo 2.5.7 do semigrupo S = {0,4,5,6,8,9,...}. Vimos
que Kunz(S,4) = (1,1,2), ou seja, pela Proposicao 2.5.8, o género desse semigrupo pode

ser obtido pela soma das coordenadas, ou seja
g=1+142=4,
o que pode ser confirmado pela cardinalidade de Ny \ S = {1,2,3,7}.

Teorema 2.5.10. Seja S um semigrupo numérico de género g e nimero de Frobenius f.

Sejam n € S\ {0} e Ap(S,n) o conjunto de Apéry de S em n. Entao:
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(1) [ =max(Ap(S,n)) —n

(z’z’)g:;( > w)_n;l'
)

weAp(S,n

Demonstragio. Pela definicao do conjunto de Apéry,
max(Ap(S,n)) —n ¢ S.

Se x > (max Ap(S,n)) —n, entdo x4+ n > max Ap(S,n) e t +n ¢ Ap(S,n). Vamos provar
que z+n € S, donde x +n —n =z € S pela definicao de Ap(S,n).

Considere w € Ap(S,n) tal que w e = + n sejam congruentes médulo n. Como

w < x+n, isso implica que z = w + kn para algum inteiro positivo k£ e, consequentemente,
r—n=w+kn—-n=w+(k—1)n

pertence a S, ja que trata-se da soma de dois elementos de S. Assim, pela definicdo do

nimero de Frobenius, f = max(Ap(S,n)) —n, o que prova (i).

Da Definicao 2.5.6,
Ap(S,m) ={0,mky +1,...,mkp_1 + (m —1)}.

Logo, pela Proposicao 2.5.8,

m 1
9(8) = > ki

=1

1 n—1 n—1
= — (an,—l—Zz—Zz)

n =1 =1

1 n—1
s )

n (wGAp(Sn) 2

]

De posse do resultado do Teorema 2.5.10, estamos prontos para demonstrar o
Teorema 2.3.8, isto é, que o nimero de Frobenius de um semigrupo numérico gerado por

a,b primos entre si é

F({a,b)) =ab—a—0.
Se S é um semigrupo numérico gerado por (a,b) temos que
Ap(S,a)={s€ S; s—a ¢ S}

={ar+byeS; ar+by—a¢ S}
={ar+byeS;alx—1)+by ¢ S}.
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Desse forma, se x > 1, entao
a(r—1)+bye S
e resta apenas x = 0, donde

Ap(S,a) ={0,b,2b,...,(a —1)b}.

Agora, aplicando o Teorema 2.5.10 para n = a, temos entao

F({a,b)) = max(Ap(S,a)) —a
= (a—1b—a

= ab—a-—-0»,

demonstrando assim o Teorema de Sylvester (Teorema 2.3.8).
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3 O CONJUNTO DE BUCHWEITZ DE UM SEMIGRUPO

Nesse capitulo, estudamos o conjunto de Buchweitz Buch(S) = B(Ny \ S) de
um semigrupo numérico S, onde B(A) é o suporte positivo em 2 + N de certa funcao
Ba: N — Z. A motivagdo para o estudo (e a nomenclatura) do conjunto de Buchweitz é o

resultado provado por Buchweitz em 1980 que diz que se um semigrupo numérico S é de
Weierstrass, entao B(Ny \ S) = 0.

Comecgamos o capitulo com um pouco de teoria aditiva dos niimeros. Em seguida,
definimos a fungao 4 e o conjunto B(A), de forma a ser possivel definir o conjunto de
Buchweitz e, enfim, provar que ele é finito quando g > 2, mas pode ser arbitrariamente
grande. Nossa principal referéncia nesse capitulo é o trabalho [7] de Eliahou, Garcia-Garcia,

Marin-Aragon e Vigneron-Tenorio.

3.1 CONJUNTOS SOMA

A Teoria Aditiva dos Numeros é uma subarea de Teoria dos Ntimeros que estuda
o comportamento de subconjuntos de inteiros sob a operacao de soma. Um problema
classico é, dado um conjunto de inteiros A, estudar o conjunto soma nA de todas as somas

de n elementos de A, como na definicao a seguir.

Definicao 3.1.1. Sejam A e B subconjuntos de Z, definimos a soma A+ B como:
A+B={a+b; ac A be B}.
Em particular, se A C Z, entdo 2A = A+ A e, em geral, nA = A+ (n—1)A sen > 2.

Exemplo 3.1.2. Seja A ={1,2,4,5,8,11}. Por defini¢do, 24 = A+ A é o conjunto de

todas as possiveis somas entre dois elementos de A. Assim:
2A =[2,10]U{12,13,15,16, 19, 22}.
Analogamente, podemos calcular:
3A = [3,21] U {23, 24, 26,27, 30, 33}
4A = [4,32] U {34, 35,37,38,41, 44}
bA = [5,43] U {45,46, 48,49, 52,55}

6A = [6,54] U {56, 57,59, 60, 63, 66}.

E, em geral, obtemos por inducao:

nA=[n,11n — 12 U{11ln — 10,11n — 9,11n — 7,11n — 6, 11n — 3, 11n}.
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Em geral, dados A C Z e n > 2, ndo ¢é simples encontrar uma férmula para o
conjunto soma nA. Mas o Teorema 3.1.4, que pode ser encontrado em [11], nos d& algumas
informagoes para n suficientemente grande em certos casos. Para a demonstracao, vamos

precisar do lema a seguir.

Lema 3.1.3. Sejam k > 2 e ay, ..., a,_1, inteiros positivos tais que mdc(ay, ... ,ar_1) = 1.
Se
k—2
(ar—1—1) > a; <n < hag_y — (k — 2)(ap—1 — D)ay_1, (3.1)
i=1
para algum h, entao existem uq,...,ur_1 inteiros nao negativos tais que

n=uiay+ -+ Upg_10_1

U1+"‘+uk71§h

Demonstra¢io. Como o mdc(ay, ..., a,—1) = 1, entao existem inteiros yy, . .., yx_1 tais que

y1a1 + - - - + Yp_10x_1 = 1, ou ainda, fazendo z; = y;n
101 + -+ Tp_10p—1 = N.
Considere u; o menor residuo nao negativo de x; modulo ay_1, para 1 < i < k — 2, ou seja,

r;=u; (mod ag_1) ,com 0 < wu; < a1

ou,
0 S Uy S Qpe_—1 — 1. (32)

Usando as propriedades de aritmética modular, temos que
n=auy + -+ apoUp_o (mod ag_1) .
Reescrevendo a relagao de congruéncia, garantimos que existe um inteiro u;_; tal que
N =1uUp 1Ak_1 + a1U + -+ Qp_2Uk_2.

Consequentemente,

Up—1ag—1 = n — (a1uy + - - + ap_oUp_2)

Por (3.2),
Up—10p—1 =N — (@ Uy + - - + ap_2up—2) > n— (ag_1 —1)(a1 + -+ ap_2)
k—2
= n—(ak,1—1>zai
=1

k—1
Como 0 <n—(ar_1—1) > a; =ugp_q1ax_1 € a1 € N, entdo ug_1 € Ny, isto é, ux_1 > 0.
i=1
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Assim, como ay, ..., a,_1 > 0, entdo ug_1ax_1 < n. Por (3.1), concluimos que,
Up—1ap—1 < n < hag—1 — (b — 2)(agp—1 — 1)ag—

e, assim,

up—1 < h—(k—2)(ap_1—1).
Segue entao de (3.2) que
w + e < (k—=2)(ag—1 — 1) +up < h,
encerrando a demonstragao. O]
Teorema 3.1.4. Seja k > 2. Seja A ={ag,a1,...,a5-1} C 7Z tal que
O=ay<a; <...<ap1 e mde(ay,...,a5_1)=1.

Entao, existem inteiros ¢,d nao negativos e subconjuntos C C [0,c¢ —2] e D C [0,d — 2]

tais que

nA =CUlc,ap—1n —d] U (ag_1n — D) (3.3)
para todo n > max{l, (k — 2)(ax_1 — Vax_1}, ¢ ap_1n — D = {z; ;z;, = a1 —
d; para todo d; € D}
Demonstragio. Primeiro, se k = 2, entdao A = {0,1} e nA = [0,n] para todo n > 1.

Tomando ¢ = d = 0, o resultado segue.

Seja entao k > 3, donde ai_1 > 2. Definindo
no = (k —2)(ar—1 — Lag_1,

como ay_1 > a; para 1 <1 < k — 2, temos

no > (ag—1 — 1) (1 + §a1> . (3.4)

Ainda, como ag_; > 2, entao de (3.4) temos

k—2
NoAar—1 Z 2710 ="ng + Ny Z (k‘ - 2)(6Lk_1 - 1)ak_1 + ap—1 — 1+ (ak_l - 1) Z a; . (35)
=1

O que implica em

k—1
NoQr—1 — (k — 2)(ak,1 — 1)0,]{,1 Z (ak,1 — 1) + (ak,l — 1) Z a; .
=1

k—2
Logo, (ax—1 — 1) ¥ a; < npag_1 — (k — 2)(ar—1 — 1)ag_; e o intervalo
i=1
k—2
I = (ak—l — 1) Z iy MoQp—1 — (k — 2)(ak_1 — 1)ak_1

=1
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¢ nao vazio. O Lema 3.1.3 (tomando h = ng) implica que todo n € I pode ser escrito como

n = upa; + -+ Ug_105_1

= a4 tartag o Fag ot apy oo+ apy.

para certos uq,...,ux—1 € Ny, com uy; + -+ + ug_1 < ng. Dessa forma, n € ngA e, em
particular, I C ngA. Como o Lema 3.1.3 ndo considera elementos fora de I, pode acontecer

de I ser ainda maior. Assim, seja
J = le,noak—1 — (k — 2)(ag—1 — 1)ag_1]

como o maior intervalo tal que I C J C ngA. Portanto,

k—2
(ak—1— 1) a;, noar—1 — (k — 2)(ar—1 — Dag_1| C [¢, noar_1 — d] C ngA. (3.6)

i=1
Notamos que, dessa forma, ¢ — 1 e ngax_1; — (d — 1) nado pertencem a ngA. Ainda, por

(3.6), temos
k—2

c<(ag—1—1)> a; <ng (3.7)

=1

d S (k — 2)(ak_1 — 1)ak_1
donde, usando (3.5), obtemos

k—2
ct+d<(ap-1—1)> a;+ (k—2)(ar-1 — Dag_1 < noap—1 — ap_1 + 1.
i=1
Assim

c+ap_1— 1 <ngap_1 —d

donde
lc, ¢+ ak—1 — 1] C [¢, npag—1 — d]. (3.8)

Sejam C e D subconjuntos finitos de Z dados por:
C =ngANI0,c—2]

e D tal que

NoQr—1 — D= TL()A N [noak,1 — (d — 2), noak,l] .

Segue que D C [0,d — 2] e
noA =CU [C, Noag—1 — d] U (noak,1 — D) .

Assim, (3.3) vale para n = ng. Vamos provar por indugao que vale para todo n > ny.

Suponha que vale para algum n > ng. Seja

B=CUle, (n+ 1Dag_1 —dU((n+1)ar_1 — D). (3.9)
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Usando (3.8), podemos escrever
B=CUle, c+ag-1 — 1 U[c+ ag—1, (n+ 1)ag_1 —d] U ((n+ 1)ag_1 — D).

Vamos estudar cada um desses conjuntos que forma B. Primeiro, como 0 € A, temos
nA C (n+ 1)A, donde:

CUle, c+ a1 —1] CCUle, npag—1 —d] CnAC (n+1)A.
Como ai_1 € A, segue que ax_1 +nA C (n+ 1)A, donde:
[+ ag—1, (n+ 1)ag—1 —d] C ax_1 + [c, nag_1 —d] = a1 +nA C (n+1)A.
Analogamente,
(n+ 1ag_1 — D =ay_1+ (nag_1 — D) C (n+1)A.

Dessa forma, B C (n+ 1)A.
Agora, seja b € (n + 1)A. Vamos provar que b € B, ou seja, (n+ 1)A C B.

Se b < ¢, entdao de (3.7), temos que b nao pode ser a soma de n + 1 elementos
nao nulos de A, ou seja, b € nA e, entdo, be C C B. Jasec<b<c+ ap_1 — 1, entdo
b € [c,c+ap_y — 1] € B. Suponhamos entdao que b € (n+1)Aeb > ¢+ ar_1. Se
b—ap_1 ¢ nA, entdo b é soma de n + 1 elementos de A, todos estritamente menores que
ak_1 €, assim

b<(n+1)(ax_1—1). (3.10)

Como [c, nay—1 — d] C nA, as condigdes b — ay_1 > ce b — ax_; ¢ nA implicam em
b—ap_1>nag—1 —d>nag1— (k—2)(ar-1— 1)ar_1 . (3.11)
De (3.10) e (3.11), obtemos:
(n+ Dag—1 — (k — 2)(ag—1 — Dag—1 < b < (n+1)(ar_1 — 1),

ou seja,
n+1<(k—2)(ag_1 — Dag_1 =ng <n,
uma contradicao. Dessa forma, devemos ter b — ay_1 € nA.
Para completar a prova, notamos que, pela hipétese de inducao, como b—ay,_1 € nA
e nA é como em (3.3), entao:
be a1+ [c, nag_y —d| =[c+ar_1, (n+1ax_; —d C B
ou
be ay1+ (nag—y — D)= ((n+1)ax-1 — D) C B
onde as inclusdes finais vém da definicao de B em (3.9).

Portanto, B = (n + 1)A e terminamos a prova. O
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No Teorema 3.1.4, usamos as hipéteses 0 € A e mdc(A) = 1. Observamos, no
entanto, que essas nao sao hipdteses limitadoras para o calculo da cardinalidade de nA.

De fato, basta que A’ C Z seja finito com |A’| > 2, que podemos usar a transformacao

A= A/d_o‘, onde a = min A" e d = mdc(A’ — a). Desse modo, A serd um conjunto que

satisfaz as hipoteses e, ainda, |[nA| = [nA’| para todo n.

Para o estudo do conjunto de Buchweitz de um semigrupo numérico, precisamos

da seguinte versao do Teorema 3.1.4

Corolario 3.1.5. Seja A C N um subconjunto finito contendo {1,2}. Seja a = max(A).

Entao, existe um inteiro b < 1 tal que
InAl = (a—1)n+b (3.12)
para todo n > (|A| — 2)(a — 2)(a — 1).

Demonstragio. Considere Ag = A —1e ag=a— 1. Temos que |A| = |Ap| e ap = max Ay.
Assim, pelo Teorema 3.1.4, existem inteiros ¢, d nao negativos e subconjuntos C' C [0, ¢ — 2]
e D C[0,d— 2] tais que

nAy = CUlc,aon — d] U (agn — D), (3.13)

para todo n > max{1, (|Ao| —2)(ap — 1)ap}.
Seja
b=|C|+|D|—c—d+1.

Entéo, de (3.13), como

lle,aon —d]| = apn —d —c+ 1

e as unides sao disjuntas, temos
InA| = [nAy| = |C| +am—d—c+1+|D| =am+b=(a—1)n+b.

Ainda, temos:
|C| < max{0,¢c— 1},

lagn — D| = |D| < max{0,d — 1}.

Dessa forma, analisando os casos, vemos que b < 1. Um exemplo disso é, se A = [0, al, assim
nA = [0,na]. Tome ¢ =d =0, com isso, nA=0N[0,na]Neb=0+0—-0—-0—-0+1. O
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3.2 A FUNCAO B4 E O CONJUNTO B(A)

Definicao 3.2.1. Seja A C Z um conjunto finito. Para cada n > 2, definimos 4 : N — 7Z

Pa(n) = nA| = (2n = 1)(JA] = 1),

onde nA € como na definicio 3.1.1

Para definir conjunto de Buchweitz de um semigrupo numérico, precisamos de um

conjunto auxiliar definido a seguir.

Definigao 3.2.2. O conjunto B(A) é o suporte positivo em 2 + N da fungio S4(n), ou
seja,
B(A) ={n > 2;54(n) > 1}. (3.14)

Exemplo 3.2.3. Vamos provar que se |A| = 0 ou 1, entdao B(A) ¢é infinito. De fato, se

A =10, entdao [nA| =0 e, assim,
Bp(n)=0—(2n—1)(0—1)=2n—1
para todo n > 2, o que nos leva a
B0)=2+Ny={2,3,4,...}.

De modo similar, se |A| = 1, entdao S4(n) = 1, para todo n > 2. De fato, se n > 2 e

|A| =1, entdo |nA| =1, com isso, temos,
fan)=1—2n-1)(1-1)=1,
para todo n > 2 e, consequentemente, temos também
B(A)=2+Np.
Exemplo 3.2.4. Voltando ao exemplo 3.1.2, lembrando que
A=1{1,2,4,578,11}

temos
2A =[2,10] U {12,13,15, 16, 19,22}
3A = [3,21] U {23, 24, 26, 27, 30, 33}
4A = [4,32] U {34, 35,37, 38,41, 44}
bA = [5,43] U {45,46,48,49,52,55}
6A = [6,54] U {56,57, 59,60, 63, 66}
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Assim, em geral, para n > 2:
nA=[n,11n —12]U{11ln — 10,11n — 9,11n — 7,11n — 6, 11n — 3, 11n}
Dessa forma:
nAl=1ln—12—n+14+6=10n—-5=52n—-1)=(|A| —1)(2n —1),

donde f4(n) =0 e, entao, B(A) = (.

3.2.1 Relagdao com semigrupos de Weierstrass

O conjunto B definido como na Defini¢ao 3.2.2 tem uma ligacao intrinseca com
a noc¢ao de semigrupo de Weierstrass. Nessa subsec¢do, observaremos essa ligacdo sem

apresentar demonstragoes. Para mais detalhes, indicamos [9], [5] e [1].

Seja C uma curva algébrica plana nao-singular de género g definida sobre um corpo
algebricamente fechado k. Sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos de C e os lugares do corpo de fungoes k(C) (todos de grau 1). Dai, dado um ponto

P € C, existem exatamente ¢ inteiros «;(P) com
l=o(P) <ay(P)<---<ayP)<2g—1

tais que nao existe uma funcao f € k(C) com polo de ordem «;(P) em P e nenhuma outra
singularidade. Esse é o Teorema das Lacunas de Weierstrass, veja por exemplo [5]. Dada

essa caracterizagao, pelo Teorema de Riemann-Roch, o conjunto
H(P) =No\{a1(P),a2(P),...,a,P)}

é um semigrupo numérico de género g. Assim, dada uma curva e dado um ponto da curva,
podemos associa-lo a um semigrupo numérico H(P), chamado semigrupo de Weierstrass

do ponto. Esse semigrupo é o mesmo para quase todos os pontos da curva.

Agora, dado um semigrupo numérico S de género g, sera que existem uma curva
C e um ponto P € C de forma que o semigrupo de Weierstrass de P é exatamente S7 A

resposta é nao.

No fim do século XIX, Hurwitz conjecturou que todo semigrupo numérico de género
g > 2 seria de Weierstrass. Ja na segunda metade do século XX, Buchweitz determinou
que a condi¢ao B(N '\ S) = () é necesséria para que um semigrupo numérico S seja de
Weierstrass (veja, por exemplo, [9]). Desse resultado, surgiu o interesse pelo que agora
chamamos conjunto de Buchweitz de um semigrupo numérico conforme definiremos na
se¢ao 3.3. Ao construir situagoes onde a condigao B(N '\ S) = ) falha, em 1980, Buchweitz
encontrou um semigrupo que nega a conjectura de Hurwitz, ou seja, que tem género maior

que 1, mas nao é de Weierstrass, conforme descrevemos no exemplo a seguir.
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Exemplo 3.2.5 (Contraexemplo de Buchweitz para a conjectura de Hurwitz). Considere
S = (13,14,15,16, 17,18, 20, 22, 23)
com seu respectivo conjunto de lacunas
G=N\S5=1[1,12]U{19,21,24,25}.
Temos que |G| =16 e
2G = [2,50] \ {39,41,47},

donde
2G| =50 —-241—-3=146

Ba(2) =46 —(2-2—1)(16—1) =46 —3-15=1.

Assim, 2 € B(G), contrariando a condi¢do de Buchweitz para que S seja de Weierstrass.

O semigrupo apresentado nesse exemplo de Buchweitz nao é simétrico, ja que seu
numero de Frobenius é 25 e seu género é 16. O método de Buchweitz para construir
semigrupos numéricos que nao sao de Weierstrass, se baseia na caracterizacao das lacunas
do semigrupo utilizando diferencial de Weil e, na verdade, ndo funciona para semigrupos
numeéricos simétricos, como foi observado por Oliveira [12]. Em 1993, um exemplo de

semigrupo numérico simétrico que nao é de Weierstrass foi construido por Oliveira e Stohr.

3.2.2 Comportamento assintético de 54(n)

Dado um conjunto finito contendo {1,2}, o teorema a seguir estuda o compor-
tamento da fungdo S4(n) quando n cresce utilizando a igualdade provada no Corolério
3.1.5.

Teorema 3.2.6. Seja A C Ny um conjunto finito contendo {1,2}. Considere f = max(A)
e g = |A|, entao

38, Baln) =

—o0, se f <2g—2
400, se f >2g.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.1.5, para n suficientemente grande, temos

nAl=(f—1)n+b, combeZ

Dessa forma
Ba(n) = [nAl—(2n—-1)(|A][-1)
= (f=1)n+b—02n—-1)(¢g—1)
= (f-1)n+b—29gn+2n+g—1
= (f—-29+1)n+b+g—1.
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Entao, quando f > 2g, temos
BA(H) Zn—l—b—i—g—l,

donde B4(n) — oo se n — oo.

Por outro lado, se f < 2g — 2, entao
Ban) < -n+b+g-—1,
donde 54(n) — —oo se n — oo. O

Um resultado importante que é consequéncia desse comportamento assintotico da

fungao Ba(n) é o corolario a seguir.

Corolario 3.2.7. Nas condigoes do Teorema 3.2.6, se f > 2g, entdo B(A) é infinito. Jd
se f <2g—2, entio Sa(n) <0 para todo n suficientemente grande, donde B(A) é finito.

Observagao 3.2.8. O Teorema 3.2.6 é parte do Teorema 2.3 de [7]. No caso do artigo,
0s autores afirmam ainda que, quando f = 2g — 1, tem-se que B4(n) € constante e ndo
positiva para n suficientemente grande. Porém, a conclusdo seque do que parece ter sido
um erro de digitagio que faz com que seja encontrado fa(n) =b—g—1 quando f =2g—1.
Dat, usando que b < 1 (Coroldrio 3.1.5), seque que Ba(n) <0, donde B(A) =10. Veja que

no Teorema 3.2.6, se considerarmos f =2g—1 e b <1, obtemos
Ban)=b+g—-1<y,

0 que, a principio, ndo garante que Sa(n) seja ndo positivo, como afirmado em [7], jd que
g > 2 pois {1,2} C A. O resultado do Teorema 2.3 de [7] € utilizado no Coroldrio 2.4 e
no Teorema 3.3 de [7]. Nessa disserta¢ao, procuramos contornar esse problema a fim de

obter, dentro do possivel, resultados similares aos citados em [7].

3.3 O CONJUNTO DE BUCHWEITZ

Definicao 3.3.1. Seja S C Ny um semigrupo numérico. Define-se o conjunto Buchweitz

de S como

Buch(S) = B(Ng \ 9),

ou seja, definindo G como o conjunto de lacunas de S:

Buch(S) = {n>2;pa(n)>1}
= {n>2;8s(n) > 0}
= {n>2nG| - (2n - 1)(IG] - 1) > 0}
= {n>2 G| > (20— 1)(G| - D}
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Exemplo 3.3.2. Consideremos os semigrupos numéricos Sy = Ny e S; = (2,3). Obser-
vamos que Sy e 57 sao os unicos semigrupos numéricos de género 0 e 1, respectivamente
(como visto na observagao 2.3.7). Como o conjunto de lacunas de Sy é vazio e o de S é

unitario, pelo exemplo 3.2.3, temos entao que
Buch(Sy) = 2 + Ny = Buch(Sy).

Concluimos assim que todo semigrupo numérico de género g < 1 tem conjunto de Buchweitz

infinito.
Exemplo 3.3.3. Seja
S ={0,21} U [22,34] U {36} U {38,39} U [42, 00)
o semigrupo numérico cujo conjunto de lacunas é
G =[1,20] U {35,37,40,41} .

Exibiremos o conjunto Buch(S5).

Para tal, precisamos calcular a cardinalidade de G' e dos seus conjuntos soma.

Visando facilitar esse processo, tomemos o conjunto auxiliar
A=41-G={41—x; x € G} ={0,1,4,6} U [21, 40].
Como a funcao f que leva G em A dada por,

f:G —- A

r — 41 —=x

¢ claramente bijetiva, temos que |A| = |G| e consequentemente, cada um dos respectivos

conjuntos soma também possuem a mesma cardinalidade para todo valor de n. Assim,

temos:
2A = [0,2]U[4,8] U{10,12} U [21,80];
3A = [0,14] U {16,18} U [21,120]
4A = [0,20] U [21,160] = [0, 160]
5A = 0,200]
6A = 10,240]

Continuando o processo, observamos que para n > 4 temos nA = [0,40n]. Calculando as

cardinalidades dos conjuntos anteriores, obtemos:

G| = |[A|=44+20—14+1=24;
2G| = [24]=3+5+2+60="70;
3G| = [34] =15+2+ 100 = 117 ;

InG| = |nA|l=40n—-0+1=40n+1, paran > 4.
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Portanto, lembrando que pela defini¢do 3.2.1, temos:

Ba(2) = RA|—(4-1(|A|-1)=70-69 =1
Ba(3) = [3A] = (6—1)(JA| — 1) = 117 — 115 = 2
fa(n) = 40n+1—(2n—1)(24 —1) = —6n+ 24, paran > 4.

Dessa forma, f4(n) < 0, para todo n > 4 e, assim, Buch(S) = {2, 3}

Exemplo 3.3.4. Seja S o semigrupo simétrico S = (3,7). Temos que o conjunto de
lacunas de S é

A=1{1,2,4,538,11}

como no exemplo 3.2.4, onde provamos que B(A) = ). Assim, Buch(S) = ().

O exemplo 3.3.4 apresenta um semigrupo simétrico de multiplicidade maior que 2
com conjunto de Buchweitz vazio. Esse nao ¢ um exemplo tinico. Na subsecao a seguir,
vamos provar que todo semigrupo simétrico S de multiplicidade pelo menos 3 é tal que
Buch(S) = 0 (Teorema 3.3.7). J& o exemplo 3.3.3, apresenta um semigrupo que nao é
simétrico cujo conjunto Buch(S) é nao vazio, porém finito. Esse resultado também pode
ser mais geral: de fato, o conjunto de Buchweitz de qualquer semigrupo de género pelo

menos 2 é finito (Teorema 3.3.8).

3.3.1 Finitude de Buch(S)

Nessa subsecao, como dito, estudamos a finitude do conjunto de Buchweitz de um
semigrupo numérico de género pelo menos 2. Vamos comecar com o caso em que S é
simétrico e tem mutiplicidade m > 3 (Teorema 3.3.7). Esse resultado pode ser encontrado
em [12], mas, para efeito de completude desse trabalho, vamos provar com a notagao

ajustada. Para isso, precisamos de dois lemas, que provamos a seguir.

Lema 3.3.5. Seja S # Ny um semigrupo de género g, numero de Frobenius f e conjunto
de lacunas

G:No\S:{61,...,€g_1,€g:f}.

Entao, S tem multiplicidade m > 3 se, e somente se, {; < 2j—2, para todo j =2,...,9—1
ely <2g—1.

Demonstracao. Primeiro, notamos que ja temos da Proposicao 2.3.12 que
¢; <2j—1paratodol <j<g. (3.15)

Em particular,
f=14,<29g—1.
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Suponhamos que S tenha multiplicidade m > 3. Entao, /5 = 2. Logo, para j = 2,
temos satisfeito
2=10,<2j—-2=2.

Vamos provar que ¢; < 25 — 2 para j = 3,...,9 — 1. Note que s6 falta o caso quando

g > 3. De fato, se g = 2, entdao f = {5 = 2 e o resultado ja esta provado.

Se ha igualdade em (3.15), isto é, se ¢; = 2j — 1, entao cada par (x,¢; — z) com
z=1,...,[¢;/2] (onde [z] representa a parte inteira de ) tem uma lacuna e uma nao-
lacuna. De fato, basta notar que o intervalo [1,¢;] = [1,2j — 1] tem exatamente j lacunas
e que nao podemos ter z e ¢; — x ambos nao lacunas, ja que, nesse caso, ¢; nao poderia
ser uma lacuna. Assim, como a quantidade de pares é [(;/2], exatamente uma entrada ¢é

lacuna.

Agora, seja 1 < j < g tal que {; = 25 — 1. Como a proxima lacuna satisfaz
livi > l; = 25 — 1, entdo f;4; > 2j. Vamos provar que ;11 > 2j. De fato, se
lj+1 =27, tomando 0 < z < j uma nao-lacuna, entdao 2j — x é uma lacuna (caso contrario

2j — x + x = 2j seria uma nao-lacuna). Dessa forma,
li—2j—2)=2j-1-2j+x=0—-1

¢ uma nao-lacuna (ja que cada par (z,{; —x) com z = 1,...,[¢;/2] tem uma lacuna e
uma nao-lacuna). Porém, pelo mesmo procedimento aplicado x — 1 vezes, isso implica
1 €S, o que ¢ uma contradigao pois £; = 1 é uma lacuna. Assim, provamos que £;;1 > 2j.
Como de (3.15) ja tinhamos

segue que {;11 = 25 + 1.

Analogamente ao observado para (;, como ¢;1; = 2j + 1, cada par (z,{;4; — x)
com x =1,...,[l;+1/2] tem exatamente uma lacuna. Tomando entdao x = {;, temos que

lj41 — {; nao é uma lacuna, ou seja,
2=4i1—1C; €8,

o que é uma contradi¢ao pois S tem multiplicidade m > 3. Logo, nao podemos ter
igualdade em (3.15) e, assim,
l;<25—-1,

ou seja,

Para a reciproca, basta notar que 2 é uma lacuna. De fato, como 1 é a primeira

lacuna e 1 < £y e f5 < 2 por (2.2), entao, {y = 2. O
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Lema 3.3.6. Seja S um semigrupo numérico simétrico de género g e multiplicidade m > 3.
Entao, cada inteiro 2 < n < 2g € a soma de dois elementos do conjunto de lacunas de S,

com exce¢io do numero de Frobenius f de S .

Demonstragio. Seja n > 2. Suponhamos que n nao seja a soma de duas lacunas de S.

Vamos provar que se n < 2g, entao n é o numero de Frobenius de S.
. ) n
Consideremos os pares ordenados da forma (a,n — a) tais que 1 < a < [2], onde

[x] representa a parte inteira de z. E claro que cada um dos pares tem pelo menos uma
n
nao lacuna. Assim, no intervalo [1,n — 1] existem pelo menos {2} nao lacunas. Seja j a

quantidade de lacunas tais que ¢; < n. Temos que:

(n-1-jx 5],

2
isto é,
n
< —1)—|=|.
j<n=1) [J
Agora, como [Z] < g < [Z] + 1, temos j < g, donde

n>25+1.
Além disso, se n < 2g, entdo j < g e, da definicao de j, temos que ;41 > n. Assim:
27 +1<n</l;. (3.16)
Como S tem multiplicidade m > 3, pelo Lema 3.3.5 temos que se j + 1 < g, entao
G <2 +1)—2=2
Logo, devemos ter j +1=g e {;11 = f, assim, de (3.16):
29-1<f,

mas, novamente pelo Lema 3.3.5,
2g—1> f.

Portanto, 2g — 1 = n = f, ou seja, S é simétrico e o nimero de Frobenius nao é a soma de

duas lacunas. O

Teorema 3.3.7. Seja S um semigrupo simétrico de género g, multiplicidade m > 3 e

nimero de Frobenius f. Entao, Buch(S) = B(Ny\ S) = 0.
Demonstragio. Nosso objetivo é mostrar que fSg(n) = 0 e, para isso, com

G={l<ly<--- <}
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vamos provar que
InG| = (2n —1)(g — 1)

para todo n > 2 .Essa igualdade vem do fato que
nG ={n,n+1,n+2,...,(n—1)(29—1)—1}U{(n—1)2g—1)+¢;; j=1,...,9}, (3.17)

COIMO provaremos.

Para verificar (3.17), precisamos provar
nGC{n,n+1ln+2,....n—1)2¢g—-1)—-1}U{(n—1)2g—-1)+¢; j=1,...,9},
e a inclusao inversa. Para a primeira inclusao, seja k € nG, entao

in *

Sen <k < (n—1)¢; — 1 nada temos a mostrar. Se k > (n —1){, entdo k = (n — 1), +¢

para algum s € Ny. Assim:

(n—1)€g+q:€il+€i2+---+€in

In—1

=l —q=(lg = b)) + -+ (g = i 1) (3.18)

Pela Proposicao 2.4.8, sabemos que em um semigrupo simétrico g € S se, e somente
se, {; —q ¢ S. Assim, cada termo ¢, — {;, estd em S, pois cada ¢;, é uma lacuna. Dal,

como S é fechado, a soma
(gg - gil) oot (69 o gin_l)

estda em S e, portanto, de (3.18), ¢ ¢ uma lacuna, ou seja, ¢ = {; para algum j € {1,...,¢g}.
Podemos entao escrever k = (n — 1), + {;, concluindo assim a primeira inclusao ja que
by =2g—1.

Vamos mostrar a inclusao inversa por indugao sobre n.

Para n = 2, devemos mostrar que 2G coincide com

2 2g-1) =1 U{Qg—1)+06; j=1,....g}.
Pelo Lema 3.3.6, temos que cada elemento n € {2,3,...,2¢} \ {{, = 29 — 1} é a soma

de dois elementos do conjunto de lacunas e, assim,{2,...,(2g — 1) — 1} C 2G. Como
(2g—1)+¢; =L,+{;entdo {(29—1)+¢;; j=1,...,9} C 2G o que finaliza o argumento.

Agora, como hipotese de indugao, consideramos que para n = k a inclusao é valida,

ou seja,

{k,...,(k—1)(29g—1) -1} U{(k—1)2¢g—1)+¢;; ;e Gel <j<g}CEkG.
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{k+1,...,k(2g—1)—1}U{k(2¢g—1)+¢; ; {; €Gel<j<g}

Lembramos que c—1 = f = 2g—1 = {,. Essas diferentes representacoes do mesmo natural

podem ser tteis para compreender a inducao.
Seja
ze{k(2g—1)+1¢;; l;€eGel<j<g}.

E imediato que z € (k4 1)G, pois z = kly, + {; para algum j.

Counsideremos entao
ze{k+1,...,k(2g—1)—1}.

A partir daqui, analisaremos trés casos.

Caso 1: Se z < k+ 29— 3, como 2g — 3 > 1, temos
E+1<z<k+29-3
e consequentemente,
k<z—-1<k+29—4
Como k > 2, temos 2k > 4 e, como g — 1 > 0, temos que

2k(g — 1) 4(g—1)
2kg —2k+k—29g > 49—4+k—2g

2kg—29—k > k+29—4

v

Logo,

k+2g—4<2g(k—1)—k=(29—1)(k—1)—1=(,(k—1)—

Juntando (3.19) e (3.20), temos

2—1<l(k—1)—1.

Pela hipétese de inducao, z — 1 € kG, e entao existem iy, ..., € {1,2,...

ou seja,
2=l +-+ 0, + 1.

(3.19)
1. (3.20)
, g}, tais que

Como a multiplicidade de S é maior ou igual a 3, entdo 2 € G e, com isso, z € (k+ 1)G

z € (k+1)G.
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Caso 2: Se z = k+ 29 — 2, entao z — 2 = k 4+ 2g — 4. Analogamente ao caso

anterior, temos que z — 2 € kG, isto é,
z=ly +- b, +2.

Novamente, como a multiplicidade de S é maior ou igual a 3, entdo 2 € GG e, com isso,
z € (k+1)G.
Caso 3: Suponha agora que z > k+2g— 1. Como z € {k+1,..., k(29 — 1) — 1},
temos
k+29—1 < 2z < k(2g—1)—-1
k< z—29g—-1)<(k—1)(29—-1)—1,

resultando que
22—l < (k—1)l; —1,

ou seja, pela hipdtese de inducao, z — ¢, € kG. Dal, existem iy,...,4, € {1,2,...,¢g} tais
que
ZZEZI—F—FE%—FEQ,

concluindo que z € (k + 1)G.

Desta forma, finalizamos a inducao e provamos que
{n,n+1,....(n—1)l, — 1} U{(n —1)¢, + {;;{; € G, para todo 1 < j < g} C nG.

Com a igualdade (3.17), temos que a cardinalidade de nG é a soma das cardinali-

dades dos conjuntos que o formam. Agora, notamos que

Hn,n+1,....(n—1)l,—1}|=n—-1){;, —1—n+1

Hin =1l +rj50;€G, e 1 <j<g} =g
Portanto:
nGl=n—-1)l,—1—-n+1+g=(n—-1)2¢9—1)—n+g=2n—-1)(g—1).

]

Passemos agora para o teorema principal desse trabalho. Esse resultado esta em
[7], mas aqui apresentamos a demonstragao com ajustes devido aos apontamentos feitos

na observagao 3.2.8.

Teorema 3.3.8. Seja S C Ny um semigrupo numérico de género g > 2. Entao, o conjunto
de Buchweitz de S ¢ finito.
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Demonstragio. Considere G = Ny \ S de modo que Buch(S) = B(G). Sejam f o niimero
de Frobenius de S e m a multiplicidade de S. Assim, como g > 2 e [1,m — 1] C G, temos
m > 2.

Tem-se que m > 3, ou seja, {1,2} C G. Como g > 2, pela Proposicao 2.3.12, temos
que f <2g—1. Se f <2g— 2, entdo Buch(S) = B(G) ¢ finito pelo Corolario 3.2.7.

Agora, se m > 3 e f =2g — 1, temos justamente o caso do Teorema 3.3.7, donde

Buch(S) = 0.

Por fim, vamos analisar o caso em que m = 2. Primeiro, notamos que 2 é um dos
geradores de S. Além disso, se S = (2,3), teriamos Ny \ S = {1}, contrariando g > 2.

Desse modo, deve existir b > 5 impar de forma que S = (2,b). Logo:
S=(2,b)={0,2,4,...,6—3}U[b—1,00).
Assim, G = Ny \ S é o conjunto de todos os naturais impares de 1 a b — 2, isto é,
G={13,...,b—2}.

Com isso,

G-1=1{0,2,...,b—3}

e mde(G — 1) = 2. Dessa forma, podemos considerar

A:(G_I):{o,l,...,b;g}: lob_?’] = [0, k],

2 2
—3 ‘
onde k = — Com isso, para todo n > 2 tem-se,
InG| = |nA| =nk+1=n(G] - 1)+ 1.
Assim,
fa(n) = InG|—(2n = 1)(|IG] - 1)
= n(|G|-1)+1—-(2n—-1)(|G] - 1)
= —(n=1D|G|+n<0.
Portanto, Buch(S) = B(G) é vazio. O

Juntando o Teorema 3.3.8 com o exemplo 3.3.2, obtemos:

Teorema 3.3.9. Seja S um semigrupo numérico de género g. Entdao, o conjunto de

Buchweitz de S € finito se, e somente se, g > 2.
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3.3.2 Cardinalidade de Buch(S)

O resultado a seguir mostra que, apesar de finito, o conjunto de Buchweitz de
um semigrupo numérico pode ser arbitrariamente grande. De fato, vamos mostrar que
qualquer intervalo finito I de inteiros ndo-negativos com |I| > 2 e min I = 2 pode ser visto

com o conjunto de Buchweitz de um semigrupo numeérico.

Proposicao 3.3.10. Para qualquer inteiro b > 3, existe um semigrupo numérico S tal que

Buch(S) = B(Ny \ S) = [2,1].

Demonstracao. Considere k =b— 2 > 1 e seja .S o semigrupo numérico de multiplicidade
m = 6k + 15, de profundidade ¢ = 2 definido por

S={0,m,...,2m —8,2m —6,2m — 4,2m — 3,2m,2m + 1,...}.
Temos que o conjunto de lacunas de S é
G=[l,m—-1U{2m—7,2m —5,2m — 2,2m — 1}.

Vamos provar que Buch(S) = [2,k 4 2]. Para isso, vamos considerar o conjunto auxiliar

de inteiros nao-negativos dado por um shift de G-
A=02m—-1)-G={2m—-1—z; 2 € G} ={0,1,4,6} U [m,2(m — 1)] .
Vamos calcular nA para n > 2 conforme a definicao 3.1.1. Comegamos com
2A=A+A=10,2]U[4,8] U{10,12} U [m,4(m — 1)].
Em seguida, calculamos 34 = A 4+ 2A:
3A = [0,14] U {16,18} U [m,6(m — 1)]. (3.21)
Agora mostraremos por indugao sobre n que
nA =1[0,6n — 4] U {6n — 2,6n} U [m,2n(m — 1)],

para todo n > 3. Para n = 3 é vélido conforme (3.21). Suponha valido para & > 3. Vamos

mostrar que vale para k + 1. Temos

(k+1)A = A+kA
= ({0,1,4,6} U [m,2(m — 1)]) + ([0,6k — 4] U {6k — 2,6k} U [m, 2k(m — 1)]).
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Como

r€[0,6k—2)CkA=ax=2+0
14+6k—-—4=06k—-3
0+6k—2=06k—2
1+6k—2=6k—-1

0+ 6k = 6k

146k =6k+1

6+ 6k —4=06k+2

6+ 6k —2=06k+4

6 + 6k = 6k + 6.

Entao,

(k+1)A = [0,6k+2] U{6k + 4,6k + 6} U [m, 2k(m — 1) + 2(m — 1)]
= [0,6(k+1)—4Ju{6(k+1)—2,6(k+1)}U[m,2(k+1)(m—1)].

Assim,
nA =10,6n — 4] U {6n — 2,6n} U [m,2n(m — 1)] (3.22)

¢é valido para todo n > 3.

Agora, em (3.22), observamos que {6n — 2,6n} U [m,2n(m — 1)] serd uma uniao

disjunta se, e somente se, 6n + 1 < m. De fato, como m = 6k + 15, entao
7
6n—|—1§m<:>n§k’+g,

ou seja, se, e somente se, n < k 4+ 2. Em contrapartida, se n > k + 3 entao 6n —3 > m
concluindo que nA = [0,2n(m — 1)].

Assim, estamos prontos para calcular a cardinalidade de nA em cada caso:
o Para A=1{0,1,4,6} U[m,2(m — 1)], tem-se
Al=4+2m —2—m+1) =m+3;
o Para 24 =10,2] U [4,8 U{10,12} U [m,4(m — 1)], tem-se
2A|=2—-0+1)+@8—-4+1)+2+Um—-4—m+1)=3m+7;
e Para 3 <n <k+2, tem-se
nA =10,6n — 4] U {6n — 2,6n} U [m,2n(m — 1)]
e portanto,

InAl=(6n—-4+1)+2+2n(m—-1)—m+1)=2n—-1)(m—1)+6n—1;
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o Paran >k + 3 temos nA = [0,2n(m — 1)] e consequentemente
InA| =2n(m —1)+1.
A partir disso, conseguimos calcular o valor de S4(n) = |[nA| — (2n — 1)(|A] — 1), como

definido em 3.2.1, obtendo

1, se n=2.
Ba(n) = 2, se 3<n<k+2.
—6(n—k—3), se n>k+3.

Observamos que para n > k + 3 temos f4(n) < 0, ou seja, Buch(A) = [2,k + 2]. Ainda,

como |nA| = |nG| para todo n, segue que B4(n) = Bg(n), e concluimos que
Buch(G) = 2,k +2] = [2,0 — 2+ 2] = [2,1]
jaque k=b—2. n

Os intervalos do tipo [2,b] dados na Proposi¢ao 3.3.10 ndo sdo os unicos que
representam conjuntos de Buchweitz de semigrupos numéricos, conforme a Proposicao a

seguir.

Proposicao 3.3.11. Para qualquer inteiro b > 4, existe um semigrupo numérico S tal que

Buch(S) = B(Ng \ S) = [3,b].

Demonstracio. Seja k =b— 3 > 1. Consideremos S o semigrupo numérico de multiplici-

dade m = 6k 4 19, com profundidade ¢ = 2 e conjunto de lacunas
G=[l,m—-1U{2m—7,2m —6,2m — 2,2m — 1}.

Vamos mostrar que Buch(S) = [3,b]. Para tal, consideremos novamente o conjunto auxiliar

A=2m —1— G, ou seja,
A=10,1U{5,6} U [m,2(m—1)].

Desse modo,

2A = [0,2]U[5,7]U[10,12] U [m,4(m — 1)].

3A = [0,3]U 5,8 U[10,13] U [15,18] U [m,6(m — 1)].
4A = [0,24] U [m,8(m — 1)].

5A4 = [0,30] U [m,10(m — 1)].

Verifica-se, por inducao, para n > 4, que

nA = [0,6n] U[m,2n(m — 1)]. (3.23)
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Vamos analisar quando a uniao em (3.23) serd disjunta. Como m = 6k + 19, entao
n+1<m<—n<k+3.
Em contrapartida, se n > k + 4 entao
6n—5>6k+19=m,
donde m € [0,6n]. Logo, a unido nao é disjunta nesse caso, isto é,
nA =10,2n(m — 1)]

para todo n > k + 4. Assim, estamos prontos para calcular as cardinalidades em cada

caso:

Como A =[0,1]U{5,6} U[m,2(m — 1)], entdo
|Al=2+2+2m—-2—m+1)=m+3;

Como 2A = [0,2] U [5,7] U [10,12] U [m, 4(m — 1)], entao
2A| =3+3+3+(dm—-4—m+1)=3m+6;

Como 3A = [0,3] U [5,8] U [10,13] U [15,18] U [m, 6(m — 1)], entdo
BA|=4+4+4+4+(6m—-6—m+1)=5m+ 11;

Para 4 < n < k + 3, temos
nA = [0,6n] U [m,2n(m — 1)]
e entao

nAl=6n+1+2n(m—1)—m+1=6n+1+(m—1)(2n—1).

Para n > k + 4, temos nA = [0, 2n(m — 1)] e, portanto,
InA| =2n(m — 1)+ 1.

A partir disso, conseguimos calcular S4(n) = |[nA| — (2n — 1)(JA| — 1) como definido em

3.2.1

0, se n=2.
1, se n=3.
Ba(n) =
2, se 4<n<k+3.

—6(n—k—4)—2, se n>k+4.
Como k > 1, se n > k + 4, segue que S4(n) < 0. Dessa forma, de modo analogo ao feito
na Proposi¢ao 3.3.10, obtemos Buch(G) = [3, k + 3] O

Observagao 3.3.12. Em [7], os autores observam ainda que, para qualquer inteiro k > 1,
existem ainda semigrupos cujos conjuntos de Buchweitz sao dos tipos [4,k + 4] , [5,k + 5],
6,k+6] e [7+2k,7+4k]. Nao se sabe, no entanto, se qualquer intervalo finito de naturais

¢ o conjunto de Buchweitz de algum semigrupo numérico.
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4 CONCLUSAO

O estudo de Buchweitz demonstrando que uma condicdo necessaria para um
semigrupo numérico ser de Weierstrass ¢ que seu conjunto Buchweitz seja vazio despertou

matematicamente um interesse em estudar mais sobre o comportamento desse conjunto.

Apesar de concluirmos que o conjunto de Buchweitz de semigrupo numérico de
género maior ou igual a dois é sempre finito, mas que pode ser tao grande quanto se
queira, pouco ainda se sabe sobre sua estrutura. Por exemplo, algumas perguntas que
ainda podem ser estudadas sdo: 1) serda que conjuntos de Buchweitz sempre podem ser
descritos como intervalos (ou unido de intervalos) de naturais?; 2) serda que todo intervalo
[a,b] é o conjunto de Buchweitz de algum semigrupo numérico; 3) Ou ainda, serd que
dado qualquer A subconjunto finito de N existe um semigrupo numérico com conjunto de
Buchweitz A?; 4) Mais ainda, é possivel estabelecer condigoes diretas sobre um semigrupo

numeérico S para que seu conjunto Buchweitz seja vazio?

Tendo essas questoes em mente, a possibilidade da continuacgao dos estudos sobre
esse conjunto, baseados no que esse trabalho apresentou, é provocadora e esperamos

contribuir para algumas respostas desses questionamentos no futuro.
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