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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é o estudo das algebras zero Lie product
determined, conceito que se divide em duas perspectivas paralelas: uma perspectiva
estritamente algébrica e outra perspectiva analitica. No contexto algébrico, nosso principal
foco sera exibir um exemplo de algebra de matrizes triangulares que nao é zLpd. No
percurso em direcdo a este objetivo, apresentaremos o seguinte fato: para n > 2, a dlgebra
de matrizes M,,(B) é uma &lgebra zLpd, desde que B seja uma algebra zLpd com unidade.
Para a teoria analitica nos concentraremos no estudo das algebras de Banach e veremos
como o conceito das algebras de Banach zLpd se relaciona com importantes resultados
da Analise Funcional como o Teorema de Hahn-Banach e o Teorema do Grafico Fechado.
Outro objetivo consiste em demonstrar que a classe das algebras de Banach zLpd é bastante
ampla. Mais precisamente, nés apresentaremos o seguinte resultado: toda C*-algebra
¢ uma algebra de Banach zLpd. Uma aplicacao do conceito tratado neste trabalho, no
contexto analitico, também serd apresentada, envolvendo o conceito das aplicacoes lineares

comutantes.

Palavras-chave: algebras de Banach; zero product determined; zero Lie product determined.



ABSTRACT

The main purpose of this work is the study of the zero Lie product determined
algebras, a concept which is divided into two parallel perspectives: a strictly algebraic
perspective and an analytical one. In the algebraic context, our main focus will be to show
an example of triangular matrix algebra that is not zLpd. On the way towards this end,
we will present the following fact: for n > 2, the matrix algebra M., (B) is a zLpd algebra,
as long as B is a zLpd algebra with unity. For the analytical theory, we will focus on
the study of Banach algebras and we will see how the concept of a zLpd Banach algebra
relates with classical results from Functional Analysis such as the Hahn-Banach Theorem
and the Closed Graph Theorem. The other purpose is to demonstrate that the class of
zLpd Banach algebras is quite large, that is, we will present the following result: every
C*-algebra is a zLpd Banach algebra. An application of the concept discussed in this work,
in the analytical context, will also be presented, involving the concept of commuting linear

maps.

Keywords: Banach algebras; zero product determined; zero Lie product determined.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre as dlgebras zero product determined
(de maneira abreviada zpd). Este conceito foi introduzido nos trabalhos [10] (por M. Bresar
et P. Semrl) e [3] (por J. Alaminos, M. Bresar, J. Extremera et A. Villena). O primeiro
concentra-se no estudo de aplicacoes bilineares em algebras de matrizes e aplicagoes,
enquanto o segundo dedica-se a caracterizacao de homomorfismos e derivagdes em C*-
algebras. Estes dois trabalhos compartilham uma caracteristica em comum, a saber, alguns
resultados em certas aplicagoes lineares sao obtidos considerando-se aplicagoes bilineares
que se anulam em pares de elementos cujo produto é zero. De acordo com [8], as algebras
zero product determined constituem uma classe de algebras nas quais diferentes tipos de
problemas podem ser resolvidos e muitas propriedades sobre as algebras em estudo podem
ser determinadas por pares de elementos cujo produto é zero. O estudo das algebras zpd
se desenvolveu e evoluiu em duas diregoes paralelas, uma estritamente algébrica e outra

analitica.

No que diz respeito & abordagem algébrica, o trabalho [9], por M. Bresar et al.,
apresenta o conceito das algebras zpd tratando de dlgebras de matrizes. Tomando como
base este artigo, apresentamos a demonstragao do seguinte fato: se B é uma éalgebra com
unidade, entao a algebra das matrizes n X n com entradas em B, isto é M, (B), é zpd
para todo n > 2 (Proposigao 5.1.2). Além disso, apresentamos um exemplo de dlgebra
de matrizes triangulares superiores que nao ¢ zpd. Neste mesmo artigo, apresenta-se a
definicdo das algebras zero Lie product determined (de forma abreviada zLpd). Neste
caso, veremos que é preciso impor uma hipdtese a mais sobre a algebra B, obtendo
assim o seguinte resultado: se B é uma élgebra zLpd com unidade, entdao M, (B) é uma
algebra zLpd para todo n > 2 (Teorema 5.1.2). Ainda no artigo [9], os autores trazem ao
conhecimento do leitor que encontrar algebras que nao sao zLpd é uma tarefa dificil porque
em qualquer dlgebra podem existir muitos elementos que comutam entre si. Neste mesmo
trabalho, apresenta-se um exemplo de algebra que nao é zLpd. Diante disso, apresentamos
um exemplo de algebra de matrizes triangulares que nao é zLpd. Posteriormente, no artigo
[1], os autores introduzem o aspecto analitico da teoria, isto é, o conceito das dlgebras de
Banach zLpd. Além disso, no livro [8] aborda-se as algebras de Banach zpd. No decorrer
do trabalho, apresentamos trés maneiras equivalentes de se definir as dlgebras de Banach
zpd (zLpd) e veremos como esses conceitos se relacionam com resultados classicos da
Analise Funcional como o Teorema de Hahn-Banach (Teorema 3.1.2) e o Teorema do
Gréfico Fechado (Teorema 3.2.3). Ademais, fazendo um paralelo com a teoria algébrica,
veremos que as algebras de Banach M,,(B) das matrizes n X n e entradas em uma algebra
de Banach com unidade B sao algebras de Banach zpd para todo n > 2 (Proposigao 5.2.2).
Por fim, com base no trabalho [2] apresentamos uma prova do fato que toda C*-algebra é

uma &lgebra de Banach zLpd (Corolario 5.2.2).
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo nés apresentaremos alguns pré-requisitos, e aproveitaremos este

momento para fixar a notagdo bésica a ser utilizada ao longo deste trabalho.

2.1 TOPOLOGIA GERAL

Definicao 2.1.1. Uma topologia em um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos

de X com as seguintes propriedades:

(1) Os conjuntos ) e X pertencem a 7.
(2) A unido de uma familia arbitraria de elementos de T pertence a 7.

(3) A intersecao de qualquer colegao finita de elementos de 7 pertence a 7.

De agora em diante, nés entendemos que um espago topolégico é um par (X, 7)
consistindo de um conjunto X e uma topologia 7 em X. Os elementos de 7 s@o chamados
de abertos de X. Dizemos que um subconjunto A de um espago topologico X é fechado
em X se o seu complementar X\ A é aberto em X. A colegdo dos subconjuntos fechados

de X possui as seguintes propriedades:

Teorema 2.1.1. Seja X = (X,7) um espaco topoldgico. Entdo, valem os sequintes

resultados:

(1) Os conjuntos O e X sao fechados.

(2) A interse¢ao de uma familia arbitrdria de conjuntos fechados em X é um conjunto
fechado em X.

(8) A unido de qualquer colegao finita de conjuntos fechados em X é um conjunto fechado

em X.

Demonstragio. Vide [24, Teorema 17.1]. O

Definicao 2.1.2. Dado um subconjunto A de um espaco topologico X, o interior de A
em X é definido como a uniao de todos os subconjuntos abertos de X contidos em A. O
fecho de A em X é definido como a intersecao de todos os subconjuntos fechados de X

que contém A.

Notacao: O interior de A serd denotado por Int A e o fecho de A por A.

Observacao 2.1.1. Sabemos que Int A é um conjunto aberto de X e que A é um conjunto
fechado de X. Além disso, valem as inclusoes: Int A C A C A. Ainda diante das definicoes
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de interior e fecho, para um subconjunto A de X, temos: A é aberto se, e somente se,
A = Int A; A é fechado se, e somente se, A = A.

Definigao 2.1.3. Seja X = (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que A C X é um

subconjunto denso em X quando A = X.

Teorema 2.1.2. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico X. Entdo x € A se, e

somente se, ANU # 0 para todo aberto U contendo x.
Demonstragio. Vide [24, Teorema 17.5]. O

Descrever em sua totalidade a colecao de abertos para uma determinada topologia
em um conjunto pode ser uma tarefa muito dificil. Em geral, o que se faz é especificar uma
colecao menor de subconjuntos que gera essa topologia. Nesse sentido, temos a seguinte

definicao.

Definicao 2.1.4. Se X é um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma colec¢ao

B de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(1) Para todo x € X, existe B € 9B tal que z € B.

(2) Se x € By N By, onde By, By € B, entao existe By € B tal que z € By C By N Bs.

Os elementos de B sdo denominados elementos bdsicos. Quando uma colegao
B de subconjuntos de X satisfaz as condicoes estabelecidas na Defini¢ao 2.1.4, definimos
a topologia T gerada por B da seguinte maneira: Um subconjunto U de X ¢é dito um
aberto de X, isto é U € 7, se para cada z € U existe B € *B tal que x € B C U. Uma

prova do fato que 7 é uma topologia em X pode ser encontrada em [24, Defini¢ao 13.1].

Defini¢ao 2.1.5. Sejam X = (X, 7x) e Y = (Y, 7y) espacos topolégicos e f : X — Y
uma fungdo. Dizemos que f é uma aplicagcdo aberta quando f(A) é um subconjunto

aberto de Y sempre que A é um subconjunto aberto de X.

Definigao 2.1.6. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que f: X — Y é continua
no ponto a € X quando para todo aberto V' de Y contendo f(a), existe um aberto U de
X contendo a tal que f(U) C V. Dizemos que f : X — Y é continua quando f é continua

em todos os pontos de X.

Teorema 2.1.3. Sejam X, Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcdo. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(1) f € continua.

(2) Para todo subconjunto A de X, tem-se f(A) C f(A).
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(3) Para todo subconjunto fechado B de'Y', o conjunto f~1(B) é um subconjunto fechado
de X.

(4) Para todo subconjunto aberto V de'Y', o conjunto f~*(V') é um subconjunto aberto

de X.

Demonstragio. Vide [24, Teorema 18.1]. O

Definicao 2.1.7. Dizemos que um conjunto D é um conjunto dirigido quando existe

uma relagao < binaria com as seguintes propriedades:

(1) o < « para todo a € D.
(2) Sea=<pef <, onde,f,v€ D, entao o < 7.

(3) Se a, 8 € D, entao existe v € D tal que a« <y e 5 <.

Denotaremos um conjunto dirigido D por (D, <).

Exemplo 2.1.1. O conjunto N dos ntimeros naturais com a relacao de ordem usual é um

conjunto dirigido.

Exemplo 2.1.2. Se X é um espago topoldgico e a € X, entao o conjunto D constituido
por todos os abertos de X que contém a é um conjunto dirigido com a seguinte relagao:
U <V se, e somente se, V C U, onde U,V € D. De fato, U C U para todo aberto U
contendo a. Logo, U =< U. Agora, fixados U,V,W € D tais que U < VeV < W,
temos V C U e W C V. Logo, W C U, ou seja, U < W. Por fim, se U,V € D, entao
W=UnVeDétalque W CUeW CV. Logo, U=XWeV W.

Definigao 2.1.8. Sejam D = (D, =) um conjunto dirigido e X = (X,7) um espago
topologico. Dizemos que uma aplicacao ¢ : D — X é uma rede em X e denotamos por
(Za)aep- Além disso, dizemos que a rede (x4)qaep converge para x € X quando para todo
aberto U contendo z, existe oy € D tal que x, € U para todo a € D tal que oy <X a. Este
fato sera denotado por T—lign o = x ou simplesmente por licryn o = x quando nao houver

duvida sobre a topologia considerada em X.

Proposicao 2.1.1. Seja X um espaco topolégico e A C X. Entdo, x € A se, e somente

se, existe uma rede em A convergindo para x.

Demonstragio. Suponhamos que x € A. Pelo Exemplo 2.1.2, o conjunto D de todos os
abertos contendo z é um conjunto dirigido. Para cada U € D, escolhemos z; € U N A.
Desta forma, (zy)yep € uma rede em A. Além disso, essa rede converge para z. De fato,
fixado V' um aberto contendo x, como D é um conjunto dirigido, existe Uy € D tal que
V < Uy. Logo, xyy € V para todo U € D tal que Uy <X U.
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Reciprocamente, seja (4)aep uma rede em A tal que lién To = x, onde x € X.
Entao, fixado U C X um aberto contendo z, existe oy € D tal que z, € U para todo
a € D tal que oy < . Em particular, z,, € U. Portanto, U N A # () para todo aberto U

contendo . H

Proposicao 2.1.2. Sejam X e Y espacos topologicos e f: X — Y uma fungdo. Entao, f
¢ continua num ponto a € X se, e somente se, para cada rede (xq)aep em X convergindo

para a em X, a rede (f(Ta))acp converge para f(a) em'Y .

Demonstragio. Suponhamos que f é continua em a € X e seja (24)aep uma rede em X
tal que h(rxn T = a. Entdo, fixado V' um aberto de Y contendo f(a), existe um aberto U de
X contendo a tal que f(U) C V. Por outro lado, existe ag € D tal que z, € U para todo
a € D tal que g < a. Logo, f(x,) € V para todo a € D satisfazendo oy < . Portanto,
lim f(za) = f(a).

Reciprocamente, se f nao é continua em a € X, entao existe um aberto V' de
Y contendo f(a) tal que f(U) ¢ V para todo aberto U de X contendo a. Assim, para
cada aberto U contendo a, tomamos xy € U tal que f(xy) ¢ V. Desta forma, obtemos
uma rede (xy)yep em X, onde D é a colegao de todos os abertos de X contendo a, tal
que zy — a. No entanto, a rede (f(zy))yep nao converge para f(a) em Y. Logo, por

contra-positiva, segue o resultado. O

Definicao 2.1.9. Seja {(Xa, 7o) }aca uma familia de espagos topologicos. A topologia
produto no produto cartesiano X = [[ X, = {(%a)acnr | o € X, para todo a € A} é
a€A

definida como a topologia 7 dada pela base de abertos B constituida pelos elementos

[T U,, em que U, € 7, para todo a € A e U, = X, exceto para um conjunto finito de
acA
indices em A.

Proposicao 2.1.3. Sejam {(Xo, 7o) baea uma familia de espagos topoldgicos e (X, T) como
na Definicio 2.1.9. Se (22)sep é uma rede em X que converge para y = (24)aea, entdo

Ta —lién 22 = 2, para todo o € A.

Demonstragio. Fixemos o € A e tomemos U,, um aberto de X, contendo z,,. Afirma-

mos que Tao-liénxgo = Z,,- De fato, tomemos o aberto de X dado por U = ]_[AUQ, com
ac

Uy, dado e U, = X, para a # ap. Assim, y = (24)aea € U. Dai, existe fy € D tal que
ys € U para todo 8 € D tal que By < 3. Logo, se 3 € D é tal que fy < 3, entdo 2 € U,
para todo @ € A. Em particular, para a = «g, temos xgo € U,, para todo 3 € D tal que

Bo = (. Portanto, 7,,-lim 2’ =z, . Como «p foi tomado arbitrariamente, concluimos
y Tag 3 ap (o) )

que Ta—lilgn :Cg = 2, para todo a € A. O

Definicao 2.1.10. Dizemos que uma colecao % de subconjuntos de um espago topolédgico

X é uma cobertura para X se a unido dos elementos de % é igual a X. Neste caso,
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dizemos que a colecao € cobre X. Uma subcolecao de ¥ que cobre X é denominada
uma subcobertura de X. Além disso, dizemos que ¥ é uma cobertura aberta para X

quando seus elementos sao subconjuntos abertos de X.

Definicao 2.1.11. Dizemos que um espago topolégico X é compacto quando toda

cobertura aberta de X possui uma subcobertura finita.

s

Teorema 2.1.4. Sejam X = (X, 7) um espaco topoldgico compacto e A C X. Se A é

fechado em X, entao A é compacto.

Demonstragio. Vide [24, Teorema 26.2]. O

Teorema 2.1.5. Sejam X, Y espacgos topologicos e f: X — Y uma aplicacio continua.

Se X é um espago compacto, entao f(X) é compacto.

Demonstragio. Vide 24, Teorema 26.5]. O

Teorema 2.1.6 (Tychonoff). Seja {(Xa,7a)}aca uma familia de espagos topolégicos
compactos. Entao, (X,T) é um espago topoldgico compacto, onde X e T sdo como na
Definicao 2.1.9.

Demonstragio. Vide [24, Teorema 37.3]. O

Considerando-se espacos topoldgicos arbitrarios, nao é sempre verdade que cada
subconjunto unitario é um conjunto fechado. Por exemplo, considere no conjunto X =
{a,b,c} a topologia 7 = {0, {a, b}, {b, c}, {b}, X}. Observe que o conjunto unitério {b}
nao é fechado, pois o seu complementar {a, c} ndo é um aberto de X. Outro fato que vale
destacar é que, em espacos topoldgicos mais gerais, nem sempre é verdadeira a unicidade
do limite de redes. De fato, basta considerarmos no espago topologico (X, ), definido
anteriormente, a rede (x4)q.ecp dada por x, = b para todo o € D. Esta rede converge para
os pontos a, b e c. A fim de garantir que ndo nos deparemos com as patologias descritas
anteriormente, costuma-se impor uma condicao adicional sobre os espacos topolégicos. Um
axioma sugerido por Felix Hausdorff, que enunciaremos a seguir, garante que os conjuntos
unitarios em espacos topoldgicos sejam fechados e garante também a unicidade do limite

de redes.

Definicao 2.1.12. Dizemos que um espaco topolégico X é um espag¢o de Hausdorff
quando para cada par de pontos distintos x,y € X, existem abertos U e V contendo x e

y, respectivamente, tais que U NV = ().

Teorema 2.1.7. Se X € um espaco de Hausdorff, entao todo subconjunto finito de X é

um subconjunto fechado em X.

Demonstragio. Vide [24, Teorema 17.8]. O
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Teorema 2.1.8. Seja X um espago de Hausdorff. Se (xa)aep € uma rede convergente em

X, entdao o seu limite é unico.

Demonstra¢io. Seja (Tq)acp C X uma rede tal que lién To=ae lior}n To =b,onde a,b e X
sao tais que a # b. Como X é um espaco de Hausdorff, existem abertos U e V em X
contendo a e b, respectivamente, tais que U NV = ). Por outro lado, existem oy, oy € D
tais que z, € U para todo a € D tal que oy X a e z, € V para todo a € D tal que
as = a. Como D é um conjunto dirigido, existe ag € D tal que a1 < ag e as = agp. Logo,
se a € D é tal que ag = «, entdao x, € UNV. Absurdo. O

2.2 ESPACOS METRICOS

Definicao 2.2.1. Uma métrica em um conjunto X é uma aplicacdo d : X x X — R com

as seguintes propriedades:

(1) d(z,y) > 0 para todos z,y € X.
(2) d(x,y) =0 se, e somente se, z = y.
(3) d(z,y) = d(y,x) para todos z,y € X.

(4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos x,y, z € X (Desigualdade triangular).

O ntmero d(z,y) é denominado a distancia entre z e y na métrica d. Fixados x € X e
e >0, o conjunto B.(z) ={y € X | d(z,y) < €}, dos pontos de X cuja distancia ao ponto
x é menor que € é denominada a bola aberta de raio ¢ e centro em . Um conjunto X

no qual esta definida uma métrica d é denominado um espago métrico e é denotado por
X = (X,d).

Proposicao 2.2.1. Se d é uma métrica em X, entdo a colecao T de todas as bolas abertas
B.(z), onde z € X e e >0, é uma base para uma topologia em X, chamada topologia

da métrica induzida por d.

Demonstragao. Vide [24, Defini¢ao 20.2]. O

Observagao 2.2.1. Todo espago métrico (X, d) é um espago topoldgico. Além disso, vale
ressaltar que todo espaco métrico é um espaco de Hausdorff. Se z,y € X sao tais que

x # y, entao, tomando € = @, vemos que B.(x) N B.(y) = 0.

Observacgao 2.2.2. Tendo em vista a Proposicao 2.2.1, segue que A C X é um aberto
na topologia da métrica quando para cada = € A, existe § > 0 tal que x € Bs(z) C A.
Com efeito, sendo A um aberto, entdo para cada z € A, existe um elemento base
B.(y) satisfazendo = € B.(y) C A. Por outro lado, sabemos que existe 6 > 0 tal que
Bs(z) C B:(y), de modo que Bs(z) C A.
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A seguir, nds veremos como alguns dos resultados topologicos podem ser reeditados
no contexto de espagos métricos.

Lema 2.2.1. Sejam X = (X, d) um espago métrico e A C X. Entio, x € A se, e somente

se, existe uma sequéncia (T,)neny C X tal que li_}rn Tp =1T.
n o0

Demonstragio. Vide [24, Lema 21.2]. O

Teorema 2.2.1. Sejam X = (X,dx), Y = (Y,dy) espagos métricos e f : X — Y uma

funcao. Entao, as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) f € continua em a € X.

(2) Dado € > 0, existe § > 0 tal que se x € X e dx(x,a) <9, entdo dy(f(x), f(a)) < €.

(3) Para toda sequéncia (xp)nen em X tal que lim x, = a, temos lim f(xn) = f(a).
Demonstragio. Vide [24, Teorema 21.1 e Teorema 21.3]. O

Definigao 2.2.2. Sejam X = (X,dx) e Y = (Y, dy) espagos métricos. Dizemos que uma
aplicacdo f : X — Y é uma isometria quando dy(f(z), f(y)) = dx(z,y) para todos
xz,y € X.

Observagao 2.2.3. Toda isometria f : X — Y é uma aplicacao injetora, pois se z,y € X
sdo tais que f(z) = f(y), entdo dx(z,y) = dy(f(z), f(y)) = 0. Logo, z =y.

Definicao 2.2.3. Seja X = (X,d) um espago métrico. Dizemos que uma sequéncia
(Zn)nen de pontos de X é uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0, existe
ng € N tal que d(z,,x,) < € sempre que n,m > ng. No caso em que toda sequéncia
de Cauchy (z,)nen de X converge para um ponto x € X, dizemos que X é um espago

métrico completo.

2.3 ESPACOS DE BANACH

Nos comecaremos esta secao definindo o conceito de norma em um espacgo vetorial.

Neste trabalho nossos espagos vetoriais serao sempre sobre K, onde K =R ou C.

Definicao 2.3.1. Seja X um espaco vetorial sobre K. Dizemos que uma func¢do nao

negativa || - || : X — R é uma norma em X quando satisfaz aos seguintes axiomas:

(1) ||=|| > 0 para todo = € X.
(2) ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0.

(3) |[Az|| = |\|||x|| para todos z € X e A € K.
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(4) ||z +y|l < |lz|| + ||yl para todos =,y € X (Desigualdade triangular).

Uma aplicagdo p : X — R satisfazendo os itens (1), (3) e (4) da Definigao 2.3.1 é
denominada uma seminorma. Um espago vetorial X com uma norma || - || é dito um

espago vetorial normado e ¢ denotado por (X, 4+, - ).

Proposigao 2.3.1. Seja X = (X, 4+, - ||) wm espago vetorial normado. A aplicagdo
d: X x X — R dada por d(z,y) = ||z — y|| define uma métrica no espago X, de modo que

X = (X,d) torna-se um espago métrico.

Demonstragio. Vide [23, Exemplo 1.1.6]. O
Observagao 2.3.1. Para um espaco vetorial normado X = (X, +, || - ||), a norma também
satisfaz a desigualdade |||z|| — ||y||| < || — y|| para todos x,y € X. Dessa forma, a norma

| - || é uma aplicagdo continua em X.

Exemplo 2.3.1. Seja X um espago topologico compacto de Hausdorff. Consideremos
o conjunto C(X) = {f : X — K| f é continua}, em que a topologia de K é a induzida
pela norma. Entéo, C(X) é um espago vetorial sobre K com a soma (f +g¢) : X — K
e multiplicagdo por escalar A f : X — K definidas por (f + ¢)(x) = f(z) + g(z) e
(A f)(x) = X f(x), para todos f,g € C(X) e x € X. Agora, observemos que, pelo Teorema
2.1.5, || flleo = sup{|f(z)| | x € X}, onde f € C(X), estd bem definida. Além disso, || - ||
define uma norma em C(X), veja [16, Defini¢ao 1.3]. Logo, C(X) = (C(X), +, || - ) ¢ um

espago vetorial normado.

Teorema 2.3.1 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1,00). FEntao, para todos

Tn,Yn €K, onden=1,...,k, temos
1 1 1
k p k » k p
(S tew )= (Sle) 4 (Sl
n=1 n=1 n=1
Demonstragio. Vide [16, Teorema 1.7]. ]

Definicao 2.3.2. Seja p € [1,00). Denotaremos por ¢, o conjunto de todas as sequéncias
(Zn)nen em K tais que ioj |z, [P converge. Denotaremos por ¢y, o conjunto de todas as
sequéncias escalares limitnz;(Jllas em K, isto é, sequéncias (z,)nen tais que, para algum M > 0,
|z,| < M para todo n € N.

A seguir, nés apresentaremos mais exemplos de espagos vetoriais normados.

Exemplo 2.3.2. Para todo p € [1,00), o conjunto ¢, é um espago vetorial normado. De
fato, fixemos = = (Zn)nen, ¥ = (Yn)nen € {p. Pela desigualdade de Minkowski (Teorema
2.3.1), para todos k, [ € N satisfazendo k <[, temos:

1 1 1 1
P P P

(Z |xn+yn|p)2(né ) +(z il s(Z ||)+(z il
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1 1 1
k P 00 » 00 P
Assim, quando [ — oo, (Z |z, + yn|p> < (Z ]a:n|p) "+ (Z ]yn|p) ’ para todo k € N.
n=1 n=1 n=1

Agora, quando k — 0o, nés podemos ver que Y. |z, + y,|[’ < co. Definimos z +y =
n=1
(Tr, + Yn)nen € Ax = (AZp)nen, onde A € K. Dessa forma, as operagoes de soma e

multiplicacao por escalar estao bem definidas em ¢,. Além disso, para cada x € ¢,

x|, = (%_ojl\xn\p> " define uma norma nesse espaco. Logo, £, = (£p, +, || - |l,) é um espaco

vetorial normado (ver [18, Teorema 2.28)).

Exemplo 2.3.3. Agora, consideremos o conjunto /., da Defini¢ao 2.3.2. Sabemos que
a soma de duas sequéncias limitadas é uma sequéncia limitada e que o miltiplo escalar
de uma sequéncia limitada também é uma sequéncia limitada. Desta forma, ¢, torna-se
um espaco vetorial com as mesmas operagoes definidas no Exemplo 2.3.2. Além disso, de
modo andlogo ao Exemplo 2.3.1, definindo ||z||« = sup{|z,| | n € N} para todo = € /.,
obtemos uma norma nesse espago. Portanto, fo, = (Yoo, +, || - ||oc) é um espago vetorial

normado.

Exemplo 2.3.4. Sejam X = (X, +,] - ||x) um espago vetorial normado e A C X um
subespaco fechado. A relagdo ~ em X definida por = ~ y se, e somente se, r —y € A,
onde x,y € X, é uma relacdo de equivaléncia. Denotaremos a classe de equivaléncia de
um elemento z € X por & = {y € X | z —y € A}. O conjunto de todas as classes de
equivaléncia de X serd denotado por X/A = {Z |z € X}. O conjunto X/A torna-se um
espaco vetorial com as operacoes T + § := 30/4—\y eANT = X;:, onde z,y € X e A € K sao
arbitrarios. Além disso, como A C X é fechado, ||2|| = inf{||ly||x | y € &} define uma

norma em X /A, denominada a norma canoénica em X/A, veja [16, Defini¢ao 1.20].

Defini¢ao 2.3.3. Seja X um espago vetorial munido com duas normas |||-||| e || - |-
Dizemos que as normas |||-||| e || - || sAo equivalentes quando existem «, 5 > 0 tais que
a[zf| < [[lz|l] < B l=]| para todo z € X.

Exemplo 2.3.5. Seja {(X;, | - |

O produto cartesiano X = X; x ... x X,, torna-se um espago vetorial com as operacoes

x;) }iy uma colecao finita de espagos vetoriais normados.

usuais, isto é,

(@1, mn) + (Wi W) = (B0 + Y1, T+ Un),s
AMxy, oo xn) = Az, ., A Ty),

onde, z;,y; € X; paratodoi=1,...,n e A € K. Além do mais, para (x1,...,2,) € X

arbitrario, definimos as seguintes normas no espaco X:

@) N, wa)lly = 3]

@) N sea)lla = /3 el
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(3) (1, )l = max [|az;]

i<icn I
Vale ressaltar que as normas || - ||, || - ||2 € || - ||oo S840 equivalentes.
Notagao: Seja X = (X,+,] - ||) um espago vetorial normado. Denotaremos a bola

unitéria fechada em X por Bx = {x € X | ||z|| < 1}.

Definicao 2.3.4. Sejam X = (X, +, |- ||x) e Y = (Y, +, ] -|lv) espagos vetoriais normados
eT : X — Y uma aplicacao linear. Dizemos que T' é uma aplicacao limitada quando

T(Byx) ¢ um subconjunto limitado de Y.

A seguir, nés apresentaremos outras formas de se definir continuidade para o

contexto das aplicacOes lineares entre espacos vetoriais normados.

Proposigao 2.3.2. Sejam (X, +,[ - [[x), (Y,+,[ - [lv) espagos vetoriais normados e

T : X — Y uma aplicacao linear. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) T € continua em X.
(2) T é continua na origem.
(3) Eziste ¢ > 0 tal que | T(z)|y < c||z||x para todo z € X.

(4) T(Bx) € limitado em Y .
Demonstragio. Vide [16, Proposigao 1.17]. O

Notacgao: O espaco das aplicacoes lineares continuas entre espagos vetoriais normados
serd denotado por B(X,Y) = {T : X — Y | T é linear ¢ limitada}. Quando X =Y,
denotaremos simplesmente B(X) = B(X, X). No caso em que Y =K, o espago B(X, K),
denominado o dual topoldgico de X, serd denotado por X*. Além disso, um elemento

f € X* é denominado um funcional linear continuo.

Proposigao 2.3.3. Se X = (X, +,|| - [|x) e Y = (Y, +,| - |lv) sdo espagos vetoriais

normados, entio |T|« = sup ||T(x)|ly, onde T € B(X,Y), define uma norma em
z€Bx

B(X,Y).

Demonstragio. Vide [25, Teorema 4.1]. ]

Observacao 2.3.2. Em espacos normados de dimensao finita nés sabemos que todo
funcional linear é continuo. Por outro lado, em espacos normados de dimensao infinita

existem funcionais lineares que nao sao continuos - veja Teorema 2.3.3.

Agora nos falaremos um pouco sobre conjuntos parcialmente ordenados e o Lema

de Zorn - lema este que nos permite provar o famoso teorema de Hahn-Banach.
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Definicao 2.3.5. Uma ordem parcial em um conjunto X é uma relagdo binaria <

satisfazendo, para todo x,y, z € X, as seguintes condic¢oes:

(1) Reflexividade: z < x.
(2) Antissimetria: Se z <y e y < z, entdo z = y.

(3) Transitividade: Se x <y e y < z, entdo = =< z.

Nesse contexto, um conjunto parcialmente ordenado é um par (X, <) em que X é um
conjunto e < é uma ordem parcial em X. Dizemos que X é um conjunto totalmente

ordenado quando, para todos x,y € X, temos x <y ou y < x.

Definigao 2.3.6. Seja X = (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que um
subconjunto A de X é uma cadeia quando A é um conjunto totalmente ordenado com
a ordem parcial induzida por X. Uma cota superior para um subconjunto A de um
conjunto parcialmente ordenado X é um elemento z € X tal que a < x para todo a € A.

Dizemos que um elemento m € X é maximal quando m = a sempre que m = a, onde
ac X.

Lema de Zorn. Se X = (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadeia

A em X possui cota superior em X, entao X possui um elemento maximal.

O Lema de Zorn nos permite provar o seguinte resultado:

Teorema 2.3.2. Todo espaco vetorial nao nulo possui uma base.
Demonstragio. Vide [26, Teorema 6.1.1]. ]

Como consequéncia do teorema acima, nés podemos provar o seguinte:

Teorema 2.3.3. Se X = (X, +,| - ||) € um espago vetorial normado de dimensao infinita,

entdao existe um funcional linear descontinuo f : X — K.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.3.2, X possui uma base. Tomamos # = {x,}aca uma
base de X constituida de vetores unitérios, isto é, ||z,|| = 1 para todo ae € A. Como X
tem dimensao infinita, a cardinalidade do conjunto # ¢ infinita. Como todo conjunto
infinito possui um subconjunto infinito enumeravel (ver [24, Teorema 9.1]), podemos tomar
€ = {%a, }nen C AB. Definimos f : B — K tal que f(z,,) = n para todon € N e
f(zy) = 0 quando x, ¢ €. Passamos entdo para uma extensao linear f : X — K. No

entanto, f nao é continua, pois f(Bx) ndo é um subconjunto limitado de K. O

Definig¢ao 2.3.7. Seja X = (X, +, || - ||) um espago vetorial normado. Dizemos que X é
um espago de Banach quando X = (X, d) é um espago métrico completo, onde d é a

métrica induzida pela norma, isto é, d(x,y) = ||z — y|| para todos =,y € X.
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Neste contexto, nds temos, por exemplo, os seguintes resultados:

Teorema 2.3.4. Um espago vetorial normado X = (X, +, || - ||) € um espago de Banach

se, e somente se, toda série absolutamente convergente em X € convergente.

Demonstragio. Vide [16, Lema 1.15]. O

Proposicao 2.3.4. Sejam X um espago de Banach e Y C X um subespaco. Entdo, Y é

um espago de Banach se, e somente se, Y é um subespaco fechado de X.

Agora nos apresentaremos alguns espagos de Banach classicos.

Exemplo 2.3.6. O espaco C(X) = (C(X),+,] - [|s), onde X um espago topoldgico
compacto de Hausdorff, é um espago de Banach. Veja [16, Definigao 1.3].

Exemplo 2.3.7. Para todo p € [1,00), 0 espaco €, = ({,,+, ] - ||), ¢ um espago de Banach.
Veja [16, Proposigao 1.11].

Exemplo 2.3.8. O espago oo = (loo, +, ||+ |lc) ¢ um espago de Banach. Veja [16,
Proposigao 1.11].

Exemplo 2.3.9. Denotamos por ¢ o espago de todas as sequéncias escalares convergentes
em K e por ¢y 0 espago de todas as sequéncias escalares que convergem para 0 € K. Entao
¢ e ¢g sao subespacos fechados de /,, na norma induzida e, portanto, pela Proposicao 2.3.4,

sao espagos de Banach. Veja [16, Proposicao 1.11].

Exemplo 2.3.10. Sejam X = (X, +, || - ||x) um espago de Banach e A C X um subespago
fechado. Entdo, o espago quociente X/A com a norma candnica ||Z|| = inf{||y||x | v € £},

onde & € X/A, é um espago de Banach. Veja [16, Proposicao 1.21].

Exemplo 2.3.11. Sejam X = (X,+,[ - [x) e Y = (Y, +,] - |ly) espacos vetoriais
normados. Se Y é um espago de Banach, entao o espaco B(X,Y), com a norma dada por

IT|cc = sup ||T'(x)]|y, ¢ um espago de Banach. Veja [16, Teorema 4.1]. Consequentemente,
rEBx

o espago X* = B(X,K), o dual topolégico de X, é um espaco de Banach.

Exemplo 2.3.12. Seja {(X;, || - ||x,)}i=; uma colecao finita de espagos de Banach. O
espago X = X x ... x X,, ¢ um espaco de Banach quando munido de qualquer uma das

normas || - ||1, || - |2 € || - ||o definidas no Exemplo 2.3.5. Veja [23, Corolario 7.2.1].

Exemplo 2.3.13. Pelo Exemplo 2.3.6, tomando X = [0,1] C R, C([0, 1]) é um espago
de Banach. Consideremos P([0,1]) = {p : [0,1] — R | p é um polinémio} C C([0,1]).
Entao, P([0,1]) é um subespago de C([0, 1]). No entanto, P(]0,1]) ndo é um espago de
Banach. De fato, para cada n € N, definimos um polinémio p, : [0,1] — R dado por

po(x) = 3 %’T Desta forma obtemos uma sequéncia de polinémios (p,)nen em P([0, 1]).
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Seja f : [0,1] — R dada por f(z) = e*. E bem conhecido que f € C([0,1]) e que a
sequéncia (py,)nen converge para f € C([0,1]). Assim, f € P([0,1]). Porém, f ¢ P([0,1]).
Logo, P([0,1]) ndo é um subespago fechado de C([0,1]). Portanto, pela Proposigao 2.3.4,

segue o resultado.

2.4 ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Definicao 2.4.1. Seja X um espago vetorial. Um produto interno em X é uma

aplicacao (-,-) : X x X — K com as seguintes propriedades:

(1) (z,z) > 0 para todo = € X.

(2) (z,z) =0 se, e somente se, z = 0.

(3) (z,y) = (y, ) para todos x,y € X, onde \ representa a conjugacio complexa.
(4) (x 4+ Ny, z) = (z,2) + Xy, 2) para todos z,y,z € X e A € K.

Exemplo 2.4.1. Se X = R", o produto interno canénico é dado por (z,y) = ixz yi, onde
i=1

x=(x1,...,2,),y = (Y1, ...,yn) € R". De modo andlogo, definimos o produto interno
n

candnico em C" por (z,w) = > z;wW;, onde z = (z1,...,2,),w = (wy,...,w,) € C".

i=1
Proposigao 2.4.1 (Desigualdade de Cauchy Schwarz). Se X é um espago vetorial equipado
com um produto interno (-,-), entao |(z,y)| < \/(x,z)\/{y,y) para todos x,y € X.

Demonstragio. Vide [16, Teorema 1.29]. ]

Como consequéncia da proposicao anterior, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.2. Seja X um espago vetorial munido com um produto interno (-,-).

Entao, a aplicagao || -] : X — R dada por ||z|| = \/{x,z) define uma norma em X.
Demonstragio. Vide [16, Teorema 1.29]. ]

Definigao 2.4.2. Dizemos que um espaco de Banach H é um espago de Hilbert quando
existe um produto interno (-,-) em H tal que ||z|| = \/(z,z) para todo x € H.

Observacao 2.4.1. Se H é um espaco de Hilbert, entdo a norma induzida pelo produto

interno satisfaz a identidade do paralelogramo, isto é, para todos x,y € H, temos:
o+ ylI* + llz —yl* = (@ +y. 2 +y) + (@ =y —y) = 2 (|21 + y[*)

Teorema 2.4.1. Seja X = (X, +, || - ||) um espago vetorial normado. Entao, sua norma
Il - || € proveniente de um produto interno se, e somente se, ela satisfaz a identidade do

paralelogramo.
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Demonstragio. Vide [15, Teorema 18.1]. ]

Exemplo 2.4.2. Consideremos o espago de Banach C" = (C",+,] - ||2) com a norma

Euclidiana, isto é, com a norma definida por ||z]js = [/ X |2|?, onde z = (21, 29,...,2,) €
i=1

C". Entao, C" é um espaco de Hilbert. Com efeito, para cada ¢ = 1,...,n, temos

n
|zi]* = 27, de modo que ||z|s = 2;Z;. Considerando o produto interno candnico
\ =

em C", isto é, (z,w) = f:zim-, onde z = (z1,...,2,),w = (wy,...,w,) € C", temos
=1

1=

(z,2) = Xz = ||zll3- Logo, [|2llz = /(2 2).

Exemplo 2.4.3. Seja H = (#H,+, | - ||) um espago de Hilbert. Denotamos por (-,-) o

produto interno em #H que induz a norma || - ||. Entdo, fixado n € N, pelo Exemplo 2.3.12,
o0 espac¢o ‘H™ é um espago de Banach quando munido com a norma ||z||s = /> ||#:[|?, onde
i=1

x = (r1,...,2,) € H". A aplicagao ((-,-)) : H" x H" — K definida por

n

(((1:1,...,xn),(yl,...,yn)>> :Z<xi7yi>7 (21)

=1

define um produto interno em H". Além disso, dado x = (z1,...,z,) € H", nds temos
n n

((x,x)) = Zl(xl,:m} = Zlel\P Logo, +/({(z,z)) = ||x||2. Desta forma, a norma || - ||2 no
1= 1=

espago H" %)rovém do produto interno definido em (2.1).

No préximo exemplo, observamos que nem todo espaco de Banach é um espaco de
Hilbert.

Exemplo 2.4.4. O espago de Banach /o, = (Yo, +, || - [[0) nd0 é um espaco de Hilbert.
Com efeito, caso contrario existiria um produto interno (-,-) : f X lo — K tal que,
para todo x € lu, ||z|lec = \/(z,z). Assim, a norma || - || satisfaz a identidade do
paralelogramo. Tomemos e¢; = (x,)nen € loo definida por x; = 1 e x, = 0 para n > 2.
Tomemos também e = (Y, )nen € lo definida por yo =1 e y,, = 0 se n # 2. Desta forma,
nés temos |le; + esl|2, =1, |ler — ea]|2%, = 1, |ler]|Z, = 1 e ||e2||%, = 1. Mas, pela identidade
do paralelogramo, temos ||e; + e +||e1 —e2]|2, = 2 (||les]|2, + ||le2]|%,). Absurdo. Portanto,
a norma || - || nao satisfaz a identidade do paralelogramo e, pelo Teorema 2.4.1, nao é

proveniente de um produto interno.

Lema 2.4.1. Sejam H um espago de Hilbert e x,y € H. Entao, (z,y) =0 se, e somente
se, ||z|| < ||z + ty| para todo t € K.

Demonstra¢io. Suponhamos que (z,y) = 0. Fixado t € K, nés temos

lz +tyll* = ll=[* + 2 Re(E ) + [t]* Iy ]]*. (2.2)
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Dessa forma, ||z + ty||> = ||z||* + |¢t|*||y]|?, isto é, ||| < |z + ty||. Reciprocamente,

suponhamos que ||z|| < ||z + ty|| para todo t € K. Entao, ||z]|> < ||z + ty||*. Em

particular, utilizando (2.2) e tomando t = — T@f@, temos |(z,y)|*> < 0. Logo, (z,y) =0. O

Definigao 2.4.3. Sejam H um espaco de Hilbert e A C ‘H um subespaco. O complemento
ortogonal de A em H ¢ definido por At = {z € H | (z,y) = 0 para todo y € A}.

Observacao 2.4.2. O complemento ortogonal de um subespago A de um espago de
Hilbert H ¢ um subespaco de H. Com efeito, fixados =,y € A+ e A € K. Entdo, dado
z€ A (x+ Ay, 2) = (z,2) + My, z) = 0. Logo, x + Ay € AL

Definicao 2.4.4. Sejam X um espago vetorial e A, B C X subespagos. Dizemos que X é
a soma direta de A e B, o que denotaremos por X = A @ B, quando todo = € X possui

uma representacao Unica na forma xr = v+ w, onde v € A e w € B.

Teorema 2.4.2. Se H é um espaco de Hilbert e A C H € um subespago fechado, entdo
H=Ap AL

Demonstragao. Seja x € H. Tomemos 0 := in£ |z — a||. Assim, obtemos uma sequéncia
ac
(an)nen C A tal que lim |z — a,|| = 0. Pela identidade do paralelogramo, para todo
n o

m,n € N, temos
2|am — 2||* + 2lan — 2| = llam — anll* + llam + an — 22",

Como 2=F2 € A, segue que
Ay, + A, 2
2

lam — anll® = 2llam — 2|* + 2|la, — =||* — 4

< 2|am — x||* + 2 ||a, — 2||* — 4%

Como a norma em H ¢é continua, quando m — oo e n — 00, temos ||a, — a,|| — 0.
Desta forma, (a,)nen é uma sequéncia de Cauchy em A. Como A é fechado, a,, — a para
algum a € A. Uma vez que ||z — a,|| — J, novamente pela continuidade da norma, temos
|z —al| = | nlgr&)(x —a,)| = lim |z — an|| = 0. Agora, fixemos y € A. Entao, para todo
t € K, temos ||(z —a) +ty|| = ||z + (ty —a)|| > 0 = || — a||. Pelo Lema 2.4.1, segue que
r—a € At Portanto, r = a+ (z —a), onde a € A e v —a € AL, Por fim, suponhamos
que a' € A e z € At sdo tais que x = a’ + z. Entdo, @’ + z = a + (x — a). Dessa forma,

z—(r—a)=a—d € ANA*+. Logo,d =aez=1z—a. O

Definicao 2.4.5. Sejam X e Y espagos vetoriais. Dizemos que uma aplicacao T': X — Y
é antilinear quando T'(x + \y) = T'(x) + AT(y) para todos z,y € X e A € K.

Teorema 2.4.3 (Representagiao de Riesz). Sejam H um espaco de Hilbert e H* o seu
dual topoldgico. A aplicagio f:H — H* que a cada y € H associa f(y) =T, € H*, dada

por Ty (x) = (x,y) para todo x € H, é uma isometria antilinear sobrejetora.
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Demonstragao. Seja y € H. Notemos que se y = 0, entao T, = 0. Assim, suponhamos
que y # 0, entdo f(y) =T}, é um funcional linear e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
T, (x)] = [{z,y)| < ||z|||y|]| para todo = € H. Diante disso, T, € H*. Logo, a aplicagao
[ estd bem definida. Além disso, se x € H é tal que ||z| < 1, entao |T,(x)| < |y|-
Assim, || < [lyll. Por outro lado, ly|* = (g, 4| = T,()| < IT; | Iyl Dessa forma,
Iyl < ITyll. Logo, [If ()l = ITyll = llyll para todo y € H. Agora, dados y,z € H e
A € K, temos f(y + X2)(x) = (z,y + Az) = (x,9) + ANz,2) = f(y)(z) + A f(2)(z) =
(f(y) + A f(2))(z) para todo x € H. Portanto, f ¢ antilinear. Por fim, fixemos T € H*.
Se T'= 0, entdo T' = f(0). Suponhamos 7" # 0. Como T ¢ continuo, o nicleo ker(T") é
um subespaco préprio fechado em H. Pelo Teorema 2.4.2, H = ker(T) @ ker(T)*. Diante
disso, existe z € ker(T)* tal que ||z|| = 1. Agora, observemos que para cada y € H,
(T(y)x —T(x)y) € ker(T). Assim, para todo y € H, tem-se (x,T(y)x — T(x)y) = 0, ou

seja, T'(y) = (y, T(x) z). Desta forma, T(y) = (y, T(z) z). Tomando u = T'(z) x, temos
T = f(u). O

2.5 APLICACOES BILINEARES

Definigao 2.5.1. Sejam X, Y e Z espagos vetoriais. Dizemos que ¢ : X X Y — Z é uma
aplicacao bilinear quando, para cada a € X e cada b € Y, as aplicagoes ¢, : ¥ — 2
e vp : X — Z definidas por p,(y) = v(a,y) e vo(x) = p(x,b), s@o aplicagdes lineares.

Quando Z = K é um corpo, dizemos que ¢ : X x Y — K é um funcional bilinear.
Exemplo 2.5.1. O produto interno em um espago vetorial real é uma aplicacao bilinear.

Proposigio 2.5.1. Sejam X = (X, +. |- [x), ¥ = (V[ - ) ¢ Z = (Z.+] - |12)
espacos vetoriais normados. Se ¢ : X XY — Z € uma aplicagdo continua, entao para

cada a € X e cada b €Y, as aplicagoes v, e @y, sao continuas.

Demonstragio. Fixemos ¢ > 0. Vamos considerar a norma | - [|o no espago X x Y.
Seja (a,b) € X x Y. Como ¢ é continua, existe 6 > 0 tal que se (z,y) € X xY e
|(x —a,y — )]l < 0, entao ||¢(x,y) —¢(a,b)||z < e. Assim, se z € X e ||z —al|x <9,
temos [|gp(x) —p(a)llz = ||le(x,b) —¢(a,b)||z < €. Por outro lado, sey € Y e |ly—b|ly < 0,
entdo ||va(y) — va(b)]|z = ll¢(a,y) —¢(a,b)||z < €. Logo, ¢, e ¢y sdo aplicagbes continuas
paratodosa € X ebeY. O

No proximo exemplo, nos constatamos que a reciproca da proposi¢ao anterior nao
¢é verdadeira.
Ty

x? + y?
(z,y) # (0,0) e ©(0,0) = 0. Entao, ¢ é uma aplicacao continua em cada uma de suas

Exemplo 2.5.2. Seja ¢ : R x R — R a aplicacdo definida por p(x,y) = se

coordenadas. Porém, observamos que ¢ nao é continua no ponto (a,b) = (0,0). De fato,
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Proposicao 2.5.2. Sejam X = (X, +,| - l|x), Y = Y, +, | - lly) e Z = (Z,+,| - ||2)
espacos vetoriais normados e p : X XY — Z uma aplicagao bilinear continua. Entao,
existe M > 0 tal que ||p(z,y)||lz < M ||z||x ||ly|ly para todosxz € X ey €Y.

Demonstracio. Fixemos € X e y € Y. Suponhamos que x # 0 e y # 0. Como ¢ é
continua, existe § > 0 tal que ||¢(v, w)||z < 1 sempre que (v,w) € X XY e [[(v,w)]|s < 9.

Agora, tomamos xy = m reyy = y. Assim, [|zo]lx < 2 e|lyolly < 3. Diante disso,

5
4llylly
temos ||(zo, Yo)llos < 8, 0 que implica [|¢(xo, yo)[|z < 1. Logo, [[¢(z,y)llz S 3 lzllx lylly-
Desta forma, basta tomarmos M = ;—S. Agora, observemos que se z = 0 ou y = 0, entao
lo(z,y)llz =0 = M|[z]/x ||ylly. Portanto, |l¢(z,y)|| < M |lz[x [[ylly para todos z € X e

yey. [
2.6 ANALISE COMPLEXA

Definicao 2.6.1. Sejam U C C um aberto e f : U — C uma fungao. Dizemos que f é
diferencidvel no ponto a € U quando existe o limite f'(a) = }Zil%w. Quando f
%

¢ diferenciavel em todos os pontos de U, dizemos que f ¢é diferenciavel em U.

Observagao 2.6.1. Se f: U — C é uma fungao diferenciavel em U C C, entdo podemos
definir a funcdo f’: U — C. Neste caso podemos considerar f) = (f’)’ - desde que f’ seja
diferencidvel. Indutivamente definimos: f™ = [f(~V]’ para todo n > 2. Neste contexto,

f é dita infinitamente diferencidvel em U quando f™ existe para todo n € N.

Definicao 2.6.2. Sejam U C C um aberto e f : U — C uma fungao. Dizemos que f é
uma funcao analitica quando ela é diferenciavel em U e a sua derivada f’ é uma fungao

continua.

Proposicao 2.6.1. Seja f(2) = Y a, (2 —a)™ com raio de convergéncia R > 0, ou seja,
n=0
f: Br(a) — C. As sequintes afirmagoes sio verdadeiras:
(1) Para cada k > 1 a série in(n —1)...(n —k+1)a,(z —a)"* tem raio de
n=k
convergéncia R.
(2) A funcgao f é infinitamente diferencidvel em Bg(a). Além disso, vale a sequinte

tqualdade
B (2 => nn-1)...(n—k+1)a,(z —a)" -k

n=~k

para todo k > 1 e z € Bg(a).

(3) Para todo n inteiro satisfazendo n > 0, temos a, = % f™(a).
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Demonstracio. Vide [13, Proposicao 2.5]. ]

Definicao 2.6.3. Seja f : C — C uma fungdao. Dizemos que f é uma funcado inteira

quando ela é analitica em todo o plano complexo.

Teorema 2.6.1 (Liouville). Se f: C — C ¢é uma fun¢do inteira e limitada, entao f é

constante.

Demonstragio. Vide [13, Teorema 3.4]. ]
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3 ANALISE FUNCIONAL

O objetivo deste capitulo sera o de apresentar trés dos teoremas classicos da Analise
Funcional, a saber, Teorema de Hahn-Banach, Teorema do Grafico Fechado, e por fim o

Teorema de Banach-Alaoglu.

3.1 TEOREMA DE HAHN-BANACH

3.1.1 A versao real do Teorema de Hahn-Banach

A fim de provarmos a versao real do Teorema de Hahn-Banach, nds precisaremos

apresentar uma definicdo preliminar e um lema técnico.

Definicao 3.1.1. Sejam X um espago vetorial real e ¢ : X — R uma func¢do. Dizemos

que ¢ ¢ um funcional sublinear quando para todos x,y € X e A > 0, temos:

(1) q(z+y) < q(z) + q(y).
(2) g\ ) = Ag(x).

Observacao 3.1.1. De acordo com a defini¢ao anterior, ressaltamos que nao estamos
excluindo a possibilidade de ¢(z) ser negativo para algum = € X. Quando ¢(x) > 0 para

todo x € X, temos q(Az) = || g(z). Nesse caso, ¢ é uma seminorma.

Notagao: Sejam X um espaco vetorial e M um subconjunto de X. Denotaremos por

(M) o subespago de X gerado pelo conjunto M.

Lema 3.1.1. Sejam X um espago vetorial real, A C X um subespaco e f : A — R
um funcional linear satisfazendo f(x) < q(x) para todo x € A, onde q : X — R € um
funcional sublinear. Se X = A @ (x¢), para algum zo € X, entdo existe um funcional
linear F : X — R tal que F(x) < q(x) para todo x € X e F|s = f.

Demonstragio. Como f é linear, temos f(x) — f(y) < q(x + zo) + q(—xo — ¥y), isto é,
—f(y) — q(—zo —y) < —f(x) + q(x + x¢) para todos z,y € A. Logo, fixado x € A, segue
que o conjunto 6, = {—f(y) —q¢(—zo—y) | y € A} é limitado superiormente. Desta forma,
existe a = sup %,. De modo analogo, fixado y € A, €, = {—f(z) + q(x + o) | v € A} é
um conjunto limitado inferiormente. Assim, existe b = inf 6. Consequentemente, a < b.

Agora, fixemos ¢ € R tal que a < ¢ < b. Entao,

~f(4) — a(—20 — ) < ¢ para todo y € A, (3.1)
¢ < —f(x) + q(z + o) para todo z € A. (3.2)



29

Definimos F' : X — R tal que F(z + axzg) = f(z) + ac para todo x € A e todo a € R.

Afirmamos que F é linear. Com efeito, fixemos x1 + a1 xg, 2 + as g € X e A € R. Entao,

F(xi 4+ ar1x0+ X224+ agxg)) = F(r1 + Axg + (a1 + Aaz) o)
= flz1 4+ Az2) + (a1 + ) c
= f(z1) + a1+ A(f(x2) + azc)
= F(x1 + a1 x) + A F(x2 + ag xo).

Além disso, fixado x € A, temos F(x) = F(x+0x0) = f(z). Assim, F|4 = f. Finalmente,
afirmamos que F'(z) < ¢(x) para todo x € X. De fato, fixemos z € A e a € R. Observamos
que a 'z € A. Se a < 0, entdo, por (3.1) temos —f(a™tz) — g(—z9 — a"tz) < ¢, ou
seja, f(x) + ac < glazg + ). Logo, F(x + axy) = f(x)+ac < q(z + azg). Por
outro lado, se @ > 0, entdo, por (3.2) temos ¢ < —f(a~'x) + g(a™ z + x¢), ou seja,
f@)+ac<q(x+ axy). Logo, F(z +azy) = f(z) +ac < q(z+ ax). O

Teorema 3.1.1 (Hahn-Banach - versdo real). Sejam X um espago vetorial real e A C X
um subespago. Se f: A — R é um funcional linear satisfazendo f(x) < q(z) para todo
x € A, onde q : X — R é um funcional sublinear, entdao existe um funcional linear
F : X — R satisfazendo F(z) < q(x) para todo x € X e F|s = f.

Demonstragio. Seja € o conjunto de todos os funcionais lineares g : M — R tais que
AC M, gla= feg(r) <q(zr) para todo z € M, onde M é subespaco de X. Denotaremos
os elementos de € por (g, M). Como f € €, temos ¢ # (. Agora, introduzimos uma
relagdo de ordem parcial em % da seguinte maneira: (g, M) = (¢’, M’) se, e somente
se, M C M’ e ¢'|y = g, onde (g, M), (¢, M') € €. Sejam Z = {(gi, M;)}icq uma
cadeia em ¢ e N = U M;. Entao, N é um subespaco de X e M; C N para todo i € 2.
Consequentemente, fieg N . Definimos a aplicagdo ¥ : N — R tal que ¥(x) = g;(z), onde
x € M; ei € Q. Desta forma, como 2 é um conjunto totalmente ordenado, a aplicacao
U estd bem definida e é linear por construcao. Agora, observemos que, para cada r € A
fixado, temos ¥(z) = g;(z) = f(x), i € Q, ou seja, V|4 = f. Além disso, dado =z € N,
segue que V(z) = g;(x), onde z € M; e i € 2. Assim, V(x) < ¢(z) para todo x € N.
Portanto, (¥, N) € €. Além do mais, (g;, M;) < (¥, N) para todo i € 2. Pelo Lema de
Zorn, € possui um elemento maximal (F, N) € €. Diante disto, afirmamos que N = X.
Com efeito, suponhamos que exista xy € X tal que xy ¢ N. Consideremos o subespaco
W = N@(xo) de X. Entdo, N C W e A C W. Pelo Lema 3.1.1, existe um funcional linear
v : W — R tal que p(x) < ¢(x) para todo x € W e ¢|y = F. Consequentemente, p|s = f.
Desta forma, (¢, W) € € e (F,N) = (¢, W). Absurdo, pois (F, N) é maximal. O

3.1.2 A versao complexa do Teorema de Hahn-Banach

Agora, seja X = (X, +) um espago vetorial complexo. Em particular, X é um

espaco vetorial real. Além disso, se f : X — C é uma aplicagdo C-linear, entdo f também
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¢ uma aplicagdo R-linear. Além disso, nés podemos escrever f da seguinte forma: f(z) =
u(x) +iv(x), onde u: X — Rewv: X — R sio fungdes reais. Além do mais, existe uma
relagdo intrinseca entre u e v. Com efeito, f(iz) =i f(x) =iu(x) —v(x) = u(ix) +iv(iz).
Logo, v(z) = —u(iz) para todo x € X. Assim, para cada x € X, podemos escrever
f(x) = u(z) —iu(iz). A seguir, nés veremos como nds podemos “complexificar” um

funcional linear real.

Lema 3.1.2. Sejam X um espago vetorial complexo e u : X — R uma aplica¢io R-linear.

Entdo, a aplicagio f : X — C definida por f(z) = u(z) —iu(iz) é C-linear.

) = Mu(x) —idu(iz) = X f(z). Agora, para
i f(x). Além disso, fixados z,y € X, temos
flx+y) =u(x)+uly) + [—iu(iz)] + [—iu(iy)] = f(z) + f(y). Logo, para todos \, f € R
ex € X, temos f((\+Bilz) = f\z+Biz) (z)+1 6 f(z) = (\+1i ) f(x). Portanto,
f é C-linear. O

Demonstracao. Seja A € R. Entao, f(Ax
i € C, temos f(iz) = u(iz) + iu(z) =

Lema 3.1.3. Sejam X um espaco vetorial complexo, u : X — R uma aplica¢io R-linear e
p: X = [0,00) uma seminorma. Se |u(z)| < p(x) para todo z € X, entio |f(z)| < p(x)
para todo © € X, onde f: X — C ¢ dada por f(z) = u(x) —iu(iz).

Demonstragio. Seja x € X. Entao, escrevemos f(z) = ¢'?|f(x)|, onde § € R. Pelo Lema
3.1.2, como f é C-linear, temos f(e~*?z) = |f(z)| € R. Desta forma,

@) = fe™z) =u(e"x) < ple™"z) = e~ p(x).
Logo, | f(z)| < p(x) para todo z € X. O

Teorema 3.1.2 (Hahn-Banach - versao complexa). Sejam A C X um subespaco de X,
f A — C um funcional C-linear e p : X — [0,00) uma seminorma. Suponhamos
que |f(x)| < p(x) para todo x € A. Entdo, existe um funcional C-linear F': X — C
satisfazendo |F(x)| < p(x) para todo x € X e Fla = f.

Demonstracio. Escrevemos f(x) = u(x) —iu(iz), onde u : A — R é R-linear. Desta
forma, nés temos u(x) < |u(z)| < |f(x)| < p(z) para todo x € A. Pelo Teorema 3.1.1,
existe um funcional R-linear u; : X — R tal que ui|a = u e uy(x) < p(z) para todo
x € X. Além disso, para todo z € X, temos —u;(x) = uy(—z) < p(—x) = p(z), pois p é
uma seminorma. Logo, |ui(x)| < p(z) para todo € X. Definimos F' : X — C tal que
F(z) = ui(z) —tuy(ix) para todo x € X. Entao, F' é C-linear, pelo Lema 3.1.2. Agora,
pelo Lema 3.1.3, |F(x)| < p(z) para todo z € X, pois |u;(x)| < p(z) para todo = € X.

Finalmente, como u;|4 = u, segue que F|4 = f. m

Corolario 3.1.1. Seja X um espaco vetorial normado. Para todo x € X\{0}, existe

f e X" tal que ||flloo =1 € f(z) = ||z||. Em particular, ||z|| = sup |p(z)| para todo

LpEBX*
reX.
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Demonstragio. Sejam x € X\{0} e A = (x). Definimos g : A — C tal que g(az) = a||z]|,
onde a € C. Desta forma, g ¢é linear e continua. Agora, observemos que ||g|loc =

sup |g(azx)| = sup |laz| = 1. Pela continuidade da g, temos |g(ax)| < ||az|| para
leez||<1 loz||<1

todo a € C. Agora, definimos p : X — R tal que p(u) = ||u|| para todo u € X. Entao,
p é uma seminorma e |g(ax)| < |[[az| = p(ax) para todo o € C. Pelo Teorema 3.1.2,
existe f € X* tal que f|a =g e |f(x)] < p(z) para todo = € X. Desta forma, se u € By,
entao |f(u)] < p(u) = ||lu|| = 1. Logo, ||f|lsx < 1. Por outro lado, como f (ﬁ) =1, pois
fla =g, segue que ||f|loo =1 e f(x) = ||z||. Agora, seja x € X. Entao, fixado ¢ € By=,
temos |p(z)| < ||z||. Como ||z|| = f(z) para algum f € X* tal que || f]l« = 1, temos
lell = sup (@) n

pEBx*
3.2 O TEOREMA DO GRAFICO FECHADO

Nos iniciaremos esta secdo apresentando alguns resultados e suas respectivas
demonstragoes com o objetivo de provar o famoso Teorema da Aplicacdo Aberta. Como

aplicagao deste Teorema, nds provaremos o Teorema do Grafico Fechado.

Lema 3.2.1. Seja X = (X,d) um espago métrico completo. Entdo, toda intersecio

enumeravel de abertos densos em X é um subconjunto denso em X.

Demonstragio. Seja {A,}nen uma cole¢ao enumerével de subconjuntos abertos e densos
em X. Denotamos A = ﬁ A,,. Fixemos B; uma bola aberta em X. Como A; é aberto
e denso em X, temos AlnﬁlBl aberto e nao vazio em X. Assim, existe uma bola aberta
Bs de raio m < % contida em A; N By e tal que B, C A, N B; C B;. Da mesma forma,
como As é aberto e denso em X, temos A; N By aberto e ndo vazio em X. Assim, existe
uma bola aberta Bs de raio ry < % contida em A, N By e tal que By C B,y. Prosseguindo
desta maneira, obtemos uma sequéncia {B, }nen tal que B, D B,y1 e B,y C A, N B,

para todo n € N com nh_}rgo diam B,, = 0, onde diam B,, = sup{d(z,y) | x,y € B,}. Como

X é um espaco métrico completo, existe a € X tal que {a} = N B,. Logo, para todo
1

n=

n € N, temos a € B,,,1 C A, N B, ou seja, a € AN By. O

Observagao 3.2.1. Um subconjunto M de um espago métrico X = (X, d) possui interior
vazio se, e somente se, X \ M é denso em X.
Teorema 3.2.1 (Baire). Seja X = (X, d) um espago métrico completo. Se X = OLj A,

n=1

onde A, € fechado para todo n € N, entdao existe ng € N tal que Int A,, # 0.

Demonstragio. Suponhamos que Int A,, = () para todo n € N. Observemos que X\ A4, é

aberto em X para todo n € N. Além disso, como Int A,, = (), segue que X'\ A,, é denso em
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X. Logo, pelo Lema 3.2.1, F]O (X\A4,) é denso em X. Portanto, Int (X\ Oﬁ (X\A4,)) =
n=1 n=1

Int G A, = 0, um absurdo. O

n=1

Notagao: Seja X = (X, +, || - ||) um espago de Banach arbitrario. Para cada r > 0 fixado,
n6s denotaremos B,.(0) = B(r) = {x € X | ||z||x <r}.

Lema 3.2.2. Sejam X = (X, +,||-||x) eY = (Y, +,||-||y) espagos de BanacheT : X =Y

T

uma aplicacao linear sobrejetora. Entao, para cada r > 0, temosY = J T (B (k 5))
k=1

Demonstragio. Seja y € Y. Como T é sobrejetora, existe x € X tal que y = T'(x). Além

disso, como R é arquimediano, existe kg € N tal que 2 % < ko. Assim, [[z]|x < ko 3.
Consequentemente, y € T (B (k%)) CT (B (ko)) C OOT B (kZ)). Por outro lado,
q yeT(B(k3)) cT(B(k3)) c UT(B(k3))

como ]ElT (B (k g)) C Y, temos o resultado. O

Lema 3.2.3. Sejam X = (X, +, || |lx), Y = (Y, +, || ||y) espacos de Banach eT : X =Y
uma aplicacao linear. Entdo, para cada r >0 e k € N, temos T (B (k: %)) =kT (B (%))

Demonstracao. Sejay € T (B (

ZTn

k %)) Entao y = lim T(xy), onde x,, € B (k; %) para todo
n € N. Escrevemos y = knh_)lgo T (%) Assim, || Z
nlg&T( ) temos ¥ € T(B( )) Logo, y € k:T(B( )) Agora, seja y € k’T( <%>)
Entao, y = kw, onde w € T (B (%)) Desta forma, w = hm T(xn) onde z, € B (%)
Diante disso, y = ngI%OT(mn) = JgIEOT(ka:n) Logo, ||kxn||X = kllzn||x < k3, isto é,
yeT (B (k 5)) O

Lema 3.2.4. Sejam X = (X, +, |- ||x), Y = (Y, +, |- |ly) espacos de Banach e T : X —Y

uma aplicagcdo linear sobrejetora. Entdo, para cada r > 0, temos 0 € Int T (B(r)).

§ L para todo n € N. Como

Demonstracao. Pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3, temos Y = OLj kT (B (%)) Como Y é um
k=1

espaco métrico completo com interior nao vazio, pelo Teorema 3.2.1, existe ky € N tal
que ko > 1 e Int (k?oT (B (;)D # (). Desta forma, V = IntT (B (%)) # (. Sejayg € V.

Entdo, existe s >0 tal que {y € Y | [y —wolly < s} SV CT (B ( )) Além disso, como
yo € V, existe uma sequéncia (z,)peny C B (5) tal que nh_)rgo T(x,) = yo. Agora, fixemos
y €Y tal que ||ly|]ly < s. Observamos que yp+y € V C T <B (%)) Assim, existe uma
sequéncia (2, )nen C B (g) tal que lim T'(z,) = yo +y. Logo, lim T(z, — z,) =y, onde
Ty, — zn € B(r) para todon € N, isto é, {y € Y | ||ylly < s} C T(B(r)). O

Lema 3.2.5. Sejam X = (X, +,[|||x), Y = (Y, +, |- |ly) espagos de Banach eT : X —Y
uma aplicagdo linear. Entdo, (yy—T(B(27%2r)))NT (B (%)) # () para todoy, € T (B (%)),
em que y1 — T(B(272r))={yp —z|z2€T(B(272r))}.
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Demonstragio. Pelo Lema 3.2.4, 0 € Int T(B(272r)). Desta forma, existe € > 0 tal que
Ble)={yeY | |ylly <e} CT(B(22r)). Assim, (y; — B(e))NT (B (%)) + (), pois

neT(B(3)) O
Lema 3.2.6. Sejam X = (X, +, ||-||x), Y = (Y, +, ||-|lv) espagcos de Banach e T € B(X,Y)
sobrejetora. Entio, T (B (%)) C T(B(r)), para cada r > 0.

Demonstracao. Seja y; € T (B (%)) Entao, pelo Lema 3.2.5, existe 1 € B (g) tal que
T(x1) € (y1 —T(B(2727))). Assim, T(x1) = y; — Yo, onde yy € T(B(272r)). Diante disto,
por sucessivas aplicagdes do Lema 3.2.5, existem sequéncias (2,)nen € X € (Yn)neny C Y
tais que:

(1) z, € B(27"r).

(2) yo € T(B(27"1)).

(3) Yns1 =yn — T(xy).

Como ||z,||lx < 27" r, temos §1||xn||X < 00. Como X é um espago de Banach, pelo
Teorema 2.3.4, existe z € X tal que z = ilxn e ||lz||x < r. Por (3), temos kfle(xk) =
kX:(yk — Yk+1) = Y1 — Ynt1. Por outro lado, por (2), observamos que ||y, ||y §_||T|| 27",
L;go, 7}13120 Yn = 0. Em particular, y; = kg;T(xk). Como T é continua e linear, nés temos
k§1T($k) =T (kiojlmk> Portanto y; = T'(z). O

Teorema 3.2.2 (Aplicacdo Aberta). Sejam X = (X, +,| - ||x) e Y = (Y, +, || |ly) espagos
de Banach e T € B(X,Y). Se T é sobrejetora, entao T é uma aplicagao aberta.

Demonstracio. Seja A C X um aberto. Entao, para cada a € A, existe r, > 0 tal que
B, (a) ={z € X | ||z —allx <r,} CA. Pelo Lema 3.2.4, temos 0 € IntT (B (%))
Pelo Lema 3.2.6, 0 € IntT(B(r,)). Agora, notamos que B, (a) = a + B(r,). Dal,
T(B,,(a)) =T(a) +T(B(r,)). Logo, T(a) € IntT(B,,(a)) C T(A). Portanto, T'(A) é um

conjunto aberto em Y. O

Teorema 3.2.3 (Grafico Fechado). Sejam X = (X, +,|| - ||x), Y = (Y, +, | - ||y) espagos
de Banach e T : X — Y uma aplicagio linear. Se Gr = {(x,T(x)) | x € X} é fechado em

X XY, entio T é continua.

Demonstragdo. Vamos considerar a norma da soma || -[[; em X x Y. Sabemos que X x Y

é um espaco de Banach. Além disso, Gy é um subespaco de X x Y. Com efeito, fixados
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(x,T(x)),(y,T(y)) € Gr e A € K, nés temos

(z,T(x) + Ay, T(y)) = (x,T(z)) + Ay, A\T(y)) = (v + Ay, T(x) + A T(y))
=(x+ Ay, T(x+ \y)).

Logo, (z,T(x)) + A(y,T(y)) € Gr. Como Gr é fechado em X x Y, segue que Gy é um
espago de Banach. Diante disso, definimos a aplicacao p : Gr — X tal que p(z,T(z)) = x.
Assim, p é sobrejetora por construcao. Afirmamos que p é linear. De fato, fixados
(x,T(2)), (y,T(y)) € Gr e XA € K, temos

p((x, T(z)) + Ay, T(y))) = plz + Ay, T(x + Ay)) =z + Ay
= p(z,T(x)) + Ap(y, T(y)).

Além disso, p é injetora. Com efeito, sejam (x,T(x)), (y,T(y)) € Gr tais que p(z,T(z)) =
p(y,T(y)). Entao, temos = = y e, consequentemente, (z,7(x)) = (y,T(y)). Agora,
observamos que |p(z, T'(z))[[x = |z|x < llzllx + IT(2)lly = [|(=,T(2))]:. Logo, p é

continua. Pelo Teorema 3.2.2, segue que p~!

é continua. Do mesmo modo, definimos
q:Gr — Y tal que q(z,T(z)) = T(x). Desta forma, ¢ é uma aplicagao linear continua.
Como T = qop™!, pois (gop™)(z) = ¢(x, T(x)) = T(x) para todo x € X, concluimos

que T é uma aplicacao continua. O

3.3 O TEOREMA DE BANACH-ALAOGLU

Encerraremos este capitulo apresentando o Teorema de Banach Alaoglu. Esse
resultado afirma que a bola unitaria fechada Bx« = {¢ € X* | ||¢]|oc < 1} do dual de um

espaco vetorial normado X é compacta! na topologia fraca-estrela de X*.

Definicao 3.3.1. Sejam X = (X, +, || - ||) um espago vetorial normado e X* o seu dual
topologico. A topologia fraca estrela em X* é a topologia que possui a seguinte base
de abertos: U(pg,x1,...,2n,6) = {p € X* | |o(x;) — @o(x;)| < e,i = 1,...,n}, onde
o € X*,x1,...,0, € X, e>0en e N

Notacgao: O espago topologico X* munido com a topologia fraca estrela serda denotado por
(X*, 0(X*, X)). O fecho de um conjunto A C X* na topologia fraca estrela serd denotado
por ZU(X*’X).

Proposigao 3.3.1. Seja X = (X, +, || - ||) um espaco vetorial normado e X* o seu dual
topolégico. Entao, X* = (X*,0(X*, X)) € um espago de Hausdorff.

1

Lembramos que em um espago de Banach X, a bola unitaria fechada By é compacta (na
topologia da norma) se, e somente se, o espago X tem dimensao finita. Veja [16, Teorema
1.24].



35

Demonstragio. Sejam ¢, € X*, com ¢ # 1. Entdo, existe xo € X tal que ¢(xg) # 1(x).
Tomamos ¢ = M > 0. Assim, U(p,xg,e) e U(¢, xg,€) sao vizinhangas de ¢ e
1, respectivamente. Afirmamos que U(p, zg,e) N U (¢, z9,e) = . De fato, suponhamos
que exista § € U(p, xo,€) NU(Y, 29, €). Entdo, [p(z0) —&(20)| < € e |[¢(20) — &(20)| < e.

Diante disto, nds temos

(o) — (o)
5 i

Logo, U(p, xg,) NU (¢, xg,€) = 0, isto é, (X*,o(X*, X)) é um espago de Hausdorff. [

|o(20) = (o) < lp(wo) — &(wo)| + [€(x0) — Y(w0)| <

Proposicao 3.3.2. Seja X = (X,+,| - ||) um espago vetorial normado. Entdo, uma
rede (Yo)acp C X* converge para ¢ € X* na topologia fraca estrela se, e somente se,

val(T) = () para todo x € X.

Demonstra¢io. Suponhamos que (¢q,)acp converge para ¢ na topologia fraca estrela.
Fixemos z € X. Entdo, para todo € > 0, o conjunto U(p, z,e) é uma vizinhanga de ¢ na
topologia fraca estrela. Assim, existe oy € D tal que ¢, € U(yp, x,€) para todo o € D tal
que o = a. Logo, |¢a(x) — o(x)| < e sempre que ag =< a, isto é, g, (z) = p(z).

Reciprocamente, suponhamos que ¢, () — ¢(x) para todo = € X. Fixemos
U(p,1,...,2,,¢) uma vizinhanga base de ¢ na topologia fraca estrela. Para cada

i=1,...,n, existe oy; € D tal que |p,(z;) — ¢(z;)| < € para todo o € D tal que o; < a.

Como D é um conjunto dirigido, existe oy € D tal que a; <  para todo i =1,...,n.
Diante disso, se a € D ¢é tal que ap < «, entdo |¢@q(x;) — ¢(x;)| < € para todoi=1,...,n.
Logo, o € U(p,x1,...,2,,€) sempre que ag = «. Portanto, (¢,)aep converge para ¢ na
topologia fraca estrela. O

Teorema 3.3.1 (Banach-Alaoglu). Sejam X = (X, +, || - ||) um espago vetorial normado
e X* seu dual topoldgico. Entio, Bx« = {p € X* | |¢]lcc < 1} € o(X*, X)-compacto.

Demonstragio. Para cada x € By, definimos K, = {z € C | |z| < ||z||} compacto em C.

Vamos considerar K = [] K, munido com a topologia produto 7, isto é, K = (K, 7).
r€Bx

Pelo Teorema 2.1.6, K = (K, 7) é compacto. Seja G : (Bx~,o(X*, X)) — (K, 7) tal que
G(¢) = (o(2))zeBy- Observamos que G é injetiva. De fato, sejam ¢, € Bx« tais que
G(¢) = G(¢). Entao, (¢(x))zeny = (¥(x))zeny- Logo, o(z) = 1(x) para todo x € Bx.
Como ¢ e 1) sao lineares, ndés temos ¢ = 1. Provaremos agora que GG continua. Fixemos
¢ € Bx+ e seja (pq)aep C Bx+ uma rede convergindo para ¢ na topologia fraca estrela.

Tomamos U uma vizinhanga base de G(¢) = (¢(2))zeny, isto é, U = I U,, onde
rEBx

U, = K, exceto para os pontos do conjunto £ = {z € Bx | U, # K,} = {z1,...,z,}.
Pela Proposigao 3.3.2, sabemos que ¢, () — ¢(x) para todo x € Bx. Assim, para cada
i€ {l,...,n}, existe a; € D tal que p,(z;) € U,, sempre que a € D satisfaz «o; < .

Além disso, notamos que ¢(z;) € U,,. Agora, tomamos ag € D tal que o; < «p para
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todo i = 1,...,n. Desta forma, nés temos ¢, (z;) € U,, para todo o € D tal que ag < a,
onde i € {1,...,n}. Diante disto, ¢,(x) € U, para todo x € Bx sempre que o € D
é tal que ap <X a. Além disso, observamos que ¢(z) € U, para todo x € Bx. Logo,
G(¢a) = (0alT))zeny € U sempre que a € D satisfaz ag < a.

Agora, afirmamos que G(Bx~) é T-fechado em K. Com efeito, seja f € WT. Entao,
existe uma rede (¢,)aep C Bx+ tal que f = T—ligl G(¢a), onde f = (f1)zeny € G(pa) =
(pa(x))zeny- Em particular, temos f, = hgyn o) para todo € Byx. Queremos provar
que existe ¢ € By« tal que f = G(p). Observamos que, para cada z € X, existe £ > 0 tal
que || z|| < 1. Definimos a aplicagio ¢ : X — C tal que p(z) = £ f¢,. Afirmamos que
¢ estd bem definida. De fato, suponhamos || z|| < 1 e || z|| < 1. Entao,

p(2) = €7 fer = €7 limpa(§ 2) = lim pa(2),

p(z) = 671 fp.= 571 hc{n Ya(Bz) = ligén Pa(2).

Além disso, ¢ ¢ linear. Com efeito, sejam z,w € X e A € K. Entao, dado £ > 0 tal que
€ (z + Aw)|| <1, nds temos

oz + Aw) = ¢ licr!n Ya(é(z4+Aw)) = ligl Yalz) + A lién Ya(w) = @(2) + A p(w).

Agora, se © € By, entao |p(z)| = |f:| < ||z]| < 1. Logo, ||¢]le = sup |p(z)| < 1. Além
do mais, G(¢) = (p(2))reBy = (fo)zeBy, iSto é, G(p) = f € G(B;e)éXPortanto, G(Bx+)
é compacto na topologia 7.

Finalmente, nés provaremos que G~' é continua. De fato, sejam ¢ € Bx: e (0a)aeD
uma rede em By« tal que G(¢) = 7- lim G(¢a). Observamos que G(ps) = (9a(T))zeBy
e G(¢) = (¢(x))zeny. Diante disso, nds temos lim va(r) = p(z) para todo = € By.
Pela Proposic¢ao 3.3.2, o(X™, X) - lién Yo = ¢. Desta forma, G~ é continua. Logo, pelo

Teorema 2.1.5, o conjunto G~ (G(Bx-+)) = Bx+ é compacto na topologia fraca estrela. [



37
4 ALGEBRAS DE BANACH

Este capitulo é destinado a algumas nocgoes bésicas a respeito das algebras de
Banach. Nés comecaremos com algumas defini¢gdes e exemplos. Em seguida introduziremos
um tipo especial de algebra de Banach: as C*-algebras. Ao final nés também trataremos

da transformada de Gelfand e do famoso Teorema de Gelfand-Mazur.

4.1 DEFINICOES E EXEMPLOS

Um anel é um conjunto A munido de duas operagoes, uma soma (+) : Ax A — A
e um produto () : A x A — A, onde (A, +) é um grupo aditivo e, além disso, para todos
x,y,z € A, temos (zr+y)-z=x-z2z4+y-zex-(y+2) =x-y+x-z Denotaremos
A= (A +,).

Definigao 4.1.1. Seja A = (A, +,-) um anel. Dizemos que A é uma dlgebra sobre
K quando A é um espago vetorial sobre K e Az -y) = (Az) -y = = - (A\y) para todos
r,y € Ae A € K. Além disso, dizemos que A é uma dlgebra associativa quando
(x-y)-z=uz-(y-2) para todos z,y, z € A. Dizemos que A é uma dlgebra comutativa
quando x -y = y - x para todos z,y € A. Por fim, dizemos que A é uma dlgebra com

unidade quando existe e € A, e # 0, tal que - e =z = e - x para todo z € A.

Observacgao 4.1.1. Se uma algebra A possui uma unidade e, entao ela é tinica. De fato,

se e, €’ € A sao unidades de A, entdo ¢/ =e-¢e =e.

Se A é uma algebra com unidade e € A, dizemos que z € A, x # 0, é um elemento
invertivel quando existe u € A tal que - u = e = u - x. Além disso, se u,u € A sao
inversos de x, entaio u =u-e=wu-x-u =e-u = u'. Logo, o inverso de um elemento é
unico.

Notagao: Uma &dlgebra A com unidade serd denotada por A = (A, +, -, ¢e) e o conjunto

dos elementos invertiveis de A sera denotado por Uy.
Exemplo 4.1.1. Todo corpo K é uma algebra sobre si mesmo.

Exemplo 4.1.2. Sejam X um espago vetorial e L(X) o espaco dos operadores lineares
em X. Entao, £(X) torna-se uma dlgebra quando munido com a operagao de composigao
de operadores, isto é, P-T = P o T para todos P,T € L(X).

Exemplo 4.1.3. Seja A uma algebra sobre K. Fixado n € N, consideremos o conjunto
M, (A) formado por todas as matrizes quadradas n x n com entradas em 4. Para
uma matriz A € M,,(A) arbitraria, escrevemos A = ([A];;). Sabemos que M,,(A) =
(M, (A),+) com a soma usual e a multiplicacio por escalar A A, com A € M, (A) e
A € K, definida por A A = (A[A];;) é um espago vetorial sobre K. Além disso, M,,(A) =
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(M, (A),+, "), com o produto usual de matrizes, ¢ um anel. Agora, sejam A, B € M,,(A)
e A € K. Fixados i,j € {1,...,n}, temos:

n n

NA-B)lij = AMA-Blij = A Y _[Ali [Blyy = > _ (M [Aliw) [Bly

k=1 k=1

ki[A Al [Blej = (A A) - Bl;;

n

S (Al A [Bliy) = S-[Ali A By, = [A- (AB)],,

k=1

=

—_

Logo, AN(A-B) = (MA)-B = A-(AB), isto é, M, (A) = (M,(A),+,-) é uma algebra
sobre K. Além do mais, se A possui unidade e € A, entdo M,,(A) possui unidade dada
por I, = (a;;) tal que a;; =esei=jea; =0sei##j,onded,je{l,...,n}

Definigao 4.1.2. Uma dlgebra de Lie é uma algebra A na qual o produto, denotado
por [-, -], satisfaz [z, 2] = 0 para todo z € A e [[z,y], 2] + [[y, 2], ] + [[2,2],y] = 0 para
todos z,y, z € A (Identidade de Jacobi).

Observacao 4.1.2. A notagao |[-,-] é denominada o colchete de Lie e [x,y] é dito o
comutador de z e y, onde z,y € A. Notamos que o axioma [z, x] = 0 para todo = € A

implica [z, y] = —[y, 2| para todos z,y € A.

Exemplo 4.1.4. Seja A = (A, +,-) uma algebra associativa. Neste caso A torna-se uma
dlgebra de Lie com o produto [,-] : A x A — A definido por [z,y] = x -y —y - x para todos
x,y € A. De fato, temos [z, z] = 0 para todo = € A. Agora, fixemos z,y, z € A. Entao,

[, 9], 2] + [ly, 2], 2] + [[2, 2], o]
=lzyl-z -z [wyl+ly 2] v -2y, 2]+ [z0] y —y - [2,2]
=Yy -z—Y-r-z—2-r-Y+tz-y-x
+yY 2T =2 Y T—xT-Y-z2+Tr-2-Y
+zrxy—x-z-y—y-z-x+y-x-z2=0.

Logo, vale a identidade de Jacobi. Portanto, A = (A, +,[,-]) é uma &lgebra de Lie.

Exemplo 4.1.5. Consideremos a algebra M3(R) = (M3(R), +, -) com as operagoes usuais.
De acordo com o Exemplo 4.1.4 M3(R) = (M3(R),+, [-,-]) é uma &lgebra de Lie com o
produto dado por [A,B] = A- B — B - A para todos A, B € M3(R). No entanto, com

, < L 101
esse novo produto a dlgebra M3(R) nao é associativa. De fato, tomemos A = (8 ! (1)) e

B = (§11). Bntao, [[4,4], B] # A, [A, B} pois [4, 4, B = 0 e [A,[4, B] = (371, 3, ).
Observagao 4.1.3. De uma maneira geral, se 4 = (A, +,[-,:]) é uma algebra de Lie
associativa, entdo, pela Identidade de Jacobi temos o seguinte: [[z,z],y] = [[z,y], 2] +

[y, ], x] + [[2, x], y] = 0 para todo z,y, z € A. Lembramos que o centro da dlgebra de
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Lie A ¢é definido por Z(A) = {z € A | [z,z] = 0 para todo = € A}. Consequentemente

todo comutador [z, ] pertence ao centro da &lgebra de Lie.

Definigao 4.1.3. Sejam A = (A, +, -) uma &lgebra sobre K e B C A. Dizemos que B é
uma subdlgebra de A quando B é um subespaco de A e x -y € B sempre que z,y € B.

Exemplo 4.1.6. Pelo Exemplo 4.1.3, tomando A = C e n = 3, M3(C) = (M3(C),+,-)
¢ uma algebra sobre C com as operagoes usuais de matrizes. Consideremos o conjunto
T = {<§ % zZz) | z,y,z,w € (C}. Entao, T; € M3(C). Além disso, T; é uma subélgebra
de M3(C). De fato, fixemos A, B € T, e A € C. Entao,

x oy =z oy 2 r+ A2 y+ Ay 2+ N2
A+AB=]10 2z w [+X] 0 2 w | = 0 T+ A w+ A uw
0 0 x 0 0 2 0 T+ A

Logo, A+ A\ B € ¥4, isto é, T; é um subespago de M3(C). Agora, nds observamos

~

/

x oy =z oy 2 xx' xy +yx xZ4+yw +za
A-B=[0 z w 0 2 W |= 0 xa zw +wa
0 0 =z 0 0 o 0 0 xa.

Portanto, nos temos A - B € T;.

.7. Seja B uma algebra sobre K e consideremos o conjunto de matrizes
| z,y € B}. Entdo, Ty C M3(B) é uma subdlgebra de M3(B). Com efeito,
%o e A € K. Entao,

Exemplo 4.
Oz y
‘IQI{(O(]:E
000

fixemos A, B

mv'_l

oy 0 z+ X2’ y+ 2y
0 2/ [=1]10 0 x+
0 0 0 0 0

A+ AB = + A

o O O
S O 8
o 8w
o O O

Logo, A+ A\ B € Ty. Agora, relativamente ao produto, temos

~
~

0 z vy 0 2" y 0 0 zx
A-B=10 0 =z 00 2 [=]100 0
0 0 0 0 0 0 00 O
Portanto, nos temos A - B € Ts.
Definigao 4.1.4. Seja A = (A, +,-, | - ||) uma algebra (sobre K) munida de uma norma.

Dizemos que A é uma dlgebra normada quando ||z - y|| < ||z| ||y|| para todos z,y € A.
Além disso, quando (A, +, || - ||) é um espago de Banach, dizemos que A é uma dlgebra

de Banach. Quando A possui unidade! e € A, temos ||e]| > 1.

! Neste contexto, vale ressaltar que existe uma norma equivalente |- | em A tal que |e| = 1.

Veja referéncia [21, Proposigao 1.1.1].
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Exemplo 4.1.8. Consideremos o espaco loo = (loo, +, || - ||oo) como no Exemplo 2.3.3.
Vimos no Exemplo 2.3.8 que {o = (oo, +, || * ||oo) ¢ um espaco de Banach. Agora, dados
2,y € loo, onde T = (2)nen, ¥ = (Yn)nen, definimos o produto x - y tal que x -y = z, onde
Zn = Tn Yn para todo n € N. E imediato ver que fo, é uma algebra. Agora, observamos
que, para cada n € N, temos [a < [l € [yn] < [llocr Assim, |za gl < oo 18]l
para todo n € N. Dai, [|Z - y|lco < [|Z]lco |¥|loo- L0gO, los = (boos+, ||  ||oo) ¢ uma algebra
normada e, consequentemente, é uma algebra de Banach. Além disso, como K é um corpo,
l+ é uma algebra de Banach comutativa e com unidade e = (e,,)nen € {o dada por e, = 1,

onde n € N.

Exemplo 4.1.9. Consideremos o espago de Banach C[0,1] = (C[0, 1], +, || - ||« ). Dados
f,g € C(]0,1]) definimos o produto f-g : [0,1] — C por (f-g)(x) = f(z)g(x) para
todo = € [0,1]. Como o produto de duas fungoes continuas é uma funcao continua,
o produto em C[0, 1] estd bem definido. Além disso, com esse produto, C[0,1] é uma
algebra comutativa e com unidade e € C[0, 1] dada por e(x) = 1 para todo = € [0, 1]. Por
fim, fixados f,g € C[0,1], temos |f(z) g(z)| < ||flle lg|lsc Para todo x € [0,1]. Assim
If - gllo < Iflloo l19]loe- Logo, C[0,1] = (C[0,1],+,-, ¢, - ||«) é uma algebra de Banach

comutativa com unidade.

Exemplo 4.1.10. Seja A = (A, +, -, || - ||) uma élgebra de Banach. Pelo Exemplo 2.3.11,
B(A) = (B(A),+, || - |l) é um espago de Banach. Para todo T,S € B(A) definimos
T-S =1ToS. Sabemos que a composicao de operadores é associativa e, além disso,
também ¢é distributiva relativamente a operacao de soma. Agora, fixemos T, P € B(A) e
A € K. Entao, para cada = € A, temos

A(To P)(x) = A(T'o P)(z) = AT(P(x)) = (AT)(P(x)) = [(AT) o P](x)
=T\ P(x)) = [T o (AP)](x).

Diante disso, A(T' o P) = (A\T)o P = T o (AP). Agora, fixado z € B4, nés temos
(P o T)(z)|| = | P(T(2))]] <[Pl || Tl Desta forma, [P o Tlo < [|P]loc |T']|co- Logo,
B(A) = (B(A),+,0,1,] - |l) ¢ uma dlgebra de Banach com unidade I : A — A dada
por I(x) = z para todo x € A.

Exemplo 4.1.11. Consideremos o espaco de Banach ¢y do Exemplo 2.3.9. Sabemos que
co C lo é um subespaco fechado de /.. Além disso, ¢y é fechado para a operagao de
produto de /... Logo, ¢y é uma subalgebra fechada de /, e, consequentemente, é uma

algebra de Banach.

Proposigao 4.1.1. Seja A= (A, +,-, || -||) wma dlgebra normada. Entdo, o produto em
A, isto é, a aplicagio () : A x A — A tal que (z,y) — x -y, € continuo.

Demonstragio. Vide [5, Proposicao 2.4]. [
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Definigao 4.1.5. Seja A = (A, +, -) uma algebra sobre K. O centro de A é o conjunto
Z(A)={z € A|z-y=y-x paratodo y € A}.

Proposicao 4.1.2. Se A= (A,+,-,|| - ||) € uma dlgebra de Banach, entao Z(A) é uma
subdlgebra fechada de A.

Demonstragio. O fato de Z(A) ser um subespaco de A é imediato, pois A é uma algebra.
Além disso, pela associatividade de A, segue que Z(.A) é fechado para a operagao produto
de A. Logo, Z(A) é uma subalgebra de A. Agora, seja = € Z(A). Entdo, v = lim
onde (z,)neny C Z(A). Para cada y € A, temos z, -y = y - z,, para todo n € A. Pela

Proposicao 4.1.1, temos = -y = nh_)rgo (xn-y) = nh_}rgo (y-x,) =y-x. Portanto z € Z(A). O

Nos terminaremos esta secdo com alguns resultados referentes a identificacao de

algumas algebras como subdlgebras de certas algebras de operadores.

Definigao 4.1.6. Sejam A = (A, +,-) e B = (B, +, ®) élgebras sobre K. Dizemos que uma
aplicacao ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras quando ¢ ¢ linear e multiplicativa.
Além disso, se ¢ é bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismo e, neste caso, dizemos que

as algebras A e B sao isomorfas.

Defini¢ao 4.1.7. Sejam A = (A, +,-), B = (B, +,®) algebras sobre K, e o : A — B um
homomorfismo. O nicleo de ¢ é definido por ker(p) = {z € A| ¢(z) =0} e a imagem
de ¢ é definida como o conjunto p(A) = {¢(z) € B | x € A}.

Neste contexto, o seguinte resultado é bastante conhecido.

Proposicao 4.1.3. Sejam A= (A, +,), B=(B,+,®) dlgebras sobre K, e p : A — B

um homomorfismo. Entdo, valem as sequintes afirmacoes:

(1) O nicleo ker(p) € um ideal de A.
(2) A imagem p(A) é uma subdlgebra de B.

Proposicao 4.1.4. Seja A = (A, +,-,¢,|| - ||) wma dlgebra normada associativa com
unidade. Entdo, para todo a € A, a aplicagio p, : A — A definida por p,(x) = a-x
¢ linear e limitada. Em particular, A € isometricamente isomorfa a uma subdlgebra de

B(A).

Demonstragio. Sejam z,y € Ae X € K. Entao, p,(z+Ay) = a-(z+Ay) = a-z+a-(\y) =
a-x+Aa-y) = @ar) + Apa(y). Logo, ¢, é linear. Agora, fixemos x € B4. Entao,
lpa(@)|| = |la-z|| < [la|| ||z|| < |la||. Assim, ¢, é limitada, ou seja, ¢, € B(A). Tomando
e € By, nds temos |lp.(e)|| = lla- el = [la]| < ||¢alloo. Desta forma, |¢.|| = [lal|. Pela

discussao anterior, nés podemos concluir que a aplicagao ¥ : A — B(A) tal que ¢(a) = ¢,
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para todo a € A esta bem definida. Afirmamos que v é linear. De fato, sejam a,b € A e

A € K. Entao, para cada = € A, vale a seguinte igualdade

Pla+Ab)(z) = parrp(x) =(a+Ab) -z =a-z+ (b x)
= @a(®) + App(x) = (Y(a) + A (b)) ().

Logo, ¥(a+ Ab) = 1(a) + A¢(b). Por outro lado,

Y(a-0)(r) = @as(r) = (a-b) - v =a-(b-z)=p(b- )
= @a(pp()) = (¢a © @p)(x) = (Y(a) 0 (b)) (x).

Diante disto, ¢(a - b) = ¥ (a) o ¥(b). Além disso, [|1(a)]lc = ||¢¥allc = ||al|, ou seja, 1 é
uma isometria. Em particular, i) é injetiva. Portanto, A é isometricamente isomorfa a

subélgebra 1)(.A) de B(A). O

Corolario 4.1.1. Se A= (A, +,-,e,||-||) € uma dlgebra de Banach com unidade, entio

A € isometricamente isomorfa a uma subdlgebra fechada de B(A).

Demonstragao. Pela Proposicao 4.1.4, como A é uma algebra normada com unidade, segue
que A é isometricamente isomorfa & subalgebra ¢(A) C B(A), onde ¢ : A — B(A) é
dada por ¢(a) = ¢, para todo a € A. Agora, fixemos ¢ € ¥(A). Entao, ¢ = Jim ¢,
onde ¢, € ¥(A) para todo n € N. Assim, para cada n € N, existe z,, € A tal que

¢On = V() = g, . Diante disto, tomando e € A, vemos que vale o seguinte:

¢o(e) = lim ¢,(e) = lim ¢, (e¢) = lim (x, -e) = nhjEO x, € A.

n—oo n—oo n—oo

Afirmamos que ¢ = @g4) = 1 (P(e)). De fato, fixemos v € A. Como ||¢,(z) — ¢(x)| <

|pn — Dlloo - ||| podemos concluir

¢(x) = lim ¢n(x) = lim oq, (2) =

n—oo

i (2, - 2) = 9(e) - & = o) (2):

n

Logo, ¢ = ¥(¢(e)), ou seja, ¢ € (. A). Portanto, 1¥(A) é uma subdlgebra fechada de
B(A). O

Abaixo, nés veremos que podemos obter um resultado similar para a algebra de

Banach M,,(A).

Proposigao 4.1.5. Seja A = (A, +,,¢e,||||) uma dlgebra de Banach com unidade. Entao,

M, (A) € isometricamente isomorfo a uma subdlgebra fechada de B(A™).

Demonstragio. Sabemos que M,,(A), com as operagoes usuais de matrizes, é uma algebra
sobre K. Pelo Exemplo 2.3.12; o espago A" = (A", +, || - |l) é um espago de Banach.

Para cada A = ([A];;) € M, (A), definimos A : A* — A" tal que A(Z) = AZ, onde

7 € A" representa a matriz coluna ¥ = [ry,...,2,]T, com z;, € A para todo k =
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1,...,n. Além disso, para cada k = 1,...,n, representaremos [z}, = x; € A. Assim,
Az ) = Ax € A", onde AT = [[AZ],...,[A7],])". Diante disso, para cada j =1,...,n,
[AZ]; S [Aljx [Z]r € A" Agora, afirmamos que A ¢é linear. Com efeito, fixemos
=1
z,jye A" e A € K. Para cada i € {1,...,n} fixado, nés temos
[A(Z Z ik [Z+ Ak = D [Alak ([Fk + A [F]k)
=1 k=1
k=1
=[AZ+ N Ag];.

Logo, A(Z+ A7) = AT+ A, ouseja, A(Z+\7) = A(Z)+\ A(). Agora, verificaremos que
A é limitada. E suficiente provar que A € B(A™) na norma || - |1, pois pelo Exemplo 2.3.5

as normas || - ||e € || - ||1 s@o equivalentes em A™, onde ||Z||; = Enj lzill e @ = [z1,...,2,)7.
k=
Fixado & € By», temos ||7]|; < 1. Escrevendo ||A(Z)||; = Z I[AZ];]|, segue que
HA@)1 =32 NAT) 1 = D) > (Al (7o < 30 37 N1AL [
Jj=1 j=11lk=1 j=1k=1
Como A é uma &lgebra normada, ||[A];x [Z]k|l < [|[Aljx]l [|[€]x]| para todos j,k=1,...,n

Logo, Zlkzl ALk [©]k]] < ZlkZIH[A]ij |[@]k|l. Além disso, para cada k € {1,...,n},
j=1lk= J=1lk=
@l < 17 < 1. Desta forma, 3 8 [[Alul [l < 5 £ 4] Logo, tomando

= £ 3 [ Al temos [A@)]h < 3 [Aly [ < §§MMMWMSM

Jj=1k=1 Jj=1k=1
Portanto, A ¢ limitada e, por também ser linear, é continua.

Com base no que foi exposto anteriormente, a aplicagao ¢ : M, (A) — B(A™) dada
por ¢P(A) = A est4 bem definida. Afirmamos que a aplicacao 1 é linear e multiplicativa.
Com efeito, sejam A, B € M, (A) e A € K. Entao, para cada ¥ € A", nés temos

WA+ AB)(&) = A+ AB(Z) = (A+ A\B)Z = AZ+ \B %
A(F) + A B(#) = [$(A) + Ap(B)](#).

Portanto, 1(A + A B) = ¢¥(A) + A¢(B). Agora, observamos que

A

W(AB)(#) = AB(#) = (AB)# = A(B(&)) = A(B(%)) =
(

= (Ao B)(Z) = (¢(A) o ¥(B))(@).

Logo, ¥(A - B) = ¥(A) op(B). Além disso, a aplicacao v é injetiva. Com efeito, fixemos

A € ker(¢). Entao, ¥(A) = A =0 é o operador nulo. Consequentemente, AZ = 0 para
todo # € A". Diante disso, A = 0 é a matriz nula. Portanto, ker(y)) = {0}.
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Pelas consideragoes anteriores, segue que (M, (A)) é uma subalgebra de B(.A").

Agora, definimos uma norma | - | : M,,(A) — R em M, (A) da seguinte maneira:
Al = [[vA) = Al = sup [[A(@)]|lo = sup [[AF]s.
[[#]lo0 <1 [[#]lo0 <1

Desta maneira, M, (.A) torna-se uma algebra normada. De agora em diante, identificamos
M., (A) como uma subélgebra de B(A"). Agora, afirmamos que M, (.A) é um subespago
fechado de B(A"). De fato, seja (A*)reny uma sequéncia de Cauchy em M,,(A). Fixemos
e > 0. Entao, existe kg € N tal que

|AF — A¥| = sup |[(A* — A¥) #|« < ¢ para todos k, k' > k. (4.1)
[[#]lo0 <1
Para cada j € {1,...,n}, consideremos ¢; € A" tal que [¢]];, =esel =j e [e]; =0 se

| # j. Entao ||€)]lee = 1 e (AF — AF)&; = [[AF — AF]y,, ..., [AF — AF,5]T € A" Logo,
para i € {1,...,n} fixado, nés temos

I[A* = Al < [[(A" = A) gl < sup (A" = AY) 7|

[[#]] 00 <1

para todo j = 1,...,n. Por (4.1), se k, k' > ko, entao
I[A*]; — [A¥];5]| = [I[A* — A¥];|l < € para todos i,j € {1,...,n}. (4.2)

Diante disso, para cada i,j € {1,...,n}, ([A*];j)ren ¢ uma sequéncia de Cauchy em A.
Como A é um espaco de Banach, existe o klg]& [A¥];; = a;; € A. Com isto, definimos a matriz
A = (aij)nxn. Finalmente, afirmamos que A* — A. De fato, fixemos 7,5 € {1,...,n} e
k > ko em (4.2). Pela continuidade do médulo, se k' — oo, nés temos ||[A¥];; — a;i]| < e.
Agora, notamos que se ¥ € Byn, entao ||z < ||7]|c < 1. Desta forma, para cada

ie{l,...,n}, como A é uma &lgebra normada, segue que

n

Y ([AMi; — aij)

j=1

3

<. 1([A"):; = aij) 4] < Zn: 1([ARi5 = i) || 5]

j=1 j=1

I[A*]5; — ay]l < ne.

IN
M=

<.
Il
—

Como |[(A* — A)Z|lc = sup || i([Ak]” — a;;) z;||, segue que (A — A) 7| < ne.

1<i<n j=1

Logo, |A* — Al = sup ||(A* — A) 7| < ne, paratodo k > k. Portanto, M, (A) é
1]l o0 <1
isometricamente isomorfa a uma subélgebra fechada de B(A"). O

4.2 IDEAIS E MODULOS

Definicao 4.2.1. Sejam A = (A, +, -) uma algebra e Z um subespago de A. Dizemos que
7 é um tdeal @ esquerda de A quando AZ ={x-a |z € A,a € Z} C Z. Analogamente,
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dizemos que Z é um ideal a direita de A quando ZA ={a-z |z € Aja € T} C T.
Dizemos que Z é um ideal de A quando Z é um ideal a esquerda e também um ideal a

direita de A. Quando Z # A dizemos que Z é um tdeal proprio de A.

Exemplo 4.2.1. Sejam A = (A, +,-) uma &lgebra e Z um ideal de A. O subespago
gerado pelo conjunto {z -y | z,y € Z} serd denotado por Z2. O fato de Z ser um ideal de
A implica que Z? ¢ um ideal de A.

Exemplo 4.2.2. Sejam A = (A, +, ) uma élgebra e x € A. Entdo, Az ={a-x|a € A}
¢ um ideal a esquerda de A. Dizemos que Ax ¢é o ideal a esquerda de A gerado por x.
Analogamente, t A = {z -a | a € A} é o ideal & direita de A gerado por z. Além disso,

quando A é comutativa, nés temos a igualdade x A = Ax.

Proposicao 4.2.1. Sejam A = (A, +,-, || -||) wma dlgebra de Banach e I um ideal proprio
de A. Entio, T (o fecho de I em A) é um ideal de A.

Demonstragio. Vide [5, Teorema 9.3]. O

Definigao 4.2.2. Seja A = (A, +,-,| - ||) uma algebra de Banach e = € A. Dizemos que
Az é o ideal fechado a esquerda de A gerado por x e A é o ideal fechado a direita de A

gerado por z.

Definigao 4.2.3. Sejam A = (A, +,-) uma algebra e Z C A um ideal. Dizemos que Z é
maximal quando, para todo ideal proprio J de A satisfazendo Z C J, temos J = T.

Proposigao 4.2.2. Sejam A = (A, +,-,¢e) uma dlgebra com unidade e J C A um ideal.
Entao, existe um ideal mazimal T C A tal que J C L.

Demonstragio. Vide [21, Lema 1.4.2]. O

Proposigao 4.2.3. Sejam A = (A, +,) uma dlgebra e T C A um ideal. Entio, A/T é
uma dlgebra com o produto definido por t®1y = x -y, onde x,y € A. Além disso, se T é um
ideal fechado e A = (A, +,,||*|4) € uma dlgebra de Banach, entio A/T = (A/Z,+,®, |||

¢ uma algebra de Banach quando munido com a norma canonica.

Demonstra¢io. Sejam z,9 € A/Zea € Z,b € §. Entdo, z-y—a-b= (r—a)-y+a-(y—>b).
Como Z é um ideal, segue que z-y—a-b € Z,isto é, x -y = a-b. Logo, o produto ® esta bem
definido. Além disso, esse produto herda a distributividade e associatividade do produto
de A. Agora, fixados 2,9 € A/Z e A € K, nés temos A (2 ®9) = (A2) @9 =12 (\)),
pois A é uma algebra. Agora, suponhamos que Z é um ideal fechado e A = (A, +,-, |- ||.4)
é uma algebra de Banach. Pelo Exemplo 2.3.10, A/Z = (A/Z,+, | - ||) é um espago de
Banach com a norma definida por ||Z|| = inf{||a||4 | @ € Z}. Sejam Z,5 € A/Z. Fixados
a€iebeq, temos |a-blla < |a|lallblla Assim, ||z-y| < ||al/4]b]|l4. Diante disso,

”‘Téﬂ < ||b]| 4 para todo b € ¢, isto é, Hﬁ;ﬂ\ < ||9]]. Desta forma, Hm\‘ < |lal|4

segue que
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para todo a € &. Logo, |2 @g[l = [lz-y| < [|2[/[|9]]. Portanto, A/T = (A/Z,+,®,]|-[]) ¢

uma algebra de Banach. O]

Definigao 4.2.4. Sejam A = (A, +, ) uma &lgebra sobre K e X um espago vetorial
sobre K. Dizemos que X é um A-mddulo a esquerda quando existe uma aplicagao

(a,z) = ax de A x X em X satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) Para cada a € A, a aplicagdo x +— ax é linear em X.
(2) Para cada x € X, a aplicacdo a +— ax é linear em A.

(3) a1 (azx) = (a1 - az) x para todos aj,as € Aex € X.

Define-se de maneira analoga um A-modulo a direita. Além disso, dizemos que X ¢é
um A-bimodulo quando A é simultaneamente um A-mdédulo a esquerda e a direita, onde

neste caso, as operagoes de modulo se relacionam de acordo com o axioma:
ay (x ag) = (a1 ) ap para todos aj,as € Aex € X.

Exemplo 4.2.3. Seja A = (A, +, ) uma algebra associativa. Entao, A4 é um .A-mddulo a
esquerda e um A-modulo a direita com as operagdes de modulo definidas pelo produto usual
de A. Além disso, como A é associativa, temos z (y z) = (zy) z para todos x,y, z € A,

isto é, A é um A-bimddulo.

Exemplo 4.2.4. Sejam A = (A, +, -, - ||) uma algebra normada associativa. Entao, o seu
dual topoldgico A* é um A-moédulo a esquerda com a operagao definida por (z e f)(y) =
f(y - x) para todo z,y € A e f € A*. Analogamente, A* é um A-mddulo a direita com
a operagao definida por (f e z)(y) = f(x - y) para todo x,y € Ae f € A*. Além disso,
x1 0 (f ®xy) = (z1 @ f) @y para todo z1,29 € A e f € A*. Desta forma, A* é um
A-bimédulo.

Observacao 4.2.1. Se A = (A, +, ) é uma algebra comutativa, entdo todo A-mddulo a
esquerda X torna-se um A-mddulo a direita definindo-se x a = ax para todos a € A e
x € X. Para o caso nao comutativo, ressaltamos que a teoria para A-modulos a esquerda
nao difere (do ponto de vista categérico) da teoria para A-modulos a direita. De fato
todo A-médulo a esqueda X torna-se um A°’-modulo a direita, onde a x b = b - a para
todo a,b € A°. Por este motivo, convencionaremos denominar A-modulo a esquerda

simplesmente por A-méddulo.

Definicao 4.2.5. Sejam A = (A, +, -) uma &dlgebra e X um A-mddulo. Dizemos que um
subconjunto Y C X é um A-submodulo de X quando Y é um subespago de X eay € Y
paratodoa € AeyeY.



47

Observagao 4.2.2. Sejam A = (A, +, -) uma algebra associativa e a € A. Pelo Exemplo
4.2.3, A é um A-bimédulo. A aplicacdo d, : A — A definida por §,(z) = a-x — z - a para

todo x € A é linear. Além disso, ¢, satisfaz, para todo x,y € A, a seguinte propriedade

bo(z-y)=a-(z-y)—(z-y)a=(a-2)-y—(z-a) y+z-(ay)—z-(y-a)
=(a-x—z-a) y+x-(a-y—y-a)=0,z) y+x-3.(y).

Motivados pela observacao acima, nés introduzimos a seguinte definigao:

Definigdo 4.2.6. Sejam A = (A, +, ) uma algebra e X um A-bimédulo. Dizemos que
uma aplicagao linear 6 : 4 — X é uma derivagdo quando d(z - y) = d(x)y + x 0(y) para
todos x,y € A. Além disso, dizemos que § é uma derivagcdo interna quando existe

u € X tal que §(z) = ux — zu para todo = € A.

Definicdo 4.2.7. Seja A = (A, +, ) uma algebra associativa. Dizemos que A é semi-

prima quando o ideal nulo é um ideal semiprimo de A. Em outras palavras, a condigao
7? = {0} implica em Z = 0 para todo ideal Z de A.

Proposicao 4.2.4. Seja A = (A,+,) uma dlgebra associativa. Entdo, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(1) A é semiprima.
(2) Sexe Aex Ax ={0}, entiox =0, ondex Ax ={z-a-z|ac A}.

Demonstra¢io. Suponhamos que (1) é verdadeiro. Seja x € A tal que z Az = {0}.
Denotaremos por Az A o subespaco de A gerado pelo conjunto {a-x-b | a,b € A}.
Assim, Az A é um ideal de A. Como z Az = {0}, segue que (Ax.A)> = {0}. Uma
vez que A é semiprima, temos Ax A = {0}. Agora, afirmamos que .4 é um ideal de
A. De fato, fixemos y € Aea € v A Assim, a = x-u, onde u € A. Desta forma,
y-a=y-z-u=0¢€xA, pois Az A= {0}. Por outro lado, a-y =z - (u-y) € z A
Agora, nés observamos que para todo a,b € A, nés temos (x - a) - (x - b) = 0. Diante disso,
(z A)? = {0}. Como A ¢ semiprima, segue que .4 = {0}. Analogamente, Az ¢ um ideal
de A e Az = {0}. Considere o subespaco Kz = {Az | A € K} de A. Afirmamos que Kz
¢ um ideal. Com efeito, sejam y € A e A € K. Entdo, y- (Az) = A(y-z) =0 € Kz, pois
Az ={0}. Por outro lado, (Az) -y = A(r-y) =0 € Kz, pois A = {0}. Em particular,
fixados A\, € K, nds temos (Az) - (az) = (Aa) (z - z) = 0. Diante disso, (Kz)? = {0}.
Como A é semiprima, segue que Kz = {0}. Portanto, x = 0. Reciprocamente, suponhamos
que para todo x € A tal que z Ax = {0}, temos = = 0. Seja Z um ideal de A tal que
7? = {0}. Fixemos z € Z. Entao, para todo a € A, temos z-a-x € 7> = {0}. Em
particular, z Az = {0}. Dai, x = 0. Logo, Z = {0}. O
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Proposicao 4.2.5. Seja A = (A, +,-) uma dlgebra (sobre um corpo de caracteristica
diferente de 2) semiprima. Se a € A € tal que [a,|a,z]] = 0 para todo v € A, entdo
a€ Z(A).

Demonstragao. Seja a € A tal que [a, [a, x]] = 0 para todo = € A. Definimos ¢, : A — A
tal que 0,(z) = a-x — - a para todo x € A. Pela Observagao 4.2.2, nés sabemos que 4, é
uma derivacio linear. Além disso, 62(z) = §,(a-z—x-a) = a-[a, ] —[a,z]-a = [a, [a,z]] =0

para todo x € A. Por outro lado, nés temos
0a(0a(zy)) = 05(x - y) = 63(x) -y +284(2) - da(y) + 2 - 55 (y) para todo z,y € A.

Portanto, 26,(x) - 0,(y) = 0, isto é, d,(x) - 0,(y) = 0 para todo z,y € A. Agora, fixemos

u,r € A. Utilizando a relagdo anterior, vemos
0=204(z) 0g(u-2) = 04(x) - (6a(u) -+ u-84(x)) = 04(x) - u- ().
Logo, para cada = € A, temos d,(x) Ad.(x) = 0. Como A é semiprima, segue que

do(z) = 0, ou seja, [a,z] = 0 para todo x € A. Portanto, a € Z(A). ]

4.2.1 Mobdulos sobre algebras de Lie

Veremos a seguir como definir médulos sobre dlgebras de Lie.

Definigao 4.2.8. Sejam A = (A, +, [, ]) uma algebra de Lie sobre K e X um espago
vetorial sobre K. Dizemos que X é um Lie A-md6dulo quando existe uma aplicacao

(x,a) = ax de A x X em X satisfazendo aos seguintes axiomas:

(1) Para cada a € A, a aplicacdo = +— ax é linear em X.
(2) Para cada x € X, a aplicacdo a +— ax é linear em A.
(3) [a1,a2] x = a1 (agx) — as (a; z) para todos aj,as € Aex € X.

Exemplo 4.2.5. Toda &lgebra de Lie A = (A, +, [, -]) é um Lie A-m6dulo com a operagao
de moédulo dada pelo préprio produto de A.

Observagao 4.2.3. De agora em diante se A é uma &lgebra de Lie, e X é um Lie

A-médulo, nés diremos simplesmente que X é um A-modulo.

Definigao 4.2.9. Sejam A = (A, +, [, ]) uma algebra de Lie e X um A-mddulo. Dizemos
que uma aplicagao bilinear § : A x A — X é uma biderivagdo antissimétrica quando
d([a,b],¢) = ad(b,c) —bd(a,c) e 6(a,b) = —d(b,a) para todo a,b,c € A. Neste caso,
d(a,a) = —6(a,a) = 0 para todo a € A.
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Notagao: Seja A = (A, +,[,-]) uma algebra de Lie e X um .4-médulo. O subespago de A
gerado pelo conjunto {[a, b] | a,b € A} serd denotado por [A,.A]. Além disso, denotaremos
Zx([A,A]) ={2z€ X | [A, Al 2 = {0}}, onde [A, A]z = {Cz € X | ( € [A, A]} para todo
reX.

Lema 4.2.1. Sejam A = (A, +,[-,-]) uma dlgebra de Lie e X um A-mddulo (sobre um corpo
de caracteristica diferente de 2). Se uma aplicagio bilinear § : AXA — X é uma biderivagio

antissimétrica, entdo, para todo x,y,u € A, temos §(u, [z,y]) —ud(z,y) € Zx([A, A]).

Demonstracio. Fixemos x,y,z,w € A. Como § é uma biderivacido antissimétrica, temos

5([Ivy]v [Z7w]) = CE(S(y, [Z’w]) - y(S(ZE, [Z’w]) =T 5([Z7w]7y) + yé([z,w],x)
=—z(20(w,y)) + 2 (w(z,y)) +y (26(w, z)) —y (wi(z,x)).

Além disso, nés sabemos que 0([z,y], [z, w]) = —d([z, w], [z,y]). Logo, nés podemos obter

a seguinte expressao

5([ ), [y w]) = =2 8(w, [2,9]) + w (=, [2,]) = 2 8([, 4], w) — wi([z, y], 2)
— 2 (23(y, w)) — 2 (y6(z,w)) — w (2 8(y, 2)) + w (y 3(a, 2))

Diante do exposto acima, e utilizando o fato que § é antissimétrica, nés chegamos na

seguinte relagao:
[, 2]0(y, w) + [y, w]0(x, 2) = [z, w]6(y, 2) + [y, 2] 6(, w). (4.3)

Agora, nés observamos que §(z,z) = 0. Substituindo w por y e z por z em (4.3),
nds vemos que a igualdade [z,y] d(y,z) + [y, z] d(z,y) = 0 é satisfeita se, e somente se,

2[x,y]d(z,y) = 0. Dessa forma,
[z,y] 6(x,y) = 0 para todo z,y € A. (4.4)
Linearizando em z, isto é, tomando = = (x + z) em (4.4), nds temos
[z,y]6(z,y) + [2,y] 6(z, y) = 0. (4.5)
Repetindo o argumento com y = (y + w) em (4.5), nés vemos
[z,y] 6(z,w) + [z, w] §(z,y) + [z, y] 0(z, w) + [z, w] 6(x,y) = 0. (4.6)
Podemos escrever (4.3) trocando os papéis de y e z. Mais precisamente
2, y] 8z, w) + [z, 0] 6z, ) — [,0] 8(2,y) — [2, 4] 3, w) = 0. (4.7)

Somando (4.6) e (4.7), temos 2 ([x,y] §(z,w) + [z, w] (x,y)) = 0. Como X é um espago
vetorial sobre K, nés temos [z,y] §(z, w) + [z, w] d(z,y) = 0. Logo,

[,9]0(2,w) = [w, 2] 6(x, y). (4.8)
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Em particular, vale a seguinte identidade:

[, ul, y] 0 (2, w) = [w, 2] ([, ul, y). (4.9)

Por outro lado, pela identidade de Jacobi, temos [[z,ul,y| d(z,w) = [[z,y],u] I(z,w) +
[y, u],z] 6(z,w). Utilizando (4.8) chegamos em [[x,y],u]d(z,w) = [w,z]d([z,y],u) e
[y, u], ] §(z,w) = [w, 2] §([y, u], z), onde na primeira igualdade [z, y] faz o papel de x e u
faz o papel de y, enquanto na segunda igualdade [y, u] faz o papel de x e x faz o papel de

y. Logo,
[z, ul, y] 0z, w) = [w, 2] 6([x, y], u) + [w, 2] 6([y, u], ). (4.10)
Assim, apds comparar as identidades (4.9) e (4.10), obtemos:
[w, 2] (6([z, ¥, w) + 0([y, u], 2) + 6([u, 2], y)) = 0. (4.11)

A partir do fato que 6 é uma biderivacao antissimétrica, temos:

y) =
Consequentemente, (4.11) reduzir-se-4
2[w, 2] (x6(y, u) + yo(u,x) +ud(z,y)) = 0. (4.12)

Dai, como z(y,u) + yo(u,x) = z6(y,u) — yo(z,u) = 6([z,y],u) = —0(u, [z,y]), segue
de (4.12) que 2w, z]| (uo(z,y) — 0(u, [x,y])) = 0. Portanto, d(u, [z,y]) — ud(z,y) €
Zx([A; Al). O

4.3 O TEOREMA DE GELFAND-MAZUR

O objetivo central desta secao é o de demonstrar o Teorema de Gelfand-Mazur. Mais
precisamente, nés provaremos que toda algebra de Banach complexa ¢é isometricamente
isomorfa ao corpo dos nimeros complexos C. Nesta se¢ao todas as algebras de Banach

serao complexas (associativas).

Lema 4.3.1. Sejam A= (A,+,-, e, | - ||) uma dlgebra de Banach com unidade e x € A.
Se ||z|| < 1, entdo (e — ) € Up.

n
Demonstracio. Para cada n € N, definimos s, = Y. 2%, onde 2° = e. Se m > n, temos
E=0

m m m
Isn = smll =1 2 2" < > [la* < ¥ [lof*. Assim, ||s, — sw] — 0 quando n — oo
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

e m — oo. Desta forma, (s,)ney é uma sequéncia de Cauchy em 4. Como A é um
(o]

espaco de Banach, existe s € A tal que nh_}ngo s, = s. Portanto, s = > 2*. Além disso,
k=0

(e—x) Sp_1 = 58p_1-(e—x) =e—2a". Logo, (e—x)-s=s-(e—x) = e- pela continuidade

do produto em A (Proposicao 4.1.1). O
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Teorema 4.3.1. Seja A= (A, +,-,¢,| - ||) um dlgebra de Banach com unidade. Entdo, o

conjunto Uy € aberto em A.

Demonstragio. Seja y € Uy. Tomemos h € A tal que ||h|| < [Jy~!|~!. Afirmamos
que y + h € Uy. De fato, basta observarmos que y + h = y - (e + y~* - h), onde
ly=' - nll < |ly7t.]k|| < 1. Consequentemente, pelo Lema 4.3.1, e + 4y~ - h € Uy.

Portanto, U4 é aberto em A. O

Definigao 4.3.1. Sejam A = (A, +,-, e, - ||) uma algebra de Banach com unidade e
x € A. O espectro de x (respectivamente o resolvente) é definido como o(z) = {\ €
C|(Ae—x) ¢ U} (respectivamente p(x) ={\ € C | (Ae —z) € Una}).

Observacgao 4.3.1. De acordo com a defini¢ao anterior, para cada = € A vale a seguinte
igualdade: p(x) = C\o(x).

No exemplo abaixo nés calcularemos explicitamente o espectro de um elemento
arbitrario da algebra C[0, 1].

Exemplo 4.3.1. Consideremos a élgebra de Banach C[0, 1] = (C[0,1],+,, e, - ||co) como
no Exemplo 4.1.9. Seja f € C[0,1]. Entdo, o(f) ={A € C| (Ae— f) & Ucpo,y}. Agora,
fixemos x € [0,1]. Tomando A\, = f(z), temos (A\,e — f)(z) = 0. Desta maneira,
(Aze — f) & Ucpp,1), ou seja, A\, = f(x) € o(f). Logo, Im(f) C o(f). Por outro lado,
fixemos A € o(f). Entao, (Ae — f) ¢ Ucpp)- Desta forma, existe x € [0, 1] tal que
(Ae— f)(x) =0. Assim, A = f(z). Portanto, o(f) = Im(f).

Proposicao 4.3.1. Seja A= (A, +,-,¢e,|-|) uma dlgebra de Banach com unidade. Entao,

o(z) é um subconjunto compacto de C para cada x € A.

Demonstragio. Fixemos x € A. Dado A € C, A # 0, tal que |A\| > ||z, temos ||z/A| < 1.
Pelo Lema 4.3.1, (e — x/\) € U4. Consequentemente, (Ae — x) € Uy. Portanto, A € p(z).
Assim, se A € o(z), entao |A| < ||z||. Logo, o espectro de z é um subconjunto limitado de
C. Agora, observemos que a funcao f : C — A definida por f(A) = Ae — = é continua.
Por outro lado, o conjunto U4 é um subconjunto aberto de A (Teorema 4.3.1). Entéo,
f~HUy) ¢ um subconjunto aberto de C. Como p(x) = f~1(U4), segue que p(z) é um
subconjunto aberto de C. Portanto, o(z) = C\p(x) é fechado em C. O

Proposicao 4.3.2. Sejam A = (A, +,-, ¢, - ||) uma dlgebra de Banach com unidade e
¢ € A*. Entdo, para cada x € A, a aplicagio f : p(x) — C dada por f(\) = ¢((Ae—z)7)

¢ analitica.

Demonstragio. Fixemos A € p(z) - por defini¢do (Ae — ) € Uy. Pela Proposigao 4.3.1,
p(x) = C\o(z) é aberto em C. Dali, podemos escolher A # ¢ € p(z) tal que |A—(| < |[(Ce—
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)77 Assim, ||[(A—¢)(Ce—2)7Y| < 1. Pelo Lema 4.3.1, (e — (A= ¢)(Ce —z)™1) € Uy.

Além disso,

(e~ (A—OCe—a) ) = kf:w COCe—a) N = kff(x COF(Ce—a) k. (413)

Observe que podemos escrever a seguinte igualdade: (Ae —z) = ((e—z)(e— (A=) (Ce—
z)™). Como (Ce — x) € Uy, pois ¢ € p(z), temos (por (4.13))

(he—a) = (f:u— O <<e—x>'f) (Coma) . (4.14)

k=0
A partir de (4.14) podemos concluir (e — z)™! io: (A= 0)* (Ce— )=+ Agora, como
k=0
B(A =

¢)¥, onde ax = ¢((Ce — )~ *+Y),

k € N. Portanto, f(\) = ¢((Ae —x)7') = Z ar (A — ¢)*. Logo, pela Proposigao 2.6.1,
k=0
f: p(x) — C é analitica. O

¢ ¢ linear e continua, temos ¢((Ae —x)7 1) = E

Proposicao 4.3.3. Seja A= (A, +,-,¢e,||||) uma dlgebra de Banach com unidade. Entao,
o(x) # 0 para todo x € A.

Demonstragio. Fixemos x € A. Se x ¢ Uy, entdo 0 € o(x). Podemos supor sem
perda de generalidade que = € U,4. Suponhamos que o(z) = (). Neste caso, p(z) = C.
Para um dado elemento ¢ € A*, definimos f : C — C, onde f(\) = ¢((Ae — z)!)
para todo A € C. Pela Proposicao 4.3.2, f é analitica em C. Agora, notemos que

se |A\| > ||z||, entdo (e —x)~! = ()\ (e — f))_l =3 (e— §>_1 =3 %_O:O (%)n Assim,

l(Ae—2)7 | = ||%n§0< ) | < I/\I Z (%) Tl lel A partir desta estimativa, vemos
que [F)] = [6((he —2) )] < [@llm [(he —2) ] < l9lloo ey Desta forma, f(A) — 0
quando A — oo. Como f é continua, segue que f é limitada. Pelo Teorema 2.6.1, segue
que f é constante. Logo, f = 0, ou seja, f(\) = ¢((Ae —2)™1) = 0 para todo A € C.
Absurdo, pois isso contraria o Corolario 3.1.1. Logo, o(z) # () para todo = € A. O

Teorema 4.3.2 (Gelfand-Mazur). Seja A = (A, +,-,¢,] -||) uma dlgebra de Banach com
unidade tal que Uy = A\{0}. Entio A € isomelricamente isomorfo (como dlgebra) ao

corpo dos numeros complexos.

Demonstragio. Pela Proposigao 4.3.3, para cada = € A existe A\, € o(z). Por definigao
temos que (A, e — ) ¢ U4. Da condicao U4 = A\{0}, nés podemos concluir que A\, e = =
e que A, é tnico. Diante disso, vemos que a func¢ao ¢ : A — C, onde 9(z) = A, para
cada v € A estd bem definida. Afirmamos que v é linear. De fato, sejam z,y € A e
A € C. Observemos que \yioye =z +ay = A\e+a(Me) = (A, +a)y)e. Dessa
forma, Ajiay = Az + X, Logo, ¥(x + ay) = Mtay = Ao +aX, = () + a(y).
Agora, notemos que A\ e =2 -y = (Aze) - (A\,e) = (A A\y) e. Diante disso, Ay, = Ay Ay
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Logo, ¥(z - y) = Ay = A Ay = ¥(2)¢(y). Em particular, ¢ é um homomorfismo.
Agora, seja A € C. Tomemos = = Ae € A. Entao, como ¥ é um homomorfismo, temos
w(x) = A(e) = A Logo, ¢ é sobrejetora. Por fim, dado x € A, temos z = A, e.
Dessa forma, |[¢(x)] = |Az| = | Xl llell = || Az€ll = ||z]. Assim, ¥ é uma isometria e,

consequentemente, é injetora. Portanto, A é isometricamente isomorfa a C. O]

4.4 O RAIO ESPECTRAL E A TRANSFORMADA DE GELFAND

Nesta secao todas as algebras de Banach serdo complexas (associativas).

Definigao 4.4.1. Sejam A = (A, +,+,e,]|| - ||) uma algebra de Banach com unidade e

x € A. O raio espectral de x ¢é definido por r(z) = sup |z|.
z€o(x)

Proposicao 4.4.1. Seja A= (A, +,-,¢,| - ||) uma dlgebra de Banach com unidade. Se
z,y € A sdo tais que [z,y] =0, entdo r(z+y) <r(zx) +r(y) er(x-y) <r(x)r(y).

Demonstragio. Vide [4, Lema 1.1.3]. O

Teorema 4.4.1 (Kleinecke-Shirokov). Seja A = (A, +,-, e, | - ||) uma dlgebra de Banach

com unidade. Se x,y € A satisfazem [z, [z,y]] =0, entdo r([z,y]) = 0.

Demonstragio. Vide [4, Corolério 1.3.1]. O

Proposicao 4.4.2. Seja A= (A, +,-, ¢, - ||) uma dlgebra de Banach com unidade. Se
x €A étal quer(x) =0 er([z,y]) =0 para todo y € A, entio x € Rad(A), onde Rad(.A)
é o radical de Jacobson de A (Defini¢io 4.5.4).

Demonstragio. Vide [4, Lema 1.3.2]. O

Definigao 4.4.2. Seja A = (A, +, -, e, ||-||) uma algebra de Banach com unidade. Definimos
o espectro da dlgebra A por M(A) = {¢: A — C| ¢ # 0 ¢ linear e multiplicativo}.

O préximo resultado versard sobre a continuidade dos elementos de Mt(A). Com
este resultado em maos, nés podemos concluir que em alguns casos é possivel obter certas
propriedades topoldgicas a partir de certas propriedades algébricas. A prova em si deste
fato utilizard o famoso Teorema de Gleason-Kahane-Zelazko (Teorema 4.4.5) que por

questoes expositorias foi alocado ao final desta secao.

Lema 4.4.1. Seja A= (A, +,-,e,| - ||) uma dlgebra de Banach com unidade. Entao, todo
elemento ¢ € M(A) € limitado em A e |p(x)| < r(x) para todo x € A. Além disso, temos

el = 1.
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Demonstragio. Seja ¢ € M(A). Como A possui unidade e ¢ é um funcional linear, pelo
Teorema 4.4.5, temos () € o(x) para todo = € A. Diante disso, fixado = € A, tem-se
lo(z)| < sup |z| = r(x) < ||z||. Logo, ¢ é continua e |p(x)| < r(x) para todo z € A.

z€o(x)

Além disso, [|¢||ec = sup |p(z)| < 1. Como p(e) =1 e |e]| =1 segue que ||¢|lo =1. O
TEB»Y

Teorema 4.4.2. Seja A = (A, +,-,¢,| - ||) uma dlgebra de Banach comutativa com

unidade. Denotando por Q(A) o conjunto de todos os ideais mazimais em A, a aplica¢io
¥ M(A) — Q(A) dada por () = ker(p) é uma bijecio. Em particular, M(A) # 0.

Demonstragio. Seja ¢ € M(A). Entao, ker (¢) é um ideal de A. Agora, fixado z € A é
facil ver que (z — p(z)e) € ker (¢). Desta forma, podemos escrever x =y + ¢(z) e, onde
y € ker (). Logo, A = ker (¢) @ (e), isto ¢, ker (¢) tem codimensao 1. Diante disso, ker (¢)
¢ maximal. Consequentemente, a aplicacao ¢ : M(A) — Q(A) dada por ¢(¢) = ker (¢)
estd bem definida. Agora, sejam 1, s € M(A) tais que ker (1) = ker (p2). Entao, para
todo x € A, temos (x—p1(z)e) € ker (p2). Dai, pa(x—p1(x)e) = 0. Assim, po(x) = ¢1(x).
Logo, @1 = @2 e 1 é injetora. Agora, seja M € (. A). Consideramos a proje¢ao canonica
m: A— A/M = C dada por w(x) = . Logo, 7 é linear, multiplicativa e ker (1) = M.

Portanto, M = (). Assim, ¢ é sobrejetora. E isto completa a demonstragao. O

Observacao 4.4.1. Neste ponto é importante enfatizar que se A é uma algebra de Banach
nao comutativa a validade do teorema acima nao ¢ garantida - na verdade nem podemos
garantir que 2 (A) é nao vazio. Por exemplo, no caso que A = M,,(C), contanto que
n > 2, temos que M(A) = 0. Por outro lado é folclérico o fato que Q(A) # 0.

Defini¢ao 4.4.3. Seja A = (A, +,-,¢,]| - ||) uma &lgebra de Banach comutativa com
unidade. De acordo com o Lema 4.4.1, nés sabemos que M(A) C By-. A topologia fraca
estrela o(A*, A) em M(A) é denominada a topologia de Gelfand. Denotaremos M(A)
equipado desta topologia por M(A) = (M(A),o(A*, A)).

Teorema 4.4.3. Seja A= (A, +,-, e, ||-||) uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.
O espectro de A é o(A*, A)-compacto.

Demonstragao. Inicialmente, lembre-se que M(A) C By« pelo Lema 4.4.1, e que By~
é o(A*, A)-compacto pelo Teorema 3.3.1. Fixemos f € WG(A*’A). Pela Proposicao
2.1.1, existe uma rede (pa)acp em M(A) tal que f = o(A", A)-lim ¢,. Diante disso, pela
Proposicao 3.3.2, temos ¢, (z) — f(x) para todo € A. Afirmamos que f é multiplicativa.

De fato, sejam x,y € A. Entao,

f(z-y) =lim @a (- y) = lim @a(2) a(y) = (impq(z)) (imea(y)) = f(z) f(y).

A*7A) o

Assim, (A)O( M(A). Logo, pelo Teorema 2.1.4, M(A) é o(A*, A)-compacto. [
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Definicao 4.4.4. Sejam A = (A, +,-, ¢, | - ||) uma algebra de Banach comutativa com
unidade e x € A. A aplicagdo & : M(A) — C tal que (¢) = ¢(x) é conhecida como a

transformada de Gelfand.

Proposicao 4.4.3. Seja A = (A, +,-,¢,|| - ||) uma dlgebra de Banach comutativa com
unidade. A aplicagio I' : A — C(M(A)) tal que I'(x) = & € linear, multiplicativa e
continua. Além disso, |||l = sup |Z(e)] < ||z|| = sup |¢(x)| para todo = € A.
peEM(A) PpEB 4+

Demonstragio. Fixemos ¢ € 9(A). Vimos no Teorema 4.4.3 que M(A) é compacto
quando equipado com a topologia fraca estrela de A*. Seja (¢a)acp C M(A) tal que
U(A*,A)—li(gn ©vo = . Pela Proposicao 3.3.2, temos ¢, (x) — ¢(z) para todo x € A, ou
seja, T(va) = 2(p). Assim, I'(x)(va) — ['(x)(p). Logo I'(x) = & é continua em ¢ para
todo ¢ € M(A). Em particular, I' estd bem definida. Afirmamos que I' é linear. De fato,
fixemos x,y € A e X € C. Entao, dado ¢ € 9(A), temos

Pz +Ay)(9) = p(z + Ay) = (@) + Ap(y) = T(2)(p) + AT (y)(¢)
= (P(z) + AT (y))(#).
Logo, I'(z + Ay) = I'(z) + AT'(y), isto é, I é linear. Por outro lado, I'(z - y)(¢) =

e(x-y) = o) ely) = T'(2)(@) I'(y)(p) = (I'(z)I'(y))(p). Portanto I' ¢ multiplicativa.
Agora, fixemos x € By. Pelo Lema 4.4.1, dado ¢ € 9M(A), temos |Z(p)| = |o(z)| < 1.

Consequentemente, |||l < 1, pois ||Z]|lcc = sup |Z(¢)|. Diante disso, [|[I'(2)|ew =
PEM(A)
|Z||lc < 1. Portanto, T" é continua. Por tltimo, fixemos z € A, onde x # 0. Pelo
Corolario 3.1.1, temos ||z|| = sup |p(z)|. Em particular, |2(¢)| = |¢(x)| < ||z|| para
PEB 2%

todo ¢ € M(A). Logo, [|Z|le < ||z O

Teorema 4.4.4. Seja A = (A, +,-, e, ||-||) uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.
Entao, I'(z)(M(A)) = o(z) para todo x € A.

Demonstragio. Fixemos © € A. Dado ¢ € M(A), temos (p(z)e — z) € ker(p). Dal,
(p(z)e — x) ¢ Us. Portanto, I'(x)(¢) = p(x) € o(x) para todo ¢ € M(A). Assim,
C(x)(M(A)) C o(x). Agora provaremos que vale a outra inclusdo. Com efeito, seja
z € o(z). Entao, (ze—x) ¢ Uy. Por esta razao, podemos concluir que o ideal (ze—z)- A =
{(ze—2z)-a]|a€ A} é um ideal préprio de A. Como A é uma algebra com unidade,
pela Proposigdo 4.2.2, existe um ideal maximal M em A tal que (ze —z)- A C M.
Consequentemente, (ze —x) € M. Além disso, pelo Teorema 4.4.2; a aplica¢do 1 :
M(A) — Q(A) tal que ¢¥(p) = ker(¢) é uma bijegao. Logo, existe ¢ € M(A) tal que
ker(p) = M. Consequentemente, p(ze — x) = 0, isto é, z = ¢(z). Portanto, z = I'(z)(p).
E assim concluimos que I'(z)(9M(A)) = o(x). O

Corolario 4.4.1. Seja A = (A,+,-,¢e,| - ||) wma dlgebra de Banach comutativa com
unidade. Entdo, o(z) = {p(x) | p € M(A)} er(z) = sup |e(x)| para todo x € A.

PEM(A)
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Demonstragio. Seja x € A. Pelo Teorema 4.4.4, temos I'(z)(M(A)) = o(x). Dessa

forma, dado z € o(x), existe p € M(A) tal que z = T'(z)(p) = p(z). Além disso,

para qualquer ¢ € M(A), pelo Teorema 4.4.5, temos ¢(x) € o(x). Portanto, segue que

o(z) ={¢(x) | € M(A)} e, consequentemente, r(x) = SDIJlT[()A) lo(2)]. O
pEe

Encerraremos esta segdo provando o Teorema de Gleason-Kahane-Zelazko (Teorema

4.4.5). Comegamos a demonstra¢do com um lema técnico.

Lema 4.4.2. Seja A = (A,+,-,€) uma dlgebra com unidade. Se ¢ : A — C é um
funcional linear satisfazendo p(e) = 1 e p(x?) = @(x)* para todo v € A, entio ¢ é

multiplicativo.

Demonstragio. Fixemos z,y € A. Observemos que o(x + y)? = o((z + y)?). Além disso,

como ¢ ¢ linear, vale a relagao ¢(z + y)* = (¢(x) + ¢(y))?. Dessa forma, temos
p(x)” +20(@) o(y) + 0(y)* = (@)’ + oz - y) + oy o) + ¢ (y)"
Logo,
ple-y+y-x)=el@-y) +oly x) =20 ey) (4.15)
Notemos agora o seguinte:
(@ y—y-a)+(@y+ty 2 =20 (y-zy+y ay- o) (4.16)

Usando as equagoes (4.15) e (4.16), chegamos na seguinte igualdade

pla-y—y-2°+ 20 W) =¢((r-y—y-2)°) + ol -y+y-z)° (4.17)
=o((x-y—y-2)+(@-y+y-x)°
=2¢p((z-(y-2-y)+(y v-y) 2)
=4p(x)py-z-y)

Tomando a = (x — ¢(x)e), temos ¢(a) = 0, pois p(e) = 1. Utilizando (4.17) - substituindo

2 por a - temos p(a-y —y-a)’+(2¢(a) (y))* = 4p(a) p(y-a-y) = 0= dp(a)p(a-y - a).
Logo, p(a-y —y-a) = 0. Dai, p(z-y) = ¢(y-x). Portanto, por (4.15), segue que

¢z - y) = p(x) (y) para todo z,y € A. O

Teorema 4.4.5 (Gleason-Kahane-Zelazko). Sejam A = (A, +,-,¢,| - ||) uma dlgebra de
Banach com unidade e ¢ : A — C um funcional linear. Entdo, as sequintes afirmagcoes

sao equivalentes:

(1) o € M(A);

(2) p(e) =1 e p(x) # 0 para todo x € Uy;



o7

(3) p(z) € o(x) para todo z € A.

Demonstragigo. Suponhamos que (1) é verdadeiro. Como p(e)? = p(e) p(e), segue que
¢(e) = 1. Agora, dado = € Uy, temos p(e) = p(z - x7') = o(z) p(x™!). Assim, p(z) # 0.
Portanto, (1) implica (2). Agora, suponhamos que (2) é verdadeiro. Fixemos que x € A.
Como p(p(z)e —x) =0, temos ¢(x) e — x ¢ Uy. Consequentemente, p(x) € o(z). Logo,
(2) implica (3). Por fim, suponhamos que (3) é verdadeiro. Entdo, ¢(z) € o(x) para todo
x € A. Em particular, temos p(e) € a(e). Assim, (p(e) — 1) e ¢ U, e, consequentemente,
p(e) = 1. Agora, fixemos z € A en € N. Entao, p(z) = ¢((ze —2)") € Clz] é um
polinémio. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, existem Ay, ..., A, € C tais que p(\;) =
o((N\je —x)") = 0 para cada i = 1,...,n. Por hipdtese, p((\je —z)") € o((Aje —x)™)
para cada i = 1,...,n. Diante disso, temos \; € o(x). Assim, |\;| < r(x). Por outro lado,
observamos que (ze —x)" = 2"e + (T) 2y + (g) 22 2% 4+ ...+ (=1)"2". Portanto,
p(z) = o((ze — 2)") = 2" + (7;) o(z) 2"t + (Z) o(x?) 2" 2+ ...+ (=1)"¢(z"). Desta
forma, a, 1 = (71‘) o(z) e a2 = (g) (x?). Além disso, p(z) = (z — M) ... (2 — \n).

n
Das relagoes de Girard, segue que a,—1 = > A e a,_o = > A Aj. Agora, notamos
i=1 1<i<j<n

que (i)\i)z = i)\f +2( X NN\ = f:)\f +n(n — 1) p(x?). Consequentemente,
=1 =1 1<i<j<n =1

n?p(2)? — 2 p(e?) = LN —np(e?). Assim, n? [p(e)? - p(a®)| < LN +n fp(e?)] <
nr(z)+n|e(x?)). Lo;;_;, lp(2)? — p(2?)] < = (r(x)? + |p(2?)]) paral_tlodo n € N. Diante
disso, ¢(x)? = p(2?). Portanto, pelo Lema 4.4.2, segue que ¢ é multiplicativa. Logo, (3)
implica (1). O

4.5 SEMISSIMPLICIDADE

Nesta secao apresentaremos o conceito de algebra semissimples e introduziremos as

C*-algebras.

Definicao 4.5.1. Sejam A = (A, +, -) uma algebra e X um espago vetorial (ambos sobre
K). Uma representacdo de A sobre X é um homomorfismo 7 : A — £(X), onde
L(X)={T:X — X | T élinear}. A cada representacao 7 de A sobre X corresponde um

A-médulo X com a operagao definida por ax = 7(a)(x) para todos a € Ae x € X.

Exemplo 4.5.1. Sejam A = (A, +, ) uma &lgebra e X um A-mdédulo (sobre K). Entao,
a aplicagdo 7 : A — L(X) definida por 7(a)(z) = ax, para todo a € Ae x € X, é uma
representacao de A sobre X.

Observacao 4.5.1. Pelo exemplo anterior, nés podemos concluir que dado um A-moédulo

X, é sempre possivel construir uma representagao 7 : A — L(X).

Definicao 4.5.2. Sejam A = (A, +, -) uma algebra e X um A-mdédulo (sobre K). Dizemos

que o A-moédulo X é ndao-trivial quando existem a € A e x € X tais que ax # 0.
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Dizemos que X é irredutivel quando X é nao trivial e seus unicos A-submédulos sdo X

e {0}.

Definigao 4.5.3. Sejam A = (A, +, ) uma algebra e X um espago vetorial (ambos sobre
K), e 7 : A — L(X) uma representacao de A sobre X. Dizemos que a representacao de A

sobre X é irredutivel quando X visto como um A-modulo é irredutivel.

Definicao 4.5.4. O radical de Jacobson de uma &algebra associativa A = (A, +, ),
denotado por Rad(A), é o ideal formado pela intersegdo dos nticleos de todas as repre-
sentagoes irredutiveis de A. Dizemos que A é uma élgebra (Jacobson) semissimples
quando Rad(A) = {0}.

Proposicao 4.5.1. Seja A= (A, +,) uma dlgebra associativa. Entio, A/Rad(A) é uma

algebra semissimples.

Demonstracio. Sejam X um A-moédulo irredutivel e 7 a correspondente representagao
irredutivel de A sobre X. Denotamos B = A/Rad(.A). Entao, X é um B-médulo com a
operacao definida por br=az,ondea€bexe X. De fato, fixemos b € B. Se aj,ay € B,
entdo (a; —ag) € Rad(A) C ker(m). Logo, (a1 —az) X = {0}, isto é, a; & = ag x para todo
x € X. Desta forma, a operacao de modulo estd bem definida. Além disso, o B-médulo X
assim obtido é irredutivel, pois X é um A-médulo irredutivel. Agora, seja 4 € Rad(B).
Entao, @ X = {0} e, consequentemente, a X = {0} para todo a € 4. Assim, a € Rad(A)
sempre que a € 4. Portanto, @ = 0, ou seja, rad(B) = {0}. ]

Proposicao 4.5.2. Toda dlgebra semissimples é uma dlgebra semiprima.

Demonstragio. Vide [5, Proposi¢ao 30.5]. ]

Definicao 4.5.5. Seja A = (A, +, ) uma algebra sobre K. Dizemos que uma aplicacao
x: A — A é uma tnwvolugdo quando para todo x,y € A e A € K valem as seguintes

relacgoes:
(1) (z+Ay)" ="+ Ay,
(2) (x-y) =y -a"e @) =z

Uma algebra A equipada com uma involugao * é denominada uma *-dlgebra. Uma

x-subdlgebra de A é uma subalgebra B de A tal que z* € B sempre que x € B.

Exemplo 4.5.2. Consideremos a algebra M,,(C) = (M,,(C),+,-). Definimos a aplicacao
* 1 M, (C) = M,,(C) tal que A* = AT para cada A € M, (C), isto ¢, [A*];; = [AT];; =

[A];;. Afirmamos que * é uma involu¢do em M, (C). De fato, fixemos A, B € M,,(C) e
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M € K. Observamos

[(A+AB)]y = [(A+AB)T]; = [AT + A BT];; = [AT + X BT];; = [AT];; + A[BT];;
= [A"]y + AN [B"];; = [A" + A B"]y;.
Logo, (A+ AB)* = A* + A B*. Além disso, (A-B)' = BT - AT e A-B = A- B. Assim,

(A-B)];; = [(A- B)T);; = [BT - AT];; = [BT - AT];; = [B*- A*];;. Logo, (A-B)* = B*- A",
Finalmente, como A = A e (AT)T = A, segue que (A*)* = A.

O proximo resultado nos permitird concluir que B(H) (veja Exemplo 4.5.3) possui

uma involucao - ‘H é um espaco de Hilbert.

Proposigao 4.5.3. Seja H um espago de Hilbert. Entao, para cada T € B(H), existe um
unico operador T* € B(H) tal que (T'(z),y) = (x, T*(y)) para todo x,y € H. Além disso,

IT|oo = |T*]|oc- O operador T* é denominado o operador adjunto de T

Demonstragio. Fixamos y € H, e definimos ¢, : H — C, onde ¢, (x) = (T'(z),y).
Claramente 1, ¢é linear. Além disso, |1, (z)| = (T(2),y)| < [Tl ||yl [|z|| para todo
x € H. Logo, ¢, € H*. Pelo Teorema 2.4.3, existe um tnico u = T*(y) € H tal que para
todo x € H, temos (T'(x),y) = ¢,(x) = (z,u). Assim, nés podemos definir a aplicagao
T :H — H, onde T*(y) = u e (T'(x),y) = (x,T*(y)) para todo x,y € H. Agora, sejam
y1,Y2 € H e A € K. Por um lado, para cada x € H, (z, T*(y1 + Ay2)) = (T(z),y1 + A y2).

Por outro lado,

(@, T"(y1) + AT (y2)) = (2, T" (1)) + M2, T* (o)) = (T(x),51) + M(T(2), 12)
= (T(2), 41 + Ayp).

Pela unicidade de T*(y; + A y2), vemos que T%(y1 + Aya) = T*(v1) + AT*(y2). Logo, T* é

linear. Além disso, para cada y € H,

1T = KT (), T ()] = KT(T* @), ) < [Tl 17" W) 19

Assim, se y ¢ ker(T), temos ||[T*(y)|| < |7« [lyll. Caso y € ker(T*), vemos que
I1T*(y)]l =0 < [Tl |y]|- Logo, T* € B(H). Em particular, || T*||o < ||T|oo-

Finalmente, seja € H tal que ||z|| < 1. Se = ¢ ker(T'), entao
1T (@) = (T(2), T(2))] = [{z, T(T(@))| < [l 1T [loc 1T ()] < Tl 1T ()]

Assim, ||T'(z)]] < ||T*]|co- Se x € ker(T), entao |[T'(z)]| = 0 < |T%||co- Logo, [|T||cc <

T*||so. E isto completa a demonstracao. O
| p G

Definig¢ao 4.5.6. Uma algebra normada A = (A, +,-, || - ||) com uma involugao * satisfa-

zendo ||z*|| = ||z|| para todo x € A é denominada uma dlgebra *-normada.
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Exemplo 4.5.3. Diante da Proposicao 4.5.3, podemos definir * : B(H) — B(H) como
sendo a aplicagdo que a cada T" € B(H) associa o seu operador adjunto 7% € B(H).
Afirmamos que * ¢ uma involugdo em B(H). De fato, sejam T, S € B(#H). Entao, fixados
x,y € H, temos:

(T +A9)(x),y) = (T(x) + AS(x),y) = (T(2),y) + A(S(x),y)
= (2, T"(y)) + Mz, S"(y)) = (&, T"(y)) + (x, A 5" (y))
= (. T"(y) + 15" () = (z, (T + A S7)(y)).
Portanto, (T'+ A S)* = T* + A S*. Além disso,

(T 5)(x),y) = (T(5(x)),y) = (S(x), T*(y)) = (x,57(T"(y)))
= (&, (5" o T")(y))-

Logo, (T'0 S)* = S* o T*. Por dltimo, (I"(x),y) = (y,T*(x)) = (T'(y),z) = (z,T(y)).
Portanto, (T*)* = T. Diante destas consideragoes, provamos que B(H) é uma algebra
de Banach com uma involugao * tal que ||T||o = ||T%|| para qualquer T' € B(H). Em

particular, B(#) é uma algebra *-normada.

Observagao 4.5.2. No contexto do exemplo anterior, fixado 7' € B(H), temos:
IT(@)|]* = (T(x),T(x)) = (T" o T)(z),x) < IT" o Tl [l2* para todo x € H.

Diante disso, | T]|%, < ||T* o T||s- Por outro lado, || T* o T||s < ||T||%, pois B(H) é uma
dlgebra normada. Assim, ||T* o T|| = ||T||% para todo T' € B(H).

Definigao 4.5.7. Uma C*-dlgebra? é uma *-subalgebra fechada de B(#) para algum

espaco de Hilbert H. Em particular, toda C*-adlgebra é associativa.

Exemplo 4.5.4. Por definigao, diante do Exemplo 4.5.3, B(H) é uma C*-algebra para
todo espaco de Hilbert H.

Exemplo 4.5.5. Pelo Exemplo 4.5.2, M,,(C) é uma *-algebra. Pela Proposigao 4.1.5,
M,,(C) é isometricamente isomorfa & uma subdalgebra fechada de B(C™). De fato, como
estamos em dimensao finita, M,,(C) é isomorfo a B(C™). Além disso, considerando a
base candnica em C" e A a matriz de um operador 7' nessa base, segue que a matriz do
operador adjunto 7™ nessa mesma base é a matriz adjunta de A. Logo, M,,(C) é uma

C*-algebra.

2 Alguns autores definem uma B*-dlgebra A como uma dlgebra de Banach associativa munida

de uma involugdo * satisfazendo ||z* - x| = ||z||? para todo = € A. Do modo como foi definida
uma C*-algebra neste trabalho, segue que toda C*-algebra é uma B*-dlgebra. Além disso,
devido ao Teorema de Gelfand-Naimark, se .4 é uma B*-dlgebra, entdo existe um espago de
Hilbert H e um homomorfismo isométrico injetor ¢ : A — B(H) tal que p(z*) = (p(x))*,
onde x ¢é a involugdo em B(H), veja [5, Teorema 38.10]. Por este motivo, na literatura, é
possivel encontrar C*-algebras definidas da mesma maneira como as B*-algebras.
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Antes de introduzir a proxima definicao noés revisitaremos o Exemplo 4.2.4. Seja
A= (A,+,- | -]) uma algebra normada associativa. Nés vimos no exemplo supracitado
que A* é um A-médulo a esquerda com a operacao definida por (z e f)(y) = f(y - x)
para todo z,y € Ae f € A*. Analogamente, A* é um A-médulo a direita com a
operagao definida por (f e x)(y) = f(z -y) para todo z,y € Ae f € A*. Além disso,
x1 0 (f ®x9) = (z1 @ f) @y para todo z1,29 € A e f € A*. Desta forma, A* é um

A-bimédulo. Agora estamos em posi¢ao de apresentar a seguinte terminologia:

Definicao 4.5.8. Seja A = (A, +,-,| - ||) uma &lgebra de Banach associativa. Dizemos
que A é weakly amenable quando toda derivacao continua § : A — A* é interna (veja
Exemplo 4.2.4 e a Definigao 4.2.6).

Teorema 4.5.1. Seja A = (A, +, -, ||-||) wna C*-dlgebra. Para cada derivagio § : A — A*,
existe um funcional w € A* satisfazendo ||w|| < ||0]| tal que 6(x) = w e x — x @ w para todo
x € A. Além disso, 0 € uma derivacdo interna e A € weakly amenable. Em particular,

iz)(y) = (wex—zow)(y) =w(x- y)—w(y-x) para todo x,y € A.
Demonstragio. Vide [17, Teorema 1.10]. O

Defini¢ao 4.5.9. Seja A = (A, +,-, || - ||) uma algebra de Banach. Uma identidade
aproxrimada d esquerda (respectivamente a direita) para A é uma rede (ey) ep em A tal
que a rede ey - converge para x (respectivamente x - e, converge para z) para todo x € A.
Uma identidade aproximada para A é uma rede (e))rep que é simultaneamente uma
identidade aproximada a esquerda e a direita. Dizemos que uma identidade aproximada
(a direita ou a esquerda) (ey)rep para A ¢é limitada quando para algum M > 0, temos
llex]| < M para todo A € D.

Proposicao 4.5.4. Toda C*-dlgebra possui uma identidade aproximada limitada.

Demonstragio. Vide [5, Lema 39.14]. O

Teorema 4.5.2. Seja A = (A, +,-,|| - ||) una dlgebra de Banach. Suponhamos que A
possui uma identidade aproximada da esquerda. Entao, para cada x € A e para cada § > 0,

existem y, z € A satisfazendo as sequintes condigoes:

(1) z=y-z.

(2) z pertence ao ideal fechado a esquerda gerado por x. Em outras palavras, z pertence
ao fecho de Ax.

(3) ||lx—z| <6.

Demonstragio. Vide [12, Teorema 1]. O
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5 ALGEBRAS ZERO LIE PRODUCT DETERMINED (zLpd)

Neste capitulo, nés introduziremos o conceito de algebras zero Lie product deter-
mined (zLpd). Entretanto, nés comegaremos com um conceito um pouco mais geral, a
saber, o conceito das éalgebras zero product determined (zpd). Em um primeiro momento
noés trataremos tal conceito de um ponto de vista puramente algébrico. Todas as dlgebras
e espacos vetoriais neste capitulo serao consideradas sobre o corpo K, lembrando que K
representa o corpo dos niimeros reais ou complexos. Entretanto, nds ressaltamos que esta

parte algébrica vale para corpos arbitrarios.

51 A ABORDAGEM ALGEBRICA

5.1.1 Algebras zpd

Comegamos com um exemplo que nos servird como ponto de partida para a
apresentacao das dlgebras zpd. De fato, sejam A = (A, +,-) uma édlgebrae p : Ax A — K

um funcional bilinear. Suponhamos que exista um funcional linear T : A — K tal que
o(z,y) =T (z - y) para todos x,y € A. (5.1)
Podemos observar que o funcional ¢ satisfaz a seguinte igualdade:
¢o(x,y) = 0 sempre que z,y € A sdo tais que x -y = 0. (5.2)

Por outro lado, se ¢ : A x A — K é um funcional bilinear satisfazendo (5.2), nés
gostariamos de saber sob quais condigoes seria possivel garantir existéncia de um funcional
linear 7 : A — K satisfazendo (5.1). Diante destas consideraces e com base no trabalho

[9], apresentamos a seguinte definicao.

Defini¢do 5.1.1. Seja A = (A, +,-) uma &lgebra. Dizemos que A é zero product
determined (zpd) quando os tnicos funcionais bilineares ¢ : A x A — K satisfazendo

(5.2) sdo os funcionais bilineares da forma (5.1).

Exemplo 5.1.1. Todo corpo K, visto como uma algebra sobre si mesmo, é uma algebra
zpd. De fato, seja ¢ : K x K — K um funcional bilinear tal que ¢(x,y) = 0 sempre que
z,y € Kex-y=0. Observamos que ¢(z,y) = ¢(x -y, 1) para todos z,y € K. Diante
disso, definimos 7' : K — K tal que T'(z) = ¢(z,1) para todo z € K. Logo, T é linear e
o(x,y) = T(z - y) para todos z,y € K.

Notacgao: Seja X um espago vetorial arbitrario. O conjunto de todos os funcionais lineares

em X serd denotado por X e serd denominado o dual algébrico de X.

Observagao 5.1.1. Lembre-se que A% = {somas finitas de elementos da forma z - y |

x,y € A}
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Proposigao 5.1.1. Seja A = (A, +,-) uma dlgebra. Entao, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(1) A é uma dlgebra zpd.

(2) Sejam X um espago vetorial e p : A x A — X uma aplicagdo bilinear satisfazendo

o(z,y) = 0 sempre que x,y € A sdo tais que -y = 0. Entdo, Y o(z,y;) = 0
t=1
sempre que x,y; € A, t € {1,...,m}, sio tais que > x; -y, = 0.
t=1

(3) Sejam X um espago vetorial e p : A x A — X uma aplicagdo bilinear satisfazendo
o(x,y) =0 sempre que x,y € A sao tais que x -y = 0. Entdo, existe uma aplica¢do

linear T : A% — X tal que o(x,y) = T(x -y) para todo x,y € A.

Demonstrag¢io. Sejam X um espago vetorial e ¢ : A x A — X uma aplicacao bilinear
satisfazendo ¢(z,y) = 0 sempre z -y = 0 (z,y € A). Suponhamos que (1) é verdadeiro.
Fixemos £ € X . Entao, a aplicagdo (o : A X A — K é bilinear. Além disso, se z,y € A
sao tais que = -y = 0, entdao (£ o ¢)(x,y) = £(p(z,y)) = 0. Como A é zpd, existe um
funcional linear 7¢ : A — K tal que (£ o ¢)(z,y) = 7¢e(z - y) para todo z,y € A. Agora,

m

sejam x4, y; € A, t € {1,...,m}, tais que Y z; -y, = 0. Entdo, para todo £ € Xt nds
=1

temos & (t;gp(a:t, yt)) = t;(g o)y, yr) = Eng(:ct Yp) = Te (Ela:t . yt> = 0. Diante disso
nés podemos concluir que rf:go(xt, y;) = 0. Logo, (1) implica (2). Agora, suponhamos que
=1

(2) é verdadeiro. Seja T : A? — X definida por T (th : yt) = Y (x4, y;). Afirmamos
=1 =1
que T estd bem definida. De fato, por hipétese, se x;,y, € A, t € {1,...,m}, sdo
tais que > -y, = 0, entdao > p(zy,y) = 0. Dai, se Sz -y, = >} -y, vemos que
i=1 i=1 =1 =1

m m/
T(Xx-y) = T(X ), -y;). Além disso, T é linear por construgdo e, em particular,
=1 =1

T(xi-y) = o(z,y) para todos =,y € A. Logo, (2) implica (3). Finalmente, suponhamos que
(3) é verdadeiro. Por hipétese, tomando X = K, existe uma aplicacio linear T': A% — K
tal que ¢(z,y) = T(x - y) para todo z,y € A. Logo, passando a uma extensao linear
T: A— K, segue que (3) implica (1). O

Notagao: Sejam B = (B, +, -, ¢) uma algebra, e M,,(B) a dlgebra das matrizes n x n com
entradas em B. Fixemos i,j € {1,...,n}. Denotaremos por E;; = (ex) - dita uma matrix
unitaria - a matriz definida da seguinte forma: ey, = esek =1el = j e ey = 0 caso
contrario. Desta forma, dada uma matriz A = (a;;) € M, (B) arbitraria, nés escreveremos

n n
A=Y > a;; Fy;. Com a notacao apresentada, sabemos que vale a seguinte identidade:
i=1j=1

(aEij) - (bEw) = 6j5,ab Ey, onde 0, =1se j =k, e0 caso contrario.

s

Proposicao 5.1.2. Seja B = (B, +,-,e) uma dlgebra com unidade. Entio A = M, (B) é

uma dlgebra zpd para todo n > 2.
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Demonstracio. Sejam X um espago vetorial e ¢ : 2 x 2 — X uma aplicagdo bilinear
satisfazendo (A, B) = 0 sempre que A - B = 0. Fixemos z,y € Bei,j,k,l € {1,... ,n}.
Claramente (z E;;) - (y Ej) = 0 sempre que j # k. Assim, temos

¢(z Eij,y Ey) = 0 sempre que j # k. (5.3)
Agora provaremos que devido a (5.3) vale a seguinte identidade:
o(z Eij,y Ej) = ¢(vy By, Ex) sempre que j # k. (5.4)

Com efeito, observamos que (x E;; + zy Ei,) - (y Eji — Ey) = 0. A partir da bilinearidade
de ¢ obtemos

o(x Eij+ 2y B,y Ej — En) = ¢(x Eij,y Ej1) — (v Eij, Ew) + o(xy B,y E)

Logo, p(z Eij,y E;) — ¢(xy By, Ey) = 0 como desejado. Para a escolha 2’ =zy ey =e

m (5.4) vemos

o(xy Eij, Ej) = p(vy By, Ey) sempre que j # k. (5.5)

Combinando as equagoes (5.4) e (5.5), nds temos
gp(x Eij7ijl) = 90( EljaE ) (56)

Agora, fixemos A;, B, € 2, t € {1...,m}, tais que gAt - By = 0. Afirmamos que
t=1

%(p(At,Bt) = 0. De fato, para cada t € {1,...,m}, escrevemos A; = E Zat E;; e
=1

=1 j=

By = Z Ebkl Ey, onde a

ii»Dfy € B para todo i, j,k,1 € {1,...,n}. Além disso, sabemos

que para cada i,l € {1,...,n} fixados, a entrada-(i, ) da matriz A;- B; é dada por Z afj by

Consequentemente, temos:

iiaw ]l (57)

t=1j5=1

Utilizando a equagao (5.3) para o célculo de %@(At, By) vemos

t=1

&
S

o( ) ‘P( Ewa bkl E)
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Por (5.6) e (5.5), podemos escrever @(aj; Eij, by Ej) = @(ai;bl, Eij, Ej) = @(ai;bly Eq, Ey).

Como ¢ é bilinear, segue que
ZSO AuBt ZZZZ@(CLZ EzlaEll) ZZ@((ZZ b )Eﬁ,Eu)-

Logo, por (5.7), nds temos ggp(At, B;) = 0. Portanto, 20 é uma algebra zpd. m
=1

Abaixo apresentamos um exemplo de uma algebra que nao é zpd.

Exemplo 5.1.2. A algebra T, = {(§ 2 5)) | z,y,z,w € (C} do Exemplo 4.1.6 nao é zpd.
De fato, tomemos Y = (§é§) esejap: Ty x T — Ty tal que p(A,B) = A-Y - B.
Claramente ¢ é uma aplicacao bilinear. Por definicdo, para cada A, B € T, ndés temos
w(A,B) = (332) . (8(1)8) . (832) = (gxoaxd> Além disso, se A, B € T, sao tais que
’ 00z 000 00a 00 0 !
A-B=0temos xra=0exd+ wa = 0. Diante disso, x = 0 ou a = 0. Em ambos os
casos, nos temos xd = 0. Agora, suponhamos que ¥; é uma &lgebra zpd. Entao, existe
uma aplica¢do linear 7' : T; — T, tal que (A, B) = T(A - B) para todo A, B € %;.
Consequentemente, T'(A) = (A, I3) = ¢(I3, A) para todo A € T;, onde I3 é a matriz
identidade. Entretanto, por outro lado, tomando A = (§ § g), vemos - por definicao -
que p(A, I3) = <§ 0 8) e p(l3,A) = (§ § é), ou seja, p(A, I3) # ¢(I3, A), uma contradigao.

Portanto, T; nao é uma algebra zpd.

5.1.2 Algebras zLpd

No que segue A = (A, +,-) é uma algebra associativa. De acordo com o Exemplo
4.1.4 sabemos que A pode ser vista como uma algebra de Lie, que denotamos por A~
quando munida com o produto [x,y] = z-y—y-z, onde z,y € A. Dito isto, agora podemos

apresentar a principal definicao desta secao assim como seus subsequentes resultados.

Definicao 5.1.2. Seja A = (A, +, ) uma algebra. Dizemos que A é zero Lie product
determined (zLpd) quando a algebra de Lie A~ é zpd.

Notagao: O espago vetorial gerado pelo conjunto {[z,y] =2 -y —y-x | z,y € A} serd
denotado por [A, AJ.

Proposicao 5.1.3. Seja A = (A, +,-) uma dlgebra. Entao, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(1) A é uma dlgebra zLpd.

(2) Sejam X um espago vetorial e p : A x A — X uma aplicagdo bilinear satisfazendo
o(z,y) = 0 sempre que x,y € A sao tais que [z,y] = 0. Entao, Y (x4, y:) = 0
t=1

sempre que x,y; € A, t € {1,...,m}, sao tais que Y [xy,y] = 0.
=1



66

(8) Sejam X um espago vetorial e ¢ : A x A — X uma aplicagdo bilinear satisfazendo
o(x,y) =0 sempre que x,y € A sao tais que [x,y] = 0. Entdo, existe uma aplica¢do

linear T : [A, Al = X tal que p(x,y) = T([z,y]) para todo z,y € A.

Demonstracio. Veja a Proposicao 5.1.1. Basta considerar a algebra A~. O]
Exemplo 5.1.3. Se A = (A, +,) é uma algebra comutativa, entdo A é zLpd.

Teorema 5.1.1. Para todo n > 1, a dlgebra M,,(B) nao é zLpd para alguma dlgebra

(associativa) com unidade B = (B, +,-,e).
Demonstragio. Vide [9, Teorema 4.6]. O

O resultado anterior nos permite concluir que existe uma algebra B com unidade
que nao ¢ zLpd. Levando-se em consideracao esse resultado, nos apresentaremos o seguinte

exemplo - compare o resultado acima com a Proposi¢ao 5.1.2.

Exemplo 5.1.4. Seja B uma algebra (associativa) com unidade e suponhamos que B nao
é zLpd. Entao, a algebra T, = {<§ § %) | z,y € B} do Exemplo 4.1.7 nao é zLpd. De fato,
como B nao é zLpd, existe um funcional bilinear ¢ : B x B — K satisfazendo ¢(z,y) =0
sempre que z,y € B e [zr,y] = 0 de forma que para todo funcional linear 7 : B — K

existem g, yo € B tais que ¢(zo,yo) # 7([zo, 0]). Seja 1 : Ty x Ty — K definida por

o4, 8) = v ((855)- (1§3)) - o)

Notemos que ¥ é um funcional bilinear, pois ¢ é bilinear. Fixados A, B € T5, nds temos

Oz vy 0uw 00zu Ouwv Oz vy 00uzx
A= (831)- (5 =Gy m-a=(355) - (Fig) = (G
Diante disso, [A, B] = (§ § [zgu]> = 0 se, e somente se, [z,u] = 0. Consequentemente,
(A, B) = 0 sempre que A, B € T, sao tais que [A, B] = 0. Agora, suponhamos que ¥,
é zLpd. Entédo, existe um funcional linear T : T, — K tal que (A, B) = T([A, B]) para
Ozy 0uw 00 [z,u]

todo A, B € %5, ou seja, ¢(<886>,<883)) :T<88 0 ).Agora, seja S: [B,B] - K

$(Eronl) = £0 ((§85)-(15%)) =

onde x4,y € B para todo t € {1,...,m}. Como T é linear, segue que S também ¢é

definida por

3

00 [zt,yt]
T(oo 0 ,
1 \00 o0

linear. Além disso, observamos que S (f) [mt,yt]> = in:go(xt, yt). Agora, sejam xy,y, € B,
t=1

te{l,...,m} , tais que § [z, y:] = 0. Entao
=1
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Logo, S ¢ linear e estda bem definida. Passando a uma extensao linear S : B — K, segue
que S é um funcional linear satisfazendo p(z,y) = S([z,y]) para todo =,y € B. Absurdo.

Portanto, T9 nao é uma algebra zLpd.

O nosso objetivo no que segue é provar que A = M, (B) é zLpd sempre que B é
zLpd (Teorema 5.1.2), onde B = (B, +, -, e) é uma algebra associativa com unidade. Para

tal feito precisaremos de alguns resultados técnicos.

Observagao 5.1.2. De agora em diante, dados A, B € M, (B), nés adotamos a convencao
AoB=A-B+ B-A.

Lema 5.1.1. Sejam X um espaco vetorial e ¢ : A x A — X uma aplicacdo bilinear
satisfazendo (A, B) = 0 sempre que [A, B] = 0. Entdo,

o(A0B,C)+p(BoC,A) +(CoA B) =0,
para todo A, B,C € 2.

Demonstragio. Para cada elemento A € 2, temos p(A, A) = 0, pois [A, A] = 0. Desta
forma, segue que p(A, B) = —p(B, A) para todo A, B € . Por outro lado, notamos que
[A2%, A] = 0 para todo A € 2. Diante disso,

(A% A) = 0 para todo A € 2. (5.8)
Linearizando a expressao (5.8) em A - substituindo A por (A + B) - nés obtemos
©0(A*, B) + (Ao B,A) + p(Ao B, B) + ¢(B* A) = 0 para todo A, B € 2. (5.9)

Uma nova linearizagao em (5.8) - desta vez substituindo A por (A + B + C) - e usando
(5.9), nés obtemos (Ao B,C)+¢(BoC,A)+¢p(CoA,B) =0paratodo A, B,C e A. O

Lema 5.1.2. Sejam X um espaco vetorial e ¢ : A x A — X uma aplicacdo bilinear
satisfazendo (A, B) = 0 sempre que [A, B] = 0. Entdo, valem as sequintes relagoes para
todo x,y € B ei,jke{l,....,n}:

(1) Sp(sz‘j,ijk) = ‘P(xyEz'k, Ekk) = —@(xyEz‘k, Ezz) quando i # k.

(2) o(zEij,yE;i) = p(xyEi, Exi) — p(yrEjk, Exj) + @(2 Bk, yEri ).

Demonstragio. Fixemos z,y € B ei,j,k,l € {1,...,n}. Notamos que [z E;;, E;;| = 0.

Assim,
Além disso, se j # k e i # [, entao [zE;;, yEy| = 0. Consequentemente,

p(zEij, yEy) = 0. (5.11)
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Agora, afirmamos que vale a seguinte igualdade:
o(zE;;, E;i) = —p(xEj;, E;j) sempre que i # j. (5.12)

Com efeito, suponhamos que i # j. Entao, [zE;; + 2E;;, E;; + Ej;] = 0. Diante disso,
p(rEij+a by, Bij+Ej) = 0. Logo, p(vEjj+xEji, Ejj+Ej) = o(xEy, Eji)+o(xEj, Eij) =
0.

O nosso proximo objetivo é provar as seguintes igualdades:
o(zEij, yE,) = o(xyEig, Ew) = —o(xyEik, E;;) sempre que i # k. (5.13)

Suponhamos que i # k. Observe que 2y Fy-(Ey+FEgi) = xyEiy € (Ey+Egg)-vyEg, = xyEig.
Em particular, [zyE, Fy; + Exg] = 0. Assim, o(xyEu, Ei; + Exi) = 0. Consequentemente,
o(xyE, Ey) = —p(xyEi, Ei;), e isto nos fornece a segunda igualdade de (5.13). Agora
provaremos a primeira igualdade. Inicialmente suponhamos que j # k. Da condicao i # k,
temos (v Eyj+xyEik) - (yEjk — Exk) = vyEix—ayEy, = 0 e (yEj— Egi) - (v Eij+vyEi) = 0.
Ou seja, [vE;; + 2yEi,, yEjr — Ex) = 0. Logo, p(xE;j + xyEuy, yEj, — Exx) = 0. Entao

o(xEij, yEji) + (v Eij, — Ep) + o(xy B, yEii) + o(xy i, — ) = 0.
Portanto, por (5.11), temos ¢(zE;;, yEjx) = p(vyEik, Exi). Supondo j = k temos, mais
uma vez usando i # k, (xEy, — Ey) - (xyFEg. +yEy) = 0 e (vyEy +yE) - (xEy — Ey) = 0.
Assim, [zE;, — Ey,xyEix + yEr] = 0. Logo, p(xEy — By, vyEg + yEy,) = 0. Em

particular,

(2 Eig, vy Eir.) + (v By, y Ex) — @(Ei, vy ) — @(Eig, y Ep) = 0.
Usando (5.11), e o fato que [zE, xyEx] = 0 temos @(xEy, yEx) = —p(xyEiy, Ey). E
isto conclui a demonstracao de (5.13), e portanto de (1).

Agora, nos provaremos a seguinte igualdade:
o(rEij, yEji) = p(xy L, Bji) + (a2 Ejj, yEjj). (5.14)

O caso i = j segue direto de (5.10). Dessa forma, podemos supor sem perda de generalidade
que i # j. Nesse caso, pelo Lema 5.1.1, temos (também utillizamos a relagao (5.11) na

ultima linha):

p(xEij, yEji) = p(Bij o vEjj,yEy) = —p(xEjj o yEyi, Bij) — o(yEji o Eij, vEj5)
= —p(zyEji, Eij) — o(yEj; + yEii, vEj;)
= —p(zyEji, Bij) — o(yEjj, 2 Ej;) = —o(ayEji, Eij) + o(2Ejj, yEj;).
Por outro lado, como i # j, podemos escrever (por (5.12)) que —p(xyE;;, Ei;) =
o(xyEy;, Ej;). Portanto, p(xEij, yE;;) = p(xyEij, Ej;) + (v E;;, yEj;). Em outras pala-

vras, provamos (5.14).
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Neste ponto, nés provaremos a seguinte identidade:

o(xBij, yEji) = o(xy B, Bri) — 0(yr Ejk, Erj) + 0(2 Bk, y ). (5.15)

A demonstracao sera dividida em dois casos - o primeiro caso contera trés subcasos como
veremos a seguir. No primeiro caso, suponhamos que ¢ # j. Se k = j, entao k # . Dal,

ap6s empregar (5.14) e (5.10), vemos que a igualdade acima é verdadeira, pois
p(eEij, yEji) = e(ryEij, Eji) + o(xEjj, yEjj)
e(zyEij, Eji) + (x5, yEj;) — o(yzEj;, Ejj).

Por outro lado, se k = i, entao k # j. Combinando o fato que ¢ é antissimétrica, e que

valem as relagoes (5.14) e (5.10), temos

(v By, yEji) = —p(y Ly, vEy) = —o(yr By, Bij) — p(y i, vEy)
= p(zyEiy, Ei) — o(yxEji, Eij) + p(v By, yEiy).

Agora, suponhamos que k # i e k # j. Pelo Lema 5.1.1, como i # j, temos

o(xEij, ybj) = o(vEy o Exj, yEji) = —p(Eyj o yEji, vEi) — p(yEj; 0 v By, Exj)
= —o(yEki, vEix) — p(yxEj, Bxj) = o(Eig, yEyi) — p(yr Ejy, Eij).

Além disso, por (5.14), nés podemos escrever o(xEiy, yEr;) = @(xyEig, Exi)+0(x Bk, yEgr)-
Portanto, concluimos o primeiro caso da demonstragao de (5.15).

O segundo caso consiste em considerar ¢ = j. Se k = 7, entdo temos diretamente
por (5.10) que p(xE;;, yEi) = o(vyEy, Ey) —p(yr By, Ey) + (e By, yEy;). Por outro lado,
quando k # i, obtemos pelo Lema 5.1.1 e a igualdade (5.11) o seguinte:

QO(HJEM': yEu) = 90(37Eik o B, yEn’) = —@(Em' o yky, $Ezk) - W(yEn' o xlyy, Ekz)
= —@(yEi, vEi) — p(yx B, Eri) = o(xEig, yEyi) — o(yx By, Ei;).

Por (5.14), concluimos que p(x Eix, yEyi) = o(xyEi, Exi)+@(xEgg, yEyy). Portanto, temos
(5.15). Finalmente, notemos que as identidades (5.13) e (5.15) fornecem o resultado. [

Observagéo 5.1.3. Sejam At, Bt € A, onde t = 1,...,m. Para cada t fixado, temos
A = Z Za” Eij e By = Z Zbkl Ey;, onde al

i=1j= k=1l=
tacitamente no restante desta secao.

ii»0ly € B. Esta notagdo serd utilizada

Lema 5.1.3. Sejam X um espaco vetorial e ¢ : A x A — X uma aplicacdo bilinear
satisfazendo (A, B) = 0 sempre que [A, B] = 0. Entdo

Z AtaBt ZZ SDG Eu,bﬂEn)
t=1 t=11i=1j=1

sempre que Ay, By € A sdo tais que Y [Ay, By = 0.
t=1
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Demonstragio. Sejam Ay, B € M,,(B) tais que rf: [A;, B;] = 0. Paracadai,l € {1,...,n},
=1

noés sabemos que a entrada-(i,!) da matriz [A;, B;] é dada por Zl(afjb — b;ay). Conse-
]:

quentemente,

>

t=1j

(ag;0% — bj;a%) = 0 para todo i,l € {1,...,n}. (5.16)
1

n

<

m
Podemos escrever Y- ¢(A;, By) da seguinte maneira:
=1

i (A, By) = i > Zn: Zn: Zn: p(ay; Eij, by EBrr) (5.17)

t=1 t=1 =1 j=1 k=1 =1
=22 D> elaBy ) + >3 % > wlay; By, b Bii)
t=1i=1j=11=1 t=11i=1j=1 k=1
11 #J
22> plai By, b E).
t=1i=1 j=1

Note que nés escrevemos a expressao Y. ¢(As, By) em (5.17) como trés somatérios (dois
i=1

na segunda linha e um na terceira). Agora, reescrevemos o segundo somatorio em (5.17)

da seguinte maneira (renomeando indices e utilizando o fato que ¢ é antisimétrica):

> 22 > elayEy b Br) = 3.3 > > elas By, by Eiy)
; =1
i#£l

=1j5=11l=1¢

~+

=22 sob’Eu,a Ej).

t=1i=1 j=l

MM:

Combinando o item (1) do Lema 5.1.2 com a relagao acima, podemos ver que a

soma dos dois primeiros somatérios em (5.17) transforma-se em

iiii@@(aﬁjbzz@b@ﬂ o(bj;a% Eq, Ey)) =

= iiii@((azb — bj;a%) Eu, Ey)

1#i
58 ((§ Ko - ) o
1= = = ]:
14

onde na ultima das igualdades nés utilizamos (5.16). Consequentemente, temos Y. (A, By) =
=1

i igp(a Eij, 0% Ej). Pelo item (2) do Lema 5.1.2 nés podemos escrever
=1i=1;=1

((l El]? b;lE ) = (CL b Eﬂ,Eh‘) (b (l Dy 71, Elj) + QO(CL%EH,Z)%EH).

lj ]Z ]l Z]
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Assim, segue que

ZSO(At?Bt) = ZZZW(az]bﬂEll?Eh Z ZSD bézamEJhElj)
=1 =1 i=1j=1 t=1i=1 j=1
+ Z Z Z SO(anElla bziEn)-
t=1i=1 j—1
Agora notemos que tfjl il ilgo(bélaUE 1, By = t§:1 il ilgp(bf]aﬂEzl, E1;). Logo, obtemos
i=1j= =1i=1j=
; p(As, By) = tz: o z; <P((Cl”b§Z - bf] aj; )Eir, Evg) + tz; Z; z:l (;O(aszlla bﬁiE11)
= =1li=1j =1i=1j=

NE

~

(p (
=1 t=1j=1 t=1i=1j=1
Tomando [ =i em (5.16), temos in:go(At, B;) = in: i Zn:gp(a;‘ijn, b%; Er1) como queriamos
t=1 =1i=1;=1
demonstrar. N

Z Zjbéz - bf] ]z) EilaEli) + ZZZ@(QEjEHa b;lEH)

—_

Teorema 5.1.2. Se B = (B,+,-,e) é uma dlgebra zLpd com unidade, entio A = M., (B)
¢ uma dlgebra zLpd para todo n > 2.

Demonstragao. Sejam X um espaco vetorial e ¢ : 2 x 2l — X uma aplicacao bilinear tal
que ¢(A, B) = 0 sempre que [A, B] = 0. Fixemos Ay, B, € A, t € {1,...,m}, tais que

Tan [As, Bi) = 0. O Lema 5.1.3 nos permite concluir o seguinte:
=1

Z (A, By) = ZZZ@(Q% Ellabé'i Eny).

=1 t=1i=1j=1
onde A; = Z Zaw Ei;j e B, = Z bt Ex para todo t = 1,...,m. Lembramos que para
i=1j=1 =1
cada i,l € {1,...,n} a entrada-(i,!) da matriz [A;, B;] é dada por JZZ:l( i b — bijaly).
Assim,
ZZ ag; by — by; a%y) = 0 para todo i,0 = 1,. (5.18)
t=1 j=1
Agora, definimos a aplicacdo ¢ : B x B — X tal que ¢(a,b) = p(aFEy1,bE ;) para
cada par a,b € B. Claramente 1 é bilinear. Além disso, dados a,b € B tais que
[a,b] = 0 segue que [aFE,1,bF;] = 0. Portanto, ¢(a,b) = go(aEH,bEH) = 0. Fixemos
i €{1,...,n}. Tomando [ =i em (5.18), temos > 3 (al.b%;, — bt.a’,) = 0. Em particular,

& 1] 1 @505 ij Qi
m n n " + n " ,
El ; ; (af;b%; — bi;atb;) = 0. Por conseguinte, tz1 ZZ1 jz lag;, b5;] = 0. Como B é uma

algebra zLpd, temos tZ:lap(At,Bt) = Z Z > o(af; B, b5 En) = 3 3 Yab(ag;, b) = 0.

t=1i=1j=1 t=

Logo, A = M,,(B) é zLpd (Proposicao 5.1.3). O

._\
-
Il

—_
<
I

—_

Corolario 5.1.1. Se B = (B,+,-,e) é uma dlgebra comutativa com unidade, entao
A = M, (B) é uma dlgbera zLpd para todo n > 2.
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5.2 A ABORDAGEM ANALITICA

Nesta secao nés trabalharemos com algebras de Banach Complexas. O nosso

principal objetivo serd a prova do fato que toda C*-algebra é uma algebra de Banach zLpd.

5.2.1 Algebras de Banach zpd

Seguindo a mesma estrutura da secao anterior, nés comecgaremos definindo o

conceito de algebra de Banach zpd.

Definicao 5.2.1. Seja A = (A, +,-,| - ||) uma algebra de Banach. Dizemos que A é
uma algebra de Banach zero product determined (zpd) quando para todo funcional
bilinear continuo ¢ : A x A — C satisfazendo ¢(z,y) = 0 sempre que = - y = 0, existe

um funcional linear continuo 7': A — C tal que ¢(z,y) = T'(x - y) para todo z,y € A.

Proposicao 5.2.1. Seja A= (A, +,-, || - ||) wma dlgebra de Banach. Entao, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(1) A é uma dlgebra de Banach zpd.

(2) Sejam X um espago de Banach complexo e ¢ : A x A — X uma aplicagio bilinear
continua satisfazendo o(x,y) = 0 sempre que x -y = 0. Entdo, existe uma aplica¢do

linear continua T : A*> — X tal que ¢(z,y) = T(x - y) para todo z,y € A.

(3) Seja ¢ : A x A — C um funcional bilinear continuo satisfazendo p(x,y) = 0
sempre que x -y = 0. Entdo, existe C > 0, em que | > o(x,y)| < Cl| X e - yel|,
t=1 =1
T, Yy € A para todot =1,...,m. Aqui C nao depende de m.

Demonstra¢io. Suponhamos que (1) é verdadeiro. Sejam X um espago de Banach e
¢ : Ax A — X uma aplicagao bilinear continua satisfazendo ¢(z,y) = 0 sempre que
x-y = 0. Fixemos £ € X*. Entao, £op : Ax A — C é um funcional bilinear em A,
pois ¢ é bilinear e £ é linear. Além disso, como £ e ¢ sao continuas, temos que £ o  é
continua. Agora, fixados z,y € A tais que z -y = 0, temos (£ o ¢)(x,y) = &(p(z,y)) = 0.
Por hipétese, A é uma algebra de Banach zpd. Assim, existe um funcional linear continuo

7e : A — C tal que
(€op)(x,y) = Te(x - y) para todo z,y € A. (5.19)

Desta forma, o conjunto de todos os funcionais lineares continuos 7 € A* satisfazendo
(5.19) ¢é nao vazio. Logo, pelo Axioma da Escolha!, para cada £ € X* nés podemos escolher

uma Unica 7¢ € A* satisfazendo (5.19). Diante disso, a aplicagao S : X* — (A?)* tal que

1O Axioma da Escolha é um axioma da Teoria dos Conjuntos que pode ser interpretado da

seguinte forma: dada uma colecdo nao vazia de conjuntos ndo vazios, existe um conjunto que
contém exatamente um elemento de cada um dos conjuntos desta colegao.
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S(€) = T, onde T¢ = T¢| 42 estd bem definida. Afirmamos que S é uma aplicac@o linear.
Com efeito, sejam &;,& € X* e A € C. Fixados z,y € A, temos

S+ A) (@ y) = Tgaen) (@ - y) = (&1 + X&) 0 ) (2, )
= (§iop)(@,y) + M&op)(z,y) =T (z-y) + AT, (2 - y)
= S(&)(w-y) + AS(&)(x - y) = (S(&) + AS (&) (@ - v).

Logo, S(& + M) = S(&) + AS(&), pois A? é formado pela soma finita de elementos
da forma (z - y) com x,y € A. Agora provaremos que a aplicagdo S é continua. De fato,
consideremos Gg = {(£,¢) € X* x (A*)* | ¥ = T, = S(§)} - o gréfico da aplicagao S.
Fixemos (£,1)) € Gg. Assim, £ = Jim & e = lim T, onde§, € X e T, € (A%)* para
cada n € N. Sabemos que £ € X*, pois X é um espaco de Banach. Dados x,y € A, temos

Te(z-y) =&(e(z,y)) = lim & (p(z,y)) = m T (z-y) =p(z - y).

n—oo

Consequentemente, 1 = T, = 5(§). Logo, pelo Teorema 3.2.3 (Teorema do gréfico
fechado), S é continua. Agora, fixemos x;,y; € A, t € {1,...,m}, e £ € X*. Entao,

m

¢ (iso(xt, yt>) = 3 eleonw)) = X Telow- ) = % (i . y) RNCEY)

Logo, se in:xt -y = 0, entao f(%(p(xt,yt)) = 0 para todo £ € X*. Logo, pelo Teorema de
=1 t=1
Hahn-Banach, temos a igualdade igp(azt, y;) = 0. Assim, a aplicagao linear T : A% — X

dada por T(Z:Et yp) = ng(:pt,yt) onde x4,y € A para todo t € {1,...,m} estd bem
definida. Aﬁrmamos que T é uma aplicacao continua. Com efeito, pelo Corolario 3.1.1,
existe £ € X* tal que [[£]|=1¢

3 (i (x4, Yt )

Por (5.21) e (5.20), temos (usando [|T¢[| = [[S(E)[ < [[S] - [[€]l < |5]])

() e ) )

= =1
<NZell Do 2w th~yt :
Além disso, T'(z - y) = ¢(z,y) para todo x,y € A. Dai, nés obtemos (2).

m

Z (¢, Ye)

t=1

(5.21)

m

Z (P(xt, yt

< [I15]]

t=1 t=1

Agora, suponhamos que (2) é verdadeiro. Seja ¢ : A x A — C um funcional
bilinear continuo satisfazendo ¢(x,y) = 0 sempre que z - y = 0. Por hipdtese, tomando-se
X = C, existe um funcional linear continuo T : A% — C tal que ¢(z,y) = T'(z - y) para
todo z,y € A. Diante disso, existe C' > 0 tal que |T(§:xt )] < C H%xt - y¢||, onde
x,yr € A para todo t € {1,...,m}. Logo, - =

(g

m

Z @(xt, ?Jt)

m

= ZT(It : ?Jt)

th'yt .

t=1

<C
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Portanto, (2) implica (3).
Finalmente, suponhamos que (3) é verdadeiro. Seja ¢ : A x A — C um funcional

bilinear continuo satisfazendo o (z,y) = 0 sempre que x -y = 0. Por hipdtese, existe C' > 0

tal que |§:g0(xt,yt)| < (| in:xt - y¢||. Consequentemente, a aplicacao T : A* — C tal
i=1 =1
que T(Xz¢ - yr) = > @(xy, y1) estd bem definida. Claramente T' é linear. Além disso, T
i=1 t=1

¢ continua, pois |T(a: - y:)| < C | Sas - vel|. Sejap: A — R dada por p(z) = C ||z
para todo x € A. tﬁntéo, p é um;;eminorma e |T(u)| < p(u) para todo u € A%
Entao, pelo Teorema 3.1.2, existe uma aplicacao linear 7 : A — C tal que T|42 =T e
T ()| < p(x) = C||z|| para todo x € A. Logo, T : A — C é um funcional linear continuo
tal que ¢(x,y) = T (x - y) para todo =,y € A. Logo, (3) implica (1). O

Proposigao 5.2.2. Seja B = (B,+,-,¢e,| -||) wma dlgebra de Banach com unidade. Entao
A = M, (B) € uma dlgebra de Banach zpd para todo n > 2.

Demonstragdo. Seja ¢ : A x2A — C um funcional bilinear continuo satisfazendo p(A, B) =
0 sempre que A - B = 0. Entao, pelas Proposi¢oes 5.1.1 e 5.1.2, se A;, B; € 2 sdo tais que
ZAt - B, = 0, entao Zgo(At, B;) = 0. Portanto, a aplicagao linear T : 2A*> — C tal que

(Z A By) = Z w(Ay, By) estd bem definida. Em particular, T satisfaz T'(A-B) = ¢(A, B)
para todo A, B E 0. Agora provaremos que 71" é continua. Inicialmente, notemos que

@e : A — C definida por p.(A) = p(A, I, ) ¢ um funcional linear continuo. Além disso,
T(SA-B) = TS A B) - L) = ¢(S A BuL) = eolap(S A - By). Logo, T
é continua. Consequentemente, existe C' > 0 tal que |T(2At By)| < C||2At By|.
Outra vez, lembramos que a aplicacao p : A — R dada por p(A) = C ||A|| ¢ uma

seminorma. Pelo Teorema 3.1.2, existe uma aplicagao linear T : 2 — C tal que Tlge =T
e |T(A)| <p(A) = C|A| para todo A € A. Portanto, 7 é um funcional linear continuo
tal que (A, B) =T (A- B) para todo A, B € 2. O

O proéximo resultado, que pode ser encontrado em [8], serd importante na sequéncia
deste trabalho.

Teorema 5.2.1. Toda C*-dlgebra é uma dlgebra de Banach zpd.

Demonstragio. Veja [8, Teorema 5.19). O

5.2.2 Algebras de Banach zLpd

Definicao 5.2.2. Seja A= (A, +,-, || - ||) uma élgebra de Banach associativa. Dizemos
que A é uma élgebra de Banach zero Lie product determined (zLpd) quando para

todo funcional bilinear continuo ¢ : A x A — C satisfazendo ¢(x,y) = 0 sempre que
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[z,y] = 0, existe um funcional linear continuo T : A — C tal que ¢(z,y) = T([z,y])
para todo x,y € A.

No que segue A é uma algebra de Banach associativa.

Proposigao 5.2.3. Seja A= (A, +,-,| - ||) wma dlgebra de Banach. Entdo, as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:

(1) A é uma dlgebra de Banach zLpd.

(2) Sejam X um espago de Banach e ¢ : A x A — X uma aplicagao bilinear continua
satisfazendo p(x,y) = 0 sempre que [x,y] = 0. Entdo, existe uma aplicacao linear

continua T : [A, A] — X tal que p(z,y) = T([z,y]) para todo z,y € A.

(3) Seja ¢ : A x A— C um funcional bilinear continuo satisfazendo p(z,y) =0 sempre
que [I’,y] =0. Entdo; existe C > 07 onde |Z<P(xt»yt)| S C || Z ['rtayt]H; Tt, Yt € -/4
t=1 t=1

para todot =1,...,m. Aqui C nao depende_de m.

Demonstracao. Veja Proposicao 5.2.1 para detalhes. Basta substituir o produto usual de

A pelo colchete de Lie e o espaco A? pelo espaco [A, A. O

Exemplo 5.2.1. Seja A= (A, +,,| - ||) uma dlgebra de Banach comutativa. Entao A é
uma algebra de Banach zLpd.

Observacao 5.2.1. Vale ressaltar que existem algebras de Banach que nao sdo zLpd - tais
exemplos sdo escassos na literatura. No trabalho [1] é apresentado um exemplo de uma
algebra de Banach de dimensao finita que nao é zLpd. Esse exemplo pode ser encontrado

em [1, Proposicao 2.2] e envolve o estudo das dlgebras de Grassmann.

Agora nés apresentaremos mais uma definicdo antes de caminharmos na direcao

do nosso resultado principal (Corolario 5.2.2).

Definigao 5.2.3. Seja A = (A, +, -, || -||) uma &lgebra de Banach. Dizemos que A possui a
propriedade B quando para todo funcional bilinear continuo ¢ : A x A — C satisfazendo
o(z,y) = 0 sempre que x,y € A sao tais que x -y = 0, temos p(a - b,¢) = (a,b - c) para
todo a,b,c € A.

Proposigao 5.2.4. Seja A= (A, +,-, || - ||) uma dlgebra de Banach zpd. Entio A possui
a propriedade B.

Demonstragio. Sejam A = (A, +,-, | - ||) uma algebra de Banach zpde ¢ : A x A — C
funcional bilinear continuo satisfazendo ¢(z,y) = 0 sempre que z - y = 0. Por hipétese,
existe um funcional linear continuo 7' : A — C tal que ¢(z,y) = T(z - y) para todo
z,y € A. Como A ¢é associativa, p(z-y,2) =T((x-y)-2z) =T(x-(y- 2)) = o(x,y - 2)
para todo z,y, z € A. O
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Lema 5.2.1. Seja A= (A,+,-, | - ||) uma dlgebra de Banach. Suponhamos que A possui
a propriedade B e uma identidade aproximada limitada (ey)xen. Seja ¢ : A X A — C um
funcional bilinear continuo satisfazendo a condigio p(x,y) = 0 sempre que x-y =y-x = 0.

Entao, para todo x,y,z,w € A, nds temos:
ol -y, z-w)+ew-x,y-2)=pr,y -z -w)+plw-x-y,z). (5.22)
Além disso, existe o € A* tal que
ox-y,z)—oly,z-x)+ oy z,x) =0c(x-y-z) para todo x,y, z € A. (5.23)
Em particular quando ¢ € simétrica temos
1
o(z,y) = ia(m oy) para todo x,y € A. (5.24)

Demonstracio. Para cada z,y,z em A fixados, definimos o seguinte funcional bilinear
continuo: ¢ : A x A — C, onde ¢(a,b) =p(b-v-y,z-a) —p(b-z,y-z-a). Afirmamos
que ¥(a,b) = 0 sempre que a,b € A sdo tais que a - b = 0. De fato, fixemos a,b € A
tais que a - b = 0. Agora, definimos o funcional bilinear continuo w : A x A — C tal
que w(z,y) = @b -z,y-a). Se x,y € A sdo taisque x-y =0, entdo b-x-y-a =
y-a-b-x =0, pois a-b = 0. Logo, w(z,y) = ¢(b-x,y-a) = 0. Como A possui a
propriedade B, temos w(z -y, 2) = w(z,y - z) para todo x,y, z € A. Consequentemente,
Y(a,b) =pb-z-y,z-a)—pb-z,y-2-a) =w(x-y,z) —w,y-2)=0.

Utilizando mais uma vez a propriedade B de A, nés podemos concluir que ¢(a-b, ¢) =

¥(a,b- c) para todo a, b, c € A. Logo, pela definigdo de 1, temos

w(wb,c):go(c~x-y,z~a-b)—go(c~x,y~z~a~b)
=pb-c-x-y,z-a)—pb-c-zy-z-a)=1v(a,b-c).
Agora, escrevemos ' = c-x,2' = z-a e w = b. Assim, temos ¢(z'-y, 2" w) —p(z',y-2"-w) =
o(w-2"-y,2") —p(w-a',y-2"). Consequentemente, p(x’ - y,2 - w) + p(w-2',y-2') =
o'y -2 w)+e(w-x' -y, 2") para todo 2/, y, 2',w € A - estamos usando o Teorema 4.5.2.

E isto conclui a demonstracao de (5.22).

Para o restante desta demonstragao lembre-se que (e))xea € uma identidade apro-
ximada limitada da algebra A. Para cada A € A, substituimos z por ey em (5.22). Assim,

obtemos a rede (p(w - x -y, ey)))rea dada da seguinte forma
0wz y,e3) = 9@y er w) + p(w T3 €3) — p(z,y - e - w) para todo A € A
Como ¢ é continuo, a rede (p(w - x - y,€x))ren € convergente e

limp(w-z-y,e) = (@ -y,w) + p(w-z,y) = ¢(z,y - w). (5.25)
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Neste ponto nés vamos construir o funcional linear o. Defina o : A* — C tal que
o(u) = g\ler% ¢(u,ey). Note que a aplicagdo o é continua, pois a rede (ey)rep é limitada.
Além disso, pelo Teorema 4.5.2, A% = A. Dessa forma, temos o € A*. Logo, por (5.25),
temos o(w -z -y) = p(z -y, w) — ¢(x,y - w) + p(w - x,y) para todo z,y,w € A. E isto
conclui a demonstragao de (5.23).

Por ultimo, suponhamos que ¢ é simétrica. Para cada A € A, substituimos y por

ex em (5.23). Desta forma, obtemos a rede (o(z - ey - 2))aea, onde
og(z-ex-2z)=p(x- e\ z)—@lex,z-x)+ @(ey- z,x) para todo A € A.
Como o e ¢ sao continuas, temos

o(x-2)= li/r\n o(x-ey-z)= liin (p(z-ex,z) —plex,z-x) + ey z,x))

=p(z,2) —o(z-x)+ ¢(x, 2).

Logo, ¢(z,z) = 3o(z 0 z) para todo z,z € A. O

Antes do préximo resultado, acreditamos ser pertinente (mais uma vez) revisitar o
Exemplo 4.2.4. Lembre-se que A* é um A-mddulo a esquerda com a operacao definida
por (z e f)(y) = f(y-z) para todo z,y € Ae f € A*. Analogamente, A* é um A-mddulo
a direita com a operacao definida por (f e z)(y) = f(x - y) para todo z,y € Ae f € A*.
Além disso x1 @ (f @ x3) = (1 @ f) @ x5 para todo z1,29 € A e f € A*. Desta forma, A* é

um A-bimédulo.

Lema 5.2.2. Seja A= (A, +,-, || -||) uma dlgebra de Banach. Seja ¢ : A x A — C um

funcional bilinear continuo antissimétrico satisfazendo a identidade (5.23) para algum
o € A*. Entio a aplicagio § : A — A*, onde §(z)(z) = ¢(x,2) + 3 0(z 0 z) para todo

z € A, € uma derivacao linear continua.

Demonstracao. Por construcao 0 é uma aplicacao linear e continua. Provaremos que 0

satisfaz
d(z-y)=0d(x)ey+xed(y) para todo z,y € A. (5.26)

De fato, como ¢ é uma aplicagao antissimétrica, nés podemos escrever (5.23) da seguinte

maneira (z,y,z € A)
o(x-y-2)=w(@ y,2)+e(z-2,y)+ oy 2 ). (5.27)
Similarmente, o(y - 2 - ) = p(y - z,2) + (2 - y, 2) + (2 - ,y). Consequentemente,

o(x-y-2)=o0(y-z-x) para todo x,y, z € A. (5.28)
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Agora, fixemos z,y, z € A. Por defini¢ao, segue que d(z-y)(z) = p(z-y,2)+ 3 o((z-y)oz).
Por (5.27), temos §(z-y)(2) = —p(z 2, y) —o(y-z,2) +o(z-y-2)+io(x -y -2+ 2-2-y).

Ap6és combinar (5.28) com o fato que ¢ é antissimétrica, chegamos na seguinte expressao
1
(z-y)z) =¢ly,z-0) +olwy-2)+oly-z-2)+go(@-y-2+z-2-y). (529
Por outro lado,

(6(z) oy +x0d(y))(2) = (6(z) e y)(2) + (x®d(y))(2) = d(x)(y-2) +0(y)(z-z) (5.30)
= g,y )+ 5 o(wo y-2) +oly 2 2) + 5 olyo (=)
zw(y,z-x)+g0(:c,y-z)—|—a(y-z~x)—|—;a(x«y-z—l—z'x«y).

Assim, por (5.29) e (5.30) obtemos (5.26). Logo, § é uma derivagao, linear e continua. [J

Teorema 5.2.2. Seja A= (A,+,-,| -||) wma dlgebra de Banach. Suponhamos que A
¢ uma dlgebra weakly amenable e que possui a propriedade B. Assumimos ainda que A
possui uma identidade aproximada limitada. Se ¢ : A x A — C é um funcional bilinear

continuo satisfazendo a condicao
o(x,y) =0 sempre que v -y =y -z =0, (5.31)

entao existem T1,Ty € A* tais que o(x,y) = Ti(x - y) + To(y - ) para todo x,y € A.

Demonstragio. Comegamos definindo ¢y, ¢, : A x A = C, onde ¢y (z,y) = 3 (p(z,y) +
ey, 7)) e pa(w,y) = 5 (p(2,y) — @(y,2)). Por construgio, temos ¢ = @1 + 2, com @y e
o satisfazendo (5.31). Além disso, p; é simétrica. Logo, pelo Lema 5.2.1, existe 7 € A*
tal que

2¢1(x,y) = 7(z oy), para todo z,y € A. (5.32)

Outra aplicagdo do Lema 5.2.1, garante a existéncia de um elemento o € A* tal que o
satisfaz @o(x -y, 2) — pa(y, 2 - x) + pa(y - 2,2) = o(x - y - z) para todo z,y, z € A. Além
disso, como ¢, é antissimétrica, podemos concluir que a aplicagao linear 6 : A — A*
definida da seguinte maneira

() (y) = palz,y) + ;a(x oy), para todo z,y € A, (5.33)
é uma derivagao linear continua (Lema 5.2.2). Assim, § é uma derivagdo interna, pois A é
weakly amenable. Em outras palavras, existe w € A* tal que §(z) = r ew — w e x para todo
z € A. Assim, por (5.33), temos w(y-z—z-y)—p2(x,y) = 3 o(zoy). Agora, observamos que
o funcional bilinear f : Ax A — C definido por f(z,y) = w(y-z—z-y)—pas(z,y) = 5 o(xoy),
é simultaneamente simétrico e antissimétrico, ou seja, f(z,y) = 0 para todo z,y € A. A

partir dai vemos

ooz, y) =w(y -z —x-y) para todo z,y € A. (5.34)
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Empregando (5.32) e (5.34), chegamos no seguinte

—_

p(z,y) = p1(z,y) + pa(z,y) = s T(T oY) +wW(Yy - — 1Y)

| — DO

=57@ y+y ) twly z)-wz-y)
= (;T—w> (:v~y)+<;f+w) (y- )

para todo z,y € A. Portanto, p(x,y) = Ti(z - y) + To(y - x) para todo =,y € A, onde
Ty, Ty € A* sdo dados por Tt = 2 (T —w) e Th = 5 (T + w). O

Corolario 5.2.1. Seja A= (A, +,-, |- ||) uma dlgebra de Banach satisfazendo as mesmas

condicoes do Teorema 5.2.2. Entao A é uma dlgebra de Banach zLpd.

Demonstragio. Seja ¢ : Ax A — C um funcional bilinear continuo satisfazendo ¢(z,y) =0
sempre que [z,y] = 0. Entao, ¢(z,y) = 0 sempre que x -y = y -z = 0. Pelo Teorema
5.2.2, existem 11, Ty € A* tais que ¢(z,y) = Ti(x - y) + To(y - ) para todo z,y € A. Um

cdlculo direto nos fornece

o(z,y) — oy, r) = Ti([x,y]) — Ta([z, y]) = (T — T2)([z, y]) (5.35)

para todo x,y € A. Por outro lado, para cada = € A, temos p(z,x) = 0, pois [z,z] = 0.
Dessa forma, ¢(z,y) + ¢(y,z) = ¢(x +y,z +y) =0, isto é, p(x,y) = —p(y, z) para todo
z,y € A. Assim, por (5.35), temos ¢(z,y) = 3 (T — Tv)([z,y]) = T([z,y]) para todo

xz,y € A. E isto completa a demonstragao. O

Corolario 5.2.2. Toda C*-dlgebra é uma dlgebra de Banach zLpd.

Demonstracio. Seja A uma C*-algebra. Pela Proposi¢ao 4.5.4, sabemos que A possui
uma identidade aproximada limitada. Por outro lado, pelo Teorema 4.5.1, A é weakly
amenable. Por fim, pelo Teorema 5.2.1, temos a garantia de que A é uma &algebra de
Banach zpd. A partir deste tltimo fato, podemos concluir a partir da Proposicao 5.2.4
que A possui a propriedade B. Logo, pelo Corolario 5.2.1, A é uma &algebra de Banach
zLpd. O

Observagao 5.2.2. Os artigos [1, 9] concentram-se em exibir outros exemplos de algebras

de Banach zLpd.

5.3 APLICACOES LINEARES COMUTANTES

O objetivo desta se¢ao sera apresentar uma aplicacdo no contexto das algebras de
Banach zLpd (sempre associativas), com base no exposto na referéncia [7], envolvendo

aplicagoes lineares que sao comutantes.
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No que segue X denotarda um A-médulo no sentido da Definicao 4.2.8, onde
A= (A,+,- ] -||) é uma algebra de Banach associativa. Mais precisamente, X serd um

Lie A-médulo quando A estd equipado com o produto [a,b] = ab — ba.

Definic¢ao 5.3.1. Dizemos que uma aplicacao f : A — A é comutante quando [z, f(z)] =
0 para todo =z € A.

Exemplo 5.3.1. Se A é uma &algebra comutativa, entdo toda aplicagdo f: A — A é

comutante.

Exemplo 5.3.2. f: A — A definida por f(x) = 2% é uma aplicacio comutante. De fato,

isso decorre do fato de A ser associativa.

Antes da leitura do préximo resultado, nés recomendamos o leitor a dar uma olhada
na Defini¢ao 4.2.9.

Proposicao 5.3.1. Se f,g: A — A sdo aplicagoes comutantes, entio (f +¢g): A— A é

uma aplicacao comutante.

Lema 5.3.1. Se f : A — A é uma aplicagio linear comutante, entdo [[w, 2], [u, f([z,y]) —
[z, f(y)]]] = 0 para todo x,y, z,u,w € A.

Demonstra¢io. Em primeiro lugar, lembre-se (Exemplo 4.2.5) que A é um Lie A-médulo
com a operagcao definida pelo colchete de Lie. Defina 6 : AxA — A, onde 6(x,y) = [z, f(y)].
Como f é uma aplica¢ao linear comutante temos [z, f(x)] = 0 para cada = € A. Dito
isto, podemos inferir que 0 = [z +y, f(x +y)] = [y, f(z)] + [z, f(y)] para todo =,y € A.
Logo, 0(z,y) = [z, f(y)] = —[y, f(z)] = —d(y, x), isto é, § é antissimétrica. Agora, fixados
x,y,z € A, temos

o([z,y], 2) = [lz, 9], F(2)] = [, [y, F(D)]] = [y, [z, F ()] = [2,0(y, 2)] = [y, 6(2, 2)].

Assim, ¢ é uma biderivagao antissimétrica (veja Definicao 4.2.9). Consequentemente, pelo

Lema 4.2.1, temos [[w, 2|, 6 (u, [z, y])—[u, 0(z,y)]] = 0, para todo x, y, u, w, z € A. Portanto,

como 8(z,y) = [z, f(y)] e 0(u, [z, y]) = [u, f([z,y])], temos [[w, 2], [u, f([z,y]) = [z, f(WY)]]] =
0 para todo z,y,u,w, z € A. ]

Teorema 5.3.1. Seja A uma dlgebra de Banach semissimples, zLpd e com unidade.
Entdo, uma aplicacao linear continua f : A — A é comutante se, e somente se, existem
aplicagoes lineares v : A — A e u: A — Z(A) tais que f = v+ p, onde ~y satisfaz
Y([z,y]) = [z,7(y)] = [v(x),y] para todo x,y € A.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que a aplicacao linear continua f: A — A é

comutante. Entao, pelo Lema 5.3.1, temos

[[w, 2], [u, f([x,y]) — [=, f(y)]]] = 0, para todos z,vy, z,u, w € A. (5.36)
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Além disso, pela Proposicao 4.5.2, A é semiprima, pois é semissimples por hipétese. Agora,
fixados z,y,u € A e tomando w = [u, f([z,y]) — [z, f(y)]] em (5.36), temos [[w, z],w] =0
para todo z € A. Logo, pela Proposigao 4.2.5, temos w = [u, f([z,y]) — [z, f(y)]] € Z(A).

Diante disso, fixados z,y € A, temos

[F ([, 9]) = [, F()], l, ([, 9]) = [, f(y)]] = O para todo u € A.

Novamente pela Proposicao 4.2.5, temos f([x,y]) — [z, f(y)] € Z(A). Agora, definimos
a aplicagdo bilinear continua ¢ : A x A — Z(A) tal que p(z,y) = f([z,y]) — [z, f(y)].
Fixemos z,y € A tais que [z,y] = 0. Entao, ¢(z,y) = [z, f(y)]. Afirmamos que
o(z,y) = 0. Com efeito, como [z, f(y)] € Z(A), temos [z, [z, f(y)]] = 0. Pelo Teorema
4.4.1, temos r([z, f(y)]) = 0. Por outro lado, para todo z € A, temos [[z, f(y)],2] =
0. Diante disso, pela Proposigao 4.4.1, r([z, f(y)] - 2) < r([z, f(y)])r(z) = 0. Dessa
forma, r([x, f(y)] - z) = r((—%) - [z, f(y)]) = 0. Novamente pela Proposi¢ao 4.4.1, temos
r(llzs )] 2]) < r(lz, () - 2) +r((—2) - [, £(3)]) = 0. Logo, r({[z, ()], 2)) = 0 para
todo z € A. Pela Proposicao 4.4.2, [z, f(y)] € Rad(A). Como A é semissimples, temos
Rad(A) = {0}. Logo, [z, f(y)] = 0. Agora, observemos que Z(A) é um espago de
Banach, pela Proposicao 4.1.2. Como A é zLpd, existe uma aplicagao linear continua
e [A Al — Z(A) tal que o(x,y) = p([z,y]) para todos z,y € A. Estendendo a aplicacao
w:A— Z(A), definimos a aplicagdo linear v : A — A tal que v = f — p. Dessa forma,
fixados x,y € A, temos

Y[z, y]) = f([z,y]) — ul(z,y]) = f([z,y]) — o(z,9) = [, f(y)]
= [z,7(y)] + [z, u(y)] = [z, 7(v)]-

Além disso, v([x,y]) = —v([y,z]) = —[y,v(z)] = [y(z),y]. Portanto, f = v+ p, onde
vy:A—=Aep: A— Z(A) sao aplicagoes lineares com v([z,y]) = [z,v(y)] = [v(x),y]
para todos x,y € A.

Reciprocamente, suponhamos que f : A — A é uma aplicacdo linear continua e
existem aplicagoes lineares v : A — Ae p: A — Z(A) tais que f =+ p, onde 7y satisfaz
v([z,y]) = [z,7(y)] = [7(x),y] para todos z,y € A. Fixemos z € A. Entao, [z,7(z)] =
v([z, x]) = 0. Logo, v é uma aplicagao linear comutante. Além disso, [z, u(x)] = 0, pois
wu(x) € Z(A). Logo, u é uma aplicacao linear comutante. Portanto, como f = v+ p, pela

Proposicao 5.3.1, segue que f é uma aplicacao linear comutante. O]
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