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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢é investigar o beneficio da incorporacao de métricas de
risco econométricas na performance de algoritmos de aprendizado online para a
solugdo do problema de alocacao dinamica de portfélio. O problema foi formulado
como um processo de decisao online onde variantes do método Online Gradient
Descent (OGD) sao estudadas. Propde-se trés modificages no algoritmo OGD, cada
uma utilizando uma forma distinta de projecao convexa. A primeira modificacao
inclui uma restricao baseada na estimacao do beta variante no tempo durante a
etapa de projegdo, visando controlar o risco sistematico do portfélio. Reconhecendo
que o beta por si s6 nao captura todos os aspectos do risco, introduziu-se uma
segunda modificagdo que incorpora o Value at Risk (VaR) como uma medida mais
abrangente de risco. Essa abordagem permite um controle mais efetivo da exposigao
ao risco do portfolio, considerando tanto o risco sistemético quanto o nao sistematico.
A terceira modificagao utiliza uma projecao convexa que minimiza o Conditional
Value at Risk (CVaR). Esta abordagem apresentou resultados mais consistentes
em termos de equilibrio entre risco e retorno, proporcionando uma gestao de
risco mais robusta e eficaz. Antes da implementacao das modificacées propostas,
visando garantir a validade tedrica e a eficiéncia computacional dos algoritmos
desenvolvidos, demonstrou-se matematicamente a convexidade da projecao para
cada uma dos métodos. O impacto da escolha da distribuigdo de probabilidade
(normal e t de Student) na minimizagdo do VaR durante a etapa de projecao e sua
influéncia no desempenho e no perfil de risco das carteiras otimizadas também é
investigado. As metodologias propostas sdo avaliadas empiricamente em diferentes
conjuntos de dados brasileiros (IBOVESPA e Small Caps), considerando tanto
acoes de alta como de baixa capitalizacdo em periodos de mercado distintos. Os
resultados mostram que a incorporacao de métricas de risco, especialmente o CVaR,
no processo de otimizagao online permitiu um melhor controle do risco, ao mesmo
tempo que mantém retornos competitivos em comparagao com benchmarks de
mercado e outras estratégias de otimizagao. A principal contribuicdo deste trabalho
é o desenvolvimento e avaliacao de metodologias que integram métricas de risco
amplamente utilizadas na teoria de finangas com algoritmos de otimizacdo online,

proporcionando uma abordagem adaptativa para a gestao dindmica de portfolios



em mercados volateis. Futuros trabalhos utilizando dados de outros mercados e
novos tipos de distribui¢oes para os retornos poderao gerar mais robustez para as

metodologias desenvolvidas.

Palavras-chave: Gestao de Risco, Time varying CAPM, Value at Risk, Conditional
Value at Risk, Otimizacao de Portfolio Online, Algoritmo Online Gradient Descent.



ABSTRACT

The objective of this work is to investigate the benefits of incorporating econometric
risk metrics into the performance of online learning algorithms for solving the
dynamic portfolio allocation problem. The problem is formulated as an online
decision process where variants of the Online Gradient Descent (OGD) method
are studied. Three modifications to the OGD algorithm were proposed, each
using a distinct form of convex projection. The first modification includes a time-
varying beta estimation constraint during the projection step, aiming to control
the systematic risk of the portfolio. Recognizing that beta alone does not capture
all aspects of risk, a second modification introduces Value at Risk (VaR) as a more
comprehensive risk measure. This approach allows for more effective control of
portfolio risk exposure, considering both systematic and unsystematic risk. The
third modification utilizes a convex projection that minimizes Conditional Value
at Risk (CVaR). This approach demonstrated more consistent results in terms of
balancing risk and return, providing a more robust and effective risk management
strategy. Before implementing the proposed modifications, mathematical proof of
the projections convexity for each method was provided to ensure theoretical validity
and computational efficiency of the developed algorithms. The impact of the choice
of probability distribution (normal and Student’s t) on VaR minimization during
the projection step and its influence on performance and risk profile of the optimized
portfolios is also investigated. The proposed methodologies are empirically evaluated
on different Brazilian datasets (IBOVESPA and Small Caps), considering both high
and low capitalization stocks in different market periods. The results show that
incorporating risk metrics, especially CVaR, into the online optimization process
allowed for better risk control while maintaining competitive returns compared
to market benchmarks and other optimization strategies. The main contribution
of this work is the development and evaluation of methodologies that integrate
widely used risk metrics in financial theory with online optimization algorithms,
providing an adaptive approach for dynamic portfolio management in volatile
markets. Future studies using data from other markets and new types of return

distributions may further enhance the robustness of the developed methodologies.



Keywords: Risk Management, Time varying CAPM, Value at Risk, Conditional
Value at Risk, Online Portfolio Optimization, Online Gradient Descent Algorithm.
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1 INTRODUCAO

O problema de selecao de portfélios é um processo decisério no qual o
investidor deve alocar uma quantidade de riqueza em um conjunto finito de ativos
dentro de um horizonte de tempo. Para solucionar o problema, o investidor decide
quanto de sua riqueza ird destinar para cada um dos ativos disponiveis no mercado.
Cada ativo representa uma oportunidade de investimento distinta e a decisao
realizada para uma alocagao é um portfolio. A escolha do portfélio 6timo é um
problema tao antigo quanto o proprio mercado de ag¢des, e uma vez que o retorno
dos ativos sao variaveis aleatorias, sujeito a incertezas, torna o problema de alocacgao
ainda menos claro. Foi com o trabalho seminal de Markowitz [1] que o problema
de alocagao de carteiras ganhou uma abordagem rigorosa, sendo posta como um
problema matematico cujo objetivo ¢ minimizar risco e maximizar retorno, ao invés
do senso comum da época de olhar apenas para valores esperados. Apos o trabalho
de Markowitz, abordagens modernas para esse problema buscam obter uma boa

relacdo entre o retorno esperado e o risco do portfélio.

Nas ultimas décadas, abordagens baseadas em técnicas de aprendizado
de méaquina tém sido intensamente aplicadas, tornando-se uma &area de pesquisa
importante e ativa, por oferecer a possibilidade de definir estratégias online de
investimento que permitem maximizar a riqueza sem a utilizacao de pressupostos
estatisticos sobre o preco dos ativos. No entanto, em contraste com as abordagens
econométricas modernas, os algoritmos de otimizagao online possuem o aspecto
negativo de buscarem maximizar o retorno esperado do portfélio, ignorando com-
pletamente a nogao de risco-retorno introduzida por Markowitz [2, 3, 4]. Existem,
portanto, duas comunidades que abordam esse problema de maneiras distintas: a
comunidade financeira e a comunidade de aprendizado de maquina. A comunidade
financeira é aquela que se baseia no trabalho de Markowitz e outros como [5,
6, 7], focando em modelos de otimizacao de varidveis aleatérias para maximizar
uma medida de desempenho considerando o risco e a riqueza. Ja a comunidade
de aprendizado de maquina utiliza dados de séries temporais para desenvolver
algoritmos que sugerem alocagoes de portfolio baseadas em informagoes historicas

de precos dos ativos. Estes algoritmos visam maximizar a riqueza ao final do
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horizonte de investimento.

Nesta pesquisa, avanga-se no problema de sele¢ao de portfolios ao estabelecer
uma conexao entre a teoria financeira e os métodos contemporaneos de aprendizado
de maquina. Sao propostas trés metodologias distintas que integram métricas de
risco amplamente utilizadas na teoria de financas com algoritmos de otimizacao
online. Essas abordagens demonstram a capacidade de controlar eficazmente a

qualidade no processo de construcao dos portfélios.

A primeira metodologia leva em conta o comportamento relativo dos ativos
em relagdo ao mercado, capturado pelo coeficiente beta, crucial para a composicao
de um portfélio robusto, de maneira dinamica impondo limites para a combinagao
dos betas de ativos que compoem uma carteira. Nela, o beta variante no tempo foi
incorporado e estimado por meio do Filtro de Kalman, sendo inserido no processo
de escolha num modelo de otimizacao online. Desta forma, é um algoritmo que
respeita a natureza dinamica do mercado e permite que o investidor controle o
perfil de risco do portfolio de forma mais precisa, ao levar em conta possiveis
momentos de queda de mercado (betas negativos) e/ou de crescimento do mesmo

(betas positivos).

Ja a segunda metodologia integra um mecanismo de controle de risco que
opera dentro do contexto do Value at Risk (VaR)[8]. Ao introduzir uma restri¢ao
de VaR no processo de otimizacao online, o algoritmo proposto nao s6 acompanha
a trajetoria de alocagao 6tima em termos de retorno esperado, mas também atenua

o potencial de perdas extremas, alinhando-se com um perfil de risco pré-definido.

Por fim, a terceira metodologia é uma evolugao natural da segunda dado
que controla o risco no contexto do Conditional Value at Risk (CVaR) [9, 10], uma
medida mais robusta que o VaR por ser coerente no sentido de permitir, dentre
outras coisas, diversificacao ligada a menor risco em casos onde a distribuicao tém
caudas extremamente pesadas [11]. Logo, além das vantagens do VaR destacadas
acima, tende a se adequar melhor na formacao de carteiras em mercados com maior
presenca de ativos com retornos extremos, um fato estilizado em alguns paises
[12, 13] e em periodos de crise como por exemplo a subprime e o inicio da guerra
Rissia-Ucrania [14, 15, 15, 16, 17].



30

Vale ressaltar que as trés metodologias propostas utilizam o rigor da teoria
de portfélios e as vantagens adaptativas dos métodos de aprendizado de maquina,
contribuindo, assim, para uma pratica de investimento que é ao mesmo analiti-
camente rigorosa e flexivel as condi¢oes de mercado em constante mudanca. Ao
incorporar aspectos de risco diretamente no processo de decisao, busca-se aproveitar
o melhor de dois mundos: a capacidade adaptativa dos algoritmos de otimizagao
online e a consideracao de medidas de risco-retorno realistas, amplamente utilizadas

na teoria financeira.

Nesse sentido, esse trabalho contribui para a literatura de otimizacao online,
ao propor metodologias que integram métricas de risco no processo de decisao,
visando obter estratégias de investimento robustas e alinhadas com as praticas de

gestao de risco no mundo real.

1.1 OBJETIVOS

Esta se¢ao visa enumerar os objetivos gerais e especificos desenvolvidos

nessa tese.

1.1.1 OBJETIVOS GERAIS

e Desenvolver trés metodologias que incorporaram métricas de risco economé-
tricas - o coeficiente beta (), o Value at Risk (VaR) e o Conditional Value at
Risk (CVaR) - no processo de otimizacao de portfélios utilizando algoritmos
de aprendizado online, visando aprimorar a gestao de risco e a adaptabilidade

na alocagao dindmica de ativos.

1.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

o Investigar a viabilidade da primeiro metodologia, isto é, incorporar o coefi-
ciente beta variante no tempo, estimado por meio do Filtro de Kalman, no
processo de otimizagao de portfélios com algoritmos de aprendizado online,
buscando capturar a dinamica temporal da correlagao entre os ativos e o

mercado.
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Analisar a capacidade da primeira metodologia em adaptar a alocacao de
ativos de acordo com as condi¢oes do mercado, explorando a relacao entre o

beta do portfélio e os periodos de alta e baixa do mercado.

Investigar a viabilidade da segunda metodologia, isto é, incorporar restrigoes
ao risco por meio do VaR no processo de otimizacao de portfélios com
algoritmos de aprendizado online, buscando maximar os retornos ao limitar
o risco das carteiras via uma métrica comumente utilizada no mercado

financeiro.

Investigar a viabilidade da terceira metodologia, isto é, restringir as escolha
ao utilizar o CVaR como medido de risco chave no processo de otimizacgao
de portfélios com algoritmos de aprendizado online, objetivando maximar
retornos via medida mais adequada a mercados com distribui¢oes com caudas

pesadas.

Comparar o desempenho e as caracteristicas de risco das carteiras otimizadas
com a incorporacao do VaR, CVaR e do beta com benchmarks de mercado
e carteiras obtidas por meio de outras estratégias de otimizacao, como a
carteira uniformemente ponderada Uniform Constant Rebalanced Portfolio

(UCRP) e a carteira de minima variancia (Markowitz).

Analisar os impactos de modificagoes no algoritmo Online Gradient Descent
(OGD) ao se incluir restrigoes de risco baseadas no VaR, CVaR e no coeficiente
beta durante a etapa de projecao, permitindo um controle mais efetivo da

exposicao ao risco do portfélio e da correlagdo com o mercado.

Avaliar a eficacia das metodologias propostas em diferentes conjuntos de
dados, considerando agoes de alta e baixa capitalizagao (IBOVESPA e Small
Caps) e periodos de mercado distintos (alta e baixa), a fim de verificar sua

robustez e aplicabilidade em diversos cenarios.

Investigar o impacto da escolha da distribui¢cdo de probabilidade (normal e t
de Student) na estimacao do VaR e sua influéncia no desempenho e no perfil

de risco das carteiras otimizadas.
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o Avaliar a aplicabilidade das metodologias propostas na gestao de investi-
mentos, destacando suas vantagens, limitacoes e possiveis extensoes para
pesquisas futuras, considerando a avaliacao de outros mercados, uso de outras
distribuigoes e restri¢coes adicionais, como limites de alavancagem e restrigoes

de venda a descoberto (short selling).

1.2 MOTIVACAO

Os mercados financeiros contemporaneos sao bastante complexos e dinami-
cos, alimentados por avancos tecnolégicos, globalizacao e a interconexao crescente
entre economias globais. Neste ambiente de alta volatilidade e incerteza, a gestao
eficaz de portfolios de investimento tornou-se um desafio critico, exigindo estraté-
gias adaptativas e robustas que possam responder rapidamente as mudancas nas

condic¢oes de mercado.

Dentro deste contexto, os algoritmos de sele¢do de portfélio online surgiram
como uma solugao promissora, recebendo crescente atencao tanto da academia
quanto da industria financeira. Baseados em principios de aprendizado de maquina
e otimizacao convexa online, esses algoritmos tém demonstrado bons desempenhos
em estudos empiricos, superando benchmarks tradicionais e estratégias passivas!,

mesmo em cenarios de alta volatilidade.

A principal vantagem dos algoritmos baseados na estratégia de otimizacao
online reside na capacidade de absorver e se adaptar a novas informacgoes de mercado
de forma continua, ajustando as alocagoes de portfélio em tempo real. Isso os torna
particularmente adequados para ambientes nao estacionarios, onde os padroes e
relagoes entre ativos estdao em constante evolugao. Contudo, uma limitacao critica
nas abordagens atuais é a incorporacao insuficiente de métricas de risco durante o
processo de otimizacao. Embora o foco tradicional seja maximizar o retorno ou

minimizar o arrependimento (Regret) em relagdo a benchmarks, essas estratégias

I Estratégias passivas de investimento, também conhecidas como indexacéo, sdo abor-

dagens que visam replicar o desempenho de um indice de mercado especifico, como o
S&P 500 ou o IBOVESPA. Estas estratégias geralmente envolvem menor rotatividade
de ativos e custos mais baixos em comparacao com estratégias ativas, mas nao buscam
superar o desempenho do mercado. Exemplos comuns incluem fundos de indice e
ETFs (Exzchange-Traded Funds) que acompanham indices de mercado.
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em alguns casos negligenciam a consideracao dinamica e explicita do risco, o que
pode expor os portfélios a volatilidades excessivas ou a perdas significativas em

cenarios adversos.

Essa falha em tratar o risco de maneira robusta pode resultar em portfélios
que, embora lucrativos em média, estao expostos a niveis inaceitaveis de risco ou que
nao atendem a critérios regulatorios e institucionais, limitando sua aplicabilidade
pratica. Por isso, ¢ importante desenvolver abordagens que integrem o risco de
forma dinamica e eficiente, garantindo que os portfélios ndo apenas busquem
maximizar retornos, mas também mantenham um perfil de risco controlado e

compativel com as expectativas dos investidores.

Este trabalho visa somar a literatura por meio da incorporacao de métricas
de risco avancadas no framework de selecao de portfélio online. Especificamente,
sao exploradas trés metodologias que respeitam a convexidade do problema de

otimizagao:

1. A utilizacdo de um beta variante no tempo, estimado via filtro de Kalman,
para capturar dinamicamente o risco sistemético, adaptando o modelo as

mudancas do mercado.

2. A incorporagao do Value at Risk (VaR) como uma restrigdo conica de segunda
ordem no processo de otimizagao, permitindo um controle mais preciso do

risco.

3. A implementagao do Conditional Value at Risk (CVaR) para o controle de

risco extremo.

Embora essas técnicas sejam bem estabelecidas na literatura de gestao de
risco tradicional, elas ainda nao foram plenamente integradas ao paradigma de
selecao de portfolio online. A principal hipétese avaliada é que sua incorporacao
nao apenas preservara a adaptabilidade e a performance dos métodos existentes,
mas também resultara em estratégias com perfis de risco-retorno aprimorados e

mais alinhados com as exigéncias dos investidores institucionais e reguladores.
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Assim, ao abordar essa tematica, esta pesquisa pretende contribuir para o
desenvolvimento de futuros algoritmos de selecao de portfolio online, que sejam
eficazes na geragdo de retornos e, ao mesmo tempo, robustos e confiaveis frente as

incertezas e volatilidades dos mercados financeiros.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O restante do trabalho é apresentado de forma que, primeiramente, no
capitulo 2, é realizada uma revisao da literatura, onde trabalhos anteriores a esse
sao destacados. Depois, no capitulo 3, é efetuada uma fundamentacao tedrica
para os objetivos propostos, com discussoes acerca de modelos comumente vistos
no mercado e na literatura financeira (Média-Variancia, CAPM, VaR e CVaR) e
sobre otimizagao convexa online. Ja no capitulo 4 sdo apresentados os algoritmos
propostos e utilizados. Depois, no capitulo 5, ha uma descricao dos dados e
parametros utilizados nos resultados apresentados no capitulo 6. Por fim, no

capitulo 7, ha conclusdes e uma descri¢ao de trabalhos futuros.
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2 REVISAO DE LITERATURA

A otimizacao de portfélios online é uma area bastante estudada, com
contribuicoes significativas de pesquisadores que abordam o problema sob diferentes
perspectivas. No entanto, uma limitagao observada em grande parte dos trabalhos
existentes é a auséncia de uma consideracao explicita do risco durante a otimizacao

dos portfélios.

Os algoritmos de otimizacao frequentemente focam na maximizacao do
retorno, mas negligenciam os aspectos de risco, o que pode levar a decisoes sub-
otimas em cendarios de alta volatilidade ou em mercados adversos. Em seu trabalho
seminal, Cover [18] introduziu o conceito de Portfélios Universais. Neste trabalho,
propoe um algoritmo para selecao de portfélios que, assintoticamente, pode superar
o desempenho da melhor ac¢ao individual no mercado. A estratégia proposta é
adaptativa e ndo requer conhecimento prévio dos retornos futuros; em vez disso,

ajusta-se dinamicamente com base nos retornos passados.

O principal objetivo do algoritmo de Cover ¢é alcangar uma performance que
se aproxime & do melhor portfolio reequilibrado constante, definido como aquele
que teria sido idealmente escolhido com o conhecimento dos retornos futuros. A
estratégia é robusta e nao depende de suposigoes estatisticas especificas sobre o
comportamento do mercado, permitindo assim que o portfélio se adapte a diferentes

sequéncias de retornos.

Cover demonstrou que a riqueza acumulada pela estratégia universal con-
verge, em termos de taxa de crescimento exponencial, para a do portfélio étimo,
que maximiza o crescimento da riqueza ao longo do tempo. Ele mostrou que a
diferenca na taxa de crescimento entre a estratégia universal e o portfélio 6timo
diminui para zero a medida que o nimero de periodos de negociagao aumenta.
Em outras palavras, demonstrou que existe uma estratégia de alocagao constante

que proporciona o maior crescimento da riqueza a longo prazo (Best Constant

Rebalanced Portfolio - BCRP).

O Trabalho de Cover teve influéncias diretas e contribuicdes fundamentais

das teorias da informacao, probabilidade e finangas. O ponto de partida para essa
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formulagao foi o critério de Kelly [19]. Kelly mostrou que, em um contexto de
apostas, a estratégia que maximiza o crescimento logaritmico do capital ao longo
do tempo também maximiza a taxa de transmissao de informac¢ao em um canal
de comunicacao. Este critério, frequentemente referido como "critério de Kelly"ou
"aposta proporcional', estabelece que a alocagao 6tima do capital é proporcional a
vantagem percebida. Para especialistas em financas, o critério de Kelly se traduz em
uma estratégia de alocagao de ativos que busca maximizar o crescimento composto
do portfdlio, ao invés de simplesmente maximizar o retorno esperado ou minimizar

0 risco em um unico periodo.

A generalizacao desse conceito foi expandida por Breiman [20], que examinou
sistemas de apostas 6timos em jogos favoraveis. Breiman introduziu a ideia de
que, ao adotar uma abordagem de diversificagdo, onde o capital é distribuido entre
varias apostas (ou ativos), é possivel maximizar o crescimento esperado do capital.
Sua analise se baseia em principios da teoria da probabilidade como a lei dos
grandes numeros, que é diretamente aplicavel a teoria moderna de portfélios, onde
a diversificagao ¢ um dos principios fundamentais. Breiman demonstrou que, em
um jogo favoravel, a estratégia 6tima é aquela que maximiza o valor esperado do
logaritmo do capital, resultando em um crescimento exponencial do portfélio ao

longo do tempo.

Em um estudo de cardter mais aplicado, Finkelstein e Whitley [21] contri-
buiram com uma perspectiva mais pratica, focando na eficiéncia das estratégias de
investimento em mercados financeiros reais. Eles analisaram como as estratégias
baseadas no critério de Kelly poderiam ser aplicadas para maximizar o crescimento
do capital em condi¢oes de mercado volateis e incertas. A robustez dessas estraté-
gias foi destacada, demonstrando que, mesmo em cenarios de mercado adversos,
uma abordagem baseada na maximizacao do crescimento logaritmico do capital
poderia superar estratégias tradicionais que nao levam em conta a variabilidade do

mercado.

O trabalho de Cover influenciou significativamente o desenvolvimento de
varios algoritmos importantes na literatura de selecao de portfélios online, em
especial os algoritmos da categoria Follow the Winner, cujo principio fundamental é

alocar mais capital nos ativos ou estratégias que demonstraram melhor desempenho
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recente, baseando-se na premissa de que esse bom desempenho tende a persistir
no curto prazo. Esses algoritmos geralmente tentam acompanhar ou superar o
desempenho de outros que geralmente tentam acompanhar ou superar o desempenho
do Melhor Portfélio Constante Rebalanceado (Best Constant Rebalanced Portfolio
- BCRP) em retrospecto. Dentre os diversos trabalhos dessa area, abaixo sao

destacados alguns pelo seus graus de importancia.

Helmbold et al. [22] propuseram um algoritmo que estende o conceito de
portfélios universais, introduzido inicialmente por Cover. Este algoritmo utiliza
atualizagoes multiplicativas para selecionar portfélios em uma abordagem online,
onde a performance passada de cada portfélio influencia diretamente a selecao
futura. A inovacgao principal estd na adaptacao das distribui¢oes de Dirichlet para
calcular a média ponderada dos portfélios possiveis, levando em consideragao o

desempenho anterior e o conhecimento a priori.

Vovk e Watkins [23] apresentaram uma generalizagdo do algoritmo de
portfélios universais de Cover, aplicando o Aggregating-Type Algorithms (ATA) a
um conjunto nao enumeravel de portfélios reequilibrados constantemente. Esta
abordagem expande os limites estabelecidos por Cover, permitindo a aplicacao
em mercados mais complexos, como aqueles com posicoes curtas, e estendendo a

robustez do algoritmo para taxas de aprendizagem nao superiores a 1.

Hazan e outros [24] desenvolveram um algoritmo que combina as ideias de
portfélios universais com técnicas de otimizagao convexa online, resultando em uma
garantia de desempenho logaritmico. Este algoritmo é capaz de ajustar dinamica-
mente as alocagoes de ativos em resposta as variagoes do mercado, maximizando
o crescimento do capital ao longo do tempo, mesmo sem pressupor distribuicoes

estatisticas especificas para os retornos dos ativos.

O trabalho de Singer [25] introduz um algoritmo de portfélios comutaveis,
que oferece uma abordagem dinadmica para a selecao de portfélios em mercados
financeiros volateis. Em contraste com os portfélios reequilibrados constantes, que
mantém a mesma distribuicao de riqueza ao longo do tempo, os portfolios comutaveis
permitem que o investidor alterne entre diferentes estratégias de investimento com

base nas mudangas observadas no mercado. Este método é particularmente eficaz
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em mercados onde os padroes de desempenho dos ativos mudam ao longo do
tempo, como ilustrado pelos exemplos de acoes altamente volateis discutidos no
artigo. O algoritmo é capaz de rastrear a estratégia de investimento 6tima de um
investidor presciente sem necessidade de conhecimento prévio sobre a forma exata

da estratégia 6tima.

Em [26], Levina e Shafer propoem um método de selecao de portfélios
que utiliza a maximizacao da entropia relativa para construir uma carteira que
maximiza o crescimento esperado da riqueza. Este método baseia-se na ideia de que
a entropia relativa pode ser utilizada como uma medida de incerteza no contexto da
teoria da informacao, e pode ser aplicada para ajustar dinamicamente a distribuicao
de investimentos entre diferentes ativos, maximizando o retorno esperado ao mesmo
tempo em que controla o risco associado as mudangas no mercado. A abordagem
de Levina e Shafer se destaca por sua capacidade de lidar com uma ampla gama de
condi¢oes de mercado, ajustando-se automaticamente as flutuagoes na volatilidade

dos ativos.

Por outro lado, Kozat e Singer [27] explora a ideia de portfélios univer-
sais com comutagao sob custos de transacao, estendendo o conceito de portfélios
reequilibrados constantes para cendarios onde ha custos associados as transagoes
financeiras. Em outro trabalho, Kozat e Singer [28] desenvolvem um algoritmo
sequencial que é capaz de alcancar a riqueza do melhor portfélio reequilibrado por
partes, ajustado para as comissoes sobre transagoes. Este algoritmo nao requer
conhecimento prévio da duracao do investimento ou do niimero de transagoes neces-
sarias, e pode competir com um nimero exponencial de estratégias de investimento
comutaveis usando apenas a complexidade linear em relagao ao comprimento dos

dados.

Baseado em evidéncias empiricas de reversao a média nos mercados finan-
ceiros e inspirado pela estratégia de Portfélios Constantemente Rebalanceados
(CRP), uma nova abordagem para sele¢ao de portfélio online emergiu, contrastando
com as estratégias Follow the Winner anteriores. Esta nova classe de algoritmos,
conhecida como Follow the Loser, foi inaugurada com o trabalho de Borodin [29],
que introduziu o algoritmo Anticorrelation (Anticor). Enquanto as estratégias Fol-

low the Winner buscavam capitalizar sobre a persisténcia de tendéncias, alocando
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mais capital aos ativos com melhor desempenho recente, o Anticor adotou uma
abordagem contraria. Ele foi projetado para explorar a tendéncia de reversao a
média, transferindo riqueza dos ativos com melhor desempenho para aqueles com
pior desempenho, na expectativa de que esta tendéncia se inverteria no futuro
proximo. Esta mudanca de paradigma foi motivada por observacdes empiricas
nos mercados financeiros, que sugeriam que os precgos dos ativos frequentemente
revertem para uma média apos movimentos extremos. O Anticor incorporou esta
ideia, utilizando medidas de correlacao entre janelas de mercado para identificar
oportunidades de reversdo. Embora o Anticor ndo oferecesse as mesmas garantias
tedricas robustas de alguns algoritmos Follow the Winner, seu desempenho empirico
superior em muitos conjuntos de dados reais chamou a atencao da comunidade de
pesquisa. Isso levou a um novo foco no desenvolvimento de estratégias de reversao
a média, marcando uma virada significativa na pesquisa de selecao de portfolio

online.

Baseado no algoritmo Anticor, outros pesquisadores comecaram a explorar
e expandir a ideia de reversao a média em contextos de selecao de portfélios online.
Um dos avangos mais notaveis foi a introdugao do algoritmo Passive Aggressive
Mean Reversion (PAMR) por Li et al. [30]. O PAMR adota uma abordagem
diferente para a reversao a média, combinando a ideia de ajuste passivo e agressivo,
onde a alocacao de capital ¢ ajustada nao apenas para maximizar retornos, mas
também para mitigar perdas em situagoes de mercado adversas. Este algoritmo
equilibra o risco e o retorno ao corrigir de modo agressivo as alocagoes quando os
desvios da média sao significativos, ao mesmo tempo em que se mantém passivo

em cenarios mais estaveis.

Dando continuidade a essa linha de pesquisa, Li et al. [31] introduziram uma
extensao do PAMR baseada em intervalos de confianca, criando um modelo que se
adapta de forma mais dindmica as incertezas do mercado. Este modelo ajusta as
alocagoes de portfélio com base em intervalos de confianca, proporcionando uma
estratégia de investimento mais robusta em mercados volateis, onde a previsibilidade

dos retornos pode ser baixa.

Outro avango importante foi a estratégia Robust Median Reversion (RMR),

proposta por Huang et al. [32]. A RMR aprimora a estimativa de reversao a média
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utilizando o estimador robusto mediano, que é menos sensivel a ruidos e outliers
presente nos dados do mercado. Essa abordagem resultou em um algoritmo que nao
so oferece melhor desempenho em condig¢oes de mercado variadas, como também
mantém uma complexidade computacional linear, tornando-o altamente aplicavel a

cenarios de negociacao em grande escala.

O Trabalho de Li et al. [33] sobre a selegao de portfélios online consolidou
essas ideias em um framework abrangente que combina técnicas de aprendizado
online com otimizacao convexa. Este framework visa maximizar o crescimento
do capital ao longo do tempo, ajustando continuamente as alocacoes de ativos
em resposta as condi¢oes do mercado, e representa uma evolugao significativa no
campo, integrando conceitos de reversao a média com metodologias modernas de

otimizagao.

Influenciados por resultados anteriores de trabalhos como Breiman [20],
Algoet e Cover [34], além de Cover [18], que exploraram a selegao de portfélios em
mercados com processos estocasticos estacionarios e de sistemas dindmicos, emergiu
uma nova e importante classe de algoritmos conhecida como Pattern Matching-based.
Esta abordagem representou uma mudanca na estratégia de sele¢ao de portfolio
online, em especial por levar em conta que os mercados financeiros frequentemente
exibem padroes recorrentes. A ideia fundamental é identificar sequéncias histéricas
de mercado similares a sequéncia atual e usar essa informacgao para fazer previsoes

sobre o comportamento futuro do mercado.

O trabalho seminal nesta categoria foi introduzido por Gyorfi e Schafer [35]
em 2003, com o desenvolvimento da estratégia de selecao de amostra baseada em
histograma nao-paramétrico. Este estudo introduziu estratégias de investimento
sequenciais baseadas em métodos nao-paramétricos, especificamente utilizando
técnicas de kernel, projetadas para garantir uma taxa de crescimento 6tima do

capital sob suposi¢coes minimas sobre o comportamento do mercado.

Esta base tedrica permitiu o desenvolvimento de estratégias tanto teorica-
mente robustas quanto empiricamente eficazes. Um aspecto crucial de trabalho
inicial de Gyorfi e Schéfer foi a discussao sobre a universalidade destas estratégias,

demonstrando que elas podem atingir a taxa de crescimento 6tima assintética sem
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conhecimento prévio das propriedades estatisticas do processo subjacente. Esta
universalidade foi provada através do uso de estratégias baseadas em histogramas e

em kernel, analisadas tanto de maneira teérica quanto empirica.

Seguindo este trabalho pioneiro, uma série de estudos expandiu e refinou a
abordagem de Pattern Matching. Gyorfi et al. Em [36] foi introduzido a Nonpa-
rametric Kernel-based Log-Optimal Strategy (NKB), que aprimorou a abordagem
original usando técnicas de kernel mais sofisticadas. Posteriormente, Gyorfi et al.
[37] propuseram a Nonparametric Nearest Neighbor Log-Optimal Strategy (NNN),
que utilizava uma abordagem de vizinhos mais préximos para identificar padroes

similares.

Outras estratégias importantes incluem a Nonparametric Kernel-based Semi-
Log-Optimal Strategy de Gyorfi et al. [38], que buscava um equilibrio entre a
otimizacgao log e a praticidade computacional, e a Nonparametric Kernel-based
Markowitz-Type Strategy de Ottucsak e Vajda [39], que incorporou principios da

teoria moderna de portfélio de Markowitz na estrutura de Pattern Matching.

Um avango significativo veio com o trabalho de Li et al. [40], que introduziu
a Correlation-Driven Nonparametric Learning Strategy (CORN). Esta abordagem
inovou ao usar correlagoes entre janelas de mercado para identificar padroes simi-
lares, oferecendo uma nova perspectiva na selegdo de amostras relevantes. Gyorfi
e Vajda [41] também contribuiram com a Nonparametric Kernel-based GV-Type
Strategy, que considerava custos de transa¢ao em sua formulacao, abordando uma

limitacao pratica importante das estratégias anteriores.

Uma nova classe de algoritmos tem inicio com o trabalho de Vovk [42],
que inaugura uma outra abordagem para a selecao de portfélio online. Essa
classe, conhecida como Meta-Learning, caracteriza-se pela combinacao de multiplos
algoritmos ou especialistas para formar uma estratégia final mais adaptavel. Um dos
diferenciais do Meta-Learning reside em sua capacidade de agregar o desempenho
de diferentes algoritmos base, ajustando-se as condi¢oes de mercado, tentando
mitigar fraquezas inerentes a cada algoritmo individual e proporcionando uma

generalizagdo superior em diferentes conjuntos de dados.

O trabalho seminal de Vovk introduziu o Aggregating Algorithm (AA), que
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estabeleceu as bases tedricas para muitos dos avancos subsequentes na area. O AA
propos uma abordagem de ponderacao exponencial para a combinagao das previsoes
de multiplos especialistas, garantindo tedrica e empiricamente um desempenho

robusto.

Seguindo esta linha de pesquisa, Akcoglu et al. [43] propuseram o algoritmo
Fast Universalization (FU). O FU amplia a ideia de universalizagdo de Cover
para uma classe ainda mais ampla de estratégias de investimento, oferecendo uma
implementacgao que é tanto computacionalmente eficiente quanto capaz de lidar

com um grande nimero de estratégias base.

Das e Banerjee [44] deram uma contribuigao significativa ao introduzir dois
algoritmos: Online Gradient Updates e Online Newton Updates. Estes métodos
aplicam técnicas de otimizacao online para combinar estratégias base de forma
dindmica e adaptativa. A importancia destes algoritmos estd na sua habilidade de
ajustar rapidamente os pesos atribuidos aos especialistas, em resposta as mudancas

nas condi¢oes de mercado.

Hazan e Seshadhri [45] propuseram o algoritmo Follow the Leading History
(FLH), especificamente desenvolvido para enfrentar o desafio dos ambientes nao
estacionarios em selecao de portfélio. O FLH é projetado para adaptar-se a
mudancas nas distribui¢oes subjacentes ao longo do tempo, uma caracteristica

essencial para aplicagoes praticas em mercados financeiros dinamicos.

Trabalhos mais atuais seguem de maneira geral uma tendéncia de abordar
a selecao de portfolio online com o objetivo de maximizar a riqueza acumulada
enquanto controlam custos de transacgao. Salas [46] desenvolveu uma nova familia
de algoritmos de aprendizado bayesianos para selecao de portfélio online, superando
limitagoes das técnicas tradicionais ao permitir a modelagem da incerteza e previsoes
probabilisticas. Khedmati e Azin [47] propuseram um algoritmo de selecao de
portfélio online baseado em abordagens de clustering, considerando custos de
transagao e maximizando o retorno ajustado ao risco. Em seguida, Guo et al. [48]
introduziram o algoritmo Adaptive Online Net Profit Mazimization (AOLNPM),
integrando um método de média mével online adaptativa com um modelo de

maximizacao de lucro liquido, otimizando a estratégia de investimento ao longo do
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tempo.

Outros trabalhos recentes, como o de Zhang et al. [49], propuseram uma
abordagem sensivel a custos utilizando aprendizado por reforco profundo, que
considera a complexidade das séries temporais nao estacionarias e a correlacao
entre ativos, enquanto introduzem um mecanismo de recompensa para maximizar
o retorno acumulado. Dai et al. [50] propuseram uma estratégia baseada em
aprendizado por ensemble denominada Trend Peak Price Tracing (TPPT), com-
binando previsao de precos de trés estados com retropropagacao de erro rapido
para enfrentar as dificuldades em mercados financeiros volateis. Dai et al. [51]
continuaram nessa linha com a introdugao do algoritmo DSF-RI-PPT, que integra
decomposicao empirica, analise de componentes principais e redes LSTM para

maximizar a acumulacao de riqueza.

Mais recentemente, Zhang et al. [52] propuseram uma nova abordagem
para o mercado long-short, utilizando o algoritmo de Mirror Gradient Descent, que
reformula o problema classico de selecao de portfélio online para permitir operacoes
long/short, enfrentando desafios como alta complexidade computacional e alta
variabilidade de gradientes. He et al. [53] propuseram o algoritmo Weak Aggregating
Specialist Algorithm (WASA), que desenvolve uma estratégia de agregagio seletiva
de conselhos de especialistas ativos, equilibrando o retorno esperado com os custos
de transagao. Por fim, He e Li [54] propuseram o algoritmo Anticor-DTW, que
utiliza Dynamic Time Warping para melhorar a identificacao e exploragao da
reversao a média dos ativos, superando o algoritmo Anticor original em termos de

riqueza acumulada e robustez em mercados com altos custos de transacao.

Apesar dos avancos significativos na area de selecao de portfélios online,
conforme evidenciado pela evolugao das estratégias desde os trabalhos seminais
de Cover até as abordagens mais recentes de meta-learning e pattern matching,
pouco enfoque foi dado na incorporacao de métricas de risco robustas no processo

de otimizagao.

A maioria dos algoritmos discutidos nesta revisao, incluindo as estratégias
Follow the Winner, Follow the Loser, Pattern Matching e Meta-Learning, focam

primariamente na maximizagao do retorno ou na minimizagao do arrependimento



44

Regret em relagdo aos modelos benchmarks. Embora essas abordagens tenham
demonstrado resultados promissores em termos de performance, elas frequentemente
negligenciam o risco de maneira explicita e/ou sua dindmica durante o processo de

construgao e ajuste do portfélio.

Esta omissao é particularmente probleméatica no contexto dos mercados
financeiros contemporaneos, caracterizados por alta volatilidade, eventos extremos
e rapidas mudancas nas condi¢oes de mercado. A falta de um tratamento robusto
do risco pode resultar em portfolios que, embora potencialmente lucrativos em
média, estao expostos a niveis altos de volatilidade ou a perdas significativas em

cenarios adversos.

Além disso, a falta de uma consideracao adequada do risco limita a apli-
cabilidade pratica dessas estratégias em ambientes institucionais, onde requisitos
regulatorios e perfis de risco especificos dos investidores devem ser rigorosamente
observados. Esta limitacao representa uma barreira significativa para a ado¢ao gene-
ralizada de algoritmos de selecao de portfolios online em contextos de investimento

do mundo real.

Portanto, desenvolver abordagens que integrem de forma eficaz e dinamica
métricas de risco avancadas no framework de selecao de portfolios online mostra-se
de grande valia. Tais abordagens devem nao apenas visar a maximizacao dos
retornos, mas também garantir que os portfélios mantenham um perfil de risco

controlado e alinhado com as expectativas dos investidores e requisitos regulatorios.

Esta lacuna na literatura atual serve como principal motivagao para a
presente pesquisa, que busca investigar e propor novas metodologias para incorporar
métricas de risco robustas no processo de otimizacao de portfélios online, mantendo
a convexidade do problema e a eficiéncia computacional caracteristica dessas
abordagens. Ao abordar esta questao, espera-se contribuir para o desenvolvimento
de estratégias de investimento que sejam nao apenas eficazes na geracao de retornos,
mas também confiaveis e resilientes frente as incertezas e volatilidades inerentes

aos mercados financeiros modernos.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 MODELO MEDIA-VARIANCIA

A formalizacdo matematica da estratégia de diversificagao de portfolio
foi introduzida por Harry Max Markowitz, delineando o fundamento do modelo
Média-Variancia (MV) [1]. Este modelo enfatiza que os investidores, ao compor
um portfélio, buscam nao apenas maximizar os retornos, mas equilibrar retorno

esperado e risco, sendo este ultimo modelado pela variancia dos retornos esperados.

Usando a formulagao mais usual do MV [40], considere que haja n ativos
com indice 7 possiveis variantes no tempo ¢ com retorno linear r;; e o vetor de

retornos médios p definidos por:

i = e (3.1)
M1

p= |1 (3.2)
in

Além disso, seja o0;; a covaridncia entre os quaisquer retornos dos ati-

vos i e j, ¥ a matriz de covaridncia dos retornos e o2

a variancia do portfélio
considerando uma alocacdo qualquer b = (by,by,...,b,)" onde 3" by = 1 e
vy = (r1g, 7ot - - -, Tne) | s20 independentemente e identicamente distribuidos (IID)
com distribuicdo normal multivariada N, 5. Assim, dado a linearidade implicita

nas equacoes acima:
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Logo, considerando que se saiba a média e a varidncia dos retornos,? o
problema é resolvido ao escolher a alocacao 6tima que maximize retorno do portfélio

dado niveis de risco (0%*) no perfodo tinico; isto é:

n
b* = arg max b' u sujeito a b' Tb = ¢, dbi=leb >0V (3.5)

b i=1
A representacgao visual do problema descrito acima, expondo todas com-
binagoes 6timas de ativos, onde cada ponto representa um portfolio que oferece
0 maximo retorno esperado para um dado nivel de risco (fronteira eficiente de

Markowitz), é exemplificada abaixo no Gréfico 1 no espaco bidimensional.

Para sua realizacao, foi efetuada uma simulagao de Monte Carlo, gerando
10.000 portfélios hipotéticos com ponderacoes de ativos aleatérias. Cada portfélio
foi avaliado em termos de seu retorno esperado, volatilidade (risco), e Indice de
Sharpe, que mede o retorno ajustado ao risco. Esses portfolios sao entao plotados
em um espaco bidimensional onde o eixo x representa a volatilidade e o eixo y, o
retorno esperado. A coloracao dos pontos reflete o Indice de Sharpe, proporcionando

uma indicagao visual do desempenho do portfélio em relacao ao risco assumido.

A fronteira eficiente, exemplificada pela linha amarela no grafico acima, é a
que contorna a borda superior da regiao onde os portfélios sdo plotados, indicando
a série de portfolios 6timos que os investidores podem escolher de acordo com sua
tolerancia ao risco. Esta andlise permite identificar a composi¢ao dos portfolios
que se situam no ponto de maxima eficiéncia, que é o ponto na fronteira onde se
consegue o maior retorno para um dado nivel de risco ou o menor risco para um

dado nivel de retorno.

Embora esta abordagem seja matematicamente elegante, ela pode nao refletir
adequadamente as complexidades e nuances das preferéncias dos investidores, que
podem ser influenciadas por uma miriade de fatores comportamentais e contextuais.

De fato, uma critica fundamental ao modelo MV, conforme discutido por [55],
2

Dado a suposicao de retornos IID, seria possivel estimar de maneira consistente tais
parametros via métodos como a maxima verossimilhanca usando uma série de precos
histéricos {p;+} dos ativos por meio da aproximacao log (p;+/pit—1) =log (1 4+ 7;s) =
Tigt

)
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Gréafico 1 — Fronteira eficiente de Markowitz
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reside na sua representagao simplista da utilidade do investidor, sem usar outras
caracteristicas intrinsecas como o grau de aversao, limitando, assim, os objetivos

de investimento a média e variancia dos retornos.

Adicionalmente, a presuncao de que os retornos dos ativos obedecem a uma
distribuicao normal tem sido objeto de criticas substanciais na literatura financeira.
Estudos empiricos tém consistentemente mostrado que os retornos dos ativos podem,
na realidade, apresentar caudas pesadas e, em certos casos, assimetria, o que destoa
do pressuposto de normalidade [56, 57]. Essas caracteristicas das distribuigdes
de retorno indicam que a probabilidade de observar retornos extremos pode ser
substancialmente maior do que a sugerida por uma distribuicao normal. Desta
forma, ao depender da suposi¢ao de normalidade, o modelo MV pode oferecer uma
visao subestimada e potencialmente distorcida do risco envolvido nas estratégias

de investimento. Além disso, a adogao da hipotese de distribuicdo de retornos
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normais pode ser problemadtica, pois, na pratica, os mercados frequentemente
exibem movimentos que sdo inconsistentes com esta suposicao, fendmeno esse que

foi validado em multiplas temporalidades e mercados por diferentes estudos [58].

A aplicabilidade do modelo MV também é questionada quando consideramos
investidores com objetivos de longo prazo, como fundos de pensao e dotagoes. O
modelo, em sua forma classica conforme detalhado acima, é intrinsecamente um
framework de tinico periodo, o que o torna potencialmente inadequado para tratar
de questoes pertinentes a investidores com horizontes temporais estendidos e

obrigagoes futuras, como pagamentos de beneficios de pensio [59].

Além disso, a critica a abordagem MV também se estende a sua utilidade
pratica na alocagao de ativos, com alguns argumentando que a simulacao de ativos
e passivos ¢ uma abordagem superior, proporcionando uma visao mais holistica e
integrada da gestao de portfélio, alinhando mais estreitamente os investimentos

com as obrigagoes futuras [60].

No entanto, talvez a critica mais penetrante ao modelo MV seja sua ins-
tabilidade e ambiguidade inerentes. Os otimizadores MV, ao funcionarem como
um sistema de decisao de investimento cadtico, muitas vezes produzem portfolios
que sdo altamente sensiveis a pequenas alteragdes nas premissas de entrada [55].
Essa sensibilidade pode resultar em portfolios que, apesar de teoricamente 6timos,

podem ter pouco valor de investimento confidvel na pratica [61].

Os desafios do modelo MV, tais como sua instabilidade e ambiguidade, como
delineado anteriormente, propiciam um campo fértil para explorar alternativas que
possam harmonizar teoria e pratica no ambito da gestao de portfélio. Intimeros
investidores e gestores financeiros tém migrado para métodos intuitivos ou adotado
novas abordagens que, embora possam abdicar da matematica bela e rigorosa, se
propoem a oferecer estratégias mais robustas e aplicaveis na realidade volatil dos
mercados. Uma dessas alternativas que ganharam espaco na discussao académica
e pratica de mercado é o Modelo de Precificagao de Ativos de Capital - Capital
Asset Pricing Model (CAPM).

A popularidade e adocao generalizada do CAPM, especialmente na avaliagao

de ativos e na definicdo de estratégias de investimento, sugerem que este modelo
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atende a necessidades praticas particulares que talvez o modelo MV nao seja
capaz de suprir integralmente - sendo este um contraponto a elegancia matematica,
porém, em alguns contextos, a impraticabilidade do modelo MV [62]. De fato,
o CAPM oferece uma medida de risco prontamente compreensivel e aplicavel, o
beta, que tem atraido tanto académicos quanto praticantes por sua facilidade de
interpretagao e implementagao [63]. Vale ressaltar, porém, que a sugestao do CAPM
de que o retorno esperado de um ativo ou portfélio é proporcional ao seu beta tem
sido constantemente posta a prova, com varios estudos destacando anomalias e

inconsisténcias quando aplicadas a dados historicos [64].

Com isso em mente, o CAPM, melhor discutido na préxima secao, apresenta
uma ponte entre a teoria e pratica, permitindo, assim, que gestores de portfolio
alinhem expectativas de retorno com uma mensuracao quantitativa do risco siste-
matico, mesmo que essa métrica por vezes seja vista como simplista ou insuficiente

para capturar a totalidade da complexidade do mercado [62].

3.2 MODELO CAPM: BETA DO MERCADO

Com base no modelo classico proposto em [1], os trabalhos de [5] e [65]
deram inicio ao modelo de precificacdo de ativos chamado classicamente de Capital
Asset Pricing Model (CAPM). Até meados da década de 1950, o consenso era que o
desempenho deveria ser medido pelo retorno ao longo de um periodo sem ajuste de
risco. O CAPM introduziu duas novas premissas ao modelo classico de Markowitz:
expectativas homogéneas e a taxa livre de risco. A premissa de expectativas
homogéneas afirma que todos os investidores tém as mesmas perspectivas de
retorno esperado, desvio padrao e covariancia dos ativos (premissa do mercado
eficiente). A taxa livre de risco pressupoe que existe um investimento no mercado
cuja remuneracao ¢ assegurada exatamente como esperado, e fatores econémicos e

ciclicos nao podem afetar sua liquidez.

O modelo CAPM ¢é descrito pela seguinte equagao:

1y — 1y = Bi(rm —rf) + €5, (3.6)

onde:
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e 71; ¢ 0 retorno de um ativo .

e 77 € o retorno de um ativo livre de risco.

e 7, ¢ o retorno médio do mercado.

e 0;, € a covaridncia entre retorno do ativo ¢ e o retorno médio do mercado.
e 0,, ¢ a volatilidade do mercado.

e [3; é definido como ; = %’“, representando o risco sistémico do ativo 1.
m

e &; ¢ um choque idiossincratico com Elg;] = 0 e E[e?] = o2,
A equacao (3.6) assume que os choques idiossincraticos, €; ¢, tém média zero,
varidncia constante no tempo o? e IID. Em [66] ¢ vista uma revisdo detalhada de

tal modelo.

A implementacao cldssica do modelo CAPM é geralmente estimada por
meio do Ordinary Least Squares (OLS), partindo do pressuposto de que o beta,
ou risco sistematico, de um ativo ou carteira permanece constante ao longo do
tempo. Contudo, é pertinente considerar uma hipodtese alternativa que contempla
a variacao do beta de uma empresa ao longo do tempo. Essa variacao pode ser
influenciada tanto por fatores microeconémicos — como mudancas operacionais
internas ou no ambiente de negdcios especifico da empresa — quanto por fatores
macroecondémicos — incluindo a taxa de inflagdo, o estado geral dos negdcios e as
expectativas quanto a eventos futuros significativos. Uma andlise aprofundada sobre
estes topicos ja foram apontadas em trabalhos como [67], [68] e [69]. Evidéncias
que corroboram a hipotese de variacao do risco sistematico com o tempo também

ja foram amplamente estudadas em trabalhos como [70, 71, 72].

Em revisoes abrangentes [73, 74, 75, 76] mostra-se que no CAPM, o beta
tende a ser volatil ao longo do tempo. Conforme discutido em [77] e [78], as cargas
de risco no retorno excessivo do mercado, assim como os fatores HML (High Minus
Low, que captura a diferenca de retornos entre agoes de valor e agoes de crescimento)
e SMB (Small Minus Big, que mede o diferencial de retornos entre empresas de

pequena e grande capitalizagao), apresentam forte variacao temporal.



o1

Os trabalhos [79, 80] afirmam que a principal razao para as limitagdes do
CAPM incondicional é que o modelo nao reproduz o processo de aprendizado dos
investidores. Argumentam que a inobservabilidade do beta que varia ao longo do
tempo induzird o processo de aprendizado dos investidores. No entanto, a regressao
de séries temporais via OLS nao consegue reproduzir com sucesso o processo de
aprendizado dos investidores, o que leva a diferencga entre a verdadeira expectativa

dos investidores sobre beta e o beta estimado.

A estimagao do beta condicional no CAPM envolve técnicas que reconhe-
cem e capturam a variabilidade ao longo do tempo, em resposta a mudancas nas
condi¢oes do mercado e varidveis economicas. Muitos métodos foram testados,
como: regressao recursiva e janelas deslizantes como em [81]; uso de métodos de
regressao baseado em instrumentos levando em conta aspectos do mercado como o
ciclo real de negdcios (algumas prozyies comumente usadas na literatura sao default
spread, term spread e dividend yiel [82, 83]; métodos bayesianos supondo que os
betas se comportam como um um processo estocastico de reversao na média [84];
dentre outros. J& os modelos GARCH (Generalized Autoregressive Conditional He-
teroskedasticity) sao frequentemente utilizados para modelar e prever a volatilidade
dos retornos de um ativo, permitindo que o beta seja ajustado dinamicamente com
base na volatilidade estimada [85, 86, 87, 88]. Variacoes desses modelos, como o
EGARCH (Ezponential Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity)
ou TGARCH (Threshold Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasti-
city), podem capturar assimetrias e efeitos de alavancagem na volatilidade, que por

sua vez afetam o beta condicional [89, 90].

Uma abordagem alternativa frequentemente adotada é a aplicacao do Filtro
de Kalman, um estimador recursivo que proporciona a atualizacao continua do
parametro [ mediante a incorporac¢ao de novos dados. Essa técnica é especialmente
vantajosa em contextos onde o sistema modelado esta sujeito a influéncia de estados
latentes e/ou quando os pardmetros do modelo sdo varidveis ao longo do tempo.
Uma sucessao de pesquisas comparativas [81, 91, 92, 93] destacam as superioridade
da estimagao via Filtro de Kalman utilizando dados para diferentes economias,

incluindo a brasileira [94].

Na préxima secao, apresenta-se detalhes da estimacao do CAPM condicional
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usando o Filtro de Kalman. Essa discussao fornecera um entendimento abrangente
de como essa técnica se mostra eficiente quando adaptada para funcionar na etapa

de projecao de algoritmos de selecao de portfélios online.

3.2.1 Filtro de Kalman

Para a estimagao de modelos estruturais, um método comum é a utilizacao
de Filtros de Kalman. Sob a suposi¢ao de normalidade dos dados observados, é
viavel desenvolver uma estrutura para a dinamica dos coeficientes beta dos ativos e

realizar a extragao usando algoritmos de otimizagao [95].

Desenvolvido no contexto da teoria de controle dos anos 1960, o filtro de
Kalman estima parametros que variam no tempo em sistemas dindmicos, apresen-
tando beneficios para modelos como o CAPM, cujo coeficiente beta é suscetivel a
variagoes temporais. O cerne dessa metodologia é definida no modelo de espaco
de estados, que se compoe de uma equagao de observacgao, representando as varia-
veis mensuraveis, e uma equacao de transicao, descrevendo a evolucao do estado
sistémico. Esta técnica se destaca na integracao de variaveis nao observaveis e na
aplicacao de estruturas temporais ao beta do CAPM, atualizando-se recursivamente

e gerando séries de interceptos e coeficientes beta condicionais do modelo linear.

A flexibilidade na definicao da equacao de transicao é um ponto crucial do
filtro, permitindo formatos diversos como um processo auto-regressivo ou passeio
aleatério, sendo o ultimo frequentemente mais preciso na caracterizacao de beta em
evolugao. Além disso, sua capacidade de refinar estimativas com novas informacgoes

o faz especialmente valioso para o mercado financeiro, onde as condig¢oes sao volateis.

Incorporar essa ferramenta na otimizacao de portfélios possibilita ajustes
refinados das caracteristicas do portfolio, fundamentados em uma medida de risco
sisteméatico atual e precisa. A adaptabilidade e exatidao na estimacao de pardmetros

que mudam com o tempo podem enriquecer significativamente a gestao de portfolio.

Para estimar o beta de cada ativo (3;), emprega-se um modelo de espago
de estados no qual o f; é tratado como uma variavel latente ou um fator oculto,
seguindo um processo de passeio aleatorio com perturbacoes gaussianas, resultando

em um modelo de nivel estocastico. O problema é formulado da seguinte forma: o
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retorno de um ativo especifico ¢ no periodo t é dado por

Tit = BitTmt + Tre + Eits (3.7)

onde: 1,,; € o retorno do mercado no periodo ¢, ry; ¢ a taxa livre de risco no
periodo t e g;; ¢ um choque idiossincréatico no periodo ¢ no ativo ¢ com média zero e
varincia o? que difere entre os ativos. Além disso, §3;; é definido como um passeio

aleatorio, ou seja,

Bitr1 = Bit + Pits (3.8)

onde @;; ¢ uma variavel aleatéria gaussiana com média zero e variancia o3 ;. Os
parametros do modelo o?, 0'%’1- e a condi¢ao inicial 8;p podem ser estimados por
maxima verossimilhanga, e o vetor de estado f3;; de cada ativo ¢ pode ser extraido
usando as equagoes recursivas do filtro de Kalman. Para o modelo proposto, as

equagoes de atualizagao do filtro de Kalman serdao dadas por:

Eit = Tit — Tit, (3.9)
Q1= P, + 0}, (3.10)
Bitt—1 = Bie + K €iy, (3.11)
By =h - K B, (3.12)

onde K; = P,Q;' é o ganho de Kalman, P, é a variancia de Bi+ condicional ao

conjunto {r;1,7i2,...,ri+—1} € Q é a varidncia de ¢;;. As equagdes de previsao
sao:
Bi,tJrl = 6i,t|t—17 (3-13)
2
Pii1 = Bye-1 + 0, (3.14)

Pity1 = Bit + Tre, (3.15)
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O Filtro de Kalman, portanto, emerge como uma ferramenta importante na
analise de séries temporais financeiras, permitindo a estimacao precisa de parametros
dindmicos e a andlise de risco em tempo real. De fato, sua implementacao que
possibilita a utilizacao de fatores tidos como o importantes na literatura (como o
HML e SMB), variantes no tempo, além do possivel uso de métodos baseados em
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) para mitigar o possivel
problema de mé identificacao ao penalizar fatores mais fracos como visto em [96],

demonstram o poder de tal metodologia.

Na secao 4.2, mais detalhes sobre a utilizacdo dessa técnica na etapa de

projecao de algoritmos para selecao de portfélios online sao destacados.

3.3 RISCO

O termo risco é frequentemente utilizado na linguagem cotidiana e carrega
multiplas conotac¢oes. No contexto do mercado de agoes, risco pode ser definido
como a probabilidade de uma perda, a chance de nao receber o retorno esperado
ou a possibilidade de que um investidor nao alcance a taxa de retorno desejada em

um investimento.

O mercado de agoes é dindmico e sujeito a indimeras variaveis, tornando os
retornos dos investimentos em agoes voldteis. A variagao nos retornos é muitas
vezes imprevisivel e, para muitos profissionais do mercado financeiro, o risco é

definido como a possibilidade de os retornos reais diferirem dos retornos esperados
[97].

Assim como existem varias maneiras de definir risco, ha varias maneiras
de categorizar os elementos do risco. Os profissionais do mercado frequentemente
dividem o risco em riscos sistematicos e riscos especificos. Riscos sisteméaticos,
como o beta do mercado discutido na ultima secao, afetam o mercado de agoes
como um todo, enquanto riscos especificos estao associados a empresas ou setores
individuais.

As instituig¢oes financeiras, notadamente, também estao expostas a uma
diversidade de riscos, a saber: de mercado, de crédito e operacionais. Entre eles,

o risco de mercado, isto é, o potencial de uma instituicao sofrer perdas devido
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a variacoes indesejaveis nos pregos de mercado, tem dominado as preocupacgoes.
Nesse cendrio, o Value at Risk (VaR), tem ganhado destaque como uma métrica

imprescindivel na gestao de riscos de mercado.

3.3.1 Value at Risk (VaR)

O Value at Risk (VaR) emergiu como uma resposta a crescente necessidade
de quantificar e gerenciar riscos financeiros de forma mais eficaz. Suas raizes
remontam aos anos 1970 e 1980, quando instituicoes financeiras comecaram a
desenvolver modelos internos para avaliar sua exposi¢do ao risco. A evolucao
do VaR foi impulsionada por uma série de fatores, incluindo a globalizagao dos
mercados financeiros, o aumento da volatilidade e a ocorréncia de grandes perdas
financeiras que destacaram a importancia do gerenciamento de riscos. Contribuigoes
significativas vieram de varias fontes, incluindo o trabalho pioneiro do Bankers
Trust com o RAROC (Risk-Adjusted Return on Capital) e os esforgos de académicos
em estatistica e financas que desenvolveram as bases tedricas para a modelagem de

riscos.

O conceito de VaR foi introduzido na década de 1990 por profissionais do
J.P. Morgan, um dos maiores bancos de investimento do mundo, integrando seu
projeto RiskMetrics. Esse instrumento rapidamente se estabeleceu como o padrao
na mensuragao do risco de mercado no ambito do setor financeiro. Nao se restringiu
apenas aos bancos, mas foi igualmente adotado por fundos de hedge, empresas de

seguros e orgaos reguladores financeiros.

A principal funcao do VaR é proporcionar uma quantificacdo do risco
de mercado, ou seja, ele estima a perda maxima esperada para um portfolio em
particular sob condi¢des normais de mercado, durante um periodo de tempo definido
e em um nivel de confianca especifico [8]. Para elucidar, se o VaR de um portfdlio
¢ de R$1 milhdo em um dia com um nivel de confianca de 95%, isso significa que
existe 5% de probabilidade de que as perdas ultrapassem R$1 milhdo em um dia
[98].

O VaR inovou ao apresentar uma visao quantitativa do risco de um portfélio

inteiro, expressando-o em termos monetarios e oferecendo uma perspectiva sobre o
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potencial de perdas em um dado periodo de tempo com um determinado nivel de
confianca. Este foi um avango importante porque permitiu que os gerentes de risco,

pela primeira vez, quantificassem o risco de forma padronizada e compreensivel

[99).

Através do RiskMetrics e do crescente reconhecimento de sua utilidade,
o VaR rapidamente ganhou popularidade e foi adotado por muitas instituigoes
financeiras. O sucesso desta iniciativa levou a Basileia, um comité de supervisao
bancaria, a incluir o VaR como um componente chave em seus regulamentos

prudenciais [100].

Formalmente, para um dado nivel de confianga 7, se F'(.) é a fungao de

distribuicao cumulativa da perda L, entao o VaR ¢ definido como:

VaR, (L) =inf{le R: F(I) >1—~}onde 0 <~ <1 (3.16)

Isso significa que a probabilidade de uma perda exceder o VaR é 1 —~. Ja

as suposi¢des mais comuns vistas na literatura sdo enumeradas abaixo [99]:

(i) Estabilidade do portfélio: O VaR presume que a composigao do portfélio

permanece inalterada durante o periodo de tempo considerado.

(ii) Liquidez do mercado: O VaR pressupoe que todos os ativos no portfélio

podem ser comprados ou vendidos sem impactar seus pregos.

(iii) Normalidade dos retornos: Os retornos dos ativos sdo normalmente

distribuidos, isto ¢, tem distribuicao N, 5 com distribuicao cumulativa ®.

Apesar das duas primeiras suposi¢coes poderem ser quebradas na pratica,
por exemplo, durante crises pode haver mudancas no perfil de risco da instituicao
e no preco dos ativos dentro do periodo avaliado, respectivamente, a normalidade
dos retornos parece ser o maior alvo de criticas na literatura. De fato, apesar de
na pratica facilitar os calculos, como pode ser visto abaixo ao considerar os retorno
sendo normais IID; isto é, r, = p+ ¢, com &; tendo distribuicao Ny ,2 e distribuicao

cumulativa ® onde ¢,(L) = F; '(v) é a fungdo quantilica, além de Z, definido como



o7

o percentil correspondente ao nivel de confianca v em uma distribui¢cao normal

padrao,

VaR, (L) =inf{l € R: ®(l) > 1 =~} = O (1 =) = q1 (L) = —¢,(~L)
=—q(—p—c)=p+tq(e)=p+oz, (3.17)

onde, muitos retornos de ativos apresentam skewness (assimetria) e kurtosis (cur-
tose) excessiva, o que significa que eles tém caudas mais pesadas que a distribuicao
normal. Nesse contexto, outras distribui¢oes podem ser pensadas, como a t de
Student e a t de Student assimétrica. Por exemplo, considerando que ¢; seja 11D
com uma distribuicao t de Student com parametro de localidade 0, parametro
de dispersao o2, v > 0 os graus de liberdade, I'(.) sendo a funcao Gamma, a sua
fungao de distribuicao e o calculo do VaR seriam, apds aplicar procedimento similar

ao visto acima, respectivamente:

_ I'((v+1)/2)
Vvmo?l'(v/2)

VaR,(L) = p+ ot., onde t,, é o percentil da distribuigdo aos v %,  (3.18)

v+1)/2 o

f(e,v,0?) (14 /vo?)

onde fica claro que o parametro v impacta diretamente a variancia do processo e,

consequentemente, o VaR.

Dentre os varios métodos para o calculo do VaR [101], destacamos:

1. Método da Varidncia-Covariancia (Paramétrico): pressupoe que os
retornos sao IID e seguem uma distribuicdo normal. Portanto, seguindo o

procedimento visto na equacgao 3.17, o VaR ¢ calculado como:

VaR, = p+ o2, (3.19)

Assim, por construcgao, tende a subestimar a perda L caso a distribuicao seja
anormal (problema mitigado usando outras distribuigoes); além de depender

da modelagem dos retorno, em especial no que tange a estrutura da variancia
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condicional - problema podendo ser reduzido usando modelagem tipo GARCH

e similares.

2. Simulacao Histoérica: usa a distribuicao empirica dos retornos passados
para calcular o VaR. Assumindo que temos n observagoes de retornos, o VaR

é o (1 — y)-ésimo percentil dos retornos

VaR, = F (1 —7), (3.20)

onde F~1 é a funcao quantil da distribuicdo empirica. Nesse contexto, a maior
critica é mitigada por construcao, pois nao de pressupoe uma distribuicao.
Porém, por natureza, é um método totalmente dependente dos dados. Desta
forma, caso, por exemplo, a informacao prior seja baseada num periodo
de crise, havera uma superestimacao do risco caso o momento atual for de

aquecimento - uso de janelas deslizantes pode ajudar a mitigar tal problema.

3. Simulacao de Monte Carlo: modela os movimentos futuros dos precos dos
ativos usando simulacao computacional. O VaR ¢é entao calculado a partir
da distribuicdo resultante dos retornos simulados. Assim como o método
discutido acima, mas simulando diversos cendrios (inclusive utilizando fatores
que afetam o risco de portfélios de maneira nao linear e no tempo), estima
os quantis de interesse sem pré-definir uma distribuicao. Vale ressaltar,
porém, que dependendo do numero de fatores levados em conta, o custo
computacional pode ser alto, o que pode ser reduzido usando método de

componentes principais - ver [102].

Na préxima subsecao serd discutido uma alternativa para o VaR, o Conditi-

onal Value at Risk (CVaR), tido na literatura como mais robusta.

3.3.2  Conditional Value at Risk (CVaR)

O Conditional Value-at-Risk (CVaR), frequentemente equiparado ao Expec-
ted Shortfall (ES), embora com sutis diferengas técnicas em certos contextos, surgiu
como uma resposta as limitac¢oes identificadas no Value-at-Risk (VaR) no final

da década de 1990 e inicio dos anos 2000. Enquanto o VaR havia se estabelecido
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como uma medida padrao de risco no setor financeiro, pesquisadores e profissionais
comegaram a reconhecer suas deficiéncias, particularmente sua incapacidade de
capturar adequadamente o risco de eventos extremos e sua falta de subaditividade,

uma propriedade crucial para medidas de risco coerentes [103].

A necessidade de uma medida de risco mais robusta e informativa tornou-se
ainda mais evidente apds uma série de crises financeiras, incluindo o colapso do
Long-Term Capital Management em 1998. Estes eventos destacaram a importancia
de compreender e quantificar melhor os riscos associados as caudas, que o VaR nao

abordava adequadamente [104].

O desenvolvimento do CVaR foi impulsionado por trabalhos teéricos sobre
medidas de risco coerentes, notadamente o artigo seminal de[103]. Este trabalho
estabeleceu as propriedades desejaveis para medidas de risco, fornecendo uma
base teodrica solida para o desenvolvimento de alternativas ao VaR. Os trabalhos
de Rockafellar e Uryasev (2000, 2002) desempenharam um papel fundamental
na formalizacdo e popularizagdo do CVaR [9, 10]. Eles ndo apenas definiram
rigorosamente o CVaR, mas também demonstraram suas propriedades matematicas
superiores e desenvolveram métodos eficientes para sua otimizagao, tornando-o

uma ferramenta pratica para gestao de riscos e otimizacao de portfélio.

O CVaR rapidamente ganhou aceitagao tanto na academia quanto na
industria devido a sua capacidade de fornecer uma visao mais completa do risco de
cauda, sua coeréncia matematica e sua tratabilidade computacional. Ao contrario
do VaR, que apenas indica um limiar de perda, o CVaR quantifica a perda esperada

além desse limiar, oferecendo uma perspectiva mais abrangente do risco potencial
[104].

A adogao do CVaR foi ainda mais impulsionada por mudancas regulatérias.
O Comité de Basileia de Supervisao Bancaria, reconhecendo as limitagoes do VaR,

recomendou a transicao para o Expected Shortfall (ES)? em suas diretrizes de

3 O Conditional Value-at-Risk (CVaR) e o Expected Shortfall (ES) sdo frequentemente
tratados como sinénimos na literatura financeira, e para distribui¢oes continuas, sdo de
fato matematicamente equivalentes. Ambos medem a perda esperada nos piores casos
de um portfélio. No entanto, existem sutis diferencas técnicas, especialmente para
distribuigoes discretas ou com descontinuidades. O CVaR, introduzido por Rockafellar



60

Basileia III, solidificando o papel do CVaR como uma medida de risco padrao na

industria financeira [105].

Formalmente, o CVaR ¢é definido como a expectativa condicional das perdas
que excedem o VaR para um dado nivel de confianca. Para um retorno excessivo

r, — ry e um nivel de confianga v, o CVaR ¢é expresso como:
CVaR,=E[ry—rflri —ry < =VaR,(ry —ry)] (3.21)

Esta definicdo implica que o CVaR fornece uma estimativa da perda média nos
piores 1 — 7y casos, oferecendo uma visao mais abrangente do risco de cauda. Uma
propriedade crucial do CVaR é sua coeréncia como medida de risco, satisfazendo
os axiomas propostos por Artzner et al. [103]. Em particular, o CVaR possui a
propriedade de subaditividade, melhor discutida na secao 4.4 e ausente no VaR, o
que o torna mais adequado para a modelagem de riscos em portfélios diversificados
pois incorpora a ideia de que a diversificacao esta de fato ligada a uma reducao de
risco. Para distribuicoes continuas, o CVaR pode ser calculado através da seguinte

formula: ) )
CVaR,=——— [ VaR,(r, —ry)dx (3.22)

L—=~/Jy
Esta representacao integral demonstra como o CVaR incorpora informagoes de toda
a cauda da distribuicao além do VaR, nao se limitando a um tnico ponto de corte.
No caso de retornos excessivos normalmente distribuidos, com r, —ry = p+¢; e

g; ~ N(0,0?%), o CVaR tem uma forma analitica simples:

Z.
CVaR, = —p+ a?( ) (3.23)
-7
onde ¢(.) é a funcdo de densidade da distribuigao normal padrao e Z, é o -
ésimo percentil da distribuicdo normal padrao. Para distribui¢oes com caudas

mais pesadas, como a t de Student, o calculo do CVaR se adapta para refletir a

e Uryasev [9], foi inicialmente formulado no contexto de problemas de otimizacao
e possui propriedades matematicas particularmente tuteis nesse ambito, como a
convexidade. O ES, por outro lado, foi desenvolvido com um foco mais estatistico.
Na pratica regulatéria, o termo ES é preferido, como evidenciado nas diretrizes do
Comité de Basileia. Para os propésitos desta tese, que envolve otimizagao algoritmica,
o termo CVaR ¢ utilizado devido as suas propriedades matematicas especificas.
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maior probabilidade de eventos extremos. Isso torna o CVaR uma medida mais

conservadora e realista em muitos cenarios praticos de gestao de riscos.

Com a discussao até aqui em mente, um dos objetivos do atual trabalho,
utilizar um método de aprendizado de maquina no contexto de otimizacao online
com e sem uso de janelas deslizantes em conjunto com métodos paramétricos (VaR
e CVaR) baseados em fatores tidos como determinantes do risco; diminuindo, assim,

os custos computacionais, mostra-se de grande valia.

3.3.3 Métricas de Andlise de Risco

Na literatura ha diversas métricas utilizadas para a analise de risco dentre
diferentes métodos e modelos. Dessa forma, abaixo sdo delineadas as utilizadas ao
longo dos resultados, sendo comumente vistas na literatura de financas. Revisoes

sobre assunto podem ser vistas em [106, 107, 108].

Para tal, dado a sua generalidade, preferiu-se discutir as métricas num
contexto onde o objetivo é calcular tais métrica em uma janela out-of-sample

te{T™+1,...,T} onde T o tamanho da janela in-sample.

1. Volatilidade anualizada: Considerando o desvio padrao ligada ao portfélio
entre o momento 7 + 1 e T > 0 medido em dias (ou meses, trimestres, ...)

como & e T sendo T" — T"" em termos anuais:

Volatilidade anualizada = v/ T« (3.24)

Como por construgao sao sempre positivos, o menor valor possivel deste é o

desejado.

2. Semi-Desvio: Considerando 7{** sendo o retorno out-of-sample em t ligada

ao portfolio, além de 7 sendo o seu retorno médio no periodo:

Semi-Desvio = \/E [min(ri® —7)?| Tm+1 <t <T] (3.25)

a interpretacao é similar a anterior, com valores menores sendo também

melhores.
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3. Méaximo Drawdown (MDD): Considerando a perda out-of-sample de um
Wi— max W,
Tin41<r<t

max Wr
TN 41<7<¢t

Wy = W1 (1 4+ r9") onde r?* é o retorno out-of-sample em t e W, sendo a

pico observado, drawdown (DD), como sendo DD; =

co1m

riqueza ligada ao portfélio em t onde Wy = 1. Assim, o Maximo Drawdown

(MDD) é o maximo drawdown possivel:

MDD = min DD,. (3.26)

Tin41<t<T
Como por construcao sao sempre nao positivos, o maior valor possivel deste

¢ o mais desejado.

4. Drawdown Médio (DDM): Considerando as relagoes introduzidas acima,
o DDM ¢ definido como a expectativa de perda out-of-sample de um pico

observado:

DDM = E DD, | T +1 <t <T|, (3.27)

seguindo a mesma légica acima dado a sua negatividade.

5. Razao de Calmar: Considerando novamente as relagoes destacadas acima,
com 7y sendo qualquer valor de retorno definido como objetivo no portfélio
(retorno sem risco, por exemplo), é o retorno por unidade de risco quando
este é o MDD; isto é:

Elrest —r T™ 4+ 1<t <T]

MDD

O mesmo pode ser visto como uma versao da razao de Sharpe onde se usa a

Razao de Calmar = (3.28)

métrica MDD ao invés do desvio-padrao out-of-sample, com valores maiores

sendo desejados.

6. Razao de Sortino: Considerando novamente as relagoes destacadas acima,
¢é o retorno por unidade de risco quando este é o desvio padrao do downside;

isto é:

E[rgt —r| T +1 <t <T]
\/E [min(rg" —rp, 0)2| T +1 <t < T .

Razao de Sortino =

(3.29)

Note que a interpretacao é similar a vista acima.
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3.4 OTIMIZAGAO CONVEXA ONLINE

A otimizacao convexa online representa um quadro de otimizacao dindmica,
onde decisoes sequenciais sdo tomadas sob a incerteza dos dados futuros. Essa
abordagem é cada vez mais aplicada em diversos campos, desde o aprendizado de
maquina até o setor financeiro, devido a sua flexibilidade e capacidade de adaptagao

a novas informacoes.

No aprendizado de maquina, utiliza-se a otimizagao convexa online para
atualizar modelos a medida que novos dados sao recebidos. Isso é essencial em
areas como deteccao de fraudes e sistemas de recomendacao, onde a habilidade
de ajustar rapidamente os modelos aos dados emergentes é critica. No ambito
financeiro, essa metodologia é aplicada na gestdao de portfélios e gerenciamento
de riscos, adaptando-se continuamente as flutuagées do mercado para otimizar
decisbes de investimento. Formalmente, esse problema pode ser descrito como uma
sequéncia infinita de fungoes de custo convexo fi, fo,... e um conjunto de solugoes
viaveis S, C R™. A cada etapa t, o algoritmo utiliza uma estratégia de alocacao
de portfolio b, € S, e, apds escolher essa estratégia, avalia o custo em f;. Como
nem todas as informacoes estao disponiveis antecipadamente, o algoritmo usa o
desempenho de t = 1, ...t —1 para definir a posicdo futura. E importante observar
que as fungoes de custo podem ser bastante distintas a cada passo, desde que sejam
convexas. Dado que a sequéncia de funcgoes de custo fi, fo,... nao é conhecida
antecipadamente, nao é possivel escolher b; de modo que f; seja minimizado. Dessa
forma, o objetivo nao é atingir a solucao ideal para cada funcao de custo especifica,
ja que nao tém acesso prévio a sequéncia completa das fungoes. Por isso, esses
algoritmos focam em minimizar o custo acumulado ao longo do tempo, em vez
de buscar a perfeicdo em cada passo individual. A eficacia desses algoritmos é
medida através da fungdo de arrependimento, ou Regret. Essa métrica compara
o desempenho acumulado do algoritmo online com o de um algoritmo hipotético
offline, que teria acesso a todas as fungoes de custo desde o inicio. Assim, o Regret
quantifica o quanto o algoritmo online se desvia do desempenho ideal, ajudando a

avaliar sua eficiéncia em um cenario de informagoes incompletas.

Na subsecao 3.4.1, discute-se a estratégia Constant Rebalanced Portfolio
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(CRP). Posteriormente, na subse¢io 3.4.2, a métrica de Regret é examinada para o
caso especifico de selecao de portfélios. Por fim, na subsecao 3.4.3, conclui-se com
a exposigao do algoritimo Online Gradient Descent (OGD) também no contexto

da decisao de alocacao de ativos.

3.4.1 Constant Rebalanced Portfolio

Encontrar o portfélio de maxima riqueza absoluta dentro do mercado é
uma tarefa bastante ambiciosa [4], assim, busca-se minimizar a distancia entre o
portfélio escolhido pelo algoritmo online e o Constant Rebalanced Portfolio (CRP)

tal como proposto por [18].

Devido as movimentagoes diarias do mercado financeiro, o portfolio apresen-
tard uma alocacao diferente da alocacao de ativos original. O CRP é uma estratégia
de investimentos na qual o portfélio é rebalanceado de tal forma que a proporcao

destinada a cada um dos ativos na carteira original é preservada.

Dochow [109] constréi a formalizagdo do CRP de maneira bastante didatica.
Seja {A1, Ay, ..., A,} o conjunto de todos os ativos presentes em um portfolio,*
Y™ a quantidade inicial de acdes de cada ativo i, Y;; a quantidade de agoes do
ativo ¢ no tempo t, p; o preco do ativo ¢ no tempo ¢, a riqueza W, no tempo ¢,

pode ser obtida através da seguinte equagcao:

W, = sz'tyit. (3.30)

i=1
A quantidade de agoes em cada ativo 7 no tempo t pode ser calculada por:
Yie = Yig-1) + Yir, (3.31)

onde y; é a quantidade de ac¢bdes ¢ negociadas em t. Se y; > 0 entdo agoes de ¢
foram compradas, se y;; < 0 agoes de ¢ foram vendidas e se y;; = 0 nao houveram

transacoes.

Considerando um horizonte de tempo 7 = 1, ..., T, o nimero de ac¢odes do

ativo 7 presente no portfélio sera dado por:

4 Considera-se um mercado com n ativos homogéneos e perfeitamente divisiveis.
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T
Yir =Y 4>y (3.32)

t=0

Entao, a riqueza no final do horizonte de tempo T podera ser calculada

como:
n o T
We =3 pir (Yn Ly yt> (3.33)
i=1 t=0
O percentual b;; do portfélio mantido em cada ativo ¢ no tempo ¢ é definido
como:

Y;(t—l)pi(t—z’)
Wiy

onde > ; by = 1. Combinando as equacoes 3.32 e 3.34, a proporcao destinada a

cada ativo b;; no instante 7, para o horizonte de tempo 7 = 1,...,T, pode a ser

escrita como:

— (Y;imc +3i5 yit>pz'(7_1)

b,y = 3.35
W (3.35)

Em um portfélio CRP, a cada periodo de tempo ¢ sdo realizadas operagoes
de compra e venda de ativos de forma que o percentual de riqueza by = b;11) = b;
para todo instante de tempo t e todo ativo i pertencente ao portfolio, isto é, o
percentual da riqueza W, destinado a cada ativo permanece constante ao longo do

tempo. Entao,

(Y;mlc + 2 yit)piT B (YZ-WC +>15 yit)pi(r—l)
o - T . (3.36)

De acordo com [33], é possivel representar uma estratégia baseada no CRP
por meio de um vetor b = (by, by, ...,b,)". A partir dessa representacio, a riqueza

final de um portfélio CRP pode ser calculada como:
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J((CRP(b)) = ﬁ b'ry, (3.37)

onde 7; é o vetor que contém o retorno de cada um dos ativos i no tempo t e S,, é
o conjunto convexo para b definido pelas restrigoes >°;" 1 b; =1 e b; > 0V 7. Assim,

o CRP 6timo offline é definido de maneira formal por:

b* = arg max f;(CRP(b)) = arg max ﬁ b r,. (3.38)

beSy, bESn =1
A funcao que se deseja maximizar é convexa, podendo entao ser resolvida
de maneira eficiente. O vetor b* é chamado Best Constant Rebalanced Portfolios
(BCRP). Em seu trabalho seminal, Cover [18] demonstrou que o BCRP ¢é a melhor
estratégia em um mercado independente e identicamente distribuido (IID), supe-
rando estratégias como Uniform Constant Rebalanced Portfolio (UCRP), Best Stock

(BS) e indices de referéncia como Dow Jones Industrial Average Index (DJIA).

3.4.2  Selecao de Portfolio Online

O uso de aprendizado de maquina em problemas de sele¢ao de portfélios
se fundamenta em trabalhos como [19, 110, 111, 34]. Estes mostraram que um
portfélio constante reequilibrado para um alocagao especifica (CRP), pode ser mais
vantajoso do que selecionar uma carteira baseada em uma medida de desempenho
e manté-la durante todo periodo. Além disso, [18] demonstrou que existe uma
estratégia de alocagao constante que proporciona o maior crescimento da riqueza a
longo prazo (BCRP).

Nesse contexto, os algoritmos de selecao de portfélio online visam aproximar
o desempenho do BCRP, adaptando a alocacao do portfélio a medida que novos
dados de precos se tornam disponiveis. Para avaliar a eficacia desses algoritmos,
utiliza-se a fungao de Regret, que mede a diferenca entre o desempenho acumulado
do algoritmo online e o desempenho de um algoritmo offline hipotético que teria

acesso a todas as informacoes futuras.

Conforme proposto por [2], a fungdo Regret pode ser calculada comparando

um algoritmo online com a decisdo tomada por um algoritmo offline, tendo acesso
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as primeiras fungoes de custo fi, f2,.... A ideia é medir a distdncia (custo) até
uma estratégia 6tima. No caso especifico da selecao de portfélio online, a estratégia
de referéncia é a BCRP. Os algoritmos de otimizacdo de portfolio online sao
baseados no preco atual do ativo para selecionar a alocagao futura do portfélio,
significando que as informagoes sobre o prego dos ativos chegam sequencialmente
e a decisao de alocacao é feita imediatamente. Em cada periodo de negociacao
t, para t = 1,....,T, um investidor observa um vetor de retorno r;, onde cada
componente 7;; € o retorno da agao ¢ no tempo ¢t com prego de fechamento até t — 1.
O vetor b; contém a proporcao aplicada a cada um dos n ativos. A riqueza de
um portfolio investido em by, considerando apenas um periodo, pode ser calculada
pelo produto interno b, r,. Apés T periodos, a riqueza acumulada é dada por
[, (th rt>. Tomando o logaritmo da evolucao da riqueza, obtém-se a taxa de
crescimento Y.L | log (th rt>. Da mesma forma, tomando o log da riqueza de um
portfélio usando a estratégia de investimento CRP com b € S,,, obtém-se a taxa
de crescimento logaritmica -~ | log (th rt). O Regret de um algoritmo online que

seleciona o b; para t =1,...,T, é dado por:

Regret(T) = ilog(b*Trt) - ilog(b:rt). (3.39)
t=1 t=1

Assim, o algoritmo online tenta minimizar a distancia entre o portfélio by

e o CRP ou BCRP 6timo. A légica por tras disso é que, se um algoritmo tem
baixo Regret, seu desempenho acumulado ao longo do tempo sera préximo do
desempenho do melhor CRP possivel (ou seja, o BCRP). Em outras palavras,
mesmo que o algoritmo nao seja sempre 6timo em cada periodo, seu desempenho
geral serd semelhante ao do BCRP a longo prazo. Isso ocorre porque o baixo
Regret implica que a diferenga acumulada entre o desempenho do algoritmo e o do
BCRP ¢ limitada [2, 3, 24], mesmo quando o niimero de periodos tende ao infinito.
Portanto, espera-se que um portfélio selecionado por um algoritmo de baixo Regret

tenha o mesmo comportamento assintético que o BCRP [4].

Na esfera do aprendizado de maquina online, conforme delineado por [112],
as estratégias empregadas sdo categorizadas em trés grupos principais: Follow-the-
Winner (FTW), Pattern-Matching Approaches (PMA) e Meta-Learning Algorithms

(MLA). Cada categoria reflete uma abordagem distinta na resolugdo de problemas.
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De acordo com uma andlise detalhada realizada por [109], os algoritmos
da categoria FTW destacam-se por estabelecer um limite superior para o erro
acumulado, denominado Regret, em comparagao com a melhor solucao constante em
retrospectiva (BCRP), apés um ntimero adequado de iteragoes. Especificamente no
caso do algoritmo Online Gradient Descent (OGD), este limite é proporcional a raiz
quadrada do niimero de iteracoes, evidenciando que o aumento do erro é moderado,
mesmo com a expansao do nimero de decisdes tomadas. Tal caracteristica revela-se
extremamente benéfica em contextos onde decisdes sequenciais sao imprescindiveis
sob condicoes de incerteza, tais como na previsao de mercados ou na gestao de

recursos em tempo real, aspectos que serao explorados na subsequente subsecao.

Ademais, uma vantagem significativa do OGD relaciona-se a sua capacidade
de manter um arrependimento total sublinear, mesmo quando a taxa de transagao
permanece constante.” Conforme descrito por [113], essa propriedade confere uma
robustez notavel ao OGD, tornando-o adequado para uma ampla gama de cendarios
de mercado, sem a necessidade de ajustes complexos no parametro de taxa de

transacao.

3.4.3  Online Gradient Descent (OGD)

O algoritmo OGD, introduzido por Zinkevich em 2003 [2], representa um
marco fundamental no campo da Otimizagdo Convexa Online. Projetado para
problemas de tomada de decisdao sequencial sob incerteza futura, o OGD atualiza
solugoes utilizando o gradiente da funcao de perda, que s6 é revelado apds a
decisao. Essa abordagem simplificada, porém eficaz, o consagrou como ferramenta
essencial em areas como aprendizado de maquina, finangas e alocacao de recursos,
onde decisGes online sao essenciais. Desta forma, inicialmente sdo enumeradas
premissas basicas do algoritmo, colocando na pratica questoes discutidas nas
ultimas subsegoes. Depois, a incorporacao e aplicabilidade das mesmas sao melhor

discutidas no restante dessa sec¢ao.

i Ambiente Dinamico: O ambiente é considerado dindmico, onde as condig¢oes

No contexto presente, a taxa de transacao refere-se ao custo associado a corretagem,
por exemplo, cobrado por corretoras, ou ainda ao custo de oportunidade vinculado a
tomada de decisoes.
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do mercado e as informagoes disponiveis podem mudar a cada instante. O
OGD ¢é desenhado para adaptar-se a essas mudancas, atualizando o portfélio

de forma continua.

Decisoes Iterativas: O processo de selecao de portfolio b, ocorre em etapas
(ou rodadas). A cada rodada, o investidor escolhe um portfélio com base nas
informagoes disponiveis e, apds observar o desempenho, ajusta sua estratégia

para a préxima rodada.

Funcao de Perda Convexa: A funcao de perda utilizada para avaliar
o desempenho do portfélio em cada rodada é convexa, permitindo que o
problema de otimizacao tenha uma estrutura que o OGD possa o explorar de
maneira eficaz. Vale ressaltar que no contexto de otimizagao de portfélios, a
funcao de perda geralmente é baseada no logaritmo do retorno do portfélio,

garantindo tal convexidade.

Atualizagao com Gradiente: O portfélio é atualizado usando o gradiente
da funcao de perda em relagao ao portfolio atual. Isso significa que o ajuste
feito a cada rodada é proporcional ao gradiente, movendo o portfélio na

direcao que minimiza a perda esperada.

Restricoes Convexas: As escolhas de portfélio a cada rodada estao sujeitas
a restrigdes convexas. Por exemplo, a soma das alocagoes deve ser 1 (a soma
das fragoes investidas em cada ativo) e cada alocagdo deve ser ndo-negativa.
Isso esta relacionado a projecdo do vetor de alocacao atualizado no conjunto
convexo D, garantindo que a nova alocacao b, esteja dentro do espago

permitido.

Nao Expansividade da Projecao: O operador de projecao Ilp é nao
expansivo, o que significa que a distancia entre o vetor projetado e qualquer
outro ponto é sempre menor ou igual a distancia antes da projecao. Essa
propriedade é importante para garantir que as atualizagbes nao causem

instabilidade no algoritmo.

Arrependimento Sublinear: O OGD visa garantir um arrependimento

sublinear ao longo do tempo, ou seja, o arrependimento total Regret(T)
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cresce mais lentamente do que o niimero de rodadas T', idealmente como
O(\/T) Isso implica que o algoritmo se aproxima do desempenho 6timo
ao longo do tempo, minimizando a diferenca acumulada entre a perda do

portfélio selecionado online e a perda da melhor solugao fixa em retrospectiva.

Convergéncia a uma Solugdo Otima: Sob certas condicdes, como passos
adequados na atualizacao (7; bem ajustado), garante-se que o OGD vai
convergir para uma solucao que seja competitiva com a melhor escolha
possivel em retrospectiva, ou seja, a solugdo que teria sido escolhida com

conhecimento completo do futuro.

Competitividade de Desempenho: A performance do OGD ¢ avaliada
em termos de arrependimento (Regret). O objetivo é minimizar esse arre-
pendimento ao longo do tempo, garantindo que o desempenho do OGD seja

competitivo com a melhor solucao fixa em retrospectiva.

De fato, o método se baseia na descida de gradiente classica, adaptada ao

contexto online. Formalmente, para uma fungao de perda convexa f;(b) no tempo

t, a atualizagao pelo OGD é descrita pelo procedimento iterativo:

bi1 = b, — 1,V fi(by), (3.40)

onde b, representa o vetor de parametros, V f;(b;) o gradiente da fun¢ao no ponto

b, e n; a taxa de aprendizado no momento .

O pseudocddigo do OGD é demonstrado abaixo no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Algoritmo Online Gradient Descent

Input: OGD(n)
inicio b; + %
fort=2to T do

bt - H® (bt_l + nth:trltl)

end

Onde IIp(y) = arg min||y — b|| e D convexo
beD

retorna b 1)

fim
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O algoritmo recebe como entrada a taxa de aprendizado n, que controla o
tamanho do passo na dire¢do do gradiente. Na inicializacao, o vetor de pesos by ¢é
definido como %, onde n é a dimensao do espaco de pesos. Em seguida, o algoritmo

itera por T rodadas, comecando de t = 2 até T.

A cada iteracao t, o vetor de pesos b; é atualizado utilizando a equacao de

atualizagao:

bt—HD <bt 1+an"°t—1>

t—1 Tt—1
Nesta equagao, b;_; representa o vetor de pesos da iteracao anterior, r;_1 é o vetor

de recompensas (ou perdas) observado no tempo t — 1, e b, ; r,_; é o produto
escalar entre o vetor de recompensas e o vetor de pesos que representa a recompensa

(ou perda) total acumulada até ¢ — 1. O termo é o gradiente normalizado

bI LTt
da funcao de perda em relacdo aos pesos. A atualizacdo dos pesos é realizada

tomando um passo na dire¢ao desse gradiente, proporcional a 7.

Apés a atualizacao, a funcao Ilp(y) é aplicada para projetar o vetor re-
sultante de volta ao conjunto convexo D, garantindo que os pesos atualizados
permanecam dentro de um espago valido e limitado. Apoés T rodadas, o algoritmo
retorna o vetor de pesos final by, ;. Essa forma de projecao é descrita com maior

riqueza de detalhes e exemplificada na Secao 4.1.

Este método mostra-se particularmente eficaz em cenarios onde fungoes de
perda sao expostas sequencialmente, permitindo ajustes continuos e aprimoramento

do desempenho ao longo do tempo.

O Regret no algoritmo OGD é uma métrica essencial que mede a diferenga
entre o custo acumulado pelo algoritmo e o custo acumulado pela melhor decisao
fixa em retrospecto, apdés T rodadas. Um dos pontos fundamentais do OGD,
conforme apresentado por Zinkevich, é a garantia de que o arrependimento cresce
sublinearmente com o nimero de iteragoes, o que é crucial para a sua aplicabilidade

em problemas de otimizacao convexa online.

Mais especificamente, o arrependimento Regret(T') apés T rodadas é limi-

tado pela seguinte expressao:

2
Regret(T) <

M\d

T
Z IV f2(Bo),
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onde 7 ¢ a taxa de aprendizado, D é uma constante que limita a distancia maxima
entre qualquer dois pontos no dominio do problema, e V f;(b;) é o gradiente da

funcao de perda no tempo t avaliado no ponto b;.

Esta garantia de que o arrependimento cresce sublinearmente, dependendo
crucialmente da escolha da taxa de aprendizado e do comportamento dos gradientes
ao longo do tempo, bem como da geometria do espago de decisao, é um pilar
central que justifica a eficicia do OGD. A escolha adequada de n garante que o
arrependimento aumenta mais lentamente que 7', evidenciando que o algoritmo

estd aprendendo e adaptando-se de forma eficiente ao problema ao longo do tempo.

Essa notagao mostra que o arrependimento depende crucialmente da escolha
da taxa de aprendizado e do comportamento dos gradientes ao longo do tempo.
Com uma escolha adequada de 7, o arrependimento cresce mais lentamente do
que T', indicando que o algoritmo esta aprendendo e se adaptando efetivamente ao

problema ao longo do tempo.

Em seu trabalho [2], Zinkevich foca no ajuste do pardmetro de taxa de
aprendizado n para garantir uma boa performance do algoritmo em termos de
Regret cumulativo, que é comparado com uma sequéncia de melhores respostas

estaticas.

A principal formulacao de Regret apresentada por Zinkevich é expressa

como: 2 T
Regret(T) < o + 1 5

onde D é o didmetro do conjunto vidavel D C R™ e G é uma cota superior para a

Y

norma do gradiente das funcoes de custo.’ Esta formulacdo mostra um trade-off
interessante no ajuste de 7: valores maiores de 1 aumentam o segundo termo

proporcional a 7', enquanto valores menores aumentam o termo proporcional a D?.

A formulacao de Zinkevich para o Regret em otimizacao convexa online
revela um balanco cuidadosamente calibrado entre o tamanho do passo da descida
do gradiente e o horizonte temporal considerado. A escolha da taxa de aprendizado
7 ¢ um elemento central nesta equacao,tendo a capacidade de determinar a rapidez

. . N . ~ TG? J
com que o algoritmo se ajusta as novas informacoes LS~ ¢ a estabilidade ou

2
6 ST IVfi(b)|? < TG?
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suavidade deste ajuste g—;. Ao definir n proporcional a ﬁ, Zinkevich nao somente
assegura que o termo relacionado a variacao do gradiente das fungoes de custo e
o termo relacionado ao didmetro do conjunto viavel se equilibram, mas também
estabelece um crescimento sublinear do Regret em relagdo ao nimero de iteragoes
T. Esta propriedade sublinear é essencial, pois indica que, em média, a eficicia do
algoritmo se aproxima da melhor solugao estatica possivel a medida que T cresce.

Ao escolher n = %, Zinkevich demonstra que ¢é possivel obter um Regret

da ordem de O(v/T):
Regret(T) < DGVT.

Portanto, mesmo com uma taxa de aprendizado fixa, o algoritmo consegue
obter cotas significativas de Regret para o caso regular, desde que o valor de 7 seja

escolhido adequadamente.

Concluindo a anéalise do algoritmo OGD, é importante notar que, como
ocorre com muitos algoritmos de otimizacao online, ha uma tendéncia a focar
predominantemente na maximizacao do retorno, sem incorporar explicitamente
consideracoes de risco na formulagao do algoritmo. Essa abordagem pode nao
ser ideal em todos os contextos de investimento, especialmente naqueles onde a

volatilidade e os riscos potenciais desempenham um papel critico.
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4 TECNICAS DE PROJECAO PARA CONTROLE DE RISCO

No ambito dos mercados financeiros, os investidores enfrentam o desafio
complexo de desenvolver algoritmos eficientes para a selecdo de portfélios, com
o objetivo primordial de maximizar os retornos potenciais. Frequentemente, os
algoritmos de selecao de portfélio online propoem alocagoes que, embora sejam
matematicamente 6timas, podem nao estar alinhadas com as restrigoes e particula-
ridades inerentes ao mercado real. Por exemplo, apesar das vendas a descoberto
serem permitidas em diversas jurisdi¢oes e contextos, limitagdes operacionais e
regulamentagoes especificas podem impactar sua viabilidade ou atratividade para
determinados investidores. Diante desse cenario, torna-se imperativo a aplicagao
de técnicas de projecao que ajustem essas aloca¢oes para um conjunto viavel, ndo
apenas considerando as limitagoes operacionais, mas também controlando o risco

de maneira efetiva.

Neste contexto, as técnicas de projecao tém desempenhado um papel crucial
nos algoritmos de otimizagao online, sendo o simplex uma abordagem comumente
utilizada para ajustar alocacoes de portfolio. No entanto, além do simplex, esta
tese propoe trés métodos de projecao adicionais que sao especificamente projetados
para controlar o risco, oferecendo uma abordagem mais robusta e adaptativa as

condigoes de mercado.

Este capitulo dedica-se a explorar, de forma aprofundada, tanto a técnica
de projecdo geométrica tradicional do simplex, quanto as técnicas propostas neste
trabalho, que tém a capacidade de controlar o risco. Primeiramente, na Secao 4.1,
sera discutida a projecao em um simplex, incluindo um exemplo de implementacgao
detalhada de um algoritmo simples. Em seguida, na Secao 4.2, serd definida uma
das projecoes utilizadas neste trabalho, que leva em consideragdo o beta variante no
tempo, permitindo uma adaptacdo continua ao risco sisteméatico. Posteriormente,
na Secao 4.3, a imposicao do Value at Risk (VaR) como critério para a escolha
do portfélio 6timo é abordada, destacando sua eficicia no controle de risco em
cendrios adversos. Por fim, na Se¢do 4.4, o uso do Conditional Value at Risk (CVaR)
como medida chave para a gestao do risco extremo ¢é analisado, assegurando que o

portfolio seja otimizado nao apenas para retorno, mas também para robustez em
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face de perdas significativas.

Dessa forma, este capitulo nao apenas revisa a técnica classica de projegao
em simplex, mas também apresenta e discute métodos inovadores que fortalecem o
controle de risco em algoritmos de selecao de portfélio online, oferecendo solugoes

que sa0 ao mesmo tempo vidveis e rigorosamente seguras.

4.1 PROJECAO EM UM SIMPLEX

De acordo com [109], o simplex desempenha um papel crucial na otimizacao
de portfolio. Denotado por B,,, o simplex oferece uma representagao geométrica
precisa das possiveis combinacoes de alocagoes da riqueza de um investidor entre
n ativos distintos. Em esséncia, ele ilustra o espago de alocacdo em que cada
dimensao ¢é representada por um ativo, e todas as combinagoes viaveis de alocagoes

residem dentro dessa estrutura.

Este conceito é central, pois fornece uma compreensao visual e matematica
das restri¢oes e possibilidades inerentes a selecao de portfolio. Matematicamente, o

simplex ‘B,, pode ser expresso como:

n
%n:{bER":bizO,Zbizl} (4.1)
i=1

Aqui, cada componente b; ilustra a propor¢ao do capital do investidor
alocada ao i-ésimo ativo. Esta definicdo assegura que as alocagoes sejam sempre
nao-negativas e que a alocacao total seja unitaria, refletindo a totalidade do capital

investido.

Em geral, existe um ntmero infinito de alocac¢oes dentro do simplex B,
porque b; € R. No entanto, para fins de simplificacdo, o simplex continuo pode ser
discretizado, reduzindo assim o nimero de alocac¢oes para um nimero finito. Seja
a um fator multiplicativo com 0 < a <1 e % € N* =, com N* sendo o conjunto de
numeros naturais diferentes de zero 1,2, ... e é uma particao. Além disso, suponha
que cada b; seja um maultiplo de a, ou seja, % € N*. Um investidor deve alocar
i vezes uma porcentagem de riqueza a em n ativos. Ao final, % x a = 100% da

riqueza é alocada nos n ativos. O investidor pode realizar sele¢oes repetitivas de um
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ativo. E uma questdo em aberto determinar quantas alocacoes possiveis existem
em um simplex B,, quando a e n sao dados. Claramente, trata-se de um problema
de andlise combinatoria com repeticdo em que a ordem de selecdo nao importa
[114]. Desta foma,

a-
quantifica o niimero de diferentes aloca¢ées quando o simplex *B,, é discretizado.

O numero de alocacoes aumenta essencialmente com a reducao de a e o aumento

de n.

Uma metodologia frequentemente adotada para tipos de algoritmos de
otimizagao consiste em criar uma alocagao intermediaria b, = (b}, . .. ,b;ﬁ)T, que
inicialmente desconsidera a premissa de nao realizar vendas a descoberto (b;; > 0).
Ao concluir os cdlculos do algoritmo, o resultado de b, ¢ normalizado por uma
projecao no simplex B,,, conforme expresso na Equagao 4.1, garantindo assim
que nao ocorram vendas a descoberto. Mais detalhadamente, o problema de

minimizacao em:

b, = arg min [[b — bl

é resolvido. Em outras palavras, busca-se o valor de b que possua a menor distancia
para b,. Para solucionar este problema, em [115] foi proposto um algoritmo,
apresentado sob a forma de pseudocodigo no Algoritmo 2. A projecdo no simplex é
uma etapa crucial em diversos algoritmos de selecao de portfolio online, garantindo
que os pesos do portfolio permanecam validos apés as atualizagoes. Esta técnica é
amplamente utilizada em varias abordagens, incluindo estratégias de Follow the
Winner, como o Exponential Gradient (EG) [22] e o Online Newton Step (ONS)
[24]; estratégias de Pattern Matching, como o Correlation-Driven Nonparametric
Learning (CORN) [40]; e estratégias de Follow the Loser, como o Passive Aggressive
Mean Reversion (PAMR) [30], o Confidence Weighted Mean Reversion (CWMR)
[31], ¢ o Robust Median Reversion (RMR) [32].
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No inicio de seu horizonte de investimento, os algoritmos online geralmente
tém informacoes minimas. Consequentemente, eles requerem um ou mais periodos
de negociacao para gerar alocagoes viaveis. Nesta fase, a diversificagao ingénua,

T
l, R l) , € frequentemente empregada. Este ¢ um passo importante
n n

como b; = (
para garantir a estabilidade e viabilidade do algoritmo em seus estagios iniciais.
Seguidamente, os elementos de b, sio ordenados. A varidvel auxiliar th é iniciali-
zada com zero e é utilizada para armazenar o valor de projecao para normalizacao.
Através de loops, os elementos de b; sao atualizados conforme a aloca¢ao interme-
didria. A condicao sumDiv(i) > y;_; garante que a aloca¢ao permaneca dentro do

simplice ‘B,,.

Algoritmo 2: Algoritmo de Projegao Simplex

Funcdo Projegdo da alocagdo b, (b/]):
y < by;
Ordene y em ordem crescente y1) < yp) < ... < Yn)
th < 0;
for i =n to 2 do
for j=iton—1do
t sumDiv(¢) < sumDiv(7) + y;;

sumDiv(i)—1
n—1i ’

sumDiv(i) «
if sumDiv(i) > y;—; then
L th < sumDiv(i);

exit;

fori=1tondo
b; < b; — th;
if y; < 0 then
th—O;

return b,;

Ao final do algoritmo, todos os valores de alocacdo que resultam negativos
sao definidos como zero, garantindo que nao ocorram vendas a descoberto (b;; > 0) e

que ndo seja investido mais do que a totalidade do capital disponivel (37, b;; = 1).
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Recentes avangos na literatura, destacados especialmente nos trabalhos [40,
30, 31, 32], introduziram solugdes computacionalmente eficientes que fornecem
garantias formais de um Regret sublinear. Entretanto, uma lacuna identificada
nestas abordagens ¢é a insuficiente consideragao da estrutura de risco do portfélio
proposto. Apesar de potencialmente alcancarem boas performances em termos
de retorno, esses métodos tendem a gerar portfolios que se inclinam a favorecer
um conjunto limitado de ativos. Tal caracteristica pode, em diversos contextos,

sinalizar uma exposi¢cao exacerbada ao risco.

Esta observagao é corroborada em estudos como [116, 117], nos quais os
algoritmos Online Newton Step (ONS) e Online Gradient Descent (OGD) foram
implementados. Nos experimentos empiricos realizados, restri¢coes relativas ao risco
foram impostas, como um teto para investimento em ativos individuais ou um
piso no numero de ativos no portfélio. A inclusao dessas restri¢coes visa formar
portfélios menos concentrados e, consequentemente, diminuir o risco inerente. Para
ambos, OGD e ONS, foram admitidas apenas posi¢oes da carteira nao-negativas,
garantindo que o portfélio nao incorra em posicoes vendidas e que o somatorio de

todas as posicoes nao ultrapasse um, prevenindo assim qualquer alavancagem.

Formalmente, o dominio foi descrito por um conjunto de restri¢oes lineares,
configurando-se, portanto, como um politopo convexo. Assim, as proje¢oes exigidas
por ambos os algoritmos podem ser eficientemente resolvidas através de programacao
quadratica. Em ambos os casos, o conjunto viavel B, é representado por um

politopo, dentro do qual nao se permitem posi¢oes vendidas nem alavancagem.

Conforme discutido nas Secoes 3.1 e 3.2, a diversificacao do portfélio de
investimento oferece multiplos beneficios. No entanto, simplesmente definir um
limite superior de investimento em cada ativo pode nao necessariamente diminuir o
risco da carteira. Como o algoritmo trabalha simplesmente com distancias do passo
de atualizacao em relagdo a um vetor de investimentos especificos no conjunto
de opgoes viaveis, limitar o investimento maximo em um ativo necessariamente
implica em investimentos em uma quantidade maior de agoes, mas nada impede

que as demais agoes escolhidas sejam por exemplo do mesmo setor.

Na proxima secao, é apresentado formalmente um algoritmo que possibilita
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levar em conta e limitar o risco sistematico inerente ao mercado no tempo.

4.2 PROJECAO USANDO BETA VARIANTE NO TEMPO

Antes de discutir a incorporacdo do beta variante no tempo no contexto
OGD para escolha de carteiras, algumas premissas sao destacadas. Do contexto do
CAPM, vide [5], é pressuposto: (i) auséncia de custos de transagao; (ii) taxa livre de
risco comum a todos no mercado; (iii) investidores com fungoes utilidade crescentes
com relagao ao retorno e decrescentes com relagdo ao risco; (iv) homogeneidade das
expectativas de investidores, isto é, todos tém expectativas comuns no mercado, o
que ¢é inserido no contexto via equacoes discutidas na se¢do 3.2 onde se considera
retornos com choques idiossincraticos (¢;) que tem distribuigdo normal com média
zero e variancia o7, o que permite a aplicagdo do Filtro de Kalman e estimagao
consistente de seus parametros via Maxima Verossimilhanca e, assim, a atualizagao
recursiva dos parametros a medida que novas informagoes se tornam disponiveis,
o que é otimizado sob a suposi¢ao de normalidade dos dados observados. No que
tange a incorporacao de betas variantes no tempo, é assumido que o coeficiente beta
dos ativos (f;+) segue um processo de passeio aleatério, o que implica que a melhor
estimativa de f; ;11 ¢ B4, ajustada por um erro gaussiano (¢; ;) independente da
variavel latente. Esta suposicdo assume que as mudancas no beta sdo: graduais e
imprevisiveis; nao utilizam informagoes futuras para prevé-lo, evitando assim o viés
de antecipacao; além de facilitar a decomposicao e estimacao das variaveis através
do Filtro de Kalman.

Para incorporar na pratica o risco usando o § do portfélio, assume-se
intervalos [Bmin, Bmaz] que o portfélio ou carteira como um todo deve satisfazer,
isto é, o risco sisteméatico pode ser controlado e ajustado através da manipulacao
desses limites, alinhando o risco do portfélio as preferéncias do investidor ou as
condigdes do mercado. Como o modelo CAPM é linear em relagao ao f3; dos ativos
(1=1,2,...,n), com o § de todo o portfélio sendo uma combinagao linear do risco
sistematico de cada ativo ponderado pelo respectivo montante investido, o conjunto

de alocacoes possiveis Bg ¢ definido como:
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Bﬁ = {b € R™: Zbiﬁi,t € [5mina /Bmaa:] 3
i=1

n b =1, sz}, (4.2)
i=1

onde f3;; é o [ variante no tempo do i-ésimo ativo em tempo ¢. E importante
notar que nao necessariamente Bg é nao vazio, pois a interseccao dos semiespacos
{308t < Bmaz} € {XbiBir > Bmin} Pode ser vazia em certas condigoes. Essa
situacao pode ocorrer quando nao ha ativo ¢ no periodo t tal que 3;; > B ou

nao ha ativo ¢ no periodo ¢ tal que 3;; < Baa-

O algoritmo OGD que incorpora e limita o risco sistemético é apresentado
no Algoritmo 3 abaixo. Para evitar qualquer tipo de viés de antecipacao, conforme
citado acima, a estimativa de 52 para o investimento em t + 1 pode usar apenas
as informagoes disponiveis desde 1 até t. Portanto, para cada ativo ¢ no tempo t,
usa-se apenas as informacgoes dadas no conjunto {r;1,7:2,...,r;+—1} para usar o
filtro de Kalman. Além disso, utilizou-se o filtro de Kalman com iniciacdo difusa
exata disponivel no pacote KFAS ([118]) no repositério CRAN para R ([119]),
que permite lidar com a questao de inicializar os parametros do filtro de maneira
eficiente. Para uma discussao sobre algoritmos de filtro de Kalman, ver [95]. Outra
consideracao importante é a escolha dos limites G, € Bmaez. Esses valores devem
ser selecionados de acordo com a tolerancia ao risco do investidor e as condicoes de
mercado. Limites muito estreitos podem restringir excessivamente o conjunto de
alocagoes possiveis, potencialmente prejudicando o desempenho do portfélio. Por
outro lado, limites muito amplos podem nao fornecer o controle de risco desejado.
Uma abordagem possivel é usar informagcdes histéricas sobre os  dos ativos e do
mercado para definir esses limites de forma adaptativa ao longo do tempo via uso

de janelas deslizantes.

O Algoritmo 3 é iniciado com a alocacao UCRP (Uniform Constant Re-
balanced Portfolio), ou seja, b; g = %, alocando uma quantidade igual de riqueza
em cada ativo disponivel. Essa escolha pela alocacao inicial é feita porque ela nao
toma nenhuma informagdo que possa criar algum viés na anélise, e o UCRP é um
benchmark forte por si so, pois elimina o risco nao sistematico pela diversificacao.
No entanto, é importante notar que a alocacado UCRP pode nao ser a escolha

ideal em todos os cenarios, especialmente quando ha uma grande disparidade no
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Algoritmo 3: Algoritmo Projecao OGD com beta variante do tempo

input :r = asset returns, by = initial allocation

fort=1, ..., T do
Update step x; = b1 — nV Regret,_;
fori=1, ..., ndo

| Update Bis—1j—1 = Bip—1 + Ki(rig—1 — BigTmp—1 — Tf-1)

Project to feasible set b = arg min,eg, |b — @[] where By is defined by
equation 4.2;

Update the gradient VRegret, = —b-’;—f;

t Tt
fori=1, ..., ndo
Update 3 predictions 3;; = 8 ;—1ji—1;
Update Kalman-filter equations (3.9) to (3.12) using r;4;

desempenho esperado dos ativos. Na Secao 6.1 ha a apresentagao dos resultados
da aplicagao dessa técnica de projecao. Embora o controle do beta possa ajudar a
gerenciar o risco de mercado (risco sistematico), ele nao aborda completamente ou-
tros tipos de riscos (como o risco nao sisteméatico). Portanto, afirmar que controlar
o beta de uma carteira equivale a controlar todo o risco seria uma simplificacao
excessiva. Com isso em mente, na préxima secao, a analise é expandida para
além do controle do risco sistemético através do beta, abordando outras medidas e
estratégias importantes para um gerenciamento de risco mais abrangente e eficaz.
De fato, o VaR pode complementar o controle do beta, oferecendo uma visao mais

completa dos riscos enfrentados por um portfolio.

4.3 VALUE AT RISK COMO RESTRICOES CONICAS DE SEGUNDA ORDEM

Na Subsegao 3.3.1 foi introduzido o conceito de Value at Risk (VaR), uma
medida amplamente utilizada para quantificar o risco de mercado em portfélios de
investimento. Retomando esse tépico, é importante ressaltar que o VaR oferece aos
gestores de risco uma estimativa da perda esperada para um portfélio especifico,
considerando condi¢oes normais de mercado, em um horizonte de tempo predeter-
minado e com um nivel de confianca estabelecido. Essa métrica é essencial para o
gerenciamento eficaz do risco, pois permite que as institui¢coes financeiras, fundos

de hedge, seguradoras e reguladores avaliem e monitorem a exposi¢ao ao risco de
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mercado de forma padronizada e compreensivel. Ao expressar o risco em termos
monetarios, o VaR oferece uma visao clara do potencial de perdas, auxiliando na

tomada de decisoes estratégicas e na alocacao de capital.

Com isso em mente, inicialmente sdo enumeradas as premissas que serao
utilizadas e discutidas ao longo dessa secao, permitindo a incorporacao do VaR no
contexto OGD. De fato: (i) o modelo assume que os retornos dos ativos em diferentes
periodos sao independentes e identicamente distribuidos (IID) com distribuigao
normal ou t de Student multivariada. Essa suposicao facilita a formulacao de
um problema de otimizacao convexa e permite o uso eficiente de técnicas de
programacao conica, estimagoes consistentes dos parametros e com capacidade
de capturar caudas mais pesada no contexto especifico da segunda distribuicao
citada, o qual representa melhor os eventos extremos no mercado financeiro na
segunda distribuigao citada; (ii) o uso do VaR no modelo assume que essa métrica
é suficiente para limitar a exposicao ao risco, conforme os objetivos do investidor;
(iii) a formulagdo matematica do problema de otimizagao pressupde que o problema
¢é convexo, permitindo a aplicagao de técnicas de programacao conica de segunda
ordem. A convexidade é essencial para garantir que o problema seja resolvivel de
maneira eficiente, e que as solugoes obtidas sejam globalmente 6timas dentro do
conjunto de solugbes vidveis; (iv) supoe-se que a matriz de covariancia dos retornos,
3%, é positiva semi-definida, garantindo que a matriz possa ser decomposta em uma
forma que permite a aplicagao de técnicas de programagao conica; (v) pressupoe
que a utilizacdo de diferentes niveis de confianca () associados ao VaR é uma
forma valida e eficaz de capturar diferentes perfis de risco, pois 0 mesmo reflete
o grau de aversao ao risco do investidor e é tratada como uma variavel ajustavel
no modelo; (vi) assume que o algoritmo de projegao ortogonal utilizado é eficiente
e que a solucao obtida pela projecao minimiza adequadamente a funcao objetivo,

respeitando as restrigoes impostas pelo VaR e as restrigoes conicas.

4.3.1 VaR e sua relacao com a distribuicao dos retornos

Para compreender melhor o conceito de VaR e sua relacao com a distribuicao
de retornos do portfélio, o Gréfico 2 apresenta uma ilustracao do funcionamento.

Nesse exemplo, assume-se que os retornos seguem uma distribuicdo normal com
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média 0 e desvio padrao 0,03. A curva azul representa a densidade de probabilidade

dos retornos, indicando a probabilidade de ocorréncia de cada valor de retorno.

A linha vertical tracejada em vermelho indica o VaR de 1%, que representa
a perda maxima esperada com uma probabilidade de 1%. Isso significa que hd uma
probabilidade de 1% de que os retornos do portfélio sejam iguais ou inferiores ao
valor do VaR.

A 4rea sombreada em vermelho a esquerda do VaR de 1% destaca a regiao
correspondente ao quantil de 1% na cauda esquerda da distribuicao. Essa drea
representa a probabilidade de ocorréncia de retornos extremamente baixos, iguais

ou inferiores ao VaR de 1%.

Gréfico 2 — Distribuicao de Retornos do Portfélio e VaR 1%

= [istribuicio de Retomos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A hipétese de normalidade dos retornos em finangas nos proporciona uma
base simplificada para analise estatistica, assumindo uma distribuicao simétrica dos
retornos em torno da média, com uma variabilidade padrao. Porém, ao se aprofundar
na natureza dos retornos financeiros, nota-se que diferentes niveis de volatilidade

podem alterar significativamente o perfil de risco de um portfélio. Expandindo a
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compreensao para além das distribui¢bes com variancia definida exclusivamente
por um unico parametro, o Grafico 3, a seguir, ilustra uma comparagao entre
distribui¢oes de retornos de portfélio que refletem distintos graus de incerteza: a
curva azul, com um desvio padrao mais conservador (como a t de Student com
mais graus de liberdade), revela uma concentragdo maior de retornos préximos a
média; enquanto a curva verde, representando uma varidncia maior (como a t de
Student com menos graus de liberdade), dispersa mais amplamente os resultados,
sugerindo um perfil de risco potencialmente elevado. Ambas sdo acompanhadas por
suas respectivas linhas de VaR a 1%, demonstrando o impacto da volatilidade no
calculo de possiveis perdas. Ao comparar as duas distribuicoes, fica evidente que a
distribuicao com alta volatilidade apresenta uma curva mais achatada e dispersa,
indicando uma maior probabilidade de ocorréncia de retornos extremos, tanto
positivos quanto negativos. Consequentemente, o VaR de 1% para a distribuicao
de alta volatilidade esta localizado mais a esquerda em relagao a média, implicando

em uma perda maxima esperada maior.

Grafico 3 — Comparagao de Distribui¢oes de Retornos com Diferentes Varidncias e seus
VaR 1%
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Essa andlise ressalta a importancia da volatilidade na avaliacao do risco de
um portfélio. Uma maior volatilidade significa uma maior dispersao dos retornos
em torno da média, o que se traduz em uma maior exposi¢cao ao risco. Portanto,
portfélios com alta volatilidade tendem a apresentar um VaR mais distante da

média, indicando um potencial de perdas mais elevado.

Nao menos importante, através da andlise comparativa das distribui¢oes
com diferentes niveis de volatilidade, é possivel estabelecer uma compreensao mais
robusta do comportamento dos retornos e do impacto que a volatilidade tem no
perfil de risco de um portfélio. A alocacao de ativos em um portfélio nao é apenas
uma questao de maximizar os retornos, mas também de balancear e gerenciar o
risco associado a esses retornos. Nesse contexto, o VaR pode ser uma ferramenta
crucial na quantificacao desse risco. Assim, na préoxima subsecdo, os nuances desse
processo sao abordados e investigados, destacando como a incorporagao do VaR nos
modelos de otimizagao de portfolio pode contribuir para a construcao de portfélios
que nao apenas buscam eficiéncia em termos de retorno, mas também aderem a

um perfil de risco deliberadamente calculado.

4.3.2 Incorporacao do VaR como restricao no modelo de otimizagao

A incorporagao de medidas de risco, como o VaR, em modelos de otimizagao
de portfélio é de grande importancia para garantir que as alocagoes sejam nao
apenas 6timas em termos de retorno esperado, mas também estejam dentro de
limites aceitaveis de risco. Nesta subsecao, é explorado como o VaR pode ser
incorporado no modelo de otimizacao online por meio de restrigoes conicas de

segunda ordem.

Inicialmente, assume-se que os retornos dos ativos seguem uma distribuicao
normal multivariada, o que permitird formular o problema de otimizagao de forma
convexa e eficiente. Em seguida, essa hipdtese é relaxada e o caso em que as
carteiras seguem uma distribui¢ao t de Student ¢é introduzido, proporcionando uma
abordagem mais abrangente pois permite incorporar diferentes perfis de risco por
meio dos parametros distribucionais de maneira simples, com a presenca de caudas

mais pesadas, usualmente visto no mercado, sendo uma de suas possibilidades.



86

Ao longo desta segao, demonstra-se como a inclusao do VaR como restrigao
no modelo de otimizagao pode ser realizada por meio de manipulagoes algébricas
e da aplicacao do teorema de decomposicao espectral, como pode ser visto, por
exemplo, no capitulo 6 de [120]. Além disso, a formulagao epigréafica do problema
é apresentada, permitindo resolvé-lo de maneira eficiente utilizando técnicas de
programagcao conica de segunda ordem. Embora o OGD possa ser usado em um
cenario adversario e nenhuma hipotese precisa ser feita em relacao a sequéncia de
retornos para garantir Regret sublinear, nessa se¢ao é assumido inicialmente que os
retornos seguem realizagoes independentes de uma distribuicao normal multivariada.
Ao final, tal hipotese é relaxada e sera assumido que qualquer combinagao linear

de ativos segue uma distribuicao t de Student. Seja:

ry~ N(l"’tu Et)a
o algoritmo OGD que prevé como proxima alocacao:

1
by =1Is, (b1 + N7 ——<T0-1) | 5
( (biyyri-n)

onde o conjunto de alocagoes viaveis é definido como:

St:{wGR":Axgb, ]P’(a:Trt<§)<'y}.

Na definicao de S; acima, A & < b representa restri¢oes lineares, como
limites méaximos e minimos de alocacao, shortage e possivelmente restrigoes de
CAPM definidos na secao anterior. O termo P (a:T’rt < 5) define que, para cada &

T

(VaR), a probabilidade de que o retorno da carteira &' 7, seja menor do que £ é de

no maximo «y (por exemplo 1%).

Primeiramente, lida-se com a incorporagao do Value at Risk (VaR) como
uma restricao no modelo de otimizagao de portfélio. O VaR é utilizado para medir
o risco de perda em uma carteira. Aqui, tal caracteristica é incorporada de forma
que se busca garantir que a probabilidade de a perda ser maior que um certo valor

¢ (o VaR) seja menor ou igual a um nivel de confianga .
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Desta forma, considere a probabilidade:
P (m—r’rt S f) )

onde @ é o vetor de pesos da carteira, r; é o vetor de retornos dos ativos no tempo
t e £ é o nivel de VaR. Isso mede a probabilidade de que o retorno da carteira seja

menor do que &.
A média da variavel aleatéria 7, é dada por:
T T
E [a: rt} =T M,
onde p, é o vetor de médias dos retornos dos ativos.

T

O desvio padrao da variavel aleatéria ' r; é dado por:

\/Var (xTry) = \/wTth,

onde X; é a matriz de covariancia dos retornos dos ativos.

Tr, envolve subtrair a média e dividir

A padronizacao da variavel aleatoria @
pelo desvio padrao. Isso resulta na seguinte expressao padronizada:

z'r,—x'p,

Ve'Yx

A expressao padronizada acima é uma variavel aleatéria que segue uma
distribui¢ao normal padrao (com média 0 e varidncia 1) caso r; seja normalmente
distribuido. Tal padronizacdo permite comparar a variavel aleatéria 7, com a
distribuicao normal padrao, facilitando o célculo de probabilidades, como no caso

do VaR.

Note que a probabilidade original pode ser reescrita em termos da fungao de
distribuigdo acumulada da normal padrao, ®(-), que mapeia o valor padronizado
para a probabilidade cumulativa:

§—=z'p
P(mTrtgg):q)<\/%>.

—_— T 7/ . . . ~
LT M § ¢ z-score correspondente, que indica quantos desvios padrao &

T3 x

estd da média =" p,.

Aqui,



88

Agora, a restricdo de que essa probabilidade seja menor ou igual a v é
imposta:
Pla'r <¢)<n.

Substituindo a expressao anterior:

E—x'p,
P V—) <.
(x/wTEtw =7

Para trabalhar com essa desigualdade de forma mais conveniente, aplica-se
a funcdo inversa da distribuicdo acumulada normal @ () em ambos os lados dado
a caracteristica bijetora de tal funcdo. A funcio ®'(v) é o valor que corresponde

ao quantil v da distribui¢cao normal padrao:

T
§$Mt<

N @7 (7).

Finalmente, rearranja-se essa desigualdade para isolar o termo que contém

a matriz de covaridncia X;:

T _
Ve x < %
2 (v)

Esse é o ponto onde se chegou a restricao desejada, que pode ser usada no modelo

de otimizagao. Essa tltima expressao vincula o desvio padrao (medido pelo termo
VZTE; x) ao VaR £ e ao retorno esperado ' .

Entao, usando que ¥, é positiva semi-definida e aplicando o teorema de
1 1
decomposicao espectral em ¥, escreve-se X; = C’tAtC'tT e X7 = CA} C’tT , onde

C, é a matriz formada pelos vetores caracteristicos e A; é a matriz diagonal com

0s Valor%s carateristicos de ¥,. Portanto, dado que ='%, = = ar;TEt% TE% T =
Zt% x;|| , o problema original pode ser reformulado como:
min [l - ]
sujeito a Az, < b, (4.3)
3 @) p, —§
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Prova da convexidade: Deseja-se provar que o conjunto definido pela restrigao

-
T,y — &
—1 Y
o1 (v)
¢é convexo. Para tal, seja dois vetores &, e x5 quaisquer onde a restricao em questao

1
2
Hzt T <

é valida. Assim,

< mlTNt - 57
o= (v)

wgﬂt - ¢
d=1(v)

Seja A € [0, 1] arbitrario onde se define &3 = Ax; + (1 — A\)x,. Para gerar

1
sl

1
H2t2332 <

a prova, basta mostrar que x3 satisfaz tal restricio. Note que a fun¢ao norma

aplicada a combinacao linear de &, e @, pode ser expressa como:

1
szwg

_ Hz}(m + (1= A)s)

Aplicando a desigualdade triangular na norma euclidiana, tem-se:

Hzé(ml (1= N)m)

1
< /\HEEwl

F(1-2) Hzéxg

Substituindo as desigualdades dadas para x; e xs:

Ty — ¢
®10)

1 T _
)\Hzfil:l SAWJr(l—/\)

(1= Hzéazg

Como o lado direito é uma combinacdo convexa, isso pode ser reescrito

COIMoO:

—\) o — & Qi+ (1 - Nxo) 'y — € _ T3 p —§
o=1(7) o= (y) O=(y)

Portanto, conclui-se que:
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333Tlit -
O-1(y)

provando o resultado de interesse. O

1
Hszza

<

Ja usando a formulagao epigrafica, o problema pode ser reescrito como:

w:ut -
a1y Y

onde a € R, &, € R", £ é o VaR dado, e 7 é o quantil desejado (1%, 5%, etc.).

Tal problema pode ser resolvido de forma eficiente pois é convexo e se trata de

1
min  « sujeitoa Az, < b, || — z}|| < HEffvt
Tt

<

uma programacao conica de segunda ordem - Second-Order Cone Programming

(SOCP).

Para resolver o problema de otimizacao com as restricoes de VaR, propoe-se

o uso do Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Algoritmo Projecao OGD com restrigoes VaR Normal
Input: OGD(n,~)
inicio b; + %
for t =2 to T do
by = I, p, (btl + Nt )

-
b,_17rt—1

Onde Ilg, ,, (y,7) = argmin,, ||z, — y||* sujeito a Az, <
1
b, ‘Ef:ct ’

Ty, —
S gﬁt(“f)g

end
retorna b 1)

fim

O funcionamento do algoritmo pode ser descrito da seguinte forma: (i) o
algoritmo recebe como entrada os pardmetros 7 (taxa de aprendizado) e «y (nivel de
confianca do VaR); (ii) a cada iteracdo t, o algoritmo atualiza a alocagao do portfélio
b, utilizando a projecao no conjunto viavel S;, que incorpora as restrigoes lineares
e a restricao de VaR. Em suma, a projegao é realizada resolvendo um problema de
otimizacao quadratica com restricoes conicas de segunda ordem, garantindo que a

alocacao resultante esteja dentro dos limites de risco estabelecidos pelo VaR.
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Ja sob a hipotese que as carteiras sao distribuidas como uma t de Student
com variancia que depende dos v graus de de liberdade (ver equacdo 3.18) ' ¥, ; =
e média x, p,, pode-se usar a inversa da fungao de distribuicio acumulada de
uma t de Student (J,) ao computar o quantil para obter modelos que levam em
consideracao a possibilidade de caudas mais pesadas para os retornos. Neste caso,
o Algoritmo 5 abaixo é visto. Note, porém, que v acaba sendo considerado um

parametro de entrada extra nesse caso.

Algoritmo 5: Algoritmo Projegdo OGD com restrigoes VaR t de Student
Input: OGD(n,~,v)

inicio b; + %
fort=2to 71 do
by = Ils, 0 <bt_1 4t )

-
b,_yT¢-1

Onde g, ,,, (y,7,v) = argmin,, ||z, — y||* sujeito a Az, <

1 m:ﬂt—f
b, [|Buet ]| < S

end
retorna b,

fim

Para ilustrar o funcionamento dos algoritmos de projecao de VaR, o Grafico
4 apresenta uma representagao simplificada considerando apenas dois ativos. As
elipses concéntricas representam diferentes niveis de restricdo de VaR, sendo a
elipse mais externa (passando por P1) associada a um nivel menos restritivo e a
mais interna (passando por P3) a um nivel mais restritivo. O ponto A, localizado
fora das elipses, indica a alocacao inicial do portfélio. A partir desse ponto, sao
tragadas projegoes ortogonais (linhas tracejadas em vermelho) até os pontos P1,
P2 e P3, que representam as alocagoes projetadas para cada nivel de restricao
de VaR. Portanto, o ponto A é o ponto de partida, antes de aplicar as restri¢coes
de risco do VaR. Ele representa a alocacao original do portfélio que precisa ser
ajustada para atender aos limites de risco estabelecidos pelas restrigoes conicas
de segunda ordem definidas pelas elipses. Essas projegoes sdo obtidas resolvendo
um problema de otimizacao quadratica com restri¢des conicas de segunda ordem,
conforme descrito no algoritmo. A curvatura das elipses depende da estrutura da

matriz de covaridncia dos retornos dos ativos. Neste exemplo simplificado, o Ativol
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pode ser interpretado como um ativo livre de risco (por exemplo, atrelado & taxa

Selic) e 0 Ativo2 como um ativo de risco (por exemplo, um ativo corporativo).

Gréfico 4 — Simplificagdo do modelo de projecao de VaR para dois ativos

Ativo2

Ativol

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para ilustrar como funcionam essas restri¢oes em termos praticos, no Grafico
5, plota-se a distribuicao de retornos do portfélio hipotético, que neste caso segue
uma distribuicdo t de Student. Essa escolha da distribui¢do permite capturar de
forma mais realista a ocorréncia de eventos extremos, uma vez que possui caudas

mais pesadas em comparacao com a distribui¢ao normal.

A linha tracejada em vermelho indica o VaR de 1%, representando a perda
maxima esperada com uma probabilidade de 1%. Essa é a restrigdo principal
desejada perante o portfélio. Além do VaR, o grafico ilustra diferentes niveis de
(gamma), que sao fragdes do VaR de 1%. Por exemplo, sdo destacados os niveis
de 80% e 40% do VaR de 1%, representados pelas linhas verticais em amarelo e
verde, respectivamente. E importante ressaltar que esses niveis de v sdo exemplos
ilustrativos e nao regras fixas. Eles sao utilizados para demonstrar como limites
de risco adicionais podem ser incorporados na otimizacao do portfélio, permitindo
ajustar a exposi¢ao ao risco de acordo com as preferéncias individuais do investidor.
O principio geral é que quanto menor o valor de 7 escolhido, mais restritiva se

torna a regiao de risco aceitavel. No entanto, a escolha especifica do valor de



93

deve ser baseada no perfil de risco individual do investidor e ndo em percentuais

predeterminados.

Grafico 5 — Representagdo Visual das Restrigoes de Risco no Projected OGD com VaR
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O algoritmo 5, utilizado na implementacao, busca encontrar a melhor
combinacao de ativos que satisfaca as restrigoes de risco impostas pelo VaR e pelo
nivel de v selecionado, ao mesmo tempo em que maximiza o retorno esperado do
portfolio. As areas sombreadas abaixo de cada nivel de v destacam as regides
de risco aceitavel de acordo com esses limites. Ao explorar diferentes valores de
v, € possivel analisar uma variedade de perfis de risco e retorno, desde alocacoes
mais conservadoras até abordagens mais agressivas. Essa flexibilidade permite aos
investidores ajustar a exposicao ao risco de acordo com suas preferéncias individuais,
objetivos de investimento e tolerancia ao risco especifica. E fundamental entender
que os niveis de 7y apresentados sao meramente ilustrativos, e cada investidor deve
determinar seu proprio nivel de v com base em uma avaliagdo cuidadosa de sua

situagao financeira e objetivos pessoais.

Em termos praticos, na Secao 6.2, na qual sdo apresentados os resultados da
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aplicacao dessa técnica, utiliza-se somente o quantil de 1% para a restricao de VaR,
uma vez que esse nivel de confianca é amplamente adotado no mercado financeiro
e pelas autoridades regulatérias. De fato, o uso do quantil de 1% permite capturar

eventos extremos de perda e fornece uma estimativa mais conservadora do risco.

4.4 CONDITIONAL VALUE AT RISK COMO RESTRICAO

Na Subsecao 3.3.2 foi introduzido o conceito de Conditional Value at Risk
(CVaR), uma medida de risco que supera algumas limitagoes do Value at Risk
(VaR) e é amplamente utilizada para quantificar o risco de mercado em portfélios
de investimento. Retomando esse topico, é importante ressaltar que o CVaR oferece
aos gestores de risco uma estimativa mais robusta da perda esperada para um
portfolio especifico, considerando nao apenas a probabilidade de uma perda exceder
um certo limite (como no VaR), mas também a magnitude esperada dessas perdas
extremas. O CVaR é calculado como a média das perdas que excedem o VaR,
fornecendo assim uma visao mais completa do risco de cauda. Essa métrica é
essencial para o gerenciamento eficaz do risco, pois permite que as instituigoes
financeiras, fundos de hedge, seguradoras e reguladores avaliem e monitorem a
exposicao ao risco de mercado de forma mais abrangente e precisa. Ao capturar
melhor os eventos extremos, o CVaR oferece uma visao mais conservadora do
potencial de perdas, auxiliando na tomada de decisoes estratégicas e na alocagao

de capital em cenarios de estresse.

Com isso em mente, inicialmente sdo enumeradas abaixo as premissas que
serao utilizadas e discutidas ao longo dessa secao, permitindo a incorporagao do
CVaR no contexto de Otimizagao Online Gradient Descent (OGD).

i O modelo assume que os retornos dos ativos em diferentes periodos sao
independentes e identicamente distribuidos (IID) com uma distribuicao que
pode ser adequadamente capturada pela formulacao do CVaR. Essa supo-
sicao permite a formulacdo de um problema de otimizacao convexa, como

demonstrado por Rockafellar e Uryasev [9].

ii O uso do CVaR no modelo assume que essa métrica é suficiente para limitar
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a exposicao ao risco, conforme os objetivos do investidor, oferecendo uma

visao mais completa do risco de cauda em comparacao com o VaR.

iii A formulacao matematica do problema de otimizagao pressupoe que o pro-
blema é convexo, permitindo a aplicacao de técnicas de programacgao convexa
eficientes. A convexidade é crucial para garantir que o problema seja resolvi-
vel de maneira eficiente e que as solugoes obtidas sejam globalmente 6timas

dentro do conjunto de solugoes viaveis.

iv Supoe-se que a funcao de perda utilizada no calculo do CVaR é convexa em
relacao as variaveis de decisao, garantindo a convexidade global do problema

de otimizagao.

v Pressupoe-se que a utilizagao de diferentes niveis de confianga () associados
ao CVaR é uma forma valida e eficaz de capturar diferentes perfis de risco,
pois reflete o grau de aversao ao risco do investidor e é tratada como uma

variavel ajustavel no modelo.

vi Assume-se que o algoritmo de otimizacao utilizado é capaz de lidar eficiente-
mente com a formulacao do CVaR, que inclui uma expectativa condicional

em sua defini¢ao.

vii O modelo pressupoe que a estimativa empirica do CVaR baseada em dados

histéricos é uma aproximagao adequada do CVaR tedrico.

Estas premissas fornecem a base para a incorporac¢ao do CVaR como uma
restricao de risco no problema de otimizacao de portfélio, oferecendo uma abordagem
mais robusta e conservadora para o gerenciamento de risco em comparacao com o

uso do VaR.

4.4.1 Incorporacao do CVaR como restricado no modelo de otimizacao

A utilizacao de medidas de risco é essencial para a construcao de portfélios
que buscam minimizar a probabilidade de perdas extremas. Entre as diversas
métricas disponiveis, o Value at Risk (VaR) tem sido amplamente utilizado devido

a sua simplicidade e capacidade de quantificar o risco de perdas dentro de um nivel
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de confianca especificado. No entanto, o VaR apresenta limitagoes importantes,
como a falta de subaditividade e a dificuldade em sua otimizacao. Para superar
essas limitagoes, foi introduzido o Conditional Value at Risk (CVaR), que considera
nao apenas a probabilidade de exceder uma certa perda, mas também a magnitude

das perdas esperadas além desse limite.

Rockafellar e Uryasev [9] demonstraram que a minimiza¢do do CVaR pode
ser alcancada sem a necessidade de calcular previamente o VaR. Esse resultado é
obtido através da minimizagao da fungao convexa F.(x¢, (), onde ¢ é uma varidvel

auxiliar que representa o VaR, v é o nivel de confianca e F,(x;, () é definida como:

(@ ¢) = ( + iE[(—wI re— O],

onde (z;r; — )" representa as perdas que excedem o VaR. A fungao F,(z, () é
convexa e continuamente diferenciavel em relacido a ¢, o que permite que o CVaR

seja determinado diretamente pela minimizacao desta fungao:

CVaR, (xz;) = rcneilg F. (x4, ().

Esse método permite que o CVaR seja minimizado sem a necessidade de
calcular o VaR de forma explicita, simplificando o problema de otimizacao e
garantindo que a solugao obtida seja globalmente 6tima devido a convexidade da
fungao F.,(x, (). Essa abordagem é especialmente til na construgao de portfélios

robustos, onde o controle rigoroso do risco é essencial.

Neste trabalho, propoe-se a utilizagdo do CVaR como restricao para controle
do risco do portfélio, em substituicdo ao VaR. Para uma distribui¢ao de retornos
dados por uma varidvel aleatéria integravel X, [9] demonstrou que o CVaR pode

ser formulado como o seguinte problema de otimizacao convexo:

CVaR,(X) = mcin ¢+ 1ify]E[(—X oM

Onde:
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¢ ¢ uma variavel auxiliar que representa o VaR;

e (X — ()" representa as perdas que ultrapassam o VaR (ou seja, as que

contribuem para o calculo do CVaR).

Quando o CVaR ¢ utilizado no lugar da restricao conica, o problema de

otimizacgao passa a ser:

min «
Camha

sujeito a  Ax; < b,
(4.5)

e, — 27| <

¢+ =Bl = "] 2 o

onde ¢ € R, x; € R” e &var ¢ 0 CVaR méximo ligado ao nivel de confianga . Note
que E[(—=x/ 7, — {)*] é convexa, pois é uma composicio de uma funcdo convexa nao
decrescente, (.)*, com uma fungdo linear das varidveis de decisdo x; e . Nesse caso,
o conjunto de solugoes viaveis permanece convexo, visto que se estd minimizando o
CVaR do portfélio em relacao ao nivel de tolerancia & ya,-

Para transformar a formulacao em um problema quadratico com restrigoes
lineares, considera-se a aproximacao da funcao E[(—x, r; — ¢)T] por sua contra-
partida empirica. Nesse caso, substitui-se a esperanca por uma média empirica.

Denote-se a amostragem empirica dos retornos r; por yx, k =1,--- ,q. Tem-se que:

B~ = '] ~ ¢ Sli-aln = ') (46)

O segundo passo € a introducao de varidveis de folga u; que representam a
funcio (.)T, de forma que u, = (—x; yx — ()", e naturalmente wu;, precisa satisfazer

up >0 e up + ) yp + ¢ > 0. Isso leva a seguinte formulacio:
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min o«

,Tt
sujeito a  Ax; < b,
[l — 27| <
1 g
mlnC + — Z Up > gcvara
Gu 97 k=1
uk+w:yk+§>0,
U 2 0.

Note que o problema acima ainda nao pode ser resolvido de forma eficiente,
devido ao problema de otimizacao presente na restricdo. Infelizmente, ao computar
o dual do problema interno e juntar as variaveis do problema de otimizacao leva
a uma formulacao nao linear, que introduz um fator multiplicativo entre x; e as
variaveis duais do problema interno. Portanto, a abordagem utilizada aqui sera
resolver o problema da (4.7) através do método de geragoes de restrigoes. Note que

o problema (4.7) pode ser reescrito como

min o«
o,Tt

sujeito a  Ax; < b,

|z — x| <, (4.8)
1 q

C—i_izuk Zécvara VC7'U' P 07
7 k=1

Wt =0,V u =0, k=1, ,q.

Naturalmente, nao se pode escrever as restri¢coes para todo ¢, u > 0, mas
é possivel utilizar o método de geracao de restrigbes. Comeca-se adicionando a
restrigdo somente para w = 0 e ¢ = max{0, — miny x5}, que sempre sdo valores
vidveis para , u. Resolve-se o problema (4.8) com as restrigoes ativas para somente
esses valores de (,u ao invés de todos os valores possiveis. Note que isso ¢ um
problema quadratico com restri¢goes lineares que pode ser resolvido de maneira
eficiente. Chame a solucao 6tima obtida de x,,,. Depois resolve-se o problema
do CVaR original (4.7) com x,,. Ou seja, resolve-se o seguinte problema de

Programacgao Linear:
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1 q
min C+—Zuk

Cu 47 =1

4.
sujeito a g + @y +¢ =0, k=1, ,q, (4.9)

uk>07 k::laaq

Apés obter o valor 6timo, verifica-se se este é maior ou igual que &qyar. Se
for, entao precisa ser o caso em que &; = Ty, j& que o Ultimo é viavel e precisa
ser 6timo para (4.7), visto que essa é uma versao mais restritiva do que (4.8). Se
nao for, adiciona-se o novo valor de ( e u obtidos no passo anterior como restri¢oes

adicionais em (4.8). Esse procedimento é repetido até a convergéncia.
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5 DADOS E APLICACAO EMPIRICA

Para avaliar o desempenho dos algoritmos propostos, foram utilizados dados
do mercado de agoes brasileiro. Esses dados foram obtidos a partir das empresas
que compunham os portfélios hipotéticos dos indices Bovespa (IBOV) e Small Cap
(I_SMALL), relativo ao indice SMLL B3, e foram coletados por meio do Yahoo
Finance, utilizando a biblioteca Pandas DataReader ([121]) do Python 3.11 ([122]).

Ao construir essa base de dados, procurou-se evitar um problema comum em
andlises financeiras conhecido como "enviesamento de sobrevivéncia'(survivorship
bias). Esse enviesamento ocorre quando os backtests de estratégias de investimento
consideram apenas as empresas que permaneceram ativas no mercado até o presente,
excluindo aquelas que falharam ou foram retiradas da bolsa de valores ao longo do

periodo analisado.

Esse tipo de enviesamento pode levar a uma superestimagao do desempenho
potencial de uma estratégia de investimento, pois ao ignorar as empresas que
foram retiradas do mercado, a andlise exclui casos de falhas e perdas que teriam
impactado negativamente o retorno global. Em outras palavras, ao analisar apenas
as "sobreviventes', presume-se incorretamente que a estratégia teria evitado investir
em empresas que faliram ou tiveram desempenho ruim, o que ndo necessariamente
seria o caso. Por essa razao, o banco de dados do IBOV consiste em observacoes dos
retornos das agoes de 59 empresas. Esse niimero inclui empresas que ja nao fazem
mais parte do indice, bem como empresas que foram incluidas posteriormente,
abrangendo o periodo de 02 de janeiro de 1998 até 31 de agosto de 2023.

Quanto ao indice Small Caps (I_SMALL), nao havia informagoes disponiveis
desde o inicio do periodo. Portanto, coletamos dados de 64 empresas, abrangendo
o periodo de 05 de janeiro de 2009 a 31 de dezembro de 2023.

O IBOV ¢ o indice mais tradicional do mercado brasileiro, sendo composto
por agoes de empresas com alto volume de negociagao. Por outro lado, o indice
Small Cap é composto por agoes de empresas de baixa capitalizacdo, caracterizadas

por baixo volume de negociacao e, consequentemente, menor liquidez.

Em relacao aos resultados apresentados na secao 6.1, focada no beta de
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mercado variante no tempo e considerando as acoes do IBOV e I _SMALL, adotou-

se a seguinte abordagem, usada na avaliacao de portfélios em outros artigos da
literatura como em [123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133, 134, 135]:

Taxa livre de risco: Utilizo-se a média aritmética ponderada dos rendimen-
tos intrinsecos dos titulos da Divida Publica Nacional emitidos pelo Tesouro

Nacional e detidos pelo Banco Central do Brasil.

Retorno de mercado: Para as a¢oes listadas no SMLL B3 (I_SMALL), o
IBOV foi considerado como o indicador de retorno de mercado. J4 para as

agoes pertencentes ao IBOV, usou-se o IBrX-100 como referéncia.

Iniciacao do algoritmo: O algoritmo ¢ inicializado com uma carteira inicial

natve de %

Periodo usado para I__Small: Foram utilizados dados diarios de 01 de
maio de 2009 até 28 de dezembro de 2017.

Periodo usado para IBOV: Nesse caso, foram utilizados dados diarios de
02 de janeiro de 1998 até 28 de dezembro de 2017.

Jéa nas se¢oes 6.2 e 6.3, que levam em conta o VaR e o CVaR, respectivamente,

hé algumas diferengas: (i) adogao da taxa Selic fator didrio como prozy de retorno

de mercado no caso da avaliagdo focada em dados IBOV; (ii) periodo usado para
os resultados I _Small foi de 06 de janeiro de 2009 até 30 de agosto de 2023; (iii)
periodo usado para os resultados IBOV foi de 05 de julho de 2002 até 30 de agosto

de 2023; (iv) um conjunto inicial de dados que corresponde aos 2,5% primeiros

retornos observados para as agoes do I_Small (10% no caso IBOV), definidos

pela quantidade de acoes e dados presentes em tais fndices,” foram utilizado para

a estimacao inicial da matriz covariancia das carteiras, permitindo, assim, uma

carteira inicial ja ajustada para os algoritmos.

7

Diferentes tamanhos amostrais iniciais foram testados, gerando resultados similares.
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6 RESULTADOS

Esta se¢do esta dividida em 4 partes. Inicialmente, na secdo 6.1, sdo
apresentados os resultados do modelo OGD considerando betas variantes no tempo,
introduzido na subsecao 4.2, com comparacoes a modelos benchmarks como o OGD
padrao e o UCRP, tanto para portfdlios focados na I SMALL como na IBOV. Na
segunda parte, se¢ao 6.2, uma analise similar ¢ realizada, mas baseada no modelo
OGD com restricao VaR considerando tanto retornos com distribuicdo normal
como com distribui¢do t de Student, conforme detalhado na secao 4.3. Depois, na
secao 6.3, o enfoque é no modelo OGD com restricio CVaR mostrado na secao
4.4, mostrando sua superioridade, em particular, na comparacao ao modelos OGD
Padrao e VaR tanto para dados I SMALL como para aqueles focados no IBOV.
Por fim, na se¢do 6.4, ha um apanhado geral dos resultados mais importantes das
trés metodologias propostas e uma sucinta comparagao com outros trabalhos dentro

do escopo de aprendizado de maquina com uso de dados I _SMALL e/ou IBOV.

6.1 RESULTADOS DO OGD COM BETA VARIANTE NO TEMPO

Como uma andlise inicial, testou-se o desempenho do algoritmo OGD sem
controlar o beta do portfélio e o mesmo é comparado com o indice de Small Caps
(I_SMALL) e o CRP uniforme (UCRP). Dentre os conjuntos de possiveis ativos,
apenas os ativos que pertencem ao indice e o ativo livre de risco estao disponiveis.
Da mesma forma, o portfélio UCRP é construido fixando um peso uniforme para
cada ativo que pertence ao indice de Small Caps, incluindo o ativo livre de risco.

Os resultados sdo mostrados no Grafico 6.
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Gréfico 6 — Resultados do modelo OGD sem controlar o beta - comparagao ao indice
Small Caps e UCRP
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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E possivel observar que o algoritmo OGD superou tanto o indice de Small
Caps quanto o UCRP, enquanto o indice teve o pior desempenho. No entanto, na
maioria das vezes, o desempenho do algoritmo OGD é semelhante ao desempenho do
UCRP. Além disso, é possivel evidenciar que o beta do portfélio esté correlacionado
com o indice IBrX-100 usado como uma aproximacao para o retorno do mercado,

variando entre aproximadamente 0,5 e 1,5 durante o periodo do investimento.

Em termos de métricas de risco, a comparacao entre o VaR e o CVaR do
portfélio OGD e os benchmarks é visto na Tabela 1. O portfélio OGD e o indice
de Small Caps tém um perfil de risco semelhante, ambos maiores que o portfélio

UCRP.

Tabela 1 — Comparacao entre métricas de risco para o
portfélio OGD sem controlar o beta, indice
Small Caps e UCRP

OGD I SMALL UCRP
1% [5% [1% [5% [1% [5%
VaR |-0,047[-0,029 |-0,048 | -0,029 [ -0,045 | -0,028
CVaR [ -0,071 [-0,042 | -0,071 [ -0,042 | -0,067 | -0,040

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No Grafico 7, enumera-se os resultados para o algoritmo OGD quando
controlamos o beta do portfélio. Nesta imagem, o beta foi escolhido para estar
entre -0,3 e 0,1, forcando na maioria das vezes uma posi¢ao contraria ao indice de
Small Caps. Como resultado, especialmente entre 2010 e 2012, que é um periodo
de alta valorizagao para I SMALL, o algoritmo OGD tomou posi¢des contrarias
ao mercado e teve dificuldades para obter ganhos enquanto os valores do indice
aumentam rapidamente. No entanto, durante o periodo de perda entre 2012 e
2016, o portfolio OGD que é contra o mercado é capaz de manter ganhos e tem um

retorno acumulado maior para o periodo total.
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Gréfico 7 — Resultados do modelo OGD com beta entre -0,3 e 0,1 - comparacao ao

Retorno acumulado

(a) Comparagdo entre o portfélio OGD com beta entre -0,3 e 0,1 e o indice de Small
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Elaborado pelo autor (2024).

Analisando o comportamento do beta na parte b do Grafico 7, fica claro

que a maior parte do tempo o beta é de fato positivo. Uma vez que ndo se permite

que o algoritmo assuma posicoes vendidas, é dificil construir um portfélio com beta
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negativo. A razao disso é que os ativos que pertencem ao indice de Small Caps tém
uma correlagao positiva com o mercado na maioria das vezes, tornando o conjunto
de possiveis betas By inviadvel para alguns periodos se exigirmos beta estritamente

negativos.

Portanto, para reduzir a correlagao positiva com o mercado, o algoritmo
investe a maior parte do dinheiro no ativo livre de risco, como visto no Grafico
8. Conjectura-se que ao permitir que o algoritmo assuma posicoes vendidas, deve
proporcionar um alcance de resultados ainda melhores durante os mercados de

baixa.

Grafico 8 — Evolucao do portfélio OGD_ beta - ativos pertencentes ao indice Small Caps
e/ou livre de risco

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Tabela 2 mostra que as métricas de risco sdo substancialmente menores
do que o indice de Small Caps, embora os retornos também tenham sido maiores
para o periodo total. Esse resultado é esperado devido a alta concentracao do ativo

livre de risco no portfélio.
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Tabela 2 — Comparacio entre métricas
de risco para o OGD com
beta entre -0,3 e 0,1.

OGD beta I SMALL
1% \ 5% 1% \ 5%
VaR |-0,007 |-0,004 |-0,049 | -0,029
CVaR [-0,014 | -0,007 | -0,071 | -0,042

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por outro lado, ao for¢ar uma correlagao positiva com o mercado, é possivel
acompanhar os periodos de crescimento do indice, mas quando o indice cai, o
portfolio OGD com alto beta positivo nao consegue se adaptar e sofre com o Bear
Market, como visto na parte (a) do Gréfico 9. Isso sugere que, para obter ganhos
substanciais em relacao ao mercado, é importante adaptar o intervalo aceito para o
beta do portfélio para capturar tanto os periodos de alta quanto os periodos de

baixa.
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Grafico 9 — Resultados do modelo OGD com beta entre 1,5 e 3 - comparagao ao indice
Small Caps
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Nao menos importante, dado que se impoe um beta maior que um, é possivel
também esperar um aumento no risco do portfélio, o que de fato ocorreu como
evidenciado na Tabela 3.

Tabela 3 — Comparacao entre métricas

de risco para o OGD com
beta entre 1.5 e 3.

OGD beta I SMALL
1% \ 5% 1% \ 5%
VaR |-0,077 |-0,047 |-0,048 | -0,029
CVaR |-0,103|-0,067 | -0,071 | -0,042

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

6.1.1 OGD com beta variante no tempo para dados Small Caps - Resultados para

periodos especificos de tempo

Nesta subsecao, sera observado que uma escolha adequada do intervalo de

beta leva a melhorias no desempenho em periodos de mercado em alta ou em queda.

Na parte (a) do Grafico 10 abaixo, é observado que o retorno acumulado do
OGD ao forcar um beta maior que o mercado leva a melhorias tanto em relacao ao
indice de Small Caps quanto ao benchmark UCRP. Este resultado é consistente
com a correlacao positiva entre o indice I _SMALL e o retorno de mercado usado
como referéncia (IBrX-100) e mostra que um beta maior que um de fato alavanca

os retornos do mercado em um mercado em alta.
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Gréfico 10 — Resultados do modelo OGD com beta entre 1,9 e 3 - comparacdo ao indice
Small Caps e UCRP
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Forgar o beta do portfélio a ser alto durante a etapa de projecao acelera o
processo de investimento em empresas mais arriscadas, mas correlacionadas com
o mercado; permitindo, assim, que o portfolio alcance retornos maiores do que o

portfélio OGD sem controle do beta.
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Uma vez que durante todo o tempo o portfélio OGD tem um beta entre
0,5 e 1,5 - parte (b) do Grafico 6, observa-se que o passo de projegao tende a
encontrar portfélios no limite inferior do permitido - parte (b) do Grafico 10 - e
essa alavancagem em relacao ao retorno do mercado de fato foi vantajosa durante o
mercado em alta, destacando também que o beta variavel no tempo para cada ativo
de fato capta a correlacdo com o mercado e é significativo para prever a correlagao

futura.

De acordo com a teoria CAPM, se o portfélio é uma funcao linear do retorno
do mercado com coeficiente angular (3, entdo, a varidncia do portfélio, deve ser 32
vezes a variancia do mercado. Assim, dado que é forcando um alto valor absoluto
para o beta do portfélio, é esperado um aumento nas métricas de risco utilizadas.

Este resultado é exposto na Tabela 4.

Tabela 4 — Comparacao entre as métricas de risco para o
OGD com beta entre 1,9 e 3.

OGD_beta | I SMALL UCRP

1% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5%
VaR |-0,095[-0,053 |-0,049 | -0,024 [ -0,048 | -0,024
CVaR |-0,184]-0,091 [-0,100 | -0,045 | -0,103 [ -0,045

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na parte (a) do Grafico 11, foi forcada uma correlagdo negativa com o
mercado. Uma vez que o indice I SMALL e IBOV tém uma correlacao positiva,
espera-se que o portfélio OGD seja capaz de mover a maior parte do investimento

para o ativo livre de risco, evitando o mercado em queda.

Além disso, como discutido anteriormente, uma vez que o algoritmo nao
pode assumir posicoes vendidas, para satisfazer as restricoes da etapa de projecao
do Algoritmo 3, o algoritmo tem que acelerar o processo de sair de posi¢des no
mercado e aumentar a posi¢ao no ativo livre de risco, reduzindo o risco e evitando
0 Bear Market. Esse comportamento é refletido no beta do portfélio, que tende a

zero, conforme mostrado na parte (b) do Gréfico 11.
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Grafico 11 — Resultados do modelo OGD com beta entre -0,3 e 0,1 - comparagao ao
indice Small Caps e UCRP
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Em termos de risco, conforme exposto na Tabela 5, um resultado semelhante
foi visto na comparacao ao apresentado para o periodo inteiro. A alocagdo no ativo
livre de risco reduziu consideravelmente o risco do portfélio, superando o indice de

Small Caps e o portfélio UCRP tanto em retornos quanto em métricas de risco por



113

varias vezes.

Tabela 5 — Comparacao entre métricas de risco para o
OGD com beta entre -0,3 e 0,1.

OGD_ beta I SMALL UCRP

1% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5%
VaR [-0,008|-0,005 |-0,048 |-0,034 | -0,048 | -0,032
CVaR [-0,014 [-0,008 [-0,072 [ -0,044 [-0,073 | -0,044

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

6.1.2 OGD com beta variante no tempo para dados IBOV - Resultados Gerais

A seguir, os resultados baseador nas agoes do indice Bovespa (IBOV) como
possiveis ativos sao apresentados. Novamente, usou-se o UCRP e o préprio IBOV
como referéncia; além de manter o IBrX-100 como uma prozy para o retorno do

mercado.

Na parte (a) do Gréfico 12 é observado que tanto o portfélio UCRP quanto o
OGD superaram o indice IBOV. Além disso, o portfélio UCRP teve um desempenho
superior ao portfélio OGD. Na maior parte do tempo o portfélio OGD acompanha
os retornos do UCRP, o que indica que o método nao esta sendo capaz de selecionar
entre os ativos e, em média, o gradiente tem média zero em cada coordenada;

levando, assim, a uma posi¢ao quase constante nos ativos disponiveis.
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Gréfico 12 — Resultados do modelo OGD sem controlar o beta - comparacgao ao indice
Bovespa e UCRP
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(b) Variacdo no tempo de beta do portfélio OGD.
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ja na parte (b) do Gréfico 12, fica claro que o beta do portfélio OGD oscila
aproximadamente entre 0,5 e 1,3. Em média, o beta do portfélio é préximo de um.
Isso se reflete em um risco semelhante entre o portfélio OGD e o préprio mercado.

Como o IBOV também é uma aproximacao para o retorno do mercado, a Tabela 6



evidencia que o risco é semelhante entre o portfélio OGD e os benchmarks.

Tabela 6 — Comparacao entre métricas de risco para o
portfélio OGD sem controlar o beta indice
Bovespa e UCRP

OGD_ beta IBOV UCRP

1% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5%
VaR |-0,055]-0,033]-0,054 | -0,031 [ -0,058 | -0,033
CVaR | -0,085 | -0,050 | -0,080 | -0,047 | -0,089 | -0,051

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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A seguir, avaliou-se o desempenho da abordagem proposta controlando o

nivel de risco sistematico do portfélio para ver se é possivel superar o portfélio

UCRP apenas com tal controle.

Na parte (a) do Gréfico 13, a eficicia em alavancar o retorno do mercado

forcando um alto beta para o algoritmo OGD com controle do mesmo ¢é vista.

O algoritmo foi capaz de fornecer retornos maiores do que o UCRP ou o indice

IBOV durante o mercado de alta e foi a estratégia dominante durante quase todo

o periodo.

Como esperado, ao analisar a parte (b) do Gréfico 13, tem-se que a maior

parte do tempo o passo projetado corresponde ao limite inferior do intervalo de

beta usado para as restri¢oes no portfélio.
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Gréfico 13 — Resultados do modelo OGD com beta entre 1,4 e 3 - comparacdo ao indice

Bovespa e UCRP
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Como exposto na Tabela 7, forcar o beta a ser superior a 1,4 levou a um

aumento nas métricas de risco do portfélio. O portfélio OGD foi aproximadamente

duas vezes mais arriscado do que os benchmarks. No entanto, como no caso das

Small Caps, o portfolio apresentou retornos mais altos para todos os periodos no
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periodo de alta selecionado.

Tabela 7 — Comparacao entre métricas de risco para o
OGD com beta entre 1,4 e 3.

OGD_ beta IBOV UCRP

% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5%
VaR | -0,085 [-0,052 [-0,043 [-0,029 [ -0,052 ] -0,037
CVaR |-0,139]-0,079 | -0,078 [-0,043 [ -0,089 | -0,054

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Durante o periodo de mercado em baixa, restringir o beta do portfélio entre
-0,3 e 0,1 faz com que o portfolio evite perdas, investindo principalmente no ativo

livre de risco, uma vez que posicoes vendidas nao foram permitidas.

Os resultados com os respectivos betas sao expostos no Grafico 14 abaixo,
comprovando a superioridade do OGD com beta com limite focado em periodo de

queda no mercado.
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Grafico 14 — Resultados do modelo OGD com beta entre -0,3 e 0,1 - comparagao ao
indice Bovespa e UCRP

12
1.0
(e}
he)
©
=)
€
3
@ 0.8
o
=
<
S
[5}
d
n ’ Py
0.6 | AN e, 1o
vy WAV
— |BOV W te /
« = =  OGD_BETA \ Y ;
R l A
UCRP St
0.4 ] o
jan 2015 abr 2015 jul 2015 out 2015 jan 2016

Dias

(a) Comparagio entre o portfélio OGD com beta entre -0,3 e 0,1, Indice Bovespa e
UCRP.

0.10 ] 1 m r F
0.081
o
ES)
=
o
o
i
[
o 0.06
0.04 1 OGD_BETA
jan 2015 abr 2015 jul 2015 out 2015 jan 2016

Dias
(b) Variacdo no tempo de beta do portfélio OGD com limites.
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por fim, semelhante ao caso dos Small Caps, a principal consequéncia é a

diminuicao das métricas de risco do portfélio, conforme é visto na Tabela 8.
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Tabela 8 — Comparacdo entre métricas de risco para o
OGD com beta entre -0,3 e 0,1.

OGD _ beta IBOV UCRP

% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5%
VaR [-0,008 | -0,005 |-0,039 [ -0,026 | -0,054 | -0,036
|

CVaR |-0,014[-0,007 | -0,070 | -0,036 | -0,091 | -0,050

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

6.2 RESULTADOS DO OGD COM RESTRICAO VALUE AT RISK

Nesta secao, apresenta-se os resultados obtidos pela aplicacao da segunda
metodologia proposta as acoes listadas no IBOV e as classificadas como Small Caps.
O texto busca nao apenas expor os achados, mas também aprimorar a compreensao

do leitor sobre os processos e decisoes envolvidas na analise.

Existem dois modelos/algoritmos principais em relacao a forma como o VaR
¢é estimado. O primeiro modelo pressupoe que os retornos seguem uma distribuicao
normal - apresentado no algoritmo 4. Ja o segundo modelo, representado pelo
algoritmo 5, estima o VaR supondo que os retornos seguem a distribuicao t de
Student.

Um importante pardmetro presente nos dois algoritmos estudados nesta
segao estabelece um limiar de risco (através do VaR) para definir o nivel méximo
de perda que o investidor esta disposto a tolerar. Para ilustrar diferentes perfis
de risco, foram utilizados quatro patamares como exemplo: 80%, 40%, 20% e
10%. B importante ressaltar que esses valores sao meramente ilustrativos e nao
representam regras fixas, mas sim uma forma de representar diferentes disposigoes

de investidores individuais em relacao ao risco.

Por exemplo, o parametro de 80% configura o modelo para tolerar até
80% do risco associado ao pior cendrio estimado pelo quantil de 1% dos retornos
passados. Isso significa que o modelo esta configurado para aceitar uma perda
maxima que é 80% da perda esperada no 1% dos casos mais extremos (pior cenério)
observados no histérico de retornos. De maneira similar, ao usar 40%, 20% e 10%

como limiares de risco, o modelo estd sendo ajustado para tolerar 40%, 20% e 10%
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do risco do pior cenario estimado, respectivamente.

Esses diferentes limiares permitem calibrar o nivel de aversao ao risco na
estratégia de otimizacao, optando por aceitar uma perda maxima proporcionalmente
menor em relacdo ao pior cendrio histérico. E fundamental entender que cada
investidor pode ter sua prépria tolerancia ao risco, que pode ser diferente desses
exemplos e deve ser determinada individualmente com base em diversos fatores,

incluindo objetivos financeiros, horizonte de investimento e situacao pessoal.

A abordagem de usar o quantil de 1% e fragoes dele busca encontrar um
equilibrio entre a gestao do risco e o potencial de retorno, mantendo o risco aceitavel
proporcional ao préprio risco dos retornos. Isso permite uma configuracao mais
granular e conservadora do limiar de risco, ajustando a estratégia de otimizacao
para estar em consonancia com uma analise detalhada do perfil de risco dos retornos

passados.

A escolha de usar o quantil de 1% dos retornos passados, em vez de um
quantil maior (como 5%), foi utilizada como uma forma de evitar "um salto muito
grande"'no risco. Isso sugere que a utilizagdo de um quantil maior poderia resultar
em um limiar de risco que permite perdas excessivamente grandes, potencialmente

incompativeis com a tolerancia ao risco desejada.

Ambos modelos exigem a selecao do pardmetro 7, responsavel por controlar

a magnitude dos passos na dire¢do do gradiente negativo durante a otimizacgao. A
taxa de aprendizado, n = 0,001, determina o tamanho dos ajustes nos parametros
do modelo com o intuito de minimizar a funcao de custo Regret. O parametro
v, definindo o nivel de confianca para a analise de risco do portfélio, é fixado em
= 0,01 (1%), calculando o VaR ao nivel de 99%. Esta especificacao de v também
se aplica tanto aos modelos que adotam a distribuicdo normal quanto a outros

modelos considerados neste estudo.

Para o modelo baseado na distribui¢ao normal, o v é usado para determinar
o valor critico ¢, calculado pela funcao inversa da distribuicao cumulativa normal
padrao (ver equagao 3.17). Similarmente, nos modelos que utilizam a distribuigao t
de Student, v e o nimero de graus de liberdade sdo empregados para calcular o valor

critico ¢ pela fungao inversa da distribuicao cumulativa t de Student, facilitando a
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quantifica¢do precisa do risco (ver equagao 3.18).

Assim, v integra consideragoes de risco ao processo de otimizacao de portfélio,
ajustando a alocacao de ativos para balancear retorno esperado e exposicao ao
risco. Destaca-se, portanto, a relevancia do parametro v tanto na fundamentacao

tedrica quanto na pratica de gestao de portfélios.

Para iniciar a otimizacao com os Algoritmos 4 e 5, selecionou-se um conjunto
inicial de dados correspondente aos primeiros 10% dos retornos para a¢oes do IBOV
e 2,5% para Small Caps. Com base nesse subconjunto, calculou-se a matriz de
covariancia, essencial para entender as correlacoes entre os retornos dos ativos.
Esta matriz serve como fundamento para uma alocagao inicial de ativos, buscando

um equilibrio entre risco e retorno, fundamentado na analise dos dados historicos.

Vale ressaltar que na segunda metodologia, implementada via Algoritmo
5, h& duas caracteristicas extras: (i) por ser baseada na distribuigdo t de Student,
necessita dos graus de liberdade - ajustados via método de maxima verossimilhanca
de maneira semelhante ao visto em [136]; (ii) a mediana, devido & sua menor
sensibilidade a outliers, ¢ empregada como medida de tendéncia central para os
graus de liberdade, resultando em 10,70 para Small Caps e 10,43 para acoes do

IBOV, proporcionando estimativas mais estaveis e representativas.

Por fim, define-se o tamanho da janela temporal para o calculo do VaR
deslizante, essencial tanto na teoria quanto na pratica de otimizagao de portfolios
online, adaptando-se a novas informacoes. A janela se ajusta a cada novo dado,
mantendo o VaR atualizado com as condi¢oes de mercado e facilitando a compre-
ensao da volatilidade dos retornos. O periodo de janela escolhido foi de 44 dias,

conforme aplicado nos Algoritmos 4 e 5, detalhados nas subsecoes 6.2.1 e 6.2.3.

O restante dessa secao esta dividido em 4 partes. Nas duas primeiras, com
foco nas small caps, realizou-se: (i) avaliacio do OGD com e sem restricao de VaR
assumindo retornos dos ativos com distribui¢do normal; (ii) avaliagdo do OGD com
e sem restricao de VaR assumindo retornos dos ativos com distribuicao t de Student.
Ja nas duas subsecoes finais, os dois passos destacados acima foram replicados, mas

com enfoque em ativos do IBOV.
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6.2.1 OGD com restricao VaR para dados Small Caps - Resultados considerando

retornos com distribuicao normal

Na primeira parte da analise, compara-se o retorno acumulado entre a
carteira OGD e outros benchmarks tradicionais para avaliar seu desempenho.
Conforme antecipado pela teoria dos algoritmos de otimizacao online, observa-
se no Grafico 15 um notavel crescimento da carteira OGD, em alguns periodos
especificos. No periodo compreendido entre abril de 2011 e maio de 2013, a
performance da carteira OGD demonstrou uma divergéncia notavel em relacao aos
benchmarks de referéncia, evidenciando uma valorizagao acentuada e sustentada.
Este comportamento destaca uma fase de rendimento extraordinario, em que a
carteira OGD superou significativamente os indices I SMALL, UCRP e Markovitz.

Gréafico 15 — Comparacao entre o portfélio OGD, UCRP, I _SMALL e Markowitz
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Conforme apresentado na Tabela 9, a carteira OGD exibiu uma média de
retornos positiva, apresentando a maior Taxa de Crescimento Anual Composta

(TCAC), além de ter registrado a maior riqueza terminal.
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Tabela 9 — Comparacao de Desempenho e Risco: Andlise das Carteiras OGD,
Markowitz, UCRP e I_SMALL

Métricas OGD | Markowitz | UCRP | I _SMALL
TCAC (%) 11,610 3,234 8,703 8,864
Riqueza Terminal 4,681 1,564 3,231 3,299
Volatilidade Anualizada (%) | 41,929 24,490 23,301 23,409
Semi-Desvio 0,036 0,021 0,019 0,020
Méaximo Drawdown (%) -30,464 | -22,030 | -23,365 -23,459
Drawdown Médio (%) -11,120 -6,162 -5,447 -6,128
Pior Perda (%) -28,684 | -21,702 -21,222 -22.400
VaR 95 (%) -6,819 -3,991 -3,718 -3,819
VaR 99 (%) -10,379 -6,066 -5,651 -5,804
CVaR 95 (%) -7,918 -4,622 -4,281 -4,337
CVaR 99 (%) -11,925 -7,351 -7,132 -7,198
Razao de Calmar 0,147 0,064 0,162 0,165
Razao de Sortino 0,021 0,012 0,012 0,012
Recuperagao Média 37,654 65,706 77,106 72,832
Assimetria 0,178 -0,563 -1,132 -1,157
Excesso de Curtose 5,921 8,012 14,675 14,221

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Analisando o percentual de investimento do portfélio OGD destacado no
Grafico 16, no qual se plotou o peso destinado a cada ativo entre o final do ano
de 2011 até o ano de 2014, percebe-se que o algoritmo concentrou o investimento
em duas agoes que apresentavam crescimento durante o periodo, HBOR3 (Helbor
Empreendimentos) e EZTC3 (EZ TEC Empreendimentos e Participagoes), que
foram as duas acoes de maior crescimento no periodo de analise e que apresentam
correlacao positiva. Essa concentracao excessiva em determinadas agoes é uma
caracteristica comum a todas as estratégias de otimizacdo de portfélios online,
a tendéncia de concentrar investimentos em determinados ativos sem considerar
adequadamente o risco é, portanto, um aspecto que pode ser observado em algo-
ritmos de otimizacao de portfélio online. Esta caracteristica deriva da estrutura
e do objetivo principal desses algoritmos, que focam predominantemente na ma-

ximizagao da riqueza terminal sem integrar explicitamente consideracoes de risco
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na tomada de decisdo. Isso pode levar a uma alocagao de portfélio que, embora
potencialmente otimizada para crescimento sob condigoes de mercado especificas,
pode nao ser robusta frente a volatilidades ou adversidades nao previstas. A falta
de uma abordagem de gerenciamento de risco integrada sugere a necessidade de de-
senvolvimento e implementacao de algoritmos que equilibrem a busca por retornos
maximos com a necessidade de mitigar riscos, assegurando assim uma alocagao de

ativos mais diversificada e resiliente.

Gréfico 16 — Anélise Temporal da Alocacao de Ativos na Carteira OGD: Concentracao e
Diversificacdo de Investimentos de 2011 a 2014 para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao analisar o desempenho e o risco associados ao indice Small Caps e
a carteira UCRP, observa-se que, embora tenham apresentado um desempenho
inferior ao da carteira OGD, ambas mantiveram retornos médios positivos, porém
mais modestos. Ainda analisando as informagoes presentes na Tabela 9, na qual foi

apresentada uma série de métricas comparativas de risco e desempenho, a Carteira
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OGD apresenta uma maior volatilidade anualizada, indicando flutuagoes mais
significativas nos retornos. Além disso, o maior Semi-Desvio, Maximo Drawdown e
Pior Perda observados para a carteira OGD sugerem uma propensao para perdas
significativas em periodos de baixa, refletindo uma maior vulnerabilidade a condigoes

de mercado adversas.

Enquanto a carteira OGD oferece potencial de crescimento, os investidores
devem estar cientes dos riscos associados. As medidas de risco, como o VaR e o
CVaR, destacam a possibilidade de perdas extremas, que podem ser preocupantes
para investidores com baixa tolerdncia ao risco. A andlise da razao de Calmar e
da razao de Sortino, que comparam o retorno ajustado ao risco, sugere que outras
carteiras, como UCRP e I _SMALL, podem oferecer uma relagdo risco-retorno mais

equilibrada, apesar de uma TCAC e riqueza terminal menores.

Conforme discutido no capitulo 4, a fusao de técnicas de otimizacao online
com metodologias consagradas no campo das financas apresenta-se como uma via
promissora para a construcao de estratégias de investimento de alta eficacia. O
Grafico 17 plota o desempenho acumulado de quatro carteiras, configuradas sob
distintos graus de aversao ao risco, de acordo com os parametros estabelecidos
pelo algoritmo 4. O algoritmo, ancorado em fundamentos de otimizagao online,
incorpora a flexibilidade necessaria para adaptar a composicao das carteiras em
tempo real, otimizando a relagao risco-retorno através do controle da etapa de

projecao do algoritmo OGD na forma padrao.



126

Grafico 17 — Comparacio entre o portfolio OGD, OGD__80 Normal, OGD_ 40 Normal,
OGD_ 20 Normal e OGD__10 Normal para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao definir limiares de risco em 80%, 40%, 20% e 10%, uma visao granular
do impacto da aversao ao risco nos resultados financeiros acumulados é fornecido.
A superioridade das carteiras OGD_ 40 Normal e OGD_ 20 Normal em termos
de Riqueza Terminal em relagao a implementagao padrao do algoritmo OGD é
evidente, sugerindo que ajustes nos parametros podem amplificar significativamente
o desempenho financeiro, como corroborado pelas Tabelas 9 e 10. Estas carteiras
nao sé superaram os benchmarks do mercado em TCAC, mas também evidenciaram
uma mitigacao expressiva no perfil de risco, refletida por métricas como VaR e
CVaR.
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Tabela 10 — Comparacgdo de Desempenho e Risco: Andlise das Carteiras s OGD_ 80
Normal, OGD_ 40 Normal, OGD_ 20 Normal e OGD_ 10 Normal para

dados small caps

Métricas OGD 80 Normal | OGD 40 Normal | OGD 20 Normal | OGD 10 Normal
TCAC (%) 9,305 13,429 12,263 8,669
Riqueza Terminal 3,491 5,875 5,081 3,316
Volatilidade Anualizada (%) 26,339 20,474 11,147 6,243
Semi-Desvio 0,023 0,018 0,010 0,006
Méximo Drawdown (%) -25,028 -20,268 -10,620 -5,334
Drawdown Médio (%) -5,846 -4,740 -2,696 -1,463
Pior Perda (%) -22,791 -17,825 -8,605 -4,303
VaR 95 (%) -4,305 -3,329 -1,784 -0,989
VaR 99 (%) -6,544 -5,057 -2,708 -1,500
CVaR 95 (%) -4,953 -3,816 -2,101 -1,204
CVaR 99 (%) -8,157 -6,298 -3,473 -2,031
Razao de Calmar 0,159 0,292 0,485 0,674
Razéo de Sortino 0,013 0,010 0,005 0,003
Recuperacao Média 63,180 80,249 143,647 259,687
Assimetria -0,813 -0,565 -0,542 -0,483
Excesso de Curtose 12,131 12,101 9,351 7,047

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Adicionalmente, indicadores como Volatilidade Anualizada e Maximo Draw-

down reforcam a gestao de risco eficiente, alinhando-se ou superando os padrdes de

referéncia. A interacdo dessas varidveis é sintetizada visualmente no Grafico 18,

onde o TCAC (%) é confrontado com o VaR 99 (%) no eixo Y, e o dimensionamento

dos circulos quantifica a Riqueza Terminal. Essa representacio ressalta a robustez

das carteiras OGD_ 40 Normal e OGD_ 20 Normal, as quais se distinguem nao

apenas pela acumulagao de capital, mas também por uma alocacao estratégica que

prioriza a otimizacao do trade-off entre risco-retorno.
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Gréfico 18 — Desempenho das carteiras: TCAC (%) vs. VaR 99 (%) com Riqueza
Terminal como tamanho do circulo para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Um aspecto interessante, evidenciado pelo Grafico 198, é que a implemen-
tagdo da restricao do VaR na fase de projecao induz a uma maior diversificacao
da carteira. Este grafico ilustra a distribuicao dos investimentos que, conjunta-
mente, representam ao menos 5% do valor total de cada carteira, uma condicao
imposta para evitar excessiva repeticao de cores que poderia comprometer a clareza
visual e a interpretagao dos dados. Os graficos apresentam a alocagdo percentual
destinada a cada ativo disponivel. Na carteira OGD__80 Normal, por exemplo,

observa-se que, apesar de aceitar 80% do risco inerente & carteira OGD padrao, ha

8 A visualizacdo dos pesos dos ativos em portfélios pode apresentar dificuldades em
identificar operagoes de compra e venda envolvendo pequenas porcentagens, especial-
mente quando hd muitos ativos. Isso ocorre porque a representacao grafica tende a
destacar mudancas mais significativas, enquanto alteracbes menores podem se perder
na visualizagdo, sobretudo quando as cores se repetem ou sao muito semelhantes.
No cédigo utilizado para gerar a imagem, um mapeamento de cores consistente foi
aplicado aos ativos, e um limite minimo de investimento foi definido para filtrar as
pequenas alocacoes.
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uma dispersao mais ampla de ativos, evitando a concentracao em poucas opgoes.
Além disso, ao aplicar uma restricao de 40% do risco associado a carteira OGD,
nota-se um aumento no aporte em investimentos de renda fixa, exemplificado pela
aplicacao em SELIC, embora possa ser adaptado para incluir titulos como CDI,
LCA, entre outros. Importante destacar que as estratégias OGD_ 20 Normal e
OGD_ 10 Normal tendem a favorecer ainda mais os investimentos em renda fixa,
especialmente em contextos de alta volatilidade, como observado durante a crise
politica e econdémica brasileira entre 2014 e 2016 e no periodo subsequente a crise
desencadeada pela pandemia de COVID-19.

Gréafico 19 — Comparacao dos pesos investidos nos portfélios OGD, OGD_ 80 Normal,

OGD_ 40 Normal, OGD_ 20 Normal e OGD__10 Normal para dados small
caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por motivos evidentes, as carteiras OGD_ 20 Normal e OGD 10 Normal
apresentam uma proporc¢ao significativa de investimentos em renda fixa. Esse
fendmeno é consequéncia da abordagem conservadora adotada, uma vez que essas

carteiras sdo construidas sob a restricao de limitar o risco a apenas 20% e 10%,
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respectivamente, em comparacao ao risco da carteira construida pelo OGD. Tal
restricao impoe um controle rigoroso sobre o nivel de risco aceitavel, orientando a
alocacao de ativos para opg¢oes mais seguras, como investimentos em renda fixa,

para cumprir com os limiares de risco estabelecidos.

No Grafico 20, os retornos sao plotados, bem como o VaR, para uma
janela deslizante de 44 dias, que é o parametro de restricao definido para cada
atualizacao dos retornos do portfélio construido. De maneira geral, observou-se que
a restricdo de VaR foi respeitada, evidenciando a eficicia da metodologia proposta.
As ocasioes em que o VaR foi excedido? destacam-se como momentos em que,
devido a natureza da otimizacdo online e a escolha de investimentos realizada
previamente a observagao dos retornos, seria particularmente desafiador prever os
resultados exatos dos investimentos. Citando como exemplo, ao aplicar a restrigdo
de VaR com base na distribuicao normal, identificou-se um total de 66 dias de
excedéncias para a carteira denominada OGD_ 80 Normal, o que corresponde a
aproximadamente 1,87% dos dias de negociacao. A Tabela 12, deixada mais a frente
para a melhor comparacao entre os resultados ligados a retornos com distribuigao
normal e t de Student, apresenta uma comparacao dessas excedéncias de VaR entre

todas as carteiras analisadas.

Embora os resultados até agora sejam promissores, torna-se relevante levar
em conta duas métricas estatisticas na avaliacao da distribuicao dos retornos: a
Assimetria e o Excesso de Curtose. E importante destacar que tais métricas, sendo
momentos de ordem superior da distribuicdo dos retornos, ndo fornecem uma visao
completa do risco da carteira, mas sim complementam as medidas de risco mais

tradicionais.

A assimetria quantifica o desvio da simetria numa distribuicdo de proba-
bilidade, com uma distribuicao simétrica exibindo uma assimetria igual a zero,
denotando que os dados estdao uniformemente distribuidos ao redor da média.
Na anédlise das carteiras otimizadas (Tabela 9), observa-se que a carteira OGD
apresenta uma assimetria de 0,178, indicando uma leve assimetria positiva; isto

é, a probabilidade de valores a esquerda da média sao maiores, com presenca de

9 Numero de excedéncias aqui é o total de dias que um um modelo excede em quantificar

o risco, no caso, o VaR.
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Grafico 20 — Retornos e VaR Normal para dados small caps

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

valores mais extremos a direita da média. Ja as carteiras de referéncia, como
Markowitz, UCRP e I _SMALL, exibem assimetrias negativas, variando de -0,563
a -1,157, sugerindo uma predisposicao maior para retornos a direita da média, mas
com valores mais extremos a esquerda da média. Vale notar que, apesar destas
tenderem a gerar retornos acima da média das mesmas na comparacao ao OGD, a
distribuicao OGD tem valores de quantis mais extremos, conforme pode ser visto

no Grafico 21 abaixo,'? gerando retornos comparativos maiores (e com maior risco

embutido) conforme discutido na subsecao 6.2.1.

10 Utilizou-se ao longo dos resultados boz-plots ao invés de histogramas ou mesmo

plotar estimagdes das distribui¢oes (por exemplo, por métodos ndo paramétricas)
pois as distribui¢oes ndo apresentaram diferentes picos ou inconsisténcias, além de
geraram uma intuicdo mais direta e simples. Nao menos importante, mesmo com
tratamento para possiveis outliers, os resultados gerais se mantiveram.
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Gréafico 21 — Box-Plots dos retornos brutos das carteiras OGD, Markowitz, UCRP e
I_SMALL
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por outro lado, o excesso de curtose apresentou valores elevados para todas
as carteiras analisadas. A carteira OGD registrou um excesso de curtose de 5,921,
enquanto as carteiras de referéncia variaram de 8,012 para Markowitz a 14,675
para UCRP. Esta tendéncia indica uma prevaléncia acentuada de caudas pesadas
na distribuicao dos retornos, o que sinaliza uma maior probabilidade de ocorréncias
extremas, tanto abaixo como acima da média, em comparacao com a premissa de

uma distribui¢do normal padrao.

Ao analisar as carteiras com restricdo de VaR na Tabela 10, observa-se que
a assimetria se torna mais negativa a medida que a restricao de VaR ¢é atenuada,
variando de -0,483 para a carteira OGD_10 Normal a -0,565 para a carteira
OGD_ 40 Normal. Este padrao revela uma inclinacao para a assimetria negativa,
sugerindo uma predisposi¢ao para caudas mais extensas a esquerda da média,
o que implica a presenca de retornos mais aquém da média, apesar da menor
probabilidade de ocorréncia na comparacao aos valores ligados aos quantis acima

do central. Isso fica nitido no Grafico 22 abaixo.
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Grafico 22 — Boz-Plots dos retornos brutos das carteiras OGD, OGD__80 Normal,
OGD_ 40 Normal, OGD_ 20 Normal e OGD__10 Normal para dados small
caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Quanto ao excesso de curtose, as carteiras com restricao de VaR também
apresentaram valores elevados, oscilando de 7,047 na carteira OGD__10 Normal
a 12,101 na carteira OGD__40 Normal. A identificacado de um excesso de curtose
elevado nessas carteiras sugere um perfil de risco que vai além da capacidade de
representacao da distribui¢ao normal, indicando que investidores podem subestimar

o risco de eventos de mercado raros e drasticos.

A avaliacdo das métricas sob a suposicao de normalidade ressalta a ina-
dequagao desta distribui¢ao para modelar com precisao os riscos e retornos no
ambito financeiro. A evidéncia de assimetria e de um excesso de curtose aponta
para a viabilidade de distribuicoes alternativas, capazes de acomodar com mais
flexibilidade caudas pesadas, como a distribuicao t de Student, fornecendo uma

representacao mais verossimil do comportamento dos retornos financeiros.

A subsecao subsequente, 6.2.2, se concentrard na analise dos resultados
gerados pelo algoritmo 5, que calcula o VaR sob a premissa de que os retornos

seguem a distribuicao t de Student.
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6.2.2 OGD com restricao VaR para dados Small Caps - Resultados considerando

retornos com distribuicao t de Student

A andlise é iniciada no Grafico 23 do retorno acumulado das carteiras
construidas utilizando a restricao do VaR na etapa de proje¢do, com a suposicao
de que os retornos seguem a distribuicao t de Student. Uma andlise visual mostra
que o uso dessa estratégia fez com que a carteira OGD__80 t Student apresentasse
um desempenho superior, em especial nos periodos compreendidos entre abril de
2011 até maio de 2013 e maio de 2019 até janeiro de 2020.

Grafico 23 — Comparacao entre os portfélios OGD, OGD_ 80 t Student, OGD_ 40 t
Student, OGD_ 20 t Student e OGD__10 t Student para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Em contrapartida, quando sdo analisadas as métricas relacionadas ao risco,
nas Tabelas 9 e 11, observa-se que as métricas de risco e desempenho da carteira
OGD_ 80 t Student conseguem apresentar resultados superiores em todos os critérios
avaliados na comparacao a OGD sem critérios sobre o VaR ou as carteiras de
referéncia, como Markowitz, UCRP e I _SMALL.

De maneira geral, ao comparar as métricas de desempenho e risco presentes
nas Tabelas 10 e 11, com controle de risco, nota-se que as carteiras estimadas

através da técnica que assume a distribuigao t de Student tendem a ter uma TCAC



135

mais alta em comparacao com as estimadas pela distribui¢cao normal, indicando um
desempenho superior ao longo do tempo. Esta diferenca sugere que assumir uma
distribuicao t de Student pode resultar em uma melhor performance de crescimento.
Similarmente, as carteiras OGD_ 20 t de Student e OGD 10 t de Student também
mostram um desempenho favoravel, reforcando a ideia de que a modelagem com
a distribuicao t de Student pode ser mais eficaz em capturar retornos superiores,
mesmo em niveis de alocacdo mais conservadores. Outro ponto a se ressaltar
é que houve, em geral, uma melhora na Volatilidade Anualizada, especialmente
notavel nas alocagoes OGD 20 t Student e OGD_ 40 t Student. Essa melhora
pode indicar que essa estratégia oferece uma abordagem que apresenta um perfil

de risco moderadamente mais baixo.

Tabela 11 — Comparagao de Desempenho e Risco: Anélise das Carteiras OGD_ 80 t
Student, OGD_ 40 t Student, OGD_ 20 t Student, OGD__10 t Student para
dados small caps

Meétricas OGD_ 80 t Student | OGD_ 40 t Student | OGD_ 20 t Student | OGD_ 10 t Student
TCAC (%) 12,152 14,086 12,128 10,794
Riqueza Terminal 5,011 6,380 5,010 4,223
Volatilidade Anualizada (%) 29,659 17,479 8,631 4,197
Semi-Desvio 0,030 0,016 0,008 0,004
Maximo Drawdown (%) -27,785 -17,013 -8,795 -4,443
Drawdown Médio (%) -8,737 -4,355 -2,212 -1,100
Pior Perda (%) -25,808 -14,688 -7,617 -3,853
VaR 95 (%) -5,637 -2,841 -1,398 -0,680
VaR 99 (%) -8,574 -4,315 -2,122 -1,031
CVaR 95 (%) -6,537 -3,282 -1,633 -0,797
CVaR 99 (%) -9,811 -5,279 -2,641 -1,298
Razao de Calmar 0,165 0,372 0,6212 1,098
Razao de Sortino 0,017 0,009 0,004 0,002
Recuperagao Média 45,787 91,296 184,224 379,939
Assimetria -0,093 -0,746 -0,773 -0,824
Excesso de Curtose 5,929 9,302 9,664 10,407

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao comparar o Maximo Drawdown das carteiras que utilizaram a distribuicao
Normal e a t de Student na etapa de projecao, observou-se que as carteiras que
adotaram a t de Student apresentam valores ligeiramente maiores (em valor absoluto)
em comparacao com as carteiras que utilizaram a Normal. Por exemplo, para
a carteira OGD_ 80, o Maximo Drawdown é de -27,785% para a t de Student e
-25,028% para a Normal. Esse padrao se repete para as demais carteiras, com a

diferenca diminuindo a medida que a alocag¢ao em renda varidvel diminui.
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O Maximo Drawdown representa a maior perda observada em um periodo,
medida do pico ao vale. Um Méximo Drawdown maior indica que a carteira
experimentou uma queda mais acentuada em seu valor. Portanto, os resultados
sugerem que as carteiras que utilizaram a t de Student na etapa de projecao
apresentaram perdas maximas ligeiramente maiores em comparacao com as carteiras

que adotaram a Normal.

No entanto, ao analisar a Razao de Calmar, que mede o retorno em excesso
por unidade de Maximo Drawdown, fica evidenciado que as carteiras que adotaram
a t de Student apresentam valores consistentemente superiores em comparagao com
as carteiras que utilizaram a Normal. Isso indica que, apesar de terem Maximos
Drawdowns maiores, essas carteiras conseguiram gerar um retorno mais alto por

unidade de perda maxima.

Esse resultado sugere que, embora a utilizacao da t de Student na etapa de
projecao possa levar a perdas maximas ligeiramente maiores, isso é compensado por
retornos mais elevados. A Razao de Calmar mais alta para as carteiras que adotaram
a t de Student indica que essas carteiras obtiveram um melhor desempenho ajustado

ao Maximo Drawdown em comparacao com as carteiras que utilizaram a Normal.

Passando para a Razao de Sortino, que mede o retorno em excesso por
unidade de risco de queda (Downside Risk), utilizando o Semi-Desvio como medida
de risco, observa-se um padrao semelhante. As carteiras que adotaram a t de
Student apresentam Razoes de Sortino mais altas em comparacao com as carteiras
que utilizaram a Normal. Isso sugere que, mesmo considerando o risco de queda, as
carteiras que utilizaram a t de Student na etapa de projecao obtiveram um melhor

desempenho ajustado ao risco.

Antes de seguir com a andlise das demais métricas apresentadas, é im-
portante reconhecer que a escolha da distribuicao para modelar os retornos na
etapa de estimacao do VaR tem um impacto significativo na estimativa do risco
e, consequentemente, na alocagao dos ativos na carteira. No entanto, quando se
opta pela distribuigdo t de Student, um pardmetro adicional é inserido o problema,
graus de liberdade, que deve ser selecionado a priori e que tem a capacidade de

interferir no desempenho de cada carteira.
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Assim como ja exposto na se¢ao 4.3, o grau de liberdade controla a forma da
distribuicao, especialmente a espessura das caudas. Um grau de liberdade menor
implica caudas mais pesadas e uma maior probabilidade de retornos extremos, o
que pode levar a uma superestimacao do risco e a uma alocagao excessivamente
conservadora. Por outro lado, um grau de liberdade maior aproxima a distribuicao
t de Student da distribui¢do normal, o que pode subestimar o risco e levar a uma
alocacao mais agressiva. Para os dados em questdao, acoes pertencentes a Small
Caps, utilizou-se os graus de liberdade como 10,7, uma vez que este representava a

mediana para o conjunto de treinamento.

Ao comparar o VaR 99% das carteiras estimadas utilizando a distribuicao
Normal e a t de Student na etapa de projecdo, observa-se que as carteiras que
adotam a t de Student apresentam valores de VaR 99% consistentemente maiores
(em valor absoluto) do que aquelas que utilizaram a Normal. Por exemplo, para a
carteira OGD_ 80, o VaR 99% é de -8,574% para a t de Student e -6,544% para a

Normal. Esse padrao se mantém para todas as outras carteiras.

Esse resultado pode ser explicado pela diferenca nas caracteristicas das
distribui¢oes utilizadas durante a etapa de projecao. A distribuicao t de Student,
devido as suas caudas mais pesadas, atribui maiores probabilidades a eventos
extremos em comparacao com a Normal. Isso significa que, ao utilizar a t de
Student na projecao, o algoritmo de otimizagao considera um risco maior de perdas

extremas, o que pode levar a uma alocagao mais conservadora dos ativos.

Apesar do VaR 99% ser maior para as carteiras que utilizaram a t de Student
na projecao, ¢ interessante notar que essas carteiras apresentaram métricas de
desempenho superiores, como o TCAC e a Riqueza Terminal, em comparacao
com as carteiras que adotaram a Normal. Isso sugere que a consideracao de uma
distribuicao com caudas mais pesadas na etapa de projecao, embora possa resultar
em um VaR maior, ndo necessariamente implica em um desempenho inferior. Pelo
contrario, neste caso, as carteiras que utilizaram a t de Student obtiveram retornos

mais atrativos.

Outro ponto relevante é que a diferenca entre o VaR 99% das carteiras que

utilizaram as duas distribuicées é mais acentuada para as carteiras com maior
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alocacdo em renda varidvel (OGD_80 e OGD_ 40). Isso pode ser atribuido ao fato
de que ativos de renda varidvel geralmente apresentam caudas mais pesadas em
suas distribuic¢oes de retornos, fazendo com que a escolha da distribuicao na etapa

de projecao tenha um impacto maior na estimativa do risco.

Essas analises podem ser observadas no Grafico 24 onde se plotou todas as
carteiras construidas utilizando dados da Small Caps. Observa-se que as carteiras
que utilizaram a distribuicao t de Student na etapa de projecao conseguem obter
maior riqueza terminal e TCAC, embora apresentem maior risco avaliado pelo
VaR 99%. De maneira geral, as duas formas de projecido conseguem apresentar
desempenho superior aos benchmarks; apresentando, assim, serem boas alternativas
de investimento.

Gréfico 24 — Desempenho das carteiras: TCAC (%) vs. VaR 99 (%) com Riqueza
Terminal como tamanho do circulo para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao analisar as alocacoes de investimento das carteiras, conforme ilustrado nos
Graficos 19 e 25, identificou-se discrepancias significativas nos padroes de alocagao.

O Grafico 19 evidencia que as carteiras com orientagdo mais conservadora tendem
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a alocar uma parcela substancial dos investimentos na taxa livre de risco, a SELIC,
enquanto possuem uma parcela menor do portfélio em ativos corporativos. Em
contraste, a abordagem baseada na distribui¢ao t de Student, conforme demonstrado
no Grafico 25, favorece uma maior diversificacdo de ativos, notadamente nas
carteiras OGD_ 80 t Student e OGD_ 40 t Student. Inclusive, observa-se que as
carteiras consideradas mais conservadoras, especificamente OGD 20 t Student e
OGD_ 10 t Student, mantém uma proporc¢ao menor de investimentos em SELIC.
Gréafico 25 — Comparacao dos pesos investidos nos portfélios OGD__80 t Student,

OGD_ 40 t Student, OGD_ 20 t Student e OGD__10 t Student para dados
small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Este padrao divergente de alocacao parece ser, em grande medida, reflexo das
premissas distintas acerca da distribuicao dos retornos. A adocao da distribuicao t
de Student, que confere maior probabilidade a ocorréncias de eventos extremos,
induz o modelo de otimizacdo a abarcar uma gama mais extensa de ativos na

busca por mitigar o risco de perdas expressivas. Este fendmeno parece conduzir a
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uma diversificacao ampliada das carteiras, inclusive nas abordagens conservadoras.
Essa estratégia acaba promovendo um incremento médio nos retornos, evidenciado
tanto pela TCAC quanto pela Riqueza Terminal. Esta dindmica sugere que a
contemplacao de uma diversificagdo robusta de ativos e a incorporacao de eventos
extremos na estimacao do VaR contribuem para uma otimizacao da relagao risco-

retorno, compensando adequadamente o risco adicional inerente.

Adicionalmente, ao considerar indicadores como a Razao de Calmar e a
Razao de Sortino, verifica-se que as carteiras fundamentadas na distribuicao t
de Student superam, ainda que marginalmente, aquelas baseadas na distribuicao
Normal em termos de geragao de retorno por unidade de risco assumido. Esta
observacao reitera a eficacia da distribuicao t de Student nao apenas na diversificacao
de carteira, mas também na capacidade de produzir retornos mais atrativos,

ajustados ao risco.

No Gréfico 26 foi plotado os retornos e o VaR 99% para cada uma das
carteiras construidas. E importante ressaltar que, conforme mencionado no texto,
as carteiras que utilizam a distribuicdo t de Student apresentam uma menor
participagdo em ativos livres de risco, mesmo nas carteiras mais conservadoras.
Essa observacao ¢ relevante, pois sugere que a distribui¢ao t de Student leva a uma
maior alocagdo em ativos de risco, o que pode influenciar o comportamento das

excedéncias do VaR.

Ao analisar novamente as Tabelas 10 e 11, observa-se que as carteiras
baseadas na distribuicao t de Student apresentam valores de assimetria e excesso
de curtose consistentemente menores em comparagao com as carteiras baseadas na
distribuicdo Normal. De fato, avaliando o Grafico 27 abaixo, fica claro a menor
discrepancia de dados tanto a direita como a esquerda do quantil central das
distribuicoes. Em especial para o OGD_80 t Student, a distribuicao é quase
simétrica, com os valores extremos em ambos os lados da distribuicao bastante
similares com relagdo a média dos retornos da carteira. Ja com relagdo aos outros

niveis, tais efeitos s@o diminuidos, mas ainda estao presentes.
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Gréfico 26 — Retornos e VaR t de Student para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Gréafico 27 — Box-Plots comparativos dos retornos brutos das carteiras OGD__80,
OGD__40, OGD_ 20 e OGD__10 considerando distribui¢oes Normal e t de
Student para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Esses resultados sugerem que, embora a distribuicao t de Student possua
caudas mais pesadas que a Normal, as carteiras resultantes apresentam uma
distribuicao de retornos menos assimétrica e com menor excesso de curtose. Isso
pode ser atribuido a maior diversificacdo de ativos proporcionada pela abordagem
baseada na t de Student, conforme evidenciado pela menor participagdo em ativos

livres de risco.

No entanto, é importante notar que, mesmo com uma distribuicao de
retornos aparentemente mais favoravel, as carteiras baseadas na t de Student
apresentam um maior nimero de excedéncias do VaR, especialmente para as
carteiras mais conservadoras (OGD_ 20 t Student e OGD__10 t Student), conforme
mostrado na Tabela 12. Isso sugere que, apesar da menor assimetria e excesso de
curtose, a distribuicao t de Student pode ainda estar subestimando a probabilidade

de perdas extremas nessas carteiras.

Tabela 12 — Comparacao do nimero de excedéncias para os modelos VaR
Normal e VaR t de Student para dados small caps

Disposicao ao Risco | Distribuicao Normal | Distribuicao t de Student
OGD_ 80 66 36
OGD_40 63 78
OGD_ 20 58 135
OGD_10 42 187

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Uma possivel explicagao para esse fendmeno é que, embora a distribuicao
t de Student capture melhor as caudas pesadas em comparacao com a Normal,
ela ainda assume simetria em torno da média. No entanto, em carteiras mais
conservadoras, mesmo aquelas com uma menor participagao em ativos livres de
risco, a distribuicao dos retornos pode apresentar uma assimetria negativa mais
acentuada devido a menor exposicao a ativos de risco. Assim, a distribuicao t de
Student pode nao estar capturando adequadamente essa assimetria, levando a uma

subestimacao do VaR e, consequentemente, a um maior niimero de excedéncias.

Além disso, é importante considerar que a escolha dos graus de liberdade da

distribuicao t de Student pode ter um impacto significativo na estimativa do VaR.
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Como mencionado anteriormente, se os graus de liberdade nao forem ajustados
adequadamente para cada nivel de disposi¢ao ao risco, o VaR estimado pode nao
refletir corretamente a probabilidade de perdas extremas, contribuindo para o maior

numero de excedéncias em carteiras mais conservadoras.

Em suma, levando em conta as Tabelas 10 e 11, mais especificamente os
valores de assimetria e excesso de curtose apresentados para as carteiras construidas,

além dos Graficos 22 e 27, algumas observagoes interessantes sao destacadas:

i Para todas as carteiras construidas usando a distribuicao Normal, observou-se
uma assimetria negativa, variando de -0,483 a -1,813. Isso indica que essas
carteiras apresentam retornos com caudas esquerdas mais pesadas. Além
disso, o excesso de curtose é alto, variando de 7,047 a 12,131; evidenciando,
assim, a presenca de caudas pesadas em relacao a distribuicdo Normal.
Esses resultados sugerem que considerar uma distribuicao Normal nao esta
capturando adequadamente as caracteristicas dos retornos dessas carteiras.
A assimetria negativa e o excesso de curtose indicam que a Normal estd
subestimando as perdas potenciais e que uma distribuicao com caudas mais

pesadas seria mais apropriada para modelar esses retornos.

ii J& para as carteiras construidas usando a distribuicao t de Student, observa-se
uma melhora significativa na assimetria, com valores variando de -0,093 a
-0,824. Isso indica uma distribuicdo mais simétrica dos retornos. O excesso
de curtose também é menor em comparacao com as carteiras baseadas na
Normal, ficando entre 5,929 e 10,407. Esses valores indicam que a distribuicao
t de Student esta capturando melhor as caracteristicas dos retornos em
comparacao com a Normal. A menor assimetria e o menor excesso de curtose
sugerem que a t de Student estd proporcionando uma representagao mais

adequada das caudas pesadas presentes nos dados.

Fazendo um apanhado geral, a carteira OGD original apresenta uma leve
assimetria positiva de 0,178 e um excesso de curtose de 5,921, indicando caudas
pesadas. As variagoes do OGD com restricao de VaR baseadas na distribuicao

Normal apresentam assimetria negativa e excesso de curtose elevado, sugerindo
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que a Normal nao é a melhor escolha para modelar esses retornos. Por outro lado,
as variagoes do OGD com restricao de VaR baseadas na distribuicao t de Student
mostram uma melhora na assimetria e no excesso de curtose, indicando que a t de

Student é mais adequada para capturar as caracteristicas dos retornos.

No entanto, é importante ressaltar que mesmo com a distribuicao t de
Student, ainda observamos uma assimetria e um excesso de curtose nao despreziveis,
em especial nas carteiras mais conservadoras, sugerindo que pode haver espago
para explorar outras distribui¢coes que capturem ainda melhor as caracteristicas

especificas dos retornos dessas carteiras.

6.2.3 OGD com restricaio VaR para dados IBOV - Resultados considerando

retornos com distribuicdo normal

Agora o foco estd na andalise de desempenho das agoes que fazem parte do
indice Bovespa. Ao analisar o Grafico 28, no qual o retorno acumulado da carteira
OGD em comparacgao com os benchmarks do mercado (indice Bovespa, UCRP e
Markowitz) é plotado, observam-se dois aspectos. Primeiramente, a carteira OGD
exibe um desempenho substancialmente superior ao longo do periodo em anélise.
Em segundo lugar, nota-se uma queda expressiva no inicio de 2020, atribuida ao
impacto da pandemia da COVID-19.

Analisando as métricas comparativas dos portfolios presentes na Tabela 13.
identifica-se que a carteira OGD se destaca por seu retorno superior, evidenciado
pela TCAC de 19,841%, consideravelmente maior do que os benchmarks. Além
disso, a Riqueza Terminal alcancada pela estratégia OGD é substancialmente mais
alta, indicando que a aplicagao dessa abordagem resultou em um montante final

expressivamente maior.
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Gréfico 28 — Comparacao entre o portfélio OGD, IBOV, UCRP e Markowitz
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Tabela 13 — Comparagao de Desempenho e Risco: Anélise das Carteiras OGD,
Markowitz, UCRP e IBOV

Métricas OGD | Markowitz | UCRP | I bovespa
TCAC(%) 19,841 6,051 11,698 9,453
Riqueza Terminal 29,881 3,012 7,976 5,449
Volatilidade Anualizada (%) | 26,179 21,508 23,657 27,042
Semi-Desvio 0,022 0,0173 0,0202 0,023
Méaximo Drawdown (%) -27,043 -19.294 | -25,114 | -25,673
Drawdown Médio (%) -11,699 7,247 -9,909 -10,967
Pior Perda (%) -25,899 -12,690 -24.299 | -24,432
VaR 95 (%) -3,228 -2,668 -3,030 -3,470
VaR 99 (%) -6,395 -4,575 -5,050 -5,565
CVaR 95 (%) -4,790 -3,927 -4,407 -5,020
CVaR 99 (%) -7,923 -6,500 -7,146 -7,204
Razao de Calmar 0,354 0,105 0,208 0,158
Razao de Sortino 0,013 0,010 0,011 0,013
Recuperacao Média 62,759 81,093 67,918 58,854
Assimetria 0,003 -0,515 -0,322 -0,138
Excesso de Curtose 12,359 10,512 11,454 8,533

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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A carteira OGD apresenta uma Volatilidade Anualizada de 26,179%, ligei-
ramente inferior a do IBOV (27,042%), mas superior aos demais benchmarks. Esse
resultado sugere que a variabilidade dos retornos da estratégia OGD é comparavel
a do mercado acionario brasileiro. Ademais, a analise do Maximo Drawdown revela
que a carteira OGD experimentou perdas significativas de -27,043% em determi-
nados periodos, valor préximo ao observado para o IBOV (-25,673%) e o UCRP
(-25,114%).

Com relagao ao VaR 99%, observa-se que a carteira OGD apresenta o maior
risco de perda, com um valor de -6,395%, seguida pelo IBOV (-5,565%), UCRP
(-5,050%) e Markowitz (-4,575%). No entanto, ao avaliar o retorno ajustado ao
risco por meio da Razao de Calmar, constata-se que a carteira OGD supera os
benchmarks, sugerindo que a estratégia proporciona um melhor equilibrio entre

retorno e risco de perda.

Analisando as métricas de assimetria e excesso de curtose, verifica-se que a
carteira OGD exibe uma assimetria positiva (0,003), indicando que a distribuigao
dos retornos ¢ quase simétrica, com uma leve tendéncia para valores extremos acima
da média - ver grafico 29 abaixo. Por outro lado, o excesso de curtose de 12,359
sugere que a distribuicao dos retornos possui caudas mais pesadas em relagao a

uma distribuicao normal.
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Grafico 29 — Boz-Plots dos retornos brutos das carteiras OGD, OGD__80 Normal,
OGD_40 Normal, OGD_ 20 Normal e OGD__10 Normal para dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A analise dos resultados obtidos a partir da aplicacao da restricao de VaR,
calculada com base na suposicao de normalidade dos retornos, revela aspectos
interessantes sobre a relacao entre risco e retorno: o Grafico 30 evidencia que a
carteira OGD padrao, sem restri¢oes adicionais de VaR, superou todas as demais
estratégias em termos de retorno acumulado ao longo do periodo analisado. Esse
resultado sugere que, embora a imposicao de restrigoes de VaR possa ser eficaz na

reducao do risco, ela também pode limitar o potencial de retorno da carteira.
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Grafico 30 — Comparacao de Desempenho e Risco: Andlise das Carteiras s OGD__80
Normal, OGD_40 Normal, OGD__20 Normal e OGD__10 Normal para

dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao examinar as métricas de desempenho e risco apresentadas na Tabela 14,
observa-se que as carteiras com maior disposi¢ao ao risco (80% e 40%) apresentam
os maiores valores de TCAC e Riqueza Terminal. Conforme a disposi¢ao ao risco é
reduzida para 20% e 10%, esses valores diminuem consideravelmente, reforcando
a nogao de que um maior controle de risco pode restringir os retornos potenciais.
Em contrapartida, as métricas de volatilidade anualizada, semi-desvio, maximo
drawdown, drawdown médio e pior perda exibem uma clara tendéncia de reducao a
medida que a disposi¢ao ao risco das carteiras é diminuida. Essa constatacao indica
que a imposicao de restrigoes de VaR efetivamente controla o risco das carteiras,

limitando a volatilidade e as perdas potenciais.
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Tabela 14 — Comparagao de Desempenho e Risco: Carteiras OGD com suposicao de
distribuigao Normal para dados IBOV

Métricas OGD_80 Normal | OGD_40 Normal | OGD_ 20 Normal | OGD_ 10 Normal
TCAC(%) 16,558 16,819 14,043 11,687
Riqueza Terminal 17,742 18,503 11,780 7,961
Volatilidade Anualizada (%) 24,863 14,852 7,539 3,635
Semi-Desvio 0,021 0,013 0,006 0,003
Méximo Drawdown (%) -23,274 -13,444 -7,423 -3,681
Drawdown Médio (%) -8,622 -4,892 -2,897 -1,445
Pior Perda (%) -21,559 -12,918 -6,706 -3,339
VaR 95 (%) -3,304 -1,991 -1,030 -0,493
VaR 99 (%) -5,253 -3,118 -1,624 -0,798
CVaR 95 (%) -4,609 -2,789 -1,436 -0,697
CVaR 99 (%) -7,228 -4,3604 -2,2655 -1,0995
Razao de Calmar 0,275 0,421 0,721 1,648
Razao de Sortino 0,012 0,007 0,003 0,002
Recuperagao Média 64,121 106,716 210,071 435,997
Assimetria -0,393 -0,334 -0,215 -0,179
Excesso de Curtose 6,742 6,087 5,314 5,117

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os valores de VaR diminuem consistentemente conforme a disposicao ao
risco das carteiras é reduzida. Esse comportamento é esperado, uma vez que
as restricoes mais rigidas de VaR sao impostas durante a etapa de projecao do
algoritmo OGD.

Adicionalmente, a andlise das Razoes de Calmar e Sortino revela uma
interacdo dindmica entre o ajuste de retorno frente ao drawdown maximo e a
sensibilidade ao risco das carteiras. A Razao de Calmar, indicador do retorno
ajustado ao drawdown maximo, demonstra um incremento progressivo a medida que
a disposicao ao risco decresce. Esse fendomeno sugere uma capacidade superior das
carteiras de menor risco em equilibrar o retorno obtido frente as perdas méximas
experimentadas. Contrariamente, a Razao de Sortino, que avalia exclusivamente os
retornos inferiores & média, apresenta uma reducao conforme a aversao ao risco se
intensifica. Este padrao sugere que, para carteiras mais conservadoras, o retorno

ajustado para riscos especificos de baixa tende a ser menor.

Uma interpretacao possivel para a divergéncia observada entre as Razoes
de Calmar e Sortino encontra-se ao examinar detalhadamente o Grafico 31. A
analise sugere que, com o aumento das restri¢oes ao risco, ha uma inclinagdo para

um maior investimento no ativo livre de risco. Este, agindo como um elemento



150

de estabilizacao, assegura um retorno garantido, diminuindo simultaneamente a
exposicao do portfélio a volatilidade do mercado. Embora tal alocagdo contribua
significativamente para a mitigacao do risco, ela implica, por outro lado, uma
limitacdo ao potencial de obtencao de retornos extremamente positivos. Essa
configuracao resulta em uma Razao de Calmar mais elevada, especialmente notével
nos portfélios com menor disposi¢do ao risco (20% e 10%). Paralelamente, a
preferéncia por uma maior alocagao em ativos livres de risco conduz a uma reducao
no risco geral de baixa, dada a contribuicao do retorno garantido desses ativos para
contrabalancar possiveis perdas oriundas de outras classes de ativos. Contudo, esta
estratégia de reducao de risco tem como consequéncia retornos potenciais mais

baixos, impactando diretamente na Razao de Sortino.

Gréafico 31 — Comparacao dos pesos investidos nos portfélios OGD, OGD_ 80 Normal,
OGD_ 40 Normal, OGD_ 20 Normal e OGD_ 10 Normal para dados IBOV

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No Grafico 32, apresenta-se os retornos juntamente com o VaR estimado,
que serve como um parametro de restricdo para cada atualizacdo dos retornos

do portfolio analisado. De maneira geral, observa-se que a restricio de VaR foi
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respeitada, um padrao similar ao visto para dados small caps e que se repete na
analise focada no IBOV. Similarmente, as instancias em que o VaR foi ultrapassado

coincidem com periodos de crise, eventos que seriam complexos de antecipar.

Grafico 32 — Retornos e VaR Normal para dados IBOV

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Analisando os dados relacionados a assimetria e ao excesso de curtose para
as acoes do IBOV na Tabela 14, percebe-se que, assim como observado para as small
caps, a imposicao da restricao do VaR usando a distribuicao normal introduz uma
distorcao na assimetria dos retornos. Todas as carteiras com restricao apresentam
assimetria negativa, variando de -0,393 (80%) a -0,179 (10%) - isso é nitido ao
analisar novamente o Grafico 29, com dados mais extremos nos quantis abaixo
dos 25% da distribuicdo na comparacao a aqueles acima dos 75%. No entanto,
¢ interessante notar que a magnitude dessa distor¢cao é menor para as acoes do
IBOVESPA em comparagdo com as small caps (ver Tabela 9). Isso pode ser
atribuido a maior estabilidade e liquidez das a¢oes que compdem o indice, o que
as torna menos propensas a eventos extremos e retornos assimétricos. Quanto ao
excesso de curtose, observa-se que ele diminui a medida que a restricao do VaR se
torna mais rigida, variando de 6,742 (80%) a 5,117 (10%). Apesar dessa reducao, o
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excesso de curtose ainda ¢ alto para todas as carteiras com restri¢ao, indicando que
os retornos do IBOVESPA apresentam caudas mais pesadas do que a distribuicao
normal. Esses resultados sugerem que, embora a distribuicao normal possa ser
mais adequada para modelar os retornos das agdes do IBOVESPA em comparacao
com as small caps, ela ainda pode nao capturar completamente as caracteristicas

desses retornos, especialmente na presenca de caudas pesadas.

De maneira geral, embora todas as métricas diretas de risco analisadas,
como Volatilidade Anualizada, Semi-Desvio, Maximo Drawdown, Drawdown Médio,
Pior Perda, VaR 95%, VaR 99%, CVaR 95% e CVaR 99%, tenham apresentado
substancial queda no risco com a imposicao de restri¢oes mais rigidas no algoritmo
de projecao, a analise da assimetria e do excesso de curtose indica que outras
distribui¢coes podem ser mais aplicaveis. Distribui¢coes como a t de Student sao
capazes de acomodar com mais flexibilidade caudas pesadas, fornecendo uma

representacao mais verossimil do comportamento dos retornos financeiros.

A préxima subsecao se concentrara na andlise dos resultados gerados pelo
algoritmo 5, que calcula o VaR sob a premissa de que os retornos seguem a
distribuicao t de Student para as agoes do IBOVESPA. Ela ajudara a corroborar

com o exposto até aqui.

6.2.4 OGD com restricaio VaR para dados IBOV - Resultados considerando

retornos com distribuicao t de Student

Ao analisar os resultados obtidos pela aplicacao da restrigio de VaR calcu-
lada com base na distribuicao t de Student, em comparacao com a carteira OGD
padrao, observam-se importantes diferengas no desempenho e no perfil de risco das

estratégias.

Comecando pela analise visual do Grafico 33, nota-se que a carteira OGD
padrao apresenta a maior riqueza acumulada ao longo do periodo, seguida de perto
pela carteira OGD 80 t Student. Conforme a disposicao ao risco é reduzida nas
carteiras 40%, 20%, 10%, observa-se uma diminuicao gradual no retorno acumulado,
sugerindo que a imposi¢ao de restricoes mais rigidas de VaR limita o potencial de

crescimento da carteira, ajustando risco-retorno de acordo com as preferéncias do
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investidor. Além disso, ao avaliar o Grafico 34, fica claro que a restricao de VaR
foi novamente respeitada, assim como outros casos ja avaliados, com o VaR tendo

sido sobrepujado apenas em periodos de crise, cuja antecipacdo é mais restrita.

Gréfico 33 — Comparacgao entre os portfélios OGD, OGD_ 80 t Student, OGD_40 t
Student, OGD_ 20 t Student e OGD__10 t Student para dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Grafico 34 — Retornos e VaR t de Student para dados IBOV

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao examinar as métricas de desempenho e risco na Tabela 15, constata-se
que a carteira OGD_80 t Student apresenta um TCAC de 19,838% e uma riqueza
terminal de 29,867, valores muito préximos aos da carteira OGD padrao (19,841% e
29,881, respectivamente, conforme visto na Tabela 13). Isso indica que, mesmo com
a imposicao da restrigdo de VaR baseada na distribuicao t de Student, a carteira 80%
consegue capturar grande parte do potencial de retorno da estratégia original, mas
apresentando métricas de risco mais comportadas, como volatilidade anualizada de
21,085% (26,179% no OGD padrao), um méaximo drawdown de -22,708% (-27,043%
no OGD padrao) e VaR 99% de -5,317 (-6,395 no OGD padrao).
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Tabela 15 — Comparagao de Desempenho e Risco: Anélise das Carteiras OGD_ 80 t
Student, OGD_ 40 t Student, OGD_ 20 t Student, OGD__10 t Student para

dados IBOV
Meétricas OGD_ 80 t Student | OGD_ 40 t Student | OGD_ 20 t Student | OGD_ 10 t Student
TCAC (%) 19,838 17,733 12,866 10,033
Riqueza Terminal 29,867 17,422 9,6962 6,017
Volatilidade Anualizada (%) 21,085 17,671 12,524 7,272
Semi-Desvio 0,020 0,015 0,010 0,006
Méximo Drawdown (%) -22,708 -18,032 -15,650 -10,430
Drawdown Médio (%) -8,328 -6,717 -4,316 -2,848
Pior Perda (%) -15,831 -13,032 -11,650 -7,127
VaR 95% (%) -3,077 -2,298 -1,468 -0,904
VaR 99 (%) -5,317 -3,686 -2,361 -1,557
CVaR 95 (%) -4,569 -3,273 -2,138 -1,362
CVaR 99 (%) -7,557 -5,362 -3,687 -2,334
Razao de Calmar 0,393 0,374 0,410 0,432
Razao de Sortino 0,018 0,014 0,012 0,009
Recuperagao Média 66,617 91,953 143,756 235,101
Assimetria -0,256 -0,381 -1,306 -1,325
Excesso de Curtose 4,764 7,224 12,737 15,338

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O Gréfico 35 permite analisar os desempenho das duas estratégias de
projecao de maneira mais visual. Comegando pela carteira OGD padrao, observa-se
um alto retorno (TCAC de 19,841%) associado a um maior risco (VaR 99% de
-6,395%). Essa combinagdo resulta na maior riqueza terminal (29,881) entre todas
as carteiras analisadas, conforme indicado pelo tamanho do circulo no grafico. Ao
analisar as carteiras otimizadas pela distribuicao Normal, nota-se uma reducao
gradual no TCAC e no VaR 99% a medida que a disposi¢ao ao risco diminui (de
80% para 10%). Essa relagdo é claramente visivel no grafico, com as carteiras
dispostas em uma linha descendente da esquerda para a direita. A redugdo no risco
(VaR 99%) é acompanhada por uma diminuigdo na riqueza terminal, conforme
indicado pelos tamanhos decrescentes dos circulos. Por outro lado, as carteiras
otimizadas pela distribuicao t de Student apresentam um comportamento distinto.
Embora o TCAC e o VaR 99% também diminuam a medida que a disposi¢ao ao
risco é reduzida, a magnitude dessa redugao é menor em comparacao as carteiras
otimizadas pela Normal. Isso pode ser observado no grafico, onde as carteiras
otimizadas pela t de Student estao posicionadas mais préximas da carteira OGD

padrao.
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Gréfico 35 — Desempenho das carteiras: TCAC (%) vs. VaR 99 (%) com Riqueza
Terminal como tamanho do circulo para dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Analisando agora as medidas de desempenho ajustado ao risco, vemos que
a razao de Sortino apresenta valores decrescentes conforme a disposi¢ao ao risco
diminui. Essa reducao sugere que, embora as carteiras com menor disposi¢ao
a0 risco apresentem uma menor exposicao a perdas, elas também podem ter um
desempenho inferior em termos de retorno ajustado ao downside risk. Por outro
lado, a Razao de Calmar, que mede o retorno em excesso em relagao ao maximo
drawdown, apresenta uma tendéncia crescente, ou seja, os resultados sugerem que,
a medida que a disposi¢ao ao risco diminui, as carteiras com restricio de VaR
baseada na distribuicao t de Student oferecem um melhor equilibrio entre o retorno
e o maximo drawdown, indicando uma maior eficiéncia na geracao de retornos em

relagdo ao risco de perda maxima.

Esse comportamento divergente entre a razao de Sortino e de Calmar foi
similar nas duas distribuig¢oes testadas. Uma possivel explicacao para a divergéncia

reside nas caracteristicas da distribuicdo dos retornos das carteiras. As carteiras
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com menor disposi¢ao ao risco 20% e 10% apresentaram assimetria negativa mais
acentuada e excesso de curtose mais elevado em comparagao as carteiras com maior
disposi¢ao ao risco 80% e 40% . A Razao de Sortino, ao considerar apenas o downside
risk, € mais sensivel a assimetria negativa, penalizando as carteiras com valores mais
extremos a esquerda da média. Ja a Razao de Calmar, ao levar em conta o maximo
drawdown, é mais influenciada pela magnitude das perdas extremas, que tendem
a ser maiores em distribui¢gdes com caudas mais pesadas. Consequentemente, as
carteiras com menor disposicao ao risco, apesar de apresentarem uma Razao de
Sortino mais baixa, podem exibir uma Razao de Calmar mais alta devido a sua

maior capacidade de limitar perdas extremas.

Outro ponto que deve ser levado em consideragdo é a comparacao da
composicao das carteiras, plotada no Grafico 36. Conforme a disposicao ao risco
diminui, o algoritmo de otimizacao tende a selecionar ativos com menor correlagao
entre si, visando reduzir o risco da carteira. Essa maior diversificacdo pode resultar
em retornos mais estaveis, porém potencialmente menores, o que se refletiria em

uma Razao de Sortino mais baixa.
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Gréfico 36 — Comparacao dos pesos investidos nos portfélios OGD_ 80 t Student,
OGD_ 40 t Student, OGD_ 20 t Student e OGD__10 t Student para dados
IBOV

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No entanto, a maior diversificagdo também pode contribuir para a redugao
do maximo drawdown, uma vez que a presenca de ativos menos correlacionados
tende a suavizar as perdas da carteira durante periodos de estresse do mercado.
Isso explicaria o aumento da Razao de Calmar nas carteiras com menor disposigao
ao risco, indicando uma melhor protecao contra perdas extremas. Comparando os
valores da Razao de Sortino para as duas distribuigoes (Tabelas 14 e 15), observa-se
que as carteiras otimizadas com base na distribuicao t de Student apresentam
valores consistentemente mais altos em comparacao as carteiras correspondentes
baseadas na distribuicdo Normal. Isso sugere que, ao considerar a distribuicao t de
Student, as carteiras otimizadas pelo algoritmo OGD sao mais eficientes em termos

de retorno ajustado ao downside risk.

Essa diferenca pode ser atribuida as caracteristicas das distribuigoes utili-

zadas. A distribuicao t de Student possui caudas mais pesadas em comparacao a
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distribuicao Normal, o que significa que ela atribui maior probabilidade a eventos
extremos, tanto positivos quanto negativos. Ao incorporar essa informacao na
otimizacao das carteiras, o algoritmo OGD pode selecionar ativos que oferecem um
melhor equilibrio entre retorno e downside risk, levando a uma Razao de Sortino

mais alta.

Além disso, é interessante notar que, para ambas as distribuigoes, a Ra-
zao de Sortino diminui conforme a disposicao ao risco diminui. Isso indica que,
independentemente da distribuicao utilizada, as carteiras com menor disposigao
ao risco tendem a apresentar uma menor eficiéncia em termos de retorno ajustado
ao downside risk. No entanto, a magnitude dessa diminuicdo é menor para as
carteiras baseadas na distribuicao t de Student, sugerindo que essa abordagem
pode oferecer uma melhor protecao contra o downside risk, mesmo em carteiras

com menor disposi¢ao ao risco.

Ao considerar a assimetria e o excesso de curtose tanto para os testes
realizados para Small Caps (Tabela 11 para o caso t de Student e Tabela 10 para o
caso com distribuigdo normal) quanto aqueles ligados ao Ibovespa (Tabelas 15 e 14,

respectivamente), algumas similaridades sdo constatadas. De fato:

i A assimetria é negativa e seu valor decae de acordo com o aumento da
restricao, ou seja, quando quanto mais restrita é a exigéncia, mas negativa se
torna a assimetria; além disso, a assimetria antes positiva no OGD padrao
(ver Tabela 9 para o caso small caps e Tabela 13 para o caso IBOV), passa a

ser negativa para ambas estratégias.

ii Para a restricao de 80% vemos uma diminui¢ao do excesso de curtose, no caso
do Ibovespa essa reducao ¢ significativa, passando de 12,359 na carteira OGD
padrao para 4,764 na carteira de 80% no caso t de Student (6,742 para o a
distribuigdo normal). Além disso, esse valor comega a aumentar na medida

que impomos restri¢des mais rigidas.

iii As carteiras com restricoes de VaR baseadas na distribui¢ao t de Student
apresentam assimetrias menos acentuadas em comparagao com as carteiras

baseadas na distribuicao Normal. Isso sugere que a distribuicao t de Student
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pode ser mais adequada para capturar as caracteristicas dos retornos, espe-
cialmente a presenca de caudas pesadas, resultando em uma representacao

mais precisa da assimetria.

Todavia, algumas diferencas também foram constatadas:

—e

Apesar da assimetria dos retornos sob a distribui¢ao t de Student no caso
IBOV também ter sido negativo, variando de -0,256 (OGD_ 80 t Student) a
-1,325 (OGD__10 t Student), esses valores sdo comparaveis aos observados
sob a suposicao de normalidade, sugerindo que a mudanca na distribuicao
nao teve um impacto significativo na assimetria dos retornos do IBOVESPA

na comparacao aos vistos para o small caps.

ii J4 o excesso de curtose foi menor ao utilizar a distribuicao t de Student,
variando de 4,764 (OGD_ 80 t Student) a 15,338 (OGD_ 10 t Student), em
comparacao com os valores obtidos sob a suposi¢ao de normalidade para o
caso IBOV. Esse resultado indica que a distribuicao t de Student é mais
apropriada para modelar as caudas pesadas dos retornos do IBOVESPA,
embora a reducao no excesso de curtose seja menos acentuada do que a

observada para as small caps.

Em resumo, a andlise das métricas de assimetria e curtose dos retornos das
carteiras do IBOVESPA e das small caps, considerando a distribuicao t de Student,
reforca a importancia de se utilizar uma distribuicao de probabilidade que seja
capaz de acomodar as caracteristicas especificas dos ativos, como a presenca de
caudas pesadas e assimetria. Embora a distribuicao t de Student tenha se mostrado
mais adequada do que a distribuicao normal, especialmente para as small caps,
é fundamental avaliar continuamente a adequacao das distribui¢oes utilizadas e
considerar outras alternativas que possam fornecer uma representagao ainda mais

precisa do comportamento dos retornos financeiros.
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6.3 RESULTADOS DO OGD COM RESTRICAO CONDITIONAL VALUE AT
RISK

Dada a clara relacao entre as métricas VaR e CVaR, além das similaridades
entre os algoritmos propostos para ambas, esta secao utiliza dados e objetivos
similares aos vistos na secao 6.2. Nao menos importante, uma andlise comparativa
entre a estratégia OGD padrao e as estratégias de investimento adotadas como
benchmarks revelou que a estratégia OGD apresenta superioridade em termos de
desempenho geral. Notou-se também que as estratégias de VaR para a distribuigao
normal, especialmente aquelas com menor exposi¢ao ao risco, demonstraram uma
relacdo risco-retorno mais favoravel do que a estratégia OGD padrao. Além disso,
a suposicao de que os retornos seguem uma distribuicdo t de Student resultou
em uma melhoria significativa na relagao risco-retorno em comparagao com as

estratégias VaR baseadas na distribui¢do normal e OGD padrao.

Nesta secao, apresentamos os detalhes da implementagao da metodologia
que utiliza o CVaR como critério de restri¢ao na otimizacao de portfélios. O objetivo
é ilustrar os procedimentos e as decisoes envolvidas na aplicagdo dessa abordagem,
tanto para agoes listadas no IBOV quanto para aquelas classificadas como Small
Caps. Assim como na metodologia baseada no VaR, o CVaR ¢ utilizado para
estabelecer um limiar de risco que define a perda méaxima toleravel pelo investidor.
No entanto, enquanto o VaR considera apenas um ponto especifico da distribuigao
dos retornos, o CVaR oferece uma medida mais robusta ao capturar as perdas

esperadas além desse ponto critico.

A inexisténcia de uma distribuicdo especifica na implementacao do CVaR é
uma caracteristica importante que distingue essa medida de risco das abordagens
que dependem de tal pressuposto, como o VaR baseado, por exemplo, na distribuigao
normal ou na distribui¢do t de Student. De fato, o VaR requer a suposicao de uma
distribuicao especifica dos retornos para calcular o valor critico e, consequentemente,
o risco associado. Enquanto isso, o CVaR é calculado de forma que considera todas
as perdas além de um certo limiar (o VaR) e calcula a média dessas perdas, o que
permite capturar o risco de cauda sem precisar fazer suposi¢oes sobre a forma da

distribuicao dos retornos. Isso é particularmente util em mercados financeiros, onde
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os retornos frequentemente exibem caudas pesadas e assimetrias que nao sdo bem

modeladas por distribui¢oes padrao como a normal.

Para simplificar a comparacao, também foram adotados quatro patamares
de tolerancia ao risco: 80%, 40%, 20% e 10%, de forma andloga ao procedimento
adotado com o VaR. Esses patamares sdo aplicados para ajustar o nivel de aversao
ao risco na estratégia de otimizagao, permitindo uma adaptacdo mais precisa as

preferéncias individuais dos investidores.

Assim como na implementacao do VaR, os intervalos de tempo dos dados
utilizados na aplicacdo do CVaR sado exatamente os mesmos, com uma janela
temporal deslizante de 44 dias, essencial tanto na teoria quanto na pratica de
otimizagao de portfélios online. Essa janela se ajusta a cada novo dado, mantendo
o CVaR atualizado com as condigbes de mercado e facilitando a compreensao
da volatilidade dos retornos. Adicionalmente, os modelos exigem a selecao do
parametro 7, responsavel por controlar a magnitude dos passos na direcao do
gradiente negativo durante a otimizacao. A taxa de aprendizado, n = 0,001,
determina o tamanho dos ajustes nos parametros do modelo com o intuito de
minimizar a funcao de custo Regret. O parametro v, definindo o nivel de confianca
para a andlise de risco do portfélio, é fixado em v = 0,01 (1%), calculando o VaR
ao nivel de 99%.

Diante dos resultados mencionados e com o objetivo de proporcionar uma
analise mais detalhada, optou-se por apresentar exclusivamente os resultados com-
parando as metodologias CVaR perante o OGD Padrao e o VaR t de Student. Essa
escolha permite andlises distintas e graficos mais detalhados, que serao apresentados
nas subsecoes a seguir. Na secao 6.3.1, sao comparados os modelos em questao
usando dados small caps. Por fim, na secao 6.3.2, o mesmo é efetuado para carteiras
formadas pelo IBOV.

6.3.1 OGD com restricaio CVaR para dados Small Caps

Antes de comecar, é importante destacar que todas as métricas relevantes
para a comparacao com o modelo VaR baseado na distribuicao t de Student estao

devidamente apresentadas na Tabela 11.



163

Assim como apresentado nos resultados anteriores, sao plotados no Grafico 37
abaixo os retornos acumulados das diferentes estratégias de investimento utilizando
a restricao de CVaR. Na andlise dos graficos de retorno acumulado, observa-se que
a estratégia de projecao utilizando CVaR exibe um comportamento de crescimento
mais estavel e controlado ao longo do tempo, em comparacao com a estratégia
baseada no VaR utilizando a distribui¢do t de Student. A estratégia CVaR, como
esperado, prioriza a mitigacao de perdas extremas, resultando em uma curva de
retorno mais suave, especialmente evidente nos periodos de alta volatilidade, como
a crise de 2020. Essa abordagem, embora menos agressiva em termos de retorno
absoluto, demonstra uma capacidade superior de preservacao de capital durante

periodos de estresse de mercado.

Grafico 37 — Comparacao entre os portfolios OGD, OGD_80 CVaR, OGD_40 CVaR,
OGD_ 20 CVaR e OGD_10 CVaR para dados small caps

TEERS

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Comparativamente, ao observar o Grafico 23, a estratégia baseada no VaR
com t Student, embora apresente um retorno acumulado mais elevado em alguns
momentos, como nos periodos de crescimento acelerado antes de 2020, exibe uma
maior volatilidade e uma queda mais acentuada durante os periodos de crise. Essa
diferenga reflete a natureza das duas metodologias: enquanto o CVaR esta mais

focado na reducao do risco de cauda, o VaR com t Student permite maior exposicao
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ao risco em busca de retornos mais elevados, mas com maior suscetibilidade a

drawdowns significativos.

Essa analise é suportada por métricas presentes nas tabelas 11 e 16. A
estratégia de projecao utilizando o CVaR demonstra um comportamento de cresci-
mento mais estavel e controlado. Essa estabilidade é suportada por métricas como
a Volatilidade Anualizada, que é significativamente menor para as carteiras CVaR
em todos os niveis de disposicao ao risco, variando de 19,78% para OGD 80 CVaR
a apenas 3,25% para OGD 10 CVaR. Em comparacao, as carteiras otimizadas
com VaR t Student apresentam maior volatilidade, alcancando até 29,66% para
OGD_ 80 t Student. Isso sugere que a estratégia CVaR é mais eficaz na mitigagao
das flutuagoes extremas de mercado, resultando em uma curva de retorno mais
suave, especialmente evidente durante periodos de alta volatilidade, como a crise

de 2020.

Tabela 16 — Comparagao de Desempenho e Risco: Anélise das Carteiras OGD_80 CVaR,

OGD_40 CVaR, OGD_20 CVaR, OGD_10 CVaR para dados small caps

Métricas OGD 80 CVaR | OGD 40 CVaR | OGD 20 CVaR | OGD 10 CVaR
TCAC (%) 17,532 16,218 13,034 11,293
Riqueza Terminal 9,879 8,464 5,594 4,497
Volatilidade Anualizada (%) 19,782 12,047 6,185 3,245
Semi-Desvio 0,017 0,010 0,005 0,003
Méximo Drawdown (%) -38,244 -21,686 -12,963 -8,849
Drawdown Médio (%) -8,992 -4,716 -1,567 -0,522
Pior Perda (%) -13,583 -8,008 -4,080 -2,123
VaR 95 (%) -2,187 -1,313 -0,657 -0,328
VaR 99 (%) -3,351 -2,023 -1,022 -0,520
CVaR 95 (%) -2,853 -1,691 -0,845 -0,427
CVaR 99 (%) -5,234 -3,105 -1,571 -0,808
Razdo de Calmar 0,363 0,512 0,768 1,276
Razao de Sortino 0,009 0,006 0,003 0,001
Recuperagao Média 85,283 136,118 264,068 502,213
Assimetria -1,200 -1,131 -1,074 -1,084
Excesso de Curtose 15,303 12,724 12,670 12,683

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Pior Perda e o Maximo Drawdown sao outras métricas que suportam essa
observagao. A Pior Perda para as carteiras CVaR é consistentemente menor, com
-13,58% para OGD 80 CVaR, comparado a -25,81% para OGD_ 80 t Student. De
forma similar, o Méaximo Drawdown para a carteira OGD_ 80 CVaR é de -48,24%,
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enquanto para a carteira OGD_ 80 t Student é de -27,78%, refletindo a natureza
da metodologia CVaR em priorizar a preservacao do capital durante periodos
de estresse de mercado, mesmo que isso implique uma menor agressividade no

crescimento dos retornos.

Por outro lado, a estratégia baseada no VaR com t Student, enquanto apre-
senta um TCAC competitivo em certos momentos (12,15% para OGD_ 80 t Student
comparado a 17,53% para OGD_ 80 CVaR) mostra uma maior suscetibilidade a
perdas significativas durante crises. Isso é evidenciado pelo Drawdown Médio, que
é maior nas carteiras t Student (ex: -8,74% para OGD_ 80 t Student comparado a
-8,99% para OGD_ 80 CVaR), e pela maior Recuperagdo Média para as carteiras

CVaR, que indica a eficiéncia na recuperacao apos periodos de perda.

Além disso, o foco do CVaR em mitigar perdas extremas é corroborado
pelas métricas de VaR 95% e 99% e CVaR 95% e 99%, onde os valores sao
consistentemente menores nas carteiras CVaR, sugerindo uma menor exposicao a

riscos de cauda em comparagao com as carteiras t Student.

Ainda comparando os dados das duas tabelas, focando nas métricas de
desempenho ajustado ao risco, observou-se um comportamento interessante ao
comparar as carteiras otimizadas com restricao de CVaR e aquelas baseadas no
VaR sob a suposicao de distribuicao t de Student. A Razao de Sortino apresenta
valores consistentemente mais baixos nas carteiras otimizadas com CVaR, indepen-
dentemente do nivel de disposi¢ao ao risco. Essa tendéncia indica que, embora o
CVaR seja eficaz em limitar as perdas extremas, ele também pode resultar em um
retorno ajustado ao risco inferior, especialmente no que tange ao downside risk.
A penalizacdo da Razao de Sortino pode ser atribuida a natureza conservadora
do CVaR, que tende a restringir a exposicao a riscos de cauda, potencialmente

limitando o upside da carteira.

Por outro lado, a Razao de Calmar mostra uma melhoria significativa nas
carteiras otimizadas com CVaR, especialmente a medida que a disposi¢ao ao risco
diminui. Isso sugere que, mesmo que o CVaR leve a uma reduc¢ao no retorno
ajustado ao downside risk, ele compensa ao proporcionar uma protegao superior

contra o maximo drawdown. Dessa forma, as carteiras CVaR parecem oferecer
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um equilibrio mais eficiente entre o retorno e a protecao contra grandes quedas,

especialmente em ambientes de mercado volateis.

A divergéncia entre a Razado de Sortino e a Razao de Calmar pode ser
explicada pela forma como cada métrica interage com as caracteristicas dos re-
tornos das carteiras. As carteiras otimizadas com CVaR, que mostraram maior
assimetria negativa e excesso de curtose, indicam uma distribuicao de retornos
mais concentrada e com eventos extremos. A Razao de Sortino, sendo mais sensivel
a assimetria negativa, penaliza essas carteiras, refletindo o impacto das perdas
extremas a esquerda da média. Em contrapartida, a Razao de Calmar, ao considerar
o maximo drawdown, favorece as carteiras CVaR pela sua capacidade superior de
limitar perdas significativas, o que é especialmente relevante em contextos de maior
volatilidade.

Além disso, outro ponto que deve ser levado em consideracao (ver Gréafico
38) é a proporgao investida em cada ativo ajustada de forma a minimizar o risco de
cauda, o que tende a priorizar ativos com retornos mais estaveis e menor exposicao a
perdas extremas. Isso resulta em uma carteira que, embora possa ter retornos mais
moderados, apresenta uma menor volatilidade negativa e drawdowns controlados,

favorecendo uma Razao de Calmar mais alta.
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Gréfico 38 — Comparagao dos pesos investidos nos portfélios OGD_80 CVaR, OGD_ 40
CVaR, OGD_ 20 CVaR e OGD_ 10 CVaR para dados small caps

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por outro lado, a metodologia VaR t Student pode atribuir pesos maiores
a ativos com maior potencial de retorno, mesmo que isso venha acompanhado de
maior volatilidade e risco de cauda. Essa abordagem pode melhorar a Razao de
Sortino, especialmente se os ativos com maior peso tiverem um bom desempenho
durante periodos de alta volatilidade. No entanto, a maior exposi¢ao ao risco
também pode aumentar o maximo drawdown, o que pode comprometer a Razao de

Calmar se as perdas extremas se materializarem.

Seguindo a mesma estratégia utilizada na Se¢do 6.2 e o enfoque na compa-
racao de modelos, plotou-se o Grafico 39 que ilustra a comparacao entre diferentes
estratégias de otimizacao de portfélio. Neste grafico de bolhas, trés dimensoes
criticas de desempenho sao novamente representadas: a Taxa de Crescimento Anual
Composta (TCAC) no eixo x, o VaR 99% no eixo y, e a Riqueza Terminal através

do tamanho das bolhas.
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Gréafico 39 — Desempenho das carteiras: TCAC (%) vs. VaR (%) com Riqueza Terminal
como tamanho do circulo para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observa-se, com grande margem, a superioridade da estratégia de minimi-
zacao do CVaR, particularmente nas carteiras OGD_80 CVaR e OGD_ 40 CVaR.
Essas carteiras nao apenas apresentam TCAC significativamente superiores, mas
também conseguem alcangar um nivel de Riqueza Terminal mais elevado. Além
disso, essas estratégias mantém um perfil de risco mais controlado, conforme indi-
cado pelos menores valores de VaR 99% em comparacao com as carteiras otimizadas

usando a distribuigao t de Student.

Especificamente, as carteiras OGD__ 80 CVaR e OGD_ 40 CVaR destacam-se
no grafico com as maiores TCACSs, respectivamente 17,53% e 16,22%, combinadas
com as maiores Riquezas Terminais, de 9,879 e 8,464. Isso sugere que a metodologia
de minimiza¢do do CVaR permite capturar um crescimento substancial do portfélio,

a0 mesmo tempo em que gerencia de maneira eficaz os riscos de cauda.

No que tange ao controle de risco, as estratégias baseadas no CVaR mostram

uma clara vantagem. Os valores de VaR 99% para as carteiras OGD_ 80 CVaR
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e OGD_ 40 CVaR sao significativamente menores (-3,351% e -2,023%, respectiva-
mente) em comparacao com as carteiras otimizadas pela metodologia t Student, que
apresentam valores de VaR 99% variando entre -8,574% e -1,031%. Este controle
aprimorado de riscos extremos é crucial para investidores que buscam limitar perdas

severas em periodos de maior volatilidade.

Por outro lado, as carteiras otimizadas com base no VaR t Student, embora
oferecam uma maior exposicao ao risco, resultam em menores TCACs e menores
Riquezas Terminais, além de um VaR 99% consideravelmente mais alto. Isso
indica que, apesar de uma potencial recompensa em termos de retorno, essas
carteiras estdo mais sujeitas a perdas extremas, o que pode ser menos atraente

para investidores avessos ao risco.

Uma outra comparacao, trazida especificamente para esta parte do trabalho,
faz uma analise entre o OGD em sua implementacao na forma padrao, a projecao
do CVaR, e o VaR t de Student. Essa comparacao, plotada no Grafico 40 através de
duas imagens, mostra na parte superior a Riqueza Terminal e, na imagem inferior,

o nivel de CVaR 99% associado a cada estratégia.
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Grafico 40 — Analise Comparativa de Riqueza Terminal e CVaR entre a carteira OGD e
estratégias de minimizagao de CVaR, e minimizacao de VaR com
Distribuicao t Student para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observa-se que o OGD em sua forma padrao, representado pela barra
vermelha, alcanca uma Riqueza Terminal de 4,681, que é significativamente inferior
quando comparada as estratégias baseadas em CVaR, especialmente para os niveis de
risco mais elevados (80% e 40%). As estratégias OGD_ 80 CVaR e OGD_ 40 CVaR
apresentam Riquezas Terminais de 9,879 e 8,464, respectivamente, demonstrando

um desempenho superior em termos de crescimento de capital.

Por outro lado, ao analisar o CVaR 99%, vemos que a implementagao padrao
do OGD registra um valor de -11,925, o mais elevado entre todas as estratégias
analisadas, indicando uma maior exposicao ao risco de cauda. Em contraste, as
estratégias baseadas em CVaR mantém um controle mais rigoroso sobre o risco
extremo, com o CVaR 99% variando de -5,234 (OGD__80 CVaR) a -0,808 (OGD__10
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CVaR), evidenciando a eficacia dessa abordagem em proteger contra grandes perdas.

A comparagao com as estratégias baseadas no VaR t de Student, represen-
tadas pelas barras cinzas, também reflete a superioridade do CVaR na etapa de
projecao. Apesar da estratégia t de Student apresentar uma relagao risco-retorno
melhor que o OGD padrao, ela ainda fica aquém das estratégias CVaR, tanto em

termos de Riqueza Terminal quanto na mitigacao do risco extremo.

Uma tultima analise diz respeito as métricas de distribuicao. Realizou-se
uma comparagao entre a distribuicio do OGD na forma padrao (Grafico 22), a
distribuigdo VaR t de Student (Grafico 27) e o CVaR (Gréfico 41) apresentados
como Boz-Plots.

Grafico 41 — Boz-Plots dos retornos brutos das carteiras OGD_ 80 CVaR, OGD_ 40
CVaR, OGD_20 CVaR e OGD_10 CVaR para dados small caps
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observa-se que o OGD exibe valores de quantis mais extremos. A mediana
dos retornos para ambas as estratégias de projecao permanece préoxima de 1,00,
indicando uma tendéncia central similar. No entanto, a estratégia CVaR mostra uma
reducao mais acentuada na dispersao dos retornos conforme o nivel de tolerancia ao
risco diminui, evidenciada pela contracao das caixas dos boz-plots e o encurtamento

das linhas de extensao.
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A volatilidade anualizada confirma essa observac¢ao, com a estratégia CVaR
apresentando uma queda significativa de 19,782% (OGD__80) para 3,245% (OGD__10),
comparada a reducao de 29,659% para 4,197% na estratégia t de Student.

Adicionalmente, a estratégia CVaR revela uma assimetria negativa mais
pronunciada, variando de -1,200 a -1,084, em comparacao com -0,093 a -0,824 na
estratégia t de Student, sugerindo que o CVaR ¢ mais eficaz na penalizacao das

perdas extremas, conforme esperado para mitigar riscos de cauda.

O excesso de curtose ¢é significativamente maior na estratégia CVaR, (15,303
a 12,683) em comparac¢ao com a t de Student (5,929 a 10,407), indicando uma

distribuicao mais leptocurtica e com caudas mais pesadas na abordagem CVaR.

Baseado nesses resultados, observa-se que a implementacao do CVaR de-
monstrou eficicia em proporcionar uma protecao robusta contra os riscos de cauda,
sendo especialmente eficiente na contencao de perdas extremas. Essa caracteristica
revela-se fundamental para investidores que buscam minimizar a exposi¢do a cené-
rios adversos severos. As métricas associadas ao CVaR, como a Razao de Calmar e
o Semi-Desvio, indicam que essa abordagem nao apenas reduz a magnitude das
perdas maximas, mas também limita a volatilidade negativa. A distribuicao dos
retornos das carteiras CVaR evidencia uma concentragao em torno da média e
uma redugao dos outliers negativos, reforcando a eficicia do CVaR em ambientes

volateis.

Entretanto, considera-se que essa abordagem mais conservadora apresenta
certas desvantagens. A concentracdo maior dos retornos em torno de uma média,
observada nos histogramas e boxplots, sugere que o CVaR pode limitar o potencial
de ganhos extremos. Além disso, a maior assimetria negativa nas distribuicoes
dos retornos das carteiras CVaR pode indicar uma tendéncia a sacrificar possiveis
retornos elevados para evitar perdas, o que pode ser menos atraente para investidores

que buscam maior exposi¢ao ao risco em busca de retornos mais altos.

6.3.2 OGD com restricao CVaR para dados IBOV

Conforme destacado no inicio dessa secao, o foco novamente se dara na

comparacao entre o CVaR, OGD padrao e nos resultados da estratégia VaR t
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de Student para dados IBOV, tendo como base a capacidade do CVaR superar
estratégias de investimento que sao consideradas como benchmarks do mercado,
assim como visto nas subsecoes anteriores. Logo, grande parte da anélise se baseara

na comparagao com as métricas vistas nas Tabelas 13 e 15.

A Figura 42 apresenta o retorno cumulativo das carteiras otimizadas com
base em diferentes niveis de risco usando a metodologia CVaR, em comparacao
com a estratégia padrao OGD. Ao longo do periodo analisado, é evidente que a
carteira OGD 80 CVaR, representada pela linha laranja, supera consistentemente
as outras estratégias em termos de retorno acumulado, alcangando os niveis mais
elevados ao final do horizonte temporal. Essa superioridade reflete a capacidade da
estratégia de capturar ganhos substanciais durante os ciclos de alta do mercado,

enquanto ainda se beneficia do controle de risco oferecido pelo CVaR.

Grafico 42 — Comparacao entre os portfolios OGD, OGD_80 CVaR, OGD_40 CVaR,
OGD_ 20 CVaR e OGD__10 CVaR para dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A carteira OGD, em sua forma padrao, também demonstra um desempenho
robusto, mas menos expressivo quando comparado as carteiras CVaR com maior
tolerancia ao risco, como OGD_ 80 CVaR (todo periodo) e OGD_40 CVaR (neste

caso, inicialmente até 2017; depois entre 2020 e 2021). Este comportamento sugere
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que, embora a estratégia padrao OGD seja eficaz, a inclusao do CVaR como uma
restricao adicional de risco permite uma alocacao mais agressiva em condigoes de

mercado favoraveis, resultando em um retorno acumulado superior.

Por outro lado, as carteiras OGD__20 CVaR e OGD__10 CVaR, que impoem
restricoes de risco mais rigorosas, exibem retornos acumulados mais conservadores.
Embora estas estratégias oferecam menor volatilidade e protejam o portfélio contra
perdas extremas, como indicado pela suavidade das curvas ao longo do tempo,
elas também limitam a participacdo nos grandes movimentos de alta do mercado,

resultando em um crescimento de capital menos acentuado.

Essa analise é suportada pelas métricas presentes na Tabela 17, que compa-
ram o desempenho das carteiras otimizadas com base em diferentes niveis de CVaR
para os dados do IBOV. E evidente que a estratégia OGD 80 CVaR destaca-se
por oferecer o maior retorno cumulativo e a maior Riqueza Terminal, ao custo de
uma volatilidade um pouco mais elevada. Essa relagdo risco-retorno é reforcada
pela Razao de Calmar, que demonstra a robustez da estratégia em equilibrar o

crescimento do capital com a contencao de perdas severas ao longo do tempo.

Tabela 17 — Comparagdo de Desempenho e Risco: Andlise das Carteiras OGD__80 CVaR,

OGD_ 40 CVaR, OGD_ 20 CVaR, OGD_10 CVaR para os dados IBOV

Métricas OGD_80 CVaR | OGD_40 CVaR | OGD_20 CVaR | OGD_10 CVaR
TCAC (%) 20,497 17,641 13,368 11,710
Riqueza Terminal 32,718 20,887 10,455 7,936
Volatilidade Anualizada (%) 21,079 13,466 7,346 4,044
Semi-Desvio 0,018 0,012 0,006 0,004
Méximo Drawdown (%) -36,508 -29,986 -17,732 -8,732
Drawdown Médio (%) -6,725 -3,403 -1,522 -0,541
Pior Perda (%) -13,857 -9,418 -5,579 -2,998
VaR 95 (%) -2,312 -1,462 -0,784 -0,415
VaR 99 (%) -3,550 -2,253 -1,215 -0,653
CVaR 95 (%) -2,957 -1,859 -1,009 -0,542
CVaR 99 (%) -5,064 -3,458 -1,920 -1,058
Razéao de Calmar 0,431 0,552 0,677 1,203
Razéao de Sortino 0,010 0,006 0,003 0,002
Recuperagdo Média 76,906 125,434 232,649 424,860
Assimetria -0,197 -0,253 -0,107 -0,101
Excesso de Curtose 12,387 20,233 24,665 23,024

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Comparando essas estratégias

com o OGD padrao, cujas métricas foram
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apresentadas na Tabela 13, observa-se que a inclusao de uma restricao baseada
no CVaR permite uma gestao de risco mais eficaz, especialmente em contextos
de alta volatilidade, sem sacrificar significativamente o crescimento do capital.
Embora a volatilidade anualizada das estratégias CVaR seja menor que a do OGD
padrao (26,179%), o controle adicional de risco oferecido pelo CVaR resulta em um
Semi-Desvio e um Méximo Drawdown mais favoraveis (0,022 e -27,043% para o
OGD padrao, respectivamente), proporcionando um investimento mais estavel e

menos sujeito a choques extremos.

Ao comparar as métricas de Razao de Sortino e Razao de Calmar entre as
estratégias OGD padrao, VaR t de Student (ver Tabela 15) e CVaR, é possivel
identificar diferencas significativas na forma como cada abordagem equilibra risco
e retorno. A Razao de Sortino, que mede o retorno ajustado ao risco penalizando
apenas a volatilidade negativa, apresenta valores semelhantes entre o OGD padrao
(0,013) e as estratégias baseadas no VaR t de Student (entre 0,09 e 0,018), refletindo
uma capacidade razoavel dessas abordagens em gerar retornos consistentes ajustados
ao risco de queda. No entanto, as estratégias baseadas em CVaR, apesar de exibirem
um controle mais rigoroso sobre as perdas extremas, resultam em uma Razao de
Sortino ligeiramente inferior. Isso ocorre porque o foco intenso na mitigagao de
riscos de cauda pode limitar o potencial de ganhos elevados, resultando em um

menor retorno ajustado ao risco quando comparado as outras abordagens.

Por outro lado, a Razao de Calmar, que avalia o retorno em relagao ao
maximo drawdown, evidencia uma superioridade das estratégias baseadas em CVaR,
especialmente nos niveis de maior tolerancia ao risco. Essas estratégias conseguem
nao apenas limitar as perdas extremas, mas também capturar um crescimento
significativo do capital ao longo do tempo, o que se reflete em uma Razao de
Calmar mais elevada. Comparativamente, o OGD padrao e as estratégias VaR t
de Student, embora competitivas, demonstram uma Razao de Calmar inferior (a
maior vista dentre elas foi de 0,432 no caso t de Student com menor propensao ao
risco), sugerindo que essas abordagens estao mais expostas a drawdowns maiores, o

que pode comprometer a resiliéncia do portfélio em periodos de alta volatilidade.

Essa andlise é corroborada pelo Grafico 43, onde é possivel observar que

as estratégias que minimizam o CVaR destacam-se tanto em termos de Riqueza
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Terminal quanto na redugao dos riscos extremos. As carteiras OGD_ 80 CVaR
e OGD_40 CVaR, por exemplo, demonstram um equilibrio superior entre cresci-
mento de capital e controle de risco, resultando em uma maior Riqueza Terminal
comparada ao OGD padrao, sem aumentar excessivamente o CVaR. Isso mostra
que as abordagens que utilizam o CVaR conseguem limitar os impactos negativos
em situagoes de mercado adversas, ao mesmo tempo em que capturam de forma

eficiente as oportunidades de crescimento.

Gréafico 43 — Analise Comparativa de Riqueza Terminal e CVaR entre a carteira OGD e
estratégias de minimizagdo de CVaR, e minimizacao de VaR com
Distribuicao t Student para dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por outro lado, as estratégias que empregam a minimizacao do VaR com a
distribuicao t de Student, apesar de apresentarem boas performances em termos
de Riqueza Terminal, ainda ficam atras das estratégias CVaR no quesito controle

de risco. Isso é evidente ao observar que essas estratégias tém um CVaR 99% mais
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elevado, indicando maior vulnerabilidade a perdas extremas. Este comportamento
reflete a maior sensibilidade dessas carteiras a eventos de cauda, o que pode se

traduzir em uma menor resiliéncia durante periodos de alta volatilidade.

Analisando o Boz-Plot apresentado no Grafico 29, observa-se uma dispersao
significativa nos retornos, caracterizada por um maior Semi-Desvio e pela presenca
de outliers mais pronunciados nas caudas dos boxplots. Isso sugere que, embora
a estratégia OGD possa oferecer oportunidades de ganho, ela também esta mais
exposta a riscos de cauda e volatilidade elevada, conforme refletido pela maior
volatilidade anualizada (26,179%) e pela Pior Perda (-25,899%) em comparagio

com as variantes ajustadas para CVaR.

Por outro lado, as estratégias ajustadas para CVaR, ilustradas no Gréfico
44, apresentam uma reducao na dispersao dos retornos a medida que o nivel de
CVaR é reduzido. Esse comportamento é evidenciado pelas menores volatilidades
anualizadas e Semi-Desvios observados nas estratégias CVaR, particularmente nos
niveis de risco mais baixos, como OGD_20 CVaR e OGD_10 CVaR, que exibem
Semi-Desvios de 0,006 e 0,004, respectivamente. Esse padrao reflete a principal
funcao do CVaR, que é mitigar os riscos extremos ao limitar as perdas potenciais

além de um certo quantil.
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Gréafico 44 — Box-Plots dos retornos brutos das carteiras OGD__80 CVaR, OGD_ 40
CVaR, OGD_ 20 CVaR e OGD__10 CVaR para dados IBOV
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ao observar os primeiros 3 quartis dos retornos nos graficos de boxplot, nota-
se que as estratégias ajustadas para CVaR mantém valores centrais semelhantes
a mediana. Isso indica que, apesar da mitigagdo do risco de cauda (eztreme tail
risk), o retorno central da estratégia nao é significativamente comprometido. Além
disso, a menor dispersao das estratégias CVaR sugere uma performance mais
estavel e previsivel na comparacao ao OGD padrao, o que pode ser preferivel para

investidores com maior aversido ao risco.

Ao analisar os graficos de alocagao de ativos das carteiras otimizadas com as
estratégias OGD__ CVaR (Grafico 45) e OGD_t Student (Grafico 36), observam-se
diferencas marcantes na distribuigao dos pesos ao longo do tempo, refletindo as
abordagens distintas na gestao de risco, particularmente no tratamento de riscos

extremos e na estabilizacao da volatilidade.

As carteiras otimizadas com CVaR demonstram uma tendéncia a manter
uma diversificagdo mais uniforme e persistente ao longo do tempo, evidenciada
pela distribuicao mais estavel dos pesos. Isso é especialmente perceptivel nas
carteiras OGD 20 CVaR e OGD_10 CVaR, onde a menor concentragdo em ativos
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individuais e a menor volatilidade anualizada (e.g., 7,346% para OGD_ 20 CVaR e
4,044% para OGD__10 CVaR) indicam uma gestao de risco mais eficiente. Essa
caracteristica de estabilidade é uma consequéncia direta da formulagao do CVaR,
que busca minimizar o risco de cauda ao limitar as perdas potenciais além de um
certo quantil, resultando em uma alocagao de ativos que reage menos drasticamente

a flutuagoes de mercado.

Grafico 45 — Comparacgao dos pesos investidos nos portfélios OGD__80 CVaR, OGD_ 40
CVaR, OGD_ 20 CVaR e OGD_10 CVaR para dados IBOV

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Em contraste, as carteiras otimizadas utilizando o VaR t Student apresentam
uma alocacao de ativos mais volatil, com ajustes significativos nos pesos ao longo
do tempo. Esse comportamento é particularmente evidente nas carteiras OGD 40
t Student e OGD_ 10 t Student, onde a alocacao tende a se concentrar em um
numero reduzido de ativos. Essa concentracao eleva o risco especifico da carteira,

o que é corroborado pela maior volatilidade anualizada registrada (e.g., 17,671%
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para OGD_ 40 t Student e 7,272% para OGD_ 10 t Student), além de uma maior
Pior Perda (e.g., -13,032 % para OGD_ 40 t Student).

Além disso, as carteiras baseadas em CVaR demonstram uma performance
superior em termos de mitigacao de perdas, conforme evidenciado pelos valores mais
baixos de CVaR 95% e 99%. Por exemplo, a carteira OGD 10 CVaR apresenta
valores de CVaR 99% de -1,058%, indicando uma maior eficiéncia na contencao
de perdas extremas em comparacao com as carteiras baseadas em VaR t Student.
Essa capacidade de limitar perdas faz da abordagem CVaR uma escolha robusta
para investidores que buscam preservar o capital em ambientes de alta volatilidade,
garantindo uma alocagao de ativos mais equilibrada e menos suscetivel a grandes

oscilagoes.

No que tange as métricas distribucionais, resultados um pouco distintos aos
vistos para small caps foram evidenciados, apesar de no caso IBOV, o OGD padrao
ter assimetria quase nula: (i) a inser¢ao da restricdo CVaR, apesar de levar a uma
assimetria negativa, estes valores sdo significativamente inferiores (entre -0,197 para
80% e -0,101 para 10%) aos da modelagem VaR t de Student (entre -0,256 e -1,325),
além de haver no primeiro momento um aumento de assimetria negativa entre a
propensao 80% e 40% (de -0,197 para -0,253), com queda e constancia nos graus
seguintes (-0,107 e -0,101, respectivamente), contra um aumento constante do caso
VaR t de Student. Isso sugere a presenga de valores mais (menos) extremos a direita
(esquerda) da mediana na comparacao OGD Padrao, evitando mais perdas, além
de uma propensao maior em suavizar o retorno do investimento na comparacao ao
Var t de Student, em especial nas menores propensoes ao risco; (ii) Um excesso de
de curtose similar ao visto no OGD padrao (12, 359) e modelo CVaR 80% (12,387),
mas com constante elevagao nos niveis seguintes (entre 20,233 e 23,024), mas em
patamares bastante superiores aos evidenciados no caso VaR t de Student (entre
4,675 e 15,358), indicando uma propensao maior por carteiras nos quantis centrais

do retorno, corroborando com a suavizagao dos retornos dos investimentos.

Em suma, o CVaR para dados IBOV, assim como no caso small caps,
mostrou-se mais robusto em evitar riscos de cauda, evitando perdas extremas e
volatilidade negativa, mas também presa por carteiras com diversificagao gerando

retornos mais proximos da média, em especial para perfis de risco mais conservadores
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e em momentos de grande volatilidade do mercado. Dito isso, pode nao ser a
estratégia mais indicada para perfis mais propensos a tomar riscos em prol de um
maior retorno. Vale ressaltar que elevar a propensao ao risco para um nivel de
80% mostrou que o retorno acumulado final do periodo foi ligeiramente superior ao
OGD Padrao, mas com riqueza terminal maior e niveis de risco significativamente
menores tanto contra o OGD como perante o VaR t de student, gerando robustez a
tal estratégia. Ja na comparacao mais direta com o VaR t de Student, para todos os
nives de disposicao, o CVaR mostrou melhores relagoes retorno x risco, enaltecendo
ainda mais a abordagem focada no CVaR. Entretanto, os resultados se mostraram
menos expressivos na comparacao aos dados small caps, algo possivelmente explicado
pela natureza mais volatil dos ativos que formam ambos indices. Com isso em
mente, futuras avaliagoes em mercados mais e menos volateis poderao gerar ainda

mais robustez para a modelagem proposta.

6.4 RESUMO DE RESULTADOS E COMPARACOES COM OUTROS TRA-
BALHOS

Esta secao tem por objetivo resumir os principais resultados dos modelos
propostos e fazer uma comparacao sucinta com outros poucos trabalhos que tiveram
como enfoque modelos de aprendizado de maquinas ou similares com uso de dados
do IBOV e/ou Small Caps. Abaixo had um apanhado dos resultados ligados as

metodologias propostas nesse trabalho.

1. OGD Beta para dados Small Caps: A estratégia de manter um beta
variante no tempo e limitado entre -3 e 0,1 no periodo de 1998 a 2015,
considerado de baixa no mercado para os ativos que compoem o indice, onde
o algoritmo define uma maior parcela do ativo livre de risco na composi¢ao
da carteira 6tima ao longo do tempo; além de entre 1,9 e 3 para os anos
restantes, um periodo de alta no mercado, com maior predisposi¢ao a escolha
de ativos de maior risco e correlacionados com o mercado de agdes, geraram -
(i) carteiras com maior retorno acumulado em todo periodo na comparacao
ao indice Small Caps, o OGD padrao e ao UCRP; (ii) menor (maior) risco

total captado via VaR e CVaR na comparacao a tais modelos no caso de
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baixa (alta) do mercado.

. OGD Beta para dados IBOV: A estratégia de manter um beta variante no
tempo e limitado entre 1,4 e 3 gerou maires retornos acumulados em periodos
de alta do mercado, mas com um risco mais elevado observado via VaR e
CVaR na comparacao ao IBOV, OGD padrao e ao UCRP. J4 restringir o beta
entre -0,3 e 0,1 na baixa (como entre 2015 e inicio de 2016) gerou novamente
maior retorno acumulado, mas ligado a um menor risco na comparagao aos

modelos concorrentes, de maneira similar ao visto para dados Small Caps.

. Modelo VaR para dados Small Caps: Levando em conta os modelos ben-
chmark OGD padrao, Markowitz, UCRP e o Indice Small Caps (I_SMALL),
foi observado a superiordade do OGD em termos de retorno (Riqueza Terminal
e taxa de crescimento anualizado do retorno - TCAC), mas com risco definido
pelas métricas Volatilidade anualizada, Semi-Desvio, Maximo Drawndown,
Drawndown Médio, VaR, CVaR, Razoes de Calmar e Sortino com ordem
decrescente de relevancia definida por OGD, Markowitz, UCRP e I _SMALL,
respectivamente. Ao considerar os modelos OGD VaR com perda méxima que
sao 80%, 40%, 20% ou 10% da perda esperada no 1% dos casos mais extremos
(pior cendrio) observados no histérico de retornos, também chamados de graus
de disposicao ao risco, foi constatado que tanto considerando a hipdtese de
retornos com distribuigdo normal ou aquelas com t de Student - (i) os valores
ligados ao risco foram negativamente correlacionados a disposi¢ao ao risco,
isto €, quanto menor a disposicao ao risco, melhores valores ligados as métricas
de interesse foram constatadas, com valores destes melhorando na comparacao
ao OGD padrao segundo a diminuicao da disposi¢ao ao risco, gerando valores
comparaveis aos modelos benchmark de menor risco comparativo Markowitz,
UCRP e I_SMALL, respectivamente; (ii) j& com relagao a valorizagao do
retorno, foram vistos resultados superiores ligados as métricas de retorno nos
modelo OGD VaR com disposigao a 40% e 20% (40% ligeiramente acima
dos 20%) na comparacao ao OGD, além de valores relativamente similares
e abaixo dos modelos 80% e 10%, mas comparaveis nesse quesito ao OGD
padrao. Desta forma, fica claro a melhor combinagao risco x retorno entre

disposi¢oes médias ao risco, apesar de haver retornos similares dos graus 10%



183

e 80% na comparacao ao OGD padrao, mas a um risco menor. No que tange
a comparacao dos modelos supondo retornos com distribuicao normal e t de
Student, foram vistos valores superiores ligados aos retornos considerando
a distribuigao t de Student em toda disposi¢ao ao risco considerada (mais
eficaz em capturar retornos superiores, algo que vai de encontro com as
caudas mais pesadas ligadas a tal distribuigao). J& levando em consideracao
as métricas de risco, algumas consideragoes importantes foram vistas - (i)
Méximo Drawndown (Semi-Desvio) ligeiramente superior e Razoes de Calmar
(Razao de Sortino) consistentemente superiores na distribuigao t de Student,
indicando que nesse caso é possivel maior retorno esperado por unidade de
perda maxima tomada (risco tomado); (ii) valores consistentemente superiores
do VaR para a distribuigao t de Student, ligado a maior probabilidade que
tal distribui¢do da a valores extremos (a composicao da carteira com maior
gama de ativos de maior retorno e risco, ao mesmo tempo que com maior
diversificagdo e menor alocagdo em ativos livre de risco, deixa isso claro).
Por fim, com relagdo a assimetria e curtose, houve uma melhora significativa
da assimetria negativa e excesso de curtose na distribuicao t de Student
para todos niveis de disposi¢ao ao risco considerados, além de tal melhoria
estar negativamente correlacionada ao grau de de disposicao, indicando que
a distribuicdo em questao capturou de maneira mais adequada o efeito de
caudas pesadas visto nos dados, apesar de serem valores ainda significantes.
Em suma, a distribuicao t de Student gerou uma combinagao mais eficaz de
risco x retorno na comparacao tanto ao modelo VaR Normal, como perante
todos modelos benchmark, mas ainda com espaco para melhora, em especial

na capacidade de capturar efeitos de ativos extremos.

. Modelo VaR para dados IBOV: Assim como ocorreu no caso Small Caps
detalhado acima, foi visto superioridade de métricas de retornos para o OGD
padrao na comparacao aos outros benchmark Markowitz, UCRP e IBOV.
Porém, nem todas as métricas de risco ligadas aos modelos Markowitz, UCRP
e IBOV foram superiores ao OGD padrao, com vantagem deste com relacao as
Razdes de Calmar e Sortino, indicando que ele tende ter um melhor equilibrio

risco x retorno. Outra diferenca é que o OGD aplicado a dados IBOV mostrou
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métrica de assimetria e curtose indicando uma distribuicao quase simétrica e
com uma leve tendéncia para valores extremos acima da média. Considerando
novamente os modelos OGD VaR com graus de disposi¢cao ao risco de 80%,
40%, 20% ou 10%, foi constatado que tanto para a hipdtese de retornos com
distribui¢ao normal ou aquelas com t de Student - (i) os valores ligados as
métricas de risco tiveram caminhos similares aos vistos em Small Caps; (ii) ja
com relacao aos valores ligados a retorno, diferente do exposto acima, nenhum
grau de aversao gerou valores superiores ao OGD Padrao, mas com o caso t
de Student 80% tendo valores um pouco abaixo do OGD (comparavel caso
se considere o0 TCAC), mas com clara vantagem no quesito risco para este,
mostrando que a estratégia com menor controle de risco se mostrou mais
plausivel nesse caso, o que pode também pode ser explicado em parte pela
caracteristica de maior estabilidade e liquidez dos ativos presentes no IBOV.
No que tange a comparacao dos modelos supondo retornos com distribuicao
normal e t de Student, foram vistos valores superiores ligados a propor¢ao
retornos x risco considerando a distribuicao t de Student para 40% e 80%,
mas abaixo nas menores disposi¢oes ao risco na comparac¢ao a normal, algo
distinto do visto para dados Small Caps. Ja levando em consideracao as
métricas de risco, resultados similares ao caso Small Caps foram evidénciados.
Por fim, com relacao a assimetria e curtose - (i) assim como no caso Small
Caps, tanto a a assimetria negativa como o excesso de curtose para ambas
distribuigoes esta negativamente correlacionado ao grau de de disposigao;
(ii) apesar de no caso IBOV as assimetrias vistas para a t de Student terem
sido menos acentuadas, elas ainda sao comparaveis ao visto no caso normal,
sugerindo que a mudanga na distribui¢do nao teve um impacto significativo na
assimetria dos retornos do IBOV na comparacgao aos vistos para o Small Caps;
(iii) o excesso de curtose foi menor no caso IBOV usando t de Student na
comparacao a distribuicao normal, mas em menor escala na comparacao
ao modelo Small Caps. Em suma, a distribuicao t de Student gerou uma
melhor combinacao de risco x retorno para a maior de disposi¢ao ao risco
na comparacao tanto ao modelo VaR Normal como todos benchmarks, mas
a escolha da distribuicao teve resultados abaixo do Small Caps, deixando

claro a necessidade de um estudo mais apurado da adequacao de outras
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distribuicoes para o caso IBOV.

Modelo CVaR para dados Small Caps: Dados os resultados presentes
na avaliacdo do modelo baseado no VaR e dos benchmark OGD Padrao,
Markowitz, UCRP e I _Small, o foco aqui foi na comparacao dos modelos
OGD CVaR com graus de disposicao ao risco de 80%, 40%, 20% ou 10%
contra os com melhor desempenho comparativo, isto é, o OGD Padrao e
o VaR baseando no distribuicdo t de Student para os mesmos niveis de
aversao ao risco destacados acima. No quesito retorno cumulativo, diferente
do VaR t de Student onde apenas o modelo com disposi¢ao ao risco 40% gerou
efetivamente maiores valores finais, aqui todos os niveis acima de 20% (80% o
principal) tiveram tal caracteristica, além de contar com um crescimento mais
estavel e controlado ao longo do tempo devido a sua natureza de priorizar a
mitigacao de perdas extremas em periodos de crise, priorizando ativos com
retornos mais estaveis e menor exposicao a perdas extremas. A andlise das
métricas de risco Volatilidade anualizada, Semi-Desvio, Maximo Drawndown,
Drawndown Médio, VaR, CVaR, Razoes de Calmar e Sortino corroboraram
com tal resultado, mas também indicam que a tendéncia em evitar perdas
de cauda do CVaR pode também gerar um retorno ajustado ao risco menor,
em especial em periodos de grande alta de mercado, mas que, ao mesmo
tempo, proporcionam retornos mais eficientes contra grandes perdas, comum
em momentos de crise, tendo valores mais significativos nesse quesito com o
aumento da aversao ao risco do investidor. No geral, a propor¢ao retornos x
risco, tanto capturada pela relacdo Taxa de Crescimento Anual Composta
(TCAC) x métrica VaR 99% quanto por riqueza terminal x métrica CVaR
99%, demonstrou evidente vantagem para os modelos CVaR nas comparagoes
a todos graus de aversao ao risco, por exemplo: o CVaR com disposicao de
80% gerou risco relativamente similar ao OGD padrao e ao VaR com mesma
disposi¢ao, mas com larga vantagem em termos de retorno para ambos. Ja
no que tange a aspectos distribucionais: (i) correlagdo entre menor dispersao
de retornos e menor disposi¢ao ao risco, mais acentuado na comparagao aos
modelos VaR, os quais tem a mesma caracteristica; (ii) assimetria negativa

mais acentuada no CVaR, indicando que penaliza de maneira mais eficaz
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as perdas extremas, algo esperado por evitar mais o risco de cauda; (iii)
significante aumento no excesso de curtose na comparacao ao VaR, indicando
que tende a dar mais pesos a retornos mais centrais em detrimento aos mais

extremos.

Modelo CVaR para dados IBOV: Assim como no caso Small Caps,
aqui os resultados foram mais baseados na comparacao do modelo CVaR
com disposigao ao risco de 80%, 40%, 20% ou 10% com o OGD Padrao
(superior a todos outros benchmark) e em menor escala com o VaR t de
Student (que acabou gerando retornos acumulados e riqueza terminal abaixo
do OGD padrao). No quesito retorno cumulativo, apenas o CVaR 80% gerou
resultados finais maiores que o OGD padrao, com o de disposicao de 40%
tendo se mostrado a frente em alguns periodos, em particular quando a
volatilidade foi menor. J4 no que tange riqueza terminal x risco, além da
clara superioridade com relacdo ao VaR em todos os niveis considerados
(risco efetivamente menor na comparagao ao OGD padrao em todas analises),
foi observado significante superioridade do CVaR 80% na comparacao ao
OGD Padrao. A analise das métricas de risco Volatilidade anualizada, Semi-
Desvio, Maximo Drawndown, Drawndown Médio, VaR, CVaR, Razoes de
Calmar e Sortino indicam: niveis de risco mais satisfatérios capturados pelas
métricas VaR e CVaR, o foco mais intenso da estratégia CVaR em evitar
perdas extremas, ao mesmo tempo que consegue capturar um crescimento
mais robusto e suave que as outras estratégia, em especial em niveis de
disposicao ao risco maiores, com a diversificacao de ativos corroborando com
isso. Em relacao as métricas distribucionais: (i) introduziu uma assimetria
negativa, antes positiva e quase nula no OGD Padrao, com valores inferiores
aos da modelagem VaR t de Student, sugerindo a presenca de valores mais
(menos) extremos a direita (esquerda) da mediana na comparagao OGD
Padrao, evitando mais perdas e suavizando o retorno do investimento de
maneira mais eficaz na comparacdo ao Var t de Student, em especial nas
menores propensoes ao risco; (ii) excesso de de curtose similar ao visto no
OGD padrao, mas com constante crescimento nos niveis seguintes, porém em

niveis superiores aos evidenciados no caso VaR t de Student, indicando uma



187

propensao maior por carteiras nos quantis centrais do retorno, corroborando
com a suavizagao dos retornos dos investimentos. No geral, foi superior ao
OGD Padrao na relacao retorno x risco para a maior disposi¢ao ao risco de
80%, independente das métricas usadas (parte do do perfodo manos volatil
no caso de 40%), com clara vantagem em termos de risco ao OGD Padrao em
todas disposigoes; além de superior ao VaR t de student em todos quesitos,
independente da perspectiva tomada. Porém, vale ressaltar que foram gerados
resultados inferiores aos dados Small Caps, talvez pela nataruza intrinseca de
tais dados na comparacao ao IBOV, gerando indicativos que analises baseadas
em dados de outros mercados irda ajudar a gerar maior robustez a metodologia

proposta.

Por fim, ha abaixo uma tabela resumo dos principais resultados de outros
estudos recentes inseridos no contexto de machine learning para dados do Brasil,
com o atual trabalho tendo tido resultados em nivel similar ou superior tanto com
relagdo aos retornos como perante o risco, em especial ao se considerar o CVaR,
mesmo com um tempo de avaliagdo superior a quase todos eles, o que permitiu um
estudo mais robusto levando em conta diferentes periodos de aquecimento e queda

no mercado:

Tabela 18 — Resumo de resultados de outros trabalhos focados em dados brasileiros e

modelagem machine learning

Artigo Dados | Modelo Periodo | Controle | Resultados Gerais
para
Risco?
Granja IBOV | Redes 1999 até | nao Lucro acumulado de
(2004) Neurais - | 2003 128% no periodo con-
[123] Algoritmo tra 28% do IBOV e
Backpropa- 107% no modelo MV
gation com risco medido pelo
desvio padrao similar
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Artigo Dados | Modelo Periodo | Controle | Resultados Gerais
para
Risco?
Thommé IBOV | Carteira 1998 até | nao Modelo Média Varian-
Neto et Naive (1/n) | 2018 cia Global gerou esta-
al.  (2011) e Minima tisticamente retornos
[127] Variancia médios e acumulados
Global maiores e com devio
padrao menor na com-
paracao ao IBOV e
Naive (1/N) quando
os pesos de cada ativo
foi limitado em no ma-
ximo 0,1
Santos e | IBOV | Carteira 2009 a | sim, via | Modelagem MV e Mi-
Tessari Naive 2011 técnicas | nima Variancia com es-
(2012) (1/n), MV, RiskMe- | timadores ndo paramé-
[124] Minima trics tricos para a matriz co-
Variancia variancia dos retonos
e baseada gerou maiores retornos
em Risk- ajustados ao risco na
Metrics comparacao aos outros

modelos
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Artigo Dados | Modelo Periodo | Controle | Resultados Gerais
para
Risco?
Ferreira et | IBOV | Parallel 2010 até | nao Distribuicao do Ma-
al. (2018) multiob- 2015 ximo Drawdawn e
[133] jective do CVaR deslocado
evoluti- a esquerda de todos
onary algoritmos testados na
algorithms comparacao ao IBOV,
com a distribuicao
de retornos a direita
numa comparacao
similar.
Silva  de | Small | Automated | 2007 e | ndo Portifélios  baseados
Souza et | Caps Trading 2016 em Small Caps gera-
al.  (2018) System ram retornos médios
[135] (ATS) ba- similares aos com
seada em estratégias baseadas
modelos em bluechips.
de médias
moveis dos
retornos
Duarte IBOV | Algoritmo | 2009 até | nao Estratégia focada no
e Castro Fuzzy 2017 algoritmo teve reto-
(2019) Clustering, nos médios superiores
[130] baseado na e volatilidade similar a
contrucao visto no IBOV, com o
hierar- retono médio aumen-
quica  de tando com o ntmero
portifélios de grupos de agoes con-

siderados para gerar o

cluster de interesse.
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Artigo Dados | Modelo Periodo | Controle | Resultados Gerais
para
Risco?
Paiva et al | IBOV | Método 2001 até | nao Estratégia conjunta
(2019) [131] Support 2016 SVM e MV gerou
Method maiores rotornos
Machine acumulados na com-
(SVM) em paragdo ao IBOV
conjunto e ao modelo SVM
com MV com naive (1/N) ao

descartar a possibi-
lidade de custos de
transagao, acima do
IBOV em metade do
periodo levando custos
intermediarios e sem-
pre abaixo do IBOV
considerando altos

custos de transacao.
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Artigo Dados | Modelo Periodo | Controle | Resultados Gerais
para
Risco?
Gotardelo | IBOV | Carteiras 1994 sim, fo-| Carteira convexa apli-
(2020) e Convexas e | a 2020 | cado no | cada a dados IBOV
[128] Small | Algoritmos | para Maxi- com rentabilidade acu-
Caps Evolutivos | IBOV; mum mulada superior entre
Multiob- 2008 Draw- os anos de 1998 até
jetivos até 2020 | down 2017 na comparacao
(AEM) para a CAPM, OCAPM e
Small Naive (1/n), ficando
Caps abaixo do CAPM entre

2018 e 2020; Carteira
convexa aplicada a da-
dos Small Caps com
rentabilidade acumu-
lada abaixo do CAPM
em todos os 5 perio-
dos, mas acima do
Naive (1/n) em todos
periodos e apenas um
acima do OCAPM,; 4
das 12 carteiras ba-
seadas em estratégias
AEM tiveram retornos
acumulados superiores
as carteiras CAMP,
OCAPM, Naive e Car-
teira convexa no caso
IBOV, sendo sempre
abaixo da CAPM e
CDI no caso Small

Caps.
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Artigo Dados | Modelo Periodo | Controle | Resultados Gerais
para
Risco?
Conegundes| IBOV | Modelagem | 2015 até | nao Modelos DRL analisa-
e Pereira Deep Rein- | 2019 dos com janelas flu-
(2020) forcement tuantes menores tive-
[134] Learning ram retornos acumu-
(DRL) lados bem acima do
IBOV, com a modela-
gem focada na janela
maior com valores si-
milares para metade
do periodo e acima
nos anos restantes. Ja
o Maximo Drawdawn
médio foi acima tam-
bém na comparacao ao
IBOV.
Freitas IBOV | Stock 2018 até | sim, via | Modelo resultou em re-
e Junior Network 2019 minimi- | tono acumulado muito
(2023) Portfolio zagao de | acima dos modelos
[132] Allocation risco MV, CVaR, IBOV e
(SNPA) Hierarchical Risk Pa-

rity (HRP); além da
superioridade levando
em conta a razao de
sortido o o Maximo

Drawdown.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, foram propostas trés metodologias para aprimorar a gestao
de risco e a adaptabilidade na alocagao dindmica de ativos em portfélios. O objetivo
principal foi incorporar métricas de risco econométricas, como o coeficiente beta
(8), Value at Risk (VaR) e Conditional Value at Risk (CVaR), no processo de

otimizacao de portfélios utilizando algoritmos de aprendizado online.

Inicialmente, investigou-se a viabilidade de utilizar o coeficiente beta variante
no tempo, estimado por meio do Filtro de Kalman, para capturar a dinamica
temporal da correlacao entre os ativos e o mercado. Esta técnica mostrou-se
eficiente, com redugoes consideraveis dos valores estimados para as métricas VaR
e CVaR em comparacao aos modelos OGD sem limites ao beta, o UCRP e os

proprios indices Small Caps e Ibovespa.

Ao definir um beta negativo, a estratégia tende a aumentar a alocagdo em
ativos de menor risco, como a renda fixa, minimizando a exposicio as flutuacoes
do mercado. Esta abordagem é vantajosa em periodos de baixa, onde a protecao
contra perdas pode ser mais critica. Por outro lado, estabelecer um beta elevado
aumenta a volatilidade do portfolio e amplifica a exposicdo a movimentos de alta
do mercado, o que pode ser benéfico em ambientes de crescimento, mas arriscado

durante as corre¢oes do mercado.

Um dos principais desafios na utilizacao dessa metodologia é a previsao
do comportamento futuro do mercado. A escolha de um beta especifico baseia-se
frequentemente em expectativas que podem nao se concretizar, tornando a projecao
uma ferramenta de risco consideravel. Por exemplo, um portfélio configurado para
um alto beta em antecipacao a um mercado em alta pode sofrer perdas substanciais

se o mercado inesperadamente declinar.

A eficacia da projecao do beta também foi funcional na anélise, evidenciando
que, apesar das incertezas, é possivel alcangar retornos superiores ajustando dina-
micamente a correlagao do portfélio com o mercado. Esta estratégia, entretanto,
requer uma gestao ativa e um monitoramento constante das condi¢oes de mercado

para ajustar as expectativas e realocar recursos conforme necessario, a fim de



194

maximizar os retornos e minimizar os riscos.

Portanto, o controle do beta na imposicao de limites oferece uma ferramenta
valiosa para o gerenciamento do risco sistematico, mas deve ser aplicado com cautela,
integrado a uma abordagem de investimento mais abrangente que considere tanto
a analise técnica quanto a avaliacao continua do ambiente econdémico e financeiro.
Além disso, é importante reconhecer que o risco sisteméatico nao é a unica fonte de

risco.

Avaliou-se também um modelo inicial que aborda o risco de maneira direta,
estabelecendo limites de risco baseados no VaR. Esta técnica mostrou-se eficiente
tanto na geracao de retornos quanto no controle de risco, superando as métricas
tradicionais de avaliagdo de risco em comparacao com outros modelos benchmark.
Nesse contexto, a inclusao das restrigoes de VaR nas carteiras OGD Normal e OGD
t de Student pode ter um impacto significativo na exposicao a ativos com potencial
de altos retornos, o que, por sua vez, pode afetar a assimetria e o excesso de curtose

da distribuicao dos retornos da carteira.

O algoritmo OGD com restrigoes de VaR busca maximizar o retorno da
carteira estando sujeito a restricoes lineares e a restricao de VaR. Esta restri¢ao
limita a exposicao da carteira a ativos com alta volatilidade e baixos retornos
esperados, a fim de manter o VaR abaixo do nivel especificado. No entanto, ao fazer
isso, a restricao de VaR também pode limitar a exposi¢ao a ativos com potencial de

altos retornos, uma vez que esses ativos geralmente apresentam maior volatilidade.

Além disso, a limitagdo da exposicao a ativos com potencial de altos retornos
pode aumentar o excesso de curtose, que mede a quantidade de observagoes
extremas (tanto positivas quanto negativas) em relagdo a uma distribuigdo normal,
da distribuicdo dos retornos da carteira. Ao limitar a possibilidade de retornos
extremos positivos, a restricado de VaR pode fazer com que a distribui¢ao dos retornos
da carteira tenha caudas mais pesadas do que o esperado em uma distribuicao

normal, aumentando, assim, o excesso de curtose.

Embora a restricao de VaR vise controlar o risco da carteira, sua utilizacao
pode ter o efeito colateral de limitar a possibilidade de retornos extremos positivos.

Isso pode ser uma desvantagem para investidores que buscam maximizar os retornos,
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mesmo que isso implique em um maior risco.

E crucial encontrar um equilibrio entre o controle de risco e a busca por
retornos. A inclusao da restrigdo de VaR no algoritmo OGD permite ajustar o
nivel de risco de acordo com as preferéncias e tolerancia ao risco do investidor,
a0 mesmo tempo em que se busca uma carteira 6tima. Com isso em mente, foi
proposta e avaliada uma extensao deste modelo, baseada no CVaR, uma métrica
que, além de permitir o ajuste para diferentes niveis de risco e ter propriedades
similares ao VaR, é mais robusta por ser coerente, ou seja, permite gerar retorno
enquanto mitiga risco por meio da diversificacao em mercados com distribuigoes de

retornos, como as com caudas mais pesadas.

A implementagdo do CVaR demonstrou eficacia significativa em proporcionar
uma protecao robusta contra os riscos de cauda, sendo particularmente eficiente na
contencao de perdas extremas. Esta caracteristica é fundamental para minimizar
a exposicao a cenarios adversos severos. As métricas associadas ao CVaR, como
a Razao de Calmar e o Semi-Desvio, indicaram que essa abordagem nao apenas
reduz a magnitude das perdas maximas, mas também limita a volatilidade negativa.
A distribuicao dos retornos das carteiras CVaR evidenciou uma concentragao em
torno da média e uma reducao dos outliers negativos, reforcando a eficacia do

CVaR em ambientes volateis.

Entretanto, é importante reconhecer que essa abordagem mais conservadora
apresenta certas desvantagens. A maior concentragdo dos retornos em torno
de uma média, observada nos histogramas e boxplots, sugere que o CVaR pode
limitar o potencial de ganhos extremos. Além disso, a maior assimetria negativa
nas distribui¢des dos retornos das carteiras CVaR pode indicar uma tendéncia a
sacrificar possiveis retornos elevados para evitar perdas, o que pode ser menos
atraente para investidores que buscam maior exposi¢cao ao risco em busca de

retornos mais altos.

Em suma, a estratégia de otimizacao de portfélio baseada no CVaR, oferece
uma abordagem equilibrada para o gerenciamento de riscos, especialmente em
mercados voldteis ou com distribui¢cdes de retornos nao-normais. Além disso,

proporciona uma protecao eficaz contra perdas extremas, mantendo um nivel
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aceitavel de retorno. No entanto, sua natureza conservadora pode limitar o potencial

de ganhos excepcionais em periodos de alta do mercado.

Portanto, a escolha entre as diferentes estratégias de otimizagao — seja
baseada em beta, VaR ou CVaR — deve ser feita considerando cuidadosamente o
perfil de risco do investidor, as condig¢oes de mercado e os objetivos de investimento.
Uma abordagem hibrida, que combine elementos dessas diferentes estratégias,
pode oferecer uma solucao mais adaptavel para diferentes cendrios de mercado,
permitindo um equilibrio dindmico entre a busca por retornos e a gestao prudente

de riscos.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

Com base nos resultados e limitacoes identificados neste estudo, algumas
dire¢bes de pesquisas futuras sdo propostas para aprimorar a eficicia e a aplicabili-
dade pratica dos modelos de otimizac¢ao de portfélios. Uma area de investigacao
futura envolve a implementacao de um parametro n dinamico. Na andlise atual,
esse parametro, que controla a taxa de aprendizagem no algoritmo OGD, foi man-
tido constante. No entanto, a introducdo de um 7 dinamico poderia melhorar o
desempenho do modelo, permitindo uma adaptagao mais eficaz as mudancas nas
condicoes de mercado. Uma analise observada ao longo deste estudo indica que o
algoritmo OGD, ao incluir prote¢do contra o risco utilizando VaR ou CVaR, tende a
alterar a composicao do portfolio para ativos menos arriscados, como esperado. No
entanto, uma caracteristica observada foi a permanéncia dessa alocacao em ativos
conservadores mesmo apos o retorno a normalidade nas condigoes de mercado.
Uma das possiveis causas para essa rigidez no comportamento pode estar associada
ao uso de um 7 fixo no algoritmo. Esse parametro, responsavel por controlar a taxa
de aprendizagem, ao ser mantido constante, nao permite que o modelo se adapte
de forma eficiente as mudancas dindmicas do mercado, levando a uma composigao

excessivamente conservadora do portfélio mesmo quando a volatilidade diminui.

Uma possivel abordagem seria desenvolver um mecanismo que ajuste au-
tomaticamente o valor de n com base no desempenho recente do portfolio. Isso

poderia incluir, por exemplo, um sistema que reduza gradualmente o valor de ) ao
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longo do tempo, mantendo um valor minimo para assegurar que o modelo responda
de forma mais dindmica a novas informagoes. Outra possibilidade seria vincular
o valor de n a volatilidade do mercado, permitindo ajustes mais agressivos em
periodos de baixa volatilidade e mais conservadores em periodos de alta volatili-
dade. Além disso, técnicas de otimizacao bayesiana poderiam ser empregadas para
encontrar o valor 6timo de n em diferentes janelas de tempo, capturando padroes

sazonais ou ciclicos no mercado.

Adicionalmente, as projecoes propostas neste trabalho sao aplicaveis a outros
métodos de otimizacao online. Assim, uma tarefa importante seria testar essas
metodologias em outros métodos, como Online Newton Step e Exzponential Gradient,

para avaliar a robustez dessas abordagens em diferentes algoritmos de otimizacao.

Outra area de pesquisa futura é a incorporacao de taxas de transacdo na
otimizacao de portfélio, uma consideracao crucial para uma representacdo mais
realista dos custos associados ao rebalanceamento do portfélio. O desenvolvimento
de um modelo de custo de transagao que incorpore tanto custos fixos quanto
proporcionais é um aspecto relevante dessa linha de pesquisa. Os custos fixos
poderiam representar taxas de corretagem ou custos administrativos associados
a cada transacao, enquanto os custos proporcionais refletiriam os custos que
aumentam com o volume da transacao, como o impacto no mercado de grandes
negociacoes. Além disso, seria pertinente a implementacdo de uma restricao
adicional no problema de otimizacao para limitar o turnover do portfolio, refletindo
as limitagoes praticas enfrentadas pelos gestores de fundos, que precisam equilibrar
a necessidade de rebalanceamento com os custos associados a transagoes frequentes.
Uma anélise detalhada de como diferentes niveis de taxas de transagao afetam a
estratégia otima de negociacao poderia gerar insights sobre a liquidez do mercado

e o tamanho ideal do fundo.

Uma linha de pesquisa promissora seria a integracao do n dindmico e das
taxas de transacao. O desenvolvimento de um framework que otimize simultanea-
mente o 77 dinAmico e as decisoes de rebalanceamento, considerando as taxas de
transacao, poderia resultar em estratégias de investimento mais eficientes. Isso en-
volveria uma analise cuidadosa do trade-off entre a frequéncia de rebalanceamento

(impactada pelo 7 dindmico) e os custos de transacdo, com o objetivo de encontrar
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um equilibrio que maximize os retornos ajustados ao risco, considerando os custos
reais de implementacao. A validagdo dessas abordagens integradas exigiria backtests
abrangentes em diferentes regimes de mercado, permitindo avaliar a robustez da

estratégia em diversas condi¢bes economicas.

Em conclusao, as propostas de pesquisa mencionadas visam aprimorar a
sofisticacao e a aplicabilidade pratica dos modelos de otimizagao de portfélio basea-
dos em OGD e outros métodos online. Ao abordar questoes como a adaptabilidade
do algoritmo as mudancas nas condigoes de mercado e a incorporagao realista dos
custos de implementacao, essas linhas de investigacdo podem fornecer percepcoes

relevantes tanto para a academia quanto para a pratica da gestao de investimentos.
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