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RESUMO

Esta pesquisa propde uma metodologia complementar ao ensino de Matematica,
denominada Experimentos Mentais, e visa analisar suas contribui¢des na formacao inicial de
um grupo de licenciandos em Matematica na Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF). Tais
Experimentos sdo formas de representar o objeto do conhecimento por meio de diagramas,
desenvolvendo dedugdes e abdugdes que, ao modificar esses diagramas, levam a formagao de
novos conceitos e/ou generalizacdes. A escolha dessa proposta metodologica surge da
inquietacdo dos pesquisadores em resgatar praticas pedagodgicas que se apoiam em
experimentacdes, analogias e no uso da dialética no ensino de Matematica. Dentro dessa
perspectiva, investigaremos a questdo: Como a utilizagdo dos Experimentos Mentais no
contexto da Educagdo Matematica influencia a formagao inicial de um grupo de professores de
Matematica? Para esta pesquisa qualitativa, buscamos alcangar o objetivo tragado ao identificar
os obstaculos tanto da metodologia quanto da Matematica, especialmente aqueles de origem
epistemologica e didatica, que emergem durante a aplicacdo dos Experimentos Mentais como
estratégia metodologica. Os fundamentos tedricos que embasam este estudo incluem os
conceitos semidticos de Peirce e os obstaculos de Brousseau, considerados como signos neste
contexto. A pesquisa foi desenvolvida durante as aulas da disciplina Matematica Escolar III,
ministrada para licenciandos em Matematica da UFJF. A proposta de utilizar os Experimentos
Mentais como recurso adicional demonstrou promover um ensino mais contextualizado e
critico, proporcionando aos licenciandos uma compreensdo dialética dos conceitos

matematicos.

Palavras-chave: Experimentos Mentais. Obstaculos. Formacao de professores. Ensino de

Matematica.



ABSTRACT

This research proposes a complementary methodology to Mathematics teaching,
called Thought Experiments, and aims to analyze its contributions to the initial training of a
group of Mathematics undergraduates at the Federal University of Juiz de Fora (UFJF). These
Thought Experiments are ways of representing the object of knowledge through diagrams,
developing deductions and abductions that, by modifying these diagrams, lead to the formation
of new concepts and/or generalizations. The choice of this methodological approach arises from
the researchers' concern to recover pedagogical practices that rely on experimentation,
analogies, and the use of dialectics in Mathematics teaching. Within this perspective, we will
investigate the question: How does the use of Thought Experiments in the context of
Mathematics Education influence the initial training of a group of Mathematics teachers? For
this qualitative research, we aim to achieve the outlined objective by identifying obstacles both
in the methodology and in Mathematics, especially those of epistemological and didactic
origins, that emerge during the application of Thought Experiments as a methodological
strategy. The theoretical foundations of this study include Peirce's semiotic concepts and
Brousseau's obstacles, considered as signs in this context. The research was conducted during
the classes of the course Mathematics School III, taught to Mathematics undergraduates at
UFJF. The proposal to use Thought Experiments as an additional resource proved to promote a
more contextualized and critical teaching approach, providing undergraduates with a dialectical

understanding of mathematical concepts.

Keywords: Thought Experiments. Didactic Obstacles. Teacher Education. Mathematics
Teaching.
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1 INTRODUCAO

A histéria da educag@o formal no Brasil comegou em 1549 com a chegada dos Jesuitas
ao pais, marcando o surgimento das primeiras institui¢des de ensino. Ao longo dos séculos,
diversos modelos e tendéncias educacionais foram se delineando, cada um com suas
caracteristicas e abordagens especificas. Um exemplo notdvel e duradouro na educagdo
brasileira ¢ a Tendéncia Liberal Tradicional, conforme ressaltado por Libaneo (2006). O autor
aponta que, nesse modelo educacional, os contetidos sdo delineados por legislagdes, conferindo
ao docente a responsabilidade de conduzir a aprendizagem de acordo com esses parametros.
Dentro desse contexto, o autor destaca que o professor desempenha o papel de detentor do
conhecimento, utilizando predominantemente a exposi¢ao oral para comunicar os conteudos
aos alunos, que assumem uma posi¢ao mais passiva como receptores das informagdes.

Além disso, Libaneo (2006) salienta que a abordagem tradicional enfatiza a
memoriza¢ao mecanica dos contetidos e a reprodugdo de informagdes. Segundo o autor, essa
énfase se justifica pela crenga de que a aprendizagem ¢ garantida por meio da repeticdao de
exercicios e do treinamento para aplicar respostas similares em novas situagdes. Mesmo
atualmente, observa-se a prevaléncia desse modelo em muitas instituigdes de ensino,
frequentemente sem a complementacdo de outras metodologias, devido a sua
institucionalizagdo e enraizamento (Silva et al., 2021). Entretanto, novas teorias e abordagens
pedagogicas tém sido propostas na tentativa de promover uma maior participacdo e
protagonismo dos alunos no processo de aprendizagem, além de valorizar o pensamento critico,
a criatividade e a autonomia dos estudantes.

As abordagens metodologicas empregadas no ensino de Matematica, especialmente
aquelas que se baseiam exclusivamente em uma Unica perspectiva, exercem um impacto
significativo. Conforme destacado por Miguel (1994), existem quatro paradigmas distintos na
Educacdo Matematica, cada um com concepgdes proprias. O autor descreve cada paradigma,
sendo o primeiro, caracterizado como a ciéncia do “anti-logos” (Miguel, 1994, p. 53), uma
abordagem que nega a razao e nao permite questionamentos. Nessa concepg¢ao, nao ha espago
para duvidas ou debates, apenas uma aceitacdo passiva do conhecimento imposto. O foco esta
exclusivamente na resolucao de problemas, sem explorar os processos subjacentes, o contexto
histérico ou promover uma reflexado critica sobre o conhecimento matematico.

O segundo paradigma, designado como ‘“concepcao light” por Miguel (1994, p. 54),
representa uma abordagem superficial e descomprometida com as necessidades sociais e

contextuais. Dentro dessa perspectiva, Miguel (1994) aponta que os contetidos sao apresentados
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de maneira desconexa, sem significado e valor, resultando em um ciclo de aprendizado que ndo
favorece a compreensao dos conceitos matematicos. O terceiro paradigma, identificado como
“mente-caixa registradora” (Miguel, 1994, p. 54), conduz os alunos a se tornarem meros
registradores de informacdes e técnicas, sem compreender o significado do que estdo
aprendendo. Essa abordagem, conforme o autor, prioriza exclusivamente a memorizacao € a
aplicagdo mecanica de formulas e procedimentos matematicos, sem estimular o pensamento
critico ou a habilidade de resolver problemas de forma contextualizada.

Por fim, o quarto paradigma, caracterizado por Miguel (1994) como a concepcao
tecnicista, simplifica a Matematica ao reduzi-la a um conjunto de féormulas e algoritmos
destinados a aplicagdo em momentos especificos. Essa abordagem desconsidera a relevancia
do entendimento conceitual e da contextualizacao dos conteudos, concentrando-se unicamente
em resultados praticos e imediatos. Diante disso, ¢ fundamental que os professores busquem
superar abordagens restritivas, adotando diferentes metodologias para cada fase do processo de
ensino.

Um exemplo que demonstra a relevancia de adotar novas abordagens ¢ o estudo
realizado por Duarte (2018). Essa pesquisa envolveu 157 estudantes de duas escolas
particulares em Belo Horizonte, incluindo alunos do 9° ano do ensino fundamental e do 1° ano
do ensino médio. Os resultados revelaram que 90,45% dos estudantes acreditam que a
metodologia empregada pelo professor pode influenciar de maneira significativa o sucesso ou
o fracasso escolar. Além disso, 83,44% dos estudantes consideraram o modelo tradicional de
ensino como 'desmotivador' e 'entediante', o que contribui para a dispersdo em sala de aula.

Esse modelo estritamente tradicional, em consonancia com os paradigmas da
Educagdao Matematica, pode ser metaforicamente comparado a uma gaiola que limita os
estudantes, privando-os da liberdade de explorar amplamente a realidade e identificar
problemas mais abrangentes (D’ Ambrosio; Lopes, 2015). Destacamos a necessidade premente
de reavaliar as praticas pedagogicas, proporcionando aos estudantes a oportunidade de
experimentar abordagens metodologicas complementares. Nesse sentido, o presente estudo,
conduzido no Programa de P6s-Graduagdao em Educacao Matematica da Universidade Federal
de Juiz de Fora (PPGEM/UFJF), tem como objetivo analisar as contribuicdes de uma
metodologia complementar, conhecida como Experimentos Mentais, na formagao inicial de um

grupo de licenciandos em Matematica.
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Com o intuito de alcangar esse objetivo, propomos investigar os obstaculos ',
especialmente aqueles de origem epistemoldgica e didatica, que surgem durante a aplicacio dos
Experimentos Mentais como estratégia metodoldgica. Esses obstaculos, considerados como
signos neste estudo segundo a semiotica peirceana, foram conceituados por Cornu (2002),
analisados por Brousseau (2002) e detalhados no terceiro capitulo desta pesquisa. Além disso,
salientamos que o cerne desta pesquisa ¢ a indagagdo: Como a utilizagdo dos Experimentos
Mentais no contexto da Educacdo Matematica influencia a formagao inicial de um grupo de
professores de Matematica?

Os experimentos mentais sdo amplamente reconhecidos por fildsofos, fisicos,
matematicos e outros pensadores, especialmente quando nao € viavel acessar diretamente um
objeto ou testa-lo empiricamente, como sera discutido no segundo capitulo deste estudo. Nesse
contexto, sdo criados cenarios hipotéticos que permitem a exploragdo de novas possibilidades
e o desenvolvimento de diferentes ideias. Um dos elementos fundamentais dos Experimentos
Mentais como metodologia de ensino de Matematica, conforme ressaltado por Cruz (2019),
reside exatamente na sua capacidade de conceber e explorar contextos imaginarios. O autor
destaca que, ao contrario das estruturas logicas, rigidas e tipicas da Matematica, geralmente
definidas em termos axiomaticos, formais e dedutivos, os Experimentos Mentais operam em
um espaco no qual a imaginagao e a intui¢do desempenham papéis cruciais.

Assim, dentro do amplo contexto de aplicacao dos experimentos mentais, destaca-se a
importancia dessa pratica no campo da Educacdao Matematica. Nessa area especifica, os
Experimentos Mentais emergem como uma metodologia que ndo apenas possibilita a
representacdo do objeto de conhecimento por meio de diagramas, mas também permite a
realizagdo de dedugdes, abdugdes e a verificacdo dos resultados dentro desses diagramas. O
proposito intrinseco ¢ transformar esses diagramas, resultando na obtenc¢ao de novos conceitos
e/ou generalizagdes (Cruz, 2024).

Adicionalmente, Cruz (2020a) ressalta que os Experimentos Mentais surgem como
uma metodologia que visa resgatar e reintroduzir praticas pedagdgicas fundamentadas em
experimentacao, analogia e no uso de metaforas no ensino da Matematica. O autor destaca que
essa abordagem tem como principio central a inser¢do do estudante como protagonista ativo e
construtor de seu proprio conhecimento, conferindo-lhe um papel essencial no processo de

aprendizagem. Ao enfatizar a criatividade como uma ferramenta crucial nesse processo, 0s

! Guy Brousseau (1933 - 2024) conduziu um estudo sobre os obstaculos na Matemética, denominando-os de
obstaculos didaticos. Nesta pesquisa, utilizamos o termo "obstaculos" para nos referirmos aos "obstaculos
didaticos".
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Experimentos Mentais buscam promover uma abordagem mais participativa no ensino da
disciplina, incentivando continuamente o aluno a se envolver em uma relagdo dialética com
conceitos e/ou objetos matematicos.

Essa abordagem metodologica tem suas bases na semiotica desenvolvida por Charles
Sanders Peirce (1839-1914), um renomado fildsofo, l6gico e matematico. Peirce propos que “A
Matematica ¢ o estudo do que é verdadeiro em estados hipotéticos das coisas. Essa ¢ sua
esséncia e defini¢do” (CP 4. 2331 tradu¢do nossa'). Dentro desse contexto, os Experimentos
Mentais ocupam uma posi¢do proeminente, proporcionando um meio de explorar e
compreender os aspectos hipotéticos da Matematica.

A relagdo entre a visdo de Peirce sobre a natureza da Matematica e os Experimentos
Mentais ¢ analisada de forma mais detalhada no segundo capitulo deste estudo. Nele,
apresentamos diferentes perspectivas sobre a Matematica, desde os tempos de Platdo e
Aristoteles até as correntes de pensamento influenciadas por eles, como o racionalismo e o
empirismo. Destaca-se também a posi¢do do filésofo Immanuel Kant, que inspirou Peirce e
transitava entre essas duas correntes filosoficas. Além disso, sdo enfatizadas as visdes de Ernst
Cassirer (2021), Otte (2012) e Peirce (2010), que convergem para conceber a Matematica como
um processo semidtico. A importancia desse conjunto de concepgdes sobre a natureza da
Matematica para este trabalho reside no fato de que os Experimentos Mentais se baseiam na
ideia de que a Matematica utiliza processos semioticos. A partir dessa premissa, adentramos no
estudo da semidtica de Peirce para compreender o que implica considerar a Matematica como
uma atividade semidtica, ou seja, como um raciocinio diagramatico. Dessa forma, conseguimos
estabelecer uma base solida para a conceituagdo dos Experimentos Mentais no contexto da
Educagdao Matematica, uma vez que o raciocinio diagramatico ¢ fundamental para a execugao
desses Experimentos.

A metodologia da pesquisa ¢ detalhadamente descrita no quarto capitulo, enquanto no
quinto capitulo realizamos a analise dos dados provenientes da aplicagdo de Experimentos
Mentais a estudantes de graduacao em Matematica. Além disso, como parte dos resultados desta
pesquisa, desenvolvemos um Produto Educacional composto por atividades pedagodgicas
elaboradas com base na metodologia dos Experimentos Mentais no contexto da Educacdo
Matematica.

Os resultados obtidos por meio desta pesquisa tém o potencial de oferecer

contribuig¢des relevantes para o cenario da educacao basica, pois repercutem na area de pesquisa

i Nas referéncias de Peirce, CP abrevia The Collected Papers of Charles Sanders Peirce (ver Peirce, 1931-1958).
A convengdo internacional é CP seguido pelo nimero do volume, ponto e o numero do paragrafo.
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educacional. Isso enriquece a compreensao sobre a utilizagdo dos Experimentos Mentais e seu

impacto na formacgao inicial de professores e no ensino da Matematica.
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2 MATEMATICA COMO ATIVIDADE SEMIOTICA: A NECESSIDADE DE
EXPERIMENTOS MENTAIS

Quem nunca cometeu erros? A propria nogao de erro carrega um receio paralisante,
pois pressupde a existéncia de apenas uma resposta correta e todas as outras incorretas. Essa
visdo reducionista e pejorativa pode levar o professor a buscar apenas respostas que se encaixem
em seu padrdo de aceitabilidade, punindo qualquer desvio. No entanto, ¢ essencial reconhecer
que até mesmo matematicos cometem erros. Nos, como professores, também erramos, assim
como os mais renomados pensadores que, ao longo dos anos, cometeram equivocos em
trabalhos célebres, como sera discutido no capitulo trés. Isso ocorre porque o conhecimento
matematico, assim como qualquer outro tipo de conhecimento, ¢ falivel.

Por tras de um erro pode haver um emaranhado complexo de fatores, conhecidos como
obstaculos, que permeiam a histéria do conhecimento matematico. Esses obstaculos podem ter
diversas causas, desde a forma como o conhecimento ¢ ensinado até o estagio de
desenvolvimento em que o aluno se encontra. Por isso, a preocupagao do professor ndo deve se
limitar a corrigir o erro, mas a identificar e superar os obstaculos que podem estar presentes
nesse erro. Esta pesquisa ndo se concentra no erro em si, mas nos obstaculos, compreendidos a
luz da semiodtica, como serd explorado no capitulo trés. Contudo, sem uma compreensao clara
do que ¢ a Matematica e do que ela trata, ndo conseguimos identificar o que constitui um
obstaculo matematico.

Do que se trata a Matematica? Por séculos, diversos estudiosos tém se dedicado a
questdes sobre a natureza da Matematica, incluindo filésofos como Platdo (428 a.C. - 327 a.C.),
Kant (1724-1804) e Peirce (1839-1914). O campo que se debruga sobre essas questdes €
conhecido como filosofia da Matematica, pois esta constantemente buscando elucidar aspectos
da propria Matematica, suas aplicagdes, a linguagem matematica e até mesmo nds proprios.
Uma tarefa intimidante [...]”” (Shapiro, 2000, p. 30).

Dessa forma, Shapiro (2000) argumenta que o fildsofo da Matematica se concentra em
responder a perguntas sobre o que ¢ a Matematica, como foi seu desenvolvimento, o que nos
permite entender a Matematica, compreender sua linguagem, ensina-la a outros e,
particularmente, como conhecer as referéncias que a Matematica faz a certos objetos especiais,
se ¢ que eles existem. Diferentes correntes filosoficas apresentam visdes sobre a natureza da
Matematica, como o realismo, o idealismo e o nominalismo. Shapiro (2000) explicita cada uma
delas: no realismo, acredita-se que existem objetos matematicos que independem de nos; no

idealismo, concebe-se que esses objetos existem, mas dependem da mente humana e nao da
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realidade fisica; j& o nominalismo ¢ uma corrente que nega a existéncia de entidades
matematicas.

Silva (2007) afirma que Platdo foi um filosofo idealista que concebia o mundo fisico,
acessado por meio dos sentidos, como uma copia imperfeita de um mundo com entidades
perfeitas, eternas e imutaveis, o mundo das Ideias. Dessa forma, o autor justifica que os objetos
matematicos, como nimeros e figuras geométricas, pertencem a um reino independente do
mundo fisico e do sujeito; isto €, mesmo que o mundo fisico ndo existisse, a Matematica ainda
existiria no mundo das Ideias, onde estao as esséncias puras. Assim, Silva (2007) explana que,
para Platdo, a Matematica se concentra nas formas e ndo nos ideais perfeitos que existem fora
do espago e do tempo, pois estes ndo sdo acessiveis pelos sentidos. Exemplos disso incluem
retas sem espessura, pontos adimensionais e circunferéncias perfeitas, que representam apenas
aproximacodes das formas puras.

Shapiro (2000) ilustra o conceito platonico ao considerar o teorema geométrico que
afirma que uma reta tangente a uma circunferéncia a toca em um tnico ponto. Para o autor, se
tentarmos representar isso no papel, mesmo com ferramentas avancadas ou um lapis muito
afiado, perceberemos que a reta ndo toca a circunferéncia em um Unico ponto, mas em uma
pequena regido (Figura 1). No entanto, isso ndo contradiz o teorema, e Platdo justifica essa
discrepancia argumentando que estamos apenas construindo aproximagdes tanto da
circunferéncia quanto da reta verdadeira, que existem no mundo das Ideias. Ele explica que os
gedmetras, por exemplo, utilizam figuras tendo em mente os originais dos quais essas figuras
sdo imagens: “fazem os seus raciocinios por causa do quadrado em si ou da diagonal em si, mas
ndo daquela cuja imagem tracaram, e do mesmo modo quanto s restantes figuras” (Republica'’,

V, 510d 6-9).

Figura 1 — Reta tangente a uma circunferéncia

Fonte: Shapiro, 2000, p. 79.

it O formato de citagdo das obras da Antiguidade niio segue as normas da ABNT. Ao fazer referéncia aos livros
de Platdo, ¢ comum destacar o livro em numerac¢do romana, seguido das paginas e dos paragrafos (a, b, ¢ ¢ d),
podendo acrescentar o nimero da linha.
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Dessa forma, de acordo com Brown (2011), existem varios ingredientes envolvidos no
platonismo, destacando-se: (1) os objetos matematicos existem de forma independente;
portanto, os enunciados matematicos sdo verdadeiros ou falsos, independentemente do nosso
conhecimento; (2) esses objetos sdo abstratos, existindo fora do nosso espago e tempo; (3) os
apreendemos por meio da mente; e (4) o conhecimento matematico é a priori, ou seja, nao
depende dos sentidos fisicos. A aceitacdo do reino das Ideias idealizado por Platdo ¢ baixa,
embora a “imagem da Matematica como uma ciéncia de um dominio fora desse mundo ao qual
ascendemos pelo pensamento ¢ ainda a ‘filosofia’ natural dos matematicos” (Silva, 2007, p.
43).

Aristoteles foi um dos fildsofos que se opOs a crenca no reino de entidades eternas
concebido por Platao. Conforme Silva (2007), para Aristoteles, os objetos matematicos, sejam
aspectos quantitativos ou geométricos, sao idealizados a partir dos objetos fisicos ou sdo apenas
uma ficcdo util, isto €, meras possibilidades. Além disso, o autor destaca que a Matematica
abstrai, ou seja, retira apenas algumas caracteristicas ou aspectos dos objetos, por exemplo,
abstrai-se da bola a forma geométrica aproximada da esfera e, a0 mesmo tempo, idealiza-se a
forma desconsiderando as diferengas entre elas. O acesso a esses objetos depende, de certa
maneira, dos sentidos humanos, pois sdo caracteristicas de objetos reais: “nds literalmente
vemos os objetos matematicos, grudados como uma pele aos objetos sensiveis” (Silva, 2007, p.
55).

Posteriormente, Platdo e Aristoteles desempenharam papéis significativos em duas
correntes filosoficas que surgiram na Europa no século XVII: o racionalismo e o empirismo.
Conforme Shapiro (2000), os herdeiros naturais de Platdo foram os racionalistas, como sugere
o proprio nome, uma vez que enfatizavam a razao em contraposi¢ao a experiéncia sensorial na
busca pelo conhecimento. Por outro lado, os empiristas fundamentavam-se nas experiéncias
proporcionadas pelos sentidos humanos, ou seja, no conhecimento adquirido por meio da
observa¢ao do mundo, o que remete a uma perspectiva aristotélica. Nessa visdo, “a nossa ideia
do niimero seis, por exemplo, vem da nossa experiéncia com grupos de seis objetos. A ideia de
‘triangulo’ vem de observar objetos triangulares” (Shapiro, 2000, p. 102).

Além disso, Shapiro (2000) enfatiza que tanto os racionalistas quanto os empiristas
reconhecem que a Matematica lida com magnitudes fisicas, ou seja, objetos com extensdo. No
entanto, o autor pontua que os racionalistas enfrentam o desafio de estabelecer uma relagao
entre as entidades matematicas e os objetos materiais ao nosso redor devido as discrepancias
existentes entre eles. Por outro lado, os empiristas ndo enfrentam essa dificuldade, pois ha uma

concordancia entre os objetos fisicos e a matematica derivada deles. Desse modo, evidenciam-
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se novamente outras caracteristicas herdadas das ideias e abordagens desenvolvidas por Platao
e Aristoteles, que influenciam o racionalismo e o empirismo.

No encontro entre as correntes racionalistas e empiristas, surge a figura do filésofo
Immanuel Kant (1724-1804), que adotou uma postura equilibrada, considerando tanto a razao,
com suas condi¢des a priori, quanto a experiéncia intuitiva. Kant categorizou os juizos em dois
tipos: analiticos e sintéticos. Os juizos, ou asser¢des, sdo declaracdes compostas por sujeito e
predicado, sendo o predicado aquilo que se afirma do sujeito.

Os juizos analiticos sdo aqueles nos quais o conceito do predicado ja esta contido no
conceito do sujeito. Dessa forma, eles sdo obtidos apenas por meio da andlise conceitual,
resultando em uma mera repeticao ou reafirmagao. Por exemplo, o juizo 'todo tridngulo tem trés
lados' ¢ analitico porque o conceito de 'trés lados' esta incluido no conceito de 'tridngulo’. A
defini¢do de triangulo implica a existéncia de trés lados, sem agregar nova informagao, apenas
reafirmando o que ja ¢ conhecido.

Por outro lado, o juizo sintético difere do analitico porque o conceito do predicado vai
além do conceito do sujeito e nao pode ser decomposto ou derivado deste ultimo. Por exemplo,
0 juizo 'a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ igual a 180° na geometria euclidiana' €
sintético, pois exige conhecimentos que ultrapassam a simples definicio de tridngulo. E
necessario realizar uma investigacdo geométrica para demonstrar essa propriedade, pois nao se
trata apenas de um rearranjo de conceitos.

Conforme Kant (B14)", a esséncia da Matematica ¢ sintética, ou seja, ela proporciona
novas verdades que extrapolam o que estd contido nos conceitos analisados. Além disso, ¢
considerada a priori, visto que, para ele, a Matematica ndo estd sujeita a experiéncia sensorial
do mundo. De acordo com Silva (2007), essa natureza ¢ paradoxal, pois nem os sentidos nem a
logica, fornecida pelos juizos analiticos, sdo suficientes para analisar as proposig¢des
matematicas. Para resolver esse dilema, Kant postula a existéncia de intui¢des puras, que sao
independentes dos sentidos, ndo empiricas e inatas a todos os seres humanos. Por exemplo, para
ele, o tempo e o espago sao formas puras de intuicdo que sao dadas a priori, razao pela qual
dispensam a experiéncia.

Isso é evidenciado quando Kant argumenta sobre a proposi¢io '7 +5=12". A
primeira vista, pode-se acreditar que essa proposi¢do ¢ analitica. No entanto, uma analise

meramente conceitual ndo € suficiente para produzir o resultado da adigdo igual a doze, pois

IV As citagdes das obras de Kant correspondem a forma recomendada pela Akademie-Ausgabe e adotada pela
Sociedade Kant Brasileira.
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nao ha nada nos conceitos de 'cinco' e 'sete’ que resulte no nimero doze, como menciona Silva
(2007). Kant (B16) afirma que, se observamos de perto, percebemos que “o conceito da soma
de 7 e 5 ndo contém nada mais do que a unificagdo de ambos os niimeros em um unico, pela
qual absolutamente nao se pensa qual seria esse Unico numero que reune ambos”. A solugdo
proposta por Kant € recorrer a representacdo dos conceitos de 5 e 7 por meio de uma intuigdo
pura.

Silva (2007) explica que, para Kant, nossa imaginacdo busca exemplos de conceitos
numéricos por meio da intuicdo temporal. Por exemplo, o nimero sete € representado por uma
sequéncia com sete instantes no tempo, ou entdo, espacializamos a representagao utilizando
uma sequéncia de sete pontos. E comum observarmos que as criangas representam essa adigao
utilizando os dedos das maos. Primeiramente, uma das parcelas a ser somada ¢ representada
com sete dedos e, em seguida, cada uma das unidades da segunda parcela ¢ adicionada
utilizando os dedos restantes.

Shapiro (2000, p. 115) argumenta que “necessitamos de um exemplo de uma colecdo
de cinco objetos. Isto, todavia, ndo ¢ suficiente, visto que ainda ndo temos a soma. Entdo
‘gradualmente adicionamos, ao conceito de sete, as unidades dos cinco dados na intuicao’”.
Assim, sdo produzidos os demais niimeros, como sete, oito, € assim por diante, até chegarmos
ao onze e ao doze. Esse conceito construido ndo estd contido na proposicao, sendo a intui¢do
pura responsavel pela descoberta das possibilidades dessa atividade construtiva, o que torna a
Matematica essencialmente uma atividade de constru¢ao mental (Shapiro, 2000). Dessa forma,
0s objetos matematicos, para Kant, sdo construidos no intelecto do sujeito por meio da intui¢ao
pura e sdo acessados por meio de suas representacdes, pois, “nds ndo podemos pensar linha
alguma sem desenha-la em pensamento; ndo podemos pensar circulo algum sem delined-lo”
(Kant, B155).

Para Otte (2012), professor emérito da Universidade de Bielefeld (Alemanha), o
conhecimento matematico ndo estd exclusivamente na mente do sujeito. Em vez disso, Otte
(2012, p. 13) concebe o conhecimento como “um processo semidtico que envolve o proprio
sujeito”. Segundo sua perspectiva, a transformagao da percepcao em cognigao so6 € possivel por
meio de simbolos, estabelecendo assim uma mediagao entre a sensagdo consciente e a reagao

objetiva. Essa intera¢do ocorre por meio de representagdes, ou seja,

O pensamento ocorre por sinais e por representacdes, ao invés de ser por meio de
imaginagdes ou intui¢des, que procuramos dentro de nossas cabecas. Isso ndo
significa que o reconhecimento consciente e a atividade intuitiva sejam dispensaveis.
Significa apenas que eles tém que ser considerados como meios e instrumentos da
atividade cognitiva, ao invés de como seus fundamentos (Otte, 2012, p. 15).
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Ernst Cassirer (1874-1945), filésofo alemao, observa que "o conhecimento humano ¢é
por sua propria natureza um conhecimento simbdlico" (Cassirer, 2021, p. 96). Cruz (2018, p.
21) corrobora essa visao, afirmando que "as coisas no mundo sao essencialmente de dois tipos:
objetos e simbolos". Essa perspectiva do conhecimento como um processo simbdlico esta
alinhada com as ideias de Charles Sanders Peirce, que desenvolveu uma teoria abrangente do
estudo dos signos.

Peirce (2010, p. 195) conceitua a Matematica como ““a ciéncia que extrai conclusodes
necessarias”, uma defini¢do herdada de seu pai, Benjamin Peirce (1809 - 1880), e também como
"o estudo do que é verdadeiro quanto ao estado de coisas hipotético" (CP 4.233)%. Campos
(2007) cita as seguintes caracteristicas desse estado hipotético: (1) € um conjunto de situagdes
ou um mundo matematico perfeitamente definido e geral; (2) ¢ um mundo real no sentido de
que podemos trazé-lo ao campo de acdo da imaginag¢do, no qual nada se esconde; (3) o conjunto
de situagdes ndo corresponde a nenhum estado que exista na natureza; (4) mesmo sendo
situagdes imaginarias, podem ser compreendidas pela reflexdo, pois sdo delimitadas
logicamente, ou seja, existem regras que governam esse mundo; (5) as verdades matematicas
sdo consequéncias possiveis de uma hipotese. Dessa forma, as hipoteses matematicas gerais sao
constru¢des mentais que existem em uma realidade propria, independente da experiéncia, mas
regidas pela légica.

De acordo com Campos (2007, p. 85), esse mundo hipotético citado por Peirce pode
ser representado por meio de um diagrama cujo objetivo principal “ndo € o ato de desenhar uma
figura geométrica ou escrever uma expressao algébrica; na verdade, ¢ o ato de imaginar uma
representacdo que incorpore a relacdo entre objetos que se sustentam em nosso mundo
puramente hipotético”. Assim, diferentemente de Platdo, Aristoteles e Kant, a visdo de Peirce
sobre a Matematica ¢ que ela se desenvolve por meio de diagramas, sendo essencialmente uma
atividade semiotica. Isso quer dizer que a Matematica constréi diagramas, faz experimentagdes
sobre eles e observa os resultados. Nessa concep¢ao, a Matematica € uma pratica que envolve
a imaginagao de situagdes hipotéticas e a busca pela verdade sobre essas situagdes, visando
explorar os diversos mundos possiveis (Campos, 2007).

Diante da variedade de interpretacdes sobre a natureza da Matematica e a questao de
onde residem seus objetos, caso existam, optaremos por adotar a perspectiva semiotica da
Matematica, conforme estudada por Peirce. A razdo por trds dessa escolha reside na
consideracdo da Matematica como um raciocinio diagramatico, uma abordagem que

fundamenta os Experimentos Mentais no ambito da Educacdo Matematica. Dessa forma,
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aprofundaremos a analise da teoria semidtica de Peirce para estabelecer uma compreensao mais

precisa e conceitual do raciocinio diagramatico e dos Experimentos Mentais.

2.1 SIGNOS NA TEORIA DE CHARLES SANDERS PEIRCE

Embora existam atualmente vérias linhas de pesquisa em semidtica, foi apenas no
século XX que a perspectiva de “uma ciéncia dos signos, da significacdo e da cultura”
(Santaella, 2018, p. XV) se tornou amplamente reconhecida. Uma dessas correntes foi
desenvolvida por Charles Sanders Peirce (1839-1914), um filésofo, cientista e matematico
nascido em Cambridge (EUA). Essa corrente tem suas bases na fenomenologia, que ¢ definida
como “[...] o total coletivo de tudo o que esta de alguma forma ou em algum sentido presente
na mente, independentemente de corresponder ou ndo a qualquer coisa real”3 (CP 1.284,
tradugao nossa).

Na semidtica desenvolvida por Peirce, signo ¢ “aquilo que, sob certo aspecto ou modo,
representa algo para alguém. [...] O signo representa alguma coisa, seu objeto. Representa esse
objeto ndo em todos os seus aspectos, mas como referéncia a um tipo de ideia” (Peirce, 2010,
p. 46). Dessa forma, um simples gesto de despedida ¢ um signo, pois indica que a pessoa se
retirard do local. Além disso, podemos afirmar que um grito, um sinal feito com a intengdo de
fazer um Onibus parar, um livro, uma pintura, uma fotografia, uma palavra, uma musica etc.,

sdo todos signos nessa concepgdo. Segundo Santaella:

Qualquer coisa que esteja presente a mente tem a natureza de um signo. Signo é aquilo
que da corpo ao pensamento, as emogdes, reagdes etc. Por isso mesmo, pensamentos,
emocdes e reagcdes podem ser externalizados. Essas externalizagdes sdo tradugdes
mais ou menos fiéis de signos internos para signos externos (Santaella, 2018, p. 10).

Conforme destacado por Santaella (2018), um signo ¢ uma entidade de qualquer
natureza que representa um objeto, seja ele fisico ou abstrato, e provoca um efeito
interpretativo. Ele € algo que se apresenta a mente e estabelece uma ligagao entre o objeto que
representa e o interpretante. Por um lado, o signo ¢ determinado pelo seu objeto e, por outro,
ele determina uma mente, denominada interpretante, como delineado por Peirce (2010). Nesse
sentido, o signo possui uma relagdo triadica, o que significa que ele pode ser compreendido por
si s, em relacdo ao que indica (seu objeto) e nas interpretacdes que pode provocar nas pessoas

(Santaella, 2018).
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Voltemos ao exemplo do grito como um signo. Quando alguém emite um grito, produz
um som que pode indicar diferentes estados emocionais, como perigo, felicidade ou dor. Esses
estados emocionais sdo os possiveis objetos representados pelo grito, ou seja, constituem o
conteudo transmitido pelo grito. De acordo com Santaella (2018), a reagdo de alguém correr
para ajudar a pessoa que gritou ou expressar alegria ao gritar junto com ela ocorre devido ao
efeito interpretativo gerado no intérprete.

Também podemos considerar uma situagdo em uma sala de aula. Quando um professor
desenha uma figura na lousa, como exemplificado na Figura 2, o aluno ¢ capaz de reconhecé-
la observando suas caracteristicas, como o numero de lados, vértices e angulos. Conforme
mencionado por Cruz (2018), esse signo visual criado pelo professor representa um conceito
matematico abstrato, conhecido como quadrilatero, que provoca um efeito interpretativo no

aluno, permitindo que ele identifique a figura como um quadrilatero.

Figura 2 — Representagao de um quadrilatero

A D

B c
Fonte: Produzido pela autora, 2023.

No entanto, de acordo com Cruz (2019), para que um intérprete possa reconhecer a
representacao de um objeto, ¢ necessario que ele ja possua um conhecimento prévio sobre o
objeto em questdo. Em outras palavras, o objeto deve ter uma relevancia ou significado pré-
existente para o intérprete. Assim, sem a atuagdo interpretativa, o proprio signo perde seu
significado intrinseco. E de extrema importancia que haja um sujeito epistémico, “responsavel
por interpretar representacdes internas baseadas em interesses, propoésitos, crencas, valores,
emocdes e fatores como seu mundo proprio, ambiente e estado neurofisioldgico” (Hoffmann,
2013, p. 118). Nesse contexto, o papel do signo se revela crucial, pois, como salientado por

Cruz:

[...] o signo é uma relag@o de representacdo, ou seja, o sinal media a relagdo entre os
objetos e o interpretante. Mais uma vez, ele [Peirce] oferece uma triade e distingue
entre os sinais: o representamen, o sinal; o interpretante, o sentido ou significado feito
pelo sinal, seja imediato (o significado ¢ o sinal), dindmico (o significado ¢ um efeito)
ou final (sentido normativo/ideal); e o objeto, representado pelo sinal, seja imediato
(o objeto é representado no sinal) ou dindmico (o objeto real) (Cruz, 2018, p. 29).
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Segundo Peirce (2010), o ato de representar envolve assumir o lugar de algo, o que
implica que individuos como advogados, porta-vozes ou deputados podem ser considerados
como se estivessem desempenhando o papel de outra entidade. De maneira similar, os signos
assumem as caracteristicas de um objeto para ocupar seu lugar. Para representar um objeto,
utiliza-se um representdmen (um sinal). No entanto, € crucial observar que o signo nao substitui
completamente o objeto, uma vez que ndo consegue abarcar todas as suas caracteristicas de
maneira abrangente (Peirce, 2010).

Conforme discutido por Noth e Santaella (2017), a palavra "pato", por exemplo, ¢ um
signo porque representa algo para alguém. No entanto, eles ressaltam que nem a palavra nem a
representacdo visual podem substituir integralmente um pato real, que possui qualidades
distintas, como a capacidade de voar e nadar. O artista René Magritte (1928), renomado
desenhista, ilustrador e pintor belga associado ao movimento surrealista, explorou essa nogao
de representacdo em sua icOnica obra intitulada "A Traicdo das Imagens" (Figura 3). Ao
examinarmos essa obra, deparamo-nos com a imagem de um cachimbo, acompanhada pela
inscrigdo: "Isto ndo ¢ um cachimbo". Essa declara¢ao questiona diretamente a no¢do de que a

representacao visual do objeto seja equivalente ao objeto em si.

Figura 3 — Obra do artista René Magritte

Leci nest pas une fufie.

an

Fonte: Magrite, 1929.

Peirce também aborda o conceito de objeto imediato, que € "tal como o proprio signo o
representa" (Peirce, 2010, p. 177), indicando que o objeto esta intrinsecamente ligado ao signo.
Em contrapartida, o objeto dindmico ¢ aquilo que "o signo nao pode exprimir, que ele pode
apenas indicar" (Peirce, 2010, p. 177), pois o objeto esta externo ao signo. Além disso, o termo
"imediato" ¢ utilizado porque nossa Unica conexdo com o objeto dindmico ¢ mediada pelo
objeto imediato, uma vez que nossa interagdo com o que consideramos realidade sempre ocorre
por meio de signos (Santaella, 2018). Por exemplo, a fotografia de uma cidade representa um

objeto imediato, enquanto a propria cidade em sua existéncia ¢ o objeto dindmico. Da mesma
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forma, um concerto musical assistido pela televisao € um objeto imediato, enquanto o show ao
vivo constitui o objeto dinamico.

Na teoria semidtica de Peirce, o interpretante ¢ categorizado em trés tipos: imediato,
dinamico e final. O interpretante imediato refere-se ao potencial interpretativo do signo,
enquanto o interpretante dindmico diz respeito ao efeito produzido em um intérprete especifico.
Além disso, o interpretante final € descrito por Peirce como “aquilo que finalmente se decidiria
ser a interpretacao verdadeira se se considerasse o assunto de um modo tdo profundo que se
pudesse chegar a uma opinido definitiva” (Peirce, 2010, p. 164, grifo do autor), ou seja, o
interpretante final representa o resultado que todos os intérpretes deveriam alcangar de maneira
coletiva. Contudo, dado que isso ndo ¢ possivel, o interpretante final ¢ meramente um limite
imaginario, nunca plenamente atingido (Santaella, 2018).

Desse modo, conforme argumenta Otte (2012), ndo existe um significado definitivo para
qualquer coisa, uma vez que todo o nosso raciocinio ¢ essencialmente uma interpretacdo de
signos, gerando novos signos em um ciclo infinito. Peirce (2010, p. 74) aborda esse processo,
chamado de semiose, ao afirmar que um signo ¢ “qualquer coisa que conduz alguma outra coisa
(seu interpretante) a referir-se a um objeto ao qual ela mesma se refere (seu objeto), de modo
idéntico, transformando-se o interpretante, por sua vez, em signo, € assim sucessivamente ad
infinitum”. Essa perspectiva nos leva a uma visao evolutiva do conhecimento, em que ocorre
uma continua transformagdo das representagdes, permitindo interpretacdes das proprias
interpretagdes (Monteiro, 2021).

Assim, ao examinarmos o grafico na Figura 4, identificamos a representacdo de uma
funcdo afim. Iniciamos um processo de semiose, gerando novos signos, ao compreender a
estrutura da fungdo f: R — R, definida como f(x) = ax + b, em que ae b sdo numeros
reais e a # 0. Nesse contexto, o coeficiente a representa a inclinagdo da reta em relagdo ao
eixo x, também conhecido como coeficiente angular, enquanto b é o coeficiente linear,
correspondendo a ordenada do ponto de intersecdo com o eixo y.

Desse modo, para o grafico abaixo, encontramos f(x) = 2x + 3, pois a reta passa
pelos pontos 4 (0,3) e B (—1,1). O coeficiente linear ¢ igual a 3, e o coeficiente angular ¢é

Ay  1-3 -2

calculado como it 2. Além disso, é possivel explorar o crescimento ou

decrescimento da fun¢do, sua imagem e dominio. Também podemos abordar a fungdo afim

como uma transformag¢ao de R® — R" dotipo X = AX + B, em que A é uma matrizn X n
X1

com entradas reais e determinante ndo nulo, B é um vetor coluna fixo e X =| : |. No caso
Xn
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proposto, utilizamos n = 1, A= [a] # 0 e x » ax + b (Medeiros, 2021). Com isso,
estamos constantemente interpretando interpretagdes, comecgando pelo primeiro signo dado, o

que demonstra um continuo processo de semiose.

Figura 4 — Funcdo afim

3 5 n 3 / 1 0 ) 2 3 4 5 3
-

Fonte: Produzido pela autora, 2023.

Noth e Santaella (2017) explicam que o processo interpretativo ocorre em diferentes
niveis e esta intrinsecamente ligado & maneira como o signo representa o objeto. Por exemplo,
ao examinar a Figura 5(a), ¢ imediatamente possivel perceber um efeito interpretativo primario
que indica a unido de trés arcos (interpretante imediato), uma vez que esse sentido esta contido
no proprio signo. No entanto, essa mesma representacdo pode gerar outro efeito interpretativo
em um intérprete especifico (interpretante dinamico), sugerindo a presenca de semelhangas com
triangulos, ja que possui trés vértices, trés angulos internos e trés lados. Como resultado, o
objeto retratado na Figura 5(a) pode estar relacionado ao conceito de triangulos na geometria

esférica, conforme ilustrado na Figura 5(b), o que constitui o interpretante final (Cruz, 2022).

Figura 5 — Unido de trés arcos e/ou tridngulo da Geometria Esférica?

(a) (b)
Fonte: Produzido pela autora, 2022.

Conforme Lafuente (2016), podemos conceber que o interpretante imediato abarca todo

o conhecimento disponivel acerca de um objeto, isto €, a totalidade das informagdes a respeito
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da Figura 5(a) at¢ o momento. Em contrapartida, o interpretante dinamico representa uma
parcela desse conhecimento, contida no signo e acessivel a um intérprete especifico. Enquanto
1sso, o interpretante final corresponde a finalidade subjacente a essa representagdo,
possivelmente relacionada ao tridngulo na geometria esférica, como retratado na Figura 5(b)
(Lafuente, 2016). Além disso, podemos identificar o objeto imediato como a representacdo do
triangulo (Figura 5(b)), ao passo que o tridngulo em sua concep¢ao idealizada constitui o objeto
dinamico.

A representacao do tridngulo da geometria esférica na Figura 5(b) exemplifica um tipo
de signo denominado icone, devido a sua semelhanca com o objeto matematico abstrato
conhecido como tridngulo. Quando nos referimos a esse objeto, empregamos indicadores como
"triangulo ABC". Esta maneira de fazer referéncia a um objeto especifico, que ndo apenas se
assemelha, caracteriza um signo chamado indice. Por outro lado, ao mencionarmos "triangulo
esférico", utilizamos um simbolo, ou seja, uma ideia geral que faz com que o simbolo seja
interpretado de forma a significar o objeto.

Santaella (2018) explora o conceito de que, entre as inumeras propriedades que as coisas
possuem, trés delas conferem a elas a capacidade de desempenhar o papel de signos: sua
qualidade, existéncia e carater de lei. Assim, ha trés categorias de relagdo que um signo pode
estabelecer com seu objeto. Peirce considera essa relagao triddica fundamental para o processo

de raciocinio, sendo o primeiro aspecto:

[...] o signo diagramatico ou icone, que ostenta uma semelhanca ou analogia com o
sujeito do discurso; o segundo ¢ o indice que, tal como um pronome demonstrativo
ou relativo, atrai a aten¢do para o objeto particular que estamos visando sem descreveé-
lo; o terceiro (ou simbolo) é o nome geral ou descri¢do que significa seu objeto por
meio de uma associagcdo de ideias ou conexdo habitual entre o0 nome e o carater
significado (Peirce, 2010, p. 10).

Noth e Santaella (2017) discutem que, de maneira semelhante a gramatica, em que
palavras que se referem a categorias gerais sdo chamadas de substantivos comuns, na semidtica,
um signo que representa um objeto geral ¢ denominado simbolo. Quando ha a necessidade de
especificar algo dentro dessa categoria, na lingua portuguesa utilizamos substantivos proprios,
enquanto na semidtica empregamos indices. Além disso, ao atribuirmos caracteristicas a
substantivos, utilizamos adjetivos como "bonito", "alegre" ou "redondo". Os autores destacam
que, para Peirce, signos que representam qualidades sdo chamados de icones; por exemplo, uma

imagem representa qualidades como cores etc.
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Nesse sentido, conforme Santaella (2018, p. 20), “o icone sugere através de associacdes
por semelhanca e o indice indica através de uma conexdo de fato, existencial, o simbolo
representa através de uma lei”. Para compreender essa relagdo triadica definida por Peirce,
considere a imagem de uma arvore. Essa representacdo possui semelhancas e qualidades
relacionadas a arvore concreta, tornando-se um icone. As folhas que caem ao chdo indicam a
existéncia de uma arvore, sendo, portanto, signos indiciais. Por outro lado, ao ouvirmos a
palavra "arvore", nossa mente pode associar ideias que se referem a algo com folhas, tronco e
galhos, criando uma representacao mental do signo. Essa associag¢ao especifica ¢ um simbolo.

Os icones, indices e simbolos desempenham um papel frequente na Matematica, como
observado por Cruz (2019). Em sua argumentacao, ele ressalta que todas as letras empregadas
na algebra funcionam como indices, enquanto os diagramas algébricos e geométricos atuam
como icones. Tomemos a Figura 4 como exemplo: identificamos essa representagao como um
icone que simboliza uma fung¢ao afim (simbolo); sua formalizagdo, f(x) = 2x + 3, também
¢ um icone. Poderiamos representd-la como a fun¢do f, que segue uma regra de formacgao
especifica. A Figura 2, por sua vez, exibe um quadrilatero, que se configura como um icone
devido a sua semelhanga com o conceito matematico de quadrilatero. A palavra "quadrilatero”
assume o papel de simbolo, evocando uma associacdo geral de ideias que leva o intérprete a
conceber uma figura plana com quatro lados, angulos e vértices. Ao mencionarmos um objeto
especifico, podemos fazé-lo por meio da expressao "quadrilatero ABCD".

Além disso, os simbolos podem ser utilizados como argumentos, conforme definido por
Peirce (2010, p. 29), sendo “um signo que representa distintamente o interpretante, denominado
de sua Conclusao, que ele deve determinar”. Isso implica que um argumento ¢ composto por
uma conclusdo e por premissas, sendo estas os elementos restantes quando a conclusdo ¢
removida. Peirce destaca que existem trés tipos de argumentos: indu¢ao, dedugdo e abducao.

A indugdo, conforme descrita por Peirce (2010), ¢ um processo de verificagdo
experimental de uma teoria especifica. Neste método, a conclusao ¢ considerada aproximada,
J& que ¢ resultado de um processo de inferéncia. Um exemplo disso é quando ha um galpao
contendo varios sacos de feijao. Ao abrir um dos sacos e retirar um punhado, observa-se que
todos os graos sdo pretos. A partir dessa observagdo experimental, € possivel inferir que todos
os feijoes daquele saco possuem coloragdo preta.

Por outro lado, a deducdo, segundo Peirce (2010), envolve a anélise do estado das coisas
presentes nas premissas. Um diagrama ¢ entdo elaborado, revelando relagdes que podem nao
ter sido explicitamente indicadas inicialmente. A dedugdo conclui que essas relagcdes sempre

existiram, pelo menos em certos casos, desenvolvendo assim as consequéncias de uma hipdtese.
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Em consonancia com Santaella (2018, p. 18), um diagrama “representa seu objeto por
similaridade entre as relagdes internas que o signo exibe e as relagdes internas do objeto que o
signo visa representar”. Para a autora, um exemplo seria o mapa do metrd de Londres, que ¢
um diagrama devido a semelhanga das relagdes internas com o objeto representado, nao se
restringindo apenas a aparéncia. Isso esta alinhado com o entendimento de Peirce (2010, p. 66),
no qual ele esclarece que “muitos diagramas nao se assemelham, de modo algum, com seus
objetos, quanto a aparéncia; a semelhanca entre eles consiste apenas quanto a relagdo entre suas
partes”.

Por exemplo, considere o seguinte problema representado por um diagrama algébrico:
Em um restaurante, ha 12 mesas, todas ocupadas. Algumas mesas tém 4 pessoas, enquanto
outras tém apenas 2 pessoas, resultando em um total de 38 fregueses. Precisamos determinar o
numero de mesas ocupadas por apenas 2 pessoas. Este problema pode ser representado pelo

sistema de equagoes:

{4x+2y=38
x+y=12

No qual x representa o numero de mesas ocupadas por 4 pessoas e y representa o
numero de mesas ocupadas por 2 pessoas. Este diagrama nao se assemelha ao objeto original
em termos de aparéncia, mas sim nas relagdes entre suas partes. Uma abordagem alternativa
para resolver o problema ¢ desenhar 12 mesas, cada uma com 4 pessoas, totalizando 48 pessoas.
Em seguida, subtraimos 2 pessoas de 5 mesas, ou seja, 10 pessoas, para obter o total desejado
de 38 fregueses. Assim, concluimos que ha 5 mesas ocupadas por apenas 2 pessoas.

Peirce (2010) também identifica dois tipos de dedugdes: as necessarias, que podem ser
classificadas como ilativas ou teorematicas, e as provaveis. No primeiro caso, premissas que
sao verdadeiras levam a conclusdes também verdadeiras. Nas deducdes ilativas, a conclusao de
um argumento ¢ apresentada em um diagrama e, por meio de mera observagao, a verdade da
conclusdo ¢ comprovada. Por outro lado, a deducdo teorematica implica a modificacdo do
diagrama original, validando a verdade da conclusdo por meio da observacdo do diagrama
alterado. Por fim, as dedugdes provaveis estdo relacionadas a razdes de frequéncia (Peirce,
2010).

A abdugdo, também conhecida como retrodu¢do, envolve a investigacdo de fatos para
formular uma hipotese provisoria, uma teoria que possa explicar esses fatos. Segundo Peirce
(2010), € o unico tipo de raciocinio que introduz uma nova ideia. Consequentemente, “dedugdo

prova que algo deve ser; a Indugao mostra que alguma coisa € realmente operativa; a Abdugao
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simplesmente sugere que alguma coisa pode ser” (Peirce, 2010, p. 220). Portanto, qualquer
forma de raciocinio que ndo se encaixe na indug¢do nem na dedugdo deve ser classificada como
abducao, uma vez que, segundo Peirce, existem apenas trés formas de raciocinio.

A concepgao de abdugao pode parecer ampla e complexa, mas o que Peirce deseja

comunicar € que:

Em outras palavras: os argumentos abdutivos formulam sinteticamente explicagdes,
tentativas para todas as situa¢des na ciéncia ou fora dela que, sem eles, permaneceriam
como fatos inexplicaveis. Em palavras mais simples ainda: diante de algo que nos
surpreende, a abdug@o é o processo pelo qual brota, engendra-se uma hipotese ou
conjectura. Esse processo ou raciocinio tem a forma de uma inferéncia logica, isto é,
de um argumento fragil, ao mesmo tempo em que nasce no flash de um insight. Uma
inferéncia que ¢ simultaneamente um insight. Eis ai o n6 da questdo (Santaella, 2004,
p. 102).

No entanto, ¢ possivel identificar certas problematicas no conceito abdutivo de Peirce.
Segundo Hoffmann (2006), qualquer percep¢do poderia ser potencialmente vista como uma
abducdo. Ela argumenta que essa abordagem poderia ser considerada uma simples operagao
logica, mas ndo ha como derivar uma hipdtese genuinamente nova por meio de inferéncia
logica. Hoffmann (2006) também destaca a incerteza quanto ao que exatamente a abdugdo
realiza e se a geragdo de uma ideia nova e a formulagdo de uma hipotese explicativa sao
processos idénticos, ja que € possivel que a segunda ocorra sem a necessidade de criar a
primeira. Além disso, a autora aponta que nao esta claro se a novidade da ideia gerada se aplica
somente a pessoa que a formula ou a sociedade como um todo. Diante dessas complexidades,
a definicao de abducao proposta por Peirce pode se expandir para englobar seis formas distintas,

como ilustrado no Quadro 1.

Quadro 1 — Formas de abducao

Se "ideia" significa a perspectiva

Se "ideia" significa algo que pode sobre dados, ou sobre uma

ser representado por um simbolo

. . ~ representacio Transformagdo
singular (Com base na reificagdo) pr ¢ ( ¢
teorica)
ma explicagdo & ivel Identifican

Se uma CXplICagao ¢ possivel a0 de ca do Mudanga de Gestalt

fazer referéncia a uma ideia que ja Abdugao (b)

existente em nossa mente (a)

e e i e €

p ’ que J Reificadora Analédgica Teorica Analdgica

parte do conhecimento de nossa

cultura ©) (d)

. Sy i Abducdo Abdugio
Se criarmos uma ideia que ¢ . oy . L
Reificadora criativa tedrica criativa
completamente nova ©) )

Fonte: Hoffmann (2006, p. 9, traduc¢do nossa).
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Cruz (2022) exemplifica cada uma das seis formas de abdu¢do mencionadas. A forma
de abdugao (a) ocorre quando ouvimos a palavra "tridangulo" e instantaneamente formamos uma
imagem mental de um triangulo equilatero. A mudanga de forma (b) esté relacionada a figuras
ambiguas, nas quais diferentes perspectivas de observacao revelam formas distintas, alinhando-
se diretamente aos principios da Teoria da Gestalt (Figura 6). A abducao reificadora analdgica
(c) pode ser compreendida ao considerarmos o conceito geral de um triangulo na Matematica,
Jja& que representamos somente alguns casos particulares. A abdugdo teodrica analogica (d)
encontra seu exemplo na estimativa realizada por Tales de Mileto da altura de uma piramide,

relacionando as sombras da estaca e da pirdmide.

Figura 6 — Rosto ou calice?

Fonte: Site o que € o que, 2023*.

A abdugdo reificadora criativa (e) materializa-se quando, por exemplo, matematicos
desenvolvem o conceito de uma bola aberta com centro em a e raio r > 0. Isso equivale ao
conjunto B(a,r) dos pontos de um espaco métrico M nos quais a distancia até o ponto a é
menor que 7. Por outro lado, a bola é considerada fechada quando essa distancia é menor ou
igual a r, e é denominada esfera quando a distancia é exatamente igual a r (Lima, 2011).
Assim, estabelecendo uma métrica, uma bola aberta pode ser interpretada como o interior de
um quadrado com centro em a e raio com comprimento de 2r, de um circulo com centro em a
e raio r, entre outras configuracdes. Por ultimo, a abducdo teorica criativa (f) pode ser
exemplificada ao considerarmos o contexto dos niimeros complexos, no qual i = —1.

Consideremos um exemplo a fim de identificarmos a triade do raciocinio: dedugao,
inducdo e abducgdo. Ao analisarmos a seguinte afirmacdo: se o tridngulo ABC ¢ retangulo, em
que h ¢é a hipotenusa e b e ¢ sdo os catetos, entio h> = b% + c?, percebemos que se trata de
um argumento com a premissa “o triangulo ABC ¢é retangulo, em que h ¢ a hipotenusa e b e ¢
s30 os catetos” e conclusio “h? = b% + ¢*”. Neste exemplo, é possivel aplicar a indugio, isto
¢, partimos de casos especificos para estabelecer uma relagcdo geral. Consideremos tridngulos

retangulos com lados medindo (5, 4, 3), (10,8, 6), (15,12,9), etc., de forma que h, b ¢ c sdo,
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respectivamente, a hipotenusa e os catetos, isto &, (h, b, ¢). Verificamos que 5 = 4% + 32,
10% = 8% + 62,15% = 122 + 92 ¢ assim por diante. Logo, poderiamos inferir que h* =
b* + ¢

Além disso, podemos elaborar um diagrama da premissa (Figura 7 (a)) para perceber
relagdes que nao estdo explicitas, como a constru¢do de quadrados nos catetos e na hipotenusa

do triangulo (Figura 7 (b)).

Figura 7 — Dedugdo do argumento

20
/
0

(a) (b) (©)
Fonte: Produzido pela autora, 2023.

Por outro lado, aplicar uma abdugdo ao argumento em questao visa examinar os fatos
presentes na premissa e elaborar uma teoria explicativa. Nesse sentido, comecamos construindo
um quadrado na hipotenusa do tridngulo, estendendo os catetos com semirretas e tracando duas
retas paralelas aos catetos através dos vértices do quadrado construido, como ilustrado na Figura
7 (c). Desse diagrama, concluimos que (b + ¢)? = 4% +h%?= b%*+ 2bc+c? = 4% +h?=>
b? + ¢ = h?* (Cruz, 2022).

O método de raciocinio matematico utilizado para este e outros resultados ¢ conhecido
como raciocinio diagramatico, sendo considerado como "o unico raciocinio fértil" (CP 4.571).
Nesse processo, Peirce (2010, p. 216) discute que “construimos um icone de nosso estado de
coisas hipotético e passamos a observa-lo. Esta observacao leva-nos a suspeitar que algo ¢
verdadeiro, algo que podemos ou nao ser capazes de formular com precisdo, € passamos a
indagar se ¢ ou ndo verdadeiro”. Segundo Peirce, um "estado de coisas hipotético" representa
um mundo matematico com uma descricdo perfeitamente definida e geral, ndo referente a
estados existentes na natureza, mas sim imaginario, ou seja, uma ciéncia do possivel que

explora um caso sob circunstancias hipotéticas (Campos, 2007).
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Esse mundo matematico puramente hipotético pode ser visualizado e explorado por
meio de diagramas, utilizando o raciocinio diagramatico. Esse método ndo se limita a uma
simples visualizagdo mental, mas ocorre por meio da manipulacdo e experimentagdo com
diagramas. O processo de raciocinio diagramatico € composto por trés etapas, conforme Peirce:
(1) construir uma representagdo, (2) experimentar essa representacdo e (3) observar os

resultados, como ilustrado na Figura 8.

Figura 8 — O processo do raciocinio diagramatico
DIAGRAMATICO

definido por

/F‘rumeura SEQ||maa Tercmra\

. observando
Experimentando
/ com este diagrama \

o que a necessidade para
depende de . uma analise do os resultados de
problema ou conhecimento

Seu resultado é
determinado por
regras de

Suas possibilidades sdo
constatadas pelos
meios avaliados em

Determina a escolha de
AnaHsandO

-~

o diagrama por meio de

(definindo como uma

representacdo consistente 2
de relagdes entre um sistema de representagdo
signos simbdlicos, consistente
por exenjplo, a constatacdo e
concepcdes, possibilidade de
proposigbes, argumentos)
definido por

Um sistema axiomatico,
por exemplo —»| uma teoria, ou uma linguagem
{sintdtica, semantica)

conhecimentos em foco uma ontologia (elementos
ou de um problema e relagdes) e regras
de funcionamento

Fonte: Hoffmann (2006 apud Cruz, 2019, p. 27).

Conforme Hoffmann (2013), o uso do pensamento diagramatico tem a finalidade de
simplificar processos mentais quando a situagdo ¢ excessivamente complexa para ser tratada
apenas por meio da cogni¢do interna. Embora empreguemos esse processo de maneira
constante, uma vez que, como observa Fabbrichesi (2013, p. 29-30), “se estamos em uma
sequéncia de pensamentos, que ¢ uma sequéncia de signos, € se esses signos sdo icones,
exibidos a observacao, entdo devemos aceitar a conclusdo de Peirce: nossa mente trabalha todo
o tempo com diagramas”. Portanto, o raciocinio diagramatico mantém uma intima relagdo com

a visdo. Peirce chega a enfatizar que a origem da verdade matematica surge quando observamos
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a manifestacdo de nossa imaginacao visual, que entdo representamos no papel por meio de

diagramas (Peirce, 1931-1935). Para ele:

O procedimento do matematico ¢, primeiro, afirmar sua hipotese em termos gerais;
segundo, construir um diagrama, seja um arranjo de letras e simbolos com o qual
"regras" convencionais ou permissdes de transformagao estejam associados, seja uma
figura geométrica, a qual ndo apenas lhe da seguranca contra confusdes em relagéo a
todo e alguns, mas também coloca um icone diante dele de cuja observagdo serdo
detectadas relagdes entre as partes do diagrama diferentes daquelas que foram usadas
na sua construcdo. Essa observagdo é o terceiro passo. O quarto passo reside em
assegurar a si mesmo que a relagdo observada seria encontrada em toda representagao
iconica da hipotese. O quinto e tltimo passo esta na afirmag@o do assunto em termos
gerais (Peirce, 1903 apud Santaella, 2004, p. 151).

No entanto, essa elaboracdo deve ser realizada dentro de um sistema de representacao
coeso, que se caracteriza por ser um conjunto de convengdes com o objetivo de representar as
proposigdes e relagdes logicas envolvidas nessas proposicdes, indicando um conjunto de regras
que ajudam a transformar o diagrama (Cruz, 2021a). Portanto, ao desenvolvermos o raciocinio
ilustrado na Figura 7 (c), modificamos o diagrama concebido na deducdo, Figura 7 (b), ao
estender determinados lados do tridngulo e tracar duas retas paralelas, utilizando as regras de
um sistema de representacdo baseado na geometria euclidiana. Vale ressaltar que, segundo a
construgdo acima, a etapa primordial do raciocinio diagramatico, que inclusive instiga a
formag¢do do diagrama, ¢ a dedugdo, ou seja, os diagramas representam uma expansao
conceitual da dedugdo (Stjernfelt, 2013).

Ademais, conforme Hoffmann (2006), o sistema de representacdo é determinante para
o resultado da transformacdo do diagrama, visto que diferentes sistemas apresentam
possibilidades distintas. Isso se torna claro quando revisitamos o exemplo do tridangulo na
geometria esférica, Figura 5 (b). Ao elaborarmos um diagrama para explorar a propriedade da
soma dos angulos internos 4, B e € do tridngulo, chegamos a resultados diversos em diferentes
contextos. Ao aderirmos as regras estabelecidas pelo sistema de representacdo da geometria
esférica, obtemos 180° < A + B + C < 540°, enquanto na geometria euclidiana A + B + C =
180° e na geometria hiperbélica 0 < A + B + C < 180°.

Assim, o raciocinio diagramatico apresenta diversas vantagens, priorizando o aspecto
visual e simplificando a identificacao do problema, a geracdo de novas ideias e a deducao de
diagramas. Ele reduz a quantidade consideravel de simbolos e formulas utilizados na algebra,
por exemplo. Além disso, é capaz de destacar premissas implicitas no problema, introduzir
contradi¢des que ajudam na construcao do conhecimento e oferecer perspectivas diversas sobre

uma mesma questdo. Segundo Hoffmann (2013), esse método encontra aplicagdo em varias
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areas, como no exemplo de Sécrates orientando um jovem a descobrir como duplicar um
quadrado, conforme descrito no "Meno" de Platao, ou quando uma crianca aprende calculos e
utiliza os dedos para resolver problemas de aritmética. Também é empregado em campos como
a fisica, a computacdo, entre outros. Ademais, esse tipo de raciocinio é utilizado em
Experimentos Mentais no campo da Educagdo Matematica, tema que sera explorado neste

capitulo.

2.2 O QUE SAO EXPERIMENTOS MENTAIS?

O dinamarqués Hans Christian Orsted (1777-1851), fisico, quimico e precursor do
eletromagnetismo, utilizou o termo "experimento mental" em seu artigo First Introduction to
General Physics, publicado em 1811. Raicik e Peduzzi (2021) destacam que Orsted vai além
dos experimentos concretos ao afirmar que coloca a mente em estado de atividade criativa,
elevando a arte experimental para os experimentos do pensamento. Esse tipo de experimento
tem sido discutido ao longo da historia como capaz de provocar novos conhecimentos em
diversas areas de pesquisa. Conhecido como Gedankenexperiment em alemao, ou Thought
Experiment em inglés, o conceito tem origem na Filosofia e no pensamento grego de Platdo,
dos pré-socraticos e de Aristoteles, que imaginavam situagdes hipotéticas para suas doutrinas e
sistemas de mundos sensiveis ideais. Na modernidade, experimentos desse tipo também foram
realizados por Newton, Descartes, Kant, Leibniz, entre outros (Guimaraes, 2021).

No entanto, o uso desses experimentos nas ciéncias ¢ alvo de criticas por parte de
alguns pesquisadores. Fernandes et al. (2019, p. 51) contrapdem essas criticas afirmando que
“o pensamento e a imaginagdo sdo inferiorizados em favor do método cientifico, como se os
mesmos ndo pudessem fazer parte da ciéncia”. Isso ocorre, conforme Pereira (2015), devido a
concepgdo de que esses experimentos introduzem influéncias subjetivas que deveriam ser
evitadas em uma pesquisa cientifica rigorosa. Todavia, a subjetividade esta presente no proprio
método cientifico mais do que a maioria dos cientistas admite, visto que as observacdes nao sao
imparciais e até mesmo argumentos dedutivos dependem da subjetividade do pesquisador ao
escolher as premissas (Pereira, 2015). Na matematica, por exemplo, hd uma visdo ortodoxa que
considera que qualquer coisa que ndo seja uma prova formal € apenas especulagdo,
especialmente no uso de imagens, diagramas e experimentos mentais, pois sdo considerados
ilegitimos e meramente ilustrativos (Brown, 2011).

Muitos tedricos discutem sobre o que sdo experimentos mentais, sem que haja uma

definicdo rigida e convencional. Segundo o fisico e estudioso da filosofia da ciéncia Thomas
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Kuhn (1977), os experimentos mentais possibilitam aumentar a compreensao humana sobre a
natureza, auxiliando em situagdes que ndo podem ser examinadas empiricamente no
laboratorio. Para Kuhn (1977), a situagdo imaginada nao ¢ inteiramente desconhecida, pois o
experimento mental se baseia em informagdes ja disponiveis e aceitas sobre o0 mundo. Dessa
forma, nao sdo produzidas novas compreensdes acerca da natureza, mas sim reformula¢des no
aparato conceitual do proprio cientista. Ou seja, o objetivo ¢ a reformulacio de ideias que ja
existiam a priori no pesquisador, obrigando-o a reconhecer contradi¢des inerentes ao seu modo
de pensar. Além disso, Stuart, Fehige ¢ Brown (2018) afirmam que, para Kuhn, o experimento
mental ¢ principalmente uma ferramenta que auxilia os cientistas a enfrentarem crises entre

paradigmas cientificos. Kuhn (1997) afirma que:

[...] uma crise induzida pelo fracasso da expectativa e seguida pela revolugdo esta no
cerne das situagdes de pensamento experimental que temos vindo a examinar. Por
outro lado, o experimento mental € um dos instrumentos analiticos essenciais que sdo
utilizados durante a crise e que, em seguida, ajudam a promover a reforma conceptual
de base (Kuhn, 1997, p. 263, tradugdo nossa).’

O filésofo canadense James Robert Brown (2011) concorda com Kuhn que
experimentos mentais desempenham um papel justificativo nas revolucdes cientificas. Brown
define esses experimentos como realizados no "laboratério da mente", envolvendo
manipulagdes mentais que dificilmente sdo executadas fisicamente, seja por falta de tecnologias
adequadas, seja pela impossibilidade empirica de tratar objetos ideais.

Brown (2011) propde uma classificagao dos experimentos mentais em duas categorias:
destrutivos e construtivos. Os experimentos destrutivos tém o proposito de refutar uma teoria.
Ja os experimentos construtivos sdo subdivididos em trés tipos: mediativos, que auxiliam na
conclusdo da teoria por meio de uma relagdo ldgica; conjecturais, que propdem uma explicagao
para a situagdo observada; e diretos, que nao se baseiam em uma teoria bem estruturada e tém
como objetivo desenvolvé-la. H4 também uma categoria especial, denominada platdnica, que
inclui tanto os experimentos destrutivos quanto os construtivos (diretos). Esses experimentos,
a0 mesmo tempo em que contestam uma teoria estabelecida, contribuem para o
desenvolvimento de outra, facilitando assim a mudanca de paradigmas, conforme descrito por
Kuhn.

Stuart, Fehige e Brown (2018) destacam que diversos tipos de experimentos mentais
sao observados em distintas areas do conhecimento, como na Filosofia, Fisica, Matematica pura
e aplicada, nas artes (pintura e literatura), politica, economia, Biologia, Quimica e até mesmo

na vida cotidiana, ao planejar formas de se deslocar de um lugar para outro. Pricladnitzky (2020)
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compartilha dessa perspectiva, afirmando que os experimentos mentais sdo utilizados para
varios propoésitos, como educagdo, entretenimento, e formulagdo de hipodteses e teorias.
Segundo Pricladnitzky, uma situag¢do hipotética ¢ empregada devido a auséncia de meios para
sua realizacao no mundo fisico, ou seja, € um artificio da imaginagao.

O fisico tedrico alemao Albert Einstein (1879-1955) utilizou experimentos mentais em
fisica inumeras vezes. Em dezembro de 1922, Einstein relembrou uma dessas ocasides durante

um discurso no Japao, dizendo:

[...] estava sentado numa cadeira no meu escritério de patentes em Berna. De repente,
um pensamento me atingiu: se um homem cai livremente, ele ndo sentiria seu peso.
Fiquei surpreendido. O simples experimento mental causou-me uma profunda
impressao. Foi isso que me levou a teoria da gravidade (Pais, 2005, p. 179, tradugdo
nossa).®

Einstein usou experimentos mentais envolvendo elevadores imaginarios para refletir
sobre a queda livre e a auséncia de aceleragdo. Medeiros e Medeiros (2005) explicam que,
inicialmente, se considera uma pessoa confinada dentro de um elevador sem janelas e sem
contato externo com o mundo. A pessoa sente uma forca empurrando-a contra o chao do
elevador e, ao mesmo tempo, uma esfera cai de suas maos. Einstein oferece duas explicagdes
para esse fenomeno: (1) a gravidade esta atuando na pessoa, exercendo uma forga, e o elevador
pode estar se movendo com velocidade constante (veja a Figura 9, item a); (2) o elevador pode
estar no espaco sideral, longe da influéncia gravitacional, mas sendo acelerado para cima por
um foguete (Figura 9, item b).

Posteriormente, Einstein imagina que a pessoa dentro do elevador ndo sente a acao de
nenhuma forga. Duas explicagdes sdao fornecidas para essa situacdo: ou o elevador estd no
espago sideral, longe de qualquer forga gravitacional e ndo acelerado (Figura 9, item c), ou esta
em queda livre em um campo gravitacional (Figura 9, item d). Tanto a pessoa representada na
Figura 9, item a, quanto a da Figura 9, item b, sofrem experiéncias indistinguiveis, 0 mesmo
ocorrendo com os sujeitos na Figura 9, item d, e na Figura 9, item c. Einstein conclui que a
experiéncia em um campo gravitacional ¢ localmente a mesma percebida por um observador

em aceleracao, levando ao Principio da Equivaléncia.
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Figura 9 — Elevador de Einstein
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Fonte: Glossario, 2023”.

Outro tipo de experimento mental é encontrado na Filosofia, onde também se imagina
situagdes hipotéticas com o objetivo de refletir sobre implicacdes filosoficas. Entre os mais
famosos, destaca-se a alegoria da caverna, concebida por Platdo no inicio do livro VII de 4
Republica. Guimardes e Jesus (2021) afirmam que, de forma simbolica, Platdo ilustra a
necessidade de o homem se apropriar da educacdo para viver em sociedade e, acima de tudo,
alcancar o mundo das verdades e do inteligivel. Além disso, Platdo aborda a passagem de graus
de conhecimento, do inferior para o superior, enfatizando que o verdadeiro conhecimento ¢
acessado pelo intelecto, e ndo pela dimensao visivel.

Sécrates inicia o livro com o seguinte experimento mental: “imagine a nossa natureza,
relativamente a educagdo ou a sua falta, de acordo com a seguinte experiéncia [...]” (Republica,
VII, 514a 1-3). Ele propde que prisioneiros estdo acorrentados desde o nascimento, de modo
que sempre olham para a parede a sua frente, dentro de uma caverna. Atras deles ha um pequeno
muro ¢ uma fogueira, de forma que, quando pessoas do lado de fora da caverna passam
carregando objetos, as sombras desses objetos sdo refletidas na parede que os prisioneiros sao
forgados a observar. Como nunca viram nada além das sombras, eles ndo compreendem que
estdo vendo apenas sombras.

O que acontece quando um dos prisioneiros ¢ liberto? Platdo descreve que, como a luz
machuca os olhos do prisioneiro, ele inicialmente terd dificuldade em ver os objetos reais atras
do muro. Nesse estado, o prisioneiro pode preferir voltar a observar as sombras que estava
acostumado desde a infancia. Caso ele seja forcado a permanecer fora da caverna, Platdo
destaca que o estado de confusdo sera passageiro e, com o tempo, o prisioneiro conseguira

distinguir os objetos e as pessoas reais.
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Outro caso em que um experimento mental foi utilizado pode ser considerado no
Paradoxo do Hotel de Hilbert. Segundo Gamow (1961), em uma das palestras do matematico
David Hilbert (1862-1943) foi apresentada uma propriedade paradoxal sobre os numeros
infinitos. Devido a natureza hipotética, esse paradoxo pode ser considerado um experimento
mental relacionado a contagem de conjuntos infinitos. Hilbert comec¢a imaginando um hotel
com infinitos quartos ocupados, mas um novo héspede chega a procura de uma acomodacao.
Para recebé-lo, o gerente solicita que todos os hdspedes se mudem para o quarto ao lado. Ou
seja, a pessoa que esta no quarto 1 € realojada para o quarto 2, a pessoa no quarto 2 ¢ mudada
para o quarto 3, o hdspede do quarto n € colocado no quarto n + 1, e assim sucessivamente.
Dessa forma, o quarto nimero 1 ficard vago para receber o novo hdspede, mostrando que,
mesmo quando o hotel esta lotado, ainda é possivel alocar novos hospedes (Gamow, 1961).

Depois de um tempo, Hilbert imagina um 6nibus com infinitos passageiros chegando
ao hotel e solicitando quartos. Novamente, todos os héspedes acomodados no hotel sdo
solicitados a mudarem de quartos. No entanto, ao invés de se mudarem para o quarto ao lado,
eles deverdo ir para o quarto cujo nimero é o dobro do quarto que ocupam no momento. Isto
é, 0 héspede do quarto 1 ird para o quarto 2, o hospede do quarto 2 ird para o quarto 4, o hdéspede
do quarto n ird para o quarto 2n, e assim em diante (Gamow, 1961). Essa estratégia permite que
os quartos de nimero impar fiquem disponiveis para acomodar os infinitos hdspedes que
chegaram. Com isso, pode-se concluir que a quantidade total de quartos nesse hotel ¢ a mesma
que a quantidade dos quartos pares e, também, dos impares. Ou seja, € possivel estabelecer uma
correspondéncia entre os quartos € 0s nimeros naturais.

Embora os experimentos mentais sejam amplamente utilizados em varias areas, como
mencionado anteriormente, seu uso no campo da Educacdo Matematica € relativamente recente.
A seguir, exploraremos a conceituagdo e as caracteristicas desses experimentos dentro desse
contexto. Além disso, discutiremos a possibilidade de sua utilizagdo como uma metodologia de

ensino que visa a complementaridade com as outras ja conhecidas.

2.2.1 Experimentos Mentais na Educacdo Matematica

Cruz (2024, p. 5), educador matematico, conceitua os Experimentos Mentais, dentro
do campo da Educacdo Matematica, como “sao formas de representar o objeto do
conhecimento, por meio de um diagrama, e de desenvolver certas deducdes e abducdes no

referido diagrama, a ponto de modifica-lo, para que seja possivel chegar a novos conceitos e/ou
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generalizagdes”. Dessa forma, a base tedrica desses Experimentos consiste no fato de adotar
uma concep¢ao matematica que justifique a sua utilizagao.

Conforme mencionado anteriormente, adotamos a visdo de Peirce sobre a natureza da
Matematica, considerando-a uma atividade semidtica. Nesse contexto, o raciocinio
predominante nos Experimentos Mentais € principalmente diagramatico. De acordo com Peirce
(2010), o raciocinio diagramatico envolve fundamentalmente trés etapas: (1) a construgdo do
diagrama, que ¢ um icone representando as relacdes entre os signos, usando indices e simbolos,
podendo nao se assemelhar ao objeto; (2) a experimentacao do diagrama, cujo resultado ¢
determinado pelas regras do sistema de representacdo escolhido; e (3) a observagdo do
resultado.

Durante o Experimento, a elaboracdo do diagrama ¢ instigada pela deducdo, que
envolve a andlise do estado das coisas presentes nas premissas do argumento, conforme
ressaltado por Peirce (2010) e na segunda parte deste capitulo. Ao longo da investigagdo, o
diagrama sofre alteragdes, uma vez que o objetivo principal é examinar os fatos nas premissas
e desenvolver uma teoria explicativa, ou seja, aplicar uma abdugdo ao argumento em questao.
A modificacdo do diagrama original para validar a verdade da conclusdao ¢ a dedugdo
teorematica em acao.

Cruz (2022) analisa algumas caracteristicas essenciais dos diagramas elaborados nos
Experimentos Mentais na area da Educacdo Matematica, identificando-as como Forma,
Estrutura, Compreensao, Dependéncia, Revelagdo e Comparagdo (ver Figura 10), as quais
podem nao corresponder ao significado convencional. Nesse contexto, a no¢do de Forma se
refere as hipoteses, ou seja, a um conjunto de atividades presumidas. Isso implica que “as
atividades partem de certas conjecturas e hipoteses desenvolvidas em uma representacao
particular do objeto geral” (Cruz, 2022, p. 33).

Por sua vez, a Estrutura de um Experimento Mental pressupde implicitamente certas
coisas sobre o problema em questao e utiliza a abdugdo, ou seja, envolve a geragdo de uma nova
ideia que nao ¢ diretamente fornecida pelo problema. Isso permite o estabelecimento de
diferentes conexdes e a construcao de novas possibilidades, pois a “abducado nao ¢ simplesmente
uma coisa psicologica como criatividade. Abdu¢do implica generalizagdo. Generaliza¢ao
implica introdug@o de objetos ideais novos e exige uma teoria de experimentacao e de analise
e por isto de Experimentos Mentais” (Cruz, 2021, p. 24).

Na Compreensdo, utiliza-se o processo dedutivo, seguindo “uma logica de
consideragdes heuristicas com dedugdes logicas e calculos formais quando necessarios” (Cruz,

2022, p. 34). Ja a Dependéncia, indica que os conhecimentos e informagdes utilizadas nos
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Experimentos devem ser disponiveis e aceitas pela comunidade cientifica. Outra caracteristica
importante dos Experimentos ¢ nomeada de Revela¢do, pois auxilia o reconhecimento de
contradigdes e/ou confusdes ldgicas no modo de pensar no decorrer da atividade proposta.

Por fim, Cruz (2022) discute que a caracteristica Comparacao consiste em avaliar o
conhecimento em relagcdo a outras possibilidades de solu¢do de uma atividade, prova ou
problema. Portanto, durante o processo de experimentacdo, todas essas caracteristicas sao

consideradas e, conforme Cruz (2024, p. 6):

Elas vdo e vém, mas sempre partindo de uma suposi¢do (Forma), isto ¢, de uma
hipotese que ja estd ancorada a um sistema de representacdo (Dependéncia). A
introdu¢do de uma ideia nova, um pensamento abdutivo (Estrutura), também ¢
desenvolvida por meio desse sistema de representacdo, assim como O processo
dedutivo (Compreensao). Ao final, a Revelacdo pode ocorrer na introducdo da ideia
nova (uma contradi¢ao aparente ou implicita) ou ao término do processo dedutivo. Ha
possibilidades outras!? (Comparagao). (Cruz, 2024, p. 7).

Assim, todos esses aspectos ndao sdao desenvolvidos uma apds a outra, mas
simultaneamente, ou seja, acontecem conjuntamente durante todo o processo da
experimentacdo. Todavia, nem todas as seis caracteristicas que compdem 0s experimentos
mentais sdo identificadas durante o processo, mas a Forma, Estrutura, Compreensao e

Dependéncia sao fundamentais (Cruz, 2022).
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Figura 10 — Caracteristicas dos Experimentos Mentais na Educagao Matematica
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Fonte: Cruz, 2024, p. 6.

Vamos analisar um exemplo de Experimento Mental no contexto da Educacdo
Matematica para explorar suas diversas caracteristicas e elementos. O estudo realizado por Cruz
(2022) aborda um Experimento relacionado a soma dos angulos externos de um triangulo,
diferenciando-se das demonstracdes algébricas presentes em livros didaticos que utilizam os
angulos internos. Para ilustrar esse exemplo, ¢ preciso compreender as etapas € componentes
envolvidos na sua realizagao.

Inicialmente, o Experimento comec¢a com a representagdo do objeto de estudo por
meio de um diagrama, que ¢ um icone, como apresentado na Figura 11(a). A abordagem parte
de uma hipétese inicial, isto €, um tridngulo em particular (Forma). No ambiente da sala de
aula, € possivel iniciar essa representacao no chiao usando uma fita para delinear o tridngulo e
convidar os alunos a caminharem ao redor dele. Quando um estudante completa o percurso e
retorna ao ponto inicial, surge a discussao sobre a quantidade de graus que ele girou.

Na fase subsequente, o Experimento avan¢a ao introduzir uma nova perspectiva ao
problema (abducao). O ato de contornar o tridngulo caminhando equivale a girar ao redor de si

mesmo em um ponto selecionado no interior do triangulo. Essa abordagem permite representar



45

cada parte do percurso com um vetor e, depois, utilizar segmentos orientados equipolentes,
representantes dos vetores, com origem em um ponto interior ao tridngulo, como visualizado

na Figura 11(b). Esse momento constitui a Estrutura do Experimento Mental.

Figura 11 — Experimento Mental sobre a soma dos angulos externos de um poligono

(@) (b)
Fonte: Cruz, 2022, p. 83.

Por meio de um processo dedutivo, que reflete a caracteristica de Compreensio,
podemos observar que os representantes dos vetores formam angulos equivalentes aos angulos
externos do triangulo. Isso decorre do paralelismo entre os vetores, os lados do tridangulo, e seus
representantes, fundamentado nos principios da geometria plana. Esse processo demonstra a
caracteristica de Dependéncia do Experimento, uma vez que comega com uma representacao
facilitada pela geometria euclidiana e, progressivamente, incorpora conceitos da geometria
vetorial.

Como conclusao do processo dedutivo, emerge a constatacdo de que os angulos
formados pelos representantes dos vetores totalizam um angulo de 360°. Esse resultado introduz
a Revelacio, outra caracteristica do Experimento Mental. Por fim, é possivel expandir as
investigacdes para outras possibilidades (Comparagao), explorando a soma dos angulos
externos de diferentes poligonos além do triangulo.

Quando um sujeito epist€émico conduz o experimento com conhecimento prévio sobre
o objeto "poligono", a fase inicial de interpretagdo abrange todo o conhecimento existente sobre
o objeto "triangulo". Parte desse conhecimento torna-se acessivel ao intérprete (interpretante
dinamico), permitindo que ele analise o diagrama para compreender a finalidade subjacente ao
Experimento (interpretante final). Essa finalidade envolve estabelecer uma relagdo entre o
tridngulo euclidiano e os conceitos de geometria vetorial para deduzir a soma dos angulos
externos.

O triangulo no diagrama construido representa o objeto imediato, o qual ¢ intrinseco
ao signo, fazendo referéncia ao objeto dindmico externo ao signo — o tridngulo em sua

concepgao idealizada. E essencial ressaltar que a representacao do objeto no diagrama nao ¢ o
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objeto em si; portanto, o triangulo representado como um icone € apenas um exemplo particular,
ndo o tridngulo em sua totalidade.

Cruz (2020a, 2022, 2023) destaca que um Experimento Mental possibilita ao sujeito
entender a produ¢ao do conhecimento matematico por meio da complementaridade entre teoria
e aplica¢do. Durante esse processo, sdo reveladas contradicdes do pensamento, estimulando a
busca por novas hipoteses. O autor enfatiza que a aprendizagem de Matemadtica ¢ enriquecida
com o uso de analogias e metaforas, promovendo a criatividade e a constru¢ao do conhecimento
do aluno.

Diniz (1991) sugere que a aprendizagem matematica ocorre quando o aluno pode
transformar o conhecimento com autonomia, liberando sua criatividade, uma possibilidade
oferecida pelos Experimentos Mentais Caso contrario, o aluno pode limitar-se a reproduzir
modelos sem desenvolver senso critico, resultando em desisténcia diante de problemas nao
previamente treinados.

A aprendizagem da matematica e o ato de ensina-la estdo intimamente conectados. O
termo "ensinar", originado do latim "insignio", significa "por uma marca" conforme o
dicionario Priberam da Lingua Portuguesa. Refletir sobre o tipo de marca que o ensino da
Matematica tem deixado nos estudantes ¢ crucial. Segundo Freire (1977), o ato de ensinar
também deixa uma marca no professor. Portanto, ¢ essencial questionar se o ensino da
Matematica esta estimulando a criatividade, autonomia e exploracdo de conceitos, ou se esta
cultivando o medo e a inseguranca, tornando a disciplina temida e inacessivel.

O ensino, segundo Hirst (1971), ¢ uma atividade humana caracterizada por seu
propésito de promover a aprendizagem. A intengdo do ensino € gerar aprendizagem, sendo
ambos conceitos interdependentes, j& que ndo ha ensino sem a intencdo de produzir
aprendizagem. A aprendizagem, para o autor, busca alcangar um resultado ou estado final,
como adquirir novo conhecimento ou realizar algo antes inalcancgavel. Para Scheffler (1974),
isso significa que o ensino busca um resultado, uma meta que exige um esforco continuo. Sob
essa perspectiva, a aprendizagem ¢ concebida como o desfecho do ensino, levando a conclusao
de que ndo se pode afirmar que houve ensino sem a correspondente aprendizagem por parte do
aluno, uma vez que "ensinar ¢ o nome da relag@o entre o que um professor faz e a aprendizagem
de um aluno" (Kubo; Botomé, 2001, p. 5).

Contudo, na pratica de ensino, ¢ imprescindivel ter uma abordagem que conduza em
direcdo aos objetivos estabelecidos, ou seja, uma metodologia. No entanto, essa metodologia
ndo pode ser uniforme e inflexivel, pois varia de acordo com o contexto histérico em que estd

inserida. Ao longo do tempo, diversos conceitos de metodologia de ensino foram
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desenvolvidos. De acordo com Manfredi (1993, p. 5), € inadequado acreditar na “existéncia de
uma unica e correta conceituagdo de metodologia do ensino, dependendo esta das concepgdes
de homem, educacdo e sociedade e dos parametros teodrico-epistemoldgicos pelos quais
optamos”.

Dessa maneira, a escolha da metodologia de ensino ¢ feita com base na visdo que o
educador possui sobre o ensino e a Matematica. Como ressaltado por Fiorentini (1995), a pratica
pedagogica de um professor que adota uma perspectiva de Matematica como algo a-historico,
concluido e estruturado de maneira logica, difere da abordagem de um docente que percebe a
Matematica como um campo em constante constru¢ao ao longo do tempo, dindmico e que
atende as demandas e necessidades sociais.

Manfredi (1993) explora diferentes perspectivas de metodologia de ensino. A
abordagem tradicional busca transmitir conhecimento de maneira sistematica e universal. Em
contraste, a visdo escolanovista se concentra no aprimoramento individual e social, com énfase
no desenvolvimento de atitudes humanas. A concepg¢ao tecnicista reconfigura a metodologia de
ensino por meio de um processo de tayloriza¢do, visando maior produgdo e eficiéncia. Na
perspectiva critica, o foco € proporcionar reflexdes sobre a realidade, com o propodsito de
promover sua transformacao. Por fim, a autora apresenta a visao historico-dialética da educagao

como:

[...] um conjunto de principios e/ou diretrizes sdcio-politicos, epistemoldgicos e psico-
pedagogicos articulados a uma estratégia técnico-operacional capaz de reverter os
principios em passos e¢/ou procedimentos organicos e sequenciados, que sirvam para
orientar o processo de ensino-aprendizagem em situagdes concretas (Manfredi, 1993,

p. 5).

Sob essa otica, Cruz (2022) introduz os Experimentos Mentais como uma abordagem
adicional no ensino da Matematica. Essa perspectiva educacional, enraizada na concepgao
histoérico-dialética, é fundamentada no materialismo historico-dialético de Marx, caracterizado
pelo movimento do pensamento. Essa abordagem envolve contemplar a realidade a partir do
empirico, da forma inicial do objeto, e das abstragdes, que sdo elaboragdes do pensamento,
visando alcangar uma compreensao concreta, a esséncia do objeto (Pires, 1997). Bezerra Neto
e Bezerra (2012) elucidam que, segundo Marx e Engels, todo fendbmeno no universo pode ser
racionalmente compreendido devido a sua materialidade. Contudo, para acessar a esséncia das
coisas, ¢ necessario transcender a sua aparéncia superficial, o que ¢ facilitado por meio das

abstragoes.
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Danieli e Niedermayer (2022) afirmam que, na concep¢ao do materialismo historico-
dialético, a educagao ndo visa apenas a transmissdo e assimilacdo de conhecimentos, mas busca
ser transformadora, critica e reflexiva, “[...] parte do ser social, da realidade, do homem material
e concreto [...] uma praxis educativa que supera as contradi¢des de uma sociedade dividida em
classe, da divisdo social do trabalho e as contradi¢des inerentes dessa propria sociedade
capitalista” (Danieli; Niedermayer, 2022, p. 532).

A luz das reflexdes delineadas neste capitulo, o proximo se concentrara na analise dos
diversos obstaculos de ordem epistemologica, didatica, psicoldgica e ontogenética. Nosso
objetivo ¢ identificar esses obstaculos, com énfase especial nos de natureza didatica e
epistemologica, durante a aplicacdo dos Experimentos Mentais a um grupo de professores em
formacao inicial em Matematica. Partimos do principio de que o proprio obstaculo ¢ uma forma
de signo, pois, se consideramos que todo pensamento ¢ um signo, entdo podemos inferir que
toda teoria também ¢ um signo. Dessa forma, nos apoiaremos nos obstaculos descritos por

Brousseau, considerando-os como signos segundo a teoria de Peirce.
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3  POSSIVEIS OBSTACULOS NA APRENDIZAGEM MATEMATICA

Thomas Edison (1847-1931) se tornou famoso pela criagdo da lampada incandescente,
uma inovagao crucial no final do século XIX. Segundo Zagnoli (2017), durante o processo de
desenvolvimento, Edison enfrentou diversos desafios para encontrar o material ideal a ser usado
como filamento nas lampadas. Mesmo diante de centenas de tentativas, ele adotou uma
perspectiva positiva em relacdo aos erros, declarando que ndo considerava essas tentativas
malsucedidas como verdadeiros fracassos. Questionado sobre seus sucessivos erros, ficou
conhecido pela célebre frase: "De fato, ndo fracassei ao tentar, cerca de 10.000 vezes,
desenvolver um acumulador. Simplesmente, encontrei 10.000 maneiras que nao funcionam".

Ao longo dos séculos, os matemdticos também enfrentaram erros, embora a
Matematica parega ser livre deles, uma vez que somente o resultado final é apresentado, nao
havendo espago para as incertezas do processo de constru¢do. Um exemplo notério € o famoso
problema do Ultimo Teorema de Fermat, formulado por Pierre de Fermat em 1637. Nele,
Fermat anotou na margem do livro Il da Aritmética sua observacao de que ¢ impossivel um
“cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma quarta poténcia ser escrita como uma
soma de dois nimeros elevados a quatro, ou, em geral, para qualquer nimero que seja elevado
a uma poténcia maior do que dois ser escrito como a soma de duas poténcias semelhantes”
(Singh, 1998, p. 79). Isso significa que Fermat acreditava que ndo era possivel encontrar uma
solugdo com ntimeros inteiros para uma generalizagao do Teorema de Pitagoras, isto ¢, x™ +
y"* =z", paran > 2.

Durante mais de trés séculos, varios matematicos, como Leonhard Euler (1707-1783),
Sophie Germain (1776-1831), Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Gabriel Lamé (1795-
1870), Yutaka Taniyama (1927-1958), Goro Shimura (1930-2019), e Evariste Galois (1811-
1832), se empenharam de alguma forma na busca pela solugdo desse desafiador problema
(Singh, 1998). Somente com o trabalho de Andrew Wiles (1953- ), professor da Universidade
de Oxford, o problema foi finalmente resolvido, em 1994. No entanto, ao longo desse processo,
muitas idas e vindas, erros e incoeréncias surgiram, evidenciando que mesmo os matematicos,
especialistas na area, ndo sao infaliveis, como bem questionou Poincaré (2000, p. 86, tradugdo
nossa): “é necessario acrescentar que os proprios matematicos nio sdo infaliveis?”8.

No campo da Didatica da Matematica, ramo que conduz as condi¢des para determinar
a aprendizagem matematica (D’Amore, 2007a), a nog¢do de obstaculo, desenvolvida pelo
filosofo francés Gastdo Bachelard (1884-1962), e que vai além do simples erro, tem sido

amplamente difundida. Segundo Pais (2019), o objetivo de Bachelard era estudar a evolugdo da
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ciéncia, observando que, para ocorrer uma ruptura de conhecimentos anteriores, sdo enfrentados
obstaculos. Estes sdo conhecimentos antigos que resistem a novas concepgdes e ideias, pois “o
ato de conhecer da-se contra um conhecimento anterior” (Bachelard, 1996, p. 17, grifo do
autor), o que ameaca a estabilidade intelectual dos pesquisadores e cientistas.

Em sua obra intitulada A formagdo do espirito cientifico, Bachelard afirma que os
obstaculos sdo uma parte importante do processo de avango cientifico, pois é preciso superar

os paradigmas do passado para possibilitar novas descobertas. Ele esclarece que:

Quando se procuram as condi¢des psicologicas do progresso da ciéncia, logo se chega
a convicgdo de que é em termos de obstaculos que o problema do conhecimento
cientifico deve ser colocado. E ndo se trata de considerar obstaculos externos, como a
complexidade e a fugacidade dos fendmenos, nem de incriminar a fragilidade dos
sentidos e do espirito humano: é no &mago do proprio ato de conhecer que aparecem,
por uma espécie de imperativo funcional, lentiddes e conflitos. E ai que mostraremos
causas de estagnagdo e até de regressdo, detectaremos causas de inércia as quais
daremos o nome de obstaculos epistemoldgicos (Bachelard, 1996, p. 17, grifo do
autor).

Dessa forma, para Bachelard (1996), o conhecimento ndo ¢ imediato, mas funciona
como uma proje¢ao de luz que ilumina algumas areas e revela informagdes, a0 mesmo tempo
em que cria sombras, isto ¢, areas de incertezas. Assim, existem aspectos que permanecem
ocultos no conhecimento, possibilitando novas descobertas, uma vez que o conhecimento nao
¢ completo nem definitivo. Nessa concepgdo, o conhecimento € recorrente, um movimento
continuo que destr6i um conhecimento para construir outro. Isso permite encontrar novas
informagdes a medida que a compreensdo avancga, ou seja, “aceder a ciéncia € rejuvenescer
espiritualmente, é aceitar uma brusca mutacao que contradiz o passado” (Bachelard, 1996, p.
18).

Para isso, € necessario destruir conhecimentos habituais, pois o que acreditamos saber
claramente pode, na verdade, obscurecer aquilo que deveriamos saber. Para Bachelard (1996,
p. 18), "diante do real, aquilo que cremos saber com clareza ofusca o que deveriamos saber".
Desse modo, o primeiro obstaculo a ser superado € o senso comum, que pode levar ao erro e
nos impedir de alcangar o conhecimento. Esse ¢ o aspecto no qual os professores falham,
segundo Bachelard (1996), pois acreditam que podem reconstruir uma cultura que ja ¢ falha
apenas pela repeti¢do da licdo. Nao compreendem que os alunos ja possuem conhecimentos
constituidos e que esses obstaculos, ja sedimentados pela vida cotidiana, devem ser derrubados.
Assim, “toda cultura cientifica deve comegar [...] por uma catarse intelectual e afetiva. Resta,

entdo, a tarefa mais dificil: colocar a cultura cientifica em estado de mobilizagdo permanente,
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substituir o saber fechado e estatico por um conhecimento aberto e dinamico” (Bachelard, 1996,

p. 24). Segundo Pais:

Isso faz com que a nogdo seja de interesse para a didatica, pois, para a aprendizagem
escolar, por vezes, ¢ preciso que haja fortes rupturas com o saber cotidiano,
caracterizando a ocorréncia de uma revolucdo interna, o que leva o sujeito a vivenciar
a passagem do seu mundo particular a um quadro mais vasto de ideias, as vezes,
incomensuraveis através do antigo conhecimento (Pais, 2019, p. 45).

Embora Bachelard tenha estudado os obstaculos em distintas ciéncias, na Matematica
deve haver um cuidado particular, pois, para ele, “a historia da Matematica ¢ maravilhosamente
regular. Conhece periodos de pausa. Mas ndo conhece periodos de erro” (Bachelard, 1996, p.
28). Pais (2019) disserta que, de fato, as rupturas encontradas nas ciéncias experimentais nao
possuem registro historico claro na Matematica; ndo existe uma regularidade absoluta nas
descobertas matematicas, uma vez que o registro formal, por meio das demonstragdes
matematicas, ndo explicita as dificuldades envolvidas no processo de criagdo. Dessa forma, o
autor afirma que os obstaculos matematicos sdo mais visiveis na fase de aprendizagem e sintese
do conhecimento, na génese das ideias iniciais, em vez do registro historico.

Ao contrario de Bachelard, Guy Brousseau (1933-2024) apresentou um estudo dos

obstaculos na Matematica, aos quais ele nomeou de obstaculos didaticos. Em sua perspectiva:

O erro ndo ¢ apenas o efeito da ignorancia, da incerteza, do acaso, como se acredita
nas teorias empiristas ou behavioristas de aprendizagem, mas sim o resultado de um
conhecimento anterior que teve seu interesse, seus sucessos, mas que agora se revela
falso ou simplesmente inadequado. Erros desse tipo ndo sdo erraticos e imprevisiveis,
eles se constituem em obstaculos. Tanto no funcionamento do professor quanto do
aluno, o erro ¢ constitutivo do sentido do conhecimento adquirido (Brousseau, 1983,
p. 171, traducfo nossa)’.

Essa nog¢ao de obstaculo foi estudada por Duroux (1983), que descreve algumas
condigdes necessarias para sua caracterizagdo: (1) o obstaculo ¢ um conhecimento e ndo a falta
dele ou dificuldade; (2) em certos contextos frequentes esse conhecimento produz respostas
adequadas; (3) respostas incorretas sdo geradas ao tentar adaptar esse conhecimento em outras
situacdes; (4) o conhecimento resiste a contradi¢des e a rupturas, ndo desaparecendo a medida
que um conhecimento melhor surja; e (5) mesmo apos a tomada de consciéncia sobre a sua
imprecisdo, a sua manifestacdo continua ocorrendo de forma obstinada.

Conforme Japiassu (1986, p. 73), o obstaculo surge durante o processo de construgdo
do conhecimento e se manifesta de duas formas: como um "contrapensamento" ¢ como uma

"parada do pensamento". O "contrapensamento" refere-se a conhecimentos pré-existentes que
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influenciam nossa percep¢dao das novas informagdes, podendo se tornar uma barreira na
compreensdo e assimilacdo do novo saber. Ja a “parada do pensamento” esté relacionada a uma
resisténcia do pensamento, dificultando o avango na constru¢io do saber. E como se o
conhecimento anterior atuasse como uma forga contraria a assimilagdo da nova aprendizagem,
mantendo-nos em um estado de estagnacdo, impedindo o progresso em dire¢do ao novo
conhecimento. Essa resisténcia s6 pode ser superada por meio de uma ruptura epistemologica,
no qual ocorre uma transforma¢do na forma como concebemos e compreendemos o
conhecimento, permitindo-nos avangar em dire¢dao ao novo saber (Pais, 2019).

Para Schubring (2002), a crescente énfase em pesquisas sobre erros na Matematica e
o abandono da visdo de que o erro é apenas um aspecto marginal na didatica tém gerado
resultados que evidenciam a relevancia das preconcepcoes dos alunos. Nesse contexto, o autor
ressalta que os estudos demonstram que, ao se depararem com novos conhecimentos, os alunos
frequentemente enfrentam conflitos de compreensdo devido a interagdo com o que ja possuem
em seu repertdrio cognitivo. Isso significa que a incorporagdo do novo conhecimento nao
acontece de forma direta e linear, mas sim através de um processo complexo.

A pesquisa realizada por Sierpinska e Viwegier (1992) com criangas de 10 a 12 e 14
anos mostra a dificuldade de romper conhecimentos ja formados pelos alunos. O objetivo do
estudo era entender em que condigdes as concepcdes e atitudes dos alunos em relagdo ao
conceito de infinito se tornavam um obstaculo epistemologico. Sierpinska (1994) discute os
resultados do experimento, que mostraram que Agnes, de 10 anos, compreendeu mais
rapidamente o argumento principal dos pesquisadores sobre a equipoténcia de nimeros naturais
e pares do que Martha, de 14 anos, que argumentou contra essa ideia e levou mais tempo para
identificar inconsisténcias em seu raciocinio. A autora diz que Agneés demonstrou um
pensamento complexo, enquanto Martha ja tinha uma compreensao conceitual do infinito,
considerando-o como algo "tdo grande quanto desejamos”, e dos subconjuntos, como “partes
do todo com menos elementos”.

A pesquisa revelou que os conceitos de Martha sobre o infinito e subconjuntos
funcionaram como obstaculos para sua compreensao da equipoténcia, porque eles eram “[...]
partes de um sistema de conceitos, modos de pensar e crengas, €, portanto, ndo poderiam ser
removidos ou alterados sem prejudicar todo o sistema. [...] estavam ligados a crengas sobre o
que ¢ o conhecimento € o que o torna valido” (Sierpinska, 1994, p. 156, tradug¢io nossa)'’. Ela
buscou consisténcia em seu pensamento e tentou minar a consequéncia logica da definicao de
"tanto quanto", mas ao perceber uma inconsisténcia em seus argumentos, optou por rejeitar a

propria definicdo. Essa frustracdo demonstrou seu desejo de preservar suas crengas
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fundamentais, mesmo que isso implicasse em modificar os axiomas da teoria matematica. No
entanto, apesar da frustracdo, o entendimento de Martha sobre Matematica tornou-se mais
profundo ao final do experimento em comparacao com o das criangas mais novas.

Dessa forma, cabe ao docente, segundo Brousseau (1983), propor meios para a
superacdo de obstaculos, reconhecendo-os e rejeitando-os, pois esses obstaculos sdo
componentes do conhecimento, e tratamentos inadequados do professor podem levar a erros
frequentes. Assim, Brousseau (1998) propde a interagdo dialética entre o aluno e a situagao-
problema para que seja possivel a construgdo do significado. Ele argumenta que € necessario
que o sujeito mobilize seus conhecimentos prévios para submeté-los a uma revisdo,
modificando-os, complementando-os ou rejeitando-os, permitindo a formacdo de novas
concepgoes. A acdo docente torna-se fundamental, pois para que ocorra a ruptura, a

desestabilizacao do saber, sucessivas agdes devem ocorrer, ou seja,

Organizar a superagdo de um obstaculo consistird em propor uma situagdo suscetivel
de evoluir e de fazer evoluir o aluno segundo uma dialética conveniente. Sera uma
questdo, ndo de comunicar as informagdes que queremos ensinar, mas de encontrar
uma situagdo na qual elas sdo as Uinicas a serem satisfatorias ou 6timas — entre aquelas
as quais se opdem — para obter um resultado em que o aluno se dedicou (Brousseau,
1983, p. 179, tradugdo ¢ grifo nosso)'!.

Para a andlise dos obstaculos no conhecimento matematico, Sierpinska (1985 apud
Igliori, 1999) produz uma releitura de Bachelard e destaca quatro pontos que podem ser
aplicados: (1) o conhecimento se torna um obstidculo quando se acredita que ele o €, ao
constituir-se num preconceito, ao ndo haver mais questionamentos sobre ele e se nao ha mais a
exigéncia de sua validagdo; (2) a opinido se torna um obstaculo para o conhecimento cientifico;
(3) quando o conhecimento cientifico se degenera em um habito intelectual, ou seja, o
conhecimento se torna um habito fixo e estatico na mente do sujeito, repetido sem reflexdo e
questionamentos; e (4) ao concretizar objetos abstratos.

Cornu (2002), argumentando sobre os obstaculos, escreve que € possivel identificar
quatro tipos: obstaculos genéticos e psicologicos, que estdo relacionados ao desenvolvimento
pessoal do aluno; obstaculos didaticos, que surgem devido o modo de ensino e do professor; e
obstaculos epistemologicos, que estdo relacionados a propria natureza dos conceitos
matematicos. Exploraremos cada um desses obstaculos na sequéncia, que sdo tratados como
signos nesta pesquisa, porém concentraremos a analise em detalhes nos obstaculos de natureza

epistemologica e didatica, enquanto os obstaculos ontoldgicos e psicologicos serdo
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considerados como potenciais aspectos a serem abordados e identificados durante a aplicacao

dos Experimentos Mentais.

3.1 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

O termo “epistemologia” foi inserido na Didatica da Matematica em 1960. Como

destaca D’ Amore:

No nosso campo de pesquisa: uma concepgdo epistemologica é um conjunto de
convicgdes, de conhecimentos e de saberes cientificos, os quais tendem a dizer o que
sdo os conhecimentos dos individuos ou de grupos de pessoas, como funcionam, os
modos de estabelecer sua validade, bem como adquiri-los e entdo de ensina-los e
aprendé-los; a epistemologia ¢ uma tentativa de identificar e de unificar concepgdes
epistemoldgicas diferentes relativas a determinadas ciéncias, a movimentos
intelectuais, a grupos de pessoas, a institui¢cdes, ou a culturas (D’Amore, 2007a, p.
181).

A nogao de obstaculo epistemolédgico, de acordo com Sierpinska (1994), tem sido o
foco de muitas pesquisas entre teoricos para estabelecer sua natureza, possiveis defini¢des e
razdes para aplicé-la na Didatica Matematica. A autora destaca que, em 1988, Nadine Bednarz
organizou uma conferéncia em Montreal com a participagdo de psicologos, filésofos da ciéncia
e educadores matematicos e fisicos, na tentativa de esclarecer a no¢dao de obstaculo
epistemologico, mas, ao final do evento, os participantes sairam sentindo-se ainda mais
confusos. Sierpinska menciona que até mesmo Bachelard, criador do conceito, nunca o definiu
“formalmente”, mas apresentou diversos exemplos.

Os obstaculos didaticos de origem epistemoldgica sdo conceituados, por Brouseau
(1983), como inerentes ao processo de construgao do conhecimento matematico, dos quais nao

se pode escapar, uma vez que fazem parte da historia dos conceitos matematicos.

Os obstaculos de origem genuinamente epistemologica sdo aqueles dos quais ndo se
pode nem se deve escapar, devido ao seu papel formativo no conhecimento que esta
sendo buscado. Eles podem ser encontrados na propria historia dos conceitos. Isso ndo
significa que devemos ampliar o seu efeito ou reproduzir no contexto escolar as
condigdes histéricas em que foram superados (Brousseau, 2002, p. 87)'2.

Ao realizar uma analise de alguns estudos, Artigue (1989) observa que os obstaculos
epistemologicos sao fundamentados de forma significativa pelo fato de terem surgido e resistido

ao longo da histdria dos conceitos em questdo. A autora ressalta a importancia de ndo apenas
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verificar a persisténcia desses obstaculos nos alunos atuais, mas também analisar concepgdes
analogas que se assemelham aquelas encontradas historicamente.

E importante ressaltar que nem todas as dificuldades enfrentadas pelos alunos devem
ser consideradas obstaculos epistemologicos. De acordo com Brousseau (1989), ¢ necessario
seguir algumas etapas para identificar e estabelecer obstaculos: primeiro, ¢ preciso identificar
os erros recorrentes e relaciond-los em torno de concepgdes; em seguida, encontrar os
obstaculos que tém origem na histéria da Matematica; por fim, confrontar os obstaculos
histéricos com os de aprendizado, o que possibilita compreender sua natureza epistemolégica.

No entanto, de acordo com Schubring (2002), a concepg¢ao de Brousseau ao utilizar a
historia principalmente para encontrar erros cometidos por matematicos revela uma fraqueza e
uma visao distorcida sobre o papel da histéria na Educagdo Matematica. Essa abordagem trata
a historia como um mero museu, nao valoriza seu papel ativo e dinamico. O autor enfatiza que
identificar obstaculos na histdria requer uma abordagem mais ampla, ndo se restringindo apenas
aos poucos matematicos famosos, mas sim aprofundando o estudo sobre como os conceitos
foram discutidos e modificados na comunidade matematica em determinada época e cultura,
incluindo também comparagdes com distintas culturas.

Contudo, os pesquisadores em Didatica da Matematica tém se empenhado em
identificar varias concepgdes que podem resultar em obstaculos epistemologicos. Por exemplo,
Almouloud (2007) destaca cinco areas nas quais esses obstaculos foram observados: o estatuto
dos niimeros, o conceito de zero, o infinito, o conceito de fungdo e o conceito de probabilidade.
No que diz respeito ao conceito de zero, Almouloud ressalta que muitos equivocos surgem
devido a associagdo com a ideia de "nada". Essa associag@o incorreta pode levar os estudantes
a ndo compreenderem plenamente o valor e o significado do zero na Matematica.

Almouloud ainda aponta que o infinito tem sido uma fonte de dificuldades para muitos
alunos ao longo do tempo. Essas dificuldades remontam aos famosos paradoxos de Zenon de
Eleia, um filésofo do século V a.C., como o paradoxo de Aquiles e a Tartaruga. Esses
paradoxos, que parecem ser contraditorios, t€ém o potencial de causar confusdo e incompreensao
em relagdo a natureza do infinito na Matematica. Além disso, essas questdes persistiram e se
estenderam a teoria dos conjuntos, com os enigmas apresentados por Cantor e Russel,
acrescentando mais complexidade ao entendimento desse conceito matematico.

Almouloud (2007) também menciona os obstaculos identificados no campo dos
nimeros, os quais incluem diferentes resisténcias e rejei¢des por parte de matematicos
renomados ao longo da histéria. Esses obstaculos sdo destacados da seguinte forma: (1)

Kronecker rejeitou a fragdo como um nimero; (2) Euler apresentou propriedades duplicadas
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para os numeros naturais e, posteriormente, para as fracdes; (3) Os Pitagoricos ndo aceitaram a
irracionalidade da raiz quadrada de dois; (4) Carnot e Stendhal resistiram em aceitar os nimeros
negativos como validos; (5) Cauchy e Gauss reconheceram tardiamente o estatuto de nimeros
para o conjunto dos complexos. Esses obstaculos representam momentos significativos na
evolucao do conhecimento matematico, evidenciando as dificuldades e resisténcias enfrentadas
pelos matematicos ao longo do tempo para aceitar conceitos que hoje sdo fundamentais na
Matematica.

A pesquisa realizada por Igliori e Silva (1998, apud Igliori, 1999) com alunos do
terceiro ano do ensino médio revelou aspectos apontados por Artigue (1989), como a presenga
de fortes convic¢des formadas sobre as propriedades dos numeros naturais que sdo importadas
para os numeros decimais. Os resultados também corroboram com Brousseau, que destaca

varios obstaculos conhecidos nesse contexto:

e A dificuldade de aceitar que um aumento pode ser obtido por uma divisdo ¢ uma
diminuigdo por uma multiplicaggo.

e A dificuldade de encontrar um nimero decimal entre dois outros, evitando a
busca pelo sucessor de um niimero decimal.

e A dificuldade de aceitar a "dupla escrita" dos nimeros decimais (por exemplo:
1.5e1.4999...).
A dificuldade de conceber o produto de dois nimeros decimais escalares.
A dificuldade de conceber novos tipos de divisdo
(Brousseau, 2002, p. 112, tradugdo nossa)

Os alunos da pesquisa de Igliori (1999) aplicaram erroneamente o conceito de que a
multiplicagdo sempre gera nimeros maiores e a divisdo niimeros menores ao contexto dos
decimais, além da crenga de que todo nimero possui um antecessor € um sucessor. Os
resultados do estudo ainda mostraram que os alunos enfrentaram dificuldades para identificar
um numero decimal entre 3,25 e 3,26, e também acreditaram que o sucessor de 3,14 ¢ 3,15.

Esse processo consiste na generalizagdo abusiva das propriedades dos nimeros
naturais para os decimais, segundo Artigue (1989), que cita outros processos geradores de
obstaculos epistemoldgicos: a regularizacdo formal abusiva, o foco excessivo em uma
contextualizagdo ou modelagem familiar, a mistura de conceitos e a aderéncia exclusiva a um
ponto de vista. No primeiro processo, ocorrem situacdes em que, por exemplo, a expressao
(a + b)? ¢é equivocadamente considerada igual a a® + b?. Na segunda situagdo, a associagdo
ao modelo aditivo de perdas e ganhos, conforme Almouloud (2007), torna-se um problema de
conceituacao dos nimeros inteiros como objetos matematicos abstratos. O terceiro processo

produz erros persistentes, como no tratamento de comprimentos e dareas pelos alunos.
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Finalmente, o quarto processo é considerado crucial na relacio com os obstaculos
epistemoldgicos.

A existéncia de obstaculos epistemoldgicos pode, muitas vezes, dar origem a
obstaculos didaticos. Como discutido, os obstaculos epistemoldgicos relacionam-se ao
conteudo do conhecimento e as concepgdes inconsistentes que os alunos desenvolvem sobre
conceitos matematicos. Por outro lado, abordaremos como os obstaculos didaticos surgem
durante o processo de ensino e podem ser causados por escolhas metodologicas e decisdes do
professor. Em alguns casos, as abordagens adotadas pelo professor podem reforgar os
obstaculos epistemoldgicos se as concepgdes equivocadas dos alunos nao forem tratadas

adequadamente. A seguir, analisaremos mais detalhadamente os obstaculos de origem didatica.

3.2 OBSTACULOS DIDATICOS

Os obstaculos didaticos sdo aqueles que dependem apenas de projetos ou escolhas de
ensino do professor (Brousseau, 1983). Conforme Almouloud (2007), esse tipo de obstaculo ¢
provocado por transposi¢des didaticas que sao dificeis de serem alteradas, sendo inevitaveis e

inerentes ao processo, pois:

[...] cada docente escolhe um projeto, um curriculo, um método, interpreta de maneira
pessoal a transposicdo didatica, de acordo com as suas convic¢des cientificas e
didaticas: ele acredita nessa escolha e a propde a classe porque a considera eficaz; mas
aquilo que é verdadeiramente eficaz para determinado estudante ndo ¢é dito que o seja
para os outros. Para esses outros, a escolha daquele projeto revela-se um obstdculo

didatico (D’ Amore, 2007b, p. 213, grifo do autor).
Esse tipo de obstaculo se torna mais evidente quando o professor ensina de forma
rigida e inflexivel, apresentando o conhecimento matematico como uma verdade Unica e
imutavel, sem espaco para questionamentos e discussdes (Gomes, 2002). Esse comportamento
decorre de uma visao absolutista do proprio professor sobre o que ¢ a Matematica, conforme
argumentado por D'Ambrosio (1993), na qual a Matematica ¢ vista como uma coleg¢ao de
verdades prontas, acumuladas e indiscutiveis. Essa concepg¢do rigida sobre a natureza da
Matematica pode ser resultado das experiéncias que o docente vivenciou, “[...] das influéncias
socioculturais que sofreram durante suas vidas, influéncias essas que vém se formando ao longo

dos séculos, passando de geragdo a geracdo, a partir das ideias de filosofos que refletiram sobre

a Matematica” (Cury, 1999, p. 11).
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D'Ambrosio (1993) enfatiza a importancia de compreender a Matematica como uma
disciplina dinamica e investigativa. Ela argumenta que os professores devem entender a
natureza da Matemadtica, os processos de aprendizagem, e criar um ambiente propicio para isso.
Para D'Ambrosio (1993), a atividade Matematica deve ser centrada na acao, permitindo que os
alunos proponham, explorem e investiguem problemas, em vez de apenas acumularem
informagdes, pois ndo sdo recipientes passivos de fatos e ideias. A efetivagdo dessas concepgdes
matematicas e a mitigacdo dos obstaculos didaticos dependem amplamente da qualidade da

formacao dos professores, uma vez que:

[...] obstaculos provocados pelo proprio professor, no interior das escolas [...] justifica
a necessidade de mudangas significativas na formag@o de professores, pois permitir
que nossos alunos terminem a graduagdo e saiam para o mercado de trabalho
provocando obstaculos na aprendizagem de seus alunos ao invés de favorecerem e
enriquecerem a aprendizagem dos mesmos ¢ inadmissivel em nossos dias! (Gomes,
2006, p. 142)

No processo de ensino-aprendizagem da Matematica, diversos exemplos de obstaculos
didaticos se destacam. Um desses exemplos ¢ discutido por Pais (2019), que aborda a
aprendizagem de geometria espacial por meio da leitura de certas perspectivas da representacgao.
Segundo o autor, esse método pode nao ser tdo evidente para os alunos e, consequentemente,
dificultar a compreensdo das propriedades geométricas dos solidos representados.
Especificamente, Pais (2019) destaca a representagdo do cubo em perspectiva paralela, o que ¢
ilustrado na Figura 12. Nessa representacdo, a face superior do cubo € retratada como um
paralelogramo, porém, ndo necessariamente um paralelogramo quadrado. Isso significa que os
angulos entre as arestas da face superior podem nao ser percebidos como angulos retos quando

observados no papel.

Figura 12 — Cubo em perspectiva paralela

Fonte: Canotilho, 2005, p. 65.

Outros estudos também identificaram obstaculos didaticos na aprendizagem de

geometria. Em relacdo a percepgdo espacial de problemas geométricos, Nurjanah e Juliana
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(2020) observaram que, nos anos finais do ensino fundamental na Indonésia, os professores
tendem a enfatizar mais os célculos do que os conceitos basicos de geometria. Além disso, nos
materiais de estudo, falta discussao sobre as propriedades geométricas das faces dos so6lidos. O
tempo utilizado pelos professores também foi apontado como um obstaculo didatico, pois, se o
ensino ocorre de forma rapida, os alunos tém dificuldades em compreender completamente o
conteudo. Ademais, a falta de materiais didaticos para manipulacdo nas aulas dificulta a
visualiza¢dao dos objetos geométricos pelos alunos.

Novainda e Turmudi (2021) realizaram uma revisao bibliografica de estudos que
abordam barreiras de aprendizagem nos livros de geometria nos anos finais do ensino
fundamental na Indonésia. Os resultados das analises dos seis estudos encontrados indicaram
que os obstaculos didaticos incluiam materiais de ensino desorganizados € com concepgdes
equivocadas. Além disso, os professores ensinavam conceitos inconsistentes, muitas vezes
utilizando solugdes répidas ou termos pouco claros, o que resultava em um aprendizado

incompleto. Brum e Silva (2015) discutem esse problema, observando que:

Na tentativa de minimizar as dificuldades encontradas pelos alunos, os professores
em fun¢do de seu papel institucional de formacdo, comumente utilizam em sala de
aula diversas estratégias com o intuito de facilitar a aprendizagem. Entre as
estratégias, destacam-se as analogias, metaforas, imagens, resolu¢do de problemas,
desafios entre outras. Ainda que empregadas com a intengdo de contribuir para a
compreensdo de determinado conteido, as estratégias se caracterizam como
subterfigios pedagdgicos, substituindo assim, linhas de raciocinio por esquemas e
macetes, o que se por um lado se torna atrativo de interesse, por outro se cristaliza
intui¢cdes (Brum e Silva, 2015, p. 2).

Almouloud (2007) também discute obstaculos didaticos, como a nogao de fracdo, que
muitas vezes ¢ ensinada como uma mera particdo de figuras, remetendo a ideia de que fragdo
esta sempre relacionada a partes de um todo. Além disso, o autor aponta que, no ensino
primdrio, ¢ comum que os professores ensinem que um quadrado ndo ¢ um tipo de retangulo.
Essa separacdo rigida entre os dois conceitos pode gerar confusdo, limitando a capacidade de
fazer conexoes entre diferentes formas geométricas e prejudicando uma visdo mais abrangente
da geometria.

Almouloud (2007) identifica um obstaculo no ensino da adi¢gdo de nimeros inteiros,
frequentemente abordada através de escalas de temperaturas e extratos bancarios, o que pode
se tornar um entrave a medida que os alunos avangam para a multiplicacdo desses numeros. O
autor também destaca que o estudo de gréaficos de funcdes afins unicamente no oitavo e/ou nono

ano sdo obstaculos didaticos para a compreensao do conceito no ensino médio. J no campo da
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casos favoraveis

probabilidade, Almouloud (2007) ressalta que o uso restrito da formula limita o

casos possiveis

trabalho didatico apenas a situagdes de equiprobabilidade, o que impossibilita outros cenarios
probabilisticos relevantes e impede que os alunos compreendam plenamente os conceitos e
calculos envolvidos nessa area da Matematica.

Ja no ensino de poténcias, a pesquisa de Paias (2019), identificou oito obstaculos
didaticos, como: o uso de figuras e materiais concretos que limitam o estudo das poténcias aos
expoentes dois (representados por quadrados) e trés (representados por cubos), dificultando a
compreensdo de expoentes maiores; a falta de problemas, ndo exercicios, sobre poténcias nos
livros didaticos; a apresentagdo mecanica de convengdes para o aluno, como poténcias com
expoentes zero € um, sem uma justificativa adequada; a falta de explicacdo das diferencas entre
o calculo de poténcias com e sem o uso de parénteses; exemplos como 2%, que podem gerar
conflito entre o dobro de dois € o seu quadrado; a abordagem restrita da conversdo de
representacdo da lingua natural para a representacdo numérica das poténcias, com uma
introducdo limitada dos termos "base" e "expoente"; e a exclusdo de poténcias com expoentes
fracionarios em alguns livros didaticos. Esses obstiaculos podem dificultar o processo de
aprendizagem e compreensao das poténcias por parte dos alunos.

Hé uma inter-relacao entre os obstaculos de origem didatica e os de origem ontogénica,
uma vez que, como mencionado anteriormente, os primeiros estdo relacionados as escolhas
metodoldgicas do professor, a materiais inadequados, etc., enquanto os segundos dizem respeito
as limitacdes no desenvolvimento cognitivo do proprio sujeito. Portanto, se o professor ensina
algum conhecimento para o qual o aluno ainda ndo tem a capacidade de compreender e
construir, isso pode resultar no surgimento de barreiras no processo de aprendizagem. A seguir,

discutiremos com mais detalhes os obstaculos de origem ontogénica.

3.3 OBSTACULOS ONTOGENICOS

A ontogénese ¢ um campo de estudo que abrange o desenvolvimento de um organismo
ao longo do tempo, incluindo todas as mudancas nas esferas biologicas, cognitivas, emocionais
e comportamentais. Nesse contexto, os obstaculos didaticos de origem ontogénica surgem no
processo de aprendizagem devido as limitagdes especificas e a falta de maturidade cognitiva,
que ndo esta necessariamente ligada a idade cronoldgica. Essas limitagdes podem incluir
restrigdes neurofisioldgicas impostas pelas caracteristicas do sistema nervoso (Brousseau,

1983).
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Jean Piaget (1896-1980), renomado psicdlogo e bidlogo, dedicou-se ao estudo do
processo de desenvolvimento humano. De acordo com Coll e outros (2007), a epistemologia
genética de Piaget visa investigar o desenvolvimento intelectual, descrevendo e explicando a
transi¢ao do pensamento infantil para o pensamento abstrato adulto. Piaget (1999) compara o
desenvolvimento psiquico ao crescimento organico do corpo. Assim como o corpo atinge um
nivel estavel através da maturagdo dos 6rgaos, o desenvolvimento psiquico também progride
em dire¢do a um equilibrio, passando de fases iniciais para mais avangadas.

A equilibragdo ¢ um processo continuo ao longo do desenvolvimento cognitivo e
ocorre por meio de dois mecanismos fundamentais: assimilagdo e acomodacdo. Na assimilacao,
o individuo integra e internaliza conhecimentos novos as estruturas cognitivas ja existentes. Por
outro lado, a acomodagao envolve o reajuste e a transformagado dessas estruturas cognitivas para
incorporar novas informagoes (Piaget, 1999). Esse processo de equilibragao se completa “[...]
desde que haja satisfacdo das necessidades, isto €, logo que o equilibrio — entre o fato novo, que
desencadeou a necessidade, e a nossa organizacdo mental, tal como se apresentava
anteriormente — ¢ restabelecido” (Piaget, 1999, p. 16).

Assim, ao longo do desenvolvimento cognitivo, o sujeito percorre uma série de niveis
de equilibrio por meio dos processos de assimilagdo e acomodagdo, ou seja, ele atravessa
estagios de desenvolvimento. De acordo com Piaget (1999), cada estagio apresenta uma
estrutura caracteristica, diferenciando-se dos estagios anteriores, mas mantendo o essencial das
fases precedentes. Coll e outros (2007) descrevem os quatro estagios propostos por Piaget:
sensorio-motor (0 a 2 anos), em que a inteligéncia se relaciona principalmente com problemas
de acdo, como se movimentar e alcangar objetos; pré-operatorio (2 a 7 anos), em que a
inteligéncia € simbolica, com desenvolvimento da linguagem e da imaginagao, embora a crianca
ainda apresente tendéncia ao egocentrismo; operatorio-concreto (7 a 12 anos), o pensamento
logico emerge, mas ainda depende de verificagdo empirica e se limita a realidade concreta; e
operatorio-formal (a partir da adolescéncia), em que o pensamento logico se desenvolve de
forma mais abstrata, permitindo a pessoa imaginar hipdteses, organiza-las, comprova-las,
verificar e sistematizar os resultados.

As idades cronoldgicas estimadas por Piaget nem sempre se aplicam a todos os
individuos. Portanto, ¢é relevante observar em qual fase de desenvolvimento cada estudante se
encontra, levando em consideragdo suas caracteristicas individuais. Estudos realizados por
Chiappetta (1976) mostraram que muitos jovens de 15 ou 16 anos ainda ndo alcangaram a fase
operatorio-formal, que € caracterizada pelo desenvolvimento do pensamento abstrato e logico.

Essa constatagdo ¢ corroborada por diversas pesquisas que indicam que uma grande propor¢ao



62

de adolescentes e jovens adultos nos Estados Unidos (mais de 85% dessa populagdo) nao atinge
esse nivel de desenvolvimento cognitivo. Essas andlises foram baseadas em pesquisas que
utilizaram pelo menos trés tarefas do tipo piagetiano, que sdo ferramentas de avaliagdo para
identificar estagios especificos de desenvolvimento cognitivo. As atividades foram
apresentadas aos participantes em formato de entrevista pessoal, possibilitando uma abordagem
individualizada sobre a compreensao dos conceitos avaliados.

No contexto das fases de desenvolvimento cognitivo estudadas por Piaget, € possivel
identificar obstaculos de origem ontogénica na aprendizagem da Matematica. Por exemplo, se
um aluno ainda nao alcangou o estdgio operatdrio-formal, ele pode enfrentar dificuldades na
compreensdo de conceitos matematicos abstratos, como os nimeros inteiros negativos e
irracionais. Além disso, estudantes que ainda ndo desenvolveram o pensamento logico podem
encontrar obstaculos em problemas que envolvem sequéncias logicas complexas, como
problemas de varias etapas ou a compreensdo de tabelas-verdade, conforme mencionado por
Kikuchi (2011).

A utilizacdo de linguagem matematica, que inclui simbolos, letras e expressoes, pode
também representar um obstaculo ontogé€nico para estudantes mais jovens, pois requer uma
compreensdo de representagdes mais abstratas. Contetidos relacionados a medidas de tempo
podem apresentar desafios para criangas em idades mais precoces. A pesquisa de Kikuchi
(2012) identificou que a falta de experiéncia pratica na diferenciacdo entre a medi¢do da area
de uma figura plana e suas dimensdes pode se tornar um obstaculo ontogénico quando os alunos
enfrentam problemas relacionados a esse contetdo.

Outro estudo realizado por Devichi ¢ Munier (2013) investigou as dificuldades dos
alunos na constru¢do do conceito de angulo e identificou que um obstidculo ontogénico
frequente € a crenca equivocada de que o angulo esté relacionado ao comprimento de seus lados.
Em outras palavras, algumas criancas das séries iniciais tendem a pensar que quanto menor a
medida do angulo, menores serdo os comprimentos dos seus lados, o que pode prejudicar a
compreensao adequada desse conceito. Nessa pesquisa, também foi identificado que, conforme
a literatura (Piaget; Inhelder, 1956; Baldy; Devichi; Chatillon, 2004), as criangas tém maior
propensao a desenhar angulos retos e linhas perpendiculares. Esse comportamento ¢ apontado
como outro obstaculo ontogé€nico, pois pode levar as criangas a desenvolverem uma
compreensao limitada dos diversos tipos de angulos existentes.

Em alguns casos, os obstaculos ontogénicos podem contribuir para o surgimento de obstaculos
psicologicos. O primeiro esta relacionado ao estdgio de desenvolvimento cognitivo em que o

sujeito se encontra, enquanto o segundo refere-se aos aspectos psicoldgicos do aluno, como



63

suas crencas ¢ atitudes em relacao a aprendizagem. Assim, um estudante que ainda ndo alcangou
o estagio de desenvolvimento cognitivo necessario para compreender um conteido matematico
pode enfrentar desestabilizacdes emocionais, resultando em obstaculos de origem psicologica,

que serao discutidos a seguir.

3.4 OBSTACULOS PSICOLOGICOS

Conforme Almouloud (2007), os obstaculos didaticos de origem psicoldgica surgem
quando o processo de aprendizagem causa desestabiliza¢do no aluno, resultando em um conflito
com suas representagdes profundas. O autor ilustra que isso pode ocorrer quando o estudante
percebe que a logica ensinada na escola difere da logica do dia a dia Além disso, o medo de
lidar com situagdes matematicas complexas, como a divisdao por zero, bem como as condig¢des
psicoldgicas no momento do aprendizado de um novo conceito, podem influenciar a aplicacao
dessa no¢do em problemas. Outro exemplo citado por Almouloud (2007) € a crenca ou rejei¢ao
do acaso, como a ideia de que uma das faces do dado ¢ mais propensa a ocorrer do que outra.

Kikuchi (2012) ressalta que os obstaculos de origem psicologica estdo associados ao
contexto em que o aluno estd inserido, as crengas transmitidas pelos familiares e a sua natureza
afetiva. A autora exemplifica que, se o aluno frequentemente ouve sobre as dificuldades que
seus pais tiveram com a Matematica, ¢ provavel que ele desenvolva medos e crencas negativas
sobre a disciplina, como a ideia de que a Matematica ¢ dificil. Em sua pesquisa, Kikuchi (2012)
identificou que o ambiente da comunidade em que o aluno vive pode desencadear obstaculos
psicolégicos, por exemplo, se o termo "peso" ¢é utilizado para descrever o que estd na balanga,
1sso pode dificultar a compreensdo dos conceitos de massa e peso, que possuem significados
distintos no conhecimento cientifico.

Além das crencas negativas influenciadas pelos pais, o medo de cometer erros pode
gerar obstaculos psicoldgicos na aprendizagem da Matematica. Esse receio faz com que os
alunos evitem participar das aulas e ndo sanem suas duvidas. A aversdo ao erro, muitas vezes
exacerbada pelo sistema educacional, cria um ambiente inibidor onde os estudantes sentem
medo de resolver problemas ou se envolver em discussdes matematicas. Além disso, quando
um aluno ¢ rotulado como “nao bom em Matematica”, isso pode afetar negativamente sua
confianga na disciplina, criando um obstaculo psicologico.

A pesquisa de Tobias (1990) revela obstaculos psicologicos enfrentados por estudantes
universitarios. A autora conduziu 600 entrevistas com alunos universitarios e adultos e

constatou que trés principais fatores contribuem para as dificuldades com a Matematica nesse
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ambiente: o0 medo da Matematica, a crenga de que a Matematica ¢ um dominio exclusivo de
homens brancos ¢ a ideia de que as pessoas sdo boas apenas em Matemadtica ou em linguistica.
Durante as entrevistas, muitos alunos compartilharam suas experiéncias de terem sido
informados de que as meninas nao sao boas nessa disciplina ou que pessoas negras nao se
tornam engenheiros. Essas crencas negativas influenciam a percep¢ao dos estudantes sobre suas
habilidades em Matematica e podem criar barreiras psicologicas que dificultam o aprendizado
e o desenvolvimento nessa area.

Conforme Steele (1997), o estereodtipo de que as mulheres ndo possuem habilidades
matematicas equivalentes as dos homens pode representar uma ameaca ao desempenho
académico delas. Nesse contexto, obstaculos psicologicos surgem quando as mulheres sdo
constantemente expostas a estereotipos negativos sobre suas habilidades matematicas, o que
pode impactar sua confianga na area. Segundo o estudo, a pressao social e cultural pode leva-
las a temer confirmar o estereotipo, prejudicando ainda mais seu desempenho.

Ainda, segundo a pesquisa de Tobias (1990), a sala de aula de Matematica parece se
tornar uma fonte de trauma para muitos estudantes, configurando-se como um obstaculo
psicoldgico. Isso ocorre devido a falta de espago para o debate e a discussdo dentro desse
ambiente. Como resultado, os alunos tendem a preferir outras disciplinas, como ciéncias sociais
ou linguas, pois podem participar de forma mais ativa das discussdes em sala de aula e ndo
enfrentam a pressao de encontrar uma Unica resposta correta.

Portanto, os obstaculos de natureza psicoldgica na Educacdo Matematica estdo
interligados com os obstaculos didaticos e ontogénicos. O método de ensino pode reforgar
aversoes a Matematica, estabelecendo uma conexdo com os obstaculos didaticos. Além disso,
a maturidade cognitiva dos alunos ¢ relevante para a compreensdo de certos conceitos
matematicos, podendo provocar dificuldades e resisténcias emocionais ao lidar com
determinados temas, o que se relaciona com os obstaculos ontogénicos. Adicionalmente, os
obstaculos epistemologicos, que envolvem o proprio conhecimento matematico, também
podem gerar obstaculos de origem psicologica, uma vez que representam barreiras
historicamente percebidas e internalizadas pelos estudantes.

Nesta pesquisa, conduziremos uma analise aprofundada dos obstaculos, com énfase
nos de origem epistemoldgica e didatica. Os obstaculos psicoldgicos e ontogé€nicos serdo
considerados como possibilidades durante a aplicagao de Experimentos Mentais. No proéximo
capitulo, detalharemos a metodologia deste estudo, abrangendo os procedimentos para a coleta
de dados, a selecao dos participantes e a escolha dos Experimentos Mentais. Além disso,

forneceremos informagdes sobre a analise dos dados.



65

4 METODOLOGIA DA PESQUISA

Ao tratar do conhecimento cientifico, torna-se essencial compreender e estabelecer sua
diferenciagdo em relacao a outros tipos de conhecimento que coexistem em nossa sociedade,
como o senso comum, ou saber popular. Nessa perspectiva, Marconi e Lakatos (2017)
enfatizam que o primeiro passo nesse processo ¢ discernir claramente as caracteristicas que
constituem o conhecimento cientifico e o distinguem das demais formas de saber. Os autores
ressaltam que a divergéncia fundamental entre essas modalidades de conhecimento reside no
método pelo qual o conhecimento ¢ obtido. Embora a ciéncia seja uma das principais vias para
a busca de saberes, ndo € a Ginica forma de acesso ao conhecimento existente.

O senso comum ¢ construido a partir de observagdes cotidianas, muitas vezes baseadas
em nogoes transmitidas culturalmente, ou seja, “preenche nossa vida diaria; € um saber que
possuimos sem que o tenhamos procurado ou estudado, sem que tenhamos aplicado um método
e sem que tenhamos refletido sobre algo” (Marconi; Lakatos, 2017, p. 82). Por outro lado, o
conhecimento cientifico fundamenta-se em fatos e ¢ obtido por meio de um método sistematico,
racional e empiricamente verificdvel. No entanto, os autores alertam que os resultados
cientificos ndo sao definitivos, podendo ser revistos e aprimorados, o que torna a ciéncia falivel
e sempre em busca de maior precisdo em suas conclusdes.

Severino (2017) destaca que a ciéncia utiliza métodos cientificos, nos quais o
pesquisador aplica recursos técnicos e se apoia em fundamentos epistemoldgicos para embasar
a metodologia de suas investiga¢des. Existem diversas modalidades de pesquisa no ambito
cientifico, cada uma com suas caracteristicas e abordagens especificas. Este estudo adota a
abordagem qualitativa, conforme delineado por Bogdan e Biklen (1994). Os autores apontam
que uma das premissas da pesquisa qualitativa ¢ que o ambiente natural se torna a principal
fonte de dados, sendo esse ambiente compreendido como o contexto real no qual os fendmenos
ocorrem. Nesse sentido, o pesquisador considera que o comportamento humano ¢é fortemente
influenciado pelo contexto em que se insere, € a compreensao desse contexto € essencial para a
interpretagdo dos dados coletados.

Ademais, Bogdan e Biklen (1994) abordam mais quatro caracteristicas fundamentais
da pesquisa qualitativa. Primeiramente, destacam que essa abordagem ¢ descritiva, o que
significa que ndo se restringe a coleta de dados numéricos, mas busca compreender e retratar
os fendmenos estudados por meio do uso de palavras, imagens e outros recursos que permitem
capturar a complexidade e a riqueza das experiéncias dos participantes. Outro aspecto relevante

¢ a énfase no processo de pesquisa em vez do resultado final. Isso significa que, na pesquisa
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qualitativa, a trajetoria percorrida durante a coleta e analise dos dados ¢ considerada tao
importante quanto os resultados obtidos.

Além disso, os autores ainda apontam que a pesquisa qualitativa adota uma abordagem
indutiva na analise dos dados, isto é, ndao ha inten¢ao de confirmar hipdteses prévias ou
estabelecer relagdes causais de antemao. Pelo contrario, as conclusdes sdo construidas ao longo
do processo de coleta e analise dos dados, permitindo que novas perspectivas e compreensoes
surjam durante o desenvolvimento da pesquisa. Por fim, para Bogdan e Biklen (1994), a
pesquisa qualitativa prioriza o significado atribuido pelos participantes da pesquisa. Eles
afirmam que essa abordagem busca compreender as perspectivas, visdes de mundo e
experiéncias dos sujeitos estudados, dando voz aos participantes e capturando suas vivéncias e
interpretagdes dos fendmenos sociais em seu contexto real.

Em contraste a abordagem qualitativa, Severino (2017) ressalta que, nos primordios
da era moderna, a ciéncia se fundamentou no acesso racional a esséncia dos objetos, resultando
em uma abordagem que limitava sua compreensdo a uma simples relacdo de causa e efeito,
medida unicamente por meio de fungdes matematicas. No entanto, o autor aponta que o avango
continuo da pesquisa cientifica trouxe consigo uma importante percepgao: o conhecimento nao
pode ser reduzido somente a esses critérios. Para ele, a ciéncia necessita incorporar uma
perspectiva mais ampla, considerando a diversidade de aspectos, incluindo o subjetivo, a
complexidade das interagdes humanas e a compreensao dos fendmenos em seus contextos
naturais.

Segundo Bicudo (2019), a pesquisa qualitativa se destaca por conter aspectos
subjetivos no estudo, permitindo a exploracdo profunda das sensagdes e opinides dos
participantes envolvidos. Bicudo enfatiza que essa abordagem busca compreender os
fendmenos em seus contextos naturais, valorizando a riqueza das experiéncias individuais. Por
outro lado, a autora argumenta que a pesquisa quantitativa tem como objetivo central a
mensuracdo de dados objetivos e passiveis de quantificagdo. Ao utilizar técnicas estatisticas e
numeros, esse tipo de pesquisa busca estabelecer relagdes precisas e objetivas entre variaveis,
permitindo a generalizagdo dos resultados para uma populagao maior.

Neves (1996) explica que o estudo qualitativo é conduzido de maneira diferenciada ao
longo de todo o processo de desenvolvimento. Isso quer dizer que, ao contrario das abordagens
quantitativas, que muitas vezes se restringem a medicdo de eventos e a aplicacdo de
instrumentos estatisticos, a pesquisa qualitativa enfatiza uma compreensdo mais abrangente.
Essa abordagem valoriza a perspectiva dos participantes, reconhecendo que suas vozes sao

fundamentais para situar a interpretagdo dos resultados. Para o autor, o pesquisador qualitativo
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busca entender os significados atribuidos pelos participantes as suas experiéncias, bem como
as influéncias do contexto em que os eventos ocorrem.

Dessa forma, a presente pesquisa foi conduzida no contexto da disciplina Matematica
Escolar III, oferecida aos estudantes de licenciatura em Matematica da Universidade Federal
de Juiz de Fora (UFJF), localizada na Rua José Lourenco Kelmer, s/n, no Bairro Sao Pedro, na
cidade de Juiz de Fora, em Minas Gerais. Conforme o Projeto Pedagdgico do Curso de
Licenciatura em Matematica DiurnoY, o Departamento de Matematica da UFJF conta com
quarenta e dois professores, 95% dos quais possuem doutorado em diversas areas da
Matematica. A modalidade de licenciatura em Matematica foi instituida em 1981, como parte
do curso de Matematica, cujo reconhecimento ocorreu em 1975.

O curriculo do Curso de Licenciatura em Matematica Diurno“! é organizado em 8
periodos, compreendendo diferentes cargas horarias distribuidas da seguinte forma: 600 horas
em disciplinas obrigatdrias comuns, que visam fornecer conhecimentos fundamentais em todas
as areas das Ciéncias Exatas; 960 horas em disciplinas obrigatorias especificas da licenciatura
em Matematica; 420 horas em disciplinas praticas, que proporcionam experiéncias direcionadas
em ambientes escolares; 540 horas em disciplinas da Ciéncia da Educagao, Historia e Filosofia
das Ciéncias, Matematica e acessibilidade; 120 horas em disciplinas eletivas, permitindo
escolhas personalizadas; 400 horas em estdgio curricular; e 200 horas em Flexibiliza¢ao
Curricular. A resolugdo n. 75/2022", de 12 de julho de 2022, estabelece, no minimo, 10% da
carga horaria total para integralizagao do curso em atividades extensionistas.

A disciplina Matematica Escolar III faz parte do conjunto de disciplinas de pratica
curricular e ¢ cursada no oitavo periodo, totalizando 60 horas de carga horaria. A ementa
abrange: (1) analise do curriculo de Matematica do ensino médio; (2) Exploragdo de
metodologias alternativas de ensino; e (3) Abordagem de problemas relacionados aos processos
de ensino e aprendizagem de Matematica no ensino médio. Dentro do escopo da segunda érea,
os estudantes foram apresentados aos Experimentos Mentais durante uma aula de 4 horas, das

19h as 23h, em 18 de maio de 2023, ministrada a um grupo de seis licenciandos em Matematica.

V Disponivel em: https://www?2.ufjf.br/matematica/wp-
content/uploads/sites/393/2015/04/PPC.licenciatura.novembro.pdf. Acesso em 27 maio 24.

vi A Universidade Federal de Juiz de Fora oferece dois cursos de licenciatura presenciais (noturno e integral). A
disciplina Matematica Escolar III é ofertada para os dois cursos.

Vil Disponivel em: https://www?2.ufjf.br/congrad/wp-
content/uploads/sites/30/2022/07/Resolu%C3%A7%C3%A30-75.2022.pdf. Acesso em 16 jun. 2024.
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Para a producao de dados, utilizamos dois Experimentos Mentais: um relacionado a
multiplicagdo de nimeros inteiros e outro a determinagao da equagdo da reta que passa por dois
pontos. Nas andlises e discussdes, nos concentraremos apenas no primeiro Experimento
(Apéndice A). Antes de iniciarmos os Experimentos, oferecemos uma visdo conceitual com
base no segundo capitulo desta pesquisa. Durante as atividades propostas, adotamos uma
abordagem abrangente, registrando informagdes por meio de anotagdes escritas e gravagdes
audiovisuais, que incluiram tanto os didlogos verbais, que foram transcritos (Apéndice B),
quanto os comportamentos nao verbais dos participantes. Nesse sentido, seguimos a orientagao
de Powell, Francisco e Maher (2004), os quais ressaltam a importancia da observacao detalhada
desses comportamentos para compreender as complexidades das interagdes no contexto
educacional.

Os dados obtidos com a aplicagao dos dois Experimentos inicialmente constituiram o
teste piloto. No entanto, apds analises preliminares, concluimos que os dados ja coletados eram
suficientes, tornando desnecessaria uma nova aplicagdo. A atividade proposta foi modificada
para integrar o Produto Educacional desta pesquisa, que contém um conjunto abrangente de
atividades pedagogicas destinadas a promover o desenvolvimento e a aplicacdo de
Experimentos Mentais no contexto da Educagdo Matemadtica no nivel basico. As alteragdes na
atividade proposta para os licenciandos incluiram ajustes no layout e aperfeicoamento da
linguagem utilizada. Além disso, como o publico-alvo do Produto Educacional ¢ formado por
professores da educacdao basica, decidimos remover as demarcagdes das caracteristicas
especificas dos Experimentos Mentais, como Forma, Estrutura, Compreensdo, Dependéncia,
Revelacdo e Comparacdo. Essa modificagdo foi feita porque, no caso dos licenciandos,
desejavamos destacar os detalhes heuristicos dos Experimentos Mentais.

Assim, a primeira etapa da pesquisa consistiu em buscar fundamentacao tedrica na
literatura sobre os Experimentos Mentais, utilizando obras de autores como Cruz (2018, 2022)
e Peirce (2010). Além disso, para alcangar o objetivo da pesquisa de identificar os obstaculos,
utilizamos fontes como Brousseau (2002). Apos estabelecermos as bases tedricas da pesquisa,
desenvolvemos os Experimentos Mentais utilizados nas atividades aplicadas e no Produto
Educacional. Na segunda fase do estudo, planejamos e aplicamos o teste piloto com as
atividades ja elaboradas, realizamos andlises preliminares e concluimos que ndo seria
necessario reaplicar as atividades.

Por fim, na terceira fase da pesquisa, nos dedicamos a interpretacdo dos signos
produzidos pelos participantes, baseando nossa analise na afirmacao de Peirce (CP. 5.314) de

que "todo pensamento ¢ um signo". Nosso principal objetivo foi identificar os obstaculos que
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poderiam ser classificados como de origem epistemoldgica, didatica, psicologica ou
ontogénica. Para determinar o tipo de obstidculo presente nos signos produzidos pelos
participantes, consideramos o proprio obstaculo como uma forma de signo. Se consideramos
que todo pensamento € um signo, entdo podemos inferir que toda teoria também € um signo.
Além disso, de acordo com Santaella (2004, p. 162), Peirce afirma em um de seus

manuscritos (MS 774, p. 4) que um signo pode ser entendido como:

qualquer pintura, diagrama, grito natural, dedo apontando, piscadela, mancha em
nosso lengo, memdria, sonho, imaginagdo, conceito, indica¢do, ocorréncia, sintoma,
letra, numeral, palavra, sentenca, capitulo, livro, biblioteca e, em resumo, qualquer
coisa que seja, esteja ela no universo fisico, esteja ela no mundo do pensamento, que
— quer corporifique uma ideia de qualquer espécie (e nos permita usar amplamente
esse termo para incluir propoésitos e sentimentos), quer esteja conectada com algum
objeto existente, quer se refira a eventos futuros por meio de uma regra geral — leva
alguma outra coisa, seu signo interpretante, a ser determinado por uma relagéo
correspondente com a mesma ideia, coisa existente ou lei (MS 774, p. 4, apud
Santaella, 2005, p.39).

Dessa forma, o alcance da referéncia de um signo ¢ bastante diversificado, abrangendo
uma ampla gama de formas e naturezas. O signo pode estar relacionado a algo material e
concreto, como uma cadeira, que ¢ um objeto fisico claramente definido no espago. No entanto,
ele também pode se referir a aspectos emocionais, como a felicidade, que representam estados
internos e subjetivos do ser humano. Além disso, os signos podem se referir a conceitos, como
os obstaculos delineados por Brousseau, que sdo construgdes teoricas utilizadas para entender
e explicar certos fenomenos educacionais. Da mesma maneira, os signos podem apontar para
ideias abstratas, que ndo possuem uma existéncia fisica tangivel, mas sdo cruciais para o
entendimento de diversas disciplinas, como a propria Matematica.

Por outro lado, interpretar um signo significa construir um novo signo, mas nenhum
signo criado retrata o objeto em todos os seus aspectos, pois Peirce considera que nao existe
um significado definitivo (Cruz, 2021b). Em nosso estudo, a interpretacdo dos signos
produzidos pelos participantes revela uma variedade de obstaculos que podem ser categorizados
de acordo com suas origens epistemologicas, didaticas, psicologicas e ontogénicas. Essa
categorizagao nao ¢ fixa, pois cada nova andlise ou novo intérprete pode reclassificar os
obstaculos com base em novas perspectivas e entendimentos. Assim, por exemplo, ao analisar
um signo produzido por um participante, podemos identificar um obstaculo epistemoldgico,
mas outro pesquisador pode ver nesse mesmo signo um obstaculo psicologico.

Portanto, estamos realizando uma interpretagao por meio de signos, baseando-nos nos

conceitos tragados por Brousseau. Este processo envolve a compreensao de que cada obstaculo
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€ um signo que, ao ser interpretado, gera novos signos € novas compreensoes. Essa flexibilidade
de andlise permite que diferentes intérpretes cheguem a diferentes conclusdes sobre o mesmo
fendmeno, refletindo a ideia de que os significados sdo sempre provisorios € sujeitos a novas
interpretagoes.

No préximo capitulo, examinaremos a identifica¢do dos obstaculos que podem surgir
durante a aplicagao dos Experimentos Mentais. Os dados coletados em campo, por meio dos
relatos dos participantes e da observacao das atividades, desempenharam um papel importante
no embasamento das analises e reflexdes, contribuindo para a compreensao das influéncias dos

Experimentos Mentais na formacao inicial dos professores participantes.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS PRODUZIDOS

Dentro do contexto desta pesquisa, foram realizados dois Experimentos Mentais
envolvendo um grupo composto por seis estudantes matriculados na graduagao em Matematica,
com foco na modalidade de licenciatura, que ¢ oferecida pela Universidade Federal de Juiz de
Fora (UFJF). A fase experimental ocorreu no dia dezoito de maio de 2023, com duragdo
aproximada de uma hora e vinte minutos para cada Experimento, sendo desenvolvida no ambito
da disciplina denominada Matematica Escolar 3, ministrada pelo professor doutor Willian José

da Cruz.

5.1 EXPERIMENTO MENTAL: MULTIPLICACAO DE NUMEROS INTEIROS

Antes de realizar o experimento mental selecionado para ser desenvolvido com os
estudantes de graduacao, houve uma discussdo sobre a natureza dos Experimentos Mentais, os
quais sdo conduzidos em situacdes em que o acesso fisico ao objeto ndo € viavel. Para ilustrar
esse conceito, apresentamos o experimento mental proposto por Einstein, conhecido como o
experimento do trem. A razdo pela qual Einstein o prop6s foi que, na pratica, sua execu¢ao com
um trem em alta velocidade seria impossivel.

Nesse experimento, consideramos uma situagdo em que um trem esta se movendo a
uma velocidade proxima a da luz. Um observador situado fora do trem vé dois raios de luz
sendo emitidos a0 mesmo tempo de pontos distintos em direcao ao centro do trem. No entanto,
o observador dentro do trem, durante a mesma situagdo, nao percebe a chegada dos raios de
forma simultanea, pois se movia em dire¢do a um dos raios enquanto se afastava do outro.
Einstein utilizou esse experimento mental para introduzir a no¢ao de simultaneidade relativa
em oposi¢do a simultaneidade absoluta. Dessa forma, ele desenvolveu o principio da
relatividade, que tem implicagdes na forma como entendemos as relagdes espaco-tempo em
altas velocidades.

Prosseguindo com a atividade, exploramos o ambito dos Experimentos Mentais no
contexto da Educagdo Matematica. Para tal, foi essencial promover uma discussdo sobre a
natureza dos objetos matematicos, explorando perspectivas filoséficas, conforme abordado no
segundo capitulo desta pesquisa. Destacamos, por exemplo, a concepgao aristotélica, na qual
os objetos matematicos sdo concebidos como entidades com existéncia fisica em nossa
realidade observavel. Em contraste, os platonistas acreditam na existéncia desses objetos em

um dominio de Ideias, onde nosso mundo ¢ uma mera reproducao imperfeita da realidade ideal.
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De certa forma, a abordagem dos Experimentos na Educacdo Matematica assume um
platonismo cognitivo, acreditando na existéncia de objetos na Matematica. Esses objetos sdo
concebidos de forma ideal e ndo sdo diretamente acessiveis em sua forma fisica, mas sim por
meio de suas representagdes, que nao capturam completamente sua totalidade, mas preservam
algumas de suas caracteristicas essenciais. Nesse contexto, os Experimentos Mentais se
fundamentam na semidtica de Peirce, uma vez que envolvem representacdes dos objetos
matematicos na forma de diagramas submetidos a um processo de investigagdo e analise.

Inicialmente, utilizamos dois mapas mentais para auxiliar na apresentagdao da
metodologia de maneira organizada e visualmente compreensivel. O primeiro mapa mental
concentrou-se na concep¢do dos Experimentos Mentais, fornecendo uma visdo geral dos
principios fundamentais que norteiam essa metodologia, como a utilizacdo de representacdes
por meio de diagramas (Figura 13). Reconhecendo que um sistema de representagdo coeso €
crucial para a construgdo do diagrama, o segundo mapa mental sintetizou as principais
caracteristicas que compdem os Experimentos, a saber: Forma, Estrutura, Compreensao,

Dependéncia, Revelagao e Comparagao.

Figura 13: Mapa Mental sobre os Experimentos Mentais

EXPERIMENTOS MENTAIS

Formas que o sujeito tem de colocar seus proprios
pensamentos, no desenvolvimento de um determinado
conceito, como objeto de considerag8o em uma dada
atividade e/ou prova Matemdtica , por meio de
representacoes e ancorados a um sistema de
representacdo coerente, isto &, a um contexto bem
definido.

Matemdtica como .
i sy Raciocinio
atividade semidtica

diagramético

1 —Constroi diagramas
. : 1— Facilita a abdugéo
2 — Experimenta nesses diagramas “ &

- - Exige i
3 — Verifica os resultados ZbcEauiilsciade

representagdo coerente

Fonte: Produzido pela autora, 2023.
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Posteriormente, realizamos a aplicacdo de dois Experimentos Mentais distintos: um
focado na multiplicacdo de numeros inteiros € o outro relacionado a equagdo de uma reta que
passa por dois pontos especificos. Para essa analise, optamos por abordar o primeiro
experimento mencionado (ver Apéndice A).

Ao analisar o Experimento Mental sobre a multiplicagdo de numeros inteiros, Cruz
(2020b) enfatiza a importancia da complementaridade entre o objeto, seja ele fisico, mental ou
atemporal, e o processo ou agdo envolvidos na constru¢do do conhecimento. O autor ilustra
essa dindmica comparando um objeto a um processo que ocorre em um ritmo mais lento,
enquanto um processo ¢ comparado a um objeto que se move em um ritmo mais acelerado. Essa
perspectiva torna-se evidente quando ele se refere a observagao da Terra: para um geologo, a
Terra ¢ percebida como um processo em uma escala de tempo extensa, enquanto, para um
astronauta que a avista de longe por um curto periodo, ela se assemelha a um objeto estatico.

Cruz (2020b) destaca que essa perspectiva se aplica analogamente aos objetos
matematicos, que também estiao sujeitos a processos, embora esses processos muitas vezes se
tornem mais evidentes quando consideramos um periodo mais longo. Essa abordagem reforca
a compreensdao de que os conceitos matematicos nao sao estaticos, mas resultantes de
transformagdes que ocorrem ao longo do tempo. Dessa forma, o Experimento Mental
selecionado visa construir explicagdes para as multiplicagdes (+1) - (—1), (=1)-(+1) e
(—=1) - (—1) em termos de objetos sendo transformados em processos.

No inicio da aplicagdo do Experimento, criamos um espaco para que os alunos
debatessem como justificariam o resultado de (—1) - (—1). Para auxiliar o desenvolvimento
desse processo, consideramos os numeros —1 e +1 como objetos, representando pontos
(nimeros) simetricamente opostos em relagdo a um ponto central em uma reta. Os estudantes
foram convidados a representar visualmente essa informagdo na caracteristica "Forma" do

Experimento Mental, como mostrado na Figura 14.

Figura 14 — Caracteristica Forma da multiplicacdo de numeros inteiros

-1 0 +1

Fonte: Produzido pela autora, 2023.

Ao adotar a abordagem do raciocinio diagramatico, essencial para os Experimentos
Mentais, concluimos a primeira etapa, que envolve a construgdo da representacdo visual, ou

seja, do icone, que auxilia na compreensao do processo. A experimentacao e investigacdo dessa
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representacao visual compdem a segunda etapa, que comecou quando passamos a desenvolver
0 processo para encontrar uma regra para a multiplicacdo de niimeros inteiros. Utilizamos
transformagdes geométricas que, ao multiplicar um nimero (ponto) por —1, chamado de fator
de simetria, encontramos o seu simétrico. Por outro lado, ao multiplicar por +1, mantemos o
proprio numero (ponto) inalterado. Logo, € necessario fazer uma distingdo clara entre o objeto
(numero; ponto) e o fator de simetria.

Um exemplo de dindmica que pode ser adotada nesse contexto ¢ estabelecer que, ao
multiplicar um objeto por um fator de simetria, o resultado seja novamente um objeto, ou seja,
(objeto) - (fator) = objeto (veja a Figura 15). Alternativamente, podemos adotar a
convencdo de que (fator) - (objeto) = objeto. A criagdo ¢ a manipulagdo desse processo
constituem as caracteristicas Estrutura e a Compreensao do Experimento Mental. Ao investigar
o diagrama construido e estabelecer a primeira regra, observamos que, por exemplo, (+1) -
(—1) significa encontrar o simétrico do objeto +1. Por outro lado (—1) - (+1) significa manter

0 objeto —1, uma vez que o fator de simetria ¢ +1.

Figura 15 — Investigacao do diagrama para multiplicacdo de niimeros inteiros

x (-1) fator

x (-1) fator
Fonte: Cruz, 2020b, p. 13.

Dessa maneira, a igualdade (+1) - (—1) = (—1) - (+1) é possivel, pois gera 0 mesmo
objeto, isto €, o0 —1. No entanto, neste processo criado, obtemos multiplicagdes diferentes, uma
vez que no primeiro membro da igualdade o objeto ¢ +1 e o fator de simetria ¢ —1, enquanto
no segundo, o objeto ¢ —1 e o fator de simetria ¢ +1, conforme a primeira regra adotada,
constituindo, assim, a caracteristica Revelagdo. A medida que avangamos no Experimento,
podemos transformar esses objetos em um processo que permita compreender a multiplicagao
de quaisquer numeros inteiros, o que engloba a caracteristica Comparacao. Como exemplo,
consideremos a multiplicacdo (+3)-(—2) dentro dessa dindmica de transformacdes
geométricas.

Iniciamos identificando o objeto e o fator de simetria, seguindo a regra (objeto) -

(fator) = objeto. Consideramos o objeto como +3 e o fator de simetria como —2, mesmo
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que, até entdo, estivéssemos trabalhando apenas com os fatores de simetria +1 ¢ —1. Para
facilitar a visualizacdo, reescrevemos —2 como sendo a multiplicacdo de —1 e 2, resultando na
expressdo (+3) - (—1) - 2. Consequentemente, aplicamos ao objeto +3 o fator de simetria —1,
obtendo o resultado —3 (Figura 16). Ao aplicar o fator de simetria 2, considera-se um fator de

dilatagao, que duplica o resultado anterior, resultando em —6.

Figura 16 — Experimento Mental da multiplicagao (+3) - (—1) - 2

(=3)-2 (+3)-(-1)

Fonte: Produzido pela autora, 2023.

No mesmo exemplo, ao adotar a regra alternativa, em que o produto do fator pelo
objeto resulta no proprio objeto, temos +3 como o fator de simetria € —2 como o objeto.
Reescrevendo o fator de simetria como a multiplicacdo de (+1) e 3, observamos a igualdade
(+1)-3-(=2) =3 (+1) - (—2), evidenciando que a intencdo do fator de simetria +1 ¢é
preservar o objeto (—2). Por outro lado, o fator de simetria 3 pode ser usado como um fator de

dilatagdo, triplicando o objeto original, ou pode-se utilizar a ideia de translagao (Figura 17).

Figura 17 — Experimento Mental da multiplicagao 3 - (+1) - (—2)

&
—6

D) | (HDN-2) | (4)(-2)

A
o
—2

Fonte: Produzido pela autora, 2023.

Assim, o Experimento Mental oferecido aos participantes proporcionou-lhes a
oportunidade de desempenhar um papel ativo na constru¢do do conhecimento matematico.
Nesse cendrio, os alunos ndo apenas repetem procedimentos pré-definidos; ao contrério,
tornam-se agentes responsaveis por moldar o processo e tomar decisdes com base nos objetos
matematicos em questao, permitindo que explorem a esséncia do pensamento matematico.

A seguir, sera realizada uma anélise dos signos produzidos por dois participantes do

grupo de licenciandos que conduziram o Experimento, com énfase na identificacdo dos
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obstaculos manifestados durante o processo. A escolha desses dois participantes deve-se a

maior producdo de dados por parte deles, possibilitando uma anélise mais abrangente.
5.1.1 Vivéncia do Participante 3 com o Experimento Mental

Enquanto os participantes 1, 2 e 5 manifestaram dificuldades em explicar as regras de
sinais para a multiplicagdo de numeros inteiros, observando que apenas as haviam aprendido
por meio de regras que nao os convenciam, o participante 3 afirmou ter justificado por meio de
uma demonstragdo algébrica. No entanto, um dos participantes sugeriu que essa abordagem

talvez ndo fosse a mais adequada, pois:

[...] tanto pela regra ou usar propriedades algébricas, quando a gente vai
ensinar isso aqui, geralmente os alunos estdo muito novos para. Pelo menos a
forma que a gente conhece acho que ndo seria a melhor forma para ensinar, mas
até entdo ndo tem outra. Isso é um problema, né? (Participante 5).

Os participantes continuaram tentando justificar a regra escrevendo no papel, mas sem
sucesso. Os pesquisadores observaram que muitos conceitos na Matematica parecem nao ter
uma explicacdo direta e sdo apenas memorizados para uso futuro. Essa percep¢ao foi
confirmada pelo participante 2, que destacou: “/...] a gente quer que as criangas ld, de sei la,
sexto, sétimo, ano saibam isso, mas a gente ndo sabe explicar o porqué”. O participante 3 entdo
expressou que nao conseguia pensar em outra forma de justificar além da demonstracao

algébrica apresentada na Figura 18.

Figura 18 — Explicag@o do participante 3 sobre (—1) - (—=1) = +1

Fonte: Dados da pesquisa, 2023.

Os pesquisadores questionaram a afirmacao direta de que 0 X 1 = 0, explicando que

a metodologia empregada visa gerar contradi¢cdes para modificar ou fortalecer ideias, em vez
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de simplesmente fornecer respostas. Em seguida, o participante apresentou outra demonstragao
para explicar 0 X 1 = 0, sempre buscando mais demonstra¢des para fatos que havia assumido
como verdadeiros. No entanto, o participante 5 expressou sua frustracao, dizendo: "Meu Deus,
ndo tem fim". O participante 3 entdo comentou: "Ah, eu esque¢o um pouco que vocés ndo estao
interessados na algebra".

Neste momento, os pesquisadores destacam que o pensamento algébrico é de grande
interesse, pois ao desenvolvermos o Experimento Mental de maneira geométrica, estamos, de
certa forma, construindo o argumento algébrico de que (—1) X (—=1) = 1. Esse argumento
surge da experimentacdo do processo geométrico e ndo da algebra em si. Os pesquisadores
expressam interesse na demonstracao apresentada e encorajaram o participante a considerar
também uma abordagem geométrica. No entanto, o participante sugeriu outra forma de
demonstracdo: “Vocé poderia usar outra forma algebrica também e dizer que esse produto é
igual a um x e dividir por 1 dos dois lados. Al sai mais rapido do que eu fiz aqui [apontando
para a demonstracao anterior]”.

Quando os pesquisadores sugeriram explorar (+3) X (—2) por meio do Experimento
Mental, o participante 4 sugeriu utilizar o —2 como um objeto que seria aplicado trés vezes. O
participante 5 lembrou que, até entdo, s6 haviamos usado os fatores +1 e —1. Portanto, ele
argumentou que, nesse novo caso, deveriamos manter o —2 trés vezes, pois o fator +1 mantém
0 objeto uma vez. Assim, na reta numérica, estariamos somando trés partes de —2. Os
Participantes 1, 2 e 5 destacaram que poderiam reescrever —2 como (—1) X 2, ou seja,
reescrever o —2 para encontrar o fator de simetria —1 e o objeto +2, resultando na explicacao
do objeto inicial —2. O participante 4 salientou que —2 ¢ um fator que desempenha duas
fungdes: aplicar o simétrico ao objeto e dobra-lo, sendo, portanto, um fator de dilatacdo e de
simetria.

O participante 3 percebeu que foi criada uma nova ideia, o fator dilatador.
Surpreendido, o participante 4 comenta: “Desse jeito ja resolve todos os problemas de
multiplicagdo, né? Eu acho”. No entanto, o participante 3 expressa confusio sobre os conceitos
de fator de simetria e dilatador, este Gltimo sendo um fator de homotetia. Em seguida, os
pesquisadores negociam que o objeto sempre serd o elemento inicial, argumentando que o
conhecimento ¢ formado por meio de combinagdes e ¢ negocidvel, j4 que nenhuma
representacdo captura totalmente a esséncia do objeto. Dessa forma, percebemos algumas

caracteristicas, enquanto outras precisardo ser construidas por meio de consenso, pois o
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conhecimento matematico ndo é definitivo, nem é uma verdade absoluta, mas sim uma
construgao de ideias.

Os pesquisadores ressaltaram que ndo existe uma Unica regra que dé a resposta, mas
sim um processo que construimos para alcancar as respostas. Eventualmente, ndo precisaremos
mais desse processo, pois ao refletir sobre o processo desenvolvido, ja chegaremos ao resultado.
Portanto, o objetivo dessa abordagem ¢é estimular o pensamento critico, em vez de
simplesmente memorizar conceitos, ¢ desenvolver processos coerentes. No entanto, é
importante notar que todo processo coerente também tem suas inconsisténcias. Essa
metodologia visa lidar com essas inconsisténcias do processo, como os conceitos de fator de
simetria e dilatacao, reconhecendo que as coisas nem sempre funcionam de maneira perfeita.

Ap0s a discussdo, o participante 3 registrou sua conclusao sobre (+3) X (—2) (Figura

19).

Figura 19 — Conclusao do participante 3 sobre (+3) X (—2)
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Fonte: Dados da pesquisa, 2023.

Seguiremos com a analise das ideias apresentadas pelo participante 3 e a identificacao

dos obstaculos.

5.1.1.1 Discussao sobre os Obstaculos Enfrentados pelo Participante 3

O Quadro 2 sintetiza a analise das respostas do participante 3 durante a conducdo do
Experimento Mental sobre a multiplicagdo de niimeros inteiros. As respostas dos participantes
foram registradas em video e posteriormente transcritas, conforme documentado no Apéndice

B deste estudo. O quadro ¢ composto por quatro colunas, cada uma contendo informagdes
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relevantes para a andlise dos significados semidticos produzidos pelos participantes durante a
atividade.

Na primeira coluna, registramos as perguntas realizadas pelos pesquisadores durante
a aplicagdo do experimento. Esses questionamentos foram formulados para estimular a reflexao
do participante sobre o processo em curso, abrangendo aspectos além da atividade escrita. A
segunda coluna contém as respostas dadas pelos participantes as perguntas feitas pelos
pesquisadores. As respostas sdo fundamentais para compreender como cada participante
abordou os conceitos matematicos discutidos e como tentou justificar suas respostas.

A terceira coluna destina-se a identificacdo dos obstaculos observados nas respostas
do participante. Essa secdo visa identificar as areas em que o participante apresentou
dificuldades para compreender ou explicar o processo de multiplicagdo de niimeros inteiros,
com base nos principios discutidos no capitulo 3 deste estudo. Por fim, a tltima coluna destina-
se a produgdo de interpretante por parte dos pesquisadores, ou seja, a elaboragdo de andlises e

conclusdes a partir das respostas do participante e da identificagdo dos obstaculos didaticos.

Quadro 2 — Analise dos dados produzidos pelo participante 3 inserido na licenciatura em

Matematica da UFJF
. Obstaculos Producdo de interpretantes por
Problema apresentado Resposta do participante v e terp p
percebidos parte do pesquisador
Ah, eu fiz uma O participante demonstra uma
demonstragdo, mas é muito tendéncia a enfatizar
Se alguém perguntasse | algébrico. demonstragdes algébricas,
o porqué de (-1)x(-1) = | [...] apresentando diversas abordagens
+1, o que vocés | Eu wusei as propriedades para justificar raciocinios de
responderiam para essa | algébricas de corpo. Anel, forma axiomatica, mas enfrenta
pessoa? melhor dizendo, de forma dificuldades em expor um
geral, o corpo € um anel. pensamento geométrico.  Isso
pode ser atribuido a
T6 tentando pensar em marginalizagdo  histérica da
alguma coisa aqui. geometria em favor da algebra e
analise matematica no século
Poderiamos comegar ) XIX. Anteriormente, a geometria
pegando o 1 e multiplicando Ob.staculor ) era vista como o fundamento
por zero. Mas o0 zero € 0 um eplgtefrpolog1co principal da Matematica, mas sua
somado com o simétrico | © didatico importincia diminuiu com a
E participante 3, fora dele. crescente axiomatiza(;ﬁo,
esse pensamento relegando-a a uma posicdo
algébrico? 0=1+(-1) secunddria como uma mera
1+(CD]-1=1+(-1 ferramenta  ilustrativa.  Essa
1+(-D-1=1+(-1) mudanga impactou a educagio
D+1+(D1 basica, especialmente com o
jE_B +1 surgimento do Movimento da
- Matematica  Moderna e
04 (-1)-1=0+(-1) atema - Qo
_ privilegiava abordagens mais
(-1)-1=-1 -
abstratas e formalistas. Essa
Interessante! Vocé | Vocé poderia usar outra ‘nﬂuen‘fla também se estendeu a
o . formagdo de professores, levando
pensou de uma forma | forma algébrica também e
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algébrica, e se a gente
pensasse daquela forma
geométrica? Como isso
ficaria? Utilizando a

dizer que esse produto ¢ igual
a um x e dividir por 1 dos
dois lados. Ai sai mais rapido
do que eu fiz aqui [apontando

a uma especializagdo excessiva e
estanque, tanto em aspectos
pedagogicos quanto especificos
da Matematica.

forma que a gente | para a demonstragdio no

representou. quadro].

O processo que o | E, tem que partir de algumas A conviccdo arraigada do
participante 3 trouxe, | hipOteses ai ou conjecturas participante 3, possivelmente
que ¢ baseado nisso | que ja  sdo, algumas moldada por sua formagdo
aqui [demonstrag@o | proposicdes ai verdadeiras. académica influenciada pelo

escrita no quadro], vocé
ja ta afirmando que 0 X
1=0.

Mas ¢ verdadeiro que
0x1=0? Por que ¢é
verdadeiro?

Al d& para fazer de forma
algébrica também.

[..]

Ah, eu esquego um pouco
que vocés ndo  estdo
interessados na algebra.

Experimento Mental de
(+3)%(-2).

Aino caso o +2 seria o fator

método cartesiano, é de que a
verdade deriva de uma base
axiomatica. No entanto, essa
visdo, como sugerido por Velanes
(2017), pode encontrar obstaculos
ao considerar a Matematica e
outras ciéncias como lidando
apenas com fatos absolutos e

e 0 —1 o objeto? Possivel inalteraveis. Nossa compreensido
[...] obstaculo dos objetos ¢ limitada pelas

relacionado ao | representagdes que utilizamos,
Uai, gente! pensamento implicando que temos acesso
[...] matematico apenas a uma fracdo da realidade.

sob a | Assim, a  construcdo  do
Outra coisa que eu acho que | perspectiva conhecimento requer consensos ¢
ficou incoerente é que a | cartesiana processos dindmicos, em vez de

gente mostrou que o —1
multiplicado por +1, ele da o
simétrico do +1, porém a
gente...

[.]

Al vocé criou uma coisa
nova.

]

Ficou meio confuso o que é
dilatador, o que ¢ fator.

regras inflexiveis. Essa
perspectiva ¢ desafiada quando o
participante 3 se depara com um
processo que introduz novas
ideias, como o fator dilatador,
pois ele tende a acreditar que a
construgdo depende
exclusivamente das verdades ja
estabelecidas.

Revelagdo: O que dizer

dos resultados

encontrados na | Concluimos que este

Compreensdo anterior? | experimento ¢  melhor

[Neste caso, tem relagdo | entendido quando | Obstaculo ndo
com a criagdo e | conceituamos, num produto, | identificado
exploracdo da regra de | um dos elementos como

multiplicagdo de | objeto e o outro como fator.

nimeros inteiros por

meio do Experimento]

Fonte: Dados da pesquisa, 2023.

De acordo com Cruz (2018), a Matematica pode ser vista sob dois prismas distintos: o
da formalizagdo e o da intui¢do. No primeiro plano, a énfase recai sobre a necessidade de
demonstragdo, de forma que aquilo que nao pode ser provado ndo ¢ considerado valido. Cruz

(2018) aborda o pensamento de Garbi (2010), segundo o qual uma verdade matematica, uma
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vez provada, permanece valida indefinidamente. Essa validade ¢ alcangada por meio de um
processo que envolve defini¢des precisas, conceitos primitivos e postulados, utilizados como
base para uma série de inferéncias logicas.

Segundo Cruz (2018), Hilbert (1862-1943) defendia a axiomatizag¢ao rigorosa como o
alicerce fundamental da Matematica, eliminando a necessidade de confiar na intuicdo durante
as demonstragdes. Para tanto, o autor enfatiza que Hilbert formulou os axiomas de tal maneira
que qualquer pessoa, mesmo sem compreender seu significado, pudesse aplica-los de forma
pratica. Em outras palavras, bastaria seguir as regras estabelecidas para realizar operacdes
geométricas. Além disso, esse enfoque adotado por Hilbert impulsionou a busca por uma
espécie de “dlgebra universal”, na qual todo raciocinio matematico pudesse ser traduzido em
termos de simbolos ou formulas (Cruz, 2018).

Por outro lado, no plano da intui¢dao, destaca-se a relagdo entre o conhecimento
matematico e os objetos. Entretanto, conforme observado por Cruz (2018), o ponto de inflexao
entre a Matematica grega e a Matematica moderna reside na transicdo da geometria para a
algebra e analise no século XIX. O autor explica que a historia dessa época ¢ marcada pela
progressiva substituicao da abordagem geométrica pela formalizacao algébrica. Cruz (2018)
destaca que, embora muitos matemadticos possam simplificar essa transi¢do, atribuindo a
geometria um papel de interpretagdo de certos aspectos da algebra moderna, a realidade é mais
complexa do que isso.

A marginalizagdo da geometria se reflete até mesmo na minimizagdo do carater
geométrico e intuitivo do livro "Os Elementos" de Euclides. Segundo Roque (2012), hé debates
sobre a suposta presenca de uma algebra geométrica na obra, uma ideia sugerida por
matematicos e historiadores desde o final do século XIX até meados do século XX. Para eles,
as proposicoes do livro II dos “Elementos" seriam essencialmente "propriedades algébricas
disfarcadas em uma linguagem geométrica" (Roque, 2012, p. 185). A autora discute a hipdtese
de Van der Waerden, que sugeria que essas proposi¢des expressavam, na verdade, uma
equivaléncia algébrica, indicando o inicio de um livro de algebra redigido em forma geométrica.

Roque (2012) e Cruz (2018) destacam o posicionamento do romeno Sabetai Unguru,
que enfatizou a dificuldade de interpretar os textos gregos usando a Matematica moderna. Ele
argumentou que os gregos fundamentavam seus trabalhos em pressupostos especificos,
palavras e diagramas com significados precisos, enquanto na era moderna esses elementos sdao
dispensaveis. Segundo esses autores, ndo hd indicios de que Euclides tenha utilizado
propriedades algébricas nas demonstragdes encontradas no livro II, pois sdo fundamentalmente

geométricas. Esse entendimento levou os historiadores a evitarem traduzir os textos gregos para
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uma linguagem puramente algébrica, reconhecendo a singularidade e a importancia da
abordagem geométrica dessas obras (Cruz, 2018).

Assim, durante a evolugdo da histéria da Matematica, conforme analisado por Cruz
(2018), percebe-se que o século XIX representou um momento crucial, marcando uma mudanca
significativa no pensamento matematico. Antes desse periodo, os matematicos consideravam a
geometria como o principal fundamento da Matematica. Até o século XVIII, conforme a analise
de Cruz, era comum a pratica de garantir as solucdes de equagdes algébricas por meio de sua
representacao geométrica. Duarte (2007) reafirma esse contexto ao apontar que a Matematica
era fundamentada na Geometria Euclidiana, considerada um dos conhecimentos mais
confidveis.

No entanto, a partir do ano de 1800, a perspectiva matematica comegou a se
transformar, uma vez que a algebra e a andlise assumiram uma importancia crescente,
desbancando a geometria de seu papel central. Isso se deu, em parte, devido & compreensdo de
que a existéncia de objetos ndo fazia mais sentido fora da teoria ou do discurso linguistico (Cruz,
2018). Nesse sentido, a algebra e a andlise passaram a ser consideradas as bases fundamentais
sobre as quais a Matematica se construia, deslocando a geometria de sua posi¢ao de destaque.

Ja no século XX, o embate entre geometria, estruturas algébricas e axiomatizagao na
Matematica foi intensificado durante o Movimento da Matematica Moderna (MMM).
Conforme as anélises realizadas por Duarte (2007), o MMM foi caracterizado por um modo de
pensar dominante que enfatizava a necessidade de demonstragdes rigorosas € uma linguagem
matematica unificada. Essa perspectiva sugeria que a pratica matematica deveria seguir um
conjunto especifico de regras e convengdes, o que, por sua vez, levou a suposicao de que havia
apenas uma maneira de fazer Matematica. Como resultado, a autora destaca que o papel do
matematico foi muitas vezes reduzido ao de um mero observador.

O contexto da axiomatizagao e formalizacdo da Matematica, que perpassou 0 MMM,
reflete-se também nos curriculos de formagao de professores. Alves e Neto (2011) observam
que, muitas vezes, o foco das formagdes recai apenas no passo a passo de demonstragdes
matematicas, enquanto os modelos de inferéncias e a natureza da argumentacao subjacente nao
recebem a devida aten¢do na formacdo do licenciando em Matematica. Eles ressaltam que a
falta de discussao e questionamento sobre os fundamentos da argumentacdo matematica pode
levar a percepcao de que as escolhas feitas nesse tipo de raciocinio sdo baseadas unicamente na
certeza matematica, refletindo uma visdo absolutista, com verdades pré-estabelecidas e

imutaveis.
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Entretanto, Alves e Neto (2011) pontuam que, na formagdo do professor, deve-se
considerar as diversas facetas do conhecimento matematico, pois a especializacdo excessiva e
estanque dos formadores de professores, seja em aspectos pedagodgicos ou especificos da
Matematica, tende a limitar o didlogo interdisciplinar. Por um lado, a énfase em uma abordagem
formalista e absolutista limita a compreensdo da natureza filos6fica da Matematica. Por outro
lado, a cristalizacdo de praticas pedagogicas através de curriculos rigidos nos cursos de
pedagogia introduz teorias abstratas e generalizantes, que muitas vezes sao dificeis para os
alunos relacionarem com o conhecimento matematico presente na sala de aula.

Alves e Neto (2011) ressaltam que a formacao de professores de Matematica ndo deve
se limitar apenas a teorias pedagogicas ou filoséficas gerais, mas sim a sua dimensao especifica.
Eles argumentam que todo conhecimento matematico possui uma dimensdo filosofica, por
exemplo, enquanto alguns podem examinar a evolugao dos conjuntos matematicos de maneira
estritamente matemadtica, outros podem adotar uma abordagem mais reflexiva, questionando
aspectos filoso6ficos como: o que ¢ um numero natural, inteiro, racional ou real? No entanto, os
autores observam que muitas das propriedades axiomaticas e questdes filosoficas subjacentes
sao frequentemente negligenciadas nos cursos de formacao de professores de Matematica.

Dessa forma, um curriculo mais adequado para a formacdo de professores de
Matematica deve abranger diversas perspectivas, sem favorecer uma em detrimento das outras.
Essas perspectivas incluem, conforme Alves e Neto (2011), a epistemologica, que trata de como
conhecemos o que existe; a filosoéfica, que aborda questdes fundamentais sobre a natureza da
Matematica; a didatica, que se concentra nas praticas de ensino e aprendizagem; a sociologica,
que considera o contexto social e cultural da Educagdo Matematica; a psicoldgica, que investiga
como os individuos aprendem e ensinam Matematica; a ontologica, que se refere a natureza do
que existe na Matematica; a axiologica, que diz respeito aos valores atribuidos a verdade do
conhecimento matematico; e a ldgica, que abrange os principios fundamentais do raciocinio
matematico.

Considerando o amplo cenario da transicdo da geometria para a algebra e sua
subsequente marginalizacao ao longo da historia da Matematica, at¢ mesmo sendo relegada a
mera ilustracdo, identifica-se um desafio de natureza epistemoldgica no participante 3. Durante
o desenvolvimento do Experimento Mental proposto, torna-se evidente sua inquietagdo diante
de uma atividade que se baseia principalmente em conceitos geométricos. Com frequéncia, o
participante recorre a um pensamento axiomatico, buscando demonstragdes formais para

concluir suas inferéncias.
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Além disso, ele demonstra confusdo quando uma nova ideia ¢ introduzida no
Experimento Mental, como ¢ o caso do fator dilatador, pois sua tendéncia ¢ dominada por um
pensamento axiomatizado, tornando dificil aceitar que as regras estabelecidas no inicio do
Experimento possam ser modificadas, em vez de serem consideradas como estaticas. Essa
inclinacao em dire¢do a formalizacao matematica e a constante hesitagdo em relagdo a intuigao
sdo, em grande parte, reforcadas pelos curriculos de formagao dos licenciandos em Matematica,
os quais, como discutido, tendem a fragmentar o conhecimento matematico. Desse modo, pode-
se observar também um obstaculo de natureza didatica.

A maneira de pensar do participante 3, e de uma parte significativa da comunidade
cientifica, esta alinhada com o método cientifico proposto por Descartes (1596-1650). Este
método enfatiza a estrutura da teoria matematica moderna e formalista, caracterizada pela
presenca de conceitos primitivos e derivados, axiomas (proposicdes aceitas sem necessidade de
demonstra¢do) e teoremas (proposicdes comprovadas por meio de demonstragdes). Rosenfield
(2009) destaca que a principal preocupacdo de Descartes era alcangar um conhecimento
verdadeiro que fosse isento de erro e independente do contexto historico. Ele propunha que a
verdade deveria ser discernida exclusivamente pela razao, por meio de dedugdes ldgicas, uma
capacidade que a Matematica poderia proporcionar. Esse método, concebido pelo filésofo, deu
origem ao pensamento cartesiano € marcou o surgimento da Filosofia Moderna (Rosenfield,
2009).

Os principios fundamentais desse método, conforme Descartes (2009), incluem: (1)
ndo aceitar como verdadeiro qualquer coisa que ndo seja clara e ndo permitir espaco para
davidas; (2) decompor o problema em partes menores para uma analise mais detalhada; (3)
organizar os pensamentos em uma progressao do mais simples ao mais complexo; e (4) realizar
revisdes gerais para garantir que nenhum aspecto seja negligenciado. Esses preceitos
fundamentais estabelecidos por Descartes forneceram uma estrutura solida para a investigagao
cientifica e influenciaram profundamente o desenvolvimento do pensamento filosofico e
cientifico na era moderna.

Portanto, segundo a visdo de Descartes, o ponto de partida na busca pelo conhecimento
¢ encontrar algo que seja livre de erro ou duvida, semelhante a um axioma na Matematica, a
partir do qual o conhecimento pode ser construido. Para Descartes, a divida desempenha um
papel fundamental na busca pela verdade, pois ele acredita que ¢ por meio da divida que se
pode alcancar a verdade de forma clara e incontestavel. Assim, ele sustenta que o conhecimento
deve ser submetido a divida até que se possa discernir com clareza o que é verdadeiro. E

importante ressaltar que, de acordo com André (2022), o conhecimento, para Descartes, ¢é
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construido através da intui¢ao e da dedugdo. O autor destaca que essa intuicao nao ¢ concebida
no sentido empirico ou sensivel, como produto da imaginagdo, mas sim como uma forma de
inteligéncia pura que ¢ alcancada a luz da razdo. Por outro lado, a deducdo consiste em tirar
conclusdes a partir de coisas que ja sao conhecidas.

Assim, € possivel constatar que as concepgdes do participante 3 estdo enraizadas no
paradigma do método cartesiano, cuja busca pela verdade ¢ fundamentada na deducdo a partir
de axiomas matematicos. Essa abordagem, conforme indicado por Velanes (2017), pode
apresentar obstaculos, uma vez que sugere que a Matematica lida exclusivamente com fatos
absolutos e imutaveis. No entanto, como ressaltam os estudiosos, como Peirce, nossa
compreensdo dos objetos ¢ mediada por suas representagdes, o que implica que tenhamos
acesso apenas a uma parcela da realidade. Diante disso, torna-se imperativo construir o
conhecimento por meio de consensos e processos dindmicos, em vez de adotar regras rigidas e
fixas.

A convicgdo profundamente enraizada no participante 3, possivelmente influenciada
por sua formacao académica permeada pelo método cartesiano, ¢ a de que a verdade esta
intrinsecamente ligada a uma base axiomatica. No entanto, essa concepgdo ¢ posta a prova
quando ele se depara com um processo que introduz ideias novas ao que ja havia sido
estabelecido, pois ele tende a acreditar que a construgdo desse processo depende unicamente
das verdades ja estabelecidas. Contudo, a investigagao realizada revela a possibilidade de uma
nova crenga: a de que, por meio de processos dindmicos, alcangamos conhecimento e verdades
que permanecem sempre incompletos.

A seguir, exploraremos os obstaculos didaticos encontrados no decorrer do

Experimento Mental conduzido pelo participante 1.

5.1.2 Vivéncia com o Experimento Mental e Discussdo sobre os Obstaculos Enfrentados pelo

Participante 1

Apresentamos no Quadro 3 a sintese da analise dos obstaculos identificados no

participante 1.

Quadro 3 — Analise dos dados produzidos pelo participante 1 inserido na licenciatura em

Matematica da UFJF
.. Obstaculos Produgdo de interpretantes por
Problema apresentado Resposta do participante percebidos parte do pesquisador
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Obstaculo Possivelmente, o método de
didatico ensino utilizado envolveu a
transmissao de uma regra, sem
explorar sua explicacdo, contexto
ou logica subjacente, o que
culminou em um aprendizado
superficial e simplificado.
. uando eu aprendi na A multiplicagdo de ntumeros
Se alguém perguntasse o Q ) p \ , uitipiicaca )
porqué de (-1)x(-1) = escola, a minha professoraso | Obstaculo negativos muitas vezes ¢
+1, o que vocds colocou assim no quadro: | epistemologico | percebida como uma regra
' . “Na multiplicagdo, sinais memorizada, que ¢ aceita sem
responderiam paraessa | . . , L L S
iguais da positivo; sinais aprofundamento. A historia da
pessoa? : . R " x
diferentes, da negativo”. matematica revela uma evolugéo
gradual na compreensdao dos
nimeros negativos, enfrentando
desafios para justificar tal regra.
Euler, por exemplo, afirmou que
(-1)%(-1) s6 pode resultar em +1,
porque (-1) x (+1) e (+1) x (-1) ja
resultariam em -1 (Glaser, 2010).
o participante enfrenta
dificuldade para justificar o
resultado de (-1)x(-1), o que
Obstaculo sugere uma barreira e uma lacuna
Convenceu essa regra? | Nao sei explicar isso agora. | epistemologico | em seu conhecimento. Essa
e didatico questdo tem sido alvo de debates
entre matematicos e educadores
por séculos.
O participante manifesta ndo ter
sido apresentado a explicacdes
o A . sobre a razdo de (-1)x(-1) resultar
Na universidade vocé ja Obstaculo DxC-1) .
. . ~ L e em +1 durante sua trajetoria
viu  alguma  coisa | Nao, primeira vez. didatico .
. educacional, o que sugere uma
relacionada? .
possivel lacuna na abordagem
didatica desse tema.
O participante parece ndo ter
~ desenvolvido um entendimento
Entdo nunca - .
Porque na adicdo e na que permita estabelecer uma
perguntaram por que (- ~ , L -
; subtragio de  nGmeros ligagdo entre a reta numérica e o
1)x(-1) = +1 aqui? Na | . . R ~ . . S
verdade esse inteiros tém a questdo da reta | Obstaculo conceito de multiplicacdo de
iy . numérica, entdo vocé pensa | didatico numeros  inteiros, sugerindo
conhecimento foi o que: .
“ . . .. | na reta. Mas na possivelmente uma abordagem
ah, isso vocés ja S ~ A ~ .
. multiplicagdo, eu ndo estou didatica que ndo enfatizou de
deveriam estar ~ .
e pensando nao. maneira abrangente essa
sabendo...”. Foi assim? . ~
Interconexao.
O que dizer dos | Desde o principio dos O participante revela surpresa
resultados encontrados | ensinos iniciais de [visivel na gravacdo] ao fazer
na Compreensdo | Matematica, ouvimos que a uma comparagdo entre 0
anterior? [se refere a | ordem na multiplicagdo “ndo Possivel processo formulado durante o
uma caracteristica dos | importa”, entretanto  ao . Experimento  Mental e a
) . . . obstaculo
Experimentos Mentais. | definirmos o objeto e o fator sicolésico abordagem que aprendeu durante
Neste caso, tem relagdo | hA uma ordem  para p & sua formagao, isto ¢, utilizando a
com a criagdo e | podermos realizar a regra. Essa surpresa surge da
exploracdo da regra de | “comparacdo”, entdo foi desvinculacdo da ideia de que o

multiplicagdo de

uma revelacdo a questdo de

resultado s6 pode ser obtido por
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nimeros inteiros por
meio do Experimento]

fator e produto. A ordem dos
fatores ndo ird alterar o
resultado, mas importam no
processo.

meio de uma regra de sinais ja
estabelecida, em contraste com a
criagdo de um processo mais
amplo.

Experimento Mental de
(+3)%(-2).

[...] e se eu escrever o +3
também como sendo 3 vezes
1, e ai 0 3 seria 0 meu objeto
¢ o 1 seria o meu fator. Pelo
menos eu ja teria dois fatores
e dois objetos, ai eu poderia
multiplicar  objeto  com
objeto e fator com fator, ai
vai dar o mesmo resultado.

Obstaculo
metodologia

da

A selecdo do objeto e do fator de
simetria ¢ fundamentada no
entendimento do participante em
relagdo ao Experimento Mental
realizado anteriormente, com 0s
fatores +1 e - 1. A aplicagdo do
Experimento Mental
condicionou uma nova
informagao, fatores diferentes de
+1 e —1, em um processo ja

Pelo menos t6 criando uma
ordenzinha dos dois.

consolidado, o que pode ser
caracterizado como um obstaculo
da metodologia.

Fonte: Dados da pesquisa, 2023.

Quando confrontado com a primeira questao da atividade proposta, isto ¢, “como vocé
explicaria que (—1) X (—1) = +1?", o participante 1 recorreu a regra ensinada por sua
professora, exemplificando o conceito com o ditado "o inimigo do meu inimigo ¢ meu amigo".
Esse ditado mencionado remonta, pelo menos, a década de 70, como documentado no livro
"Matematica: Curso Moderno para os ginasios", volume 2, da Companhia Editora Nacional,
escrito por Oswaldo Sangiorgi. O livro apresenta, como curiosidade, a regra mencionada
(Figura 20). E relevante notar que a década de 70 foi caracterizada pelo Movimento da

Matematica Moderna, conforme destacado na analise anterior.

Figura 20: Ditado sobre as regras de sinais no livro “Matemadtica: Curso Moderno para os
21nasios”

Fonte: Sangiorgi (1971, p. 152)

Em um momento de evidente inquietacao, o participante concentrou sua atencao no
papel, demonstrando esforgo para formular uma justificativa, pois, até entdo, essa questao nao
havia sido um desafio em sua trajetéria académica. Durante esse processo de reflexdo, uma

ideia que permeou seus pensamentos foi a tentativa de aplicar o conceito de potenciagdo. O
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participante incluiu na sua atividade escrita a expressdo (—1)? = (—1)(—1) = 1, procurando
estabelecer uma relagdo com poténcias para compreender a multiplicacdo de numeros
negativos. No entanto, ele reconheceu que tinha dificuldades em justificar por que o resultado
da potenciacao deveria ser +1. Ele expressou sua perplexidade ao afirmar que “[...] volto para
a mesma coisa, porque se eu penso em poténcia, da no mesmo [...]”.

Dessa forma, percebe-se que o participante 1 enfrenta desafios para articular suas
ideias de forma coerente. A falta de uma explicagdo convincente, limitando-se a aceitagao de
uma regra, sugere a presenca de obstaculos epistemologicos. Além disso, essa inquietacao
diante de um problema novo, ndo abordado em sua formagdo, pode revelar um obstaculo
psicolégico, indicando a desestabilizagdo causada pela confrontagdo com uma situagao
desconhecida e desafiadora.

A base para a identificacdo dos obstaculos epistemoldgicos nas multiplicagdes de
nameros inteiros fundamenta-se nas andlises de Glaeser (2010), que discute a evolucao da
compreensao da regra dos sinais, um processo que se estendeu por mais de 1500 anos. Nesse
estudo, o autor identificou seis obstaculos que influenciaram diversos matematicos ao longo
desse desenvolvimento, abordando diferentes aspectos relacionados ao entendimento dessa
regra complexa.

Inicialmente, o primeiro obstaculo refere-se a dificuldade em lidar eficazmente com
quantidades isoladas, evidenciando a incapacidade de manipular nimeros negativos sem um
contexto adequado. O segundo obstaculo aborda a complexidade de atribuir significado a essas
quantidades isoladas, ressaltando a importancia de estabelecer interpretagdes claras para os
nimeros negativos dentro do contexto matematico. O terceiro obstaculo apresenta desafios na
unificacao da representacdo da reta numérica, especialmente ao considerar a utilizagao de duas
semirretas opostas, resultando em dificuldades na visualiza¢do e interpretacdo dos niimeros
negativos.

Além disso, o quarto obstaculo destaca a ambiguidade entre dois conceitos de zero: o
zero absoluto e o zero de origem, marcado em uma reta orientada para facilitar a interpretagao
dos niimeros negativos. A dificuldade em transcender o enfoque concreto dos numeros,
explorada no quinto obstaculo, reflete o desafio em compreender e operar com numeros
negativos de forma abstrata, sem recorrer a situagdes concretas como ponto de referéncia. Por
fim, o sexto obstaculo aborda a busca por um modelo unificador capaz de abranger tanto a
adi¢cdo quanto a multiplicacdo, ressaltando a necessidade de uma estrutura matematica coesa e

abrangente para lidar com niimeros negativos.
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O Quadro 4, apresentado por Glaeser (2010), tem como propoésito evidenciar se os
matematicos conseguiram superar esses obstaculos ao longo do tempo. Nesse quadro, os

nn

resultados foram simbolizados por "+" quando a barreira foi ultrapassada e por "-" quando nao
foi superada, refletindo o progresso no entendimento da regra dos sinais e da multiplicagdo de
numeros negativos. O estudo destaca que a compreensao desse conceito, desenvolvido ao longo
de séculos, exigiu a superacao de multiplos obstaculos, incluindo os epistemologicos, didaticos,

ontologicos e psicoldgicos.

Quadro 4 — Obstaculos sobre os nimeros negativos enfrentados pelos matematicos

OBSTACULOS
AUTORES
DIOFANTES
SIMON STEVIN
RENE DESCARTES
COLIN MACLAURIN
LEONARD EULER
JEAN D’ALEMBERT
LAZARE CARNOT
PIERRE DE LAPLACE
AUGUSTIN CAUCHY
HERMAN HANKEL
Fonte: Glaeser, 2010, p. 6.

1 2 3 4 5 6

+ |+
1
+
+

L[|+ ]+
1
1
1

+] 4]+
1
+

+ | o]

Glaeser (2010) relata a narrativa de Henri Beyle (1783-1843), conforme apresentada
em sua biografia, na qual ele descreve seu dilema diante da regra dos sinais ensinada por seu
professor, o Sr. Chabert. Beyle expressava profunda perplexidade em relagdo ao motivo pelo
qual a multiplicacdo de numeros negativos resultava em numeros positivos. Seu professor
simplesmente afirmava que essa regra era uma convencao adotada, mas ndo oferecia uma
explicagdo substancial.

Beyle, por sua vez, ficava intrigado, especialmente ao tentar relacionar essa regra com
numeros concretos. Ele enfrentava o obstaculo identificado por Glaeser como o quinto, a
dificuldade em transcender a perspectiva concreta dos numeros negativos. Um exemplo
especifico que o deixou perplexo foi quando considerou a situagdo de um homem com uma
divida de 10.000 francos, multiplicada por outra divida de 500 francos. Essa multiplicagdo
parecia desafiar sua intui¢do, pois ele ndo conseguia visualizar como o homem poderia
eventualmente obter uma fortuna por meio de dividas.

Por outro lado, Glaeser (2010) aponta que o matematico Leonhard Euler (1707-1783)

tomou a iniciativa de justificar e explicar a regra dos sinais em um livro destinado a
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principiantes. Euler reconheceu a importancia de esclarecer a logica por trds dessa regra, para
proporcionar uma compreensao mais solida aos estudantes. Assim, ele usou o exemplo da
divida mencionado por Beyle como ponto de partida para sua explanagdo. Segundo Glaeser
(2010), Euler argumentou que a multiplicagdo de uma divida por um namero positivo ¢é
facilmente compreensivel, utilizando o exemplo das dividas acumuladas. Por exemplo, trés
dividas de um mesmo valor "a" resultariam em uma divida total de 3a, o que ¢ representado
como b X (—a) = —ab.

Aplicando a propriedade comutativa da multiplicacdo, Glaeser (2010) discute como
Euler estendeu seu raciocinio para o caso de um niimero negativo multiplicado por um numero
positivo, chegando a (—a) X b = —ab. Quanto a multiplicagdo de nimeros negativos entre si,
Euler abordou a escolha entre um resultado positivo e negativo. Ele raciocinou que a
multiplicacdo de duas dividas negativas deveria resultar em uma solugdo coerente com os
resultados ja obtidos entre as outras multiplicagdes de nimeros positivos com negativos. Sendo
assim, a alternativa de escolha entre +ab e —ab, quando aplicada ao caso de (—a) X (—b),
levou Euler a concluir que a Unica opg¢ao logica era (—a) X (—=b) = +ab.

Glaeser (2010) ainda destaca que as contribui¢des de Hankel foram fundamentais para
mudar esse paradigma. Hankel reconhecia que os numeros negativos nio precisavam ser
justificados por situagdes concretas, mas poderiam ser aceitos como construtos abstratos,
logicamente operados dentro do sistema matematico. A perspectiva de Hankel representou uma
virada na compreensdo dos nimeros negativos, abrindo caminho para um novo enfoque na
Matematica e impulsionando o desenvolvimento do conhecimento nesse campo. Segundo o
autor, essa abordagem revoluciondria causou uma ruptura ideoldgica significativa, que
perdurou até o final do século XIX.

Nesse contexto, ¢ evidente que a construgdo conceitual da multiplicagdo envolvendo
nimeros negativos, especialmente a formulagdo da regra de sinais, ¢ um obstaculo
epistemologico de longa data. Conforme discutido no terceiro capitulo desta pesquisa, a
identificacdo e andlise desses obstaculos epistemoldgicos, em alinhamento com a abordagem
proposta por Brousseau (1989), envolve uma sequéncia de etapas. Inicialmente, ¢ necessario
identificar os erros recorrentes cometidos pelos alunos, como a compreensao e justificacdo da
regra de sinais. Em seguida, deve-se investigar os obstaculos com raizes profundas na historia
da Matemadtica, como evidenciado pelo trabalho de Glaeser (2010). O ultimo estdgio do
processo € comparar os obstdculos histéricos com aqueles que emergem no contexto da

aprendizagem contemporanea, como observado nos resultados dos Experimentos Mentais.
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Outro momento notavel surgiu durante a caracteristica Forma do Experimento Mental
aplicado, na qual os participantes foram convidados a representar uma reta contendo pontos
(nimeros —1 e +1) simétricos em relacdo a um ponto central, que ¢ o zero. Nesse contexto, o
participante 1, ao contrario dos demais, estabeleceu uma conexao com a reta numérica que ja
conhecia. Ele apresentou uma reta abrangendo o intervalo de -3 a +5 (Figura 21), explicando
que essa abordagem surgiu de uma intui¢do natural, pois considerou 16gico ampliar a extensao
da reta numérica. No entanto, ele também expressou estranheza, observando que sua escolha

ndo foi baseada em parametros especificos, como estender a reta de —5 a +5.

Figura 21 — Reta representada pelo participante 1

Forma: Em uma reta, vamos fixar os nlimeros —1 e 1 como pontos opostos simetricamente

em relagio ao ponto 0.

Fonte: Dados da pesquisa, 2023.

Apds a construgdo da reta, a discussdo se voltou para as multiplicagdes (+1) -
(=1) e (—1) - (+1), questionando se elas sdo iguais ou distintas no contexto do processo em
construcdo. O participante 1 mostrou surpresa ao comparar essas multiplicagdes com o que
aprendeu em sua formagao, utilizando a regra (Figura 22). Na regra tradicional, ndo ha distingao
entre objeto e fator, e a ordem dos fatores na multiplicagdo ndo importa. A percepg¢ao arraigada
de que o conhecimento matematico ¢ absoluto e imutavel, em que uma Unica regra € utilizada
para encontrar a resposta, pode constituir um obstaculo psicoldgico para a formulagao de novos
processos. Essa visdo fixa da Matematica cria barreiras, dificultando que os participantes
concebam abordagens diferentes das que lhes foram ensinadas. Esse pensamento estatico,
fundamentado em axiomas rigidos, pode ser uma manifestacdo do pensamento cartesiano, que
permeia a formagao de professores de Matematica e até mesmo o pensamento cotidiano, como

destacado por Velanes (2017).
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Figura 22 — Descobertas e contradigdes apontadas pelo participante 1 ao final do
Experimento Mental

Revelagiio: O que dizer dos resultados encontrados na compreenséo anterior?
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Fonte: Dados da pesquisa, 2023.

Por fim, durante o desenvolvimento do exemplo (+3) X (—2), que ocorreu apds o
trabalho exclusivamente com os fatores de simetria +1 e —1, o participante 1 propds uma
reescrita alternativa utilizando a expressao (+3)(+2)(—1). Nesse contexto, ele considerou o
+3 e 0 +2 como objetos, enquanto o —1 era visto como um fator de simetria. A sugestao foi
operar diretamente objeto com objeto, ou seja, entre 0 +3 € 0 +2, antes de aplicar o fator de
simetria —1. Essa abordagem estava fundamentada na familiaridade do participante com
processos e regras observados na primeira parte do Experimento.

No entanto, a discussao tomou um rumo diferente quando os demais participantes
questionaram a logica dessa proposta. Eles ressaltaram que, conforme a regra previamente
construida, era necessario aplicar um fator ao objeto, pois, caso contrario, a operagao ndo fazia
sentido. Esse momento ilustra como a adaptagdo de conhecimentos prévios pode gerar
obstaculos. Especificamente, a aplicagdo do Experimento Mental introduziu novas informagdes
em um processo ja consolidado. Assim, quando a metodologia dos Experimentos Mentais
demanda a inclusdo de novas ideias para avangar na atividade, isso pode ser visto como um
obstaculo inerente a metodologia.

Dessa forma, a analise do Experimento Mental conduzido pelo participante 1 revela
obstaculos matematicos que podem surgir devido a metodologia empregada. A abordagem dos
Experimentos Mentais frequentemente provoca contradi¢des no pensamento dos participantes,
demonstrando que a Matematica nao € um campo estatico ou absoluto, mas sim uma construgao
em constante evolucao. Assim, o participante 1 foi levado a entender que o conhecimento
matematico ¢ influenciado por fatores contextuais e processuais, € ndo apenas por regras

inflexiveis.
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6. CONSIDERACOES

Esta pesquisa, desenvolvida no programa de pos-graduacao em Educagdo Matematica
da Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF), investigou uma metodologia complementar
ao ensino de Matematica, conhecida como Experimentos Mentais, na formag¢ao inicial de um
grupo de seis licenciandos em Matematica da UFJF. A pesquisa foi fundamentada na concepgao
de que a Matematica € um processo semiotico. Conforme Peirce (CP 4.233), a Matematica € "o
estudo do que ¢ verdadeiro quanto ao estado de coisas hipotético". Esse estado hipotético €
representado por meio do raciocinio diagramatico, que ¢ intrinseco aos Experimentos Mentais
no ambito da Educa¢do Matematica.

Durante a investigacao, nos orientamos pela seguinte questao: Como a utilizacio dos
Experimentos Mentais na Educacio Matematica influencia a formacgao inicial de
professores de Matematica? Para responder a essa questdo, identificamos, por meio dos signos
produzidos pelos participantes durante o desenvolvimento das atividades propostas, obstaculos
didaticos de origem epistemoldgica, didatica, ontogénica e psicoldgica. Recorrendo aos
pressupostos teoricos de Brousseau (2002) para essa analise, consideramos a teoria dos
obstaculos didaticos um signo, ou seja, uma entidade que representa um objeto, seja ele fisico
ou abstrato, e provoca um efeito interpretativo que nao ¢ definitivo, conforme Peirce (2010).
Dessa forma, a analise dos obstaculos didaticos exige a construcao e reconstrugdo continua de
significados.

Ao analisar o Experimento Mental sobre a multiplicacdo de nlimeros inteiros aplicado
aos professores em formagdo inicial, identificamos um obstaculo epistemoldgico e didatico
manifestado pelo participante 3, que tende a enfatizar demonstracdes algébricas e abordagens
axiomaticas para justificar que (—1) X (—=1) = +1. Discutimos que essa tendéncia pode ser
atribuida a marginalizagdo historica da geometria em favor da algebra e da analise matematica
no século XIX, o que impactou a educacdo basica no século seguinte. Esse impacto foi
intensificado pelo Movimento da Matematica Moderna, que influencia a formacdo de
professores até os dias atuais, resultando em uma especializagdo excessiva e fragmentada, tanto
em aspectos pedagogicos quanto nos especificos da Matematica pura.

Adicionalmente, consideramos relevante a possibilidade de um obstéaculo relacionado
ao pensamento matematico sob a perspectiva cartesiana, na qual a verdade ¢ derivada de uma
base axiomatica. Isso ¢ observado no participante 3, que demonstra uma crenga de que a
constru¢do matematica depende exclusivamente das verdades ja estabelecidas. Assim, a analise

destaca como essas influéncias historicas e epistemoldgicas podem continuar a moldar a
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abordagem dos professores em formagao inicial, sublinhando a necessidade de uma formacgao
que integre diferentes perspectivas e metodologias no ensino da Matematica.

Por outro lado, identificamos que o conhecimento do participante 1 sobre a operacao
(—=1) x (—=1) = 41 baseava-se na aplicagdao de uma regra estabelecida, documentada desde a
década de 1970 no livro "Matematica: Curso Moderno para os gindsios". Dessa forma,
identificamos tanto um obstaculo didatico quanto um epistemologico, uma vez que a historia
da Matematica revela uma evolugdo gradual na compreensdo dos nimeros negativos,
enfrentando desafios significativos para justificar tal regra. Além disso, ressaltamos um
possivel obstaculo psicoldgico devido a surpresa do participante com a desvinculacao da ideia
de que o resultado deve ser obtido exclusivamente por meio de uma regra de sinais pré-
estabelecida, contrastando com a criagdo de um processo de construcao flexivel. Por fim,
percebemos um obstaculo metodologico quando novas ideias relacionadas ao fator dilatador
(abducgao) foram introduzidas em um processo ja consolidado, evidenciando a resisténcia do
participante em integrar essas novas ideias ao seu entendimento.

A utilizacdo desse enquadramento tedrico permitiu-nos ndo apenas identificar e
categorizar os obstaculos enfrentados pelos licenciandos, mas também compreender melhor
como esses obstaculos influenciam a aprendizagem e a pratica pedagogica. Os participantes
perceberam que ndo precisavam buscar verdades axiomaticas para justificar por que
(=1) X (=1) = +1. Em vez disso, poderiam desenvolver seu proprio processo de raciocinio
para alcangar essa resposta, mesmo que esse processo enfrentasse inconsisténcias ao longo de
seu desenvolvimento.

Portanto, a metodologia dos Experimentos Mentais auxiliou os licenciandos a
encontrarem contradi¢cdes durante o processo investigativo, o que promoveu a busca por novas
hipoteses ou a reafirmagdo de crencas ja estabelecidas. Dessa maneira, essa abordagem
incentivou uma atitude reflexiva e critica, estimulando os participantes a questionarem e

reformularem suas proprias ideias (crencas) e métodos.
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APENDICE A — Multiplicacio de niimeros inteiros

Programa de Pos-graduagio em Educagio Matematica jﬁ f

Universidade Federal de Juiz de Fora

O intuito desta atividade ¢ aplicar uma metodologia alternativa para o ensino de Matematica,

denominada Experimentos Mentais. O tema escolhido é a multiplicagdo de ntimeros inteiros.

1. De acordo com os seus conhecimentos, como vocé explicariaque (— 1) X (= 1) = +17?
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2. Convidamos vocé a aplicar um Experimento Mental para buscarmos uma explicagéo para

as multiplicagdes (— 1) X (+ 1), (+ DX (—De(—-1) x {—1).

Forma: Em uma reta, vamos fixar os niimeros —1 e 1 como pontos opostos simetricamente

em relag@io ao ponto 0.

Estrutura e Compreensio: Vamos considerar que multiplicar por (—1), que é um fator de
simetria, ¢ encontrar o simétrico do niimero (ponto), e multiplicar por ( + 1) é encontrar o

propric nimero (ponto). Agora, investiguemos as multiplicagdes (— 1) X (+1) e (+1) X

(-De(—1)x(—1).

Dependéncia: Pense em qual universo do discurso ou campo tedrico vocé desenvolveu a

compreensdo anterior.

Revelagiio: O que dizer dos resultados encontrados na compreensao anterior?
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Comparagio: Como podemos pensar no resultado da multiplicacéo de:

A, (+3)por(—2)?

B. (—4)por(—2)?
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APENDICE B - Transcri¢io da gravacio em video

Pesquisadores: Se alguém perguntasse o porqué de (—1) X (—1) = +1, o que voceés
responderiam para essa pessoa?

Pesquisadores: Como o conhecimento estd no papel, primeiro vocés escrevem as ideias que
tém sobre esse fato. Lembrando que ndo existe certo ou errado, existe o processo.
Participante 5: Eu ndo sei mesmo.

Pesquisadores: Como, participante 5? Repete, por favor.

Participante 5: Eu ndo sei como eu explicaria.

Pesquisadores: Como foi explicado para vocé?

Participante 5: Ah, regra, né? Eu ndo concordo com isso.

Pesquisadores: Decorar regra, né? Aquela o amigo do amigo, do inimigo. Nao tem um negocio
assim?

Participante 5: Tem. Sinais iguais, positivo; sinais diferentes, negativo.

Participante 1: O inimigo do meu inimigo ¢ meu amigo. Quando eu era crianga, meu pai falava
1SS0.

Pesquisadores: Para mostrar a relagdo dos sinais, né? O inimigo do meu inimigo ¢ meu amigo.
Participante 1: Quando eu aprendi na escola, a minha professora s6 colocou assim no quadro:
“Na multiplicacdo, sinais iguais da positivo; sinais diferentes, da negativo”.

Pesquisadores: Convenceu essa regra?

Participante 1: Nao sei explicar isso agora.

Pesquisadores: Na universidade, vocé ja viu alguma coisa relacionada?

Participante 1: Nao, primeira vez.

Pesquisadores: Entdo nunca perguntaram por que (—1) X (—=1) = +1 aqui? Na verdade, esse
conhecimento foi o que: “Ah, isso vocés ja deveriam estar sabendo...”. Foi assim?
Participante 1: Porque na adi¢do e na subtragao de numeros inteiros t€ém a questao da reta
numérica, entdo vocé pensa na reta. Mas na multiplicagdo, eu ndo estou pensando nao.
Pesquisadores: E vocé, participante 2? Esta na mesma situacao?

Participante 2: Desde sempre a gente aprendeu como uma regra. A gente precisa apresentar
1SS0 na semana que vem, na ter¢a [se referindo a uma disciplina da Universidade].
Pesquisadores: E ai, participante 3? Vocé escreveu alguma coisa ai.

Participante 3: Ah, eu fiz uma demonstragao, mas ¢ muito algébrico.

Pesquisadores: E o que ¢ muito algébrico que vocé fez ai?
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Participante 3: Eu usei as propriedades algébricas de corpo. Anel, melhor dizendo, de forma
geral, o corpo € um anel.

Participante 5: O problema ¢ que a gente pensa que isso nao ¢ a melhor forma, pelo menos eu
penso assim, de explicar. Porque tanto pela regra ou usar propriedades algébricas, quando a
gente vai ensinar isso aqui, geralmente os alunos estdo muito novos para. Pelo menos a forma
que a gente conhece acho que ndo seria a melhor forma para ensinar, mas até entdo ndo tem
outra. Isso € um problema, né?

Pesquisadores: E vocé, participante 4?

Participante 4: Eu t6 acabando aqui.

Pesquisadores: E ai, participante 6?

Participante 6: Entdo, eu lembro que aqui, eu ndo sei se foi em célculo 1, teve uma vez que a
professora falou: “Ah, vocés aprenderam na escola assim, calcula a de dentro”. Eu lembro muito
que ela falou isso. Mas agora eu ndo lembro se ela falou isso dentro da, ndo se se foi funcao
inversa. Foi alguma coisa assim, explicando isso. Igual quando ela explicou da fun¢do, que
ensinava a gente a ligar? Quando a gente estava 14 no prézinho, a gente ligava.
Pesquisadores: Quer dizer que tem uma coisa relacionada com construir uma regra ai, de trocar
o sinal 14 de dentro, talvez. Se o de fora ¢ negativo, o de dentro modifica o nimero. Seriam
umas coisas mais ou menos assim?

Participante 6: Nao, assim seriam o que eles passam para a gente na educagdo basica, aqui ela
chegou a explicar o porqué que a gente troca.

Pesquisadores: Ai vocé lembra de alguma coisa disso?

Participante 6: Nao sei se ¢ o inverso da multiplicag¢do, ndo sei, eu ndo lembro agora.
Pesquisadores: Ok, ok! E vocé ia falar alguma coisa, participante 1?

Participante 1: Eu ia falar, mas eu voltei para o mesmo lugar que eu estava [escrevendo no
papel].

Pesquisadores: Eu t0 vendo que vocé estd fazendo alguma coisa diferente ai.

Participante 1: Nao, mas ai eu volto para a mesma coisa, porque se eu penso em poténcia, da
no mesmo, porque tem como saber que menos com menos vai ser mais.

Pesquisadores: Ah, entendi. Vocé pensou em trazer uma poténcia, por exemplo, (—1)2.
Participante 1: Uhum, mas ai eu volto na mesma coisa. Eu quero sair do lugar que eu to.
Pesquisadores: E vocé, participante 2? Avancou alguma coisa?

Participante 2: N3o, mas eu t6 tentando explicar aqui [olhando para o papel].

Pesquisadores: Mas o certo € que se a gente for pensar, muita coisa na matematica parece que

ndo tem explicacdo, né? Sabe aquela coisa, falta explicagdo pra algo, né? Entdo o que que nos
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resta? Guarda essa regra. Pra que que eu tenho que guardar essa regra? Pra ver se ela vai resolver
sua vida em algum momento, mas fica algo meio que sem explicagdo, sim. Na melhor, a gente
fala sem significado. Talvez tem sentido porque vocé esta fazendo contas, mas o significado
disso fica perdido, né?

Participante 2: E, igual ao que a gente tava conversando na aula hoje cedo, que a gente quer
que as criangas 14, de sei 14, sexto, sétimo, ano saibam isso, mas a gente nao sabe explicar o
porqué.

Pesquisadores: E um problema, né? E, participante 3, fora esse pensamento algébrico?
Participante 3: T6 tentando pensar em alguma coisa aqui.

Pesquisadores: E vocé, participante 47

Participante 4: Vou ler [escreveu na folha]. Primeiramente, vamos pensarem 1 X (—1). Como
todo niimero multiplicado por 1 € igual a ele mesmo, podemos concluir que o resultado ¢ igual
a —1. Nesse sentido, podemos entender que multiplicar por —1 significa trocar o sinal do
numero, ou seja, tem o sentido de tomar o oposto do ntimero. Isso ¢ visto ao multiplicarmos
(—1) por qualquer outro niimero positivo. Sabendo, entdo, que ao multiplicar por —1 tomamos
0 seu oposto, pode-se concluir que (—1) - (—=1) = 1.

Pesquisadores: Uma ideia interessante.

Participante 5: £ melhor que usar a técnica.

Pesquisadores: Agora podemos comecar a fazer o Experimento. Vamos usar aquelas
caracteristicas dos Experimentos que eu falei com vocés. A gente demarcou as caracteristicas
no Experimento para vocés saberem que elas aparecem, mas elas acontecem simultaneamente,
sem se ter uma coisa rigida. A gente sempre vai comegar com uma forma, uma representacao
particular daquele objeto. Entdo, poderiamos comecar trazendo um pouco a ideia do
participante 4, talvez usando uma reta que a gente pense os nimeros —1 ¢ 1 como pontos
simétricos em relacdo a um ponto zero. Vamos comegar fazendo essa representagao entio; tem
um espaco ai no papel.

[pausa]

Pesquisadores: Vamos ver como eles fizeram, a forma que tentaram. E interessante,
participante 1. Por que vocé pensou em fazer com esse tanto de valores ai? [representacdo de
uma reta com varios nimeros equidistantes, de -3 a 5].

Participante 1: Foi por impulso, acho que ¢ natural fazer a reta grande. Depois que eu pensei...
Pesquisadores: E vocés? Pensaram em s6 marcar esses pontos mesmo [se referindo a —1, 0 e
1]?

Virios participantes: E!
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Participante 1: E pior, a minha foi de —3 a 5, ndo tem pardmetro nenhum.

Pesquisadores: E um pardmetro que vocé fez, uma forma diferente que vocé fez.
Pesquisadores: Vamos seguir naquela ideia entdo. Vamos pensar que, ao multiplicar por —1,
vamos encontrar um ponto simétrico, ¢ quando a gente multiplica por +1, encontramos o
mesmo numero. Usando essa ideia, vamos considerar algumas multiplicacdes. A primeira que
vamos investigar ¢ (—1) X (4+1). Como poderiamos usar essa ideia de pensar os pontos como
nimeros em uma reta nessa multiplicagao?

Participante 3: Poderiamos comecar pegando o 1 e multiplicando por zero. Mas o zero ¢ o um
somado com o simétrico dele.

Pesquisadores: Vamos anotar aqui no quadro:

0-1=0
0=1+(-1)
[1+(-D]-1=1+(-1)
1+(-1-1=1+(-1)
-D+14+(C-D-1=(-1D+1+(-1)
0+(-1)-1=0+(-1)
(-1)-1=-1

Pesquisadores: Interessante! Vocé pensou de uma forma algébrica. E se a gente pensasse
daquela forma geométrica? Como isso ficaria? Utilizando a forma que a gente representou.
Participante 6: A forma da distancia nao da, né?

Pesquisadores: Como vocé pensou?

Participante 6: Eu s6 lembrei que tem uma férmula da distancia que a gente usa. Tem a raiz
quadrada, vocés sabem o que eu t6 falando?

Participante 5: A raiz quadrada do primeiro termo ao quadrado mais o segundo ao quadrado,

ai é 4/ (—1)2 + 12, ai seria a distancia dos dois, né? Mas eu ndo sei como a gente vai usar isso.
Pesquisadores: E se tentdssemos pensar em quando multiplicamos o —1 e encontramos o
simétrico, da forma geométrica, € 0 +1 0o mesmo nimero? Teriamos o —1 como fator ou o +1
como fator, entdo temos que decidir.

Participante 3: Vocé poderia usar outra forma algébrica também e dizer que esse produto ¢
igual a um x e dividir por 1 dos dois lados. Ai sai mais rapido do que eu fiz aqui [apontando

para a demonstracdo no quadro].
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Pesquisadores: E, pensando na algebra. Estamos pensando em um movimento geométrico de
transformagdo. Vocé quer transformar o —1 no +1 ¢ o +1 no —1. E esse objeto de
transformagao que vocé ta querendo fazer vai estar associado ao ponto de referéncia, que a
gente chama de ponto de simetria, ou centro de simetria, e o fator que vocé vai aplicar a isso.
Entdo, se vocé ta querendo transformar o +1 no —1, vocé ta querendo aplicar isso relacionado
a qual centro de simetria?

Participante 3: O zero.

Pesquisadores: E qual fator de simetria que vai permitir vocé transformar o —1 no +1? Esse
fator de simetria. Ai, esse fator de simetria pode ser, por exemplo, o proprio —1. E nesse
processo que precisamos pensar, meu eixo de simetria € o meu fator de simetria. Ai, a partir dai,
vocé constitui a regra, que € o que vocé esta querendo fazer, né? O pensamento algébrico.
Pesquisadores: Vocé constitui um processo.

Pesquisadores: A esséncia toda ¢ que eu preciso constituir, a priori, num processo abdutivo, a
transformagdo de um elemento por meio de um fator que vai chegar no outro elemento. Esse
elemento aqui ¢ um objeto [apontando para a representacdo no quadro, o ponto —1 ], porque
ele ¢ um ponto da sua reta. Agora, quem ¢ esse fator?

Participante 4: Ele ¢ um fator que pega o simétrico, enquanto o 1 ¢ o fator que mantém o
proprio numero.

Pesquisadores: Olha que importante o que o participante 4 falou. Vocé tem duas opgdes de
fatores, qual ¢ a mais adequada?

Pesquisadores: Entendeu?

Participante 4: O problema ¢ que a gente sempre pensa as duas coisas como nimero, ai ndo
faz sentido, como objeto. Agora, se a gente pensar uma das duas coisas como fator, faz total
sentido.

Pesquisadores: Vocé chega a explicacao de algo, né?

Participante 4: Isso, ¢! Agora se eu pensar nas duas coisas como objeto, ndo faz tanto sentido.
Pesquisadores: Como que eu aplico um objeto em outro objeto para gerar um terceiro objeto?
Essa contribui¢dao € importantissima, porque € essa a percepgao, né? Da diferenga do objeto
para o fator. Agora, tem problemas. Vamos ver aonde vamos chegar. Vamos na hipdtese: pense
no (+1) X (=1) e no (—1) X (+1). Lembrando que ndo ¢ nada algébrico, estamos tentando
em termos do objeto. Chegamos em objeto aplicado a um fator, chegando em um objeto. Pense
nessas duas coisas € o que vocé€s acham: que isso aqui ¢ (+1) X (=1) = (—=1) X (+1) ou

(+1) x (=1) # (—1) x (+1)?
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Participante 6: E diferente. O objeto do primeiro é +1 e o do segundo é —1.

Participante 1: Posso fazer uma pergunta?

Pesquisadores: Pode!

Participante 1: A gente que escolhe o fator? Quem que vai ser o fator? Isso ai entdo, a ordem
nao importa, ¢ o0 que a minha interpretacdo mandar, ¢ i1sso?

Pesquisadores: A gente viu que temos varias opgdes, entdo precisamos estabelecer uma delas
para construir o processo. A gente pode estabelecer o primeiro nimero como objeto ou como
fator, e o segundo também. Mas a gente precisa estabelecer quem que € o objeto e quem que €
o fator.

Participante 1: Ai ¢ pela ordem que aparece?

Pesquisadores: Vocé pode escolher.

Pesquisadores: Mas tem um porém: toda a consequéncia do trabalho vai estar associado a sua
escolha.

Participante 4: E, porque eu ndo posso falar, por exemplo, se o primeiro ali é o objeto, o +1 é
objeto, e 0 —1 ¢ o fator, entdo acho que do outro lado —1 tinha que ser o objeto e 0 +1 tem que
ser o fator, sendo nao faz sentido. Por exemplo, se eu estabeleci o primeiro nimero que eu td
multiplicando ¢ o objeto e o segundo fator, do outro lado eu acho que também tem que ser, para
ser coerente, né?

Participante 5: E, porque sdo processos diferentes, né? Enquanto no primeiro processo, se eu
tomar os primeiros termos como objetos e o segundo como fatores, no primeiro eu tenho um
processo que vai transformar o meu objeto no seu simétrico, € no outro caso eu tenho um
processo que vai manter o meu objeto. Entdo sdo casos diferentes.

Pesquisadores: Quando que seria igual?

Participante 3: Se a igualdade fosse formada.

Pesquisadores: Ou seja, se gerarem?

Participante 3: O mesmo resultado. Ah, 0 mesmo objeto.

Pesquisadores: Em si a coisa ja tem uma contradigdo. A.gora como a gente resolve essa
contradicdo? Entendendo tudo isso que vocés trouxeram, a diferenca entre objeto e fator, entre
igualdade do resultado e igualdade do processo. Sabe aquela historia que os fins justificam os
meios? Aqui isso ndo vale, né? Os fins ndo justificam os meios, porque a gente tem que olhar
tudo, e quando olhamos tudo, estamos no processo de complementaridade. E processos e
objetos, por isso o titulo do artigo.

Pesquisadores: A gente ja conseguiu o resultado que queriamos, a contradi¢do foi posta e as

observagoes foram feitas.
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Pesquisadores: Mas agora, identificando as caracteristicas que vimos no inicio da aula,
comegamos por uma forma, usando a representagdo de uma reta, um ponto central, —1 e +1
como pontos simétricos em relagdo ao ponto zero. Depois, a gente trouxe uma ideia nova, na
Estrutura, quando pensamos os numeros como pontos simétricos em uma reta. E nas outras
caracteristicas, por exemplo, na Dependéncia, a gente conseguiu fazer isso por causa de alguns
resultados da matematica. Entdo, essa representacdo que a gente fez foi baseada em qual campo
da matematica? O que permitiu a gente construir isso? Construir a reta, pensar nos niimeros
como pontos simétricos, o que da matematica permitiu isso?

Participante 4: Geometria.

Pesquisadores: Que tipo de geometria?

Participante 3: Da geometria euclidiana.

Pesquisadores: [sso. A outra caracteristica que vimos € a Revelag¢do. Entdo construimos todo
esse processo, essa representacdo, mas o que que isso quis dizer para gente? Serd que teve
alguma contradi¢do, como a gente conversou? Serd que descobrimos alguma coisa nova nesse
processo?

Pesquisadores: Quando falamos alguma coisa nova, ela pode ja existir, mas ela ¢ nova no
processo que foi feito, na atividade que foi feita.

Participante 3: Ah, esse negdcio de objeto, de fator.

Participante 6: Se fosse uma multiplica¢do de 1 X 0, dava para representar; 0 X 1 ndo da. Que
¢ tipo ali [apontando para o quadro], que se tivesse colocado (1) X (—1), talvez a gente teria
conseguido representar mais facil do que (—1) X (+1).

Participante 4: E por que —(—1) = 1? Ai tem tudo a ver, o sinal esta fazendo o que? Esta
operando, é simétrico ou é a orientacdo do nimero? E nesse sentido.

Participante 6: Ali a gente t4 vendo que a ordem do fator ndo altera o resultado, né? Mas,
representando, altera.

Pesquisadores: Esse ¢ um ponto muito interessante que vocé estd trazendo! A ordem dos
fatores nao altera o produto em relagao a multiplicagdao usual. Essa multiplicacao construida
por meio do Experimento ¢ usual ou ndo?

Pesquisadores: Eu insisto, e vocés discutiram isso ai. Estamos nessa de ser igual ou diferente.
Faz muito sentido, quer dizer, para vocé entender (—1) X (—=1) = +1, a gente teve que
construir uma referéncia, por isso que nao € mais decorar regra. A sua referéncia esta baseada
em transformacdes geométricas em termos de representacao. Entdo, nessa referéncia construida,

essa coisa da ordem dos fatores, eu ja ndo sei mais, o que vocé acha?
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Participante 5: Porque isso que ela falou, da ordem dos fatores ndo interfere no resultado, ¢
verdadeiro porque, quando a gente pensa nessa situagdo que a gente ndo ta estabelecendo quem
¢ objeto e quem ¢ fator, a gente volta para multiplicacao usual. Mas, quando foca no processo
e estabelece quem ¢ objeto e quem ¢ o fator, e ai a ordem dos fatores ndo vai importar no
resultado, mas vai importar no processo que a gente ta fazendo. Temos duas situagdes, né?
Pesquisadores: E o que que isso nos leva a concluir entdo sobre a matematica com esse foco
que voce colocou agora?

Participante 5: Em relagdo a que?

Pesquisadores: A isso tudo, né? O que importa ¢ o resultado, o processo ou tem que haver um
conjunto?

Participante 5: E, os dois importam, niio da para tipo, pegar uma e deixar a outra, porque é o
processo para levar a alguma coisa. Entao, o resultado importa, mas também o processo importa,
porque eu preciso do processo pra chegar a essa alguma coisa. Acho que os dois importam da
mesma forma.

Pesquisadores: O processo que o participante 3 trouxe, que ¢ baseado nisso aqui [demonstragdao
escrita no quadro], vocé ja ta afirmando que 0 X 1 = 0.

Participante 3: E, tem que partir de algumas hipdteses ai ou conjecturas que ja sdo, algumas
proposic¢des ai verdadeiras.

Pesquisadores: Mas ¢ verdadeiro que 0 X 1 = 0? Por que ¢ verdadeiro? Antes de vocé
responder, s6 vou falar a dinamica do processo dessa metodologia: ndo ¢ dar resposta, mas €
gerar sempre questdes pra gerar contradi¢des, ¢ fazer vocé entrar em contradi¢do sempre com
as suas ideias, até para voce¢ fortalecer as ideias que vocé tem ou até modificar uma ideia, talvez,
que fosse um pouco mais palatavel ou forte, ah, sei 14, o argumento que a gente pode ta usando.
Participante 3: Ai da para fazer de forma algébrica também

Pesquisadores: Eu t6 dizendo que a forma algébrica que vocé ta fazendo, vocé ta admitindo
uma coisa que ¢, por enquanto, inexplicavel. Eu posso entender que 2 X 0 = 0 + 0 = 0; agora,
0 X 2, como vou somar 2? Sei 14!

Participante 3: Ai a gente podia usar a distributividade de novo, mais um, zero, mais um,
menos um, supde que voce nao sabe o que ¢ 0 X 2, faz a distributividade, vocé vai ter 2 X 1.
Participante 5: 2 vezes 2, né?

Participante 5: Meu Deus, nao tem fim.

Pesquisadores: E infinito, né?

Participante 5: Vocé pensa uma coisa e precisa de outra.
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Pesquisadores: O professor Otte sempre fala que a matematica tem um problema, que ela nao
consegue dar explicagdes no sentido desejado.

Participante 4: O que eu mais achei interessante ¢ que, quando a gente vai explicar isso ai ¢
para o sé€timo ano, entdo nem aprende essa distributiva e essas coisas. Entdo, seguir por esse
caminho ¢ bem mais fécil, porque sendo eles vao ter muito mais davida, se ndo vai entender.
Pesquisadores: Talvez aqui ele pode entender at¢é mesmo como se fosse um jogo que ele
precisa seguir a regra, mas tem hora que a regra nao da conta, né? Tem problemas na regra e
tal...

Pesquisadores: Ai vocés podem escrever isso na folha, o que vocés descobriram, se teve
alguma contradig@o...

[pausa]

Participante 3: Da para fazer sem usar o zero. Se vocé fizer 1 X 1 = 1, ai vocé nao precisa
usar o zero.

Pesquisadores: Mas ai ndo seria mais uma questdo de simetria.

Participante 3: Nao, daria da mesma forma.

Pesquisadores: Com base no proprio 1?

Participante 3: Com o proprio 1, eu usei o zero ali porque ele ¢ mais direto, mas d4 para fazer
com qualquer outro nimero. O 1 éo 2 + (—1).

Pesquisadores: Ah, td! Vocé estd tentando essa parte algébrica. Pensei que vocé estava
pensando nas transformacdes.

Participante 3: Ah, eu esqueco um pouco que vocés nao estao interessados na algebra.
Pesquisadores: Nio, estamos. E interessante esse pensamento algébrico nosso, e pensar que
precisamos dar alguma explicacdo para os nossos alunos da educagao basica, em especial. Fazer
um Experimento, vocé€ esta construindo de certa forma também um argumento algébrico. Isso
aqui [se referindo a (+1) X (—1)] objeto X fator = objeto, s6 que ndo nasce da algebra
por ela mesma, nasce da experimentacao do processo geométrico, que ha um simétrico de um
valor em relagdo a um eixo de simetria. Tem como argumentar o porqué constituimos essa
forma algébrica, ela ndo nasceu assim do nada.

Pesquisadores: E uma coisa nio fixa, ndo imposta, vocé tem a liberdade de escolher objeto e
fator. E pela sua liberdade de escolha, vocé vai constituir o seu pensamento estrutural ou
algébrico estrutural, que veio da intuicdo. Muito importante vocés terem isso em mente.
Pesquisadores: E pensando nessa forma do Experimento, podemos fazer mais algumas

multiplicagdes. Vou colocar uma aqui no quadro como exemplo [escrita no quadro de

(+3) x (—=2)].
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Pesquisadores: Esse exemplo ai ¢ para vocés tentarem construir por meio do Experimento.
Participante 3: Outro?

Pesquisadores: Nada algébrico assim, nada contra!

Participante 4: Primeira coisa que veio na minha cabeca ¢ que o —2 ¢ o objeto e a gente vai
aplicar esse valor trés vezes.—2, vou tirar 2 e 2 de novo, vai ficar —6.

Pesquisadores: Usar o 3 como fator.

Pesquisadores: Até entdo nossos fatores sao 1 ¢ —1.

Participante 4: Dessa forma que eu pensei, 0 —2 ¢ objeto, ai o fator € o 3, que vai aplicar o
—2 trés vezes. Eu acho que € isso, eu acho!

Pesquisadores: Uma ideia.

Participante 5: To tentando pensar nesse caso de, por exemplo, +1 mantém seu objeto e 0 —1
inverte seu objeto. Ai eu t6 tentando pensar o —2. Por exemplo, vamos colocar ele como fator,
€ porque eu nao sei qual eu vou estabelecer como fator e objeto. To tentando estabelecer esse
processo primeiro. Se a gente pensar (—1) X (+1), o —1 como objeto, entdo o +3 vai ser o
nosso fator e vai ter que mexer com esse objeto de acordo com esse +3. Entdo eu vou manter
o —2 trés vezes, porque o +1 ele mantém aquele valor, mas ele mantém uma vez porque ele ¢
um. Ali no caso eu vou manter aquele valor trés vezes, porque ele ¢ trés. Ele manteria o —2 trés
vezes. Entdo eu vou manter o —2 uma vez, manter de novo e manter de novo, fica =2 — 2 — 2,
—6.

Pesquisadores: Consegue representar isso na reta?

Participante 5: Nao sei. Teriamos que partir do zero, que seria 0 nosso inicio, € manté-lo trés
vezes, meio que somar esses trés pedagos, essas trés partes de —2.

Participantes 1 e 2: Acabamos pensando na mesma coisa, de so falar que o —2, pensar no 2
como objeto, —2 como objeto e 0 —1 como fator ainda. Ai o +2 como objeto, —1 como fator
que vai ter esse —2, que € o objeto.

Participante 5: Abriro —2em 2 e —1?

Participante 1: E, j4 que o fator seria +(—1) a gente pensou em escrever 0 —2 como sendo
duas vezes o —1.

Participante 5: Teria que fazer primeiro o processo, né? 2 X (—1) estdo criandoo —2, —1 ¢ o0
fator. Disso ai, como o —1 inverte o nosso objeto, teriamos o —2.

Participante 3: Aino caso o +2 seria o fator e 0 —1 o objeto?

Participante 1: Nao, o fator seria o —1.

Participante 3: Uai, gente!
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Participante 5: E. porque os dois é objeto. Porque ele é uma coisa nova, né? O fator a gente ja
sabe como que usa ele.

Pesquisadores: O 2 seria o objeto e o —1 o fator, né?

Participante 1: Que ai resultaria no simétrico do +2.

Pesquisadores: E aonde entra o 3 nessa historia?

Participante 1: (+3)(+2)(—1), como o 3 e o 2 seriam objetos, eu iria multiplicar os dois. E
o fator eu saberia que ¢ o simétrico do objeto.

Pesquisadores: Entdo vocé estd trazendo uma nova situagdo, o encontro de dois objetos pode
ser multiplicado, ¢ isso?

Participante 1: Sim, porque os dois seriam positivos e eu acho que conheceria, né?
Pesquisadores: Ah, ti! Entendi. Entdo, se eu tenho objeto 3, objeto 2, como posso operar os
dois objetos, entdo da o objeto 6, aplicado ao fator —1, —6.

Participante 4: E uma boa forma, hein?

Participante 3: Entao vocé vai multiplicar o objeto com o objeto?

Participante 5: Nao faz sentido.

Participante 3: E, ndo faz mesmo nio.

Participante 5: Porque algum deles tem que permanecer para o outro fazer o processo dele. Se
objeto e objeto ficarem ali, quem vai fazer o que?

Pesquisadores: Tem uma contradi¢ao ai, ou precisamos entrar em um consenso ou hao.
Participante 3: Outra coisa que eu acho que ficou incoerente ¢ que a gente mostrou que o —1
multiplicado por +1, ele da o simétrico do +1, porém a gente...

Pesquisadores: Nao, —1 multiplicado por +1 ¢ o simétrico de —1 em relagdo ao fator de
simetria. Se o fator de simetria € o +1, todo ponto ¢ simétrico a si mesmo.

Participante 3: Sim, mas...

Pesquisadores: Quando que um ponto pode ser simétrico do outro? Quando ele ¢ aplicado ao
fator +1. A menos que se constitua um novo processo, temos um novo Experimento.
Participante 4: —2 ¢ um fator, que além de pegar o simétrico, ele dobra o nimero também. Ele
¢ um fator que faz as duas coisas.

Pesquisadores: Como ¢ um novo Experimento, vocé pode pensar em novas possibilidades.
Vocé pode pensar, por exemplo, em um termo de dilatagao.

Participante 5: E, que ele vai dobrar seu objeto.
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Pesquisadores: E, dobrar, triplicar... Porque pega um pouco do que vocé falou, participante 1.
O que vocé falou ta 6timo, vocé falou que o +2 ¢ objeto e —1 ¢ fator, para explicar o —2. Aj,
esse +3 nesse processo funcionaria como o que?

Participante 1: Objeto.

Pesquisadores: Nao, como a minha fonte de dilatagao.

Participante 1: Ah, td! Ou a gente poderia pensar assim: ja que o —2 seria 0 meu fator, antes
de tudo, 14 no inicio (4+3) X (—2), se eu coloco que o 3 é 0o meu objeto e 0 —2 é o meu fator.
Pesquisadores: Fator de dilatagao?

Participante 1: Nao, fator normal. T pensando na primeira forma, antes de chegar em que que
vocé falou. A unica coisa que eu tinha feito era pegar o —2 e escrever (+2) X (—=1), com o +2
sendo meu objeto e 0 —1 sendo o meu fator. J& que vocés estdo criando caso com a minha teoria,
e se eu escrever o +3 também como sendo 3 vezes 1, e ai o 3 seria o meu objeto e o 1 seria o
meu fator. Pelo menos eu ja teria dois fatores e dois objetos, ai eu poderia multiplicar objeto
com objeto e fator com fator, ai vai dar o mesmo resultado. Pelo menos t6 criando uma
ordenzinha dos dois.

Pesquisadores: Talvez vocé possa chamar o —2 de fator, e esse fator aqui ele ¢ duplo. Ele vai
ser um fator de dilatacdo e um fator de simetria. Nesse caso voc€ pode pensar em
(+3) X (—1) x (2).

Participante 3: Ai vocé criou uma coisa nova.

Pesquisadores: E, 0 3 continua sendo o objeto, 0 —1 o fator de simetria e o 2 o fator dilatador.
Participante 4: Agora, coloca (—2) X (—3) ai.

Pesquisadores: Ah, gostei disso, hein? Olha, (—2) X (=1) X (3), o objeto ¢ —2, fator de
simetria —1 e o fator dilatador € o 3.

Participante 4: Desse jeito ja resolve todos os problemas de multiplicacdo, né? Eu acho.
Participante 3: Aplica o processo de indugao [risos].

Pesquisadores: O fator dilatador seria o fator de homotetia, estamos usando duas
transformagoes: a simetria seguida de uma homotetia. Eu achei essa ideia legal, mas existem
outras que podem ser construidas. Esse € o ponto que chamamos de Compreensao.
Pesquisadores: Isso, a gente criou um novo Experimento, um novo processo na caracteristica
Comparagao.

Pesquisadores: Agora precisamos fazer mais de uma transformacdo. Vamos fazer duas
transformagdes: a simetria e o fator dilatador. Agora, detalhe, nesse caso o fator dilatador tem

duas situagdes. Coloca 14 [no quadro] o (—4) X (4+4) como exemplo. Nesse caso, da onde
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estamos extraindo o fator de simetria? E o do fator dilatador, né? Que hora ¢ objeto e hora é
fator.

Participante 3: Ficou meio confuso o que ¢ dilatador e o que ¢ fator.

Pesquisadores: O objeto sempre vai ser o primeiro, vamos combinar assim? O que queremos
mostrar para vocés € que o desenvolvimento do conhecimento matematico ele ndo ¢ fixo, mas
¢ de uma ac¢do de combinados. Depende desse combinado que vocé faz. Isso tudo tem um
fundamento de vocé pensar a matematica como funcdo social, das relagdes humanas da
matematica. A metodologia nao ¢ neutra, tem fundamento no materialismo dialético, que
trabalha nesse contexto de que as coisas sdo sempre negociadas. O processo de conhecimento
¢ sempre negociado porque nenhuma representagdo que fazemos das coisas mostra sua esséncia.
Se nenhuma mostra a esséncia, por que trabalhar com as representacdes? Porque nao temos
acesso a essa coisa. Algumas caracteristicas e algumas situagdes desse objeto a gente vai
conseguir perceber, outro a gente vai precisar construir e chegar em consenso. E assim que
desenvolve conhecimento. Ora, o 4tomo ndo era divisivel até pouco tempo, ndo € isso? Nao que
dizer que o conhecimento matematico ¢ definitivo, ele ndo ¢ uma verdade absoluto, ¢ uma
construgdo de ideias. Nao existe uma regra Uinica para te dar a resposta, o que existe € o processo
que vocé vai construindo para te dar as respostas. E vai chegar em um determinado momento
que vocé ndo vai precisar do processo, vocé vai direto porque pensando no processo
desenvolvido eu ja cheguei no resultado. E isso que queremos pensar, melhor do que ficar
decorando as coisas, vocé parar com os seus alunos para pensar e formar um processo que seja
coerente. Mas todo processo coerente tem incoeréncia nele também. Essa metodologia quer
trabalhar as incoeréncias do processo, uma hora fator de simetria, outra de dilatagdo, ¢ bom que
seja, sendo vocé acha que sempre as coisas vao funcionar direitinho.

[pausa para fazer o outro Experimento em seguida].
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NOTAS DE FIM

! Mathematics is the study of what is true of hypothetical states of things. That is its essence and definition.
2 Mathematics is the study of what is true of hypothetical states of things.

3[...] the collective total of all that is in any way or in any sense present to the mind, quite regardless of whether it
orresponds to any real thing or not.

4 Disponivel em: http://www.oqueeoquee.com/wp-content/uploads/2013/07/calice-ou-rostos.jpg. Acesso em 16
maio de 2023.

> A crisis induced by the failure of expectation and followed by revolution is at the heart of the thought-
experimental situations we have been examining. Conversely, thought experiment is one of the essential analytic
tools which are deployed during crisis and which then help to promote basic conceptual reform.

¢ was sitting in a chair in my patent office in Bern. Suddenly a thought struck me: if a man falls freely, he would
not feel his weight. I was taken aback. The simple thought experiment made a deep impression on me. It was what
led me to the theory of gravity.

7 Disponivel em: http://www.astro.iag.usp.br/~ronaldo/intrcosm/Glossario/PrincEquiv.html. Acesso em 28 maio
2023.

8 Need we add that mathematicians themselves are not infallible?

9 L’erreur n’est pas seulement 1’effet de 1’ignorance, de ’incertitude, du hasard que 1’on croit dans les théories
empiristes ou behavioristes de 1’apprentissage, mais 1’effet d’une connaissance antérieure, qui avait son intérét,
ses succes, mais qui, maintenant, se révele fausse, ou simplement inadaptée. Les erreurs de ce type ne sont pas
erratiques et imprévisibles, elles sont constituées en obstacles. Aussi bien dans le fonctionnement du maitre que
dans celui de 1’éleve, I’erreur est constitutive du sens de la connaissance acquise.

10, parts of a system of concepts, ways of thinking and beliefs and therefore they could not be removed or changed
without injuring the whole system. [...] they were linked with beliefs about what knowledge is and what makes it
valid.

1 Organiser le franchissement d’un obstacle consistera & proposer une situation susceptible d’évoluer et de faire
évoluer I’¢leve selon une dialectique convenable. 11 s’agira, non pas de communiquer les informations qu’on veut
enseigner, mais de trouver une situation dans laquelle elles sont les seules a étre satisfaisantes ou optimales —
parmi celles auxquelles elles s’opposent — pour obtenir un résultat dans lequel 1’éléve s’est investi.

12 Obstacles of really epistemological origin are those from which one neither can nor should escape, because of
their formative role in the knowledge being sought. They can he found in the history of the concepts themselves.
This doesn’t mean that we must amplify their effect or reproduce in the school context the historical conditions
under which they were vanquished.



