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APRESENTACAO

Este material constitui o Produto Educacional, resultado da dissertacao intitulada “Uma analise de
obstaculos identificados por meio da aplicagdo de Experimentos Mentais a um grupo de
licenciandos em Matematica”, desenvolvida no Programa de POs-Graduacdo em Educacéao
Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora.

A concepcao deste material insere-se no campo da Educacdo Matematica e visa complementar as
praticas de ensino ja utilizadas pelos professores de Matematica, por meio de uma abordagem
metodoldgica chamada Experimentos Mentais. Esta metodologia baseia-se principalmente nos
trabalhos de Cruz (2024, 2023a, 2022a, 2022b, 2021a, 2021b, 2020a, 2018a), cuja fundamentacao
tedrica € sustentada na semidtica do ponto de vista de Peirce (Cruz, 2023b, 2019, 2018b). Nos
Experimentos Mentais, a representacdo do objeto do conhecimento é realizada por meio de
diagramas, possibilitando a realizacdo de deduclOes teorematicas e abducfes dentro desses

diagramas. O objetivo subjacente a essa abordagem € a transformacédo desses diagramas,
resultando em novos conceitos e/ou generaliza¢cbes (Cruz, 2024).

Uma caracteristica fundamental dos Experimentos Mentais, conforme destacado por Cruz (2019),
€ sua capacidade de criar e explorar contextos imaginarios. Diferentemente das estruturas
matematicas tradicionais, que sao tipicamente definidas de forma axiomatica, formal e dedutiva,
os Experimentos Mentais operam em um espaco mais flexivel, onde a imaginacédo e a intuicao
desempenham papéis significativos. Isso implica uma abordagem menos restrita por regras
rigidas, incentivando os envolvidos a explorar uma ampla gama de possibilidades.

O estudo de pesquisa que deu origem a este Produto Educacional identificou obstaculos de
aprendizagem provenientes de diversas origens, abrangendo obstaculos epistemoldgicos,
didaticos, ontogénicos e psicoldgicos, conforme delineados nos estudos de Brousseau (2002) e
Almouloud (2007). Esses obstaculos foram observados durante a aplicacdo dos Experimentos
Mentais em alunos do 9° ano do ensino fundamental do Colégio de Aplicacdo Joao XXIll e em
estudantes do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora.

A razdo para identificar tais obstaculos reside na importancia de superar quaisquer barreiras que
possam surgir no processo de aprendizagem. Como delimitacdo para a pesquisa, optamos por
apresentar na dissertacdo apenas o0s obstaculos identificados no contexto do curso de
Licenciatura em Matematica. Consequentemente, este Produto Educacional é composto por
atividades previamente aplicadas, além de outras possibilidades e sugestdes para os professores.
Algumas das atividades sao acompanhadas de indicacbes sobre os possiveis obstaculos que
podem surgir durante o processo de ensino e aprendizagem. Esperamos que este material

estimule um processo de aprendizagem dinamico, investigativo e criativo.
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A Matematica sob uma
perspectiva semiotica

Para Charles Sanders Peirce, o0s objetos
matematicos sao acessados mediante suas
representacoes.

A Matematica para ele é desenvolvida por meio
do raciocinio diagramatico, que consiste em um
processo composto por trés etapas:

1839 - 1914

A concepcao da Matematica como uma atividade semidtica nos permite acessar os
objetos matematicos por meio de suas representacdes, diferindo das outras
correntes filoséficas. A partir desse ponto de partida, podemos investigar esses
objetos usando o raciocinio diagramatico e, é claro, os Experimentos Mentais.

O raciocinio diagramatico é a base dos Experimentos Mentais na Educacao
Matematica, bem como a Semiotica fundamentada em Peirce.


https://www.britannica.com/biography/Charles-Sanders-Peirce

Conceitos fundamentais na
semiotica de Peirce

Para Peirce (2010), signo € aquilo que representa algo para alguém. O
signo possui um sinal (representamen), um objeto (representado pelo
sinal) e um interpretante (o sentido feito pelo sinal).

Repreéenta que 05 Representa um objeto Representa o
motoristas devem matematico chamado conhecimento que
para’r completamente quadrado. pode ser adquirido.

o veiculo.

Representa a chegada de uma Representa felicidade,
forte chuva. realizacao.



O signo se divide em icone, indice e simbolo.

Este signo possui semelhanca
com um objeto matematico,
por isso & um icone.

Podemos especificar este signo
ao nomea-lo de /\ ABC,
tornando-o um indice.

Seu nome geral (triangulo) é
um simbolo.

O PROCESSO DE RACIOCINIO DIAGRAMATICO
ENVOLVE O USO DE SIGNOS ICONICOS, iNDICES
E SIMBOLOS.

Durante o processo de raciocinio diagramatico, ocorrem:

C\Q deducoes teorematicas (modificam o diagrama)
.P!':l‘!‘.. 5 ~ 4 ~
&5 inducoes (generalizacoes)

@’ abducoes (introducao de ideias novas)




Experimentos mentais

Os experimentos mentais sao conhecidos como
Gedankenexperiment, em alemao, e como Thought
Experiment, em inglés.

Esses experimentos tém uma longa histéria, que
remonta a filésofos renomados do passado, como
Platdo e Aristételes.

Pensadores notaveis, como Newton, Descartes,
Kant e Leibniz utilizaram experimentos mentais.

Essa abordagem era empregada para criar
cenarios imagindrios que ajudassem a
desenvolver modelos ideais do mundo
fisico.




Experimentos Mentais na
Educacao Matematica

Na Educacao Matematica, de acordo com Cruz (2024, p. 5, grifo nosso), os
Experimentos Mentais podem ser compreendidos como “formas de representar o
objeto do conhecimento, por meio de um diagrama, e de desenvolver certas
deducdes e abducodes no referido diagrama, a ponto de modifica-lo, para que seja
possivel chegar a novos conceitos e/ou generalizacdes”.

A utilizacao dos Experimentos Mentais
requer a adocao dos principios do
raciocinio baseado em diagramas.

Durante esses Experimentos, os estudantes sao desafiados a refletir sobre as
contradicoes que emergem das atividades propostas e dos dados que ja
conhecem, estimulando a formulacao de hipoteses para explicar fenomenos
matematicos.

!.'”‘



Caracteristicas dos Experimentos Mentais
/0\

Na metodologia dos Experimentos Mentais dentro da 0\ I ,0

Educacdo Matematica, surgem varias caracteristicas | O |

fundamentais, que nao se desenvolvem de maneira 0’ : \0
”

independente, mas estao interligadas. ~

FORMA CONJECTURAS E HIPOTESES REALIZADAS EM UMA
REPRESENTACAO PARTICULAR DO OBJETO
USO DA ABDUGCAO PARA GERAR IDEIAS NOVAS QUE NAO SAO
EXPLICITAMENTE FORNECIDAS PELO PROBLEMA, O QUE MODIFICA O
DIAGRAMA INICIAL
~ USO DA DEDUCAO DENTRO DO NOVO DIAGRAMA, O QUE PERMITE
DESCOBRIR RESULTADOS E IDENTIFICAR CONTRADICOES

ESTA RELACIONADA AO SISTEMA DE REPRESENTACAO ESCOLHIDO NG
DEPENDENCIA INICIO DO EXPERIMENTO, O QUAL CARREGA CONHECIMENTOS
ACEITOS PELA COMUNIDADE CIENTIFICA

REVELACAO OCORRE QUANDO SE PERCEBEM CONTRADICOES E/OU CONFUSOES
LOGICAS DURANTE O PROCESSO

E A EXPLORAGAO DE DIFERENTES ABORDAGENS PARA DESENVOLVER

SRMIFIRAGAT O PROBLEMA EM QUESTAO




Ao colocarmos em pratica os Experimentos Mentais na Educacao Matematica, é
importante estarmos cientes de que podem surgir obstaculos de aprendizagem.

Possiveis obstaculos na
aplicacao dos Experimentos

Mentais

Podemos discernir quatro categorias principais de obstaculos a aprendizagem:

OBSTACULOS

CONCEITUACAO

EXEMPLO

Obstaculos
Epistemoldgicos

Obstaculos
didaticos

Obstéaculos

psicolégicos

Obstéaculo
Ontogénicos

“[...] sé@o inerentes ao saber e podem
ser identificados nas dificuldades que
0S mateméticos encontraram na
histéria, para a compreensdo e
utilizagao desses conceitos”
(Almouloud, 2007, p. 139).

‘Eles nascem da escolha de
estratégias de ensino que permitem a
construcéo, no momento da
aprendizagem, de conhecimentos cujo
dominio de validade € questionavel ou
incompletos que, mais tarde, revelar-
se-ao como obstaculo ao
desenvolvimento da conceituagcao”
(Almouloud, 2007, p. 141).

“Esses obstaculos aparecem quando a
aprendizagem contradiz as
representacdes profundas do sujeito,
ou quando induz uma desestabilizac&o
inaceitavel” (Almouloud, 2007, p. 144).

“[...] aparecem pelas limitagdes
(neurofisiologicas entre outras) do
sujeito em certo momento de seu
desenvolvimento” (Almouloud, 2007, p.
145).
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Os antigos Pitagoéricos resistiram a
ideia de que a raiz quadrada de dois
era irracional. Da mesma forma,
Carnot e Stendhal mostraram
hesitacdo em aceitar 0os numeros
negativos como numeros validos
(Almouloud, 2007).

A nocdo de que as fracdes podem
representar um obstaculo no ensino
deriva da forma comum de
apresenta-las como uma mera
divisdo de figuras. Essa abordagem
pode dar a impressao errbnea de
que fracbes estdo invariavelmente
associadas a partes de um todo
(Almouloud, 2007).

Pode ocorrer quando o aluno nota
gue a logica ensinada na escola néo
se alinha com a légica que vivencia
em seu dia a dia (Almouloud, 2007).

Um aluno que ainda n&o alcangou o
estagio de desenvolvimento
operatorio-formal, conforme descrito
na teoria genética de Piaget, pode
enfrentar desafios na compreenséo
de conceitos matematicos abstratos,
como conjuntos de ndmeros inteiros
negativos e irracionais.



Partimos do principio de que
obstaculos sao formas de signos, e,
assim, ao analisar um signo
produzido por um participante,
podemos identificar diferentes
tipos de obstaculos, como

epistemoldgicos ou psicoldgicos,
dependendo da perspectiva do
intérprete.

Ao longo deste Produto Educacional,
apresentaremos atividades baseadas
na metodologia dos Experimentos
Mentais, destacando diferentes tipos
de obstaculos identificados em
aplicagdes anteriores.

2,

7577

Nossa meta é proporcionar aos
educadores uma visao ampla e
fundamentada sobre o uso desses
Experimentos Mentais, incentivando
a reflexdo sobre os obstaculos que
podem surgir em sala de aula
durante o desenvolvimento das
atividades propostas.

13



POSSIBl;LEIDADES
EXPERIMENTOS
MENTAIS




ATIVIDADE 1: Investigando a multiplicacao de
numeros inteiros’

Objetivo

Recursos
necessarios
Orientacoes

Gerais?

Construir explicacdes para o resultado das multiplicacdes de

numeros inteiros.
Lapis, borracha e régua.

Neste Experimento, as transformacdes geométricas sao
utilizadas considerando os objetos matematicos +1 e —1.
Esses numeros sao representados em uma reta como
pontos simetricamente opostos em relagdo a um ponto
central, Figura 1. A partir dessa representacao, um processo
para explicar como ocorrem as multiplicagdes de numeros

inteiros é construido.

Figura 1: Investigacao do diagrama para multiplicagao de
numeros inteiros

x (-1) fator

® ®

-1 0 1
x (-1) fator

Fonte: Cruz, 2020b, p. 13.

Dessa forma, nota-se que ao multiplicar o objeto inicial por
um numero, que pode ser chamado de "fator de simetria",
obtemos outro objeto, ou seja, (objeto) - (fator) = objeto ou
(fator) - (objeto) = objeto. Por exemplo, adotando a primeira
opgao, a multiplicacdao (+1) - (—1) significa encontrar o objeto

simétrico a +1. Por outro lado, (—1) - (+1) significa manter o

1 Experimento Mental adaptado de Cruz (2022, p. 98-101).
2 Veja a nota ao professor no final deste Produto Educacional para compreender a heuristica do
Experimento Mental sobre a multiplicagdo de nimeros inteiros.

15



Obstaculos
identificados
na aplicacao a
licenciandos
em Matematica
pela UFJF

objeto —1, uma vez que o fator de simetria é +1.

Ao explorar o diagrama construido, como mostrado na
Figura 1, sugerimos discutir que a igualdade (+1)-(-1) =
(—1) - (+1) sé é possivel porque geram o mesmo objeto, —1.
No entanto, no processo criado, as multiplicacdes sao
diferentes. No primeiro membro da igualdade, o objeto é
+1, e o fator de simetria é —1. No segundo membro, o
objeto é —1, e o fator de simetria é +1, adotando (objeto) -

(fator) = objeto.

A medida que avangamos no Experimento, encontramos um
processo que permite compreender a multiplicacao de
gualquer numero inteiro. Por exemplo, usando a primeira
regra, podemos reescrever a multiplicagao (+3):(—2) como
(+3)-(—-1)-2, onde +3 é o objeto, —1 é o fator de simetria e
2 pode ser considerado um fator que dilata ou translada o

resultado anterior.

Assim, essa atividade oferece a oportunidade de
compreender que o0s resultados matematicos ndo se
baseiam exclusivamente em regras predefinidas, como as
regras de sinais. Em vez disso, demonstra que podemos
desenvolver processos que auxiliam na compreensao desses

resultados.

e Obstaculo epistemoldgico e didatico: Os licenciandos
em Matematica pela Universidade Federal de Juiz de
Fora (UFJF) tiveram dificuldade em compreender por
que (-1) x (—1) = +1. A histéria da Matematica revela
uma evolugao gradual e complexa na compreensao

dos numeros negativos, influenciando o ensino atual.

16



A metodologia de ensino pode agravar esse obstaculo,
ja que o conhecimento dos participantes se baseava

em regras estabelecidas desde a década de 1970.

Possivel obstaculo psicolégico: Um participante
mostrou surpresa ao desvincular a ideia de que o
resultado matematico deve ser obtido apenas por uma
regra pré-estabelecida, contrastando com a

construgcao de um processo mais flexivel.

Obstaculo metodoldgico: Muitos participantes ficaram
confusos com a introdugao da ideia do fator dilatador

em um processo ja consolidado.

Obstaculo epistemolégico e didatico para professores:
A énfase em demonstracoes algébricas e abordagens
axiomaticas para justificar (—1) x (—1) = +1 pode ser
atribuida a marginalizacdo histérica da geometria em
favor da algebra e andlise matematica no século XIX,
intensificada pelo Movimento da Matematica Moderna.
Isso resulta em uma especializacao excessiva e
fragmentada, tanto nos aspectos pedagdgicos quanto

nos especificos da Matematica pura.

Possivel obstaculo relacionado ao pensamento
matematico sob a perspectiva cartesiana: A crenca de
que a construcao matematica depende
exclusivamente das verdades ja estabelecidas

favorece um sistema axiomatico.

17



INVESTIGANDO A MULTIPLICAGCAO DE NUMEROS INTEIROS

1) Para vocé, por que (—1) x (-1) = +1?

2) Como vocé explicaria as multiplicagdes (—1) x (+1),(+1) X (1) e (-1) x (—1)?

a. Desenvolvendo um Experimento: fixar os nimeros —1 e 1 como pontos

opostos simetricamente em relagdo a um ponto central.

Considere que multiplicar por (—1) é encontrar o simétrico do nimero

(ponto), e multiplicar por (+1) & encontrar o proprio nimero (ponto).

b. Com base neste Experimento, o que pode ser dito sobre as multiplicagoes
DX (D, FHx (D) e (1) x (-1)?

18



3) Convido vocé a investigar o resultado de outras multiplicacdes. Escolha os

ndmeros e siga em frente!

a. ( )x( )

b. ( )x( )

19



ATIVIDADE 2: Investigando?® a raiz quadrada de 2

Objetivo Compreender a raiz quadrada de 2 por meio de duas
perspectivas distintas: a geométrica e a algébrica.
Recursos o
. Geogebra, lapis e borracha.
necessarios

Construcao https://www.geogebra.org/m/ambtnzyd

da atividade (Utilize as setas no canto inferior direito para avancar o
protocolo de construgao).

Orientacées Neste Experimento, exploramos a ideia de que a equagao x* =

Gerais 2 nao tem solugcdo nos numeros inteiros ou racionais. No

entanto, podemos visualizar x como a altura BD relativa a

hipotenusa de um tridngulo retdngulo com projecoes dos

catetos medindo 1 (unidade de comprimento) e 2 (u.c.). Dessa

forma, construimos uma representacao desse triangulo no

Geogebra para investigarmos o segmento BD por meio de

medigdes, no primeiro momento (veja a figura 2).

Figura 2: Experimento Mental sobre a raiz quadrada de dois

B B

(@) (b)

Fonte: Produzido pelos autores, 2023.

Em um segundo momento, buscamos a representacao
algébrica do segmento, seja por meio do Teorema de Pitagoras
ou explorando a semelhanca entre triangulos. Encontramos

que a medida do segmento BD pode ser expressa como

3 Experimento Mental adaptado de Cruz (2023, p. 10-14).
20


https://www.geogebra.org/m/ambtnzyd

Obstaculos
identificados
na aplicacao
a estudantes

do Colégio
de Aplicacao

Joao
XXIII/UFJF

VAB-BC =+1-2 =+/2. Ao compararmos o0s resultados da
primeira e da segunda parte do Experimento, concluimos que o
segmento medido de forma aproximada é a raiz quadrada de
2.

Posteriormente, sugerimos questionar se um segmento pode
representar um numero decimal com infinitas casas decimais
nao periodicas. Para desenvolver essa ideia pode-se trabalhar
com as nogdes de incomensurabilidade, comparando o
segmento BD com a unidade, ou seja, se dividirmos a unidade
em n partes inteiras iguais, é possivel encontrar uma
quantidade inteira m dessas partes que caibam no segmento
BD? Se nao, onde esse numero estaria localizado na reta

numérica, ja que nao pode ser um numero inteiro ou racional?

Na dultima parte da atividade, pode-se discutir sobre a
representacao decimal da raiz quadrada de dois exemplificando
o notavel calculo realizado pelo matematico Jacques Dutka,
gue resultou em 1.000.082 casas decimais (acesse a histoéria
em:

https://content.time.com/time/subscriber/article/0,33009,877

331,00.html).

e Obstaculo epistemoldgico: O conceito de numeros
irracionais gerou questdes ao longo de séculos na
historia da Matematica. Muitos participantes tiveram
dificuldade em progredir porque aplicaram o raciocinio
usado para a raiz quadrada de quatro, baseada na

multiplicacao de fatores iguais.

e Obstaculo didatico e possivel obstaculo ontogénico: O

uso frequente de letras convencionais como X, y e z pelo

21


https://content.time.com/time/subscriber/article/0,33009,877331,00.html
https://content.time.com/time/subscriber/article/0,33009,877331,00.html

professor durante o Experimento Mental pode resultar na
falta de reconhecimento do significado quando os alunos
se deparam com letras diferentes. Isso também pode
ocorrer se o0s alunos nao alcancaram um nivel de
abstracao e generalizacao suficiente para identificar
padroes e estabelecer conexdes entre diferentes formas

de expressoes algébricas.

Alguns  participantes demonstraram  surpresa e
inquietacdao, pois o0 novo conhecimento conflitava com
suas concepcbes prévias. Eles acreditavam que 2 era
um numero que, quando multiplicado por si mesmo,
resultava em dois, mas nao conseguiram encontrar tal
nimero por ser irracional. Também enfrentaram
dificuldades ao compreender que +2 pode ser
representada por um segmento de reta na atividade

realizada.

22



INVESTIGANDO A RAIZ QUADRADA DE DOIS

1) O que é /4 para vocé?

2) O que é 2 para vocé?

3) Convido vocé a fazer um Experimento que busca algumas relagdes

envolvendo a V2. Este Experimento sera dividido em quatro partes.

Primeira parte

a. Iniciamos construindo no Geogebra um segmento AB de 1 unidade de
comprimento (u.c.) e um segmento adjacente BC de 2 (u.c.).

b. Tragamos uma semicircunferéncia de diametro AC, e por B construimos
uma perpendicular a AC até encontrar a semicircunferéncia em um ponto
que pode ser indicado por D.

c. Agora, vamos medir o segmento BD construido e indicar o resultado com 2,
3, 5, 10 e 15 casas decimais (clique nas trés barras no canto superior
direito > configuracdes > arredondamento > selecione o niumero de casas

decimais).

Casas
o Resultado
decimais

Duas

Trés

Cinco

Dez

Quinze

23



d. O que sera que os resultados encontrados no item ¢ querem dizer?

Segunda parte
e. Ao unir os pontos A, D e C qual figura é formada? Tente justificar a sua

resposta.

f. Quais relacdes envolvem as partes da figura que construimos? E possivel

encontrar uma relacao geral usando o segmento BD?

g. Quando comparamos os resultados encontrados na letra ¢ com a relagao
estabelecida na letra f, o que podemos concluir? Existe alguma

contradicao?

24



Terceira parte

h. Nos ajude a construir uma reta numérica que passa pelos pontos A e C, de
modo que o ponto B seja o numero zero.

i. Transporte a medida do segmento BD para reta tracada.

j. O que podemos dizer sobre o ponto marcado na questao anterior?

Quarta parte

k. Transporte a medida do segmento AB para a perpendicular BD e repita o
processo da letra b. Continue repetindo o processo sucessivamente,
sempre transportando a medida do segmento menor para a perpendicular.

l. O que podemos dizer sobre a construgao anterior?

25



4) Agora vamos trazer um pouco de historia: Vocé conhece a histdria sobre a
representacdo decimal da +/2 encontrada por Harold Jacques Dutka (1919 -
2002)?

Primeiro Campeonato de Xadrez Computacional dos Estados Unidos de 1970

em Nova York

5,

Al the New Mate, ws of three games being i champiomship

Fonte: Chess Programming Wiki, disponivel em

https://www.chessprogramming.org/Jacques_Dutka#cite_note-4.

5) Tente apresentar a sua conclusdo geral sobre 2.

26



ATIVIDADE 3: A soma dos angulos externos de um

poligono*

Objetivo
Recursos
necessarios
Construcao da

atividade

Orientacoes

Gerais

Investigar a soma dos angulos externos de um poligono.
Lapis, borracha, régua e fita adesiva.

https://www.geogebra.org/m/kkub77er

(Utilize as setas no canto inferior direito para avancar o
protocolo de construgao).

Neste Experimento, exploramos a ideia de que a soma dos
angulos externos de um poligono é igual a 360°.
Inicialmente, comecamos com a representacdao de um
triangulo. Para construir essa ideia de forma coletiva,
sugerimos o uso de fitas adesivas no chdao. Os alunos
podem caminhar ao redor do tridngulo, com os bracos
estendidos, para compreender que percorrer todo o
contorno do tridngulo € o mesmo que dar uma volta

completa em torno de si mesmo.

Em seguida, o professor pode levar essa discussao do
espaco fisico para a atividade no papel, incentivando os
alunos a perceberem que ao tragcar segmentos
equipolentes aos lados do triangulo, a partir de um ponto
em seu interior, um angulo de 360° é formado (Figura 3).
Essa mesma abordagem pode ser aplicada a outros

poligonos com o objetivo de generalizacdo.

4 Experimento Mental adaptado de Cruz (2022, p. 81-85).
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Figura 3: Experimento Mental sobre a soma dos angulos

externos de um poligono

Fonte: Cruz, 2022a, p. 83.
Quais
obstaculos vocé
identificou na
aplicacao do

Experimento?
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A SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS DE UM POLIGONO

1) Neste Experimento, vamos investigar a soma dos angulos externos dos

triangulos. Nos mostre como vocé entende esta soma.

a. Pense em um triangulo para representa-lo abaixo.

> Agora, imagine que vocé esta caminhando ao redor de toda a volta do

triangulo. Vocé deve ter girado um total de quantos graus?

b. Busque representar a trajetdria que vocé realizou no triangulo por meio de

segmentos orientados.

c. Vamos imaginar que vocé esteja em um ponto no interior do triangulo!
Volte em sua representagdo e, nesse ponto, trace segmentos equipolentes

aos segmentos orientados que vocé tracou no item anterior.

O que sao segmentos equipolentes?
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d. Vocé consegue encontrar alguma relacdao entre os angulos formados pelos

segmentos orientados e os angulos externos do triangulo? Qual (is)?

e. E se vocé estiver caminhando ao redor de um quadrilatero, qual sera a

soma dos seus angulos externos?

2) O que podemos concluir sobre a soma dos angulos externos de qualquer

poligono?
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ATIVIDADE 4:

pontos

Objetivo

Recursos
necessarios
Construcao da

atividade

Orientacoes

Gerais

Quais obstaculos
vocé identificou
na aplicacao do

Experimento?

Menor distancia percorrida entre dois

Encontrar o menor caminho que pode ser percorrido

entre dois pontos.
Lapis, borracha e régua.

https://www.geogebra.org/m/cbbvhpmv

(Utilize as setas no canto inferior direito para avancar o
protocolo de construcao).

Neste Experimento, buscamos criar uma representagao
da rota percorrida pelo aluno desde a sua residéncia até
a escola, a fim de explorar o trajeto mais curto entre
todos os pontos de referéncia mencionados por ele ao

longo da jornada.

Para isso, pode-se utilizar vetores que representem o
trajeto percorrido entre os pontos. Além disso, sugerimos
discutir a ideia de soma de vetores ao tracar um novo
trajeto que seja menor que o0s anteriores, sempre
verificando e refletindo sobre a viabilidade desses

caminhos.
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A MENOR DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS
1) Vocé sabe qual é a menor distancia entre dois pontos? Vamos descobrir?
a. Para comecar este Experimento, vamos pensar e representar a trajetoria

gue fazemos até chegar a escola. Escolha alguns pontos de referéncia no

decorrer do caminho tracado e marque-os.
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b. Escolha dois pontos de referéncia que vocé marcou e pense: “Como posso
percorrer o menor caminho entre eles?”. Represente isso na questao

anterior para todos os pontos de referéncia, utilize segmentos orientados.

/

Que outro nome podemos atribuir a esses segmentos

orientados?

)

c. O que vocé encontra quando soma todos os menores caminhos entre os

pontos de referéncia?

2) Qual a sua conclusdo sobre a menor distancia entre dois pontos?
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ATIVIDADE 5: Problema de Papert?

Objetivo
Recursos
necessarios

Orientacodes Gerais

Desenvolver o raciocinio para resolver problemas.
Lapis, compasso, borracha e régua.

Neste Experimento, exploramos o desafio apresentado
pelo matematico Papert (1980, p. 146), que consiste
em calcular o comprimento extra de corda necessario
para circundar a Terra, levando em consideragao

hastes de 2 metros de comprimento:

Imagine que uma corda foi colocada ao redor da
circunferéncia da Terra, considerando-a uma esfera
perfeita de raio igual a 6 km. Uma pessoa propde que
sejam colocadas barras verticais de 2m de
comprimento ao redor da Terra. Qual devera ser o

comprimento adicional de corda? (Cruz, 2022)

Papert adota uma abordagem nao convencional,
distanciando-se da resolucdo tradicional, isto &, C =
Ceom parra — Csem parra = 2(r + b) — 2nr = 2nb = 2- 3,14 -

2=1256m. Em vez disso, ele imagina cenarios
alternativos, como a Terra sendo quadrada ou
octogonal (figura 4), e observa que o comprimento
adicional da corda pode ser determinado pela
combinacao de arcos de circunferéncia, resultando em

2 -1 - (comprimento da haste).

5> Experimento Mental adaptado de Cruz (2018, p. 198-203).
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Figura 4: Representacao da Terra quadrada e

octogonal
- O
| Y,
Se— A

Fonte: Papert (1980, p. 148, 149)

Quais obstaculos
vocé identificou na
aplicacao do

Experimento?
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INVESTIGANDO O PROBLEMA DE PAPERT

1) Veja o problema proposto pelo matematico e educador Seymour Papert
(1980, p. 146), publicado em seu livro "Mindstorms: Children, Computers,

and Powerful Ideas”:

Imagine que uma corda foi colocada ao redor da circunferéncia da Terra,
considerando-a uma esfera perfeita de raio igual a 6 km. Uma pessoa propoe

qgue sejam colocadas barras verticais de 2m de comprimento ao redor da

Terra. Qual devera ser o comprimento adicional de corda? Y,

a. Convido vocé a fazermos um Experimento, iniciando com a representacao

da situagdo proposta por Papert.

> Como vocé encontraria o comprimento adicional da corda?
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c. Agora, imagine que a Terra seja quadrada! Vamos representar a situacao do

problema de Papert abaixo.

c. Com base no item anterior, qual o comprimento adicional de corda que sera

utilizado ao redor da Terra?

d. Vamos supor que a Terra seja um octdégono! Represente a situacao proposta

por Papert abaixo.
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e. Qual o comprimento adicional de corda que sera utilizado ao redor da Terra?

f. Vocé consegue encontrar uma relacdo geral para a quantidade adicional de

corda? Qual?
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ATIVIDADE 6:

Objetivo

Recursos
necessarios
Construcao da
atividade no
Geogebra
Orientacoes

Gerais

Quais obstaculos
voceé identificou
na aplicacao do

Experimento?

Questao do Enem 2019

Compreender a propriedade das inequagdes exponenciais

por meio de construgdes geomeétricas.
Geogebra, lapis e borracha.

https://www.geogebra.org/m/kkrcvgw5s

(Utilize as setas no canto inferior direito para avancar o
protocolo de construcao).

Neste Experimento, investigamos a questao 163 do
caderno azul do Enem 2019, que aborda as propriedades
das inequacdes exponenciais, a saber, 0<a<1, x,y €R,

a*>a’ o x<y.

Utilizamos o Geogebra para construir os segmentos que
representam x'/2,x,x2% x® possibilitando compara-los e
induzir a generalizacdo de x'/3. Além disso, a atividade
também investiga a propriedade quando a base a > 1,
basta arrastar o ponto C da construgdao. Sugerimos
discutir sobre a construcdao dos segmentos e a aplicagao
de proporgdes para encontra-los no Geogebra, além de
abordar os aspectos e os impactos sociais do Indice de
(IDH) de diferentes

Desenvolvimento Humano

localidades.
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QUESTAO DO ENEM 2019

1) Veja a questao 163 do caderno azul do Enem 2019:

Questao 163. O Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) é uma medida

usada para classificar os paises pelo seu grau de desenvolvimento. Para seu
calculo, sdo levados em consideracdo a expectativa de vida ao nascer, tempo
de escolaridade e renda per capita, entre outros. O menor valor deste indice é
zero e o maior é um. Cinco paises foram avaliados e obtiveram os seguintes

indices de desenvolvimento humano: o primeiro pais recebeu um valor X, o

1
segundo VX, o terceiro X3, o quarto X? e o ultimo X3. Nenhum desses paises

zerou ou atingiu o indice maximo. Qual desses paises obteve o maior IDH?

p

. O primeiro.

(]

. O segundo.

0

O terceiro.

O

. O quarto.

m

O quinto.

a. Como vocé resolveria essa questao?

2) Vamos investiga-la por meio de um Experimento Mental. Para isso, iremos

realizar uma construcdo geométrica. Veja os passos a seguir:
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a. Com o auxilio do Geogebra, vamos tracar um segmento AB de comprimento
1 (u.c) e um segmento adjacente BC de comprimento menor que 1(u.c.).

b. Descreva uma semicircunferéncia de diametro AC e por B busque tragar
uma perpendicular a AC até encontrar a semicircunferéncia em um ponto
que pode ser indicado por D.

c. Trace uma reta /i que passe por A e transporte sob ela, a partir do ponto A,
a medida de BC, encontrando um ponto que pode ser chamado de F.
Construa uma reta j que passe pelos pontos B e F. Trace uma paralela a j
que passe por C, intersectando a reta / no ponto G.

d. Repita o procedimento anterior:

di: Busque tracar uma reta qualquer / que passe por F, transporte a
medida de AB, partindo de F, para a reta /, encontrando o ponto I.

d>: Agora, transporte a medida de BC, a partir do ponto I, para
encontrar o ponto J.

ds: Trace uma reta m que passe por I e G e uma reta paralela a m que
passe por J, podendo ser chamada de n.

d4: Marque o ponto de intersegao K entre as retas n e .

3) Se a medida de BC vale x, vocé consegue descobrir a medida de BD e de

todos os segmentos construidos sob a reta i (AF, FG e GK)?
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a. O que dizer dos resultados encontrados na questao anterior?

/0 que o IDH da cidade que vocé mora, do estado e do Brasil, dizem

sobre essas localidades?

%

4) O que acontece quando o segmento BC tem comprimento maior que

u.c.)?

(1
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ATIVIDADE 7: Equacao da reta que passa por dois

pontos quaisquer®

Objetivo

Recursos
necessarios
Construcao da
atividade no
Geogebra
Orientacoes

Gerais

Construir a equacgao da reta que passa por dois pontos em

distintos sistemas de coordenadas Oxy.
Geogebra, lapis e borracha.

https://www.geogebra.org/m/zc2vyhce

(Utilize as setas no canto inferior direito para avancar o
protocolo de construgao).

Neste Experimento, construimos a equacao da reta que
passa por dois pontos em sistemas de coordenadas que nao
sao necessariamente cartesianos, ou seja, que nao possuem

eixos perpendiculares. Veja um exemplo de construgao na

figura 5.

Figura 5: Reta que passa por dois pontos

Ox

Fonte: Produzido pelos autores.

N

Depois de realizada a construcao no Geogebra, encontramos

a equacao da reta ao perceber que:

a OE
—=— 0F = ax
1 X

6 Experimento Mental adaptado de Cruz (2022, p. 69-74).
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Quais
obstaculos
vocé
identificou na
aplicacao do

Experimento?

Como os dois tridngulos verdes sao congruentes:

Temos que:

m(0P,) = m(P,P)
OP.E = P,PC
m(EP,) = m(CP)

m(0E) = m(P,C)

m(0C) = m(0P,) + m(B,C)
c=y+ax

y=-ax+c
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EQUAGAO DA RETA QUE PASSA POR DOIS PONTOS

1) Como podemos encontrar a equacao da reta que passa pelos pontos A(0, 6)
e B(8, 2)?

2) Vamos construir a equacao da reta que passa por dois pontos quaisquer?

a. Para isso, iremos representar um sistema de coordenadas Oxy qualquer.

-

Vocé lembra o que é um sistema de coordenadas

cartesianas?

=/

b. Agora, escolha dois pontos do sistema OXY para tracar uma reta h. O ponto
de interseccao da reta com o eixo y pode ser chamado de C, por exemplo.
Também marque sob a reta h um ponto P (x, y) qualquer, a unidade U (1,0)

e a origem O (0, 0).
c. Trace duas retas paralelas a h, uma passando pela coordenada x do ponto P

e a outra passando pelo ponto U, intersectando o eixo y em E e F,

respectivamente.
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d. Vamos supor que a medida de OF = a e OC = c. Vocé consegue encontrar
relacdes que envolvam as partes da figura construida no intuito de escrever

a equacao da reta h? Quais?

e. O que dizer dos resultados encontrados na questao anterior?

f. Agora, vamos considerar o sistema de coordenadas ortogonais para

encontrarmos a equacado da reta que passa por dois pontos quaisquer.
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Consideracoes

Concluimos este Produto Educacional com a expectativa de que as
atividades apresentadas exercam um papel enriguecedor em sua pratica
docente, oferecendo um suporte valioso para o ensino e a aprendizagem
da Matematica. Os Experimentos Mentais, que constituem a metodologia
central deste material, surgem como uma alternativa complementar ao
ensino, questionando a concepgcao convencional ao enfatizar que a
Matematica estd longe de ser uma entidade estatica; ela estd em
constante evolugao.

Cada atividade foi desenvolvida como uma tentativa de estabelecer um
ambiente propicio, no qual o estudante é instigado a assumir um papel
de protagonismo em sua jornada de aprendizagem na sala de aula de
Matematica. Incentivamos o aluno a se engajar em uma relacdo dialética
com o conhecimento, em que a Matematica nao é encarada como um
conjunto monodtono de féormulas a serem memorizadas. Pelo contrario, ela
se revela como uma ferramenta poderosa que, de acordo com Miguel
(1994), capacita as mentes a pensar de maneira independente, criativa e
critica.

Nossa intencao transcende os limites da sala de aula, pois visamos
desenvolver habilidades que vao além do contexto educacional.
Buscamos encorajar os estudantes a aplicarem suas capacidades criticas
e criativas de maneira ativa na sociedade, com o objetivo de contribuir
para o aperfeicoamento da democracia, conforme destacado por Miguel
(1994). Desejamos que este material ndo apenas sirva de inspiragao para
novas abordagens no ensino da Matematica, mas também proporcione
aos professores e alunos a liberdade de explorar além das fronteiras da
gaiola epistemoldgica, identificando e enfrentando problemas de maior
magnitude (D’Ambrosio; Lopes, 2015).
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Nota ao professor: Heuristica do Experimento Mental
sobre a multiplicacao de numeros inteiros

Identificaremos a seguir as caracteristicas do Experimento Mental sobre

a multiplicacdo dos niumeros inteiros para o conhecimento do professor.

Forma: construir o diagrama que sera utilizado no Experimento Mental, que é
uma reta com os numeros —1 e +1 posicionados simetricamente em relagao ao

ponto O.

Estrutura e Compreensao: utilizar transformacdes geométricas para
encontrar o simétrico de um numero (ponto) ao multiplica-lo por —1, conhecido
como fator de simetria, mantendo o nimero inalterado ao multiplica-lo por +1.
Uma dinamica possivel é estabelecer que ao multiplicar um objeto por um fator
de simetria, o resultado seja novamente um objeto, ou seja, (objeto) - (fator) =
objeto. Alternativamente, podemos adotar a convencao de que (fator):-

(objeto) = objeto.

Dependéncia: o Experimento depende da nocao de geometria plana para o

seu desenvolvimento.

Revelagao: identificar que a igualdade (+1):-(-1)=(-1)-(+1) é possivel
porque produzem o mesmo objeto, ou seja, o —-1. No entanto, as
multiplicacdes sao diferentes nesse Experimento, jd que no primeiro caso o
objeto é +1 e o fator de simetria € —1, enquanto no segundo caso o objeto é
—1 e o fator de simetria é +1, seguindo a primeira regra, a saber, (objeto)-

(fator) = objeto.

Comparacao: expandir o processo ao analisar a multiplicacao (+3)-(-2)
usando essa dinamica de transformacdes geométricas para criar o fator

dilatador.
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