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E, quando a tempestade passar, na certa lhe serd dificil entender
como conseguiu atravessa-la e ainda sobreviver. Alids, nem saberd
com certeza se ela realmente passou. Uma coisa porém é certa: Ao
emergir do outro lado da tempestade, vocé ja ndo sera o mesmo de
quando nela entrou. Exatamente, esse é o sentido da tempestade...

(Haruki Murakami, Kafka & Beira Mar).



RESUMO

No presente trabalho, estaremos interessados em estudar a equacao de Schrodinger

fracionaria, dada por
(—A)Y’u+V(z)u=g(z,u),r € R", s € (0,1),

através do uso de um teorema de linking abstrato aplicado ao funcional energia associado
a esta equacao. Adotaremos algumas hipdteses associadas a g, e principalmente, a V', e,
para obtermos solugoes fracas do problema, vamos estudar o espectro de S, = (=A)* +V
e decompor os espagos de Sobolev fracionarios H*(R") utilizando a Teoria Espectral.
Construiremos as ferramentas bésicas da Teoria Espectral (incluindo demonstracao do
Teorema Espectral para operadores autoadjuntos ilimitados), bem como provaveremos
resultados associados ao espectro S, que nao foram encontrados na literatura, e também
uma nova decomposicao de H*(R") que nao foi encontrada na literatura em sua versao

fracionaria.

Palavras-chave: Equacdo de Schodinger fracionaria. Teoria Espectral. Espacos de Sobolev

fracionarios.



ABSTRACT

In the present work, we are interested in studying the fractional Schrodinger

equation, given by
(=AY’u+V(z)u=g(z,u), zeR" se(0,1),

through the use of an abstract linking theorem applied to the energy functional associated
with such equation. We will adopt some hypotheses related to g, and primarily, to V', and,
to obtain weak solutions to this problem, we will study the spectrum of S5, = (=A)* +V
and decompose the fractional Sobolev spaces H*(R™) using Spectral Theory. We will
construct the basic tools of Spectral Theory (including the proof of the Spectral Theorem
for unbounded self-adjoint operators), as well as provide results related to the spectrum of
S that have not been found in the literature, and also a new decomposition of H*(R") in

its fractional version that has not been found in the literature.

Keywords: Fractional Schrodinger equation. Spectral Theory. Fractional Sobolev spaces.
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1 INTRODUCAO

A equacao de Schrodinger dependente do tempo

—AY(x,t) + V(z, t)y = —ia(l‘a’fw para (z,t) € R x [0, 00] (1.1)

¢ a equacgao mais importante da teoria quantica, que descreve o comportamento de
particulas sob a acdo de um potencial V'(z,¢). Um caso de muito interesse no estudo da
equagao (1.1) ocorre quando o potencial V' varia pouco em curtos periodos de tempo,
ou até mesmo, ¢é constante no tempo. Nestes casos, podemos supor que V' nao possui
dependéncia temporal, ou seja, V(z,t) = V(x), onde buscamos por solugdes da forma

(x,t) = ¢(t)u(x). A parte espacial de (1.1) recai na equagao
—Au+ (V(z) — E)u =0, (1.2)

onde F é entendido como a energia da particula no estado descrito por wu.

Muitas vezes, é interessante adicionar termos nao lineares da forma f(z,u) a (1.2)
para modelar problemas mais complexos, como alguns problemas que aparecem em fisica
dos plasmas, fisica da matéria condensada, dentre outras aplicacdes. Portanto, o estudo

de equagoes da forma
—Au+V(x)u= f(z,u(x)), =eR", (1.3)

constitui um campo de estudo genuino. Do ponto de vista puramente matematico, provar
a existéncia de solugbes para equagoes da forma (1.3) é um desafio enorme, onde diversas
abordagens vém sendo empregadas, como por exemplo, formulacoes do teorema do passo
da montanha, teoremas de linking generalizados, dentre outras técnicas ([1], [9], [25], [18]).
Nestas técnicas, ¢ comum o estudo do funcional energia associado a (1.3)

I(u) = /R |Vu(@)? + V(@)ulz) ds — / F(z,u(@))dz, ue H'(R"),  (1.4)

n

onde comumente buscamos por pontos criticos de I, sendo F(s,z) = [5 f(s,z)ds .

Para provar a existéncia de solugoes para (1.3), o potencial V' desempenha papel
crucial na possibilidade de existéncia, e mais ainda, correlato ao potencial V', temos
também o espectro do operador de Schrodinger S = —A +V com D(S) = H*(R") (veja
[1], [18]).

Recentemente, com origens nos trabalhos de Laskin [15], emerge naturalmente
através da expansao da integral de caminho de Feynman aplicada ao problema Browniano,

a equacao de Schrodinger fracionédria dada por

O(z,t)y

(=AY (x, t) + V(x, b)) = —i 5

para (z,t) € R x [0,00],s € (0,1) (1.5)
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onde (—A)® é o laplaciano fracionério, definido como

dy, x,y€R",
=0+ JRM\B () |T — y|"t2s y Y

constituindo assim um novo campo de estudos de interesse proprio.

E pertinente, e extremamente natural, investigar o comportamento do laplaciano
fracionario, bem como suas principais propriedades e semelhancas com o laplaciano
classico, e ainda, tentar espelhar as principais técnicas bem sucedidas no estudo do
laplaciano classico ao laplaciano fracionario. Nesta linha de ideias, naturalmente emergem
os espagos de Sobolev fracionarios WP, sendo eles a contrapartida fracionaria aos espagos
de Sobolev cléssicos (que sao intrinsecamente associados ao estudo do laplaciano). Para
uma construcao detalhada dos espagos de Sobolev fracionérios, bem como suas principais

propriedades e relagoes com o laplaciano fracionério, veja [11] e [12].

Uma extensao natural das ideias citadas no paragrafo anterior é a de buscar
empregar técnicas ja utilizadas no estudo (1.1), mas para equagoes da forma (1.5). Mais
ainda, consideraremos equacoes em que o potencial V' nao varia com o tempo ¢, donde
podemos empregar a técnica de separagao de varidveis e obter uma versao de (1.5)
independente do tempo, e também incluindo um termo néo linear g(z, s), de forma andloga

a (1.3). Assim, estaremos entdo interessados em estudar a equagao
(—AYu+V(z)u=g(z,u), =eR" (1.6)

sob certas condigoes associadas a g e V.

Em [18], Maia e Soares estudaram a equagdo (1.3), mais propriamente, buscaram
por pontos criticos do funcional (1.4) utilizando um teorema de linking abstrato. Sao

admitidas duas hipdteses sobre o potencial V'

(i) V € C(R",R) e limpo V(z) = Voo > 0;

(1) sup[o(S) N (—00,0)] =0~ <0 < ot = inf[o(S) N (0, 00)].

A hipétese (i) tem impacto muito forte no estudo do espectro do operador de Schrodinger

S =—A+ YV, pois dela é possivel obter que
Oess(S) C [Vioo, +00), € o(S) C [—||V]|ze, +00). (1.7)

Ja a hipdtese (ii) nos informa sobre a existéncia de gap no espectro de S, mais ainda,
combinando (i) e (ii), e seguindo os desenvolvimentos de [9], de forma conjunta com a
Teoria Espectral, mais especificamente, do uso do Teorema Espectral para operadores
autoadjuntos ilimitados, podemos construir uma decomposicio de H'(R"), de forma a

facilitar o estudo do funcional I, bem como a aplicacdo do mencionado teorema de linking.
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De forma objetiva, estaremos interessados em estudar a equagao (1.6) sob hipdteses
similiares as utilizadas em [18], utilizando o mesmo maquinario empregado, ou seja, utili-
zando um teorema de linking abstrato para o estudo de um um funcional energia associado
a (1.6). Porém, para a boa defini¢do de um funcional energia, precisamos saber definir
o dominio mais adequado para o mesmo, que sera algum espaco de Sobolev fracionario.
Além disso, para aplicar condigoes similares as empregadas em [18], precisaremos definir
um tipo de operador de Schrédinger fraciondrio Sy, associado a um indice s € (0,1) e,
mais ainda, estudar o espectro deste operador, para obtermos condigbes similares a (1.7),

as quais, até onde sabemos, é inédito na literatura.

Mais ainda, para conseguirmos aplicar o teorema de linking, buscaremos por uma
decomposicio de W#?(R™) = H*(R"), de forma anéloga ao trabalho [9]. Tal decomposicio
requer forte conhecimento do cédlculo funcional de operadores autoadjuntos e integrais
espectrais, o qual, por sua vez, requer solidas fundamentacoes de Teoria Espectral, e mais,

do Teorema Espectral para operadores autoadjuntos e ilimitados.

Partes deste trabalho, mais especificamente o Capitulo 3 e adaptagoes do Capitulo 5
compde um capitulo de livro j4 submetido, intitulado ’Spectral Decomposition of H!(R™)"
Além disso, os resultados obtidos nos Capitulos 4 e 5 sdo parte do manuscrito [19], que se

encontra em estagio de preparacao.

Assim, nesta dissertagao, trataremos inicialmente de definir o conceito de operadores
autoadjuntos ilimitados, bem como suas caractristicas e propriedades basicas, o que sera
feito no Capitulo 2. No Capitulo 3, vamos definir o conceito de medidas espectrais e suas
consequéncias, culminando numa demonstracao do Teorema Espectral para operadores
autoadjuntos e ilimitados e também nas nog¢oes bésicas do célculo funcional. No Capitulo
4, vamos estudar os espacos de Sobolev fracionarios e o laplaciano fracionario. Ainda no
Capitulo 4, estudaremos os operadores de Schrodinger fracionarios, e obteremos algumas
caracterizagoes do espectro de tais operadores. Por fim, no Capitulo 5, definiremos o
funcional ao qual estaremos interessados em encontrar pontos criticos, construiremos uma
decomposicao dos espagos H*(R") através do uso do Teorema Espectral e, mais ainda,
enunciaremos e aplicaremos um teorema de linking para obtermos pontos criticos do

funcional a ser estudado.
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2 OPERADORES FECHADOS

Neste capitulo, faremos uma breve introducdo aos operadores ilimitados, que
desempenharao fundamental papel no restante deste trabalho. Neste contexto, o simbolo
‘H sempre serd empregado para indicar espacos de Hilbert, usualmente definidos sobre o

corpo C.

Definicao 1. Uma transformagdo linear entre espagos de Hilbert Hy e Ho € um mape-
amento T definido em um subespago vetorial D(T) C Hy, com imagem em Ha, ou seja,
T:D(T) CHy— Ha, tal que

(t) T(z +y) =T(z) +T(y), Yo,y € Ha;

(17) T(ax) =aT(z), Ve € H e Va € C.

O termo operador linear sera utilizado quando a transformacao linear T' for uma

aplicacao de H em H. Naturalmente, definimos o niicleo de T' como sendo o conjunto
N(T)={z e D(T): T(z) =0}
e a imagem de 1" por
R(T)=T(D(T)) ={T(x) : x € D(T)}.

Por restricao de 7" a um subespago vetorial Dy C D(T'), entendemos como sendo a
transformagao linear T'|p, definida em D, atuando como T'|p,(x) = T(z), para todo
x € Dy. Se T e S sdo duas transformagoes lineares de H; em Hs, diremos que T'= S se
D(T) = D(S) e T(x) = S(z) para todo elemento do dominio. Além disso, diremos que T'
¢ uma extensdo de S, S C T, quando D(S) C D(T) e T|p(s) = S.

Dadas duas transformagoes lineares T' e S de ‘H; em Hs, certo cuidado deve ser

tomado para definir 7'+ S, pois os dominios podem nao coincidir. Sendo assim,
D(S+T):=DS)ND(T), (S+T)(x)=S(x)+T(z), =€ D(S+T).

Se S é uma transformacao linear de H, em Hg, entdo definimos a transformacao linear

produto ST de H; em Hs como
D(ST)={x € D(T) :Tx € D(S)}, (ST)(xz)=S(T(x)), x € D(ST).

Quando N (T) = {0}, podemos definir a inversa 7! de Hy em H;, com D(T~') =
R(T) e T"YT(x)) = x, para x € D(T).

Outro conceito que empregaremos com frequéncia é o de grafico de uma transfor-

macao.
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Definicao 2. O grifico de uma transformacao linear T de Hi em Hy € o conjunto
G(T)={(z,Tx): x € D(T)}.
Observemos que podemos retirar informacoes de transformacoes através de seu
grafico. Um exemplo imediato é o de que, se S C T', entao G(S) C G(T).

Lema 1. (/22], Lema 1.1, p.)
Um subepago linear E de Hy X Ha € o grdfico de alguma transformacdo linear T de Hy em

Ho se, e somente se, para todo (0,y) € E,y € Hy implicar que y = 0.

Demonstracio. Se E é o grafico de um operador T, entao a condicao é satisfeita ime-
diatamente. Reciprocamente, definindo 7' atuando em D(T) = {z € H; : Jy €
Hs tal que (x,y) € E} com Tz =y, podemos verificar que 7" é linear. O

Um fato simples, mas utilizado de forma recorrente é o seguinte lema.

Lema 2. ([22], Lema 1.2, p.4)
Seja T um operador linear em H tal que D(T) seja denso em H. Se (T'x,z) = 0 para todo
x € D(T), entio Tx = 0 para todo x € D(T).

Demonstracao. Provemos inicialmente a seguinte identidade de polarizacao:
AT, y) = (T(x+y), v+y)—(T(x—y), s—y)+i{T (z+iy), v+iy) —i(T (x—iy), z—iy). (2.1)
Observemos que

(T(x+y)z+y) =Tz, z) + (Tz,y) + (Ty,z) + (T'y, y),
—(T(x—y),x—y) = —(Ta,2) + (Tz,y) + (Ty,z) — (Ty,y),
(T (z +iy) ) = i(Tx,z) + (T, y) — (Ty,z) + i{Ty,y),
—i(T(z — iy) ) = —i(Tz,z) + (Tz,y) — (Ty,x) —i(Ty,y),

;T Ay

T — 1Y

donde, somando as equacoes, segue a identidade.

Da identidade de polarizacao (2.1), segue que, se x,y € D(T), entao (T'z,y) = 0.
Da densidade de D(T'), podemos construir uma sequéncia (yy,)neny C D(T') de forma que

Yn — Tz. Da continuidade do produto interno,
(Tx, Tx) = (T:v,Jgrgo Yn) = nhﬁrg()(Tx,y@ =0,
donde segue que T'x = 0, para todo x € D(T). [

Observemos agora que, dado T": D(T') C Hy — Ha e se (-, -); é o produto escalar

num espago de Hilbert #H,;, entdo podemos induzir um produto interno em D(T") através de

(@, y)r = ()1 + (Tx, Ty)2, w,y € D(T),
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do qual podemos definir duas normas equivalentes
|l = (||=|[f + [|T«||3)'/?, = € D(T) e

|zl = [lz]ly + [|Tz]]2, © € D(T),

onde ambas normas sao chamadas de normas do grafico. A equivaléncia das duas normas

decorre de céalculos imediatos, a saber

lallz = (lall} + | Tz])"
< (Il +11T2l3 + 21|21 T2]]2) "2
= [zl +11Tzll2 = [lx|l7

e reciprocamente,

llallr = (llzllf + [|T2[[3)"? > [a]];
lallr = (llllf + | Tw[[3)"2 > || T,

= 2llzllr = [l=lly + [1Tll2 = [|=[[7-

A partir de agora, entraremos num conceito extremamente fundamental, que é o de
transformacao linear fechada. Mais do que um simples conceito, a ideia de transformacao
linear fechada nasce da necessidade de estudar de forma mais aprofundada transformagoes

lineares que nao sao continuas e, consequentemente, ilimitadas.

Defini¢ao 3. Uma transformagao linear T : D(T) C Hy — Ho é dita fechada se seu
grdafico G(T) é um subconjunto fechado de Hy x Hs. Por outro lado, T € dita fechdvel se

existe uma transformacdo linear fechada S de Hq, em Hs tal que T C S.

Do ponto de vista pratico, para verificar que uma transformacao linear é fechada,
devemos apenas tomar uma sequéncia (z,),en C D(T') convergindo para algum z € H,

com lim,, Tx,, = y € Hs e conseguir concluir que x € D(T) e y = Tx.

Podemos entao enunciar equivaléncias que decorrem imediatamente da defini¢ao

de operadores fechados.

Proposicao 1. (/22], Proposi¢io 1.4, p.6)

Seja T : Hi — Ho um operador linear. Sdo equivalentes

(1) T € fechado,

(1) Se (zp)nen C D(T) tal que lim, x, = © em H; e lim, T(x,) = y em Hy, entdo
reD(T) eTx=y;

(zit) D(T) munido com a norma do grdfico || - ||r (e com produto interno (-,-)r) € espago
de Hilbert.
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Demonstragio. A equivalencia entre (i) e (ii) é mera reformulagdo da definigao.

(i) = (iii). Supondo T fechado, entdo G(T') é fechado em H; x Hy (que é
Hilbert), donde segue que G(T') é Hilbert. Assim, tomando uma sequéncia de Cauchy em
(D(T), (-, -))r, segue, em particular, que ((z,,T,))nen é sequéncia de Cauchy em G(7T),
que ¢ Hilbert. Entao (z,,Tx,) = (z,Tx) € G(T'), para algum = € D(T).

(ii) = (). Sejam ((zn,Txn))nen C G(T), tais que z,, — z e Tz, — v.
Como (D(T),(-,-)r) é Hilbert, segue que (x,)nen é sequéncia de Cauchy em D(T"), donde
x € D(T), e segue que y = T'z. O

Proposicao 2. ([22], Proposicio 1.4, p.6)

Sao equivalentes:

(1) T € fechavel;

(1i) Se (zp)nen € D(T) € tal que lim, x, = 0 e lim, Tx,, = y, entdo y = 0;

(1it) G(T) € o grdfico de uma transformagao linear.

Demonstragio. (i) = (iii): Seja S uma transformacao linear fechada tal que 7" C S.

Entao G(T') C G(95), donde G(T') C G(S). Assim, do Lema 1, para mostrar que G(T) é

grafico de uma transformagao linear, precisamos mostrar que, para (0,y) € G(T') implica
que y = 0. Tomando (0,y) € G(T), existe ((0,yn))nen C G(T), convergindo para (0,y).

Porém, como G(7T') é o grafico de uma transformacao linear, do Lema 1, segue que y,, = 0,

para todo n € N, implicando que y = 0 e provando a afirmacao.

(iii) = (i): Se G(T') = G(S) para algum operador S, entdo T' C S, e como S é

fechado, obtemos (i).

(ii) <= (iii): Observemos que a condicao (ii) significa que (0,y) € G(T') implica

em y = 0. Portanto, do Lema 1, obtemos a equivaléncia desejada. O

Se T é fechavel, podemos entao construir naturalmente um operador fechado que

estende T'. Com efeito, definimos o fecho de T' como sendo o operador T', que satisfaz

G(T) =G(T).

Defini¢ao 4. Dada uma transformagcao linear T, um subespago vetorial D C D(T) é
chamado de centro de T se, para cada x € D(T) existir uma sequéncia (x,)neny C D tal

que T, converge para x e Tz, converge para Tx.

Segue imediatamente da definicao que, se T' é fechado, um subespaco vetorial

D C D(T) é centro se, e somente se, T é o fecho de T|p.

Passemos agora para a nogao de operadores adjuntos. Sejam (Hy, (-, -)1) e (Ha, (-, )2)

espagos de Hilbert, uma aplicagao linear T" entre H; e Hy tal que D(T") é denso em H;.
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Vamos entao construir o adjunto de T'. Defina
D(T*) ={y € Ha : Fu € H; tal que (Tx,y)s = (x,u)1,Vx € D(T)}. (2.2)

Do Teorema de Riesz 18, um vetor y € Hs estd em D(T™) se, e somente se, a aplicagao
¢ :x = (Tx,y)e é um funcional linear continuo em (D(T),||.]|1), ou equivalentemente,

existe ¢, > 0 tal que |(T'z,y)| < ¢,||z||1 para todo x € D(T).

Como D(T) é denso em H;y, o vetor u que satisfaz (T'z,y)s = (x,u) para todo
x € D(T) é unicamente determinado por y. Portanto, podemos definir T*y = u, e assim,
obtemos uma aplicacao T* : D(T*) C Hy — H;. A aplicagao definida acima é chamada
de adjunta de T

Da construgao acima, vale que
(Tz,y)o = (x, T*y)1, Yz € D(T), y € D(T™). (2.3)

Definicao 5. Seja T' um operador linear em H. Dizemos que T € simétrico se T C T™.
Se T =T*, diremos que T € autoadjunto. Por fim, se T ¢é autoadjunto, diremos que T é

essencialmente autoadjunto.

Tratemos de investigar as propriedades de tais aplicagoes.

Proposicao 3. ([22], Proposicio 1.6, p.9)
Sejam S e T aplicagoes lineares de Hy em Ho, com D(T) denso em H;. Entao:

(1) T* € fechado;
(i1) R(T)* = N(T");
(1i3) Se D(T™*) € denso em Hy, entao T C T* = (T*)*;
(tv) SeT C S, entao S* C T*;
(v) (\T)* = NT™* para \ € C;
(vi) Se D(T + S) € denso em H;, entao T* + S* C (T'+ S)*;
(vii) Se S € limitado e D(S) = Hi, entdo (T'+ S)* =T* + S*.

Demonstracio. (i) Sejam (yn)nen € D(T%) tal que lim,y, = y e _nT*y, = v € H.
Desejamos mostrar que y € D(T*) e T*y = v. Para z € D(T'), temos

(Tx,y) = (T:U,Jl_}ﬂgo Yn) = lim (T'z,y,) = lim (x, T"y,) = <x,nh_>n§o T y,) = (x,v).

n—oo n—oo
Noutras palavras, y € D(T*) e v = T*y, donde T* é fechado.

(ii) Observemos que da equagao (2.3), y € N(T*) se, e somente se, (Tz,y)s =0
para todo x € D(T), mas isto é equivalente a y € R(T)*.
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(iii) Observemos que, se D(T™) é denso, entao podemos obter (7%)* := T**. Re-
cordemos que, da definicio D(T**) = {x € H; : Jv € H, tal que (T*y, z)2 = (y,v)1 Yy €
D(T*)}. Porém, dado = € D(T), da equagao (2.3), z € D(T*"). Além disso, para
x € D(T), segue que

(Tx,y)e = (z, T y)1 = (T""x,y)2, Yy € D(T™)
donde segue que Tx = T**x para z € D(T).
(iv) Tome y € D(S*) e x € D(T'). Entao
(S™y,2)1 = (y, Sz)2 = (y, Tx)o,

mas isto significa exatamente que y € D(T*) e que T*y = S*y para y € D(S*), ou seja,
S*cT™.
(v) E consequéncia imediata de (2.3).
(vi) Como D(T +S) é denso em H;, o operador (S +7T')* estd bem definido. Agora,
tomando y € D(T* + S*) ex € D(T + 95)
(T*y + 8™y, )1 = (T"y, )1 + (S"y,2)1 = (Y, Tx)2 + (y, S2)2 = (y, (T + 5)z)2,

e pelo mesmo argumento final empregado no item anterior, segue a afirmacao.

(vii) Pelo item (vi), precisamos provar apenas que D((S + T)*) C D(T* + S*).
Como D(S) = H; e D(S*) = Hs pois S é limitado, segue que D(T'+ S) = D(T) e
D(T*+ S*) = D(T*). Sejam y € D((T'+ S)*) e x € D(T' + S) abritrérios, entao

(Tz,y)o = (T + S)x,y)2 — (S, y)2 = (x, (T + 5)'y — Sy,
ou seja, y € D(T™*) = D(T* 4+ S*), donde segue a inclusao. O

Proposicao 4. (/22], Proposi¢io 1.7, p.10)
Sejam T : D(T) C H1 — Ha e S : D(S) C Ha — Hs aplicagoes lineares tais que D(ST)

seja denso em Hy. Valem
(i) Se D(S) é denso em Ha, entao T*S* C (ST)*.
(i1) Se S € limitado e D(S) = Ha, entdo (ST)* = T*S*.

Demonstragao. (i) Observemos que da definigdo de produto entre transformagoes lineares,
D(ST) c D(T), e como o primeiro é denso H;j, segue que D(7") também é. Tomemos
y € D(T*S*) e x € D(ST) arbitrarios. Assim, Tx € D(S) e y € D(S*)

(STx,y) = (Tx,S™y) = (z,T*S™y).

Portanto, y € D((ST)*) e além disso, (ST)*y = T*S*y para y € D(T*S*), donde segue a

afirmacao.
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(ii) Do item anterior, é suficiente mostrar que D((ST)*) C D(T*S*). Fixemos
y € D((ST)*) e tomemos arbitrariamente x € D(T'). Como S é limitado, e D(S) = Ha,
segue que z € D(ST) ey € D(S*) = Hs. Assim

(Tx,S*y) = (STx,y) = (z, (ST)"y).
Obtemos entao que S*y € D(T™*), mas isto implica que y € D(T*S*). O

Passemos agora ao que costumeiramente é chamado de método do grafico. Para
obtermos o proximo resultado, é interessante definir dois operadores unitarios U,V
Hi X Ho — Hao X Hy, tais que U(z,y) = (y,z) e V(z,y) = (—y,z). Listemos algumas
constatagoes imediatas: V~!(y,z) = (z,—y), UV = VU e U™' = U. Por fim, se
T é uma transformacao linear de H; em H, invertivel, x € D(T) e y = Tz, segue que
U(z,Tz) = (y, T 'y), noutras palavras, U(G(T)) = G(T1).

Lema 3. ([22], Lema 1.10, p.11)

Para um operador densamente definido T de H, em Hs, temos
G(T*) = V(G(T))" = V(G(T)").
Demonstragio. Sejam x € D(T) e y € D(T*). Temos
(V(z, Ta), (y, T"y)) = (=T, ), (y, T"y)) = =(Tx,y) + (x,T"y) = 0,

donde G(T*) C V(G(T))*.
Reciprocamente, dado (y,u) € V(G(T))*, para x € D(T), obtemos

(V(z,Tx), (y,u)) = =(Tz,y) + (z,u) =0,

ou seja, (Tx,y) = (x,u), para todo z € D(T'), donde segue que y € D(T*) e u = T*y, ou
seja, (y,u) € G(T*), e assim, V(G(T))* € G(T).

A outra igualdade de conjuntos segue do fato de V' ser unitario. O

Teorema 1. (/22], Teorema 1.8, p.11)
Seja T : D(T) C H1 — Ho uma transformagao linear densamente definida.

(1) T € fechavel se, e somente se, D(T*) é denso em Ha;
(it) Se T € fechdvel, entdo (T)* =T* e T = T**;
(1it) T € fechado se, e somente se, T = T**;
(iv) Suponha N (T) = {0} e R(T) denso. Entao T* € invertivel e (T*)™* = (T~1)*;

(v) Suponha T fechdvel e N(T) = {0}. Entio T~ é fechdvel se, e somente se, N(T) =
{0}. Além disso, (T)™' = (T1);
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(vi) Se T é invertivel, entao T ¢é fechado se, e somente se, T~ ¢é fechado.

Demonstragdo. (i) Suponhamos T fechavel. Seja u € D(T*)*. Entao (—u,0) € G(T*)*,
donde

(0,u) =V (=u,0) € VTHG(T")") = VTHV(G(T) ) = G(T))— = G(T),

onde usamos que V' é unitdrio e o Lema 3. Como T é fechéavel, G(T') é o grafico de T

Portanto, devemos ter u = 0 e segue que D(T™) é denso.

Reciprocamente, se D(T*) é denso, entao T** estd bem definido, é fechado e ainda
T C T**, donde T é fechavel.

(ii) Usando o Lema 3 para T, obtemos

donde (T)* = T™*.
Para a segunda afirmagao, como 7' é fechével, entao D(T™) é denso e T** esta bem

definido. Aplicando o Lema 3 para T* e T', obtemos

G(T™) = ((=V=)G(T")") = VTHV(G(D)) = G(T)* = G(T) = G(T).
Portanto, T** =T
(iii) Este item é consequéncia imediata do item (ii).
(iv) Como R(T) ¢ denso, segue que {0} = R(T)* = N(T*), donde existe (T*)L.
Além disso, (T7!) existe, pois D(T™') = R(T), que é denso. Agora, do Lema 3, temos
G(T™)") = (=V=)(G(T™)7). Entao
GUT") ™) =UHG(T") = U (V(
=V7U(G(T)") =V HU(G(TH))
=g((T7)),

donde finalmente obtemos (T*)~! = (T—1)*.

Q

3

-
[

U—tV(G(T)")
= (=VH(G(IT))

(v) Notemos que

U(G(T)) =U(G(T)) =U(G(T)) = G(T).

Assim, (0,z) € G(T-1) se, e somente se, (z,0) € G(T), ou de forma equivalente, se

x € N(T). Portanto, do Lema 1, G(T~1) é o grafico de um operador se, e somente se
N(T) = {0}. Assim, T~1 ¢ fechdvel se, somente se, N'(T') = {0}.

Agora, se T~ é fechavel, entdo

donde (T-1) = (T)~L.

(vi) Segue do item anterior. O
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Definigao 6. Seja T : D(T') C H — H um operador linear. Dizemos que T é positivo se
(Tx,x) >0, Yo e D(T),
e se a desigualdade for estrita, dizemos que T é estritamente positivo (para x #0).

Proposicao 5. (/22], Proposicio 3.18, p.47)

Seja T um operador fechado e densamente definido em H sobre H. FEntao

1

(i) I+ T*T ¢é uma aplicagao bijetiva, e sua inversa C' = (I +T*T)~" € limitada e

autoadjunta.

(1) T*T ¢é positivo e autoadjunto e D(T*T) é centro de T.

Demonstragio. (i) Recordemos inicialmente que G(T*) = V(G(T))* do Lema 3, onde
V(z,y) = (—y,x), parax € H, y € H, donde H x H = G(T*) x V(G(T')). Portanto, para
cada u € H, existe um vetor x € D(T') e y € D(T™), tal que

0,u) = (y, T"y) + V(z,Tx) = (y — Tz, Ty + x).

Decorre que y = Te ew = v+ T*y = o + T*Tx = (I + T*T)x, ou seja, I + T*T é

sobrejetivo.

Provemos que I + T*T é injetivo. Com efeito, para x € D(I +T*T) = D(T*T),

temos

(I +T*T)z|]* = (x + T"Tx,x + T*Tx)
= (z,z) + (x,T"Tx) + (T*"Tx,x) + (T"Tx, T"Tx)
= ||=|* + 17" T|* + 2||T[|* > [|]|*.

Portanto, I + T*T é bijecao, e podemos definir seu inverso C.

Mostremos que C' ¢é limitado. Tomemos u = (I + T*T)z, para © € D(T*T), donde
Cu = x. Assim
|Cul = [[=]| < |[(1 + T*T)x[| = [|ull

Por fim, mostremos que C' é simétrico (e consequentemente, autoadjunto). Sejam u =
(I +T*Txev=(I+T*T)y. Temos

(Cu,v) = (Cu, (I +T*T)v)

= (Cu,y) + (Cu, T"Ty)
= (Cu,y) +(T'Cu, Ty)
= (Cu,y) + (T"TCu,y)
= (I +T1T"T)Cu,Cv)
= (u, Cv),
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ou seja, C' é simétrico, limitado, donde é autoajdunto.

(ii) Como C = (I + T*T)~! ¢ autoadjunto e limitado, do Teorema 1, item (iv),
temos

(I+TT)=(C)" =) =)y =I+TT),
ou seja, I +T*T é autoadjunto, e em particular, 7*T é autoadjunto.

Mostremos, por fim, que D(T*T') é centro de D(T'). Para isto, precisamos entao
mostrar que D(T*T) é denso em D(T'), na norma || - ||r. Se y € D(T) é ortogonal a
D(T*T) (em (D(T),(-,-)r)), segue que

0= <yax>T = (y,$> + <y> ([ + T*T)$>7

para x € D(T*T). Porém, como R({+T*T) = H, segue que y = 0. Isto prova que D(T*T)
é denso em D(T). O

Tratemos de definir alguns conceitos essenciais da Teoria Espectral, a saber, de

conjunto resolvente e espectro.
Definicao 7. Seja T : D(T') C H — H um operador linear. O conjunto
p(T)={NeC:T -\ :D(T)CH—H éum isomorfismo } (2.4)

¢ dito resolvente de T .

O complementar de p(T'), ou seja,
o(T) =C\p(T) (2.5)
¢ dito espectro de T'.

Seguindo nesta linha de ideias, é interessante ainda se atentar que, se A € C é tal
que N (T — M) # {0}, entdo T'— A néo é injetivo, donde X\ ¢ p(7T'), ou seja, A € o(T).
Mais ainda, isto significa que existe v € D(T") nao nulo satisfazendo Tv = A\v, ou seja, A é

autovalor de T'. Isto nos leva a seguinte definicao.
Definicao 8. Seja T': D(T') C H — H um operador linear. O conjunto
op(T)={Ne C: N(T = \I) #{0}} C o(T) (2.6)
é dito espectro pontual de T'. Além disso
oa(T) ={\ € 0,(T) : dimN (T — \I) < 0o e X € ponto isolado de o(T)} (2.7)
¢ dito espectro discreto de T'. Por fim,
Ocss(T) = 0(T) \ 0a(T)

¢ dito espectro essencial de T
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Lema 4. ([2/], Lema 3.2, p.31)
Seja T : D(T) C H — H um operador linear autoadjunto sobre o espaco de Hilbert

H. Dado N € R, T — X ¢é um isomorfismo se, e somente se existe ¢ > 0 tal que
(T — A )ul| > ¢||u||, para todo u € D(T).

Demonstragio. Se T — NI : D(T) — H ¢ um isomorfismo, do Teorema 1, item (vi), segue
que (T'— AXI)™' : H — H também ¢é fechado (pois de T ser autoadjunto, T' é fechado).
O Teorema do Grafico Fechado 19 implica que (7' — AI)~! ¢ limitado (continuo), donde
existe M > 0 tal que

(T =AD" hol| < Mvll, Vv e,

e assim, dado w € D(T'), tomando v = (T — Al )u, segue que
1
1T = Aull 2 - ]

Reciprocamente, se existe ¢ > 0 tal que ||(T"— A )u|| > c||u||, para todo u € D(T), segue
que T — I ¢ injetivo, donde podemos definir sua inversa sobre R(T' — ) = D((T'— X))
e ainda, dado v € D((T — M\ )™1), segue que existe u € D(T) que (T — Al )u = v, donde

. 1 1
1T = A1) ol = [ull < Z[(T = AD)ul| = o],

ou seja, (T — AI)~! é limitado. Assim, como (7' — AI)~! ¢ limitado e fechado, segue que
D((T — X)) é subespago fechado de H. Porém, como R(T — \)* = N (T — \I)*) =
N(T — \I) = {0}, donde H = R(T — M), ou seja, T'— AI é sobrejetivo, e concluimos que

T — M é isomorfismo, como desejavamos. O

Lema 5. Seja T : H — H um operador linear autoadjunto e limitado. Entdo o(T) C R.

Demonstragio. Basta mostrar que se A = a + bi, com a,b € R e b # 0, entdao A € p(T).

Observemos inicialmente que (T'z,z) é um nimero real. Com efeito

(Tr,z) = (x,T"z) = (x,Tz) = (Tx, z),

e segue a afirmacao. Agora, subtraindo as equagoes

(T — M)z, z) = (Tz,z) — Mz, z) = (Tz,z) — XN, z)

obtemos

—2iIm(((T — XNz, x)) = (T — M)z, z) — (T — X))z, x)
= (A= \){w, x) = 2ib||z||*. (2.8)

Por fim,
[blll]|* = [Im({((T = M)z, z))| < [((T' = Az, z)| < |[(T = AL)|||]2],

donde podemos aplicar o Lema 4, e obtermos a afirmacao. O
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Lema 6. (/24/, Lema 3.4, p.33)

Seja T : H — H um operador linear limitado e autoadjunto, e

m = inf{{Tu,u) ue M, ||ul| =1}
M = sup{(Tu,u) u € H, ||u|]| = 1}.

entao

(i) o(T) C [m, M];
(ii) ||IT]] = sup{[Al, A € o(T)} = max{|m], [M]};
(1it) m, M € o(T).
Demonstracdo. Observemos inicialmente que, como T' é autoadjunto e limitado, segue do

Lema 5, que o(7T) C R.

(i) Se A > M, para u € H arbitrario, temos
(T — ADu,u) = (Tu,u) — Mu,u) < (M — N)||u|?,
donde podemos escrever

(T = ADul[[[ul| = [{((T = Al)u, u)]
> — (T — M)u,u)

que culmina em |[(T' — Al)u|| > (A — M)||ul|, ou seja, de acordo com o Lema 4, T'— A\
¢ um isomorfimo, donde A € p(7). Mais ainda, ¢ imediato que o(7") C (—oo, M]. Um
argumento completamente analogo nos mostra que o(T') C [m, 00).

(ii) Seja p = max{|m|,|M|}, donde u = sup{|(Tu,u)|,u € H e ||u|| = 1}. Mostre-
mos entao que pu = ||T||. Assim, dado u € H,

(T, )] < [[Tul|[Jul] < (IT[]ull?,

donde p < ||T||. Reciprocamente, dados u,v € H, e como (T'u, u) é um nimero real, segue

da identidade de polarizagao (2.1) que

Re({Tu,v)) = —=((T'(u+v),u+v) + (T(u —v),u — v)

INA
=T

([ + ol + [ = v][*)

= Sl +[[vl") = p, para [Jul], [[v]| = 1.

Agora, tomando ||u|| = 1, com ||Tu|| # 0ev = Tu/||Tull|, entao (Tu,v) = (Tu, Tu/||Tul|]) =
||Tu|| € R, donde
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Tu
(Tul| = <Tu, >
Tl

= Re((Tu,v)) < pu, VYué€H, com ||lul| =1

Temos entao ||T)| < u, e o item (ii) esta provado.
(iii) Inicialmente, consideremos m = M. Neste caso, aplicando o item (iz) ao
operador A =T — M1 temos
(Au, u) = (Tu, u) = Mllul| < Mlul| = M||ul| =0

donde ||A|| = ||T' — MI|| = sup{|(Au, u)|, ||u|| =1} =0, ou seja, T'= MI e o(T) = {M}.

Agora, supondo M > m = 0 (caso contrario, podemos apenas substituir 7" por
T —ml), vamos provar que M € o(T), e para isso, do Lema 4, precisamos apenas mostrar
que existe uma sequéncia (U, )neny C H, com ||u,|| =1 e que satisfaz ||(T — M 1)u,|| — 0
quando tomamos o limite n — co. Observemos que existe uma sequéncia (u,),en C H tal
que [|up|| =1e 0 < M — (Tuy, up) < 1/n, (pois M = supy, 1 (I'v, v)) donde podemos

escrever

(T — MIu,||* = ||Tun||* + M?* — 2M (Tu,, u,)
1
§2M2+2M(—M),
n

donde conseguimos a sequéncia que desejdvamos, e obtemos entdo que M € o(T). Um

argumento similar mostra que m € o(7'), e o resultado segue. [

Lema 7. ([6], Teorema 3.29, p.52)
Seja T : H — H um operador simétrico e z € C um nimero puramente imagindrio. Entdo

sao equivalentes

(1) T € autoadjunto;

(1) T € fechado e T* — zI e T* + zI sao injetivos;
(tit) T — zI e T + zI tem inversa limitada;

(iv) T —zI e T + zI sao sobrejetivos.

Demonstragdo. (i) = (ii) Assumindo que T" é autoadjunto, segue imediatamente que T’

é fechado. Observemos que, para v € D(T') e z € C, segue da equagao (2.8)
Im{v, (T = zI)v) = —(Imz2)|[v]*,

donde )
< — (T — 21
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ou seja, T'— zI e T + zI sao injetivos.

(ii) = (iii) Como N(T* — 2I) = R(T — zI)*, da injetividade de T™* — zI, segue
que R(T — zI) é denso. Portanto, como T' é fechado, segue que 7' — zI também é fechado,
e como no item anterior, ||[(T — zI)v|| > ¢||v||, segue do Lema 4 que T — zI tem inversa
limitada. Repetindo o argumento para T+ zI, obtemos de forma completamente andloga

que T + zI tem inversa limitada.
(iii) = (iv) Se T'— zI e T'+ zI sdo invertiveis, em particular, sdo sobrejetivos.
(iv) = (i) Como T é simétrico, basta apenas provar que D(T*) C D(T). Seja
u € D(T*), donde, da sobrejetividade de T' — zI, existe v € D(T) tal que (T — zI)v =
(T* — zI)u. Como T™ é extensao de T', segue que, T'v = T*v, e assim, podemos escrever
(T* — 2I)(u —v) = 0, ou seja, u —v € N(T* — zI) = R(T — 2I)* = H*+ = {0}, donde

concluimos que u = v € D(T), finalizando a prova. ]

Lema 8. Seja T : D(T) C H — H um operador ilimitado e autoadjunto. Entio o(T) C R.

Demonstracdo. Precisamos apenas mostrar que, se A = a + bt € C, tal que b # 0, entao
A € p(T). Assim, tomando A = a + bi, com b # 0, podemos escrever
T—MN=T—al —bil
=B —zI,
onde B =T —al e z=bi é um niimero complexo puramente imaginario. Assim, como T’
¢é autoadjunto, segue que T — al também é autoadjunto, e portanto, aplicando o Lema 7
para B, segue que B — zI é inversivel, com inversa limitada, ou seja, segue que z € p(B),

mas isto implica que T'— A\ = B — z[ tem inversa limitada, donde A € p(T) e segue o
resultado. [

Lema 9. Seja S : D(S) C H — H um operador ilimitado, sobrejetivo , estritamente

positivo e simétrico no subespago D(S). Entio S € densamente definido e autoadjunto

Demonstragio. Se D(S) nao fosse denso em H, entdo existiria 0 # y L D(S), e da
sobrejetividade de S, existiria z € D(S) tal que y = Sz, mas como S é estritamente

positivo, teriamos uma contradi¢ao, pois
0= (z,y) = (z,Sz),
donde obtemos que S é densamente definido.

Para mostrar que S é autoadjunto, tomemos y € D(S*), donde vale
(Sz,y) = (z,5"y), Yz € D(S).

Novamente, da sobrejetividade de S, existe z € D(S) tal que Sz = S*y, donde podemos

escrever

(Sx,y) = (x,S"y) = (x,Sz) = (Sx,z), Yo € D(9).
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Como S é sobrejetiva, podemos escrever, em outras palavras, que (u,y) = (u, z), para todo
u € R(S), e como R(S) = H (novamente da sobrejetividade de S), segue que y = z € D(5),
donde D(S) = D(S*), e concluimos a prova. O

Proposigao 6. Seja T : D(T) C H — H um operador ilimitado e autoadjunto. Entio T*

¢ autoadjunto.

Demonstra¢io. Como T é autoadjunto, segue do Lema 8 que i, —i € p(T"), ou seja, T — il

e T + il sdo isomorfismos, e portanto
T? + 1= (T —il)(T +il)

também é sobrejetivo. Assim, temos T2 + I sendo estritamente positivo definido (exceto

obviamente na origem) e sobrejetivo. Com efeito, para u # 0

(1% + D, u) = (T?u,u) + (u, u)
= |[ul]® + (Tu, Tu)
= |lul[* +[|Tul]* > 0.

Podemos obter ainda que T2 + I é simétrico, pois

(T? + Iw,u) = (T?v,u) + (v, Tu)
= (Tv, T*u) + (v, [u)
= (Tv,Tu) + (v, Tu)
= (v, T*Tu) + (v, [u)
= (v, T?u) + (v, Tu)

= (v,

(T + I)u).

Aplicando entdo o Lema 9 para S = T2 + I, segue que 12 + I é autoadjunto, donde 772 é

autoadjunto. O
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3 O TEOREMA ESPECTRAL

Neste capitulo, estaremos interessados em provar o Teorema Espectral para opera-
dores ilimitados e autoadjuntos e obter algumas consequéncias dele, bem como enunciar as
bases do célculo funcional para operadores. Porém, o Teorema Espectral tem suas bases
fundamentadas nas ditas Medidas Espectrais e nas Integrais Espectrais, sendo entao nosso
ponto de partida definir e enunciar apenas os resultados essenciais deste vasto campo de

estudo. O contetdo deste capitulo é fortemente baseado nos Capitulos 4 e 5 de [22].

3.1 MEDIDAS ESPECTRAIS

Sejam U uma algebra de subconjuntos de €2 e H um espaco de Hilbert. Denotaremos

por P(H) o conjunto das projegoes ortogonais de H.
Defini¢ao 9. Uma pré-medida espectral em U é uma aplicagio E : U — P(H) que satisfaz
(i) E(Q) =1;
(i7) Se (Mp)neny € uma sequéncia de conjuntos de U dois a dois disjuntos, tal que
UnenM,, € U, entio E(UpenM,) = X ey E(M,).

SelU é uma o-dlgebra, entao E ¢é dita medida espectral.

Uma observagao importante é a de que, no item (ii) da defini¢ao, a soma infinita

que aparece na equagao deve ser entendida da seguinte forma
k
E({UM,|z= ]}l)rrolOZE(Mn)x, Vo e H.
neN n=1

Observemos ainda que, se tomamos M,, = () para todo n, obtemos que E()) = 0. Agora,
se tomamos uma sequéncia (M,,) C U finita, com termos dois a dois disjuntos, segue de

(ii) e do comentério anterior que
E(M;U---UM) =E(M)+ -+ E(My).

Lema 10. Se P, e P, sao projecoes ortogonais e Py + P, também ¢ projecdo ortogonal,
entdo PPy = 0.

Demonstragio. Tomemos x € R(P,), entdo x = Pyx. Mostraremos que x € N (Py), que
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implica na afirmacao.
l2]]* = || P < || Poce||* + || Pre]
= (Pox, Pyx) + (Pyz, Pix)
= (Pix,z) + (Pl x)
= (Pyx,x) + (Piz, )
= (P + P)z,x)
<[Py + P[] ?
< |l=]/%,

noutras palavras, podemos reescrever

lzll* = [Pzl * < [Pzl + || Py |* < ||
= |[P|* = || P |* + || Py

donde devemos ter Piz = 0, e segue que R(Py) C N(P). O

Observemos agora como o produto de projecoes se correlaciona com a intersecao

entre conjuntos.

Lema 11. (/22], Lema 4.3, p.67)
Se E:U — P(H) é uma pré-medida espectral, vale que

E(M)E(N)=E(MNN), M,NeU. (3.1)
Em particular, E(M)E(N) =0 se M e N sdo disjuntos.

Demonstracao. Mostremos inicialmente o caso particular. Tomemos M e N em U, dis-
juntos. Entao E(M)+ E(N) = E(MUN) € P(H), ou seja, E(M) + E(N) é projecao
ortogonal, donde podemos aplicar o Lema 10 e concluir que E(M)E(N) = 0.

Agora, para M, N € U quaisquer, definimos My = M NN, My = M \ M,,
MQZN\M(). Como MlﬂM():MQﬂMOZMlmMQZQ, temos

E(M)E(Mo) = E(My) E(My) = E(My)E(My) = 0.
Além disso, de M = My U M; e N = My U My, segue que
E(M)E(N) = (E(M)) + E(M,))(E(Ms) + E(My)) = E(M,)* = E(Mo) = E(M N N).
O

Observemos entdo que, da equagdo (3.1), duas projegdes E(M) e E(N) arbitréarias
comutam. Além disso, se N,M € U e N C M, segue que E(N) C E(M). Observemos

agora que podemos relacionar medidas espectrais com medidas escalares.
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Lema 12. (/22], Lema 4.4, p.67)

Seja U uma dlgebra (o-dlgebra) de Q). Uma aplicagio E : U — P(H) € uma pré-medida
espectral (medida espectral) se, e somente se, E(Q2) = I e, para cada x € H, a fungdo
E.(-) = (E()x,x) definida em U €é contavelmente aditiva (medida).

Demonstragio. Se E é uma pré-medida espectral, segue imediatamente que FE () = I.
Além disso, se x é um elemento de H e (M, ),en é uma sequéncia de conjuntos dois a dois

disjuntos de U, entao

£ (000) = (B(0 ) ) - (5 E02) - S .00

Reciprocamente, observemos que, como F, ¢é finitamente aditiva, segue que E também é.
Com efeito, dados My, - M,, € U, tais que M = U, M; € U, segue que

<MMmm=aM@=iamm=<iEme}

e do Lema 2, segue que E(M) =Y | E(M;).

Consideremos agora (M,,),eny uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos de
U, de modo que M = U M,, € U. Do Lema 11, segue que (E(M,))nen é uma sequéncia
de projecoes ortogonais duas a duas disjuntas, que convergem fortemente. De fato, sendo
P, =YF | E(M;) e dado x € H arbitrario e n > m

|Pyx — Pyx||* = (P, Pyx) — (P, Ppr)
= (Pyx,z) — (Ppx, )
= ZE<M1)$7$> - <Z E(Mz)x7$>
i=1 i—1
= Ex(U?:mMi)a

e como FE,(U,M;) converge para F,(M), segue que (E, (U, M;))nen é Cauchy em
R, donde (XF , E(M;)x)ren ¢ Cauchy em H, como desejavamos. Portanto, usando da

continuidade do produto interno segue que

uwmm:mm:i@m»

S (B(M,), )

[e.e]

e segue do Lema 2 que F(M) = E(M,), donde E é uma pré-medida espectral. [J

n=1
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Como no resultado acima, dados uma medida espectral E sobre a o-algebra U e

x € H, definimos uma medida escalar F, : Y — R por
E, (M) = (E(M)z,z) = (E(M)*x,x) = (E(M)x, E(M)z) = ||[E(M)|]*, M € U.

Observemos que tal medida é finita, pois E,(Q) = ||E(Q)z||*> = ||z||*>. No decorrer deste
capitulo, usaremos estas medidas escalares de forma recorrente. Podemos generalizar um
pouco mais e, dados x,y € H, definir ainda uma medida complexa E, , sobre U dada por
E,,(M) = (E(M)z,y). E possivel, através de um calculo direto, verificar que a medida
E, , satisfaz um tipo de identidade de polarizagao, a saber

1

Ex,y = Z(Ex+y - Exfy + /L'wa’iy - ZExfzy)

Além disso, com uma demonstragio inteiramente andloga ao caso escalar (e por isso
omitiremos a demonstragdo, mas que pode ser encontrada em [2], Lema 3.4, p.21), é

possivel mostrar o seguinte resultado.

Lema 13. (/22], Lema 4.5, p.68)
Seja E uma pré-medida espectral em U. Suponhamos que (M, )nen seja uma sequéncia
decrescente e (Ny)nen uma sequéncia crescente em U, tais que M = N, M, e N =U,N,

estejam em U. Entao

E(M)z = lim E(M,)x, E(N)x = lim E(N,)z, Vz € H.

n—oo n—0o0

Recordemos que a variagao total |u| de uma medida complexa p sobre U é uma
medida positiva tal que |u|(M) é o supremo das somas > p_; |pu(My)| tomado sobre todas
as unioes disjuntas M = U}_; M}, com M;, € U. Desta definicao decorre imediatamente
que |pu(M)| < |p|(M). Tratemos de provar a seguir um resultado que faz uso da variacao
total.

Lema 14. ([22], Lema 4.8, p.70)
Seja E uma medida espectral sobre (,U), num espago de Hilbert H. Valem

(i) |Epyl(M) < E,(M)YV2E, (M), para 2,y € H e M € U;
(ii) Se f € L*(Q, E,), g € L*(, E,), entdo

[ 19dE2y| < [ 1591dIEwy| < 1fll20m0ll9ll20.m (3.2

Demonstragao. (i) Seja M = Up_, M, € U, com M, € U, para k = 1,...,n uma uniao
disjunta de M. Observemos que, como E(M) é projecao ortogonal, obtemos
| By (M) = [(E(My)z, )]
< |E(My)z[[| E(M)yl|
= B, (M)2E,(My)"2.
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Obtemos entdo

imﬂ%ﬂﬁiﬁﬂm“%wwﬁs@ﬁmmﬁmﬁﬁﬂmgm

k=1 k=1 k=1
= Ex(M)'"2E,(M)".

Tomando o supremo sobre todas as unides disjuntas de M, segue a afirmacao.

(ii) Sejam f = > apXxnm, € 9 = > bex s, fungdes simples, com M € U.

Z akbk’Ex,y (Mk)
k

< Z ’akkaEx,y’(M)
k

1/2

§<%mmn%wm)m(§nmwa@ﬁ

que é exatamente a desigualdade do item (ii) para fungoes simples. Da densidade das

fungdes simples nos espacos L*(Q) (veja Teorema 23), o resultado segue imediatamente. [

A partir deste ponto, consideraremos sempre I/ uma o-algebra sobre {2 e E uma
medida espectral definida em Y. Denotaremos por B = B(2,U) o espa¢o de Banach das
fungdes U —mensuraveis e limitadas em €2 com a norma || f||q = sup{|f(t)| : t € Q}. Nesta
linha de ideias, B; denotard o subconjunto de B das fungoes simples (ou seja, fungdes que

assumem um numero finito de valores). Sabemos que cada fungao simples pode ser escrita

na forma .
= Z CkX My, (3.3)
k=1
onde cy,...,¢c, € Ce My,..., M, sao conjuntos disjuntos de U.

Definicao 10. Seja f uma funcao em B, ou seja, uma funcdo que pode ser escrita como

(3.3). Definimos a integral espectral de f na medida espectral E como sendo o operador
I(f) = [ fdB =Y ccB(AL). (3.4)
k=1

Da aditividade de E decorre que I independe da representacao de f.
Buscaremos agora estender essa defini¢do anterior para fungdes em B. Comecemos

este expediente com o seguinte resultado.

Lema 15. ([22], Lema 4.11, p.7})
Para f € B, vale que ||L(f)|| < ||f]]a-

Demonstrag¢io. Seja f uma func¢ao simples, como em (3.3), mantendo a nogao de que
os conjuntos Mj, ..., M, sao dois a dois disjuntos. Portanto, E(My)H e E(M;)H sao
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conjuntos ortogonais se [ # k, donde podemos obter
2

1)zl l* =

Z CkE(Mk)Qf

=>_laxl | EM)2l|* < N AIGIE (M)
k k
2

< [If 111l

=If115

]

Vamos construir agora a integral espectral para fungoes em B. Dada f € B, da
densidade de Bs em B (na norma || - ||o), segue que existe uma sequéncia (f,,)neny C Bs que
converge para f. Portanto, (f,)nen € uma sequéncia de Cauchy (na norma do supremo),
donde segue do Lema 15 que (I(f,,))nen é sequéncia de Cauchy na norma de operadores.
Assim, existe um operador limitado I(f) : H — H que é o limite da sequéncia de operadores

construida.

Proposicao 7. (/22], Proposicio 4.12, p.75)
Para f,g € B(Q,U), o, € C e x,y € H, temos

(i) I(f) =L(f)*, Uaf + Bg) = oI(f) + BL(g) e I(fg) = L(f)L(g);
(i) Az, y) = Jo fdEry;
(édi) [[L(f)]]* = Jo |fPdER;
(o) [ICHIN < [ fle

(v) Seja (fu)nen C B uma sequéncia convergindo pontualmente para f E—q.t.p. em Q) e
uma constante ¢ tal que |f,(t)| < c paran € N et € Q. Entao I(f,)x — I(f)z para
todo x € H.

Demonstragao. (i) Seja f = Y, cexa, € Bs, com My, ..., M, disjuntos. Entdo f =
Zk‘ @XMk €

I(f) = Zk:c?E(Mk) =1(f)"

Agora, se f € B, entdo tomando uma sequéncia (f,),en C Bs convergindo para f, segue
que (fn)nen converge para f. Assim, I(f,)* = I(f,) — I(f) . Mostremos por fim que
I(f,)* converge para I(f)*. Para isso, tome x,y € H

(I(f)"z,y) = (2, 1(f)y) = (z, lim 1(f,)y) = (lim 1(fn)"2,y),

donde segue que I( f,,)* converge fortemente para I( f)*, mas como a sequéncia de operadores

ja converge na topologia da norma (de operadores) para I(f), segue que I(f) = I(f)*.

Para provar a segunda igualdade do item (i), observemos que se f, g € Bs, entao
é imediato que vale I(af + Bg) = ol(f) + 5l(g). Agora, para f,g € B, basta tomar

sequéncias (fn)nen € (gn)nen em B tais que f, — f e g, — g, e aplicar o caso anterior.
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Para a igualdade I(fg) = I(f)I(g), sejam f = > axxn, € 9 = >y bixn,, onde os
conjuntos M), sao dois a dois disjuntos e os conjuntos N; também sdao. Podemos entao

escrever fg = >y apbiXar,nn,. Assim

g) = ZakblE(Mk N Nl) = ZakblE(Mk)E(Nl>
k,l k,l

- (zk: akE(Mk)> (; blE(Nz)> = I(/)I(g)-

Agora, para f, g € B, tomando sequéncias (f,) e (g,) € Bs tais que f,, converge para f e
gn converge para g, segue que f,g, converge pontualmente para fg, donde, na topologia
da norma de operadores, I( f,g,) converge para I(fg), mas da propriedade provada para

funcoes simples, segue que I( f,,g,) converge para I(f)I(g), e o resultado esta provado.

(ii) Suponhamos que f esteja em B;, escrita da forma f = >, cpxa,, com os

conjuntos M, dois a dois disjuntos. Entao, dados =,y € H,
1)z, ) <zckE (M) y> ¥ alB()r.)
= ZCkEz,y Mk) = / dex,y~
. Q

Agora, do Teorema 23, sabemos que podemos construir uma sequéncia f,, crescente
de fungoes simples que converge para f, com |f,| <|f| < K (pois f é limitada). Assim,

do Teorema da Convergéncia Dominada 20
W(F),y) = lim A(F)ay) = Jim [ fodBuy = [ B,

O item (iii) decorre de um cédlculo inteiramente andlogo ao calculo desenvolvido no
item (ii). J& o item (iv) decorre do Lema 15, tomando uma sequéncia de fungoes simples

em B convergindo para f e usar a continuidade da norma (de operadores).

(v) Dado = € H, segue que a fungio constante g(t) = c estd em L*(Q, E,), pois a
medida E, é finita. Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada 20, segue que

Jin 1) = 1(al 2 = Jim |10 = Sl = Jim [ 1fa = [PE,

n—00

= | lim \fn — fIPdE, =0

QTL

donde I(fr,z) — I(f)x. O

Tratemos agora de estender a definicao de integral espectral para um conjunto
maior de fungdes. Seja S = S(Q,U, E) o conjunto das fungdes U —mensuraveis definidas
em ) tais que E({t € Q: f(t) = o00}) = 0.

Defini¢ao 11. Uma sequéncia (My,)nen de conjuntos em U é dita sequéncia limitante de
F C S se toda fungao f € F é limitada em M, M, C M, e E(U,M,) = 1.
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Observemos que E(M,) C E(M,41), lim, o E(M,)x = z para todo =z € H
e, noutras palavras, dado =z € H, construimos uma sequéncia (x,)neny C U, E(M,)H
convergindo para x, donde E(M,)H é denso em H. Outra observacao 1til é a de que,
dado um conjunto finito {fi,..., f,} C S, sempre existe uma sequéncia limitante, dada

pela sequéncia de conjuntos da forma M, = {t € ;|f;(t)| <n, j=1,...,r}.

Teorema 2. ([22], Teorema 4.13, p.76)
Suponha f € S e defina

DA(f)) = {x €U : /Q [ ()PdE, < oo}. (3.5)
Seja ainda (My,)nen uma sequéncia limitante para f. Temos

(1) v € H pertence a D(I(f)) se, e somente se (I(fxn,))nen converge em H, ou

equivalentemente, supnen||L(fxa,)|| < 00

(17) O limite de (I(fxn,)x) nao depende da sequéncia limitante (M,,). Assim, existe um
operador linear I( f) definido em D(I(f)) satisfazendo

1) = imI(fxa, )2, @ € D). (3.6)
(191) UpenE(M,)H C D(I(f)) e é centro de I(f). Além disso, vale
E(Mu)I(f) CI(f)E(My) = 1(fXa,), n €N. (3.7)

Demonstragio. (i) Tome x € D(I(f)). Como f ¢ limitada em cada M,,, segue que fxa, €
B, donde o operador I(fxa,) estd bem definido. Da Proposicao 7 (iii), segue que

I xan)w = W Fxan)all? = I xan, = Fxan ol = [ [ = o, PAE:

= || fxm, — fXMnH%Q(Q,Em)’ (3-8)

Agora, como f € L*(Q, E,) e do fato de fx, — f pontualmente e |fxas,| <
|f], segue que (fxn, )nen é uma sequéncia de Cauchy. Da igualdade (3.8), segue que

(I(fxar, ) )nen também é sequéncia de Cauchy em H, donde (I(fxas, )z )nen é convergente.
Observemos que, se (I(fxas,))nen converge, entao {||(I(fxas,))z||} é limitado.

Reciprocamente, suponhamos que {||(I(fxas,))z|| : n € N} seja limitado, ou seja,
c = sup,||(I(fxar,))z|| < co. Como (| fxa,(t)|]*)neny converge monotonicamente para

|[f(t)]* E; q.t.p. em ©, do Teorema da Convergéncia Monétona 21, temos
/Q |f|2dEm = nh_{glo/g ’fXMn|2dEm = nll_{glo ||]I(fXMn)x||2 < ¢ < o0

Obtemos entdo f € L*(, E,) e x € D(I(f)).
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(ii) Seja (M) )nen uma outra sequéncia limitante para f. Dos itens (i) e (iii) da
Proposicao 7, temos
L x )z = D0 xan) ]| = [[fxan, — Xl 220,5.)
< [lfxar, = flleze) + 11f = Fxargllr2@.e,) — 0
quando n, k — oo. Portanto, o limite independe da sequéncia limitante.

(iii) Seja x € H. Como E(My) = I(xu,), segue que

I xan )z = U0 xar, xan )2 = 10 Xar, ) E(My)z = E(Mp)I(f X, )z (3.9)
paran > k. Como sup, {||1(fxa, E)E(Mg)x||} < oo, segue que E(My)x € D(I(f)), donde
UpE(My)H € D(I(f)).

Da equacao (3.9), para n > k e x € H arbitrario, escrevemos I(fx, )z =
I(fxar,)rE(My), donde, fazendo n — oo, segue que I(f)E(My)x = I(fxum,)x. Ainda
de (3.9), quando restringimos a = € D(I(f)), fazendo n — oo em I(fxa, )E(My)x =
E(M)I(fxum,)x e obter E(Mp)I(f)x = I(f)E(My)x. Isto prova que E(My)I(f) C
I(f)E(My) = I(fXa), para k € N.

Por fim, como E(M,)x — x e I(f)E(M,)r = E(M,)I(f)x — I(f)x, para = €
D(I(f)), segue que U,—1 E(M,)H é centro de I(f). O

Proposicao 8. (/22], Proposi¢io 4.15, p.77)
Sejam f,g € S, v € D(I(f)) ey € D(I(g)). Entdo valem

U)oy = | fgdB,, (3.10)

Il = | |f1dE.. (3.11)

Demonstragio. Observemos que a equacao (3.11) decorre da equacao (3.10) quando f =g

e v = y. Provemos entao a primeira equagao. Da Proposicao 7 para fgxas,, temos

| faxandBey = ((faxan)a.y) = U Fxar ) g xon)y).

Como z € D(I(f)) e y € D(I(g)), segue que f € L*(Q, E,) e g € L*(Q, E,). Do Lema 14,
a integral [ fgdE,, existe, donde

‘/ Jaxu,dEy , — / JgdE,,
Q Q

= | [ (Fxan, = 1)gdEw,
< [lfxam, = fllz2@enllgllr2@.5,) — 0

quando n — oo. O

Enunciemos agora algumas propriedades "operacionais'das integrais espectrais de
funcoes em S(X,U, E).
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Proposicao 9. (/22], Teorema 4.16, p.78)
Para f,g € S(Q,U,E) e a, 5 € C, temos

(it) I(af + Bg) = al(f) + FL(g);
(i1d) I(fg) = L(f)L(g);

(iv) 1(f) € um operador normal e fechado em H e 1(f)*1(f) = I(ff) = I(f)I(f)*;
(v) DI(f)I(g)) = D(I(g)) N D(I(fg))-

Demonstragio. Para a demonstragao, consideraremos uma sequéncia limitante (M,,),en
para fungoes f, g, e abreviaremos E,, = F(M,), h, = hxu,, Do = U, E,H e recordemos
ainda que F,r — x, para todo x € H. Observemos ainda que a sequéncia limitante

tomada também ¢é limitante para f + g, fg, f.

(i) Sejam x € D(I(f)) ey € D(I(f)). Usando a equagao (3.7) duas vezes, e também
o item (i) da Proposicao 7 para f, = fxu, € B(Q,U), obtemos

(B I(f)z,y) = (I(fo)z,y) = (&, 1(fa)y) = (z, BI(f)y),

donde, tomando o limite n — oo, obtemos (I(f)x,y) = (x,1(f)y), ou seja, I(f) C I
Resta mostrar que o dominio de D(I(f)*) € D(I(f)). Assim, tomando y € D(I(f)

novamente da equacao (3.7) e também do item (7) da Proposi¢ao 7, obtemos

(f)".
*)7 e

(@, BEI(f)"y) = ([(f) Bnz,y) = (U(fo)z,y) = (@, 1(fn)y), Vo €H,

ou seja, E,I(f)*y = I(f.)y, donde sup,||[1(f.)y|| < ||I(f)*y||. Logo, do Teorema 2, obtemos
y € D(I(f)), como desejdvamos.

Segue imediatamente de (i) que I(f) = I(f) = I(f)*, e como o operador adjunto é
fechado, segue que I(f) sempre é fechado.

(ii) Vamos provar o caso I(f +¢) = (I(f) + I(g)). Inicialmente, precisamos mostrar
que faz sentido escrever (I(f)+I(g)), ou seja, que o operador I(f) + I(g) é fechavel.

Observemos que, usando o item (vi) da Proposi¢ao 3 isto ocorre pois

Do C D(I(f) +1(3)) = DI(f)" +1(g)")  D(A(f) +1L(g))"),

e assim, como Dy é denso em H, usando o item (i) do Teorema 1, segue que I(f) + I(g) é

fechavel.

Como (M, )nen é sequéncia limitante de f, g, f + g, e, novamente usando (3.7) e

também o item (i) da Proposicao 7

(]I(f) + H(g))En = ]I(fn) + H(gn) = ]I(fn + gn) = ]I(f + g)En (3'12)
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e também

En(I(f) +1(g)) = EnI(f) + Enl(g) C (I(f) + L(9)) En = I(f + g) Exn- (3.13)

Usando o fato de Dy ser centro de I(f + ¢g), dado x € D(I(f + g)), existe sequéncia
(Zn)nen C Dy tal que x, — x e I(f + g)z, — I(f + g)z. Assim, tomando n — oo em
(3.12), segue, de I(f + g) ser fechado, que I(f + g) C I(f) + I(g).

Em contrapartida, como I(f + ¢g)F, é um operador limitado, entdo também é
fechado, donde, de (3.13), segue que E,I(f) +I(g) C I(f + g)E,. Além disso, tomando
x € D(I(f) +1(g)), como E,z — z para todo z € H , o limite n — oo de (3.13), implica
em I(f) +1(g) C I(f + g). Combinando o argumento do pardgrafo anterior, segue que
I(f +g) = I(f) + 1(g), como desejavamos.

(iii) Como (M, )nen ¢ sequéncia limitante de f, segue que Dy é centro de I(f),

donde Dy esté contido no dominio de I(g)I(f). Assim, do item (i), como

I(9)I(f) = 1Lg)"L(f)" < (I(f)L(g))",
ou seja, Dy C D((I(f)I(g))*), o que implica que D((I(f)I(g))*) é denso em H e do item

(i) do Teorema 1, podemos dizer que I(f)I(g) é fechdvel. Observemos que

I(f9)En = 1((f9)n) = 1(fa)1(gn) = L(f) Enl(gn) = L(f)U(gn) En = L(f)1(g) En,

donde, tomando o limite n — oo, e usando o fato de Dy ser centro de I(fg), segue que

I(fg) C I(f)I(g). Além disso, podemos escrever também que

EnI(f)I(g) C U(f)(g) En = 1(fg) En,

donde, como I(fg)E, é limitado, obtemos E,I(f)I(g) C I(fg)E,, e tomando o limite
n — 0o, decorre por fim que I(f)I(g) C I(fg), que implica, por fim, que I(fg) = I(f)I(g)

(iv) Dos itens (i) e (i), temos I(f)*I(f) = L(f)I(f) C I(ff). Como I(f) ¢ fechado,
segue do item (74) da Proposigao 5, que I( f)*I(f) é autoadjunto. De (i), I(f f) é autoadjunto.

Logo, segue imediatamente que I(f)*I(f) = I(ff). De forma completamente analoga, é
possivel obter que I(f)I(f)* = I(ff). Portanto, obtemos I(f)I(f)* = I(ff) = I(f)*I(f), o

que encerra a prova deste item.

(v) Do item (iii), temos I(f)I(g) C I(fg), donde decorre D(I(f)I(g)) C D(I(fg)N
D(I(g)). Reciprocamente, sejax € D(I(fg)ND(L(g)), donde, como I(fg) E,x = I(f)I(g) Enx,
quando tomamos o limite n — oo, obtemos I(fg)E,z — I(fg)z, e como o operador I(f) é

fechado, segue que I(g)x € D(I(f)), ou seja, x € D(I(f)I(g)), que conclui a prova. O

Proposigao 10. (/22], Proposicio 4.17, p.79)
Sejam f,g € S(Q,U, E). Valem

(1) Se f =g E-q.t.p. em Q, entio I(f) =1(g);
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(13) Se f é uma fungdo real E-q.t.p. em Q, entdo I(f) é autoadjunto.
(1i1) Se f é nao-negativa E-q.t.p. em ), entdo I(f) € positivo e autoadjunto.

(iv) Se g € nao negativa, E-q.t.p. em Q, entdo I(,/g) € um operador positivo, autoadjunto

e I(\/9)* =1(g).

Demonstracao. Para (i) e (iii), basta aplicar a Proposigao 8 para f — g.

Para (ii), da Proposicao 9, item (i), segue que I(f) = I(f) = I(f)*, ou seja, I(f) é
autoadjunto.
Para (iv), como g é nao negativa, segue, do item (izi) que I(,/g) é autoadjunto e

positivo definido. Agora, da Proposi¢ao 6, sabemos que ]I(\/ﬁ)2 também é autoadjunto.

Assim, 1(,/9)* = (I(\/9)?)* = I(/9)?, e portanto, da Proposi¢ao 9, item (447), segue que

I(g) = I(v9I(v/g) = 1(v9)* = 1(\/g)",

como desejavamos. O]

Proposicao 11. (/22], Proposicio 4.19, p.80)
O operador I(f) € invertivel se, e somente se, f(t) #0 E — q.t.p. em . Neste caso, vale
ainda I(f)~ =T(f~1), onde f~! denota a fungio f~1 =1/f(t) em S.

Demonstragdo. Consideremos o conjunto N(f) = {t € Q: f(t) = 0}. Entao I(f)E(N(f)) =
I(fxn(n) = I(0) = 0, donde o nicleo de I(f) # {0}, ou seja, I(f) nao é invertivel. Re-
ciprocamente, suponhamos E(N(f)) = 0. Entdo, f~! € S, donde, do fato de f~!1f =1
E =q.t.p. em Q, temos D(I(f~'f)) = D(I(1)) = H, e portanto, D(I(f~1I(f)) = D(I(f)).
Além disso, I(f " DI(f) < I(f~'f) = I. Concluimos entdo que I(f) ¢ invertivel e
1) I,

Refazendo os mesmos argumentos trocando f por f~! no pardgrafo anterior,
obtemos I(f~1)~' C I(f), que implica que (I(f~")~H~t = I(f~!) c I(f)~'. Portanto,
1) =), a

Podemos ainda obter um resultado interessante que caracteriza os espagos gerados
por autovetores do operador I(f) através de medidas espectrais atuando em conjuntos

correlacionados ao comportamento de f.

Proposicao 12. (/22], Proposicao 4.18, p.80)

O operador I(f) é limitado se, e somente se f € L>®(Q, E). Além disso, vale que ||I(f)|| =
1 1]zoe2,)-

Demonstragio. Se f € L>(Q), E'), entao da equagao (3.11), para x € H arbitrario, podemos

escrever

I = [ 1FPEs < 11wl
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de onde obtemos que I é limitado e tem norma menor que || f||z~, g)-

Reciprocamente, sejam I(f) limitado e M,, = {t € Q : |f(t)| > [|[I(f)|| + 27"},
paran € N e M = U,M,, donde segue que M = {t € Q: |f(t)| > ||I(f)||}. Observemos
entdao que, da limitagao de I(f), segue que ||I(f)E(M,)x|| < [[I(/)||||E(M,)x|| e podemos

escrever

HIHOIFIEQL)2|* > 1) E M) = 11 xar,)l*
= [ \Fon g, = [ |7PaE,
> (A1 + 271 E (Mo )=

Porém, isto s6 é possivel se E(M,,)z = 0, e da arbitrariedade de x, segue que E(M,) = 0,
para todo n € N. Concluimos entao que E(M) = 0, ou seja, |f(t)| < ||[I(f)||, E—q.t.p.,
donde || f||z,r) < ||I(f)]], e o resultado estd provado.

]

Proposicao 13. (/22], Proposicio 4.20, p.80)
Seja f € S(QU,E). X € C ¢é autovalor de I(f) se, e somente se, E({t € Q: f(t) = \}) #
0. Além disso, E({t € Q : f(t) = A\}) € a projecdo no espago gerado pelos autovetores

associados aos autovalores \. Vale também que
oI(f))={ e C:E{teX:|f(t)—\ <e€})#0,Ve > 0}. (3.14)

Demonstracdo. Por simplicidade, trocando f por f — A, podemos assumir A = 0. Dado
x € H, seja N(f) = {t € Q: f(t) = 0}. Da Proposicao 8, sabemos que I(f) = 0 se, e
somente se, f é nula q.t.p. em Q (na medida E,), que é equivalente a (E(Q\N(f))z,z) =0,
que também é equivalente & E(Q\N(f))x = z— E(N(f))x = 0. Portanto, x € N (I(f)) se,
e somente se x = E(N(f))z. Portanto, E(N(f)) é a projecao em N (I(f)). Em particular,
N(I(f)) # {0} se, e somente se, E(N(f)) # 0.

Agora, para provar (3.14), observemos que, por defini¢ao, 0 € p(I(f)) se, e somente
se, I(f) possui inversa limitada definida sobre H. Porém, das Proposicoes 11 e 12,
0 € p(I(f)) se, e somente se, f # 0 E—q.t.p. e f~! € L>(Q, F), ou, equivalentemente,
existe ¢ > 0 tal que E({t € Q: |f(t)] < €}) = 0. Portanto, 0 € o(I(f)) se, e somente se,
para todo € > 0, E({t € Q: |f(t)| < €}) #0. O

Proposicao 14. ([22], Proposicao 4.23, p.82)
Um operador limitado T : H — H, comuta com uma medida espectral E (isto é, TE(M) =
E(M)T, para todo M € U) se, e somente se, TI(f) C I(f)T para todo f € S(Q U, E).

Demonstragio. Seja T um operador limitado que satisfaz TI(f) C I(f)T para toda
f e S(Q,U,FE). Em particular, para M € U, sabemos que I(xy) = E(M), donde
TE(M) C E(M)T, com E(M) também ¢ limitado. Concluindo, como TE(M) e E(M)T
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sao operadores limitados, vale a igualdade, ou seja, 7" comuta com todas as projegoes
Reciprocamente, seja T' um operador limitado que comuta com E (ou seja, T

comuta com FE, para todo M € U). Dado = € H, segue que

Ery(M) = [|E(M)Ta|* = ||TE(M)z|?
< [[T[[Ew(M).

Portanto, de acordo com (3.5), Tz € D(I(f)) se z € D(I(f)). Como T comuta com E,
entdao T comuta com I(g), para todo fungdo simples g. Ainda, para uma fungao h € B,
tomemos uma sequéncia de fungoes simples que convergem para h, donde obtemos também

a convergéncia de T' com I(h). Em particular, 7" comuta com todos os operadores I(f)(xar)-
Finalmente, como T'(D(I(f))) € D(L(f)), segue do Teorema 2 que TI(f) C I(f)T. O

Para concluir esta segao, observemos que, dados (2,U, E') e uma aplicagdo ¢ : 2 —
Qp, podemos construir uma o—algebra U, = {M C Qy : ¢ (M) € U} e uma medida
F(M) = E(e™"(M)).

Proposicao 15. (/22], Proposicio 4.24, p.83)
Se h € S(Qo,U,, F), entdo hop € S(QU,E) e

/ hdF:/ ho pdE. (3.15)
Qo Q

Demonstracdo. A primeira afirmacao é imediata. Da formula de mudanca de variaveis

para medidas escalares, segue que

/ Ih|2dF, :/ ho o?dE, (3.16)
Qo Q

hdF, = | (ho p)dE,. (3.17)
Jy = |,

Observemos que a primeira equac¢ao nos mostra que D(Igp(h)) = D(Ig(h o ¢)), onde I
e [ denotam as integrais espectrais com respeito as medidas F' e E, respectivamente.
Da Proposigao 8, segue que (Ip(h)y,y) = (Ig(h o ¢)y,y), para todo y € D(Ip(h)) =
D(Ig(h o ¢)). Portanto, segue do Lema 2 que Ip(h) = Ig(h o ¢). O

3.2 O TEOREMA ESPECTRAL

A partir deste ponto, vamos construir a demonstracao do Teorema Espectral para
operadores autoadjuntos. Inicialmente, provaremos uma versao para operadores limitados.
Sendo assim, vamos considerar um operador limitado e autoadjunto A, donde, do Lema 6,
temos o(A) C J, onde J é um intervalo compacto da reta. Para uma fungao f € C(J),

vamos considerar ||f||; = sup{|f(t)];t € J}.
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Lema 16. (/22], Lema 5.2, p.86)
a(p(A)) C p(a(A)) para p € Clt].

Demonstrac¢io. Sejam v € o(p(A)) e n = deg(p) > 0. Do Teorema Fundamental da
Algebra, existem nimeros complexos oy, . . ., a, tais que p(t) — v = an(t — aq) ... (t — o).
Entao

p(A) =yl =an(A—ayl)...(A—a,l).

Suponhamos por absurdo que todos os «; € p(A). Entao cada termo do lado direito
da equacao anterior teria uma inversa limitada, donde p(A) — v/ também teria inversa
limitada, e seguiria que v € o(p(A)), o que é um absurdo. Concluimos que existe «; que

nao pertence a p(p(A)). Assim, ocorre que p(e;) = 7, donde v € p(a(A)). O

Lema 17. ([22], Lema 5.3, p.86)
Para p € C[t], temos ||p(A)|| < ||pl|,-

Demonstracao.

Ip(A)|? = [Ip(A)* p(A)|] = ||(Pp(A)|] = sup{|7|; v € o((pp)(A))}
< sup{pp(A) : X € o(A)} < lpplls = Ipll7-

[l
Lema 18. (/22], Lema 5.4, p.86)
Dado um funcional linear continuo F definido em (C[t],||.||s), existe uma tinica medida
complexa de Borel e reqular p sobre J tal que

F(p) =[]de, p € C[t].

Além disso, vale ainda que |p(M)| < ||F|| para todo M € B(J).
Demonstragio. Da densidade dos polinémios em (C(I),|| - ||;), cada funcional linear
continuo em (C[t], || - ||;) tem uma extensao continua para C(J). A existéncia e unicidade
da medida p segue do Teorema 24. O]

Teorema 3. ([22], Teorema 5.1, p.85)[Teorema Espectral para Operadores Limitados e
Autoadjuntos] Seja A um operador autoadjunto limitado em H e J um intervalo compacto
que contém o(A). Existe uma tunica medida espectral E sobre a dlgebra de Borel B(J) tal
que

A= /J \dE. (3.18)

Demonstragio. Dados x,y € H, definimos o funcional linear F,, : C[t] — C, tal que
p e Foy(p) = (p(A)z,y). Como
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[Eey )| < (A [1y]] < llplls =11yl

segue Fy,, é continua em (C[t], ||.||s) e ||Fuyll < |lzl||ly||- Do Lema 18, existe uma tnica

medida complexa, regular de Borel i, , sobre B(J) tal que

Foo(®) = (p(A)z.y) = [ pdp,. p € Clt) (3.19)

Nosso objetivo ¢ mostrar a existéncia de uma medida espectral £ na o-algebra de Borel
B(I) tal que pi, (M) = (E(M)x,y), para x,y € H e M € B(J).
Sejam aq, s € C e x1, 29 € H. Entao podemos escrever

/pdﬂalm-i—azxz,y =0 /pd,url,y + Qg /pd,uzz,y = /pd(alﬂm,y + 042/%2,1,/)7 pE C[t]-

Da unicidade da medida associada ao funcional Fy, ;, tayzs,y, SEUE quUE

Ma1w1+042962,y(M) = alﬂ$17y(M) + O‘2/Lzz,y(M)

para M € B(I). De forma andloga, dados y1,y2 € H obtemos

Ha,ary1+asys (M) = Q1 flg gy, (M) + Qg y, (M).

Agora, da limitagao proveniente do Lema 18, temos |11, (M)| < ||Fyyll < ||z|||y]|- Assim,
dado M € B(J), a aplicagdo (x,y) — piy (M) é uma forma sesquilinear coninua em H.

Portanto, existe um operador linear limitado F(M) definido em H tal que
fay(M) = (E(M)z, y). (3.20)

Pondo p = 1 na equacao (3.19), obtemos (z,y) = piz,(J) = (E(J)z,y), para todo =,y € H,
ou seja, E(J) = 1.
Do Lema 12, segue que precisamos mostrar apenas que F(M) é projegao. Para

isso, dados z,y € H e p € CJt], temos
[ vty = @A,y = @A)y ) = [ pdpy. = [ pdn,,

donde concluimos que pi, (M) = p, (M), para M € B(J), e disto segue que E(M) =
E(M)*. Para provar que E(M)? = FE(M), observemos inicialmente que (pg)(A) =
p(A)q(A), para p,q € Clt], donde

[ pdigarey = p(Aa(A)x.y) = (pa)(A)a.y) = [ padps,

e da unicidade dada pelo Lema 18, segue que djtg(ayz,y = dftz,y, donde (E(M)q(A)z,y) =
Jar Ay, para M € B(J). Como E(M)* = E(M), segue que

/ qdpiz By = (@(A)x, E(M)y) = (E(M)q(A)x,y) = / qxXMAfizy
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e novamente da unicidade dada pelo Lema 18, temos du, gy = Xamdpa,y, ou seja,
tz, 200y (N) = [y X0rdptay = flay(MON), para N € B(J), e portanto (E(N)z, E(M)y) =
(E(M N N)z,y). Assim, segue que E(M N N) = E(M)E(N). Pondo N = M, segue que
E(M)?* = E(M), como desejidvamos.

Por fim, dados z,y € H e p € CJt], temos

(p(A)z,y) = /deEx,y, (3.21)

e em particular, para p(\) = A, segue que (Az,y) = [; A\dE,,, donde decorre a equagao
(3.18).

]

Corolario 1. (/22], Coroldrio 5.5, p89)
Seja A um operador positivo autoadjunto e limitado em H. Entdo existe um operador
positivo e autoadjunto B definido em H, denotado por AY?, tal que B> = A. Além disso,

se (Pn)nen wma sequéncia de polindmios tal que p, — A2 uniformemente em [0,b], com
o(A) C [0,b], entdo lim,, ||p,(A4) — AV?|| = 0.

Demonstragio. Como A ¢é positivo e limitado, segue que o(A) C [0,b], para algum
b € R. Do Teorema 3, existe uma medida espectral E tal que A = [, AddE. Pondo
B = f[o,b] M/2dE | segue que B detém as propriedades citadas no enunciado. Além disso,
da Proposigio 7, item (iv), segue imediatamente que ||p,(A) — B|| < ||pn — AY?||o4 — 0
quando n — oo. O

Buscaremos agora estender o resultado do Teorema Espectral para operadores
autoadjuntos ilimitados. Consideremos 7" um operador densamente definido em H e
fechado. Da Proposicio 5, o operador Cp = (I + T*T)~! é positivo e limitado, donde do
Corolario 1, existe um operador Cflp/ ?. 0 operador Zp = TC}F/ ? ¢ chamado de transformacio
limitada de T

Lema 19. (/22], Lema 5.8, p.90)

Se T € um operador fechado e densamente definito em H, entdo

(i) Z1 € um operador limitado, definido em H, que satisfaz

1Zr]| <1 e Cor=(I+TT) ' =1~ Z;Zp. (3.22)

(ii) (Z7)* = Zp«. Em particular, Zy é autoadjunto se T é autoadjunto.

(iii) Se T' é normal, entio Zr também é.

Demonstracao. Vamos abreviar C' = Cp, Z = Zp, C, = Cp+ e Z, = Zp-«.
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(i) Temos CH = D(I +T*T) = D(T*T). Dado = € H, temos

|[TCY2CY 2| = ||TCx||* = (TCx, TCx) = (T*TCx,Cz) < (T*TCx,Cx) + (Cx, Cx)
= (I +T°T)Cx,Cx) = (z,Cx) = ||C"?x|]?,

ouseja, [|Zyl| = [|TCY?y|| < ||yl|, para y € C/*H. Agora, como N(C'/?) C N(C) = {0}
(pois C ¢ invertivel), segue do fato de C''/2 ser autoadjunto que R(C*/2)*+ = N (C/?) = {0},
ou seja, C'/27 é denso em H. Além disso, como Z é operador fechado (pois C'*/2 é limitado
e T é fechado), segue que CV/*H C D(T), e D(Z) = H, com ||Z|| < 1.

Como CH = D(T*T) e CY2T* C Z*, obtemos
(I —C)CV?2=CV¥(I +TT)C — CV2C = CV*r1rCt2Ch? ¢ 7 ZCY2,

donde Z*ZCV? = (I — C)CY2. Como CY?H é denso, temos [ — Z*Z = C.

(ii) Recordemos que C = (I + T*T) ' e C, = (I + TT*)"'. Seja x € D(T™).
Pondo y = Ciz, obtemos x = (I + T*T)y e T*x = T*(I + TT*)y = (I + T*T)T"y,
donde Cyx € D(T*) e CT*z = T*y = T*C,. Usando inducao, é possivel mostrar que
p(Cy)x € D(T*) e p(C)T*x = T*p(Cy)x, para todo polinémio p.

Do Teorema de Weierstrass, existe uma sequéncia de polinémios (p,)nen Prn — t1/2

convergindo uniformemente em [0, 1]. Entao
lim 19 (C) — €2 = T lpa(C.) — (€)= 0

Tomando o limite, obtemos entao p(C)T™*x = T*p,(C\)x, e como T* ¢é fechado, obtemos
entdo CV2T*x = T*(C,)Y?z para x € D(T*). Como CY2T* C (TC'?)* = Z*, obtemos
Z*x = CY?T*x = T*(C,)*x = Z,x, para x € D(T*). Como D(T*) é denso em H,
obtemos Z* = Z, em H.

(iii) Suponhamos que T seja normal, ou seja, T*T = TT*. Entao
I -Z7Z=(1+TT)"'=I+TT)=1—(Z)'Z=1—- 77",
noutras palavras, Z é normal. O]

Teorema 4. ([22], Teorema 5.7, p.89)[Teorema Espectral para Operadores Ilimitados e
Autoadjuntos| Seja A um operador autoadjunto definido no espaco de Hilbert H. Entao

existe uma unica medida espectral E4 = E na o-dlgebra de Borel B(R) tal que
A= / AE.. (3.23)
R

Demonstracio. Abreviemos C = Cy e Z = Z4. Do Lema 19, segue que Z = ACY/? é
limitado, com ||Z|| < 1 e autoadjunto e I — Z% = C' = (I + A*)~!. Ainda, pelo Lema
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6, o(Z) C [—1,1]. Do Teorema Espectral para operadores limitados, existe uma tnica

medida espectral F' em B([—1,1]) de forma que

Z = zdF.

(—1,1]
Como F{1})H =N(Z-1)e F{-1} )H =N(Z+1), segue que F{1})H+F({—1})H =
N((I = Z?) = N((I+ A*)~1) = {0}, entdao F({1}) = F({—1}) = 0. Portanto, p(z) =
z/(1 — 2%)7'/2 é uma funcdo finita F-q.t.p. em [—1,1].
Vamos provar que A = I(¢). Como

z 1
————dF < — / ————dF < o0,
/(—1,1) (1 —22)1/2 o0 (-1,1) (1 —22)1/2 >0

segue do Teorema 2 que D(I(¢)) = D(I((1 — 2?)7'/?). Temos também que I(p) =
I(2)I((1 — 2%)7'/2), pelos itens (iii) e (v) do Teorema 7. Da Proposicao 11, segue que
I((1—2%)"12) = I((1—22)"/2)"!. Da unicidade da raiz, obtemos ainda C/? = (I —Z%)1/2 =
I((1 — 22)'/?). Assim, provamos até entdo que I(¢) = Z(C/?)~',

Como Z = AC'Y? é definido em todo H, CY*H C D(A), e portanto, I(p) =
Z(CY?%)=1 ¢ A. Como I(p) e A sdo autoadjuntos, I(¢) = A. Aplicando a Proposicio 15
usando a aplicagio ¢, existe uma medida E(M) = F(¢~'(M)), M € B(R), e obtemos

/Aﬂa:/ odF =1(y) = A. (3.24)
R [~1,1]

]

Observemos entao que, dado um operador linear autoadjunto A : D(A) C H — H,
do Teorema (Espectral) 4, existe uma medida espectral F4 definida na o-dlgebra de Borel
B(R), de forma que

A:/AdEA.
R

A partir da medida E,4, e dada uma funcao f € S(R,B(R), E4), podemos construir o
operador f(A) :=1(f) (na medida FE4), como no Teorema 2, onde

D(f(A)) = {x e /IR f(O)PdE, < oo}.
Assim, o mapeamento

¢:S(R,BR),Es) — L(H,H)
fr— f(A), (3.25)
onde L(H,H) é o conjunto dos operadores lineares de H em H, é chamado de cédlculo

funcional associado a A. Da construcao, segue que os operadores f(A) possuem as

propriedades j& obtidas para os operadores da forma I(f). Sumarizando
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Proposicao 16. (/22], Teorema 5.9, p.93)
Sejam f,g,€ S(R,B(R), o, € C e x,y € D(f(A)). Temos

(@) (f(A)z,y) = Je FN)AEAN)z, ),

(i) ||f(A)z||? = [o |fN)Pd{Es(N)x, z). Em particular, se f(t) = g(t), Ea—q.t.p. em R,
entao f(A) = g(A);

(”2) Se [ € LOO(RnaEA>7 entao ||f||L°° = ||f<A)||7

(iv) f(A) = f(A)*. Em particular, se f(r) € R Eqs—q.t.p. em R", entio f(A) ¢é

autoadjunto;

(v) (af +B9)(A) = af(A) + Bg(A);
(vi) xm(A) = Ea(M) para M € B(R).

Enunciemos ainda uma propriedade adicional que serd utilizada posteriormente.

Proposigao 17. Se A: D(A) C H — H ¢ um operador autoadjunto, entio o(A)?* C o(A?)

Demonstracao. Do Teorema Espectral, existe uma medida E associada ao operador A, de

forma que

A= [ 2E.
R
Assim, se A € g(A), segue da Proposigao 13 que, para todo § > 0
E({teR:|t— )\ <d})#0.
Como A? = f(A), para f(t) = t?, decorre da Proposicao 13
oA ={acR:E{tcR:|t? —al <e})#0, Ve> 0}
Mostremos que A? € o(A). Assim, dado € > 0, tomando J. = (€ + |A|)¥/2 + |\, segue que,
se [t — A < 0,
[t2 — N2 = |t — ||t + )|

<[t = Al = Al +2[A)

< 02+ 25.|\|

< e AP A AP = 20A0(e + A7) + 20 (e + [AP) — 2[A

:6,

ou seja,

{teR;|t— A <d}C{teR|t?—N|<e},
e como E({t € R;|t — A\] < &.}) # 0, segue que E({t € R;[t? — N?| < €}) # 0, e
A\ e o(A?). O
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Para finalizar esta se¢ao, mostremos agora que para o calculo das integrais espectrais,

precisamos apenas realizar a integracao no espectro do operador A.

Teorema 5. Sejam A um operador autoadjunto e sua medida espectral E4, M € B(R)
tal que M No(A) =0. Entio E4(M) = 0.

Demonstracdo. Observemos inicialmente que, da Proposicao 13, mais especificamente da

equagao (3.14)
p(A) ={A € C:3Jc>0tal que E({t € R,|t — \| < c}) =0}. (3.26)

Assim, como M No(A) = ), segue que M C p(A), donde, se A € M, entdo existe
cx > 0 tal que E(B(A c¢y)) = 0. Como M C UyenrB(A, ), pelo Teorema de Lindelof,
podemos extrair uma sequéncia enumeravel (\;);en, tal que M C U;enB(A, ¢y, ), e assim,
E(M) C E(UjenB(A, cy,)) = 0. O
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4 O OPERADOR DE SCHRODINGER FRACIONARIO

4.1 0S ESPACOS DE SOBOLEV FRACIONARIOS

Partindo do objetivo de encontrar solugoes fracas para a equagao (1.6), precisamos
inicialmente compreender e caracterizar o laplaciano fracionario (bem como o laplaciano
fracionario acrescido de um potencial), suas propriedades bésicas, possiveis dominios,

dentre outras caracteristicas.

Iniciemos por definir os espagos de Sobolev Fracionarios, donde posteriormente nos
restringiremos a uma subclasse destes, onde pontuaremos as suas principais propriedades

e resultados que serao utilizados na se¢ao seguinte.

Defini¢ao 12. Sejam s € (0,1), p € [1,400) e Q um subconjunto de R™. Definimos o

espago de Sobolev Fraciondrio W5P(QQ) como sendo o conjunto das fungoes

WP (Q) = {u e () M) Wl g Q)} (4.1)

|JZ _ y|n/p+s

com norma definida por

1/p
ulx p
(= (/ lu(a \pdx+// [t - |n+sp| dz dy) . (4.2)

O segundo termo de (4.2) é usualmente chamado de semi-norma de Gagliardo de u, e

denotado por [u]wys..

De forma analoga aos espacos de Sobolev classicos, também ha um resultado sobre

densidade das fun¢oes de suporte compacto.

Teorema 6. ([11], Teorema 4.27, p.195)
Para todo s € (0,1), o conjunto Cg°(R™) € denso em W*P(R™) na norma dada por (4.2).

Um questionamento natural é o da existéncia de alguma relagao de inclusao entre
os espagos de Sobolev fraciondrios, mediante a variagoes de seus indices {s,p}. No caso em
que mantemos o indice p constante, obtemos o resultado a seguir, que caracteriza como a

regularidade esta associada ao indice s.

Teorema 7. ([12], Proposicio 2.1, 6)
Sejamp € [1,00) e 0 < s < s <1, QCR™ um aberto e u : Q — R uma fungio mensurdvel.
Entao

lullwsr < Cllullys

e ainda, em particular, vale que

WP(Q) C WP(Q).



20

Demonstracao. Observemos inicialmente que

|u(z)? 1
dyd </ / —— d P
//Q”{lw ylz1} |z — y[rrer = Jo \sa | 2|t 2 ) lul@)lde

S C(”a Sap)Hu‘ |Iljjp(Q)7

onde C(n, s,p) é uma constante que depende da dimensao n e dos indices p,s. Assim

obtemos

p p p
an{la—y|>1} |g;— I”“p on{jz—y|>1} Ix—yl’”s”

< 2”0(%757P)||u|‘m(ﬂ)

Agora,

|u x) —u(y)l? [u(z) — u(y)?
S L gyd <// = 2T gy dir.
//ﬂm{x w<ry o —ylrr Y=o Jange gy o — gyt Y

Concatenando as estimativas

[u(z) — u(y)P
lullysiy < 2 €05l + S e < Clullyrgy

]

Um caso especial entre os espagos de Sobolev fracionérios é o caso p = 2 (que serd o
caso de real interesse nos desenvolvimentos futuros), onde denotamos W#?(R") = H*(R").
Este caso particular é extremamente interessante pois esta intrinsecamente ligado ao
operador (—A)®.

Todavia, esta ndo é a tnica definigdo possivel para o espago H*(R™). Uma outra
construcao, utilizando a Transformada de Fourier, consiste em definir o conjunto H 5(R™)

por

@) ={ue IR [ (14 Fu(©dg < oo} (13)

onde F é a Transformada de Fourier. E importante ressaltar ainda que esta definicio nao
precisa ser restrita ao caso de 0 < s < 1. Inclusive, poderiamos até definir H*(R"™) para
s < 0, porém precisariamos adentrar no assunto de distribui¢oes temperadas (assunto
esse que pode ser encontrado com mais detalhes em [11], Secao 4.2, p.181). Ainda nesta
secdo, na Proposicao 19, mostraremos que H $(R™) = H*(R™), donde poderemos transitar

livremente entre as defini¢oes apresentadas até agora.

Outro ponto interessante sobre o caso particular p = 2 é o de que os espacos
H*(R™) gozam de propriedades adicionais em relacdo aos espagos W*?(R"), pois podemos
estabelecer uma estrutura de produto interno, e ainda, obter uma estruta de espago de
Hilbert.
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Defini¢ao 13. Dados u € S(R™) e s € (0,1), definimos o laplaciano fraciondrio (—A)*

atuando em u por

(=A)*u(z) = C(n, s)PV Mdy (4.4)

R |z — y[rte

=C(n,s) lim Mdy

=0t JRM\Be(2) [T — y[n+2

C(n,s) = (/n de>1

¢ uma constante que depende de s e n, e aparece naturalmente em alguns calculos envolvendo

onde

o laplaciano fraciondrio, e P.V. é uma abreviagdo para Valor Principal.

Antes dos préximos resultados, é interessante enunciar o seguinte resultado técnico,

que sera utilizado em algumas estimativas posteriores.
Lema 20. Para & € R", vale a identidade
1 — cos(& -
[ Aoy — o, e

|y|n+23

Demonstragio. Observemos que dado = = (x1, ..., ,) € R", temos

1 — cos(z1) |2y |2 1
|x’n+2s - ’x|n+25 — |I|n_2+28’

0<

s . . . 1— , . oy .
para |x| proximo de 0. Assim, a integral de ‘mifi(fj) é finita, e positiva. Agora, considerando

o funcional I : R” — R, tal que

1(€) = /n L‘Mdy’

|y |2

observemos que [ satisfaz I(§) = I(|{|e1), onde e; = (1,0, ...,0). Com efeito, dada uma
rotagdo R : R™ — R", onde para um & € R™ fixado, vale R(|¢|e;) = &, e também, sendo

RT sua transposta, pondo y' = Ry, obtemos

o= [ LBl ),

i

1 — cos(|€ley - RTy)

= d
e
1 cos([glexy)) , ,
= fo e = 106len)

que prova a afirmagdo. Assim, a mudanca de varidvel x = [£|y nos da

1(§) = I(I¢ler)

_ [ Lzcoslém)
Ryl

1 1 — cos(xq)
- d

WnénMAmM% )
= C(n,s)""[¢]*,
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finalizando a prova do lema. [

Lema 21. ([12], Lema 3.2, p.12)
Seja s € (0,1). Entdo, para u € S(R™), vale a identidade

(—=A)’u(z) = ;C’(n, s) /n uz+y) + ry(f’i;sy) — 2u($))dy, Yy € R™. (4.5)

Demonstra¢io. Tomemos u € S(R™), e aplicando uma mudanca de varidvel do tipo

z =y — x, obtemos

(=A)*u(z) = —C(n,s)P.V. Mdy

R® |.Z' _ y|n+23

= —C(n,s)P.V. u(w +2) — u(@) dz

R |Z|n+2s
e agora, fazendo uma mudanga de varidveis do tipo Z = —z (e depois renomeando a
variavel Z como z),
) u(z + z) — u(x)
(—A)u(z) = —C(n,s)P.V. - o[ dz
1 w(z + z) — u(x) w(r —2) —u(x) .
= —— PV. dz+ P.V. d
20(7?,, S) ( R |Z|n+2s zZ+ R |2|n+25 <
1 u(r + z) — u(x) u(r — 2) — u(x)
= —— PV. dz+ P.V. d
2C(n, s) < V. . e 2+ - P 2

_ —;C(n, ) (P.V. uz+z)+ulz—z) - 2“($)dz> .

R |Z|n+2s

Porém, como u € S(R"), segue que, da expansao de Taylor de segunda ordem, existe § > 0

tal que para y € Bs, vale
u(z +y) +u(r —y) — 2u(z)| < ||D*ul|r= |yl (4.6)

donde segue que

/ lu(x +y) + u(x —y) — 2u(x d </ D? HLOO
Bs ’y|n+2s
noutras palavras, a integral de |u(z+y)+u(x —y) — 2u(x)|/|y[" ™ estd bem definida perto

da origem, e podemos nos livrar do valor principal P.V., donde segue o resultado. O

Proposicao 18. (/12], Proposi¢io 3.3, p.14)
Sejam s € (0,1) e (—A)* : S(R") — L*(R") o Laplaciano Fraciondrio. Entdo, para toda
fungao uw € S(R™), vale

(—A)u=F([¢[*F(u) (4.7)
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Demonstragao. Observemos inicialmente que, da limitacao (4.6), podemos limitar |u(x +
y) + u(x — y) — 2u(z)| em uma bola centrada em z, e fora da bola, podemos limitar
lu(x +y) + u(zr — y) — 2u(z)| por 4sup,cpn u(z). Ainda, como u € S(R™), u e D™u (em
particular, D*u) decaem mais rdpido que polindmios, vale

jul -+ ) +ue — y) = 2u(z)| _
M -

< A0 W)l sup [D*u(y)] + xan/m, (9) |yl ™" sup ful)

Bi(x

< Clum Wy (L + 2™ + Xreym (W)Y 7"7*) € LY(R).

Do Teorema de Fubini-Tonelli 26, podemos trocar a ordem de integracao e obter

F(-AYu)€) = —5C(n,s) [ (=) u(r)da

= —EC(n, s) /n e e (/ we ty)+ulzr—y) - 2u<x>dy> dx

2 |y‘n+2s
1 u(r +y)e % +u(z — y)e % — 2u(z)e "
——QC(n,s)/n (/n IE=E dx | dy
1 Y 4 ey — 9
= —50(”,3) (/n W@) F(u)(€)

— O(n.s 1 — cos(&y) "
= et ([, ) e
e do Lema 20, segue que
F((=A)u)(€) = € F(u)(§) = (=A)"u(z) = FH ([ F(u))(©),
como desejavamos. O]

Proposicao 19. (/12], Proposi¢io 3.4, p.16)
Dado s € (0,1), vale que H*(R") = H5(R™), e além disso

e = 20(n,5)™ [l |F (). (48)

Demonstracio. Fazendo uma mudanca de variavel do tipo z = = — y, para y € R" fixo,

[ (L) oy ([ 2208 )
(e )

uz + ) —u() [
2]/

temos

dz

]Rn

:/n

L2

P (2520)

2
dz

L2
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onde no ultimo passo utilizamos a Férmula de Plancharel 27. Agora, usando o Lema 20,

F( e ) |

segue que

L.

€z 1 2
== [ ], |6|z|n+28' Pu)(€) e
- 2// |ZT:i2§Z |F(u)(€)]Pdédzdé
— QC(n, S)_ /Rn |€|28|F(u)(§)|2d§,

donde obtemos o resultado desejado. O]

Portanto, da Proposicao 19, temos a igualdade entre H*(R) e H*(R"), vistos como

subconjuntos de L?(R"). Definindo entdao em H*(R") o produto interno

(wvhe = [ 1+ 6P P F(0)()dg (49)
decorre imediatamente que a norma oriunda de (4.9) é dada por
o= [ U )P ) ©)Fde, (4.10)

e mais ainda, da Proposi¢ao 19 combinada com a Férmula de Plancharel 27, nos da

lllze = [ 1+ €I F@)©)FPdg = [fullis +2C(n, 5)

donde obtemos que ||.|

m= € ||.||gs sdo equivalentes, e mais ainda, H*(R) é espaco com

produto interno definido. Tratemos de obter ainda que H*(R™) ¢é espaco de Hilbert.

Teorema 8. ([11], Proposi¢cao 4.8, p.182)
Para s > 0, o espago H*(R™) é um espago de Hilbert.

Demonstragio. Dado s > 0, tomemos uma sequéncia de Cauchy {u,} € H*(R™). Da
defini¢io de H*(R"), segue que g,(&) = (1+[¢[>)*/2F(u,) € L*(R"), para todo n natural, e
como L?(R™) é espago de Banach, a sequéncia de fungdes g, converge para alguma funcio
U € L*(R"). Assim, como a funcdo f(&) = (1 + |£]?)~*/? é limitada em R", segue que
fU € L*(R"), donde podemos aplicar a transformada de Fourier, e pondo v = F~1(fU),

segue que
(L+ 32 F(u) = L+ [EP)PE(FTH(fU)) = 1+ €22 fU = U € L*(R™),
o que implica que u € H*(R"). Portanto, como, para dado v € H*(R")
1/2
lollne = ([ +16P)PPde) = 11+ 12 F )]l

segue, da continuidade da transformada de Fourier em L?*(R™) que

[l = wnllms = [|(1+[€]) F(u — un)|l12 = 0,

ou seja, u, converge para u, em H*(R"). O
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Corolario 2. Para s > 0, o espago H*(R™) ¢é reflexivo.

Demonstragio. Com efeito, como H*(R™) é um espaco de Hilbert, segue do Teorema 25,

este espago ¢ reflexivo. O

Vamos enunciar dois resultados sobre imersoes (continuas e compactas), os quais nao
demonstraremos devido ao seu teor mais técnico, mas que serao utilizados extensivamente

no decorrer deste trabalho.

Teorema 9. ([11], Teorema 4.47, p.210) Para 0 < s < 1, valem as sequintes imersoes

continuas

1) Se 25 < n, entao — , para todo 2 < q <27 =2n/(n — 2s);
1) Se 2 10 H°(R™ Li(R™ do 2 2, =2 2
(17) Se 2s =n, entao H*(R"™) — LY(R™), para todo 2 < q < oo

(¢13) Se 2s > n, entdo H*(R™) — L*(R").

E, para o caso de imersdes compactas em dominios Lipschitz (veja a Definigao 18

sobre dominios Lipschitz), vale

Teorema 10. (/11], Teorema 4.5/, p.216)

Seja Q0 um aberto, limitado e Lipschitz de R™. Para 0 < s < 1, valem as sequintes imersoes

(1) Se 2s < n, entdo a imersio H*(2) — L1(Q2) é compacta para todo 2 < q < 2% =
2n/(N — 2s);

(i7) Se 2s =n, entdo a imersio H*(2) — L4(Q) é compacta para todo 2 < q < oo,

(ii1) Se 2s > n, entdo a imersio H*(Q) — Cy™NQ) é compacta para X < s —n/2.

4.2 O OPERADOR DE SCHRODINGER FRACIONARIO

Vamos definir agora uma classe de operadores, aos quais chamaremos de operadores
de Schrodinger fracionarios, onde ao invés de utilizarmos o laplaciano, fazemos o uso do
laplaciano fracionario. Os resultados apresentados nesta se¢do sao uma adaptacao de
alguns resultados dos Capitulos 2 e 3 de [24]. Assim, nosso objetivo é obter caracterizagdes

do espectro dos operadore de Schrodinger fracionarios.

Defini¢ao 14. Fizemos s € (0,1), e V : R* — R, tal que V € L*(R") um potencial.
Definimos o operador de Schridinger fraciondrio Ss por
S, : S(R") ¢ L*(R") — L*(R")
ur— (=A)’u+ Vu. (4.11)
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Para as consideragoes e desenvolvimentos que seguem, é importante sabermos se
S, é autoadjunto, essencialmente autoadjunto, simétrico, ou nao possui nenhuma dessas
propriedades. Nesta linha de ideias, o resultado a seguir nos d4 um direcionamento sobre

1Ss0.

Teorema 11. Sejam A e B dois operadores lineares ilimitados definidos num espaco de
Hilbert H e um operador unitdrio U, tais que UAU™" = B e UD(A) = D(B). Se A ¢

autoadjunto, entdo B também é.

Demonstragio. Observemos inicialmente que, se y € D(B), segue que U~'y € D(A). Com
efeito, se y € D(B), entao da hipétese sobre os dominios, segue que y = Uz, para algum
z € D(A), donde decorre que U~ 'y = z € D(A).

Da mesma forma, notemos que se z € D(A), entdo existe y € D(B) tal que
z = U 'y. Com efeito, para um z € D(A), segue que Uz € D(B), donde existe y € D(B)
satisfazendo Uz = y, ou seja, U™y = z € D(A).

Mostremos agora que B é simétrico, e para isto, tomemos =,y € D(B). Entao
(Bx,y) =(UAU z,y) = (AU "2, U"y)
=(U "z, A*U*y) = (x, (U )*A*U*y)
=(z,UAU™'y) = (z, By)
onde usamos que U* = UL,

Mostremos agora que se x € D(B*), entao U 'x € D(A*). Para isso, precisamos

mostrar que, para todo z € D(A), existe w € H que satisfaz
(Az, U 'z) = (x,w), 2z € D(A).

Dado z € D(A), existe y € D(B) tal que z = U™y, e assim

donde obtemos que U~'z € D(A*) = D(A).

Por fim , se # € D(B*), entdao U~ 'z € D(A*) = D(A), que implica em U~ 'z €
D(A). Assim, segue que U(U'z) € UD(A) = D(B), ou seja, z = UU 'z € D(B). O

Corolario 3. O laplaciano fraciondrio é essencialmente autoadjunto.
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Demonstragio. Sejam D(A) = {f € L*(R"); / )| f(6))2de < oo} e o operador

A: D(A) c L*(R") — L*(R")
f— 1€ f()

Entdao A é autoadjunto, pois é apenas um operador multiplicacio. Tomando U = F~1,

onde F' é a Transformada de Fourier e dada f € S(R"), segue que

FHAF(f)(z) = FH(Ef(9) = (A)f,
ou seja, F71AF restrito a S(R") ¢ igual ao laplaciano fracionario. Noutras palavras,
F7'AF é extensao de (—A)®.

Observemos que H*(R") = F~'D(A). Provemos inicialmente que F~*D(A) C
H?$(R"). Dado g € F~'D(A), entao g = F~(f) para algum f € D(A), donde

LI (@)@ = [ I FEA)©R = [ IE*17©)ds < oo,

onde usamos no tltimo passo que f € D(A), e assim, concluimos que g € H*(R").

Provando agora a inclusdo reversa, dado g € H**(R"), segue que

[ 1€ 1F @) s < o,

ou seja, F'(g) € D(A), e portanto, g = F~Y(F(g)) € F~'D(A), concluindo que H*(R") =
F~'D(A). Portanto, se definirmos B = F~'AF, com D(B) = F"'D(A) = H*(R"), entdo
segue do Teorema 11 que B ¢ um operador autoadjunto, e mais ainda, ¢ uma extensao de

(—A)*, como desejavamos. O

Para facilitar a compreensao, a partir deste ponto, quando nos referirmos ao
laplaciano fraciondrio, estaremos nos referindo a sua extensao autoadjunta definida sobre
H?*(R™). A partir de agora, vamos construir resultados técnicos que culminarao em
ferramentas a serem utilizadas na caracterizagao do espectro dos operadores de Schrodinger

fracionarios.
Lema 22. Sejam v, w € L*(R") e s € (0,1) tais que

/n (@) (=AY 2(z)dz = / w(@)z(z)dz, Yz € C2(RM).
Entio v € H*(R") e ainda valem

ePeo(e) =
(~A)v(x) =

(&), qtp. em R,

w
w(z) g¢tp. em xR
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Demonstragio. Mostremos inicialmente que v € H**(R™), o que ¢ equivalente a mostrar
que v € D((—A)*) pois D((—A)%) = H?*(R"). Mais do que isso, como o laplaciano
fracionario é um operador autoadjunto, segue que, para mostrar que v esta em seu dominio,

basta apenas que exista C' > 0 tal que
(0, (=A)2)] < |zl 2, ¥z € HE(R™).

Antes de prosseguirmos, observemos que, da hipétese, temos

/R o(@)(~A) 2()de

/n w(z)z(x)dx
< ||wl|rz]|z||r2, Vz € CC(R™). (4.12)

(v, (=A)*2)] =

Temos entao um pedaco da jornada ja concluida, restando apenas conseguir generalizar
a desigualdade acima para todo z € H*(R"). Assim, dado z € H*(R"), e do Teorema
6, C5°(R") é denso em H?*(R™) donde existe uma sequéncia (z,) C C§°(R™) convergindo
para z (em H?(R")). Entédo

[(=A)*2 = (=A) 2|2 < ||z = 20| |12 = 0,

donde ((—A)®z,) converge para ((—A)®z) em L?(R"). Além disso, como para cada n € N
zn € C°(R™), segue da desigualdade 4.12 que

(v, (=Azn))| < Cllznl[L2 = Clz][ 2.

Portanto, (|(v,(—A)%z,)|) é uma sequéncia limitada, e possui ao menos uma subsequéncia
convergente, ao qual tomaremos em detrimento a prépria sequéncia. Mostremos que
(v, (=A)°z,)| = [{v, (—=A)®z)|. Para isto, basta notar que

o, (=AY 2] = (o, (~A) )| < (v, (~A)°2 = (~A)°z0)]
[ o@) =2y - z)(@)

< lollz2[[(=A)(z = 20)[l22 = 0.

Sumarizando, temos entao
(v, (=A)°2)| = [{v, (=A)%z,)| < Cll2]] 22,

donde concluimos que v € H*(R").

Agora, retornando a hipdtese, temos também que

[ 2l 260 = [ v(x)(~A)=(a)da

[ a©26)de, vz e CEm,
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donde obtemos
— (3,0[¢]* —w) =0, Vz € C°(R™),
e por fim, da densidade de C§°(R") em L?(R"), segue que
= (2,9[¢]* —) =0, Vz € L*(R").

Por fim, do produto interno ser nulo para todo z € L*(R™), segue que 9|£]**(€) = ©(€)
q.t.p. £ € R". Mediante a aplicacdo da Transforma de Fourier Inversa, segue que
(—=A)*v(x) = w(z) q.t.p. em z € R™. O

Antes de prosseguirmos, vamos definir o conceito de solucao fraca para o contexto
(mediante a algum conjunto de fungdes de teste) em que estamos trabalhando. Mais ainda,
cabe a observagao prévia de que, para algum s € (0,1), do fato de H?*(R™) ser o dominio
de (—A)®, segue que H*(R") é o dominio de (—A)%/2,

Definicao 15. Uma fungio u € H*(R™) é dita solugio fraca em C{°(R™) da equagdo
(=A)%u(z) + V(z)u(z) = f(z),
se vale

/ (A Pu(a) (~A) () + V(@)u(z)v(z)de = / F(@)(z)dz, Yo € C2(RY). (4.13)

Desta definicio, podemos enunciar o seguinte resultado
Lema 23. Sejam f € LA(R") e u uma solucio fraca de
(—A)ou(z) = Mu(z) + f(z) (4.14)
em C(R"). Entdo u € H*(R"), ¢ ainda
(—A)u(x) = Mu(z) + f(z), ¢tp. emR"
Demonstragio. Se u € H*(R™) é solucio fraca de (4.14), entdo podemos escrever que
L =2 2u(@) (=) @) = [ (ula) + f@)v@)dr, Yo e CFRY)
= (=), (=8)0) = [ (ulx) + f(2))o(a)da
— (u, (~A)*0) = /R () + f(@)o(z)de
— / (@) (=A)*o(z) = / () + f(2))o(z)dz, Yo e CZ(R™).

Assim, usando o Lema 22, segue o resultado. O

Podemos agora comegar a investigar o espectro (e suas partes) de Sg para alguns

potenciais especificos.
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Teorema 12. Se V =0, entdo 0,(Ss) = 0.

Demonstragio. Suponhamos que u € N'(Sy — AI) C H**(R"), para algum A € R. Entao
(—A)°u = Au.

Assim, dado z € C§°(R") e usando a autoadjun¢ao do laplaciano fraciondrio, temos

/ w(@)(=A)*2(x)de = / 22) (A u(z)de = / Nu(@)z(z)dz, Yz € C2(RM)

e pelo Lema 22, identificando w = Au e v = u, segue que

€1*a(e) = Ai(€), q.t.p. em R",
donde obtemos
(I€* = Ma(€) =0, q.t.p. em R
porém, para um A\ fixo, isso ocorre apenas quando u € nula em quase todo ponto. Concluimos

entdao que N (Ss — AI) = {0}, como queriamos. O

Corolario 4. Se V =0, entdo 0(S5) = 0ess(Ss).

Demonstragio. Como 04(Ss) C 0,(Ss), segue que 04(Ss) = 0. Portanto, da decomposigao
0(Ss) = 0ess(Ss) Uoa(Ss), segue o resultado. O

Antes de prosseguir, dado s € (0, 1) vamos considerar o funcional

Q. : H*(R") — R
U — [(=A)u(x)*de + | V(z)u(z)d. (4.15)

R™ R

Este funcional sera importante nos estudos que seguem, e por isso, cabe investigar sua

continuidade.
Lema 24. O funcional Q, para s € (0,1) definido em (4.15) é C*(H*(R™)).

Demonstragio. Para u € H*(R"), podemos separar o funcional Qs(u) = I1(u) + I2(u), em

que

n

L(u) = / (=2 Pu(@)Pdr, e I(u) = / V(x)u(z)?dz.

Provemos inicialmente que o funcional I; é diferencidvel em todo ponto v € H*(R"). Dado
u € H*(R"), e tomados v € H*(R") e t € R, temos

Li(u+ tv) — I (u) = /

Rn

= 2 /n |(—A)5/2U(m>|2dx + 9t /Rn(—A)S/QU(IL‘)(—A)S/QU(ZE)d:E,

[(=A)*2(u + tv) () *dz — /R (=) 2u(w)Pda
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donde

(o = i PO Iy Aty ) a) Pua)

e segue que a derivada (no sentido de Gateaux) de I; existe para todo ponto no dominio do
funcional. Provemos agora que I} é uma aplicacdo continua. Para isso, dados u € H*(R™)
e (u,) C H*(R™) convergindo para u em H*(R"), basta mostrar que I (u,) converge para

I (u). Assim, dado v € H*(R™), segue que

(13 () = I (wa))ol = 2 [ (=2)0(@)(=A)"*(u - up)(2)dz

<o ([ carrmpe) ([ 1A - w@re)
< 2||v||gs||u — un||lgs — 0

e segue que [] é continuo em H*(R").
Vamos provar agora a diferenciabilidade de I,. Para isso, da mesma forma que
fizemos anteriormente, tomando v € H*(R"), e tomados v € H*(R") e t € R, segue

V(z)(u(z)? + 2tv(x) + t?v(z)?)dx — / V(z)u(x)*dx

n

L(u+tv) — I(u) = /n
=2t | V(x)u(x)v(z)dr + t2/ V(z)v(x)*dx

R n

donde

L(u)v = 11—{% Lo{u tvt) = Ix(v) =2 - V(z)u(z)v(x)dz.

Portanto, acabamos de mostrar que Iy é derivavel em todo ponto. Provemos a
continuidade, seguindo os mesmos passos da demonstragao de [, donde dado u € H*(R™)
e (u,) C H*(R™) convergindo para u, mostremos a convergéncia de I} (u,) para I}(u).

Tomando v € H*(R") arbitrario, podemos escrever

(I3(w) = B(ua))el = 2| [ V(@) - w)(@)o(a)ds

< 2|Vl ool — unl[ g2 [v] |2

< 2[[v|

Hs s — 0,

U — Uy
e assim, segue o resultado. O]

Da construcao da prova, podemos ainda inferir que a derivada do funcional (), no

ponto u, atuando em v é dada por

Q. (uv =2 [ (=A)*v(x)(—A)?u(z)dz+2 | V(z)u(z)v(z)dz. (4.16)

Rn RTL

A partir de agora, consideremos o escalar

A= inf{/n (=AY 2u(@)Pde + | V(@)u(z)de; ue H (R, |[ul|m = 1}. (4.17)

Rn
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Lema 25. Seja V € L>®(R") e A como em (4.17). Valem
(1) A= —|[V|[z= > —o0;

(2) A = inf { /]R N2y Pu(@)Pde+ [ V(@)u(@)de; we CRR™), Ilull: = 1},-

(3) A = inf {/Rn(Ssu(x))u(:c)d:c; we B[R, [ull = 1};
(4) Sew e H*(R™) com ||ul]|lz=1e A= /Rn(Ssu(x))u(x)dx, entdo
u€ H*(R™), u € N(Ss—AI) e A € 0,(S,).

Demonstragio. Para (1), de / |(=A)*2u(z)|*dz > 0, segue imediatamente que

n

/n (A 2u(z))Pdz + | V(z)u(z)’de > | V(z)u(z) dz

R" R"
> _||V||Loo/ u(z)*dx
R’ﬂ
= —[IVl[z=

donde decorre que A > —||V|| =, como desejavamos.

Para provar (2), como C§°(R"™) C H*(R"), segue que
Aginf{/ (=A)*2u(z)| dx+/ Vdz: u e C(R™, [[ul|z2 :1}.

Consideremos o funcional @ definido em (4.15). Da definicdo de infimo, existe uma
sequéncia (u,) C H*(R™) tal que ||u,||r2 =1 e Q(u,) — A. Além disso, da densidade de
C°(R™) em H*(R™), para todo n € N, existe v, € C5°(R") tal que ||v, — uy||gs < 1/n.

Portanto, podemos escrever

el = [ (al@)? + vale)? = wn(@))de =1+ [ (0n(2)? = un(@)?)da
= |[on[l2 =1 = /Rn(vn(l“) = un () (Vn(2) + un(x))d.
Assim, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, podemos naturalmente escrever
Honll2 = 1] < v — unll2||vn + un] 22

1
< —([lvn + unll2)

n
1

< llvn = unllze + 2llunl|22)
1

<—(1/n+2)—0,
n

ou seja, ||vp||rz — 1.
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Definindo a sequéncia normalizada w,, = Hv”ﬁ -, segue que Qs(wy) = ﬁz](ﬁ’"i Assim
nllr, nIlL

|Qs(vn) — Al < [|Qs(vn) — Qs(un)| + Qs (un) — Al
< K|+ [Ko| + |Qs(un) — Al

onde

K= [ =8 Pun@)P = (-A) P @)Pde, e K= [ V() n(e) = u(a)?)ds

n

Antes de adentrarmos nos calculos de K, observemos inicialmente que
/n |(=2)2 (= va) () Pdz < [[wn = vallmr < 1/n.
Com isto em mente, obtemos
Ki= [ 18 u, (@) = [(=A) "0, (2)da

= [ (=) Pu(@) + (=A) 20, (2)) (= 8)2un(2) = (=A)?v,(x))de

R
1/2 1/2
< ([ 120 = v @Pde) ([ 1-8) 0 + va) (@) P
1
< AP+ (= 8) 0, |12
<l —A s/2 —A s/2 A s/2, A s/2
< (2Pl [z + [1(=A) a4 (=)0, = (=A) Py |12)
1 S S S
< (A unllge + 1(=2)"v = (=8)ul12)
1 1
< = (2/[(=AY?u,,|| 2 )
<~ (2=)Pullze + ).
[§
Kl =|[ V(z)(va(2)® — un(z)?)d
5ol = | [ V(@) (0a @) = un(2)?)da
< Wllee | [ (0n0) + (@) (0n(2) = tn())d
< V1ol o = wall 2l [0+ all 22
1
< IVl (on + uall2)
1
< IVl (o = uallze + 2lfual|z2)
1
donde
(@s(0a) = Al < [Ka| + [ Kol + |Qu(uwa) = A
1 /1 1 /1
< (2420 Puallzz) + WVl (5 +2) + 1Qu(ua) = Al
n \n n\n
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Agora, para limitarmos o termo / |(—=A)*?u, ()|*dz, observemos que, da definicao de

n

A, existe ng € N, tal que

Qs(un) < A+1, Vn > ng
= (=A%, ?de < A+1— / V(z)un(z)*dz
R7 Rn

Assim, tomando n — oo, concluimos que Q4(v,) — A. Mais do que isso, como ||v,||z2 — 1,
Qs (vn)

segue também que Q,(w,,) = Monll,2

— A, com as propriedades adicionais de w,, € C§°(R")

e ||wpllrz = 1.

Portanto, construimos uma sequéncia pertencente ao conjunto

{/ (=A)y 2da:+/ Vdz: ue CE(RY), ||ullz = 1},
convergindo para A, donde da defini¢do, o infimo deste conjunto é menor ou igual a A.

Como ja possuiamos a desigualdade contréria, segue a igualdade.

Para o item (3), observemos inicialmente que, do Teorema 7, temos H?*(R") C
H*(R™). Assim, dado v € H?*(R"), podemos atuar com (—A)® e também (—A)%2.

Portanto,
/H(Ssu(ﬂi))u(af)dx = /n(—A)su(x)u(:c) + Vu(x)*de

—A)’u,u) +/ V(z)u(z)*dx
Rn

= (=) u, (=A)*2u) + | V(z)u(z)’dx

R

= [ ((=2)"u(@)]” + V(z)u(z)?)de.

R

Assim, do item (2) e nomeando por
a= {/ (=) 2ue)Pdo+ [
b={ [ (Scula)u@)iz; we H¥®), |jull2 = 1]
¢ {/ (=A)*2u(z)Pdz +

segue das inclusoes C5°(R™) € H*(R") C H*(R") que a C b C ¢, e como infa = infc,

V(z)u(x)’dr; u € CF(R™), |ul|z2 = 1}

V(@)u(z)?de; u e H R, |jul| = 1},
Rn
segue que inf @ = inf b = inf c.
Finalmente, para (4), coloquemos P(u) = / u(z)*dz, donde temos P € C'(H*(R"™)),

e Pl(u)v = 2/ u(z)v(z)dz, para u,v € H*(R™). Em particular, P'(u)u = 2||u||3. # 0,
Rn

para u # 0. Assim, se u € H*(R™) com P(u) =1 e Qs(u) = A, entdo, do Teorema 28,

existe ¢ € R multiplicador de Lagrange tal que

Q. (u)v = EP (u)v, Yo € H*(R™),
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e reescrevendo,

2 [ (—=A)Pu(z)(=A)?v(z) + | V(z)u(x)v(z)dz = 2¢ - u(z)v(z)dz, Yv € H*(R").

R7 R7

Pelo Lema 22, segue que u € H**(R"). Além disso, no caso particular de u = v, decorre

que 2Q,(u) = 2£, donde A = £. Portanto, podemos reescrever

/ (A Pu(a) (~A)o(a)dr = / (A — V(2))u(z)o(x)dz, Yo € H (R,

n

e do Lema 23, identificando A = A e f = —Vu, segue que

(—A)Yu=((A—=V)u, g¢t.p. emR" (4.18)

Teorema 13. Sejam V € L>®°(R") e s € (0,1). Entdo
(i) o(Ss) C [A,00);
(it) A € o(Ss).

Demonstragio. Para provar (i), notamos que, do Lema 25 item (3), para u € H?*(R")

com u # 0, pondo u/||ul|Lz, temos
re [ S,
w ullze

donde podemos escrever
[ (Ssu(@)ule)dz > Allull= (4.19)
Assim, para A € R arbitrario, temos
(A= Nullzz < /Rn((Ss — Au(z))u(z)dr < [|(Ss — Aul|2[|ul] 2,

donde concluimos, que ||(S — A)u||z2 > (A — N)||u||z2, para todo v € H**(R) nao nulo.
Portanto, do Lema 4, segue que, para A < A, (Ss — AI) é um isomorfismo, assim A € p(S;),

e a afirmacao esta provada.

Agora, para (ii), tomemos m qualquer tal que o(S5) C [m, 00). Desejamos mostrar
que m < A. Para isso, tome £ € (—oo,m) arbitrario. Como & € p(S;), segue que
A = (S, — €I)7! existe, é limitado e autoadjunto. E imediato que 0 € o(A), pois
A—0I=A e R(A) = D(S,) = H*(R") # L*(R"). Tomando X # 0, vale

A—/\I:A{i—(Ss—gl)}A:)\{C\+§>I—SS}A,
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donde

A — N :L*(R) — L*(R") ¢ isomorfismo

= S, — (i\ + 5) I: H*R") — L*(R") ¢é isomorfismo
1
— ()\ + é) € p(Ss).

Noutras palavras, A € p(A) se, e somente se, 1/\ + & € p(Ss), porém, isto implica que,
A € 0(A) se, e somente se p:=1/A+ & € o(Ss). Assim

1
o(A)={0}uU ,;LEU(SS)}.
W-wu{ L,
Provemos ainda que o(A) C [0,1/(m — £)]. Para isto, observemos inicialmente, que se
A <0

1 1
m>§>§+x = X+§¢U(SS) = A¢o(A).
Portando, o(A) C [0,00). Além disso, se A € o(A), entdo 1 + ¢ € o(S;), donde

1 1
— > >\
)\+£_m:> m_g=N

e segue portanto que o(A) C [0,1/(m — &)].

Portanto, do Lema 6,
/ Av(z)v(x)dr >0 Yv € L*(R™).
Assim, dado u € H**(R"™), pondo v = (S, — £I)u, segue que

0< - Av(z)v(x)dxr = /Rn(SS — &Nu(z)u(z)de

= /Ssu(x)u(x)dx > §/u(z)u(m)dm, Vu € H*(R)

— <A

]

Uma consequéncia imediata do resultado que acabamos de provar é que o espectro
de S, nunca é vazio, e mais ainda, seu infimo é bem determinado. Tratemos de obter

informacao similar para o espectro essencial.

Teorema 14. Sejam V € L>*°(R") e s € (0,1). Entdo
(i) Para todo X\ € p(Ss), (S —A)~': L*(R™) — L*(R™) é ndo compacto;
(1) 0ess(Ss) # 0.
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Demonstragao. Iniciemos a prova pelo item (i). Dado ¢ € C§°(R™), com ¢ # 0, n =
(n1,....,nn) € N seja ¢,(z) = ¢(x — n) a translacio de . Entao p, € H?**(R") e

l|onllazs = ||| m2s. Além disso, observemos que
/Rn on(x)v(z)de — 0, Vv e C;°(R"),

pois a translacao faz com que, para |n;| suficientemente grande (para todas as componentes
de n), tenhamos suppp, N suppv = ). Deste fato e do Teorema 29, segue que @, — 0 em
L?(R™). Porém, isto implicaria que, se (¢, )n,en possuisse uma subsequéncia que convergisse

fortemente em L?(R"), entdo seu limite seria 0. Terfamos entdo
0 = lim ||y, [|g2e = ||| g2s > 0,

o que é uma contradigao. Portanto, (¢, )nens ndo pode ter uma subsequéncia convergindo

fortemente. Utilizaremos este fato no decorrer da demonstracao.

Seja A € p(Ss) e T = (Ss — AI)~!. Consideremos (v, )nen, onde v, = (Ss — Al)p,.

Notemos que v, é limitada em L?*(R™), pois

vnllzz = 11(Ss = AD)en|[ 12
< [I(=A)@nlle2 + ([[VI[ze + [AD[lenl] 2
< lenllaze + (V[ + [XDon]]m2e-

Mas T'v,, = p,, donde como (¢, ),ecrr Nd0 tem subsequéncia convergindo fortemente, segue
que T'v,, também nao possui. Portanto, 7= (S — A\I)~! ndo pode ser compacto (pois caso
fosse, toda sequéncia limitada possuiria alguma subsequéncia convergente).

Agora, para (ii), suponhamos que o4(S) = (). Terfamos o(S) = 04(S) e como o

espectro discreto é enumeravel, existiria uma sequéncia (i, ),eny com
(fn)nen = 0(Ss) C [A,00), 0 < dimN(Ss — pnl) < 00, Vn € N,

e para todo R € (A, 00), (ftn)nen N [A, R] contém apenas um nimero finito de pontos, pois

os elementos de (p,)nen s@0 pontos isolados em o(.5).

Tomando £ < A e pondo A = (S, — 1), de forma inteiramente andloga ao item
(ii) do Teorema 13, A : L?*(R") — L?(R") ¢ limitado, autoadjunto e

o(A) = {0} U {Mig he U(Ss)} _{0}u {unl—g’ ne N}.

Dado € > 0, 0(A) \ [—¢, €] contém um ntmero finito de pontos e cada autovalor tem
multiplicidade finita. Seja E,. o subespago de L*(R™) gerado pelos autovetores associados
aos autovalores em o(A) \ [—€,€]. Entao dimE. < oo e A(E,) = E.. Além disso, da
autoadjungao de A, obtemos que A(EL) C E+, donde podemos definir a restrigao de A
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em Bt dada por A, : EX — EX. Temos o(A.) = o(A) N [—¢, €], e do Lema 6, segue que
A < e

Seja P.: L*(R) — L*(R™) a projegao ortogonal de L*(R") em E.. Como dimFE, <

00, segue que P, é um operador compacto. Temos
A=AP.+ A(I - P),

onde AP, é compacto (pois A é limitado e P. é compacto) e ||A(I — P,.)|| = ||A]| < e
Portanto, tomando a sequéncia de operadores (AP ,)nen, Vemos que a sequéncia de

operadores é constituida de operadores compactos, e
|A = APyl = [JAU = Pu)l| = [[Ayyll < 1/n,

e como o conjunto dos operadores compactos ¢ fechado dentro de B(L*(R™), L*(R™)),

segue que A é compacto, contradizendo (i). Portanto, segue que o.4s(Ss) # 0. [
Dado um potencial V', denotaremos o seguinte limite (quando existir) por
[:= lim ess supj<p|V(z)| (4.20)
R—o0 -

Lema 26. Sejam V € L*¥(R"), s € (0,1) e M : L*(R") — L*(R"), dado por Mu = Vu.

Se I%im ess sup|z<r|V(x)| =0, entao M
—00 =

Hs(rr) € um operador compacto.

Demonstragio. Para p > 0, denotemos por x, a funcéo caracteristica da bola B(0, p). Da
Imersiao Compacta do Teorema 10 de H*(B(0, p)) em L*(B(0, p)), segue que u +— x,Vu é
um operador compacto de H*(R™) em L?(R"). Agora, notemos que

1Mu = x,Vullf- = /x|>p(V($)u(iB))2d$ < suppaps | V(@) |ull7:

2
Hs:

< supjaf»,|V (@) ul

Assim, fazendo p — oo, temos Mu — Vu, donde obtemos que M : HS — L? é o limite
em B(H?® L?) de uma sequéncia de operadores compactos, e portanto, ¢ um operador

compacto. O]

Lema 27. Sejam V € L*(R"), s € (0,1) el como definido em (4.20). Entao R(Ss — \I)
¢ um subespago fechado de L*(R) para todo \ < 1.

Demonstragio. Dado u € H*(R"), A € R, temos
(Ss = A)u=(-APu+(V-DTu—V-1)"u—\—-1u.

Pondo Tu = (—A)*u + (V — I)*u, para u € H**(R"), temos T autoadjunto, e como
(V-=0D">0eA>—||[(V =D~ >0, segue que o(T) C [0,00). Assim, T — (A —1)I é

isomorfismo para A < [.
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Além disso, como limjg| e (V () — )™ = 0, segue do Lema 26 que M : H*(R") —
L*(R™), dado por Mu = (V —1)"u (e como H*(R™) C H*(R") segue que M também estd

definido em H?*(R")) é um operador compacto. Verificando que, para A < [
Sy =M =(T—-MN=0)D{I —(T—M\-DI)"'M},

considerando K = (T — (A — )I)™'M : H**(R™) — H?**(R"), segue que K é compacto
(pois (T'— (A —1)I)~! é limitado). Entao do Teorema 31, (I — K)H?**(R"™) é subespaco
fechado de H*(R™), e consequentemente R(S — X)) = (T — (A —1)I)(I — K)H*(R") é
fechado em L?(R™). O

Lema 28. Se P ¢ projecio, entio (I — P)(H) L P(H).

Demonstragio. Com efeito, tome v € (I — P)(H), entdao v = (I — P)w = w — Pw, para

algum w € H. Tomando u € P(H) arbitrario, vale que u = Pu. Assim
(v,u) = (w — Pw, Pu) = (Pw — P*w,u) =0
pois P = P2. O

Lema 29. Sejam V € L>*(R") es € (0,1). Para € > 0, seja X o subespaco de H*(R™)

tal que

/ (A Pu() Pdr+ [ V(@)u(a)Pde < (1-¢) / w(e)de, Yue X.  (4.21)

n

R

Entao dimX < oo

Demonstragio. Como a aplicagdo u / [(—=A)*u(z) Pde + /V(x)u(a:)de e u
Rn

/ u(z)*dx sdo continuas sobre H*(R"), segue que (4.21) também vale para X, donde
potiemos considerar sem perda de generalidade, que X é fechado em H*(R"). Agora, para
provar que dimX < oo, precisamos apenas mostrar que dada uma sequéncia genérica
(un)nen C X, tal que ||u,||gs = 1 possui subsequéncia convergindo fortemente em H*(R™).
Passando para uma subsequéncia se necessario, podemos admitir, através do Teorema 30,
que u, — u, para algum u € H*(R"). Usando o Lema 28, onde P é a projecao sobre X,

temos ((I — P)u,u,) = 0. Assim, usando novamente o Lema 28

llu — Pul|* = (I — P)u, (I — P)u) = ((I — P)u,u) — {(I — P)u, Pu)
(I — P)u,u) ={(I — P)u,u) — (I — P)u,uy,)
(I — P)u,u — up) — 0

donde u = Pu € X.
Agora, da definicao de [, existe R > 0 tal que

V(x) >1—¢/2, para|z| > R.
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Além disso, da imersdo compacta H*(Bgr) em L*(Bg) do Teorema 10, segue que

/|ISR(un —u)(z)*dx — 0.

Escrevendo
I = B |Z|ZR(un —u)(z)*dx + - [(=A)*2(u — uy,)(z)|*dx
< e w)@)de (o) [ = w)@)de = [ Vi) (un — u)(@)da
< \x|2R<l —¢/2 =V (2))(un — u)(z)*dr + |a:|§R<l — e —V(2))(up — u)(x)*dz
< \x|§R<l —e—V(2))(up — u)(x)*dz

SUHIVIE=) [ (= w)(@)de,

lz|<R

s converge para (. Com efeito,

obtemos que ||u, — u|

[lun = ullss = /Rn(“” —u)(@)’de + | (=2 (u— up)(2)Pda

R
= (U — u)(z)*dx + (U — u)(z)*dx + (=A% (0 — uy,)(z)|?da
lz|<R [z|>R R™
<[ (up—u)(@)de + CU+ ||V]]|1~) / (tn — ) (2)2dz — 0
lz|<R |z|<R
como desejavamos. O]

Teorema 15. Sejam V € L>®°(R") e s € (0,1). Entdo 0.(Ss) C [I,00].

Demonstragio. Tomemos A < [, e mostremos que A ¢ o.s(S5s), ou seja, mostremos que
A € p(Ss)Ucy(Ss). Pelo Lema 27, sabemos que R(S, — A\I) é subespaco fechado de L*(R™).
Entdo R(Ss — M) = [N(S, — AI)]*. Assim, se A € 0,(Ss), segue que N(S, — A\I) = 0,
donde concluimos que R(S, — AI) é todo o espago L*(R™), e temos uma bijegao, e assim,
A € p(Ss).
Se u € N(Sy — AI), entao (—A)*u + Vu = Au, donde
/((—A)su(x))u(w) + V(x)u(z)’de = X | u(x)’dx

= ((=A)u,u) + (Vu,u) = (\u,u)
= ((=A)*u, (=A)*Pu) + (Vu, u) = Mu, u)

= [ 1=2)"2u(@) + Vu(@)de = [ du(x)*dr,

n

e aplicando o Lema 29 ao N (Ss; — ), temos dimN (Ss — A\) < oo.

Agora, tomamos & < [, e mostremos que o(Ss) N (—o0, ] contém, no maximo, um

nimero finito de pontos. Se isto nao ocorresse, existiria uma sequéncia (\;);en, tal que

Ai € U(Ss) N (_0075]7 Ai 7é )‘j7 i 7é J-
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Do Teorema 13, temos A; < A, e além disso, temos \; € 0,(Ss), para todo ¢ € N. Assim,

podemos construir uma sequéncia de autovetores {e;}, tais que
616/\[(53—)\@[) HeiHL2 =1 eiJ_ej:() i,jEN 27&]

Definindo X = span{e;}, temos dimX = oo. Por outro lado, dado u € X, podemos

decompor
k
u = Z Ci€;
i=1

Assim, tomando u € X

LA Pu@) + Va@)?de = [ (=AY u(@)ule) + Va(e)de = [ (Sau(z)u(e)d

R"

_ /]R ) <§k; Ci)\iei(x)> (jil cjej(x)) da

_ Ek: AiCiCj/n ei(x)ej(x)dx

ij=1 R
k k
— Z/\Z-cf < {ZCZQ = f/ u(m)2dx
i=1 i=1 R

Novamente, pelo Lema 29, obteriamos que dimX < oo, uma contradi¢ao. Temos entao
que o(Ss) N (00, £] ndo pode conter um nimero infinito de pontos, e portanto, o espectro

de S5 no intervalo (—o0, £] é discreto, para todo £ < [, e isto termina a prova. O

Corolario 5. (Da Demonstragiao) Sejam V- € L*(R") e s € (0,1). Entao o4(Ss)N(—00,1)

¢ um conjunto finito.

Demonstracao. Basta notar que durante a prova do Teorema 15 mostramos que, para
um dado & < I, o(Ss) N (—o00,&) contém, no maximo, um nimero finito de pontos, e
mais ainda, o(Ss) N (—00,&) = 0,(Ss) N (—00,&) (pois Tess(Ss) C [I,00)). Portanto, como
a4(Ss) C 0,(55), segue que o4(S) N (—o0, &) é um conjunto finito de pontos. O
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5 EQUACAO FRACIONARIA DE SCHRODINGER ASSINTOTICA-
MENTE LINEAR COM GAP NO ESPECTRO
Consideremos a equagao
(—AYu+V(z)u=g(z,u), em R" n>2 (5.1)

em que g(x,s) = h(z)f(s), com as hipdteses

*

2
(h1) he L®*R")NLIYR"), g=—"—, parap € (2,2)) e h >0 q.t.p. em R™;

2i—p
(h) FeC®) e iy I —o
(f2) Existe a > 0, com \sl|i—r>noo FS(QS) = g, onde F(s) := /Os f(t)dt, e F(s) > 0;
(fs) Denotando Q(s) := f(s)s — F(s) > 0,s € R, lim Q(s) = oo;

(V1) Ve CR",R)e lim V(z)="V,>0;

|z| =00

(V) suplo(Ss) N (—00,0)] =0~ <0< ot =inf[o(Ss) N (0,00)].

Observemos inicialmente que o conjunto de potenciais V : R — R que satisfazem
(V1) e (V) é nao vazio. Com efeito, considerando o potencial dado por
Vo selz| <1
Vix) =
Voo oose x| >2
com Vy > Aj, onde \; é a constante do Teorema 35 para 2 = B;(0) e K(z) = |z|~("*29) (a
menos de uma constante de normalizagao). Ainda do Teorema 35, existe e; € H*(R™) tal

que e1|rm\ B, (0) = 0. Assim
/ (=AY 2e, (2)2dx +/ V(x)er(x)2dz = A — Vo = C < 0,
n R"

Utilizando o Lema 25 e o Teorema 13, segue que o espectro de o(Ss) tem algum elemento
nao negativo. Usando tambem o Corolario 5 temos apenas um ntmero finito de pontos

entre o limite inferior do espectro e V., donde satisfazemos ambas as hipéteses sobre V.

Observemos ainda que a hipétese (f2) esta associada, em um certo sentido com o
comportamento assintotico de f no infinito. Com efeito, notemos que

lim F(s)= lim Fls)

2
5 S = 400,
|$| =400 |[s|=>+o0 S

e aplicando a regra de L’Hopital
F'(s)
6) . 10

a .
— = lim . = —,
2 [s|>4o00 S |s| =400 28




73

ou seja, limyg— 4o fs)

= a, que justifica o termo "assintonticamente linear".

Quanto a busca por solugoes, heuristicamente, estaremos interessados em buscar
por solucgoes fracas de (5.1). Comecemos entao a formalizar as ideias. Inicialmente, vamos
definir o funcional energia associado a (5.1), dado por

1

100 =3 Je

(](—A)S/Qu(:c)IQ + V(:I:)u(x)2> da:—/ h(x)F(u(x))dz, Yu € H*(R"). (5.2)

n

Assim, a partir destas defini¢gdes, estamos interessados em provar a existéncia de ponto
critico para o funcional I. Para esta finalidade, usaremos o Teorema de Linking 16,
que promove condi¢oes suficientes para a existéncia de pontos criticos. Por completude,

tratemos de enuncia-lo, bem como a estrutura necessaria para sua compreensao minima.

5.1 INTERLUDIO SOBRE O TEOREMA DE LINKING

Sejam H um espaco de Hilbert, tal que existam subespacos E; e Es satisfazendo
H = E, & Ey e Py, P, as projegoes sobre E; e FEs, respectivamente. Ainda, dada uma
aplicagao ¢ : [0,1] x H — H denotaremos por ¢;(u) = ¢(t,u).

Para fixar notagao, denotaremos por ¥ o conjunto de aplicagoes
Y={pecC(0,1] x H,H) : Patr(u) = us — Wi(u), Vt € [0,1] e po(u) = u},

em quem W, :H — FE5 é um operador compacto.

Por variedade de Hilbert de classe C*, estaremos nos referindo a um subconjunto
fechado M C H tal que existe uma funcdo f : O C ‘H — R de classe C*, onde O é um
aberto de H, tal que M = f~!(c), para algum c € R.

Definicao 16. Sejam S, Q) variedades de Hilbert em H, em que 0Q) € fronteira de Q).
Dizemos que S,0Q sdo linking se, sempre que ¢ € X e ¢(0Q) NS = 0, para todo t € [0,1],
temos ¢(Q) NS # 0, para todo t € [0,1].

Definigao 17. Seja I € CY(H,R) um funcional. Dizemos que uma sequéncia (Uy)nen C H

¢ uma sequéncia de Cerami (do funcional I) se sup,I(u,) < oo e
(1 + ||un DI (un))|| = 0, quando n — oo.

Além disso, no caso em que I(u,) — ¢ € R, diremos que (u,)nen € uma sequéncia de

Cerams de nivel c.

Agora, consideremos as condig¢oes

(1) he(uw) = Ui(u) + Ki(u), em que U, K € C([0,1] x H,H), U; é um homeomorfismo de

H em H e K; é um operador compacto, para cada t € [0, 1];

(T'9) Up(u) =u e Ko(u) =0;
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(Fs) Fi(Ui(w)) = Uy(Pi(u)), para i =1,2;

(T'y) hy mapeia conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Definimos entao o conjunto I' como sendo
I'={heC([0,1] x H,H): hsatisfaz (I'y) — (T'y)}.

Além disso, para h € T', denotaremos por hf(u) a j-ésima composi¢ao de h; com ela mesma.
Temos entdo a linguagem (estritamente) necessaria para enunciar o Teorema

Abstrato de Linking.

Teorema 16. (/18], Teorema 2.3, p.5)
Sejam E um espago de Hilbert, B, subespaco fechado e Ey = Ei-, e I € CY(E,R) tais que

() I(u) = 3(Lu,u)+B(u), para todo u € E, em que u = uy+us € E1® Es, satisfazendo
Lu = Lyuy + Lous, onde L; : E; — E; € operador linear, limitado e autoadjunto,
para i = {1,2}.

(Is) B € fracamente continuo e uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados
de E.

(I3) Ezistem variedades de Hilbert S,Q C E, tais que Q) € limitada com fronteira 0Q) e
existem constantes o > w e um vetor v € Fsy, tais que
(1) SCv+ Ey el(u) > «, para todo u € S;
(11) I(u) < w, para todo u € 0Q);
(1ii) S e 0Q sao linking.

(1) Sejam
¢ = inf sup I(hq(u))

heA UEG

A= {h € C([0,1] x E,E)

h = h(l) O++-0 h(m)7 com h(1)7 Ce ,h(m) c F;
h(0Q) € 1°5° 9, B e (0,25%)

em que I* = {u € E : I(u) < \}, para todo A € R, e hV, ..., h'™ sdo m elementos
(diferentes ou nao) de T'. Se, para uma sequéncia (u,)nen, existe uma constante
b >0 tal que (up) C I7H([e =b,c+b]) e (14 [[un|)][I'(un)l| = 0, quando n — oo,

entdo a sequéncia € limitada em E.

Entao ¢ > « e € valor critico de I.
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Por fim, para as nossas aplicacoes, precisaremos de mais um resultado técnico, a

saber:

Lema 30. ([4], Lema 1.2, p.224)
Sejam e € OBiNE; ery >p>0. Se@ = {re,r €[0,1]} ® B, NEy e S =0B,N Ej.
Entao S e 0Q sao linking. Além disso, 0Q = Q1 N Q2 N Q3, onde

Ql = {0} D (EQ N BTQ), QQ = {TB,T € [0,7"1]} S¥) (E2 ﬂ@BTQ) (& Qg = {7"16} D (Eg N Brg) .
(5.3)

5.2 DECOMPOSICAO DO ESPACO

Vislumbrando aplicar o Teorema Abstrato de Linking 16, vamos decompor H*(R"),
de forma que possamos operar adequadamente com funcionais sobre esses subespacgos da
decomposic¢ao. Um passo intermedidrio serda provar uma equivaléncia entre duas normas
relacionadas ao operador S,. Tratemos de construir o ambiente para enunciar e provar a

mencionada equivaléncia.

Dado s € (0,1), consideremos Ss o operador de Schrodinger fracionario (de indice
s). Como Sg é autoadjunto, sabemos, do Teorema Espectral 4, que existe uma medida

espectral E; (que por simplicidade, denotaremos por F), de forma que

S, = [ AdE.
R
Sabemos, a partir do célculo funcional, que dada a funcio f : [0,00) — R, f(z) = |z|'/?,
podemos construir o operador
Ay = |82 = [ N2, (5.4)
R
e, do Teorema 2, A, possui como dominio o conjunto
D(A,) = {u € L*®R"); [ Nd(E(\u,u) < oo}, (5.5)
R

Além disso, como S é autoadjunto, e f é real, segue da Proposi¢ao 16, item (iv), que
f(Ss) = As é autoadjunto, e consequentemente, é fechado. Do fato do operador A, ser
fechado, concluimos, a partir da Proposigdo 1 que o conjunto E := D(A;) é espago de

Hilbert quando visto como espacgo vetorial munido do produto interno
(u,v)p = (u,v) 2 + (Asu, Agv) 2 (5.6)
de norma
2 2 \1/2 12
lalls = (lall= + Al = ( [+ DDdENew) . 67)

Fazendo R = R_ U {0} UR,, donde, denotando por Py = xg,, P- = xr_ € Py = xo ¢

usando a Proposicao 16, item (vi) sobre o calculo funcional, temos x5 = E(M) (recordando
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que E(M) é uma projegao ortogonal no conjunto M), segue que as projegoes P, P_ e B
sdo ortogonais, e mais ainda, como R, ,R_, {0} sdo conjuntos dois a dois disjuntos, segue
do Lema 11 que P,, P_, P, sao ortogonais entre si. Notemos por fim que, da aditividade
das medidas espectrais, segue que I = F(R; U{0} UR_) = P, + P_ + Fy. Assim, temos

ainda a decomposi¢ao de F naturalmente dada por
E=FE, & FE_®L (5.8)
onde F, = P, (E), E_ = P_(E) e Ey = By(FE).

Lema 31. Os espacos E., E_, Ey sdo invariantes por As, ou seja, As(F;) C E;, para
ie{—,0,+}.

Demonstragio. Observemos inicialmente que, da Proposicao 14, dado M € B(R), decorre
que, como FE(M) comuta com E (no sentido de comutar com todas as projegoes E(N),

N € U), segue que
PA; = E(M)A; C A,E(M) = AP, i€ {+,—,0}.
Assim, dado u € E;, entao u = Pu, segue que
PiAgau = PAPu= APPu= A,Pu= Aau, Vi€ {+,0,—},
ou seja, P Asu = Agu, para i € {+,0,—}, e segue a afirmacao. O

Lema 32. Os subespagos vetoriais E_ e Eq da decomposicio (5.8) tem dimensao finita.

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que diante da hipdtese (V;), podemos aplicar o
Corolério 5, obtendo, para R_ N o(Ss) = {\,}_,, uma sequéncia finita de autovalores,
para algum N € N, e autovetores correspondentes {¢,, 7]:];1 Além disso, de acordo com
o Teorema 15, 0¢s5(Ss) C [Voo,00) C (0,00). Mais ainda, de acordo com o Teorema 5,

juntamente da Proposicao 13, e concatenando as ideias
ER_)(H*(R")) = E(o(S)

N
P (G{An}) (e ()

n=1

R_)(H*(R"))

Il
M=

E({A})(H*(R"))

1

= span{pn}pli.

S
Il

Donde concluimos que E_ = span{p, }\,.

Observemos também que, da hipétese (V3), temos 0 € (6—,0"), donde podemos

concluir que 0 néo é ponto de acumulagao de o(S;). De fato, tomando € = min{|o™|,|o|},
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segue que o(Ss) N (—¢,0) =0 e o(Ss) N (0,¢) = 0. Com efeito, para o primeiro caso, se
existisse u € o(S5) N (0, €), entdo suplo(Ss) N (—00,0)] =0~ < u, 0 que é uma contradigdo.
Assim, concluimos que 0 ndo é ponto de acumulagao de o(Ss). Portanto, 0 é ponto isolado

de o(Ss) ou 0 nao pertence a o(Ss). Noutras palavras
0 ¢ o(Ss) ou0 € a4(S;). (5.9)

Notemos que, se 0 & o(S5), segue que E(o(Ss) N{0}) = E(D) = 0, e claramente E; =
E@)(H*(R™)) = {0}. Caso 0 € 04(S;s), da Proposigao 13, segue que Ey = E({0})(H*(R"™))

é 0 espaco gerado pelos autovetores associados a 0, e como 0 € 04(S5), 0 tem multiplicidade

finita, temos dim(E,) < oo. O
Consideremos a norma || - ||x dada por
lullx = ([AsPrullZ> + [[AsPoul[7> + || Poul72) V2. (5.10)
Tratemos de verificar que || - ||x e || - || g s@o equivalentes.

Proposigao 20. Sejam Ag o operador definido em (5.4) e E = D(Ag) como definido em
(5.5). Entao as normas || -||g e || ||x, como definidas em (5.7) e (5.10), respectivamente,

sao equivalentes.

Demonstragio. Mostremos inicialmente que, dado u € E, ||u||x < ||u||g. Com efeito, da

decomposicao (5.8) e do Lema 31, segue que

lullze = [|Prullze + [ P-ullz: + | Poul |72,

| Asullf2 = [|AsPrul |22 + [[As P-ul[Z2 + || AsPoul |22,
donde decorre que
lull% = [[AsPyul[22 + [[AsP-ul|72 + || Poul[7
< [Pl |22 + | P-ul 22 + ([ Poul[Ze + ||AsPyul[72 + [|AsP-ul |22 + (| As Poul |7

= [[ullp-

Reciprocamente, observemos que precisamos analisar dois casos:
(i) 0 ¢ o(Ss). Da Proposicao 17, temos 0 ¢ o(As). Portanto, 0 € p(Ay), de onde
A7l existe e é limitado. Assim, dado u = u_ + uy + ug € E, segue que
lullze = [|AT Asul 22 < [|ATY I Asul| 22
< 1AM Aty |22 + || Asu—]]z2)
< 1AM (At [z + (| Asu—|]z2 + [luol|2)
= 1AM (1 AsPrullze + || AsP-ul| g2 + || Poul|2)
< (1A Ml x
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e combinando com

1 Asullze < A Pyullge + [| AP
< [l APyullge + [| APl 2 + || Poul |2

< fullx

segue imediatamente que ||u||% = |Jul[72 + ||Asul|7: < Cllull%-

(ii) Se 0 € 04(55), entdo dimEy < co. Logo Ag|g, é¢ um operador continuo, donde

|| Ag|g, || < ag para algum ag real e positivo. Assim, se u € Ey, segue que u = Pyu, donde

lullz = [lullze + [[Asul| 2
< (14 ao)||ul[z2
< (14 ao)||Poul|Z.-

Consideremos agora o operador S restrito ao conjunto £ @ F, , e como o0s espagos

Ey e E_ sao invariantes por S,, podemos escrever Sy|p_gp, : E—- ® Ey - E_ @ Ey.
Afirmacgao: 0 ¢ o(Ss|g_ar, ), € além disso, 0 ¢ o0(As|g_ar,) (pela Proposigao 17).
Para provar esta afirmagdo, observemos inicialmente que Ss|g_gp, : E- ® Ey — L*(R") é

injetivo. Com efeito, dado v € N'(Ss|p_eE, ), entdo v = vy +v_, onde v_ € E_ e vy € Ey.

Assim
0= Ss’E_GBE.»,.U = SS’E_@E.»,.U-‘F + Ss’E_69E+U—
— E, 3 Si|lp_ap.vy = —Ss|lp_ep,v- € E_
mas como E, N E_ = {0}, segue que Sy|pg_gr, v+ = Ss|p_op,v— = 0. Mais ainda, como
Ssle_ep,u = Ssu, para u € E_ @ E,, segue que S;u_ = S;uy = 0, donde v_, v, €

N(Ss) = Ey. Novamente, como v_ € E_ N Ey = {0} e vy € E. N Ey = {0}, segue que

v =v_+ vy = 0. Portanto, Ss|g_gg, ¢ injetivo.

Mostremos que Ss|g_gr, € autoadjunto. Notando que, de S, ser simétrico, segue
que Ss|p_gp, € simétrico, resta mostrar que S|p_gp, —il e Ss|p_gr, + il sdo sobrejetivos.
Dado v € E_ @ E, segue do fato de S, ser autoadjunto que S5 — ¢ é sobrejetiva, donde
existe u € E tal que (Sy —il)u = v. Como P;S; C S,P; para i € {+,—,0}, segue
que (Sslg_op, —iI)(P- + Py)u = (S, — il)(P- + Py)u = (P- + Py)v = v, e segue que
(Ss|le_@m, —il) é sobrejetiva. O mesmo argumento vale para (Ss|g_gp_ +il). Assim,
Ss|E_er, € autoadjunto, e consequentemente fechado. Portanto, podemos definir (apenas
onde Ss|p_ep, é sobrejetivo) a inversa de (Ss|g_op, )" : R(Ss|p_ap,) = E+ ® E_. De
Ssle_ep, ser fechado, segue que (Ss|p_sp, )~' é fechado, e entao, do Teorema do Gréafico

Fechado, (Ss|p_er, )" ¢ limitado, donde 0 ¢ o(Ss|p_sk, ), como desejavamos.

A partir desta afirmagcdo, notemos que 0 € p(As|g_ap, ), donde existe (As|p_ep, )

e tal operador ¢é limitado, ||(As|p_ep,)"!|] < ap. Assim, para u = u_ +uy € E_ & Ey
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segue que

_ —1
e Cap U
lullz: = ||Ay | E_ap, Asle_er, vl
<A e_er (| Asl p_ap, u_|r2 + || Asle_or, vt |22)
= |A e_or, ||(|As|E_op, P-ul|r2 + ||As|p_ar, Prul|r2)

< ao(||AsPrul|r2 + || AsPul]12)

e de forma inteiramente andloga ao caso (i), segue que ||Asul|r2 < ||[AsPyul|pz+||AsP_ul|| 2.

Para uw € E, & E_, segue que

lullez = [lull, + [|Asul|22

< (a0 + 1)(|[AsPyul|r2 + [[As P-ul|12).
Por fim, dado v € E, u = ug + v, onde ug € Ey, e v’ € E_ & E,, e entao

ullz = |Juol |z + ||v] |

< (14 ao)([[AsPyullr> + |[AsP-ul[ 2 + [| Poul| ),

como desejavamos. O]

Neste contexto, podemos enunciar o ponto mais importante desta secao:

Proposicao 21. O conjunto E = D(A;) coincide com o espago de Sobolev Fraciondrio

H*(R™) e, também, || - ||x € equivalente d norma || - ||gs. Além disso, vale também que
Pyl 5 = ||P-ull% = / (=2)Pu(z)]? + V(2)u(x)*de, Yue H'(R").  (5.11)
Rn

Demonstragcdo. A prova serd construida da seguinte maneira: vamos construir uma norma

auxiliar || - ||as, a qual mostraremos sua equivaléncia com || - ||z e com || - || s, donde, da
transitividade das equivaléncias concluiremos que || - ||g e || - ||gs sdo equivalentes. Por

fim, da equivaléncia entre || - |[x e || - ||z, o resultado estara provado.

Comecemos entao construindo a norma || - ||p;. Consideremos —M := inf,erV (2),
donde, do item (i) do Lema 25, combinado com o item (i) do Teorema 13, nos da que

o(Ss) C [-M, 00). Definimos o produto interno (e consequentemente a norma)

(u,v)pr = (u,v) 2 + /o(ss)()\ +2M)d({E(N)u,v), Yu,v € FE, (5.12)
donde temos a norma
lulfy =l + [ O+ 23000E ), (5.13
Podemos entao escrever
e = lfull= + [ g AT 2MAEN w4 [ A 2N B, )

Y

B, u) — “A(E(A
+ </)\€U(SS),/\<0 (EA)u, u) /AEU(SS)MO (E( )u,u))
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e, reagrupando os termos, obtemos

[lllar = [lull7: +/ | AERNu,w)

2Md(E (A 2N+ 2M)d{E (X .
s nag MAEN w4 [ (@3 M)A B )

E imediato que ||u||% < |[u||3,. Agora, como —M < X para A < 0, A € o(S,), decorre que
2M(1 — X)) > 2M > 2M + 2\, quando A < 0, A € 0(Ss). Portanto, podemos escrever

//\EJ(SS),)\<O(2M +2MAENu, u) = (2M + 2M (= M) (E(N)u, u)

/ea(S)A<O
- /eo(ss) /\<0(2]\4(1 ~ INENu )
= />\eo(Ss),>\<o(2M +2A(E(Nu, ).

(5.14)

Somando

(ENu, u) + [ieq(syas0 2Md{E(AN)u, u) em ambos os lados de
(5.14), obtemos |[ul[3, < (2M + 1)[|ullf. Segue que [Jullf < [jullf, < (2M + DlfullE,

noutras palavras, || - ||g é equivalente a || - || .
Agora, tomando ¢ € Ci°(R"), temos
113 = [ Ad{BO)uu) + M + 1)lo][3
= (S50, 9) + (2M + 1)[|6][7
= [ U820 + V@)o@)? + (M +1)o(z))ds,
donde existe constante C' > 0 tal que

16113 < l¢ll3; < ClIgllzs, V¢ € CE°(R),

ou seja, || - ||a define uma norma equivalente a || - ||gs sobre C§°(R"™). Se H é o fecho
de C§°(R™) em relagao a norma || - ||a7, podemos concluir que H = H*(R™). Porém,
precisamos ainda concluir que E = H*(R"). Observemos inicialmente que, como || - ||p <
|- [l < C||- ||, segue que H C E. Suponhamos, por contradi¢dao, que H # E, donde
existiria uy € F, ug # 0, tal que

(p,up)pr =0, Vo € Cg°(R"),
e portanto
0 = (Syd,u0) 2 + (2M + 1), ug) 12 = ((Ss + (2M + 1)), ug) 2, Vo € C(R™).

Porém, da densidade de C§°(R") em H*(R"), obtemos que uy € D(S¥) = D(Ss), e mais
ainda, (Ss+ (2M +1)I)uy = 0. Mas isto significaria que —(2M +1) € o(S;), que contradiz
o fato de o(S;) C [-M, o0), donde decorre que E = H*(R").
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Por fim, dado ¢ € C§°(R"), podemos escrever

1Psollz = 1P-0l = [ INENuww = [ NdENu,u)
= [ g, MUEO ) = (5.6,0)

= | ((=2)"u(@)]” + V(2)u(z)*)dz.

RTL

Da densidade de C§°(R™) em H*(R™), segue o resultado. O

Da construcao apresentada até aqui, segue imediatamente que podemos identificar
E, = (E_ ® Ey)*, tendo ainda a propriedade de dim(E_ @ Ey) < co. Por simplicidade,
usaremos uma notacao mais adequada para o contexto das proximas se¢oes, onde Ey := F
eby=E®F_.

Terminemos esta se¢do provando dois resultados técnicos oriundos da Teoria Es-

pectral que utilizaremos na proxima segao.

Proposigao 22. Sejam u,v tais que w € Ey ev € E_. Entao
/ (A 2u(z)(—A)u(z) = 0. (5.15)
Demonstragcdo. Observemos inicialmente que, dados v € Ey e v € E_, temos

/m A(E(N)u, v) = /R Axr, (N d(E (N, v)
= (P Au,v)
= (Au, P+U> = 0.

e além disso,

A _ MEWu,0) = /R v (BN, 0)
= (P_Au,v)
= <Au, P,’U> =0.

Observemos que £, N C§°(R™) é denso em E,. Com efeito, da densidade de C§°(R") em
E, dado ¢ € E,, de forma que ¢ ¢ C5°(R™), e ¢ # 0, existe sequéncia (¢, )nen C C3°(R™)
tal que ¢, — ¢ em E. Afirmamos que existe ng € N tal que, para n > ng, ¢, € F,.
Com efeito, suponhamos por absurdo que tal afirmagdo nao seja valida, donde poderiamos
construir uma subsequéncia ¢, de forma que ¢, ¢ E, ou seja, usando a decomposi¢ao
E =E,; ® E_ & Ey, poderiamos escrever ¢,, = ¢n, — + Pn, 0, €, COMO (Pp)nen converge

para ¢ (em E), a subsequéncia (¢, )n,en também detem esta propriedade. Portanto

617 = lim (¢, ¢n,) = 1 (6, G 0) + lim (6, by, ) =0,
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o que é uma contradigao, pois assumimos ¢ # 0. Assim, se ¢ € B, NCP(R") ev € E_,

temos

/n((—A)S/2¢(J?)(—A)8/QU($) + V(z)o(z)v(z))dz = /Rn((—A)S¢(fE)U(fE) + V(z)o(z)v(z))dx
= (Ss¢(x),v(x))
= [ 2(EO).v)
= [ aEGG).) + A _ME(G)v)
— 0,

Por fim, de um argumento de densidade, segue o resultado. O

Proposicao 23. Sob as hipdteses (V1) e (Vz), temos

() 2
in | ul[%
u€FEq,u#0 ||u||%2

>0t >0 (5.16)

(ii) Seja ap = infucp, uzo ||ul|%/||h?ul|22. Entdo
% > ao/ hz)ud (z)dz, Yu € By (5.17)
R’VL
e ag > 0.

Demonstragdo. (i) Tome u € Ey N CP(R™) = EL N C§°(R™) nado nulo. Existe v € E tal

que u = P,v. Como ja argumentado no Lema 31, temos P, S, C SsP,. Da Proposicao 21
Jullx = ||Pullx = /}RTL(!(—A)S/ZU(%)I2 +V(@)u(z))dz
= (Ssu,u) = (SsPrv, Pyv) = (PySsPyv,v)
= (SSPJQFU,U) = (SsPyv,v)
= (Sxe. (S)0,0) = [ Axe, d(BOVo,v)

> M(E(Nv,v) > 0+/ d{E(N)v,v)

T Sasot A>ot
= O'+/RXR+CZ<E()\)U,U> = o (Pyv,v)
= o (P{v,v) = 07 (Pyv, Pyv) = o ||Piol|7e
= 0" [JullZ-.
Como jé argumentado na Proposi¢ao 22, £, N C§°(R") é denso em E;. Finalizando, dado

u € E; nao nulo, existe uma sequéncia ¢, € E, N CP(R™), convergindo para u em E,

satisfazendo ||¢,||%/||énl|32 > 0T, e tomando o limite, ||u||5%/||ul[3. > o™,

(ii) Da definigao de ag, é imediato que

il > aollnul 3 = ao [ hia)u(a)Pde, Vu e By
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Mais ainda
n72ulfe = [ h(@)u@)de < ||b]]]ull2
A2l 72— (Ao [ul |72
e obtemos
: |lullX 1 : |lull% 1
ap = inf > inf. ———— | > ot >0, 5.18
0= bl [ ulTs = Tl \seblorn [0l ) = Tl 19
como desejavamos. O

5.3 APLICACAO DO TEOREMA DE LINKING

Nosso trabalho, a partir de agora, é provar que o funcional (5.2) satisfaz as hipiteses

(11) - (14), do Teorema 16. Tratemos entao de obter estas propriedades.

Proposicao 24. O funcional I definido em (5.2) satisfaz a (Iy).

Demonstragao. Consideremos os operadores L1 = P, e Ly = —P_ e L = Ly + Ly. Assim,
dado u € E = H*(R"™), sabemos inicialmente que podemos escrever u = u; + ug, onde

u1 € Eq e uy € Ey. Observemos que
Py(u) = Pr(un +uz) = Pi(ur) + Py (u2) = Py (w),

pois P, é projegao ortogonal em E, = F;. Analogamente, como P_ ¢é a projecao ortogonal

em E_,e Fy = FEy @ E_ segue que
P_(u) = P_(uy +ug) = P_(u1) + P_(ug) = P_(u2).

Portanto,

B(u) = — / h(x)F(u(z))dz, (5.19)
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temos )
I(u) = 5(Lu,u) + B(u)

e o resultado esta provado. O

Para provarmos que [ satisfaz (I3), comecemos com um resultado técnico sobre o

comportamento das fungoes f e F.
Lema 33. Sejam f, F' como em (f1) e (f2). Entao valem
(i) Exmiste k> 0 tal que |f(s)| < k|s|, para todo s € R;
Além disso, dado e >0 e 2 < p < 2%, existe C. > 0 tal que

(@) |f(s)| < els| + Cel s~

(iii) |F(s)| < gls[2 + Ce]s];

(iv) Dado u € H*(R™), |f(u)]* € L%(R")

Demonstracio. Para provar (i), observemos inicialmente que, de (f5), obtemos

F
lim F(s)= lim ﬂﬁ = 400,
|s| =400 |s| =400 52

e aplicando a regra de L’Hopital, concluimos que

a_ lim (F<S>>/— lim @

2 |s]—+o00 (82)/ |s|=4o00 28 '

Entao, dado € > 0, existe M > 0 tal que se

17(s)] <a+e, parals| > M. (5.20)

sl
Além disso, de (f1), existe 6 > 0 tal que

)l <€, parals| <§ (5.21)

5]
Observemos entao que temos uma limitagao para | f(s)/s| nos conjuntos (—d, ) e (—oo, —M)U
(M, 00). Suponhamos por simplicidade que M > § (caso isto ndo ocorra, ja temos entao uma
limitacao de |f(s)/s| em toda a reta). Como |f(s)/s| é continua, é limitada no compacto
[—M, —46] U [d, M], digamos por uma constante ¢. Portanto, tomando k = maz{c, € + a},

segue que |f(s)| < k|s|, para todo s € R.

Para (i), como em (i), dado € > 0, existe 6 > 0, tal que valem (5.20) e (5.21), e
além disso, ainda, no mesmo argumento empregado em (i), no complementar de (—¢,6) U
(—o0, —M) U (M, o0), temos |f(s)| < k|s|, donde

1£(s)] < e|s| + (a+€)|s| + k|s| < e|s| + Ccls[P™, Vs e€R
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onde usamos que p > 1 (pois p > 2), e tomamos C, como o méaximo entre k ¢ (a + ¢).

Para (ii7), usando (i7), temos
s Oe
F() < [ 1fOldt < SIsf2+ =], Vs e R,
0 p

como desejavamos.

Finalmente, para (iv), temos, a partir de (7)

[ enFar < | a7 a

R?’L
2% 2%
— 127 / lu(2)|?7 de
n

22
= kf|ul]
L

< Kllullus

o %

*
P
2
2

3|

2
onde no tltimo passo, utilizamos da imersio continua H*(R) < L*% (R") (Teorema 9), e

s

do fato de, que para 2 < p < 2%, vale 2 < 227;5 < 2% O

Observemos que o Teorema 16 tem como hipétese inicial de que o funcional I deve

ser diferenciavel, com derivada continua. Verifiquemos tal fato.
Lema 34. O funcional energia I definido em (5.2) é C1(H*(R™),R) e verifica
') = / ((=A)2ule)(~A)o(z) + V()ulz)v(r) ) dr - / h(z) f(v(x))dz.

R

Demonstracao. Observemos inicialmente que podemos separar o funcional I definido em

(5.2) em dois funcionais

(I=2)"2u@)? + V(@)u()?) da

Blu) = — / h(z)F(u(z))dz.
J& provamos no Lema 24 que o funcional Q é C'(H*(R"),R). Assim, resta provar apenas

que o funcional B também é.

Comecemos tomando t € (0,1) e z € R" arbitrarios, u,v € H*(R"), e definindo
[ :]0,1] — R por I(s) = h(z)F(u + stv). Observemos que I'(s) = h(z)f(u + stv)tv,
1(0) = h(z)F(u) e l(1) = h(x)F(u + tv). Do Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal
que [(1) — 1(0) = 1I'(9)
h(z)F(u+tv) — h(z)F(u)

t

h(x)f(u+ Otv)tv, donde podemos reescrever

= [h(2) f (u + tv))||v].

Como, do Lema 33, existe k£ > 0 tal que f(u) < k|u|, podemos limitar h(x)f(u + 0tv) por
uma funcio em L'(R"™). Com efeito
() f (u + Oto) o] < [[A]|oe[0]|K]|u + Otv]
< kylul|v| + ko|v|* € LY(R™).
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Ainda, vale ressaltar que, da continuidade de f, se ¢, — 0, segue que h(z)f(u(z) +
tnbv(z))v(x) — h(z) f(u(z))v(x). Portanto, usando o Teorema da Convergéncia Dominada

20
B(u + tv) — B(u)

B'(u)v = lim ;
— lim h(z)F(u+ tv) — h(z)F(u) i
t—0 JRn t
= lim - h(x)f(u+ 0tv)vdx = /n h(x)f(u)vdz.

Mostremos agora que B’ é continuo. Para isto, tomemos (u,),en C H*(R™), tal
que u, — u € H*(R"), e usando o Teorema das Imersoes Continuas 9, segue que u,, — u
em LI(R"), para 2 < ¢ < 2*. Assim, do Teorema de Vainberg 33, existe uma subsequéncia
(Un;)jen € uma funcao g € LYR") tais que uy,, (z) — u(r) q.t.p. em R" e |u,, (7)| < g(z),
q.t.p. em R™.

Prosseguindo, da continuidade de f, segue que f(u,; (7)) — f(u(x)), g.t.p. em R™.
Ainda, do Lema 33, existe k > 0 tal que |f(u)| < k|u|, donde

[f (un,) = f@)* < 2°(1f (un,) | + [ f () ])
S C’1|unj |2 + OQ|U|2
< Cilg(@)[* + Coful* € L'(R™).

Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada,

/Rn [f () = f(w)Pda = || f(un;) = f())|[Z2 — 0.

Finalmente,
(Blun,) = Blu)el = | [ h@)(f(un,) = f))vda
< lle [ 1) = fw)]olda
< IAllzee 1 f (un;) = f ()] L2][0]] L2 = 0,
donde concluimos a prova do resultado. O

Podemos entao provar o seguinte resultado.

Proposigao 25. O funcional I definido em (5.2) satisfaz (I5).

Demonstragio. Precisamos provar que B, definido em (5.19), é fracamente continuo, e

além disso, que é uniformemente diferenciavel em subconjuntos limitados.

Provemos inicialmente que B é fracamente continuo. Observemos que, da Defini¢ao
19, isto significa provar que, dada uma sequéncia (uy,)mey C F, com u, — u, para algum
u € F, decorre que B(u,) — B(u).
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Assim, tomando (uy)ney € F = H*(R"), com u — u, para algum u € F, do
Teorema das Imersdes Compactas 10, temos (a menos de uma subsequéncia), u, — u
em L] (R") para q € [2,2¥), donde, em particular, u,(z) — u(z), q.t.p. em R™. Da
continuidade de F', temos F'(u,(z)) — F(u(z)), q.t.p. em R™.

Observemos que |F(uy,)| € L7 (R?), para 2 < p < 2f. Com efeito, dado € > 0, do

item (i27) do Lema 33, podemos escrever

2 Ce
[ F@@)[Fde < [ | (@) + = fun (@)
R R~ |2 P
< [ |un<x>|2?dx+<206)
R P

o*
75
p

.
25
)

dx

[ e a)

N
'G‘rn*

% dx

< Kallunl|” % + I ful %

o* ok
25 L=s
L*7

Porém, do Teorema das Imersoes Continuas 9, segue que H*(R") estd imerso continuamente

em L"(R") com 2 < r < 2*

R

ou seja, existe C,. > 0 tal que ||u,||pr < fs. Assim,

notando que, de 2 < p < 2% obtemos 2 < 2% < 2%, podemos limitar a inequagao anterior

23

23 2% *
/Rn | (un(2))| * da < K| |un| [ + Kollul|%. < oo, (5.22)

e obtemos que |F(u,)| € LQF(R")

Agora, notemos que, como (u,)n,ey converge fracamente em E, ||lu,||pgs < K,
para algum K > 0. Portanto, segue 1med1atamente disto e de (5.22) que a sequéncia
(F(up))nen C L7 » (R") é limitada em L7 » (R™). Assim, da limitacdo de (F(uy,))nen € da

convergéncia pontual de F'(u,(z)) para F(u(x)), usando o Teorema de Brezies Lieb 32,

temos

F(u,) — F(u), em L7 (R”)

De (h1), temos h € L?(R"), onde ¢ = 25 sdo expoentes conjugados. Isto

nos permite definir o funcional

n: L7 (R") — R (5.23)
er— | h(z)e(z)dz.

Observemos que, da desigualdade de Holder, obtemos que ¢; é limitado

on(w)| < [ In(e)u(@)lde < |lu] -

hl|La.

Para concluir a prova de que B é fracamente continuo, basta notar que, a convergen(:la
fraca de F(u,) significa que, para qualquer funcional linear z definido em L » (R") e

limitado, vale que z(F(u,)) — z(F(u)), em particular, para ¢, segue que

Blun) = [ h(@)Flun(@)dz = on(Fun)) = o(F () = [ h()Pu(@))ds = Bu),
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como desejavamos.
Provemos agora a segunda parte do enunciado, ou seja, que B é uniformemente

diferenciavel em subconjuntos limitados. De forma mais explicita, dada a Defini¢ao 20

precisamos provar que, dados €, R > 0, existe § > 0 tal que
|B(u+v) — B(u) — B'(u)v| < €||v]|, Yu,u+v € Bg e ||v]| <. (5.24)
Da defini¢gao de B (5.19) e do Lema 34, podemos escrever

B'(u)v=— [ h(z)f(u(x))v(x)dz. (5.25)
R
Definindo a fungao auxiliar ¥ (t) = F(u + tv), segue que ¢'(t) = f(u + tv)v, e do Teorema

do Valor Médio, existe § = 0(z), com 0 < #(z) < 1 em R™, tal que

P(1) — ¥ (0) = ¢'(0), (5.26)
e reescrevendo,
Fu+v)— F(u) = f(2)v, onde z=u+0v, q.t.p. em R". (5.27)
Multiplicando por h e integrando sobre R”,
B(u+v) — B(u) = — / h(@)F(u(x) + v(@)de + | h(z)F(u(x))d

R

=— | h(@)[F(u(z) +v(z)) — F(u(z))]dx

R

= — [ h@)f(z(z))v(z)dx (5.28)

Rn

donde desenvolvendo

Blu+v) = Bl) — Bwel = |- [ h@)fe@)v@d+— [ b))
| h@)(f (@) = f (@) o(a)da
<RI [ @)1 (@) = £ (@) o) da.

Observemos que a funcdo e, dada por e(x) = h(z)?|f(2(x)) — f(u(x))| pertence a L*(R").

Com efeito, usando a desigualdade de Holder, e empregando a hipdtese (h;), donde

h € LI(R™), com ¢ sendo o expoente conjugado de %, e usando também o item (iv) do

Lema 33, obtemos

/n le(z)|2dz = /R” W) f(z(2)) — fu(z))de
< [JAflzall f(uw) = FI] 22 < oo

L7?
Retornando & (5.28), e usando que e € L*(R™) e também usando a Imersao Continua

H*(R™) — L*(R), juntamente com a desigualdade de Holder, segue que

1 1
|B(u+v) = B(u) = B'(w)e] < ||hl|72]le]|z2lv]]2 < CollAl[12]e]] 2] lo]

Hs,
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onde Cy é a constante da imersao continua.

Retornemos entao ao nosso objetivo de provar que B é uniformemente difenciavel
em conjuntos limitados. Notemos que precisamos provar apenas que, dados €, R > 0, com
Br C FE, existe 6 > 0 tal que

llellr2 < Vu+wv € Bg, com |[v|| <.

€
[|A]]2Cs’
Suponhamos entao que exista ¢y > 0 e Bp, C E tais que, para todo ¢ > 0, seja possivel

obter ugs, vs, com us + vs € Bg,, ||vs]| < e ||es]|rz > | onde

es(x) = h(z)'?| f(zs(2)) — f(us(x))], 25 = us + Ovs.

Entao, tomando §,, = 1/n, podemos construir sequéncias (t, )nen, (Un)nen, tais que u,+v, €

Bry, ||vn]] < 1/n e ainda ||es||p2 > 7||h||;o<>02'

Observemos entao que v, — 0 em E. Isto implica que (||uy||)nen é sequéncia
limitada. Com efeito, ||u,|| — ||vn|| < ||un + vn|| < Ro. Da limitacao de u,, segue que, a
menos de uma subsequéncia, u,, — v para algum v em F. Imediatamente, segue entao
que a sequéncia z, = u, + 6v, é limitada, e da convergéncia de v, — 0, temos z, — u em
E. Portanto, novamente, pelo Teorema 10, temos, a menos de uma subsequéncia, u,, € z,
convergindo em L?(R") para u, e em particular, obtemos também convergéncia pontual,

ou seja, u,(x), z,(x) — u(x), q.t.p. em R™.

Da hipétese (f1), mais especificamente, da continuida de f, temos
|f(zn(2)) = fun(@))|* = 0, qt.p. em R".

Assim, do item (iv) do Lema 33, decorre que |f(z2,) — f(u,)[* pertence a LQ?S(]R”). Além
2
disso, temos da imersao F — L7 (R"), que

23

258
P

11f(zn) = ) PIT < 11f (20) = f(un)l

2% 22 02
< (Cyut) " (Il + lnlit )
P

)2
p

<2(Cpbho)

donde a sequéncia (| f(z,) — f(u,)|?) é limitada em L%(R”). Novamente do Teorema de

Brezies-Lieb 32, segue que
|f(z0) = f(un)? — 0, em L%(R”), quando n — oo.
Utilizando o funcional ¢, definido em (5.23), obtemos

leall3e = [ B(@)1f(zale)) = Flua(e)) Pde = 6a(1F () = Fla)®) =0,
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o que é uma contradi¢do com ||e,||p2 > e segue que B é uniformemente diferen-

e
[|h||Loe C2?
ciavel. O]

Antes de partimos para a prova de ([3), tratemos de enunciar um resultado técnico

sobre o comportamento de F.

Lema 35. Consideremos F' como definida em (f3) e que sejam vdlidas as hipoteses (f1),

(f2), (f3) € (h).
(i) Dado u # 0 € L*(R™), vale

F
lim 2h(:v)wdx = a/ h(z)u(z)?dr; (5.29)
n—oo Jrn n n
(i7) Seja e € Ey, com ||e|]| = 1. Entdo

i [ 2h(a) PO £ ()

n—oo Jrn n2

dr = a/ h(z)(e(z) + v(z))?dx (5.30)
¢ uniforme para todo v € By N Ejy.

Demonstragio. Tratemos de provar o item (i). Recordemos do item (i) do Lema 33,

juntamente de (f3)

0< F(s) < 5 7(s)s < 17(s)]ls] < KIsP, ¥s €R,

N[ —

donde, para s = nu(z), com u # 0 € L*(R"), temos

F(nu(z))

O RO ETS 5:31)

Portanto, da hipotese (f3), temos

L Fln(ue)

a
= — t.p. R" 5.32
n— o0 n2u(aj) 2’ q.t-p. em ’ ( )

donde ”
lim 2h(x)M = ah(z)u(z)?, qt.p. em R™

n—00 n2
Sabemos entao da convergéncia pontual da sequéncia h(x)F(n(u(z)))/n?, e além disso, de
(5.31), temos uma limita¢ao para esta sequéncia de fung¢oes por uma fungdo que estd em
L'(R"), donde podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada 20, e obtermos

lim Qh(:v)M

n—0o0 Jrn n2

dx = a/n h(z)u(z)*ds.

Agora, para o item (i7), dado n € N, definimos o funcional J, : B N Ey — R

aw = <a _ 2F(nlela) + ”(‘C)))> h(z)(e(x) + v(z))?dz.

n?(e(r) +v(z))?
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Antes de prosseguirmos, observemos que, para todo s real, do fato de F' ser nao negativa,

segue que a — %5) < a, para todo s # 0 € R. Usando este fato e também a imersao

continua H*(R™) — L*(R"), temos
)= [ <a _ 21; 2(76(5)””););’;;?)) W) (e(z) + v())da
< allblle= [ (e(a) +o(e))de
< allhlz= (llel?2 + IIv][32)
< al|hl[=Cs (|lel )
< 2al|h||p=Cs, Yv € By N Es,

frs + |[v]

onde no tltimo passo utilizamos que |le|| =1 e ||v|| < 1.

Como E5 tem dimensao finita e B; é um conjunto fechado, segue que By N E; é
compacto, donde, da continuidade de J,, existe u,, € By N FEy de forma que J, atinge
maximo em u,. Naturalmente construimos entao uma sequéncia (u,),eny C By N Ea, e
como esta sequéncia estd contida em um compacto, podemos assumir (a menos de uma
subsequéncia) que u, converge para algum u € B; N Ey, onde a convergéncia é em FE.
Porém, da convergéncia em F, segue imediatamente que u, converge para u em L?*(R").
Do Teorema 33, segue que u,(x) — u(z) q.t.p. em R™ Da hipétese (f2) e do mesmo

argumento aplicado no item (i), temos

iy (o 2ESnle) + i)
2 (e(z) + un (@)

n—oo

h(z)(e(x) + un(x))2> =0 g.t.p. em R".

Além disso, ainda do Teorema 33, a menos de uma subsequéncia, existe w € L*(R™), que

domina w,,. Assim

<a _ 2F(n(e(x) + un(2)))
n?(e(x) + un(x))?

h(z)(e(z) + un(x))2> < allhllz<(e(z) + w())*

ou seja, temos uma limitacao da sequéncia acima, donde podemos, novamente, aplicar o

Teorema da Convergéncia Dominada 20, e assim, obtemos

i _ 2 (nlelz) + un(@)) z)(e(z) + u,(2))? | =
i - (a n2(e(z) + un(z))? h(z)(e(x) 4 un( ))) 0. (5.33)

Noutras palavras, o limite acima é equivalente a dizer que lim, ., J,(u,) = 0. Porém, do

fato de J,(u,,) ser maximo de J,, (para cada n), segue que, para todo v € By N Ey, temos
0< Jn(“) < Jn(un) - Oa n — oo,

e segue, portanto, que J,(v) = 0, para todo v € By N E,, que é exatamente o que

buscavamos demonstrar. O
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Consideremos agora uma nova hipotese sobre o potencial V' e o espectro de Sg,

necessaria para a obtencao de (I3).

(V3) 0 ¢ o(Ss)

Proposicao 26. Sejam ay definido na Proposicao 23, a definido em (fs), com a > ag e

com a hipdtese adicional (V3). Entao, o funcional I definido em (5.2), satisfaz (I3).

Demonstracao. Comecemos definindo os conjuntos @), .S por
Q={re,rel0,m]}®(E2NDB,,) e S=0B,NE, (5.34)

em que 0 < p < r; < 1y sdo constantes (a serem definidas durante a prova) e e € Fy é um

vetor unitario, também a ser determinado na construgao da prova.
Da hipétese de ag < a, tomemos € > 0 tal que a. :=a — € e ag < a, < a. Assim,

da definicao de ay, existe eg € E; nao nulo tal que

4 ||eol |”
= [|RY2e0][7,

donde podemos reescrever
a [ h@)eo(@)de < lleoll* < ac [ hlw)eo(w)*d.
R™ R™

Assim, definindo o vetor e = ey/||eo||?, e usando a Proposicao 23, notando que, como

e € [y, temos P,e =e e P_e =0, segue que
1=le|]* < ae/ h(z)e(x)*dx, (5.35)
R’I’L

assim, nosso vetor e ja esta determinado.

Observemos que o item (4i7) de (I3) decorre imediatamente do Lema 30, onde ¢é
provado que os conjuntos 0@Q), S definidos em (5.34) sao linking. Além disso, o Lema 30

também nos da uma decomposigdo mais precisa de 0Q) a partir da equagao (5.3), de forma

que 0Q = Q1 UQ2UQs e

Q1 ={0} & (E2NB,,), Qs ={re,r €[0,r1]} & (E2N0B,,) e Qs={re}d (E2NB,,).
(5.36)

Precisamos mostrar entao os itens (i) e (i7) de (I3).

Para provar (i), precisamos mostrar que existe o > 0 tal que, para todo u € S,
vale I(u) > a. Assim, tomando u € S = 0B, N Ej, segue que ||u|| = p. Usando o item

(77) do Lema 33 e as imersoes continuas de H*(R™) em LP(R") do Teorema das Imersoes
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Continuas 9

1) = 5(IPsel P+ 1Pull?) ~ [ () Flue))ds

zguuutumuoo/ (Shuta + St >|p)dw

p
Hs

1 C. _
= 2 (500 = elll=c3) = Eilcpr?).

2
p € C.
S =
2

P €
5 = il (5311

v

C
2 € p
H D
2

P € C.
ST (203/9 " pq’;pp)

Portanto, basta tomarmos € e p suficientemente pequenos de forma que I(u) > a > 0,

para algum o > 0, e entdo p estda determinado.

Para provarmos o item (i¢) de (I3), precisamos mostrar que I|sg < 0, e para isto,
vamos usar a decomposi¢ao de 0@ dada em (5.3), o que reduz nosso problema em provar

que I|g, <0, para ¢ = 1,2, 3. Portanto, vamos dividir a prova em trés etapas.

(17).1 Seja u € Q1 = {0} ® (E2 N B,,). Observemos que, em particular, u € Ey, donde
P,u =0, e assim, do fato de h(z), F(u(z)) > 0, para todo € R", temos

I(u) = ;(—||P_u||2) - /Rn h(z)F(u(z))dx <0, Vry € R.

(17).2 Dado r; > 0 arbitrario, consideremos u € Q2 = {re,r € [0,r1]} & (F2 N IB,,).

Entdo u = u; + ug, onde u = re, para 0 < r < ry, implicando que ||ui|| =7 < rq
e ||Pyul| = ||u1]] < ri. Da hipétese (V3), decorre que Ey = {0}, donde Ey = E_
e portanto, de ug € Fy, temos ||P_us|| = ||ua|| = re > 1. Assim, us = v, para

algum v € B;. Entao

1(u) = S (1Pl ? ~ [|Poul?) - / () F(u(x))dx

2 R"
= Sl = 1Pl ~ [ h(e)F(u(e))dr
1
=50 =) = [ h@)F(u(2)dz
1 2 2
< 508 =73) = [ h(@)P(u(@)ds
<0.

(11).3 Sejam ry arbitrario, e o algum valor tal que 1 > 11 e u € Q3 = {re} ® (E2 N B,,).
Entao u = rie 4+ ug, em que 0 < ||ug|| < r5. Temos duas possibilidades: ou ocorre

que 71 < ||usl] < rg, ou 0 < ||ug|| < r1.
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Comecemos pelo caso em que r; < ||us|| < ry. Portanto, ||Pru;|| = r1 e da hipdtese

(V3), [[P-usl[ = [luz||. Como [|P-us|| = |[uz|| = r1, segue
1) = S(IP2ull? = 1Pl ) = [ ha)F(u(e)ds
2 R”
1
= SUPawnl P = 1Pl ) = [ h(@)F(u(a))da
]Rn
T

_ ;(rf —1P-ws|f?) = [ h(@)F(u(a)d

<0.

Agora, se 0 < [|lug|| < 79, podemos dizer que uy = rv, para algum v € By N Es.

Assim, temos ||Pyui|| = 1 e ||P_us|| < 71, donde
1) = SIP2ull? = 1Pl )~ [ ha)F(u(e)ds
= U1l = 1P-wsl?) ~ [ B F(u(e))dr
< 50D = [ h(@)F(u(a)da
_ ;rf [1 - 2h(z) s (“(e(?; U@)))dx] . (5.37)

Da arbitrariedade de r; (e de o > ry), podemos, para ry = n, construir uma
sequéncia a partir de (5.37) e aplicar o item (ii) do Lema 35, donde temos que o
limite

lim - 2h(x)F(n(e(x?)l2+ U(x)))dw = a/n h(z)(e(x) + v(x))*dx

¢é uniforme, para todo v € By N E,. Portanto, dado ¢ > 0 suficientemente pequeno,

tal que 0 < € < a, e como h(z)(e(x) + v(z))* > 0, podemos escrever

nhggo . Qh(:p) F<n(e(32;_ U(-T)))dx = (a N 6) /n h(:v)(e(x) + U(ZL’))QdiE,

ou seja, existe ng € N tal que, para todo n > ng

/n 2h(a:)F(n(e(w7i;— U(m)»dx > (a — e)/ h(z)(e(x) + v(z))*dz, Yn > ng.

n

Definindo (finalmente) m = ng + 1, obtemos

/ ) oh(z) (“(6(‘”)2+ YD) 4 > (=) / h(z)(e(z) + v(z)) dx

> (a—e) / h(z)(e(z)? + v(z)?)de
> (a—¢€) /n h(z)e(z)*d.
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Portanto, concluindo o racioncinio, retomando o calculo de I, temos

I(u) = 1,,,% [1 _ /Rn 2h(x)F(7“%(€(95) + U(x)))d:c]

2
2 T

< ;7‘% {1 —(a—ce¢) /n h(x)eQ(x)dx} <0,

onde a ultima desigualdade vem de (5.35), e o resultado estd provado.

]

Lema 36. Se (v,)nen € uma sequéncia limitada em H*(R™), para s € (0,1), entao acontece

um dos dois casos:

(1) Para todo r > 0,

lim sup sup v, (7)|2dz = 0.
n—+oo yeR" J By(r)

(17) Ezistem 1,10 > 0 e (yn)nen C R™ tais que

lim sup v, (7)Pdz > p.

n—+oo JBy(r
Demonstra¢io. Suponhamos que (i) nao ocorra e mostremos que ocorre (ii). Com efeito,

se (i) ndo ocorre, existe r > 0 tal que

lim sup sup vy (7)|*dw = M > 0.
n—+oo yeR™ J By(r)

A partir do lim sup, podemos afirmar que

sup v, (2)|Pdz > M, V¥n €N,
yeRn J By(r)

Seja ¢ = supye]Rn/ |v (2)[Pdz. Como ||v,||r2 < ||vn]|ms, segue que ¢ < co. Temos
By(r)

Y '
entdo ¢ > M, donde, dado n € N de forma que ¢ > M + 1/n, podemos construir uma

sequéncia (Y, )nen tal que

c> v (2)]Pdz > M +1/n > M,
Byn(r)

e assim, lim sup vp(x)[Pdx > p para algum p < M. O
n——+o0o B ) H g K

Yn (T

Lema 37. Sejam o funcional I definido em (5.2), € (un)nen uma sequéncia de Cerami

relativa a I sobre algum nivel arbitrdario c. Entao (up)nen € uma sequéncia limitada em E.

Demonstra¢do. Suponhamos por absurdo que a sequéncia (u,),eny C F do enunciado seja

ilimitada, ou seja, ||u,|| = oo quando n — oo e definimos v,, = - Como, do Coroldrio
n

2, E = H*(R") é um espaco reflexivo, entao v, converge (a menos de uma subsequéncia)
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fracamente para algum v € H*(R™). Como v, ¢ limitada em F, a partir do Lema 36,
precisamos analisar separadamente os casos (i) e (i7). Provemos que nenhum dos dois

casos ¢ viavel, o que nos dara a contradicao desejada.

Suponhamos entao que (v,,) seja do tipo (i7) do Lema 36 e (y,)nen C R™ a sequéncia
de pontos também do Lema 36. Dado ¢ € C§°(R) arbitrario, construimos a sequéncia
() = Gul- + yn), de forma que ||y ||zs = ||9|

gs em E e além disso, de u,, ser uma sequéncia de Cerami, decorre que

ms. Da equivaléncia entre as normas || - ||

el
|1 (un)fn| < [ (un) [ énll < cx| [ (un) [l @nll e < cal I (un)[[]|6n]] = 0,

onde ¢; e ¢y sdo as constantes oriundas da equivalécia entre as normas. Como ||u,|| — oo,

temos que Q,, = {z € R": |u,(x)| # 0} tem medida nao nula.

Considerando v, = Upg + Up— + Uy, para v,; € E;, j € {0,4, —}, obtemos, através

de uma mudanga de variavel,

]/(un an o s/2 —A s/2 )z
MH /n (£)(~2)"6,(2)

[|ual]
|un|| n ) (@) = M) f (un (7)) pn () ) dx

= | (=A)Pu(2)(=A)2 ¢z — yn)da

+ [ W@t = )~ bl @ofe )y
= [ (A5, 2) (-8) ()
+ | (V(@)on(2)d(z) — bz + yn)Wan(m)qﬁ(x))dx, (5.38)

onde U,(+) = vp(- + Yn) € Un(-) = un(- + yn). Observemos que, na verdade, temos dois

subcasos, a saber, |y,| — +00 ou (|yn|)nen é limitada.

Tratemos inicialmente do subcaso |y,| — +00. Seja K = supp(¢), com K limitado.
Como v, — v em F (a menos de uma subsequéncia), entdo, das Imersdes Compactas 10,
temos v, — v em L2
ser fechado e da desigualdade de Holder, v,|x — v|x em L'(K). Do Teorema de Vainberg
33, existe £ € L'(K) que limita v, em K. Portanto

fan()

(R™), e também v, (z) — v(z) q.t.p. em R". Em particular, de K

\h(- ) < |ll=ke()0() € LK),

onde k vem do Lema 33.

Por outro lado, da convergéncia pontual de v,(z) — v(x) q.t.p. (em particular)
em K, de |f(s)/s| < k e da hipdtese (h1), h(z) — 0 quando |z| — +00, segue, para todo
re K

< klh(z + yo)||on(x)d(2)| — 0, quando n — oo.




97

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada 20

[ (an(x)) -

/n Bz + yn) (@) Op(2)p(z)dx = /K h(z + yn) i) 5

quando n — oo.

Usando (V7), obtemos

. I/(un)¢n 5/2 ~ s/2

= Jlim = = | (=ay @) -a) cb(iﬁ)dw
+ [ @it - he + i) 2D o
— [ ((~A)"8(x)(=A)"24(x) + Vit (2)d())da,

Rn
mas isto significaria que ¥ seria solugao fraca de (—A)*u = Vu, e do Lema 23, 0 € H**(R"),
com (—A)*0 = V0. Mas isto significaria que V, € 0,((—A)*), porém, do Teorema 12,
isto é um absurdo. Assim, (|y,|)neny ndo pode ser ilimitada.
Partindo agora para o subcaso (|y,|)nen seja Q = {z € R" : v(x) # 0}, onde, pela
sua defini¢ao, €2 tem medida nao nula. Agora, do Teorema de Imersdes Compactas 10,

segue que v,, possui subsequéncia convergindo fortemente em L? (R"), donde obtemos

também a convergéncia pontual de v,(x) — v(x) q.t.p. em Q. Da defini¢ao de v,, segue

que |uy(z)] = |||un]|vn(z)| = 00, q.t.p. em Q. Assim, de (f3), segue que
Q(uy(z)) — 00, e também h(x)Q(u,(x)) — 0o, ambos q.t.p. em €.
Aplicando o Lema de Fatou 22, temos

lim inf [ h(x)Q(u,(z))dx > / lim inf h(z)Q(u,(z))dr = co. (5.39)

n—o0 [9) Rn n—o0

Agora, do fato de (u,)nen ser sequéncia de Cerami de nivel ¢, segue, da Definigdo 17 que
I{ug) = ¢, (1 [Jun| D[ (un)|| = 0

e obtemos
1 (un )t | < 1 ()| [ || < (1T (un) 1] ([ ]| + 1) =0,

que implica que |I'(u,)u,| — 0 quando n — oo. Segue do Lema 34 e da desigualdade
(5.39) que

Hwn) = 5T unin = = [ B F () + 5 [ () ()
=~ [ o) (Fun(e) = 5 (o)) da
= [ h@)Q(un(w))da
> [ h@)Q(uy(x))dz — oo,
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donde teridmos ¢ > oo, o que é um absurdo, sendo assim, nao podemos ter v nao nulo.

S6 nos resta agora o caso em que v satisfaz (i) do Lema 36. Decompondo os
elementos v, = vV, +v,_ +Vn0, € do mesmo argumento citado acima, v, — v = v_+vy 41y
(R™). Como

v = 0 e da ortogonalidade entre os espagos E;, j € {—, +, 0}, escrevemos ||v;|* < |[v]]* =0

implica em convergéncia de v, para v (a menos de uma subsequéncia) em L2 .

e segue que v; = v_ = vy = 0. Portanto, as sequéncias v,; convergem pontualmente para
0, para j € {+, —,0}. Em particular, como (v,0)nen C Ep € Ey tem dimensdo finita, segue

que [|vnol| = [fvol| = 0.

Como ||up|| > [|tn—]||, ||tn+]|, obtemos
7 ()t | < 1 () [t || < T () [ (g || 4 1) < [ (un) [ un ] +1) = 0

e da mesma forma |I'(u,)u,_| — 0. Mais ainda, de ||u,||* = oo, temos

e 0 e S o
]l<un)unj _ 1 . S/Qu ) (— s/2u (2)dx
T = Tt o AP (0) (=2 ()
+||1Li||2/n(V(x)un(x)unj(x) = h(@) f (un())un;(x))dz, j € {+,—}.
Assim
[’(un)un+ . [,(un)unf _ 1 _ S/QU ) ((— S/QU x) — (— S/Zu x))ax
[ T Jon ") P @) (=) t04(5) = (=) Pt (@)
s [ (V@) ) (s (0) = i 2)) = ) () (s () = - ()

€ COMO Uy, = Upy + Uy— + Uyp, usando a "ortogonalidade'proveniente da Proposicao 22,

I'(un)uny 1 (un)un— 1 / 2 2 2 2
- = |(=A) Pt ()] = [(=2)Pup-(2)Pdx
[l [? lunl? lunl? Jre ’
1
ST /Rn(V(:U)(un+(9€)2 — Un—(2)*) = 1(2) f (n(2)) (s (2) = - (2)))do.
Agora, como Pyu,, = up. € P_u, = u,_ e usando a Proposicao 21, podemos escrever
I'(up)uny  I'(ug) g, — 1 5 5
- = 1Pyt ||” + ([ Poun-[]7)
[l [? lunl P [lual? (1P )

~ T o P 0 (0)) . (0) = ()

Da defini¢ao de vy, v, = u,/||u,l||, temos

I ()t _I’(un)un,

f(un(z))

= ||P+vn+||2+||P—vn—||2—An h(z) ([vn+ (@)= [vn—(2)]*)de.

[ 2 [[unl[?
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De 1 = [|va|]? = |[vna |)? + [[va_]|]? + ||vnol|?, € como P_v,_ = v,_ e Pyv,. = v,, segue

que

0 ¢ Pkt LMy g2 = [ n@) 2 o @2~ )P,

[[un[? [[unl[? Un ()

ou seja

I h<x>W<\vn+<x>\2 o (@) - 1. (5.41)

, seja ¢ = 2;, q e ¢’ expoentes conjugados. Como h € LI(R"),

Agora, para g =

aplicando a deagualdade de Holder, obtemos

[ r@ P 2 < o

< k| [ b (o = fon- )z
(o) + ([ e 0190)”
dx) v

< kllells (110211 s + 10211 2 )

S thHLq

\\H

= ‘rnk\ge
~—
U
8
N———
<
1

(L
< e | ([, s to
(

< k[|A] L4 (an—i—“ ,u o] 22§‘>
1?7 1’7
92
< Kl[Aflzallvnll 2,
1?7

mas, usando o Teorema 34, segue que [[v,|| 22 — 0. Porém isto é um absurdo, pois a
L7

integral anterior converge para 0, mas de acordo com (5.41), deveria convergir para 1.

Portanto, v nao pode ser como no item (i) do Lema 36, donde obtemos que (uy,)nen

é uma sequéncia limitada.

]

Proposicao 27. O funcional I definido em (5.2) satisfaz (1y).

Demonstragio. Com efeito, seja (uy,)neny C E, tal que existe b > 0, satisfazendo (I (uy))nen C
[c — b, b+ ¢, para algum ¢ > 0, e além disso, (1 + ||u,||)||I'(un)|| = 0, quando n — oo.
Suponhamos por absurdo que (u,)nen seja ilimitada em F, donde existe uma subsequéncia

(tn, Jken satisfazendo ||uy, || — oo.

Observemos entao que, da compacidade de [c—b, b+¢], existe uma (sub)subsequéncia
(unkj );jen, de forma que, como ([(unkj))jeN C [e—b,c+1], tal que I(unkj) — d, para algum
d € [c—b,c+b]. Assim, (unk]_ )jen € uma sequéncia de Cerami (do funcional I) de nivel d.
Do Lema 37, (unkj )jen € uma sequéncia limitada em E. Retirando a subsequéncia (unkj )jeN,
podemos repetir o argumento anterior e obter infinitas subsequéncias limitadas de (uy, )ken,

donde segue que a sequéncia é limitada, mas isto é a contradi¢ao que desejavamos. O
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Teorema 17. Sejam V satisfazendo (V7), (V) e (V3), h satisfazendo (hy) e f satisfazendo
(f1)-(f3). Entdo o funcional I definido em (5.2) possui valor critico.

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que, admitindo as hipéteses (V4), (V2), (h1), (f1)-
(f3), do Lema 34, o funcional I definido em (5.2) é C'(H*(R"),R). Além disso, pelas
Proposigoes 24, 25 e 27, segue que [ satisfaz (1), (I2) e (I;). Adicionando a hipétese
(V3), decorre que I também satisfaz (I3). Do Teorema Abstrato de Linking 16, segue
que ¢ > a > 0 (a obtido na construgao da Proposicao 26) é valor critico de I. Noutras

palavras, ¢ é valor critico de (5.2), como desejavamos. O
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APENDICE A - RESULTADOS ADICIONAIS

Teorema 18. [Teorema de Riesz[([7], Teorema 5.5.2, p.126) Seja H um espago de Hilbert

e ¢ H — K um funcional linear continuo. Entdo, existe um inico yo € H tal que

¢(x) = (x, Yo).

Teorema 19. [Teorema do Grifico Fechadol([7], Teorema 2.5.1, p.45) Sejam E e F dois
espagos de Banach eT' : E — F um operador linear. Entao T é continuo se, e somente se
o grdfico de T', G(T), € fechado em E x F.

Teorema 20. [Teorema da Convergéncia Dominadal([2], Teorema 5.6, p. 44) Sejam
(Q, %, 1) um espago de medida, (fn)nen uma sequéncia de fungoes da forma f,: Q2 — R

mensurdveis quanto a ¥, e uma fungio g : 0 — R com g € LY(Q, i), satisfazendo

(1) falz) = f(2) p—gq.t.p. em Q;
(@) |fal2)| < g(x) p—g.t.p. em Q.

Entdo f € L*(Q,p) e
tim [ ful@)dp = [ f()dp

n—-+o0o

Teorema 21. [Teorema da Convergéncia Mondtona/([2], Teorema 4.6, p. 31) Sejam
(Q, %, 1) um espago de medida, (fn)nen uma sequéncia de fungoes da forma f, : Q@ — R,

mensurdveis quanto a X2, satisfazendo

(1) folz) = f(x) p—q.t.p. em Q;
(17) 0 < ful(z) < frog1(x) p—gq.t.p. em Q.

Entao
lim [ ful@)dn= [ fa)dn.

n—-+o0o

Teorema 22 (Lema de Fatou). (/2/, Teorema 4.8, p. 33) Sejam (2, %, 1) um espago de
medida, (fn)nen uma sequéncia de fungoes da forma f, : Q@ — R, mensurdveis quanto a ¥,
tais que fn(z) >0 pu— q.t.p. em Q. Entao

I 'f/n d>/1‘ inf f,(x)du.

m it [ ful@)dp> [ m nf_f(2)dp

n—-+oo

Teorema 23. ([21] Teorema 8.8, p.61) Sejam (§2,%) um espago mensurdvel e u :  —
R wma fun¢io mensurdvel. Entdo existe uma sequéncia de funcgoes simples ([fn)nen,
mensurdveis, tal que f,(x) — u(x) g.t.p. em Q, e mais ainda, |f,| < |u|. Mais ainda, se

u >0, € possivel tomar a sequéncia (f,)nen tal que 0 < fi, < fui1-
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Definig¢ao 18. ([11], Definicio 2.65, p.91) O aberto Q2 C R™ € dito dominio de Lipschitz

se
(1) Existe uma cobertura aberta (€2;);>0 tal que d(,) > 0, para todo i > 1, Q; é
limitado, Q; N O #£ 0, e ou a famdlia {%} € finita, ou
dk>2, |i—j|>k = 4NQ,;=0.
(2) Eziste um subconjunto aberto O} de R"™', uma fungio a; Lipschitz em O, e um

sistema de coordenadas tal que, apos uma permutacao de coordenadas se necessario,

satisfaz

QLNQcC{(d,x,) 2" € O}, x, > a;(2")},
QNN ={(a,a;(2")) : ' € O}}.
(3) Existe uma particao da unidade (¢;)ien subordinada a cobertura Q e constantes Cy e

Cy tais que
[|@il[wree (R") < Ch e []ag]lwreor) < Co, Vi

Teorema 24. [Teorema de Riesz para medidas/([20], Teorema 6.19) Sejam Q@ um espago
de Hausdorff compacto e C(2,R) o espago de Banach das fungoes continuas definidas
sobre ), equipadado com a norma do supremo. Para cada funcional F € C(§,R), entdo

existe uma unica medida p complexa definida sobre a o-dlgebra de Borel de €, tal que

() = [ fdu, ¥f € C@QR)
Teorema 25. ([7], Corolario 5.4.5, p.125) Todo espago de Hilbert é separdvel.

Teorema 26. [Teorema de Fubini/([8], Teorema 4.5, p.91) Sejam (21, X1, p1), (2, 3o, 112)
dois espagos de medida. Se F € L'(Q; x ), entdo

/ dm/ F(z,y)dus =/ duz/ F(z,y)du = /dm/ F(z,y)duy x dpy
Q1 Qo Qo 951 Q1 %0

Teorema 27 (Formula de Plancharel). (/14], Teorema 6.14, p.93) Se f,g € L*(R™) N
L*(R™), vale
| f@g()de = | P(A)EF)E)e

Teorema 28. ([10], Teorema 26.1, p.333) Sejam X,Y espagos de Banach definidos sobre
R, B, (z9) C X, ¢ : B.(xg) > R e F: B.(xg) = Y aplicagoes continuamente diferencidveis.

Suponhamos ainda que F(xo) =0, R(F'(x)) seja um conjunto fechado e
¢(x0) = min{¢(z) : v € B, (), F(x) = 0}.
Entao, existe um "multiplicador de Lagrange'\ € R e y* € Y™ nao todos nulos, tal que

A (o) + (F'(wo))"y" = 0. (-1)
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Teorema 29. (/26], Teorema 24, p.76) Seja H um espago de Hilbert. Se (fn)nen € uma
sequéncia limitada em (H e (fn, g))nen € uma sequéncia de Cauchy para todo g € M, onde

M é um subconjunto denso de H, entao existe f € H tal que f, — f.

Teorema 30. (/26], Teorema 4.25, p.77) Seja H um espaco de Hilbert. Se (up)nen € uma

sequéncia limitada em H, entdo existe uma subsequéncia (f,, )ken fracamente convergente.

Teorema 31. Sejam H um espaco de Hilbert e T : H — H wm operador linear limitado.
Entdo, dado 0 # X € C, R(T — \I) é um conjunto fechado em H.

Definicao 19. Seja E um espago de Banach e ¢ : E — R um funcional. Dizemos que ¢
¢ fracamente continuo se, para toda sequéncia (uy)neny C E, tal que u, — u, para algum
u € E, entao ¢(uy,) — o(u).

Definigao 20. Seja E um espaco de Banach e ¢ : E — R um funcional. Dizemos que ¢
¢ uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados de E se, para quaisquer R,e > 0,

existe § > 0, independente de u, tal que
|o(u+v) — p(u) — @' (u)v| < €||v]|, Yu,u+v € Bg, ellv|| <.

Teorema 32. [Lema de Brézis-Lieb] Sejam Q@ C R"™ subconjunto aberto e (uy,)nen C LP(£2),
para 1 < p < oo. Se (up)nen € uma sequéncia limitada em LP(S2) e u, — u, q.t.p. em €,

entao

Jim ([[unl [0y = lfu = unllzo ) = lullf@)-

Teorema 33. [Teorema de Vainberg/([8], Teorema 4.9, p.94) Sejam @ C R"™ um conjunto
Lebesgue mensurdvel, (fu)neny C LP(Q) e f € LP(Q), tais que f, — f em LP(Q). Entao

existe uma subsequéncia (fn, )ren € g € LP(S2), tais que
(1) fu.(x) = f(z) g.t.p. em
(17) |fo.(z)] < g(z) g.t-p. em Q, para todo k € N.

Teorema 34. ([/13], Lema 2.2) Sejam n > 2 e s € (0,1). Se (ug)ren € uma sequéncia
limitada em H*(R™) que satisfaz

lim sup lug(2)*dx = 0
k—o0 yeR™ J Br(y)
. 2n
para algum r > 0, entdo u — 0 em LP(R™), para 2 < p < 2% = 5"
n—2s

Teorema 35. ([5], Proposicao 3.1, p.64) Sejam s € (0,1), n > 2s, Q C R™ um conjunto
limitado e aberto, K : R™\ {0} :— (0, +00) uma fungdo satisfazendo

e mK € L'(R"), onde m(x) = min{|z|? 1},
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e cxiste 0 > 0 tal que K (x) > 02|~ "*2%) para todo x € R™ \ {0},

(&

X5 = {ue L@ : [l + [ Ju(e) = ulw)PK (@ = y)dady < 00, ulgona = 0}

RxR™

Entao existe um escalar Ay positivo tal que

M = minu € X5(@), ullozey =1 [ Ju(e) = (@)K (@ — y)dady < o0, ulgma = 0.
X n

Além disso, existe uma fungao ey € X§(R™) ndo negativa, com ||e1||2mny = 1 tal que

M= [ e - e )PK (e - y)drdy.



