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RESUMO

Este trabalho apresenta dois métodos para redirecionar um fluxo de fluido utilizando
campos tensoriais em simulacgoes baseadas em métodos particle-in-cell. O nosso foco é usar o
campo tensorial como um meio para defletir fluidos para geracao de efeitos em Computacao
Grafica. Este trabalho adapta a formulacao classica do método Fluid-Implicit-Particle
(FLIP) incluindo a informagao dos tensores durante os passos da projegao e advecgdo. Sao
apresentadas duas novas abordagens numéricas para a resolugao da projecao anisotropica,
uma baseada em faces e outra baseada em faces e arestas. O desenvolvimento desses
métodos visa garantir uma simulagao estavel, suave e livre de divergente. Para tal, sao
empregadas duas estrturas em grade escalonada. A grade Marker-and-Cell (MAC) classica
¢é utilizada para armazenar o campo de velocidades e para encontrar o campo projetado
pela projecdo baseada em face. Entretanto, para comportar valores armazenados nas
arestas, uma extensao para essa categoria de grade é proposta, sendo também utilizada
na projecao baseada em face e aresta. Foi proposta uma nova adveccao baseada no
método Runge-Kutta de ordem trés, onde incorporamos a deflexdo tensorial como um
campo de aceleracao. Também ¢é proposta uma forca externa que visa balancear os
efeitos do tensor na borda fluido-vazio. Tal forca age para evoluir o fluxo na regiao,
fazendo com que o campo tensorial exerca um efeito de meio permeavel. Para mostrar
as capacidades de cada abordagem, sao realizados testes individuais e com diferentes
categorias de campos tensoriais. Além disso, um experimento comparativo é apresentado
para analisar os aspectos visuais e numéricos de cada método. Com esses experimentos é
possivel entender como diferentes tipos de tensores afetam o comportamento do fluido nas

diferentes abordagens.

Palavras-chave: Simulacao de Fluidos. Decomposi¢ao de Helmholtz Anisotropico.

Particle-in-Cell. Equacao de Poisson Tensorial.



ABSTRACT

This work presents two method to redirect a fluid flow using tensor fields in particle-
in-cell based simulations. Our focus is use tensor fields as medium to deflect fluids for
computer graphics effects. This work adapts the classical formulation of the Fluid-Implicit-
Particle (FLIP) method including the information of the tensors during the projection
and advection steps. Two new numerical approaches for solving anisotropic projection will
be presented, one based on faces and other based on faces and edges. The development of
these methods aims to ensure a stable, smooth and divergence-free simulations. For this
purpose, two staggered grid structures are employed. The classic Marker-and-Cell (MAC)
grid is used to store the velocity field and to find the field projected by the face-based
projection. However, to accommodate values stored on edges, an extension to this grid
category is proposed, which is used in face and edge based projection. A new third
order Runge-Kutta method is proposed, where we incorporate the tensor deflection as an
acceleration field. An external force is also proposed to balance the tensor effects on the
fluid-empty boundary. Such a force acts to evolve the flow in the region, causing the tensor
field to exert an effect on a permeable medium. To show the capabilities of each approach,
individual tests will be executed with different categories of tensor fields. In addition, a
comparative experiment is presented to analyse the visual and numerical aspects of each
method. With the experiments it is possible to understand how the different types of

tensors affect the fluid with different approaches.

Keywords: Fluid Simulation. Anisotropic Helmholtz Decomposition. Particle-in-

Cell. T-Poisson Equation.
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1 INTRODUCAO

No cotidiano, diversos fendmenos fisicos que presenciamos se apresentam como
escoamento de fluidos, como o vento, a agua, a fumaga, fogo e etc. Modelos matematicos
que tentam descrever o comportamento de fluidos sdo baseados nas leis de conservacao de
massa e momento, um desses modelos é conhecido como Equagoes de Navier-Stokes para
escoamentos incompressiveis [Batchelor, 2000]. E comum utilizarmos a técnica de splitting
para resolugao de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s), o que implica resolver cada
um dos fenémenos do modelo individualmente. Esse tipo de método tende a gerar um
erro numérico maior nas solugdes obtidas [Ferziger et al., 2002], entretanto, conseguimos
simplificar o processo de resolucao dos modelos. Para evitar esse tipo de dissipagao
numeérica, métodos mais robustos tendem a resolver todos os fendomenos de forma conjunta,
como por exemplo o algoritmo SIMPLE [Ferziger et al., 2002] para solucao das Equagoes
de Navier-Stokes. Se desejarmos reproduzir um ambiente real em um espaco virtual,
sera necessario incluir algum nivel de simulagao fisica para que possamos obter um nivel
adequado de foto-realismo. Simulagoes voltadas para a area de Computacao Grafica
(CG) almejam construir animagoes visualmente convincentes, o que nao necessariamente
implica em uma simulacao com precisao elevada. Portanto, a técnica de splitting se mostra

vantajosa para a area.

Durante a produgao de uma cena em CG, é comum que o artista digital utilize
diversas categorias de efeitos, alguns desses sendo produzidos a partir de simulacoes de
fluidos. Esse tipo de efeito pode ser observado no filme Moana [Frost et al., 2017] da Disney.
Podemos ver diversas cenas onde o artista consegue controlar o escoamento de agua a
sua livre escolha. Esse tipo de ferramenta vem sendo desenvolvida na area ha décadas
para criar ferramentas cada vez mais elegantes, permitindo um controle mais fino do
escoamento [Lu et al., 2019]. Recentemente houveram diversos trabalhos que introduziram
[Renhe et al., 2019] e aprimoraram [Vieira et al., 2021] uma nova forma de controle. Esses
trabalhos visam dominar o escoamento através de um campo tensorial que deforma o
meio onde o fluido é transportado, fazendo com que seja possivel criar novos tipos de
efeitos que sao dificeis, ou impossiveis, utilizando métodos desenvolvidos anteriormente
a eles. Esse tipo de ferramenta pode ser utilizada para simular desde escoamentos em
meios permeaveis a até em visualizagdo cientifica, como para visualizar campos tensoriais.
Campos esses que podem ser obtidos através de amostragem de propriedades fisicas, desde

a permeabilidade de um material, ou através de exames de ressonancia magnética.

1.1 TRABALHOS RELACIONADOS

Diversos métodos foram propostos ao longo dos anos, desde um controlador in-

corporado ao método [Foster and Metaxas, 1997] ao uso de quadro-chave para controlar
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simulagoes de fumaga [Treuille et al., 2003]. Entre esses trabalhos, os mais préximos com
a proposta deste texto sao de controlar o fluxo de fluido ou conté-lo em uma determinada
regidao do espago. Alguns exemplos sao Foster and Fedkiw [2001], Kim et al. [2006], Nielsen
and Christensen [2010] e McNamara et al. [2004], Fattal and Lischinski [2004], Shi and Yu

[2005] respectivamente.

Pan and Manocha [2017] propuseram um algoritmo de otimizac¢ao para computar
sequencias de campos de forga, baseados em quadros-chave, com o intuito de produzir
formas esfumacadas. Apesar dos autores afirmarem que o método deles é mais rapido
que outros métodos baseados em otimizagao, simulagoes desse tipo ainda sao computacio-
nalmente custosos. Lu et al. [2019] entretanto, propuseram um esquema diferente para
simulacao de fluidos controlada. Eles utilizaram como inspiragdo a animacao esquelética e
implementaram dois passos: fluid rigging, baseado em uma nuvem de pontos que pode
ser manipulada pelo usuario, e fluid skinning, que produz um fluxo plausivel baseado
em decomposicao espectral. A ideia é reforcar as baixas frequéncias no campo de forga.
Os autores afirmam que o método deles melhora o controle em 2D e 3D, eliminando a
necessidade de otimizagao dos parametros. Alguns trabalhos recentes com particulas
usam o método de Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) [Lind et al., 2020], que visa
controlar o fluido por meio da aplicagdo de restrigdes a deformagao nas particulas [Feng
and Liu, 2018], ou usando forgas de mola para conduzir o fluido até um dado alvo de
interesse [Zhang and Liu, 2018].

Inspirado por trabalhos que combinam técnicas tensoriais e as equagoes de Navier-
Stokes para visualizagao de tensores de difusao obtidos através de ressonancia magnética
Hageman et al. [2006], um novo método para controle de fluidos através de campos
tensoriais foi proposto em Renhe et al. [2019]. Os tensores sao acoplados as equagoes de
Navier-Stokes de fluxo, agindo como parte integrante do meio. Nesse trabalho, o fluido
percorre caminhos que surgem naturalmente sob camadas do campo tensorial. Portanto, o
fluido nao é rigorosamente restringido a caminhos ou superficies, nem mesmo sob influéncia

de campos de for¢a pré-definidos.

O fluido pode, entretanto, ser representado por uma abordagem hibrida, onde cada
célula da grade contém um ntmero especifico de particulas. Métodos que trabalham com
essa categoria de configuracao sao geralmente chamados Métodos Particle-in-Cell (PIC),
referindo-se a abordagens hibridas que trabalham com particulas ao lado de células de
grade. Os dados do fluido nao sao representados unicamente pela grade, passos adicionais
sao necessarios para manipular os valores de entre células e particulas. O método PIC
original [Evans et al., 1957] inicia a simula¢do com as quantidades armazenadas nas
particulas. Essas quantidades sao transportadas para a grade, onde todos os passos
nao-advectivos (difusdo, projegao e forgas externas) acontecem. Quando a advecgdo ocorre,
as particulas tém suas posicoes e velocidades atualizadas com base na velocidade da grade.

A ideia por tras de métodos PIC é obter as vantagens de ambas as abordagens, Euleriana
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e Lagrangiana. Entretanto, como a copia de todos os dados envolvem interpolacao, é
esperado um aumento no erro numeérico do sistema, introduzindo como resultado uma

viscosidade artificial nas simulagoes.

Brackbill et al. [1988] tentaram minimizar o problema da dissipagdo numérica dita
acima, introduzindo uma variacdo do método original chamado FLIP. A interpolagao
usada durante a transferéncia grade-particula consideram nao apenas os novos valores
da grade projetada, mas também a grade de antes dos passos nao advectivos. Portanto,
em cada iteracao, logo apos a transferéncia das velocidades da particula para a grade, o
método FLIP salva uma copia dessas velocidades para uso futuro. Os préximos passos
da simulagao, exceto para a advecgao sao executadas na grade, tal como no método PIC.
Quando ocorre a advecgao, entretanto, as novas velocidades computadas na grade sao
subtraidas das velocidades salvas anteriormente e a diferenca é interpolada e adicionada

as particulas.

O método FLIP é, portanto, uma maneira de contornar a dissipagao numérica
adicional obtida com o PIC, entretanto, algumas instabilidades sao adicionadas no processo.
O fator « é utilizado como balanceamento de quanto da solugao original do PIC é preservada
no FLIP, de modo a reduzir instabilidades e obter uma simulagao menos viscosa. Jiang et al.
[2015] tentaram resolver este problema prevenindo a perda de informagao na representagao
da velocidade. A abordagem que eles utilizaram foi estendida em Fu et al. [2017]. O foco

do trabalho ¢ a integracao do método FLIP com tensores.

Esse trabalho segue Renhe et al. [2019], onde as equagoes de Navier-Stokes sdo
adotadas para restringir o fluxo de fluido de acordo com a geometria do campo tensorial.
Como em Renhe et al. [2019], os fluxos de fluido sdo direcionados pelas propriedades do
meio, representadas pelo campo tensorial, sem a necessidade de especificar campos de forga
ou caminhos para obter o mesmo efeito na simulagdo. Entanto, nesse trabalho, mecanismos
de controle dependiam de modelos de simulagao mais simples com velocidades centradas
na célula e um passo de projecao com restrigoes de estabilidade a campos tensoriais mais

desafiadores.

1.2 PROPOSTA

Mesmo com avancos na area de simulagao anisotrépica de fluidos, os trabalhos
desenvolvidos até hoje ainda nao conseguem resolver adequadamente o campo de pressao
para meios com anisotropia elevada. O objetivo deste trabalho é oferecer novas formas
de se computar o splitting da pressao para meios anisotrépicos, que é fundamental para
simulagao, ja que é a partir dele que conseguimos garantir a lei de conservacdo de massa,
encontrando um campo de velocidades com divergente nulo. Sera utilizado como base o
trabalho de Vieira et al. [2021] com o intuito de prover formulagbes mateméticas mais

consistentes. Um exemplo é a definicao do limite tedrico para o campo tensorial de acordo
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com o teorema da decomposicao de Helmholtz anisotrépica, onde podemos garantir a

existéncia e unicidade da solu¢ao para o campo de pressao.

Neste trabalho, sao propostas duas novas discretizagoes para o splitting da pressao,
uma baseada em diferengas finitas e outra baseada em volumes finitos, além da introducao
de novas condigoes de borda de Neumann tensorial para pressao. Discretizagoes essas
mais simples de se implementar do que as anteriores e entregando resultados melhores ou

similares.

Diferentemente dos trabalhos anteriores como Renhe et al. [2019] e Vieira et al.
[2021], que utilizam da simula¢do de fumaga para demonstrar o método, este trabalho ird
se limitar a simulagao de liquidos utilizando o método FLIP como base. Outra diferenca
significante neste trabalho é o uso de uma grade MAC para armazenamento do campo
de velocidades ao invés de uma grade centrada na célula, além de utilizar uma extensao
da grade MAC classica, nos permitindo armazenar e tratar valores também nas arestas
das células. Além disso, a grade MAC contribui para uma simulagdo menos dissipativa e
mais estavel. Por fim, o método Runge-Kutta é modificado para computar a influéncia do
campo tensorial, evitando um passo numérico extra usado em Renhe et al. [2019]. Nos

capitulos seguintes sera discutido estas contribui¢oes com mais detalhes.

1.3 ORGANIZACAO

O restante do trabalho serd dividido da seguinte forma: Capitulo 2 apresenta uma
descri¢ao de conceitos principais para o entendimento do trabalho; os capitulos 3 e 4
descrevem os métodos propostos testados e discutidos no capitulo 5. Durante o capitulo 6

sera apresentado a conclusdo e a possibilidade de trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTOS

Neste capitulo sera discutido os conceitos de conservagao de massa e momento
(secao 2.5), além de introduzir a nogao de tensao através tensor de Tensoes de Cauchy
(secdo 2.4). Apresentadas essas ideias, iremos discutir como as Equages de Navier-Stokes
(secao 2.5.1) sao formuladas e qual a modificagdo feita no modelo que é utilizado neste
trabalho. Sera discutido também o Teorema da Decomposicdo de Helmholtz Anisotropica,

o qual nos dé o limite tedrico para que a equacao de T-Poisson 3.3 exista e seja tinica.

2.1 TENSORES

Tensores sao objetos algébricos que descrevem uma relagao multilinear entre con-
juntos de objetos de um espago vetorial [Itskov et al., 2007]. Tensores sao utilizados
em diversas areas, como na fisica e engenharia para descrever grandezas como tensao
e permeabilidade. Nesses casos, necessitamos de descrever a variacao das quantidades
em mais de uma direcao. Entidades matematicas mais simples, como escalares e vetores,
nao possuem capacidade de armazenamento de informacao suficiente para que possamos
utiliza-las nesses casos. Tensores conseguem descrever relagoes entre vetores, escalares, e

outros tensores e também contém um sistema de coordenadas independente.

Podemos tensores como extensoes dos conceitos de vetores. De acordo com Kolecki
[2002], podemos classifica-los de acordo com a sua ordem k. O nimero de componentes
de um tensor depende do espaco euclidiano no qual ele estd, assim, um tensor possui M*
componentes, onde M é a dimensao do espago. Neste trabalho estamos interessados no
espaco R?, logo, o niimero de componentes de um tensor é 3*. Um tensor de ordem 0, ou
escalar, possui apenas uma componente e representa a magnitude de alguma grandeza.
Um tensor de ordem 1, ou vetor, possui 3 componentes que representam uma dire¢ao e
uma magnitude. Tensores de ordem 2, possuem 9 componentes que representam 3 diregoes
e 3 magnitudes. Portanto, podemos observar os tensores como uma generalizagao para o

conceito de vetores.

2.1.1 TENSORES DE ORIENTACAO

Um caso especial de tensores é o tensor de orientagdo [Westin, 1994], sendo uma
matriz quadrada positiva definida. Um tensor de orientacdo T pode ser representado
matematicamente como: u

T = Z Aile; ©e),
i=1
onde \; é um autovalor de T, e; é o autovetor associado a A; e ® é o produto tensorial entre

dois vetores. O tensor T resultante é uma combinacao linear dos vetores e; ponderados
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pelos escalares \;. Cada um dos autovetores e; define uma direcdo da base ortonormal

armazenada em T escalada pelos autovalores ;.

Em R3, um tensor de orientacdo também pode ser decomposto em uma soma das

contribuicoes de suas caracteristicas lineares, planares e esféricas (T, T, e T;), como:

T = (A — A)Ty + (A — A3s)T, + AsT, (2.1)

Esta decomposicao tem um importante significado geométrico. Analisando a relacao
entre os trés autovalores, nés podemos determinar aproximadamente o formato do tensor.

Basicamente, temos trés possibilidades:

1. A1 » Ay & A3 indica aproximadamente um tensor linear,
2. A\ & Ay » A3 indica aproximadamente um tensor planar e

3. A1 & Ay ~ A3 indica aproximadamente um tensor isotrépico.

2.2 DESCRICAO DE UM FLUXO

Imagine um fluxo de fluido onde cada particula carrega suas proprias propriedades.
A medida que a particula avanca, suas propriedades podem mudar com o tempo. O
método de descrever todo o fluxo, registrando as historias detalhadas de cada particula de

fluido, é a descri¢ao lagrangiana, também denominada descrigao material.

Por outro lado, se registrarmos a evolu¢ao das propriedades do fluxo em cada
ponto do espacgo a medida que o tempo varia, em vez de seguir cada particula de fluido,
estamos adotando a descricao euleriana, também denominada descricao espacial. Esse
ultimo método permite observar fendmenos em pontos de interesse, onde as localizagoes

sao descritas em sistemas de coordenadas.

2.3 DERIVADA MATERIAL

A derivada material é a derivada de tempo - taxa de variacao - de uma propriedade
seguindo uma particula de fluido “p”. Denotada por:
D(-
Db, (2.2)
Dt
Essa derivada é um conceito lagrangiano que também pode ser expressado em

termos de quantidades eulerianas.

Dado uma quantidade 6 associada a uma propriedade da particula de fluido “p”,

se usarmos a descri¢ao lagrangiana para descrever essa taxa de variagao, 6 é identificada
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pelas coordenadas materiais X, X, e X3 e pelo tempo ¢, ou seja, 0 = (X1, Xo, X3,1).
Dessa maneira, a derivada material pode ser escrita como:

Do 00

— = —|X; fixo, 2.3

D = 7% (2.3)
Por outra perspectiva, ao usarmos a descri¢ao euleriana, temos a derivada material

dada por:

D6 00 00 dry 00 dxy 00 Ox3 00
— = —|X,fixo= ——+ ——" + —— + —|; fixo, 2.4
Dt 825’ dry ot Oxg Ot Oxz Ot 675‘ (24)
onde a quantidade 6 é agora identificada pelas coordenadas espaciais 1, 9 € x3, que
indicam as posi¢oes em cada ponto do espaco considerado, e pelo tempo ¢, ou seja,
0 = 6(x1,xq,x3,t). Nessa perspectiva, as coordenadas espaciais se relacionam com as

‘?t" sao obtidos com

coordenadas materiais pelo movimento x; = x;( X1, Xo, X3,t) e entdo

valores fixos dos X;.

Mais ainda, se considerarmos o sistema retangular de coordenadas cartesianas, a

derivada material pode ser expressa como:

Do 00 00 00 00 00

DO _00 L 0,9, 9.
Dt~ ot Y e T Vem —a TV VY (2.5)

onde (%’?) |x, fixo fOTMECE 8 i—ésima componente do vetor velocidade da particula.

2.4 TENSOR TENSAO DE CAUCHY

O tensor o que define completamente o estado de tensao em um ponto dentro de
um material no estado deformado, é o tensor chamado tensor tensao de Cauchy ou
tensor tensao verdadeiro. Esse tensor é medido quando um objeto estd na configuracao

deformada e obtido a partir do vetor de tensoes.

Considere, como exemplo, um corpo que estd na configuragao deformada e que
é seccionado por um plano passando pelo ponto P(x,t). Esse plano é definido pela sua
normal n.

Considere ainda uma area deformada Aa no entorno desse ponto P(x, ) cuja forga

interna seja Af.
Definimos no ponto P(x,t) o vetor de tensoes que estd associado a normal n, como:
Af
T"(x,t = li — 2.
(x,t,m) = lim <Aa> , (2.6)

cuja unidade de medida ¢ N/m?, ou seja, Pa (Pascal). Esse vetor de tensdes representa a

forga por area deformada.

O vetor de tensoes T™ é funcao da posicao x e da normal n, de qualquer plano

arbitrario que passe por P(x,t), pelo postulado fundamental de Cauchy [Chadwick, 2012].
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Mais ainda, Cauchy provou que se definirmos o vetor de tensoes em funcao de
trés normais de trés planos perpendiculares entre si, que passam por P(x,t), podemos
descrever o estado de tensao do ponto. Considerando os vetores unitarios da base eq,
ey € e3, se adotarmos esses planos perpendiculares a eles teremos trés vetores de tensao

associados a esses diregoes para o ponto P(x,t).

Decompondo cada vetor de tensao nas diregoes dos vetores e, e; e ez, temos:

T(61) = Tl(el)el + Tg(el)eg + T3(61)€3,
T(el) = T1(62)€1 + Tg(e2)62 + T3(62)€3,
T(€1) = Tl(e“)el + T2(63)62 + T3(63)€3.

O tensor tensao de Cauchy é obtido compondo um tensor de tensoes para considerar
os trés vetores simultaneamente. Dessa forma, temos esse tensor tensao verdadeiro dado
por:

o =T + T%ey + T%e3 = 0yj€5¢5, (2.7)

onde o;; sao as componentes do tensor tensao de Cauchy. Mais explicitamente, na forma

matricial temos:
011 O12 013

O = | 021 022 023 |- (2.8)
031 032 033
Essa matriz representa nas diregoes da base do sistema de coordenadas cartesiano
as componentes do vetor de tensao.
O tensor tensao de Cauchy relaciona um vetor de dire¢cao n de comprimento unitario,

ao vetor de tragao T, através de uma superficie imaginaria perpendicular a n [Irgens,

2008]:

n
Tnzn-a S d Tj = Oy
011 012 013
n n n _
< [ Tl T2 T3 ] = [ ny Mg N3 :| : 091 092 093

031 032 033

2.5 CONSERVACAO DO MOMENTO

Para realizar a dedugao da conservacao de momento iremos utilizar a lei de

conservagao de massa descrita em Batchelor [2000] como:

JdeV—l—vadA:f, (2.9)
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— Regiao do volume de controle €2 e com bordo T'.

onde €2 é o volume de controle onde sera feito o balango de massa e I' é o bordo de 2

como visto na figura 2.5.

Dado uma quantidade macroscépica vetorial ® associada a um volume de controle
). Podemos definir a grandeza infinitesimal ¢ = %, onde m é a massa de (), associada a
um corpo microscopico de matéria pertencente a 2. Tal corpo microscopico contém uma
porcao da propriedade ®, no qual é transportado dentro e através das paredes de I', que é

a superficie fechada que engloba ). A equacao que representa esse transporte é dada por:

aa(f = a;{)t‘/Jr(I)f, (2.10)
onde @y representa o quanto de ® que estd dentro de €2, ®; representa o fluxo de ®
sob 2 e f representa uma fonte de ®, adicionando ou removendo a quantidade de €2. Se
considerarmos ® representando a concentracao de algum soluto, o termo de fonte pode
representar por exemplo, a variagao da concentragao devido a alguma reagao quimica
envolvida. Os termos ®y e ®; representam o conceito classico de conservagao, onde nao

hé geracao de massa e nem da quantidade ®.

O termo ®y pode ser escrito como:

Py = qupdV, (2.11)

onde p é a densidade de massa, dV representa do volume infinitesimal de integracao e

p dV representa a massa daquele corpo infinitesimal.

O termo ®; pode ser escrito como:

<I>f:f¢®pv-ndA, (2.12)
r

onde v ¢ a velocidade do infinitésimo de massa que contém ®, n é o vetor normal a I' e ®

¢é o produto tensorial entre dois vetores.

A equagao 2.10 pode ser usada para representar a conservagao de diferentes proprie-
dades envolvidas a matéria, tal como energia, usando ® como escalar e momento utilizando
® como uma grandeza vetorial. Este trabalho é focado na conservagdo de momento para

simulacao de fluidos incompressiveis. Portanto, a quantidade ¢ ird representar o momento
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mv

do corpo infinitesimal. Fazendo ® = p = mv, podemos substituir ¢ = "** na equagao

2.10, entao obtemos:
op 0
—=—| vpdV+ | v v -ndA. 2.13
Eriadey L p L ®p (2.13)
Para prosseguirmos, iremos assumir a visao euleriana, onde 2 é fixo no espaco,
com isso, podemos colocar o termo diferencial % dentro da integral no primeiro termo.
Utilizando o teorema de Gauss, podemos reescrever a integral de superficie da equagao

2.13 como uma integral de volume:

0 0
P _ f V) gy 4 f V. (v®pv) V. (2.14)
ot o Ot 0

Segundo Doran et al. [2003], o divergente de um produto tensorial entre dois vetores

b e ¢ quaisquer pode ser escrito como:

V.- (b®c)=bV-c+Vbc (2.15)

Na primeira integral utilizamos a regra do produto para a derivada em relagao ao

a(pv)
ot

na equacao 2.15 para rescrever a equacao 2.14 como:

tempo e conseguimos expandir o termo além disso, utilizamos a identidade expressa

?;:L <p(;‘tf +Vg§ +vV-(pv)+Vv(pv)>dV. (2.16)
Utilizando a lei de conservacao de massa:
Li’?dVJerV-VdV =0,
obtemos a equacgao 2.16 simplificada na forma:
?};L):Lp (a&‘t[ + VVV)dV. (2.17)

Utilizando a derivada material da velocidade vista na se¢ao 2.2, podemos simplificar
a equagao 2.17:
op
— = av. 2.18
2| ra (218)
No fim, para a uniforme em ), obtemos a famosa igualdade F = m a, que é uma

consequéncia direta da lei de conservacao do momento.

2.5.1 EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Partindo do resultado obtido na Secao anterior, podemos separar as forgas
em dois tipos, forgas de campo e forgas de superficie (Fr). Como forga de campo, iremos

considerar apenas a gravidade. Reescrevendo a equacao 2.18, obtemos:

Fp+Jpng=JpadV, (2.19)
Q Q
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onde g é a aceleracao da gravidade na superficie terrestre.

A forca de superficie ela é dada por:

Fr =J t dA, (2.20)
r

onde t é o vetor tracao, que representa a forca de contato entre os corpos distribuida pela

area de contato. Pelo teorema de Cauchy, podemos reescrever a equagao 2.20 como:

Fr = J o ndA. (2.21)
r

Aplicando o teorema de Gauss na equacao 2.21, obtemos:

szf V.odv (2.92)
Q

Para €2 infinitesimal, podemos escrever a equacao 2.19 como:
V.o +pg=pa. (2.23)

Pela conservacao de momento angular, sabemos que o é simétrico, portanto,
precisamos determinar apenas 6 componentes que formam o tensor de Cauchy. Para
tal, iremos definir o tensor de Cauchy a partir de equagoes constitutivas para fluidos

incompressiveis.

Para um volume de controle, existem dois tipos de tensoes sendo aplicadas a sua
superficie, tensoes normais e tensoes de cisalhamento. A tensdo normal que é aplicada
a uma regiao é chamada de pressao. Segundo Batchelor [2000], a pressao e a tensao de

cisalhamento podem ser expressas como:
o=-pl+T, (2.24)

onde —pl é a parte isotropica do tensor de stress e p é a pressao. A parte cisalhante
é definida a partir do tensor desviador, calculado utilizando o gradiente do campo de

velocidades como: .
D= 5(Vv + Vvh). (2.25)

Para fluidos newtonianos, a relacao entre 7~ e D é linear, dada por:
T =2uD, (2.26)

sendo 1 o coeficiente de viscosidade dindmica constante. Substituindo o tensor de Cauchy

na equacao 2.23, temos:

Vo(=pl+u(Vv+ V")) + pg=pa. (2.27)
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Segundo Doran et al. [2003], existe a seguinte identidade:
V (aT) = aV - T + TVa, (2.28)

onde T é um campo tensorial e & é um campo escalar qualquer. Aplicando essa identidade

a equacao ao termo V - (—pl), obtemos:
V. (=pl) = —pV - -1-1Vp, (2.29)

como o campo de tensores identidade nao varia espacialmente, podemos escrever a equacao
2.27 como:
uV - (Vv +Vv) —Vp+ pg=pa. (2.30)

Assumindo a seguinte identidade encontrada em Doran et al. [2003]:
V- (Vb)) =V(V-b), (2.31)
podemos reescrever a equacao 2.30 como:

uV -Vv+uV(V-v) —=Vp+ pg=pa. (2.32)

Entretanto, pela lei de conservacao de massa para fluidos incompressiveis, sabemos

que V - v = 0, portanto, o termo uV(V -v) = 0. Com isso, temos a equacao simplificada:
uV-Vv —Vp+ pg=pa. (2.33)

Utilizando a derivada material, conseguimos reescrever o termo de aceleracao a
como:

zpa—Zerv-Vv. (2.34)

A equacao 2.34 é conhecida como equacao de Navier-Stokes para fluidos incom-

uV-Vv —=Vp+ pg

pressiveis. Se dividirmos a equagao 2.34 por p e adicionarmos a equacao de conservacao

de massa, ficamos com a forma que geralmente é encontrada em livros-texto:

0 1
EAA VVV—F;Vp: g+vV- Vv,

ot (2.35)

V-v=0,

onde v é a viscosidade cinemética que ¢é definida como v = %. Assumimos duas condigoes
de contorno para o problema a de nao deslisamento e a de nao penetracao. A condicao
de nao deslizamento nos diz que quando o fluido esta em contato direto com o sélido, no
ponto de contato ha a aderéncia do fluido ao sdlido, impedindo o deslizamento. A condigao

de nao penetracao assume que o fluido nao ird adentrar em um meio soélido.
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2.6 EQUACOES DE NAVIER-STOKES PARA MEIOS ANISOTROPICOS

A dindmica de fluidos é geralmente expressa pelas equacoes de Navier-Stokes, que
envolve a velocidade do fluido u, pressao p, densidade do fluido p e forcas externas f,
além de parametros como a viscosidade v. Em Renhe et al. [2019], o modelo cldssico
foi adaptado para incluir um campo tensorial. A ideia é que cada tensor haja como
parte do meio, modificando a passagem do fluxo de fluido através de cada Célula. O
tensor T é um diado positivo definido em R?, onde A;, Ay e A3 sdo seus autovalores, com
os autovetores correspondentes e, e; e e3. As equagoes de Navier-Stokes modificadas,

incluindo o elemento de campo tensorial, sdo descritas da seguinte forma:

& =—(u-V)u— Vop+vV-Vyu+f,
V-u=0,

(2.36)

onde Vr é o resultado do produto entre T e o operador gradiente [Dassios and Lindell,

2002]:

V=T -V=| e |, (2.37)

também conhecido como T-Gradiente. Além da tipica restricao do campo ser livre de

divergente na Equacao 2.36, uma adicional é incluida da seguinte forma:

ou
Frile Tu — Su, (2.38)

para algum fator de escala 5. Em Renhe et al. [2019], esta restri¢ao é incorporada no
passo da advecgao, porém, neste trabalho, ao invés disso é adicionada como uma forga de

aceleracao. Enfim, a Equacao resultante é:

V-u=0.

(2.39)

Se o tensor T ¢ a identidade (T = I), a equagao 2.36 se reduz ao modelo classico
de Navier-Stokes.

A simulacao de fluidos apresentado em Renhe et al. [2019] segue a mesma ideia de
advecgao-difusdo-projegao encontrada em Stam [1999]. O fluido é discretizado em uma
grade, e a simula¢ao é composta de quatro passos. Primeiro, forcas externas sao aplicadas.
Em seguida, é executada uma adveccao semi-Lagrangiana, com a particula de retrocesso
sendo direcionada pelo tensor através da Equacao 2.38. Por fim, a parte de difusao e
projecao recorrem a um esquema de discretizacao complexa para computar o operador

T-Laplaciano V - V usado para adicionar anisotropia nesses casos.
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2.7 SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DE NAVIER STOKES

As equagoes de Navier-Stokes descrevem o movimento de fluidos viscosos e sao
fundamentais em diversos campos da ciéncia e engenharia, desde a aerodinamica até a en-
genharia biomédica. Resolver numericamente essas equacoes ¢ essencial para compreender
e prever o comportamento de fluidos em diferentes cenarios. Entre os diversos métodos
numéricos disponiveis para essa tarefa, o método PIC (Particle-in-Cell) destaca-se por
sua capacidade de lidar com fluidos de alta complexidade, como os turbulentos, de forma

eficiente.

Proposto por Evans et al. [1957], o método PIC combina elementos de duas
abordagens principais: a representagao de particulas para descrever o movimento do fluido
e uma malha Euleriana para resolver as equagoes de transporte de maneira eficiente. Nesse
método, as particulas representam os elementos do fluido e movem-se de acordo com as
equagoes de movimento, enquanto as propriedades do fluido sdo calculadas em pontos

fixos da malha Euleriana.

O método FLIP (Fluid Implicit Particle), introduzido por Brackbill et al. [1988],
¢ uma variante do método PIC que visa melhorar a precisao da simulagao reduzindo a
viscosidade numérica adicionada pela interpolacao da velocidade feita pelo método PIC.
O FLIP combina caracteristicas do Método PIC com um esquema de interpolacao semi-
Lagrangiana, permitindo uma melhor captura de fenémenos de transporte e de superficies

de separacao de fluidos.

Ambos os métodos, PIC e FLIP, sao capazes de lidar com a complexidade dos
fluxos turbulentos de maneira eficaz. Ao usar particulas para seguir o movimento do fluido,
esses métodos conseguem capturar detalhes finos da turbuléncia e fendomenos de transporte
complexos, como mistura de fluidos e interface de fase. Além disso, ambos os métodos sao
altamente paralelizaveis, facilitando a incorporagao em sistemas de visualizacao em tempo

real, como em engines de jogos.

O método FLIP, que é a base desta dissertacao, utiliza-se o processo de splitting
para resolucao e EDP’s, que consiste em separar os diferentes fendmenos representados
pelo modelo matematico e soluciona-los separadamente. Realizando o processo de splitting
nas equagoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis(equagdo 2.34) obtemos as
equacoes 2.40, 2.41, 2.42 e 2.43. A equacao 2.40 representa a variagdo do momento do
fluido devido a forcas externas. A equacgao 2.41 descreve aceleragao provocada pelas forgas
de cisalhamento do fluido. A equagao 2.42 descreve a aceleracao devida a média das forgas
normais, ¢ representada pela pressao, onde também ¢ incluso a conservacao de massa pelo
divergente da velocidade. A equacgao 2.43 descreve a integracao da aceleragdo ao longo do

percurso de uma particula fluida.
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?tl =g, (2.40)
?tl =V Vu, (2.41)
?; - —;Vp, Vu = 0, (2.42)
11))1; ~0. (2.43)

O método FLIP utiliza de diversos passos para solucionar cada uma das equacoes
que aparecem ao fazer o splitting da equacao de Navier-Stokes. Seja P o conjunto de todas
as particulas no dominio da simulacao e G a grade MAC que armazena as velocidades

interpoladas de P. Uma descricao rapida do algoritmo iterativo é:

1. Semeie um conjunto P de particulas de fluido;

2. Transferir as velocidades de P para as faces da grade G;

3. Classifique todas as células como fluido, solido ou vazio;

4. FLIP: Salve uma cépia das velocidades nas faces;

5. Adicione as forgas externas nas faces de G;

6. Monte o sistema linear para a viscosidade e resolva;

7. Monte o sistema linear utilizando as condicoes de borda para a equacgao de Poisson;
8. Resolva o sistema linear e compute a nova grade com divergente nulo;

9. Compute as novas velocidades, armazenando o resultado nas faces de G;

10. FLIP: Interpole e adicione a diferenga entre as novas velocidades e as velocidades

salvas a partir das faces de GG para as velocidades das particulas em P;

11. Aplique a adveccao em P.

A Etapa 1 insere particulas no dominio quando necessario, operando como um
termo de fonte de fluido, dependendo especificamente da simulagao. As Etapas 2 e 10 sao
executadas interpolando as velocidades de P para (G, considerando suas distancias para
cada centro da face da célula. Para uma face alinhada em no eixo x, a interpolacao da

velocidade é dada pela equacgao 2.44.

Daen (X — Xig1/0,50) U
Diaen MXa = Xiz1250)

Uit1/2,5,k = (2.44)
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onde N < P é um conjunto de particulas dentro das células vizinhas, # é uma funcao
de interpolagao, x, é a posicao da particula a, u* é o componente =z da velocidade da
particula, e X; 1121 ¢ a posi¢ao do centro da face. As outras cinco faces sao interpoladas
de forma analoga. A funcado de interpolacao # utilizada neste trabalho é descrita pela

equagao 2.45 que também se encontra em Bridson [2015].

e =1 () () 2)

1—r 0<r<l, (2.45)
K(r)y=<X1+r —1<r<0,
0 :  caso contrario.

A Etapa 3 é feita analisando a distribuicao de particulas dentro do dominio.
Células que contém pelo menos uma particula sao classificadas como células que contém
fluido. Células sem fluido sao consideradas células vazias. Células que pertencem a
borda do dominio sao consideradas como células com propriedades de s6lido. Dependendo
da configuracdo da cena, células dentro do dominio também podem ter células sélidas,

portanto nao poderao ter particulas nelas.

A Etapa 4 é exclusiva do método FLIP, no qual armazena uma grade reserva com

as informacgoes de velocidade antes de serem alteradas pelo método.

A Etapa 5 resolve a equagao 2.40. Uma forma simples de se resolver numericamente

¢ utilizando o método de Euler explicito, com isso obtemos a equacgao 2.46.

u _
at - g7
utt et (2.46)
Al ’

u"t =u" + Atg”,

n+1

onde u™™ ¢é a nova velocidade a ser calculada para a proxima iteracao, u”™ ¢é a velocidade

atual e g" é o campo gravitacional da iteragao atual.

A etapa 6 consiste em resolver a equagao 2.41. Para isso podemos utilizar a versao
apresentada por Stam [1999], onde é aplicado o método de Euler implicito, com isso

obtemos a equacgao 2.47.

i}ltl =vV - -Vu,
n+l _ 4n
u Lg— Vu,41, (2.47)

At
I—-vAtV-V)u"t =u",

onde I é o tensor identidade. Note que a velocidade u” utilizada nesta equacao é equivalente

ao campo u™"! que foi obtido pela equacao 2.46, ou seja, o campo de velocidades obtido
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na resolucao de uma das equagoes é utilizado diretamente para a resolug¢ao da proxima.
A discretizacao dos operadores divergente e gradiente ird depender especificamente do
método escolhido para isso, podendo ser obtido utilizando diferencas finitas, ou algum

mais robusto baseado em volumes finitos.

A Etapa 7 resolve a equacao 2.42. Para tal, é utilizado o método de Euler explicito
para discretizar a derivada temporal da velocidade e posteriormente é acoplado a equacao

de conservacao de massa. Com isso, obtemos a equacao 2.48.

0 1
711 = —*Vp,
ot P
utl —u? 1
e R
At p

(2.48)
O w5 (B,

At
Veu' = S5V

onde p" ¢é a pressao atual que sera calculada pela equacao a partir de algum método
para discretizacao espacial da EDP. Note que, pela equacao de conservacao de massa,
V- -u"™ = 0. Note também que utilizando a equacdo 2.42 podemos encontrar u"*!
utilizando a propria equagao 2.48 para solucionar a Etapa 8 do algoritmo FLIP, como

descrito na equacao 2.49.

1
= _7vpn7
p (2.49)
un+1 —u" = 7vpn

A combinagao entre a solugao encontrada pelo PIC e FLIP ¢ interpolada e adicionada
na Etapa 10 da seguinte forma:

w, = (1—a) (ﬁmvo - ﬁsal“’) +at, (2.50)

a a

, . . , ~ sal , . .
onde u, é a velocidade atualizada da particula a, G."" é a velocidade anterior da grade

(Etapa 4) interpolada na particula a, @,°"” é a nova velocidade (Etapa 8) interpolada para a
particula a, e a € [0, 1] representa uma interpolagao linear. O método é puramente FLIP se
a = 0, e puramente PIC se « = 1. O método FLIP produz uma menor dissipa¢ao numérica
ja que as interpolacoes na grade nao sao acumuladas para as particulas. Geralmente
a = 0.05, significa que 5% da velocidade atualizada vem do PIC. A simulacao resultante

apresenta um movimento mais detalhado enquanto mantém algum nivel de estabilidade.
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3 METODO BASEADO EM FACES

Neste capitulo é apresentado um método publicado em Parreiras et al. [2021] que é
uma adaptagao da abordagem presente em Renhe et al. [2019] para operar em conjunto
com o método FLIP em uma grade escalonada MAC G, de dimensoes N x M x W,
representando o espacgo de fluxo do fluido. A grade contém as velocidades posicionadas
nas faces das células, enquanto a densidade do fluido, tensor T da célula e todas os valores
escalares usados para resolver as equacgoes estao localizadas no centro da célula. Os voxels
sao referenciados como célula. Como em todos os métodos PIC, cada célula contém um
conjunto de particulas. O meu papel no desenvolvimento de Parreiras et al. [2021] foi
de elaborar as discretizagoes face-célula para os operadores T-Laplaciano e T-Gradiente,

implementar o método e gerar os resultados.

O nosso objetivo é prover um método estavel para simulacao anisotrépica de fluidos
governados por um campo tensorial T(r), onde r € R3 é uma posi¢do no espaco de
fluxo. Como os métodos PIC tendem a ser dissipativos e o campo tensorial T(r) nao

varia no tempo em nossa formulagao, precisamos resolver a seguinte formulagao continua

anisotrépica:
ou 1
— =—(u-V)u—- -V f 3.1
=V Vap it (31)
restrito a:
V-u=0,
(3.2)
or _ 0,

ot
onde todos os termos sao da Equacao 2.36, exceto a viscosidade que é zero. O termo
difusivo é removido devido a elevada difusao numérica de métodos PIC tendem a apresentar.
Como serd utilizado a abordagem FLIP, o pardmetro « pode ser utilizado para definir
a influéncia método PIC na solugao, entregando uma dissipagdo maior ou menor (Segao
3.4). Entretanto, se necessario, a difusdo tensorial proposta em Renhe et al. [2019] pode
ser facilmente incorporada. Em adi¢ao, nés usamos a deflexao dada pelo lado direito da
Equacao 2.38 com S = 1. Como mostrado na Secao 3.3, o lado direito da Equacao 2.38
¢é aplicado como uma forca externa no passo da advecgao, incorporada diretamente pelo

integrador Runge-Kutta.

A dindmica abstrata representada pela Equacao 3.1 é plausivel de se interpretar a
partir da perspectiva de simulagao de fluidos em um meio poroso. Na pratica, entretanto,
desenvolver um método numérico estavel para a solucao de um transporte anisotrépico
em uma grade MAC é uma tarefa desafiadora. O texto serd organizado da seguinte
forma: Secao 3.1 mostra como os operadores T-Gradiente e T-Laplaciano face-célula

e célula-célula sao implementados para a resolugdo da projecao anisotrépica, Se¢ao 3.3



29

discute como a Equacao 2.38 é acoplada a adveccao, e a Secao 3.4 mostra todos os passos

para a simulacao.

3.1 DISCRETIZACAO DA PROJECAO ANISOTROPICA

A projecao anisotropica é computada através da solugdo da Equacdo de T-Poisson
Dassios and Lindell [2002], Vieira et al. [2021]:

V- Vrp(r) =V - u(r), (3.3)

onde r € G é qualquer ponto dentro da grade G, u(r) é o campo de velocidade e p(r) é a
pseudo-pressao desconhecida. O objetivo é garantir a restricao V - u = 0 encontrado o

campo vetorial projetado:
Pr(u(r)) = u(r) — Vop(r), (3.4)

que ¢ livre de divergente em relacao ao sistema de coordenadas padrao e sujeito a anisotropia

do campo tensorial T(r) Vieira et al. [2021].

Para ser possivel resolver a Equagao de T-Poisson de forma discreta, dependemos
de operadores adequados para o T-Gradiente e o T-Laplaciano, bem como condic¢oes de
borda adequadas. Os métodos descritos neste texto procuram garantir a estabilidade da
decomposicao anisotrépica de Helmholtz e, consequentemente, garantir a estabilidade da

evolucao do fluxo de fluido.

Em uma grade MAC, é necessario apenas duas células incidentes para computar
apenas um dos gradientes na face. Como é necesséario aplicar o tensor em um gradiente
estimado em um espaco 3D, mais do que duas células irdo contribuir para a computacao
do gradiente em cada face. Portanto, encontrar o melhor arranjo para os calculos se torna
bastante dificil. Nesta capitulo iremos propor um novo esquema de discretizacao para a

solugao do problema de T-Poisson (Equacao 3.3) baseado em faces de uma grade MAC.

3.1.1 Operadores T-Gradiente e T-Laplaciano

A computacao de uma quantidade ¢ nas faces é natural em uma grade MAC. O
vetor resultante é posicionado ao centro da célula. Portanto, o T-Gradiente na célula
(1,7, k), i, j, k € Z, de uma quantidade ¢ é:
qi+1/2,5k — Gi—1/2,jk

T jx
Vrgijr = =5, | Gk — Gig-12k | (3.5)

Qi5,k+1/2 — Qi,5,k—1/2

onde o tensor T; ;; é também posicionado ao centro da célula (Figura 2), h é a distancia

entre duas células adjacentes.
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— Figura 3 - Ilustragao mostrando como os operadores T-Gradiente (caixa cinza na
esquerda) e o T-Laplaciano (direita) sao calculados para 2D.

T Vq

V-0 s

— N\ '%i«lwimi o—>p +—o
P K N ' H{H

T -Vqg=Vpq V-Vrq

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].

A partir da Equacao 2.37, o operador T-Laplaciano no continuo é definido como
V-Vt =V (T V), e pode ser numericamente computado por uma diferenca finita entre
as seis células MAC em torno da célula de referéncia. Mais especificamente, o T-Laplaciano
na célula (7, j, k) de uma quantidade ¢ é:

1 x x
V Vg jr = %(VTqi-i-l,j,k — Vrgi-1jk +
Vadijiik — Vi1 +

VaGiikt1 — Vadije—1) (3.6)

onde a notagdo Vg1, significa o componente z do T-Gradiente em (i + 1,7, k) de
uma quantidade ¢. A mesma notacao é valida para os componentes y e z. Note que o
T-Laplaciano depende dos 6 vizinhos da célula (i, 7, k) em 3D, composta por 36 faces no

total. A Figura 2 ilustra como esses operadores sao computados em 2D.

3.1.2 Mascara T-Laplaciana

Computar a Equagao 3.6 em cada iteracao é custoso. Para evitar esses calculos
recorrentes, seguimos a abordagem adotada em [Renhe et al., 2019] e pré-computamos
a mascara T-Laplaciana fixa para cada célula. Isso é baseado ao observar que todas as
operagoes acima sao lineares. Como resultado, a computagao do T-Laplaciano é uma

combinagao linear de quantidades ¢ a partir das 36 faces mais préximas.

A versao 2D do esquema acima é mostrado na Figura 3. As 4 x 4 faces a partir
dos quatro vizinhos mais proximos sao representadas pelos pontos vermelhos enumerados.
A célula azul é a célula de referéncia para a computacao. Os pesos para cada face
sao representados pelos pontos vermelhos enumerados. Na esquerda, os pesos para a
computagao da méascara 2D centrada na célula: 0.5 para faces internas (amarelo) e 1 para

as faces nas bordas (verde). A mdascara T-Laplaciana 2D é computada no centro da célula
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— Figura 4 - Ilustracao de uma mascara T-Laplaciana para uma grade MAC

° ° ° °
2 7 12
° ° ° ° °
6 11 16
To ° ° ° o> <@ o> +o
5 10 15
° ° ° ° °
% Yo ° °
13 I
°

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021]

de referéncia, sombreada de azul. A enumeracao das faces é util para a computacao dos

pesos da mascara corrigida para cada célula.

— Figura 5 - Exemplos de méascara T-Laplaciana pré-computada para diferentes
tensores.

Isotropic tensor Axis-aligned planar tensor Non-axis-aligned planar tensor Linear tensor

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021]

Na Figura 4 temos exemplos de méscaras T-Laplaciana pré-computadas para
diferentes tensores. Da esquerda para a direita, nos temos isotropico, planar, e linear
Kindlmann [2004]. Para os tensores planares, duas variagoes sdo apresentadas: a da
esquerda ¢ alinhada com os eixos, enquanto a outra é rotacionada 45° no eixo z. Em
ambos 0s casos, nos temos A3 = 0.1. Para o tensor linear, definimos Ay = A3 = 0.1. Todos
os outros autovalores foram definidos para 1. Note como a mascara é afetada pelo formato
e orientagao do tensor. Os elementos em branco da méscara sao zero. Para os tensores
alinhados com os eixos, a maioria dos elementos sao zero. Todos os pesos da mascara

podem diferir de zero para autovetores arbitrarios.

Em 3D, a célula de referéncia é localizada em (i, j, k) e tem 6 células vizinhas mais
proximas, cada uma com 6 faces. Considere que as 36 faces sdo enumeradas pelos indices
fef{l,2,---,36}. A geometria da grade MAC nesse caso é bastante complicada de se
descrever. Agora, suponha que a notagao g; ;(f) significa uma quantidade escalar g na

face f em torno de (7, j, k). Os 36 pesos w; ;x(f) sdo computados aplicando o operador
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T-Laplaciano em miltiplos campos escalares como:

wijk(f) =V - VS(f), (3.7)

onde S(f) = ggt ;1(@) é um conjunto de campos escalares com a forma:

1, se f=a,
9] x(a) = (3.8)
0, c.c.,
eac{l,2,---,36}. Isto é, gi]ij’k(a) tem um pulso unitario na face a enquanto todos os

outros sao zero. Os pesos centrados na face resultantes w; j(f) sdo apenas dependentes
de suas posigoes e dos respectivos auto-sistemas dos tensores utilizados na computacao do

operador T-Laplaciano (Equacao 3.6).

Portanto, o T-Laplaciano no centro de uma célula (i, j, k) de qualquer quantidade

g armazenada nas faces vizinhas f pode ser computada como:
36
V Vg = 2 Wik (f) -+ Gigr(f)- (3.9)
=1

3.1.3 Sistema Linear para o Problema de T-Poisson

Nesta etapa, um sistema linear (At/p) - Ap = d é resolvido para obter o campo
escalar p(r) (Equacdo 3.3) a partir do vetor de incégnitas p. O vetor d é o divergente

centrada na célula da velocidade, computado a partir de:

1
Vo ik = ﬁ(uiﬂ/z,j,k — Ui—1/2,5k +

Ui j+1/2,k — Wij—1/2k T

Ui jk+1/2 — Uigk—1/2)- (3.10)

A matriz de coeficientes A é construida a partir da Equacao 3.9 e tem as suas dimensoes
ne x nyg, onde n. ¢ o nimero de células em que o fluido esta presente, e ny é o nimero de
faces respectivo. Como tal, o método proposto utiliza as quantidades a partir das faces
para obter um T-Laplaciano centrado na célula. Isso implica que p tem ny x 1 quantidade
de incodgnitas. Entretanto, como n, < ny, o sistema linear é sub-determinado. Uma solucao

possivel é criar um mapeamento das faces de A nos respectivos centros de células como:
A= d(A), (3.11)

onde A’ é uma matriz de tamanho n. x n..

O mapa ® : A — A’ pode ser baseado em uma combinacao linear dos 36 pesos
w; jx(f) de uma mascara T-Laplaciana centrada na face. Iremos assumir que cada face

contribui igualmente para todas as suas células incidentes. A face com duas células



33

incidentes contribuem com metade de seus pesos para cada uma. O peso de uma face na
borda ¢ totalmente dedicada a sua unica célula incidente. Portanto, os 36 pesos das faces
assumem a forma de 27 pesos centrados na célula. Na prética, o resultado dessa distribuicao
¢ uma mascara T-Laplaciana m; j;(c) centrada na célula, onde c € {1,2,---,27} é o indice
de todas as células centradas ao redor de (3, j, k), inclusive. A versao 2D desse processo é

descrito na direita da Figura 3.

Por fim, o T-Laplaciano na célula (4, j, k) de qualquer quantidade ¢q; ;; armazenada

no centro da célula é computada como:
27
V Vg, = Y migr(e) - 4, x(c), (3.12)
c=1

Para a equagao de T-Poisson (Equagao 3.3), nés procuramos encontrar a pseudo-pressao
p(r) centrada na célula. A mdscara m; jj com dimensao 3 x 3 x 3 é pré-computada e
armazenada na célula (i, j, k), dado que o campo tensorial é estatico dentro de toda a
simulacao. Essa mascara é ilustrada pela Figura 4, onde os glifos representam os tensores

isotropico, linear, e planar, como proposto por Kindlmann [2004].

A matriz A’ no sistema linear final (At/p)- A'p’ = d é simétrica se o campo tensorial
tem a forma T(r) = I, para qualquer valor positivo . Caso v = 1, a solu¢ao é a mesma
encontrada pela projecao de Helmholtz isotropica. No caso geral, a matriz é assimétrica
para tensores anisotrépicos. Devido a natureza assimétrica do sistema linear, o método do
Gradiente Biconjugado Estabilizado (BI-CGSTAB) Van der Vorst [1992], precondicionado

com a fatoracao LU incompleta, se apresenta mais adequado para solucioné-lo.

A solucao p’ da equacao de T-Poisson é um vetor de dimensao n. x 1 que representa
o campo escalar p(r) na grade G. O préximo passo é computar o gradiente de p nas faces.
Para uma face direita em z, o gradiente é computado como:
1 Di+1,5k — Pijk
Vpi+1/2,j,k = E (pi+1,j+1,k —Pit1j-1,k T Dij+1k — pz’,j—l,k)/2 ) (3-13)
(Pit1 k41 = Piv1gh—1 T Pijhr1 — Pijh—1)/2
onde as componentes y e z sdo a média dos gradientes das duas células incidentes (Figura

5). Portanto, a partir da Equacao 2.37, o T-Gradiente de p em uma face direita alinhada

em x é:
Vpiti2,jk = L +2Ti+1’j’k VDis1/2,jk- (3.14)
Por fim, a velocidade escalar projetada é:
Pr(Wiv1/2k) = Wir1/25k — VTDit1/2,5k - 1, (3.15)

onde n é a normal da face. A projecdo é andloga para as 5 faces restantes (Equagao 3.4).
Entretanto, é apenas aplicada para as faces internas ao fluido ou em faces com borda
fluido-vazio. A atualizacao da velocidade na borda com solido deve considerar a condicao

de Neumann, que sera explicada na Se¢ao 3.1.4.
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— Figura 6 - O gradiente da pressao p, definido na
Equacao 3.13, é calculado na face. Em 2D, seis células
contribuem para o calculo do gradiente em um unico

gradiente.

I
T

8

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021]

3.1.4 Condicoes de Borda

A simulacao de fluidos monofésicos precisa lidar com bordas fluido-vazio e fluido-
solido. A condicao de borda de Dirichlet é usada para garantir a pseudo-pressao adequada
para as células vazias. Basicamente, a pseudo-pressao p em qualquer célula vazia (i, j, k) é

forgada a zero:

Pijk = 0, (3.16)

impactando diretamente a matriz de coeficientes do sistema linear de T-Poisson (Secao
3.1.3).

A condi¢ao de borda de Neumann é usada para garantir o gradiente da pressao
apropriado nas faces. Primeiro, iremos assumir que a borda esteja em uma face direita
alinhada em x cuja célula de referéncia (i, j, k) contém fluido, enquanto a célula (i + 1, j, k)
é solida. A condicao de borda de Neumann é:

At
7 : [VTPiH/z,j,k] ‘N = [ui+l/2,j,k - uf+1/2,j,k] -1, (3.17)
onde Vp;i1/2,5k € 0 gradiente da pressao na borda, 14121 ¢ a velocidade armazenada
na face, e uj, ;. ¢ a velocidade do sélido na face. Note que para um tensor T =1, a
Equacao 3.17 se iguala a formulagao classica. Esse método ¢é facilmente adaptado para as

outras cinco faces.

3.2 EVOLUCAO DA SUPERFICIE DO FLUIDO

Suponha que a borda estd em uma face alinha em x cuja célula de referéncia (i, j, k)
contém fluido, enquanto a célula (i + 1,75, k) é fazia. O método seguinte é facilmente

adaptado para as outras 5 faces.
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Esse procedimento é aplicado antes da construgao do sistema linear de T-Poisson e,
consequentemente, modifica o divergente da velocidade considerada na projecao. Normal-
mente, velocidades na borda fluido-vazio nao sao modificados para permitir que o fluxo

cruze as faces.

Neste caso especifico, nés precisamos definir como o tensor externo Tepe = Tty ik
se envolve com a superficie do fluido. Nesta secao, vamos propor que o tensor module
a troca em bordas fluido-vazio, enquanto mantém a formulagao classica para soélidos,

resultando em:
uﬁ“f/l;]k =nu-n, (3.18)

onde u = [u;11/2% 0 0]7 é a atual velocidade na face em forma vetorial, n é a normal da

face, e o fator escalar:
n= (2Text - I) n-n, (319)

é truncado para satisfazer n € (—1,1]. Sempre teremos n > —1 ji que T, é positivo
definido. Se o vetor T, é pequeno na direcao de n, entao n ~ —1 e a face funciona
como uma barreira. A medida que T.;;n - n aumenta, a face se torna permeavel. Se n = 1,
significa que T.,yn -n > 1, a face se torna uma superficie livre. Esta condicao é aplicada
se u-n > 0, i.e. quando o fluido esta se movendo em dire¢dao a uma célula vazia. Caso

contrario, n € zero.

3.3 ADVECCAO ANISOTROPICA

A adveccao em métodos particle-in-cell é tipicamente resolvida por um método de
diferenca finita avangada. A abordagem mais comum é o Runge-Kutta de terceira ordem.
Nosso método resolve ambos os passos de advecgao e de deflexdo (Equagao 2.38). Mais
especificamente, Tu — u ¢é adicionado como uma aceleragdo nos termos do Runge-Kutta.

Considerando x™ a posicao inicial da particula na iteracdo n, obtemos:
k; = i(x") + At (T(x”)ﬁ(x”) - ﬁ(x”)) X =X+ ;Atkl,
ko = u(x') + At <T(x’)ﬁ(x') — ﬁ(x’)) , X' =x"+ iAtkg,
ky = a(x") + At (T()ac") - a(x) ) .

2 3 4
X"t = x" 4 §Atk1 + §Atk2 + §Atkg, (3.20)

onde 1(+) ¢ a velocidade interpolada, e T(-) ¢ o tensor interpolado na dada posi¢io. O
efeito é que a velocidade usada no calculo é forcada a se alinhar com as principais dire¢oes
do tensor. O resultado sao particulas transportadas por caminhos definidos pelo campo

tensorial, escalados por seus autovalores.
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3.4 VISAO GERAL DOS PASSOS DA SIMULACAO

Esta secao resume como o método é executado. Seja P o conjunto de todas as

particulas no dominio da simulagdo. Uma descrigao rapida do algoritmo iterativo é:

10.

. Semear um conjunto P de particulas de fluido;

Transferir as velocidades de P para as faces da grade G;
Classifique todas as células como fluido, solido ou vazio;

FLIP: Salve uma copia das velocidades nas faces;

. Adicione as forgas externas nas faces de G}

Monte o sistema linear utilizando as condigoes de borda para T-Poisson apenas para

as células que contém fluido;
Resolva a equacao de T-Poisson e compute a projegao anisotrépica;
Compute as novas velocidades, armazenando o resultado nas faces de G;

FLIP: Interpole e adicione a diferenca entre as novas velocidades e as velocidades

salvas a partir das faces de GG para as velocidades das particulas em P;

Aplique a advecgao anisotrépica em P.

A Etapa 1 insere particulas no dominio quando necessario, dependendo especi-

ficamente da simulacao. As Etapas 2 e 9 sdo executadas interpolando as velocidades,

considerando suas distancias para cada centro da face da célula. Para uma face alinhada

em z, a interpolacao da velocidade é dada pela Equacao 2.44. As outras cinco faces sao

interpoladas de forma anéloga.

A combinagao entre a solu¢ao encontrada pelo PIC e FLIP é interpolada e adicionada

na Etapa 9 da seguindo a Equagao 2.50.



37
4 METODO BASEADO EM FACES E ARESTAS

O método apresentado no Capitulo 3 é limitado em aliviar a pressao através
das faces das células no passo da projecao. Além disso, a necessidade de se utilizar
dois operadores T-Gradientes diferentes, um para o operador T-Laplaciano e outro na
atualizacao da velocidade (Equagoes 3.5 e 3.14), pode gerar solugoes pobres com divergente
nao nulo. Além de que a falta de simetria no sistema linear, mesmo para tensores alinhados
com os eixos, pode gerar matrizes de coeficientes mal condicionadas e sistemas de dificil

solucao.

O problema da projecao anisotropica é, portanto, primordial para a estabilidade da
simulacao de fluidos inviscidos modulados por campos tensoriais. Este capitulo se utiliza
das mesmas defini¢oes para o problema de T-Poisson que foi apresentado na Equacoes 3.3
e 3.4.

Este capitulo prové uma solugao numérica para o problema de T-Poisson apresen-
tando um operador de divergente que utiliza mais do que seis pontos nas faces da célula
para o calculo, diferente do que foi apresentado no Capitulo 3. Mais especificamente, o
proposito é usar adicionalmente as 12 arestas da célula de referéncia. Como resultado, o
operador T-Laplaciano requerido para resolver a Equacao 3.3 é computado utilizando 19
pontos de referéncia: o centro da célula, as 6 faces e as 12 arestas. Como as arestas agora
fazem parte do esquema numérico, a grade MAC é estendida para armazenar a velocidade
nelas. O desafio é garantir a coeréncia das interpolac¢oes particula-grade e grade-particula
requeridas pelo método FLIP em cada iteracao. Nesse caso, cada aresta pode ser interpre-
tada como uma interse¢ao de duas faces da grade MAC. Portanto, diferente das faces, as

arestas irao conter duas componentes.

Os operadores discretos, as condigoes de borda e serdo apresentadas na Secao 4.1.
Essa é a maior contribuicao deste trabalho. Secao 4.3 apresenta as etapas de simulagao

além de apresentar as interpolagoes estendidas para grade MAC.

4.1 DISCRETIZACAO DA PROJECAO ANISOTROPICA

Para propositos de simulagao, dada qualquer célula C' € G em uma grade 3D G
¢ um subconjunto de R?. Considere que uma célula regular de fronteira 0C é suave por
partes. Suponha que v(r) é um campo vetorial continuamente diferencidvel definido em C'

e seus vizinhos. O teorema do divergente afirma que:

JJJV-V dC:#v-n doC, (4.1)
C oC

onde o lado esquerdo da equagao ¢ uma integral de volume sobre C', o lado direito da
equacao é uma integral de superficie sobre a borda 0C, e n sao os vetores normais unitarios

apontando para fora em cada ponto da variedade fechada 0C.
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O lado esquerdo da Equacao 4.1 é a base para resolver o problema de T-Poisson
(Equacao 3.3) com erros menores. Mais especificamente, ela prové um caminho para
envolver mais pontos do que os classicos centros das faces na solu¢ao numérica. Como sera
mostrado nas segoes seguintes, o desafio é criar um modelo numérico que combine ambas
Equacgoes 3.3 e 3.4 de forma a compensar corretamente a pseudo-pressao. Isto envolve nao
apenas um novo operador T-Gradiente (Segao 4.1.1), mas também uma nova forma de
aplicar a subtragao definida na Equacao 3.4 que considera multiplas normais na borda da
célula (Segao 4.1.4).

4.1.1 Operadores T-Gradiente e T-Laplaciano

Considere as faces, arestas e normais de cada célula como ilustrado na Figura 6. A
célula central é posicionada em (i, j, k), i, 7, k € Z. Os pontos de referéncia sao indexados
de 1 até 18, posicionados em ry,rs, - -+ ,T1g COM as suas normais unitarias correspondentes
ni, Ny, - ,Nig. Indices de 1 até 6 representam os centros das faces (vermelho). Por
exemplo, a face alinhada em x & direita tem o indice 1, as coordenadas do seu centro sao
r; = (i +1/2,5,k) eanormal n; = [1 0 0]7. Analogamente, arestas sdo representadas
entre os indices de 7 até 18 (azul-escuro). Como um exemplo, a aresta acima da face a
direita, i.e. aquele sobre o plano zy em dire¢do ao eixo positivo y, tem o indice 7 sendo
posicionada em r; = (i + 1/2,j + 1/2, k) com a normal n; = [v/2/2 v/2/2 0]7.

— Figura 7 - Pontos na superficie usados para computar
o T-Laplaciano.

i3 g 10
2 (2
14 1
HB *—>
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I 18, ™

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como mostrado na Figura 7, o gradiente para uma face requer 10 células para a
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computacao. O gradiente para uma face direita alinhada em z é:

i+1,5k — Qijk
1 | Gi+1+1k — Qi+15-1k T Gij+1.k — i j—1.k
4
Qi+1,5,k+1 — Gi+1,5,k—1 + Qi jk+1 — i jh—1
B 4 i

onde os componentes y e z sao a média de dois gradientes de suas duas células incidentes,
e h é a distancia entre quaisquer duas células adjacentes pela face. Esta notacao implica
que o indice representa ao centro da face (i + 1/2,7, k), como descrito na Figura 6. A
Figura 7 esclarece esse esquema. Portando, a partir da Equagao 2.37, o T-Gradiente de ¢

em uma face alinhada em z é:

Tij+ Tis1,
Vg = =M Y, (4.3)

— Figura 8 - Computagao do esquema para a face a direita (vermelho) e sua aresta

superiora (verde-claro). Os vetores gradientes se estdo posicionados ao centro da

face (ponto ciano) e centro da aresta (ponto amarelo). As setas indicam a ordem da
diferencga finita.

Right face Upper right edge

d/0x

a/ay

d0/0z

Fonte: Elaborado pelo autor.

O esquema de diferenca finita para resolver a equacao de Poisson 3D baseada nas
seis faces mais a célula central é conhecida como esténcil 7-pontos. Como mostrado em

Gupta and Kouatchou [1998], produz uma aproximagao com erro de truncamento de ordem
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O(h?). O esquema de 19-pontos pode ser obtido adicionando mais 12 pontos posicionados
nas arestas. O esténcil resultante aproxima a equacao de Poisson padrao com um erro
de truncamento na ordem de O(h*). Estd relacionado ao esquema de Mehrstellen para a
equacao de Poisson 2D que tem a propriedade de ter erro de discretizacao isotrépica e
tende a produzir evolu¢ao de simulagao simétrica Ananthakrishnaiah et al. [1987]. Devido
a essas propriedades desejaveis, nossa proposta é de adaptar o esquema de 19-pontos para

resolver o problema de T-Poisson 3D com uma ordem de precisao maior.

Nos, portanto, precisamos estimar o gradiente para as 12 arestas da célula. O
gradiente centrado na aresta de uma quantidade g armazenada nas células requer 12 células
para a computacao, como mostrado na figura 7. Por exemplo, o gradiente de uma aresta

superior da face a direita posicionada em (i + 1/2,j + 1/2, k) é:

Qiv14k — Gigk T Qiv1j+1,k — Qijrik

Gij+1k — Qijk T Qit1,j+1,k — Git1,j5k

1
Vg = — 4.4
9 2h | Qi+15k+1 — Qiv1,jk—1 T Gijr1,k+1 — Qijr1 k-1 ’ (4.4)
4
Qi jk+1 — Qijk—1 T Qit1,j+1,k+1 — Qit1,5+1,k—1
B 4 _

onde o componente z é a média de quatro gradientes normais ao plano xy. O correspondente

T-Gradiente na aresta é:

Tijk+ Tivige + Tijrre + Tivijik
4

onde o tensor é a média das quatro células incidentes na aresta. As Equacoes 4.3 e 4.5 sdo

Vrgr = Var, (4.5)

facilmente estendidas paras as outras cinco faces e onze arestas, respectivamente.

O operador T-Laplaciano continuo é definido como V-V = V- (T - V). Portanto,
é necessario definir o operador divergente para o centro da célula. O fluxo total dentro
de uma célula é dado pelo teorema do divergente. Nos aproximamos a integral do lado
direito da Equagao 4.1 utilizando os 18 T-Gradientes ao redor da célula (i, j, k) para obter

o operador T-Laplaciano como:

18 1 18
V - Vrgiir = — Vrgm 1, + —— VrGm - Ny, 4.6
TG ,5,k 3 mz—:1 Tqm * Ny + 32 ;7 Tqm " 1 (4.6)

onde o primeiro somatoério considera os T-Gradientes centrados nas faces, enquanto o
segundo considera os T-Gradientes centrados nas arestas. O produto interno com as
normais da superficie naturalmente produzem um esquema de diferenca finita central para

o divergente.

4.1.2 Mascara T-Laplaciana

A Equacao 3.6 é computacionalmente custosa. Como todos os operadores sao

lineares, portanto, cada célula da grade tera o seu proprio esténcil dependendo unicamente
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dos tensores vizinhos. Assim como na Secao 3.1.2, iremos pré-computar a méscara

T-Laplaciana para cada célula.

Em 3D, a célula de referéncia é localizada em (i, j,k) e contém as 27 células
vizinhas, incluindo ela mesma. Considere que as 27 células sao enumeras pelos indices
ce{l,2,---,27}. Agora, suponha que a notagao g; ;x(c) significa uma quantidade escalar
g na célula ¢ em torno de (i, j, k). Os 27 pesos w;;x(c) que formam o esténcil para a
célula em (3, j, k) sdo computadas aplicando o operador T-Laplaciano em multiplos campos

escalares:
wijk(c) =V -VrS(c), (4.7)
onde S(c) = gi;x(a) € um conjunto de 3 x 3 x 3 campos escalares com a forma:

. 1, sec=a,
gi,j,k(a) = (4.8)
0, c.c.,

eace {1,2,---,27}. Isto é, g7, (a) tem um pulso unitario na célula a, enquanto os

outros valores sao zero. Os w; ;x(c) centrados na célula resultante sdo apenas dependentes

respectivamente das suas posigoes e tensores usados na computagao do T-Laplaciano
(Equagao 3.6).

Portanto, o T-Laplaciano no centro da célula (i, j, k) de qualquer quantidade ¢

armazenado no centro das células pode ser computado como:

27
V . vTQi,j,k = Z wi,j,k(c) . qi,j,k(c). (49)
c=1

Esta mascara ¢ ilustrada na Figura 4, onde os glifos Kindlmann [2004] representam
tensores isotropico, linear, e planar. Como assumimos que o tensor é constante no tempo,
a mascara w; ; x(c) é computada uma vez para cada célula, armazenada e usada durante
a simulacdo. Se todos os 27 tensores ao redor da célula de referéncia forem a matriz
identidade, a mascara resultantes é exatamente o esténcil de 19-pontos mostrado em Gupta

and Kouatchou [1998], que propaga o erro isotropicamente e tem o erro de truncamento
na ordem de O(h*).

4.1.3 Condicgoes de Borda

A simulagao de fluido monofasico deve lidar com bordas fluido-vazio e fluido-sélido.
A condi¢ao de borda de Dirichlet apresentada na Secao 3.1.4 continua valida para a
formulagao deste capitulo. Entretanto, a condicdo de Neumann precisa ser complementada,
j& que a interacao fluido-sélido apresentada anteriormente apenas considera borda com as

faces (Equagao 3.17).

Vamos supor que o limite da borda esteja na aresta superior da face direita

posicionada em (i+1/2, j+1/2, k). As células incidentes sdo ¢y = (4,7, k), co = (i +1, 5, k),
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c3=(i,7+1,k)ecy = (i+ 1,5+ 1,k). Vérias configuracoes de fluido-sélido e fluido-vazio
sao possiveis envolvendo essas quatro células. A condicao de borda é aplicada se qualquer
célula for fluida e pelo menos duas células forem sélidas. Deixamos os casos restantes para
serem tratados pela condi¢do de contorno de Neumann nas faces. Assim, o limite sélido é

uma superficie 2D através das quatro células, passando pela aresta.

Para simplificar a discussao, desacoplamos os componentes x e y do gradiente no
centro da aresta. Se (c; ou c2) e (c3 ou ¢4) sdo sélidos, entao existe uma superficie limite
normal ao eixo x que passa pela aresta, e a seguinte condi¢do de Neumann ¢ aplicada ao
componente x:

At

— VTPi+1/2,j+1/2,k U= (Uz‘+1/2,j+1/2,k - Us) * T, (4-10)
onde u;y1/2j+1/2% € a atual velocidade armazenada na borda, us é a velocidade do solido
na borda, e & é o vetor unitario na diregdo de z. Da mesma forma, se (c; ou c3) e (cz ou
c4) sao sélidos, entao existe um limite superficie normal ao eixo y que passa pela aresta, e

a seguinte condi¢gao de Neumann ¢é aplicada ao componente y:

At . .
7 . VTpi+1/2,j+1/2,k: Y= (ui+1/2,j+1/2,k - us) Y, (4-11)

onde ¢ é o vetor unitario na diregdo y. As outras 11 arestas sao tratadas de forma analoga.

Observe que os componentes x e y do gradiente de pressao (Equagdo 4.4), na borda
superior da face direita, aparecem no lado esquerdo da Equacao 4.10 e 4.11, respectivamente.
Portanto, todas as condi¢ées de contorno fluido-sélido definem o comportamento do
gradiente das faces e arestas correspondentes e devem ser encaixadas no problema T-

Poisson na Equacao 3.3, através do T-Laplaciano da Equagao 3.6.

4.1.4 Sistema Linear para o Problema de T-Poisson

Nesta etapa, um sistema linear (At/p) - A°p = d é resolvido para obter o campo
escalar p(r) (Equacao 3.3) do vetor de incognitas resultante p. O sistema linear é construido
a partir da Equacao 3.3 com as condigoes de borda impostas pelas Equagoes 3.16, 3.17,

4.10 e 4.11. O vetor d é o divergente da velocidade centrado na célula.

Como este método depende de faces e arestas para calcular o T-Laplaciano, preci-
samos armazenar a velocidade em todos os 18 pontos usados na Equacao 3.6. Portanto,
precisamos estender a grade MAC para incluir a velocidade no centro das arestas. A
interpolagao de particula para grade estendida é discutida na Secao 3.4. O divergente da
velocidade no centro da célula é calculada conforme proposto na Equacao 3.6, considerando

todas as faces e arestas:

18
Vouw k= —hZum nm+3h\FZum n,,. (4.12)
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Observe que a modulagao baseada em tensores em limites vazios de fluido (Equagao 4.14)

¢é aplicada antes do calculo do divergente da velocidade.

A matriz de coeficientes A¢ é construida diretamente da Equagao 3.9 e tem di-
mensoes n. X n., onde n,. é o nimero de células em que o fluido esta presente. Note que,
na Secao 3.1.2, os pesos w; j(f) sdo computados sobre uma quantidade ¢ centrada na
face, enquanto na Secao 4.1.2 w; jx(c) é computada para uma quantidade g centrada na
célula. Com isso, a matriz de coeficientes A¢ tem as suas dimensoes n. x n.. Portanto, o
sistema linear obtido com esse esquema é determinado, nao sendo necessario realizar o
mapeamento descrito pela Equacao 3.11. Assim, o método proposto usa as quantidades
das células para obter um T-Laplaciana centrado célula. Isso significa que o vetor de

incognitas p é um vetor de dimensao n. x 1.

A condicao de contorno de Dirichlet afeta a respectiva pressao das células vazias
na matriz A°. As condigoes de contorno de Neumann, exemplificadas pelas Equacoes 3.17,
4.11 e 4.10, fornecem novas equagoes para o sistema linear onde as pressdes aparecem
no lado esquerdo da equagao e as velocidades aparecem no lado direito. Cada linha na
matriz A¢ e um valor constante de d é uma equacao T-Poisson referente a uma célula de
fluido. Assim, cada condi¢do de contorno de Neumann é somada as equagoes das células
que estao adjacentes a sua face ou aresta. As condi¢oes de borda para face sdo somadas
a exatamente uma equacao na matriz A¢, enquanto as condigoes de borda para aresta

podem ser somadas a no maximo duas equagoes.

Se o campo tensorial tem a forma T(r) = I, a solugdo é a mesma da projecao
isotréopica de Helmholtz com esténcil de 19-pontos. A matriz A° é simétrica se o campo
tensorial tiver apenas autovetores alinhados ao eixo. O sistema linear é mais facil de
resolver neste caso. Esta é uma contribuicao do nosso método, visto que os trabalhos
anteriores fornecem sistemas lineares assimétricos se tensores anisotrépicos estiverem
presentes Renhe et al. [2019], Vieira et al. [2021], Parreiras et al. [2021]. Com autovetores
arbitrarios, o sistema linear é facilmente resolvido pelo método de Gradiente Biconjugado
Estabilizado (BI-CGSTAB) [Van der Vorst, 1992], combinado com um pré-condicionador

de fatoragao LU incompleta esparsa.

A solugao T-Poisson p é um vetor n. x 1 que representa um campo escalar p(r)
na grade G. O proximo passo é calcular o T-Gradiente de p em todas as faces e arestas
(Equagoes 4.3 e 4.5). Nossa proposta é aplicar a subtragdo necessaria pela projecao

(Equacdo 3.4) diretamente as velocidades armazenadas nas faces e arestas com:
Pr(u,) = uy — (Vopm) O Ny,  for me {1,2,--- 18}, (4.13)

onde ® é o produto Hadamard, Vp; é o T-Gradiente no ponto com indice m (Figura
6), calculado a partir da Equagao 4.3 para m < 6, e da Equacao 4.5 para m > 7. As
coordenadas do vetor n,, sao compostas por 0 se a coordenada correspondente da normal

de superficie n,, for zero, ou 1 caso contrario. Ou seja, os eixos com componentes nao
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nulos tém 1 na componente do vetor n,,. Assim, o produto de Hadamard descarta os
componentes de Vrp,, que ndo estao presentes na normal correspondente. Apenas uma
coordenada é preservada para faces e duas coordenadas sdo preservadas para arestas. A

velocidade livre de divergéncia resultante é transportada para as particulas via interpolacao.

4.2 EVOLUCAO DA SUPERFICIE DO FLUIDO

Nosso proposito é que a superficie do fluido deveria evoluir conforme a anisotropia
do tensor. Isso é obtido aplicando os tensores diretamente nas velocidades da borda para
modular a troca de fluido. A ideia é obter efeitos intermediarios na borda, entre a obstrucao

de uma condi¢ao fluido-sélido e a permeabilidade total de uma borda fluido-vazio.

Considere a borda fluido-vazio em uma face alinhada em z. A célula de referéncia
(1,7, k) contém fluido enquanto a célula (i + 1,7, k) é vazia. O tensor usando para a

computagao do T-Gradiente é T;11/056) = (Tijr + Tit1k)/2 (Equagao 4.3).

Suponha que T11/2) -1 ~ 0, i.e., o tensor aplicado na normal da face direita
n; ¢ um valor muito pequeno. Uma possivel interpretacao é que a face funcionaria como
uma barreira para o fluido. Nesse caso, queremos que Vrp; - n; seja muito pequena na
computacao do T-Laplaciano (Equagao 3.6). Nés também queremos que a velocidade
u; - n; seja muito pequena. Nessa circunstancia ira tender a funcionar como uma condigao
de borda fluido-sélido (Secao 4.1.3). Agora, suponha que |T(i11/2,%) - 1| = 1, ie., a
face ¢ uma superficie livre. Nesse caso ¢ andlogo a ter T/ = I na computacao do
T-Laplaciano, e a velocidade nao deve ser modificada. Por fim, se |T(;11/2,j5) - 1| > 1,
queremos que Vrpi-n; > 1 que rege a anisotropia local na borda, e um ganho de velocidade

na mesma proporcao.

Por definicdo do T-Gradiente, o T-Laplaciano considera todos esses casos. Apenas
a velocidade na borda precisa ser modificada. Portanto, propomos que a velocidade de

todas as faces e arestas na borda sejam transformadas como:
u, — T,u,, forme{l,2 - 18}, (4.14)

onde T, é o mesmo tensor usado pelos operadores T-Gradiente (Equagoes 4.3 e 4.5). Isto
modifica o divergente requerido no lado direito da equacdo do problema de T-Poisson

(Equagao 3.3), discretizada pela Equacao 4.12.

4.3 VISAO GERAL DOS PASSOS DA SIMULACAO

Esta secao resume como a simulacao evolui no tempo. Seja P o conjunto de todas

as particulas no dominio de simulacao. O esbogo do algoritmo iterativo é:

1. Semeie um conjunto P de particulas de fluido;
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2. Transfira as velocidades de P para as faces e arestas da grade G|
3. Classifique todas as células como fluido, sélido ou vazio;
4. FLIP: salve uma cépia das velocidades das faces e das arestas;

5. Adicione forgas externas as faces e arestas de GG. Aplique a modulagao baseada em

tensores nos limites fluido-vazios;

6. Construa o sistema linear T-Poisson a partir de células de fluido, aplicando as

condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann;
7. Resolva a equacao T-Poisson;

8. Calcule a projecao anisotrépica e armazene as novas velocidades nas faces e

arestas de G;

9. FLIP: Interpole e some a diferenca entre as velocidades novas e salvas das faces e

arestas em G as velocidades das particulas em P;

10. Aplicar advecgao anisotrdpica (Se¢ao 3.3) em P.

A Etapa 1 insere particulas no dominio conforme necessario. As Etapas 2 e 9 séo
realizadas via interpolagao de velocidades, considerando sua distancia ao centro das faces
e arestas. Para um ponto de referéncia com indice m € {1,2,--- 18} ao redor da célula

(1,7, k), a interpolacao de velocidade é:

2aen 0(ta = Tm) (U O 1)
ZaeN e(ra o I‘m) ,

onde N < P sao as particulas dentro das células vizinhas, 6 é uma funcao de interpolacao,

u, = (4.15)

r, € a posicao da particula a, u, é a velocidade da particula, r,, é a posicao central da
face ou aresta, e n,,, ¢ o mesmo vetor direcional definido para a projecao na Equagao 4.13.
Das Etapas descritas na Secao 3.4, apenas a Etapa 1 de semeadura e a Etapa 3 de

classificacao nao foram alteradas, dado que, devido a incorporacao das arestas na grade e

a mudanga do método de projecao, os outros passos precisaram sofrer alteragoes.
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5 EXPERIMENTOS E DISCUSSOES

Esta secao apresenta simulacoes de fluidos obtidas a partir de ambos os métodos.
Todos os experimentos foram executados em um AMD Ryzen 5 3600 com 6 nicleos
3,6 GHz, 12 threads, 16 GB de RAM e GPU AMD RX5700. A densidade do fluido é
fixa como p = 1 em todas as simulacoes. O comprimento do lado da célula é h = 1
m em todos os experimentos. Assumimos que as faces e arestas solidas sao estaticas e
que as células solidas tém a matriz identidade como tensor. A grade MAC com nossas
condigoes de contorno propostas exige uma analise mais aprofundada para definir uma
condi¢ao Courant—Friedrichs-Lewy (CFL) adequada. A condigdo CFL anisotrépica de
limite inferior apresentada em Renhe et al. [2019] funciona para malhas regulares com
solugoes Eulerianas, porém pode ser usado como um passo de tempo de referéncia. Apenas
células contendo fluido formam o sistema linear para resolver o T-Poisson (Se¢ao 3.1.3).
Devido ao BI-CGSTAB para resolver sistemas assimétricos, a complexidade de tempo é
dominada pelo pré-condicionador de fatoragao LU incompleta esparsa em cada iteracao.
Em cada um dos resultados a seguir, mantivemos At fixo em todas as iteragoes, baixo
o suficiente para garantir a convergéncia numérica em todas as configuracoes. Geramos
sequéncias de 30 quadros por segundo durante 20 segundos. O comprimento do lado da
célula ¢ h = 1 m em todos os experimentos. Todas as imagens foram geradas usando
Houdini [hou, 2021] e Paraview [par, 2021] para criacao de malha, e Blender [Ble, 2021]

para renderizagao.

5.1 EXPERIMENTOS COM A PROJECAO BASEADA EM FACES

Nos experimentos a seguir, utilizamos uma forca de gravidade g = [0,0, —10]7
m/s?. A escala de cores para representar as magnitudes de velocidade variam entre azul
(0 m/s) a vermelho (25 m/s). Os experimentos a seguir foram executados utilizando o
reforco de Neumman proposto em Parreiras et al. [2021] que nao foi apresentado nesse
texto. Porém, devido ao pouco tempo para a execucao dos experimentos, nao houve a
possibilidade de refazer os experimentos e obter as novas imagens. Entretanto, sabemos
que haveria pouca modificacdo em relagao aos resultados finais, mas nos comprometemos

a obter novas renderizagoes para o texto final.

5.1.1 Simulagdo com tensores planares

A Figura 8 apresenta um conjunto de 491.520 particulas interagindo com uma
camada de tensores planares com autovalores \; = Ay = 1,0 e A3 = 0,1 (glifos de disco
laranja na Figura 8). Os tensores planares estao em k = 30, e os voxels restantes da
grade tém tensores isotropicos. A simulacao comeca com cinco camadas de fluido sobre

a camada planar. A Figura 8 mostra trés quadros resultantes. O quadro 41 mostra os
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— Figura 9 - Piscina de fluido interagindo com tensores planares.

Quadro 41 ' Quadro 84 ‘ Quadro 97

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].

tensores planares como discos laranja abaixo do reservatorio de fluido. Este primeiro
exemplo mostra como um campo com tensores planares pode ser usado para reproduzir
efeitos de porosidade. O volume é representado por uma grade MAC 64 x 64 x 64 com
paredes delimitadoras marcadas como limites sélidos. Uma tinica camada de tensores
planares é posicionada em k£ = 32, com autovalores \; = Ay = 1 e A\3 = 0,1. Todas
as outras células da grade sdo tensores isotrépicos unitarios (matrizes de identidade).
Inicialmente, uma poga de fluido com 6 camadas é posicionada logo acima dos tensores
planares (33 < k < 39). Cada célula de fluido tem 20 particulas com velocidade zero. O
passo de tempo At = 0,03 s é fixo durante toda a simulagao. Como A3 = 0.1, a velocidade
do fluido se desenvolve muito lentamente na direcao z sujeita a forga da gravidade. Neste
caso, as particulas sdo desaceleradas 10% por unidade de tempo dentro das células planares.
Eventualmente, as primeiras particulas passam através da camada planar. Eles tendem
a deixar pressoes negativas que puxam outras particulas. O resultado é a formacao de
goticulas distribuidas uniformemente abaixo do plano conforme mostrado no quadro 84. O
quadro 97 mostra goticulas atingindo a parte inferior do volume. Observe o efeito fluido
parecendo chuva. As cores das particulas indicam a magnitude da velocidade do mais
baixo (azul-claro) ao mais alto (vermelho claro). Este exemplo mostra o fluido gerando
naturalmente cascatas uniformemente distribuidas sobre o plano. Assim, nossa formulagao

proporcionou uma simulacao suave.

A Figura 9 apresenta um cubo de fluido com 185.220 particulas caindo sobre
uma camada de tensores planares com autovalores Ay = s = 1,0 e A\3 = 0,1. A visado
ortografica enfatiza a interacao das particulas com a camada de tensores. Além disso, as
imagens sao cortes transversais no plano ¢ = 32 para ser possivel visualizar o interior do
cubo (metade do volume é omitido). A magnitude da velocidade é ilustrada do azul (mais
baixo) ao vermelho (mais alto). Durante os Quadros 22, 23, 28 e 59 o fluido é mantido

acima dos tensores planares devido a condi¢do de evolucao da superficie descrita na Secao
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3.2.

— Figura 10 - Cubo de fluido caindo sob uma camada de tensores planares.

Quadro 22 Quadro 23 Quadro 28

Quadro 59 Quadro 62 Quadro 75

Quadro 113 Quadro 220 Quadro 350

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].

Os tensores planares sao tuteis para mostrar como o fluido se comporta com a
evolugao da superficie proposta. O préximo exemplo também usa uma grade MAC de
64 x 64 x 64 com uma camada de tensores planares na posi¢ao k = 32. Como no exemplo
anterior, seus autovalores sao \y = Ay = 1 e A3 = 0,1. Todos os outros tensores sao
a matriz identidade. Um cubo de fluido, cujo lado mede 21 células, esta inicialmente
centrado na posigao (32,32,44). Cada célula tem 20 particulas com velocidade zero. O
passo de tempo fixo é At = 0,01 s. A gravidade lentamente adiciona impulso ao cubo.
A Figura 9 mostra os quadros-chave da simulacao. Na Figura 9, o volume ¢é reduzido
pela metade em ¢ = 32. As particulas mostradas na se¢ao transversal estdo dentro do
fluido. Os quadros foram renderizadas a partir de uma visao ortografica na direcdo x. Esta
configuracao captura o comportamento do fluido com um destaque na camada de tensores
planares. Na imagem superior esquerda, o cubo esté caindo e esta prestes a tocar a camada
planar (quadro 22). O quadro 23 na imagem central superior mostra o primeiro toque
e o primeiro efeito das condi¢des de evolugao da superficie. As cores azuladas mostram

uma desaceleracao repentina das particulas fazendo com que a pressdo aumente. Algumas



49

particulas reagiram a alta pressdo aumentando suas velocidades (laranja). O quadro 28
no canto superior direito mostra as particulas comecando a se espalhar pelo plano em
dire¢do as paredes da grade (laranja-avermelhado). As particulas no meio do fluido tém
velocidades mais baixas (azul-escuro). A central esquerda mostra o fluido ja subindo
pelas paredes da grade (quadro 59). Até agora, a condigoes de evolugao da superficie,
a projecao anisotrépica e a adveccao anisotropica impediram que o fluido entrasse nos
voxels da camada planar. No entanto, com A3 = 0.1, os tensores planares nao impoem
uma barreira firme. O quadro 62 mostra algumas das primeiras particulas que entraram
na camada de tensores planares. Eles iniciam fluxos de fluido sugando as particulas
superiores com pressoes negativas, conforme mostrado na imagem central direita (quadro
75). Observe como as particulas se espalham para cima sobre a parede da grade traseira
com altas velocidades (vermelho). As trés imagens inferiores mostram os tltimos instantes
da simulacao compreendendo toda a grade. A imagem inferior esquerda mostra o fluido
antes de tocar a parte inferior da grade (quadro 113). Comparando com o quadro 75,
percebe-se que os fluxos formavam as principais cachoeiras. Na imagem do meio (quadro
220), a maior parte do fluido passou pela camada planar. Ainda h& muita turbuléncia.
No quadro 350 a direita, o fluido na parte inferior da grade se acomoda e uma pequena
quantidade de fluido ainda fica retida pela camada planar. No entanto, todas as particulas

acabarao caindo pela acao da gravidade.

— Figura 11 - Uma barragem permeavel formada por tensores

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].
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5.1.2 Simulagdo com tensores lineares

A Figura 10 mostra uma barragem permeavel formada por tensores com autovalores
A =Xy =1, A3 = 107° e e3 apontando para a direcao y. Os vetores de velocidade sao
representados por setas cujas magnitudes variam do menor (azul) ao maior (vermelho).
Para mostrar o efeito de tensores lineares, a parede de tensores planares é perfurada em
quatro lugares préoximos a sua base. Os quatro furos sao compostos por um tipo diferente de
tensor organizado em células 3 x 3. Os glifos verdes sao tensores unitarios isotrépicos com
Al = X2 = A3 = 1. Um total de 126.000 particulas sao simuladas com At =5-107%s. Os
glifos ciano representam tensores isotrépicos com autovalores \; = Ay = A3 = 6 cujo efeito
¢ produzir um ganho de velocidade nas particulas que passam sem alterar suas direcoes.
O resultado é um jato reforcado de particulas com diregoes de velocidade preservadas. Os
glifos amarelos representam tensores lineares com autovalores Ay = 1 e Ay = A3 = 0.01, e
cujo autovetor e; aponta para a direcao y. Particulas com velocidades desalinhadas com a
direcdo principal sao desaceleradas e forcadas a alinhar com e; pela advecgdo anisotrépica
(Equagao 3.20). O resultado é um fluxo muito mais alinhado na diregdo y. Os glifos
magenta representam tensores lineares com autovalores \; = 6 e Ay = A3 = 0.01, e cujo
autovetor e; aponta para a direcao y. O efeito é semelhante aos glifos amarelos, exceto
que as velocidades das particulas alinhadas a e; sdo aumentadas por um fator de 6 por
unidade de tempo. O resultado é um jato de particulas impulsionadas cujas velocidades
estao muito alinhadas com e;. Na Figura 10, quatro recipientes sao colocados abaixo
dos orificios para coletar o fluido vazado. Os tensores impulsionados geram fluxos com
velocidades mais altas (mais setas laranja). Eles drenam mais fluido como resultado. Apds
175 quadros, observe que os versos de seus contéineres sao atingidos pelo fluido antes dos

demais.

— Figura 12 - Visao ortografica da simulacdo da barragem.

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].
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A Figura 11 mostra o efeito de cada categoria de tensor representado como glifos
na imagem do meio. Os tensores lineares (magenta e amarelo) tendem a concentrar as
particulas na dire¢do e;. Por outro lado, os tensores isotrépicos (ciano e verde) geram
fluxos mais amplos. Tensores com ganho (ciano e magenta) produzem velocidades mais
altas (mais setas laranja). Seus fluxos sdo mais distantes que os tensores com ganhos
unitarios. O tensor linear com ganho (magenta) impulsionou fortemente as primeiras
particulas como mostrado pelas setas vermelhas no canto inferior direito. O fluxo seguinte
¢é bastante turbulento até que haja particulas suficientes para estabilizar a saida. Mas seu

fluxo se estabiliza apds algumas iteragoes, conforme o retangulo magenta se destaca.

5.1.3 Tensores planares sob uma superficie de curvatura variavel

Até agora, os experimentos sao baseados em uma tnica camada de células coplanares.
Além disso, os autovetores de todos os tensores sdo colineares com o sistema de coordenadas
da grade. Isso significa que todas as trocas de fluidos acontecem entre os 6 vizinhos mais
préoximos dos voxels. Tensores com autovetores nao alinhados com os eixos principais

podem trocar fluido com todos os 26 vizinhos mais préximos (Equagao 3.12).

A Figura 12 exibe uma camada de tensores planares sobre um paraboloide (superficie
vermelha) com A\ = Ay = 1 e A3 € {0.2,0.4,0.6,0.8}. O autovetor e3 ¢ a normal do
paraboloide no respectivo voxel. Alguns autovetores de tensores planares nao estao

alinhados com o eixo da grade principal.

Uma camada de tensores planares é usada para representar a superficie de um
paraboloide cuja equagao é:
(i—N/2?  (j—M/2)?

k=ho+c e : (5.1)

onde k € Z é a altura desconhecida do voxel na grade de dimensdes N x M x W ieZ
varia no intervalo [1, N]|, j € Z varia no intervalo [1, M], ko = |N/3] ¢ o minimo do
paraboloide, e os coeficientes reais sao a = N/3, b = M /3 e ¢ = W/10. O autovetor e3 é
a superficie normal. Devido a curvatura variavel, existem tensores com autovetores nao
alinhados com os eixos da grade. Os autovalores sdo A\; = Ay = 1 e A3 € {0.2,0.4,0.6,0.8}.
A variacao de A3 serve para mostrar como o fluido interage com a superficie. A figura
12 mostra a superficie do paraboloide como uma textura avermelhada representando um
pano. O tamanho da grade é 64 x 64 x 64 ¢ At = 1072 s. No lado direito, uma fonte
de liquido insere 250.000 particulas por segundo durante 5 segundos. Ou seja, em torno
de 1.250.000 particulas sao inseridas no sistema. Eles vém de 6 x 6 voxels com 8 kN de
forca na direcao y. Esta fonte é colocada de tal forma que a corrente de fluido tende a
girar sobre o paraboloide devido a condi¢ao de evolucao da superficie descrita na Secao
3.2. Eventualmente, o fluido passa pelo campo tensorial formando goticulas e cachoeiras.

Pode-se comparar o mesmo quadro renderizado das quatro simulagoes. A medida que A3
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— Figura 13 - Tensores planares sob uma curvatura variavel.
Quadro 120 Quadro 300 Quadro 480

0.2

0.4

0.6

0.8

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].

aumenta, o fluido interage como se a superficie fosse mais permeavel. Com A3 = 0.2, o
fluido gira por mais tempo sobre o paraboloide antes de finalmente escoar. Com A3 = 0.8,

o fluido escoa mais rapido do que nos outros casos, e apenas um pequeno nimero de

particulas pode ser visto ainda retido préximo ao minimo paraboloide em quadro 480.
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— Figura 14 - Campo tensorial isotropico com ganho variavel.

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].

— Figura 15 - Simulagdao em um campo tensorial isotrépico com ganho variavel.

Quadro 0 Quadro 20

Quadro 40 Quadro 150

Fonte: Extraido de Parreiras et al. [2021].

5.1.4 Campo tensorial isotrépico

Considere o campo tensorial na Figura 13 composto apenas de tensores isotrépicos.
Neste exemplo, os tensores isotropicos sao usados para destacar estruturas colineares e
coplanares. Os glifos laranja tém A; = Ay = A\3 = 0.1 e os glifos ciano sdo A\ = Ay = A3 =1
unitarios. O tamanho da grade é 64 x 64 x 64 e o campo tensorial tem 21 células de
altura. Os glifos ciano formam trajetérias retas com posigoes e angulos uniformemente

distribuidos para o eixo z no intervalo [45°,60°]. Os raios das trajetdrias sao 1,2 voxels
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em média. Uma camada adicional de tensores isotrépicos unitarios é colocada em k = 10,

que nao ¢ mostrada para maior uma visualizacdo mais clara.

Os quadros de simulacgao resultantes sao mostrados na Figura 14 com At = 0,01 s.
Inicialmente, quatro camadas de liquido sao colocadas sobre o campo tensor com particulas
de 20 por célula. Uma pressdo de 100 N/face é imposta nas células superiores para
empurrar o fluido para baixo. Tensores isotrépicos com \; = Ay = A\3 < 1 diminuem o
fluxo de fluido, mas nao o interrompem. Como resultado, o fluido entra mais facilmente
nas trajetérias retas (quadro 20). Sob a agdo da pressdo, o fluido vai mais fundo e atinge
a camada isotrépica (quadro 40). As particulas se espalham pela camada isotrépica e
continuam descendo nas trajetorias retas. Eventualmente, todas as particulas atingirao
o fundo da grade, pois nenhuma barreira solida ¢ imposta. Observe que algumas das

estruturas colineares e coplanares sao visiveis no quadro 150.

5.2 EXPERIMENTOS COM A PROJECAO BASEADA EM FACES E ARESTAS

Nos experimentos a seguir, serd utilizado o método descrito no Capitulo 4, com
uma escala de cores representando as magnitudes da velocidade das particulas, que variam
entre azul (0 m/s) a vermelho (10 m/s). Em todos os experimentos o tamanho da grade
é de 30 x 30 x 30 e o passo de tempo é At = 0,01 s. No inicio de cada simulacao, um
bloco de fluido contendo 32000 particulas é adicionado centrado na posic¢ao (15,15,15). A
grade reduzida e o baixo ntimero de particulas se deve ao pouco tempo disponivel para
execucao e renderizagao dos experimentos. Na versao final do texto esses experimentos

serao refeitos com a mesma qualidade vista na Secao 5.1.

5.2.1 Comparagao entre campo isotréopico e planar

Nesse experimento, foi adicionado um campo de forcas radiais direcionadas ao
centro da grade de posi¢ao (15,15, 15), fazendo com que o fluido se aglomere ao redor do
centro. Tal campo tem magnitude de 10 m/s? em todas as posi¢des. Para este experimento,
nao foram utilizados a condigao de evolugao da superficie (Secao 4.2) e a advecgao tensorial
(Secao 3.3).

A Figura 15 apresenta um campo tensorial com autovetores alinhados com os eixos,

onde e3 estd alinhado com o eixo z e A3 = 0.1.

A Figura 16 mostra a simulagdo em um campo isotrépico unitério e um planar com
A3 = 0.1 (Figura 15). O objetivo é mostrar como a projegao tensorial atua na deformagao
do fluido. Inicialmente o bloco de fluido se localiza centrado na grade, e ao longo da
simulacao, o formato do fluido se desenvolve, tendendo a se tomar esférico, como visto
no ultimo quadro (Quadro 599). Perceba que para esse campo isotrépico o fluido se
comporta de maneira intuitiva, tendo um comportamento préximo do que experienciamos

no cotidiano. E notavel a diferenca entre as duas simulagdes. Com a adigdo da anisotropia,



— Figura 16 - Campo tensorial planar utilizado no
mento.

experi-

Fonte: Elaborado pelo autor.
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— Figura 17 - Comparacao entre um campo tensorial isotrépico e um planar sob efeito de

A

Quadro 0

um campo de forca radial.
Quadro 50

Quadro 599

1.0

0.1

Fonte: Elaborado pelo autor.

a massa de liquido mantém o seu comportamento fluidico, entretanto o alivio de pressao

¢é feito prioritariamente nas dire¢oes menos restritivas do campo. Com isso, durante a

evolucao da simulacao, o fluido assume um formato achatado. Com o aumento de A3, a

tendéncia é que o fluido se torne mais esférico, enquanto se diminuirmos A3, a tendéncia é

que o fluido se torne cada vez mais proximo de um plano no dominio.
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5.2.2 Simulacao com adveccao e condicao de superficies alternadas

Neste experimento serd utilizado um campo tensorial linear formando circunfe-
réncias centradas na posigao (15,15,k), onde 1 < k < 4. O autovetores e, es € €3 S40

definidos pela seguinte equacao:

€y X €3
A 5.2
€1 |62 % 63|’ ( )
(i — 15,5 — 15,0)
_ 9.3
“ |(Z_1"7)717_1570)’7 ( )
es = (0,0,1), (5.4)

onde e; é o vetor tangente a circunferéncia na célula (i,7,k) e es é o vetor radial. Os

autovalores sdo A\; = 1, Ay = A3 = 0, 1. A forca de gravidade g = [0 0 — 10]% foi utilizada.

— Figura 18 - Uma lamina do campo tensorial linear circular.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 17 mostra uma camada do campo tensorial, para esse experimento foram
adicionadas 4 dessas camadas de tensores lineares no fundo do dominio. O objetivo principal
¢é analisarmos como o método responde a adi¢ao da condi¢ao de evolucao da superficie e a
adicao de uma advecgao tensorial. Um objetivo secundario é mostrar a atuagdo de campos
anisotropicos atuando em conjunto com a condi¢ao de borda de Neumannn para uma
mesma célula. A Figura 18 estd subdividida em 4 sequéncias de imagens, (a), (b), (c) e (d).

A sequéncia de imagens (a) mostra o método sem a advecgao tensorial e sem a condi¢ao de
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— Figura 19 - Simulagdo com adveccao e condi¢ao de superficies alternadas.

Quadro 30 Quadro 40 Quadro 400 Quadro 599

Fonte: Elaborado pelo autor.

evolugao da superficie (Segoes 3.3 e 4.2). Podemos observar que, o bloco de fluido ao tocar
no campo tensorial no Quadro 30 nao sofre nenhuma desaceleracao, visto que a condigao
de evolugao da superficie nao esté atuante, diferentemente das sequéncias (b),(c) e (d),
que tem esta condigao ativada e que apresentam uma variacao de velocidade na parte
inferior do cubo (em amarelo). A sequéncia de imagens (b) foi obtida utilizando o método
4, porém usando apenas os pontos pertencentes as faces da superficie do voxel (Figura 6).
Note que durante a evolugao da simulacao apareceram alguns padroes alinhados com os
eixos do sistema de coordenadas, o que ndo acontece nas sequéncias (c) e (d). A sequéncia
(c) se mostrou mais suave e com maior geragao de vértices do que a sequéncia (b), isso
devido a inclusao de todos os pontos das faces e arestas, e com a condi¢ao de superficie
ativada. A simulacao nesse caso evoluiu para gerar dois vértices predominantes perto das
bordas inferiores do cubo. Vértices esses minimizados na sequéncia (d) devido & adi¢ao da
adveccao tensorial, que atua para alinhar os fluxos de fluido na direcdo menos restritiva
do campo, tangente as circunferéncias, portanto, o fluxo de fluido tende a perder energia

na direcao radial.
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5.2.3 Campo linear descontinuo

Este experimento utiliza uma formulagao para o campo tensorial parecida com
o experimento anterior (Equagao 5.4), entretanto, foi adicionado a restrigao 1 < j < i,
fazendo com que a regiao linear do campo fique na parte triangular inferior da grade. Os
autovalores sio A\; = 1.0, \y = A3 = 0.1. A gravidade utilizada foi g = [0 0 — 10]7.

— Figura 20 - Simulagdo com variagbes de elementos do método.

N

Quadro 30 Quadro 40

Quadro 450 Quadro 599

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 19 mostra como o método lida com campos descontinuos. O Quadro 30
apresenta o momento em que o fluido toca o campo linear. O Quadro 40 é quando o fluido
toca o chao do dominio enquanto ainda esta sob influéncia do campo linear. Durante a
evolucao da simulagao a parte que estda em contato desce lentamente por dentro do campo,
simulando um meio permeavel. Como é descrito no Capitulo 4, os tensores na face e na
aresta sao uma média dos tensores centrados nas células vizinhas. Como consequéncia,
podemos constatar na Figura 20 que, na borda entre o campo linear e o isotropico, o fluido
desenvolve uma superficie arredondada, provocada por essa suavizagao. A Figura 20 é um

render do Quadro 40 com um angulo de camera diferente, com foco na interacao com o
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campo tensorial. Durante os Quadros 450 e 599, podemos ver que o fluido no campo linear
forma fluxos circulares conforme o desenho do campo. Devido a anisotropia, a pressao
aumenta drasticamente a medida que um fluxo continuo de fluido adentra pelo centro da
grade, fazendo com que a projecao alivie a pressao de forma brusca pelas laterais formando

correntes de fluido conformadas pelo campo.

— Figura 21 - Foco na interacao fluido-tensor.

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 COMPARACAO ENTRE AMBOS OS METODOS

O 1ltimo experimento tem o objetivo de mostrar a diferenga entre os resultados
obtidos por ambos os métodos apresentados nesse texto. Nesta secao estamos utilizando
uma grade de tamanho 30 x 30 x 30, com a gravidade g = [0 0 — 10]. O campo
linear contém tensores com os autovalores alinhados com os eixos, de forma que e; esteja
orientado em dire¢ao ao eixo y, e os autovalores \; = 1, 3 = A3 = 0,1. O campo foi

construido de forma que 7 < 7, formando uma descontinuidade em diagonal.

As Figuras 21 e 21 mostram a simulagao feita com o método apresentado nos
Capitulos 3 4 respectivamente. Durante a evolu¢ao da simulacdo, o fluido interage com
o campo a partir do Quadro 40 e de forma que ele atue de um lado como um meio
anisotrépico e do outro como um meio isotrépico. Quando o fluido toca no chao (Figuras
23 e 22) é possivel perceber como as duas formulagoes para a evolugao da superficie do

fluido funcionam.

E perceptivel que o método descrito na Secéo 3.2 (Figura 22) conforma o fluido
de maneira mais rigida do que o método com face e aresta descrita na Segao 4.2 (Figura

24). Isso se deve ao fato do método anterior utilizar o tensor vizinho diretamente no
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— Figura 22 - Método baseado em face com tensor linear alinhado.

Quadro 30 Quadro 40

Quadro 450 Quadro 599

Fonte: Elaborado pelo autor.

— Figura 23 - Interacdo na borda fluido-vazio
para o método baseado em faces.

Fonte: Elaborado pelo autor.

calculo, enquanto o método novo utiliza uma média dos tensores vizinhos para estimar o
tensor nas faces e arestas, gerando uma suavizagao do campo tensorial. Note também que

no Quadro 599 de ambos os métodos, ha fluido suspenso no campo linear, entretanto o
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método anterior retém muito mais fluido, isso se deve também as condigoes da evolucao
da superficie. Comparando as duas simulacoes, é visivel que o método novo tem uma
simulacao mais suave em relagdo ao anterior, e isso se dé pela evolucao do divergente

durante a simulacao.

— Figura 24 - Interagao na borda fluido-vazio para o método baseado em faces.

Quadro 30 Quadro 40

Quadro 450 Quadro 599

Fonte: Elaborado pelo autor.

Enquanto o bloco de fluido nao toca o campo linear, ambos os métodos evoluem
com um divergente baixo. Entretanto, apds o toque, é nitido que a evolucao do divergente
da velocidade no método novo (Figura 25) é de fato muito melhor do que foi obtido
com método anterior, tornando o novo método consideravelmente mais eficiente para a
solucao do problema de T-Poisson nesse caso. Um dos fatores que contribuiram para a
discrepancia entre os métodos foi a possibilidade de que o método novo tem de realizar o
alivio de pressao pelas diagonais de forma mais eficiente. Além disso, outro fator foi o
uso de operadores Vpp diferentes para o calculo do T-Laplaciano e para a atualizacao
do campo de velocidades no método antigo, o que naturalmente dificulta o alivio de
pressao corretamente. B possivel notar que o fluido estd consideravelmente mais volumoso
no método anterior (Figura 21) no Quadro 599. Isso se deve ao divergente nao nulo

apresentado pelo método (Figura 25).
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— Figura 25 - Interagdo na borda fluido-vazio
para o método baseado em faces.

Fonte: Elaborado pelo autor.

— Figura 26 - Divergente absoluto maximo dos métodos. Para o calculo foi utilizado o
modulo do campo divergente da velocidade e tomado o maior entre todos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.4 DISCUSSAO

Os principais parametros utilizados nos experimentos, bem como seus tempos com-
putacionais, estao resumidos na Tabela 1. Os tempos de simulagao nao sao proibitivos, com

o solucionador do sistema linear assimétrico dominando o custo de tempo computacional.

Os métodos propostos fornecem simulagoes atraentes mesmo com uma grade de
resolucao bastante baixa e um pequeno ntimero de particulas. Os tensores planares sao
interessantes para simulagoes de limites suaves estaticos. Eles também sdo tteis para
simulagoes de superficies permeaveis. A simulacao de tecido usando um paraboloide

(Figura 12) é um exemplo desse recurso. Os efeitos sdo convincentes mesmo com uma
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— Figura 27 - Soma dos divergentes absolutos dos métodos. Para o calculo foi utilizado o
modulo do campo divergente da velocidade somado todos os valores.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 1 — Resumo dos parametros e tempos computacionais dos experimentos.

Experimento Parametro Simulagao
Grade\# particulas\ Tensor \ At (s) |Seg./ Quadro\Tempo Total

Piscina (Figura 8) 643 491, 520 planar 0.03 21.43 3:34:16
Cubo (Figura 9) 643 85.220 planar 0.01 9.94 1:39:24
Barragem (Figura 10) | 453 126.000 [linear / planar|5- 103 3.67 0:36:43
Tecido (Figura 12) 643 | 1.249.750 planar 1073 99.31 16:33:07
Isotrépico (Figura 13) | 643 327.680 isotrépico 0.01 9.22 1:32:12
Projecao (Figura 16) | 303 32.000 planar 0.01 0,675 0:6:45
Parametros (Figura 18)| 30° 32.000 linear 0.01 0,753 0:7:32
Descontinuo (Figura 19)| 303 32.000 linear 0.01 1,108 0:11:05
Anterior (Figura 21) | 303 32.000 linear 0.01 1,156 0:11:34
Novo (Figura 23) 303 32.000 linear 0.01 0, 805 0:8:03

unica camada de tensores planares.

Os tensores lineares podem ser usados para produzir fluxos retos de fluxo de fluido
(Figura 11). No entanto, observamos que usar tensores lineares para fazer o fluido se
adequar ao campo é mais dificil na formulagao do Capitulo 3. Um problema nesse caso
é que tensores lineares tendem a ter méscaras T-Laplacianas (Equagao 3.9) com poucas
trocas em direcoes diagonais. Entretanto, o método apresentado em 4 teve um desempenho
notavel, gerando campos projetados com divergentes absolutos baixissimos, mesmo com
tensores lineares. Isso é possivel devido a trocas em diagonal permitidas pelas arestas e

que nao sao feitas em mascaras baseadas apenas em faces.

Com o acréscimo das arestas no calculo do T-Laplaciano, o método ficou computa-

cionalmente mais custoso. Entretanto, a Tabela 1 nos mostra que o novo método executou
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consideravelmente mais rapido do que o anterior. E plausivel supor que a melhora do

condicionamento da matriz de coeficientes levou a esse desempenho melhor.

Ao escolher etapas de tempo suficientemente pequenas, nao observamos problemas
de convergéncia e artefatos de fluido. A condi¢do CFL proposta em Renhe et al. [2019] é
util como limite superior para o passo de tempo. Claro, é importante avaliar as condigoes
especificas de convergéncia dos nossos métodos. Esta tarefa precisa de mais investigacao
e o principal desafio vem da projecao anisotrépica e advecgao. De fato, as trajetorias

deformadas das particulas exigem uma analise cuidadosa para encontrar uma condi¢ao

CFL.

Em relagao a simulagao de meios porosos, as metodologias Euleriana e Lagrangiana
costumam utilizar um parametro de permeabilidade 7 para configurar o modelo matematico.
Eles sao definidos a partir de formulagoes baseadas na lei de Darcy, como a utilizada
por Ye et al. [2019]. Como essas formulagoes dependem do gradiente de pressdao Vp,
podemos adapta-las para usar campos tensoriais substituindo este termo pelo T-Gradiente
Vrp. Como exemplo, pode-se alterar o modelo definido em Lenaerts et al. [2008] para
elaborar uma formulagao SPH que inclua efeitos anisotropicos. Esta pesquisa esta fora do
escopo do nosso trabalho porque os métodos Lagrangianos requerem formulagoes muito
especificas para encapsular a influéncia do campo tensorial. Essa possibilidade serd objeto

de trabalhos futuros.

O projeto de campos tensoriais ¢ um assunto desafiador. Existem vérias aplica¢oes
possiveis, como texturizagao sélida, animacao de fluidos, simulacdo de meio poroso e
rastreamento de particulas. Em todos os casos, o usudrio precisa especificar valores de
tensor e padroes locais nos dominios do fluido para obter o fluxo desejado. Em primeiro
lugar, devemos notar que o problema de projeto de campo tensorial é desafiador devido
aos graus de liberdade e requisitos matematicos que um campo tensorial deve cumprir
para ser adequado. Areas como otimizacio de topologia Nomura et al. [2019] e ciéncia de
materiais Irwin et al. [2019] abordam esse problema impondo restrigoes ao tensor para
gerar relacionamentos envolvendo elementos tensoriais. Para aplicacoes de computacgao
grafica, é proposto em Palacios et al. [2017] um sistema interativo para projeto de campos
tensores simétricos 3D em dominios representados por uma malha tetraédrica. O sistema
também inclui um conjunto de operacoes para especificar a topologia do tensor e uma etapa
de propagacao baseada na suavizacao Laplaciana para calcular os valores dos tensores
em locais nao especificados pelo usuario durante o processo de edi¢ao. Tal abordagem
poderia ser adaptada ao nosso quadro numérico. Além disso, o trabalho de Palacios
et al. [2017] pode ser ampliado com desenvolvimentos recentes em subespacos de campos
tensoriais tangentes Nasikun et al. [2020] para melhorar a capacidade de projetar tensores
em variedades bidimensionais dentro de um volume para controle de fluidos. Trabalhos
futuros incluem o estudo de projeto de campo tensorial para aplicagdes especificas do

nosso método.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresenta dois métodos para simulacao de fluidos anisotrépicos
baseados no método FLIP. Propomos uma solugao para a advecgao tensorial e duas
solugbes numéricas para a projecao tensorial. Diferente dos trabalhos anteriores na
literatura, Renhe et al. [2019], este trabalho foi desenvolvido para operar em grades
escalonadas do tipo MAC. Entretanto, as propostas das mascaras T-Laplacianas também
sao uteis para abordagens Eulerianas anisotrépicas nao baseadas no PIC. Propomos
duas formas para controlar a evolucao da superficie do fluido sob regioes anisotropicas.
Experimentos foram conduzidos com diferentes parametros para evidenciar a capacidade
dos métodos de conformarem o fluido sob influéncia de um campo tensorial, além de um
experimento comparativo onde observamos o comportamento do divergente da velocidade

em cada método.

Como discutido no Capitulo 5, utilizar tensores lineares para o controle do fluxo
de fluido pode ser desafiador. Neste problema, apresentam-se evidéncias de superioridade
do método que utiliza face e aresta se comparado com o método proposto em Parreiras
et al. [2021]. As simulagoes se mostraram mais estaveis e com erros de divergente nulo
significativamente menores. O ultimo experimento mostra a dificuldade do método anterior
de resolver um exemplo de campo com tensores lineares, o método com faces e arestas
conseguiu solucionar o problema de T-Poisson com um divergente absoluto méximo na

ordem de 1071, contra 10! do método apresentado em Parreiras et al. [2021].

Em trabalhos futuros, podem ser explorados mecanismos para o projeto eficaz de
campos tensoriais adequados para animacao controlada de fluidos, bem como extensoes
para cenarios como fluidos multifasicos ou a ja mencionada simulacao de meios porosos. O
projeto de campos tensoriais especificos para uma dessas aplicagoes ¢ de grande interesse
para desenvolver cendarios para comparacoes imparciais de escoamento de fluidos com
outros métodos sob as mesmas condic¢oes iniciais e de contorno. Uma analise minuciosa
deve ser realizada para determinar uma condicao CFL adequada as especificidades das
abordagens propostas neste trabalho. Além da possibilidade de extensao do método do
Capitulo 4 para a utilizagdo de um esténcil de 27-pontos Gupta and Kouatchou [1998|.
Por fim, com essa ampliagdo, espera-se que haja uma melhora em casos de tensores nao
alinhados com os eixos, principalmente tensores lineares que impoem uma maior restri¢ao

a passagem de fluido.
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