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RESUMO

Esta tese apresenta novas familias de esquemas upwind para a aproximacao dos
termos convectivos de equacgoes diferenciais parciais no contexto de diferencas finitas e vo-
lumes finitos. As familias de esquemas denominadas SOBUS (Second Order Bézier Upwind
Scheme), PUBICK (Piecewise Upwind Bézier Interpolation for Convective Kinematics) e
CUBICK (Cubic Upwind Bézier Interpolation for Convective Kinematics) sao propostas
com base em curvas de Bézier quadraticas e ciibicas, respectivamente, enquanto a familia
de esquemas FDHPUS (Fifth-Degree Hermite Polynomial Upwind Scheme) é baseada na
interpolacdao de Hermite. Os esquemas PUBICK, CUBICK e FDHPUS satisfazem critérios
de estabilidade e restrigoes para garantir uma soluc¢ao limitada, tais como TVD ( Total
Variation Diminishing), CBC (Convection Boundedness Criterion) e BAIR (Boundedness,
Accuracy and Interpolative Reasonability). Foi analisada a convergéncia das solugdes
numeéricas ao serem adotados os esquemas propostos para resolver uma série de problemas
1D e 2D. Os resultados numéricos desses esquemas foram comparados com os de outros
esquemas estabelecidos na literatura, mostrando boa concordancia com solugoes exatas
e dados numéricos. Os resultados desta tese sugerem que os esquemas upwind baseados
em curvas de Bézier e interpolacgdo de Hermite sao alternativas promissoras para resolver

problemas dominados pela conveccao.

Palavra-chave: Upwind. Curvas de Bézier. Interpolagao de Hermite. Limitador de fluxo.

Variaveis normalizadas. Dindmica de fluidos. OpenFOAM.



ABSTRACT

This thesis presents new families of upwind schemes for approximating convective
terms in partial differential equations within finite differences and finite volumes. The
families of schemes termed SOBUS (Second Order Bézier Upwind Scheme), PUBICK
(Piecewise Upwind Bézier Interpolation for Convective Kinematics) and CUBICK (Cubic
Upwind Bézier Interpolation for Convective Kinematics) are proposed based on quadratic
and cubic Bézier curves, respectively. In contrast, the FDHPUS family (Fifth-Degree
Hermite Polynomial Upwind Scheme) is based on Hermite interpolation. The PUBICK,
CUBICK, and FDHPUS schemes satisfy stability criteria and constraints to ensure a
bounded solution, such as TVD (Total Variation Diminishing), CBC (Convection Bounded-
ness Criterion), and BAIR (Boundedness, Accuracy, and Interpolative Reasonability). The
convergence of the numerical solutions was analyzed when the PUBICK, CUBICK, and
FDHPUS schemes were adopted to solve a series of 1D and 2D problems. The numerical
results of these schemes were compared with those of other established schemes in the
literature, showing good agreement with exact solutions and numerical data. The results of
this thesis suggest that upwind schemes based on Bézier curves and Hermite interpolation

are promising alternatives for solving convection-dominated problems.

Keywords: Upwind. Bézier. Hermite. Flux limiter. Normalized variables. Fluid dynamics.
OpenFOAM.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Muitos problemas de dindmica dos fluidos em aplica¢des tecnoldgicas sao caracteri-
zados por fortes fendmenos de convecgao, especialmente aqueles em regimes turbulentos e
envolvendo escoamentos multifasicos. A obtencao de solu¢bes numéricas representativas
para essa classe de problemas é um desafio que exige um método numérico eficiente,
robusto e preciso [4]. Por isso, esse tema tem se destacado como uma das principais &reas
de interesse na comunidade cientifica moderna em CFD (Computational Fluid Dynamics).
Assim, o desenvolvimento de métodos numéricos para a aproximacgao dos termos convecti-
vos em EDPs (Equagoes Diferenciais Parciais) é necessario. Na resolu¢ao numérica dessas
equagoes, a precisao dos resultados é significativamente afetada pelo esquema numérico

utilizado para tratar a convecgao [5, 6].

A metodologia de CFD é utilizada, por exemplo, na energia edlica para simular as
caracteristicas aerodindmicas de um HAWT (Horizontal Azis Wind Turbine) de grande
escala, levando em consideragao os efeitos de acoplamento do cisalhamento do vento. Os
HAWTTS, como conversores de energia edlica, sdo maquinas rotativas de grande porte que

operam em um ambiente de fluxo constante [7].

A CFD também tem sido cada vez mais utilizada na pesquisa biomédica para
estudar a hemodinamica cardiovascular por meio de ferramentas de simulacao que permitem
prever o comportamento do fluxo sanguineo circulatério no corpo humano. A simulacao
CFD, baseada em reconstrucgoes luminais 3D, pode ser usada para analisar campos de
fluxo locais e perfis de fluxo resultantes de mudancgas na geometria da artéria coronaria,
sendo capaz de identificar fatores de risco para o desenvolvimento e progressao da doencga

arterial coronariana [8].

1.2 Revisdo da Literatura

Esquemas upwind de alta ordem sdo técnicas numéricas especializadas para aproxi-
mar termos de convecgdo em EDPs [5, 9, 10]. A ideia bésica por tras dessas estratégias é
utilizar um esquema numérico com a maior precisao possivel em regioes suaves e adicionar
dissipac¢ao numérica controlada em regioes de altos gradientes. Os principais objetivos
desses esquemas sao manter a estabilidade da solugdo numérica, garantir a convergéncia
e resolver descontinuidades ou choques sem oscilagoes numéricas ou, em casos extremos,

com oscilagoes limitadas [4].

Para que um esquema numérico atinja todos os objetivos mencionados acima,
uma abordagem comum tem sido combinar as restrigdes do NVD (Normalised Variable

Diagram) fornecidas por Leonard [3] ou limitadores de fluxo (Sweby [1] e Waterson [9])
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com as restrigoes TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [11] e CBC (Convection
Boundedness Criterion) de Gaskell e Lau [12]. A restricdo TVD visa alcangar uma variagao
limitada de propriedades fisicas ao longo do tempo e impor autoajuste de acordo com

gradientes locais. O critério CBC visa produzir uma solucao limitada.

Muitas tentativas foram feitas para derivar um esquema upwind que atenda a
todos os requisitos mencionados acima. Exemplos de alguns esquemas upwind populares
propostos na literatura incluem: SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic
Transport) de Gaskell e Lau [12], WACEB ( Weighted Average Coefficient Assuring Boun-
dedness) de Song et al. [13], VONOS (Variable Order Non-Oscillatory Scheme) de Varonos
e Bergeles [14], CUBISTA (Convergent and Universally Bound Interpolation Scheme for
the Treatment of Advection) de Alves et al. [10], TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind
Scheme) de Queiroz [15], HPUS (Hermite Polynomial Upwind Scheme) de Gao et al.
[16], SMARTER (SMART Efficiently Revised) de Choi [17], FDPUS-C1 (Five-Degree
Polynomial Upwind Scheme of C1 Class) de Lima [18], SDPUS-C1 (Siz-Degree Polynomial
Upwind Scheme of C1 Class) de Lima [19], e EPUS (Fight-degree Polynomial Upwind
Scheme) de Corréa [20].

Diferentemente dos esquemas upwind de alta ordem mencionados anteriormente,
o esquema TOPUS é um esquema upwind polinomial de grau 4, cujos coeficientes sao
determinados a partir das condigoes de Leonard [3] no NVD. Além disso, uma condigao
livre (o) foi usada para determinar o TOPUS. O pardmetro a € [—2,2] garante que o
TOPUS satisfaga o critério CBC. Entretanto, este esquema possui duas limitagdoes em sua
formulagao, a saber: (1) somente para « igual a 2 é garantido que o TOPUS satisfaga as
restrigoes TVD, e (2) o TOPUS néo satisfaz as condigoes BAIR (Boundedness, Accuracy,
and Interpolative Reasonability) [21, 22] para o > 0.

Dentro deste contexto, a principal motivagao deste trabalho é desenvolver, analisar
e implementar novos esquemas upwind que satisfacam as condigoes de Leonard [3] no
NVD, as restrigoes TVD [11], e as condigoes CBC [12] e BAIR [21, 22]. Para tanto,
pretende-se demonstrar que é possivel construir tais esquemas utilizando curvas de Bézier

e interpolacao de Hermite.

1.3 Objetivos

O objetivo principal desta tese é apresentar novas formula¢des para a aproximacao
numérica do termo convectivo de EDPs no contexto de diferencas finitas e volumes finitos.
Em particular, sao propostas formulagoes de alta ordem baseadas em curvas de Bézier
e na interpolagao de Hermite para a aproximacao dos termos convectivos. Pretende-se
avaliar numericamente cada formulacao apresentada em problemas classicos e benchmark

da literatura.
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Os objetivos especificos deste trabalho sao:

e Desenvolver uma nova familia de esquemas upwind baseados em curvas de Bézier;

e Desenvolver uma nova familia de esquemas upwind baseados na interpolacao de

Hermite;
o Implementar e avaliar computacionalmente os novos esquemas upwind propostos;

o Comparar as solugoes dos esquemas propostos com as de outros esquemas upwind

classicos e com solugoes analiticas.

1.4 Organizacao da Tese

A estrutura desta tese é a seguinte. No Capitulo 2 sao apresentados os modelos
matematicos abordados neste trabalho, e o Capitulo 3 descreve os fundamentos teéricos dos
esquemas. No Capitulo 4, é apresentada uma descricao dos esquemas baseados em curvas de
Bézier. No Capitulo 5, é apresentada uma descrigao dos esquemas baseados na interpolacao
de Hermite. No Capitulo 6, é apresentada a discretizagao dos esquemas propostos. No
Capitulo 7, sao apresentados os resultados de simula¢oes numéricas realizadas em dominios
unidimensional (1D) e bidimensional (2D), obtidos pelos esquemas apresentados. No

Capitulo 8, sao apresentadas as consideracoes finais, contribuigdes e limitacoes do trabalho.
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2  Modelagem Matematica

Neste capitulo, apresentam-se as EDPs que serao usadas para validar e comprovar

a estabilidade e convergéncia dos esquemas upwind propostos nesta tese.

2.1 Equagao de Advecgao Linear

A equagao de adveccao linear 1D, que governa o transporte de quantidades escalares,

¢é descrita pela seguinte EDP:
ou ou

o % =

sendo que a é a velocidade constante, u(x;t) é a varidvel de interesse definida no dominio

0, (2.1)

espacial 2 = [zp;xg|, com t € [0;tf] e 7 ¢ 0 tempo final de simulagdo. A seguinte condigao
inicial é considerada:

u(z;0) = up(x), « € [zL;xR, (2.2)

no qual up(x) é uma fungao que descreve a condigao inicial, e g e z sdo as extremidades
direita e esquerda do dominio 1D, respectivamente. Condi¢des de contorno periddicas nas
partes esquerda x = x, ou direita x = xx do contorno sao consideradas para a solugao

numérica [16]. A conhecida solugao exata [23] para este problema é dada por:

u(z;t) = uo(z — at). (2.3)

2.2  Equagao de Conveccao-Difusao

A equacao de convecgao-difusao é uma EDP relevante para muitos problemas em
CFD [24, 25]. Esta equagao pode formar choques, mesmo para casos com condigoes iniciais
suaves. Ela é resolvida para o intervalo de tempo t € [0;¢¢] no dominio Q = [z; g, nos

quais xy e xr sao os pontos de fronteira a esquerda e a direita, respectivamente.

A equacao de convecgao-difusao 1D é expressa por:

g;‘ + ai(f(u)) - ygz};, (2.4)
com condic¢ao inicial definida por:
u(z;0) = ug(x), x € [rL; xR, (2.5)
e sujeito as condigoes de contorno dadas por:
w(zp;t) =up, u(rg;t) =ug (ur e ug sdo constantes), (2.6)

sendo que f(u) é a funcdo de fluxo, v é o coeficiente de viscosidade (constante), e uy, e ug

sdo os valores prescritos para u(z;t) em xy e xg, respectivamente.
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2.2.1 Equacao da Camada Limite

A equacao da camada limite é obtida considerando a equagao (2.4) com v > 0 e a

seguinte fun¢ao de fluxo:
f(u) = au, (2.7)

sendo que a é uma constante. Em particular, considera-se esta equacao com a = 1 e

coeficiente de viscosidade v = 0,01 (Re = + = 100), com a seguinte condi¢ao inicial:
u(z;0) =0, (2.8)
e condigoes de contorno dadas por:
uw(0;t) =0 e wu(l;t)=1. (2.9)

Para este caso, a equacao de convecgao-difusao 1D apresenta a seguinte solucao analitica

em estado estaciondrio [26]:

u(z) = (1_%(?)) v e[0,1]. (2.10)

(e

2.2.2 Equagao de Burgers Viscosa

A equacao de Burgers 1D com viscosidade v pode ser obtida da equagao (2.4)

considerando v > 0 e adotando:

flu) = u? (2.11)

No Capitulo 7, investiga-se um caso da equagao viscosa de Burgers que apresenta
solugao analitica visando realizar o estudo de convergéncia numérica dos esquemas. O
problema considerado é dado para = € = [0; 1] com as seguintes condigdes de contorno
definidas por:

u(0;t) = u(l;t) =0, (2.12)

e uma condi¢ao inicial suave dada por:
u(z;0) = sen(mx), (2.13)
tal que a solucdo exata da série de Fourier [27] é dada por:

S0 | an exp (—n?m?uvt)n sen(nrzx)

1) =2 2.14
u(z;?) mjao + 3200 | ay exp (—n?m2ut) cos (nmx)’ (2.14)
sendo que os coeficientes sdo:
1
ap = / exp {—(27v) "1 — cos (nz)] }dz, (2.15)
0

ay, = 2/01 exp {—(2mv) "1 — cos (7x)]} cos (nmz)dr, (n=1,2,3,...). (2.16)
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2.2.3 Equagao de Burgers Inviscida

A equagao de Burgers inviscida, ou seja, sem viscosidade, pode ser obtida da

equacao (2.4) considerando v = 0 e adotando:

1
flu) = o, (2.17)
obtendo assim a equac¢ao de Burgers inviscida:
ou 0 (1,
—+—(= =0. 2.18
5 s (a”) (2.18)

Considera-se a equacao de Burgers sem viscosidade com solucao analitica. O

problema considerado é dado para x € 0 = [0; 27] com as seguintes condigdes de contorno:
u(0;t) = u(2m;t) =0, (2.19)

e uma condic¢ao inicial:
u(x;0) = sen(x). (2.20)

Desta forma, a solugdo exata de acordo com Platzman [28] é dada por:
= Jp(—nt
u(x,t) = -2 (tn)sen(nx), (2.21)
- n

onde J, é a funcao de Bessel de grau n definida por:
z ™

Jn(z) = — | cos(nf — zsen ) cos Odb. (2.22)

nm Jo
2.2.4 FEquacao de Buckley-Leverett

A equacao de Buckley-Leverett é utilizada para simular escoamentos multifasicos
comumente aplicado pela industria em problemas relacionados a recuperacao de petréleo. A
descoberta e extracao de petréleo é um processo altamente complexo, no qual a modelagem
matematica e a simulagdo numérica desempenham um papel crucial. Normalmente, ao
perfurar um poco de petréleo, a pressao inicial é consideravelmente alta, o que facilita a
extracao do petréleo. No entanto, a velocidade do fluxo de petréleo diminui naturalmente
com o tempo. Uma estratégia comum para manter um fluxo constante é a injecao de agua,

que ajuda a empurrar o petréleo em dire¢ao ao pogo produtor (ver [29]).

A equagao de Buckley-Leverett é obtida considerando a equagao (2.4) com v =0 e

a seguinte fungao de fluxo:

U2

1) = e =

sendo que C descreve a relacao entre as viscosidades do fluido. Em particular, considera-se

(2.23)
esta equagao com C'=1e z € Q = [0; 1], com a seguinte condigao inicial:

1 =0
mxm:{ R (2.24)
0, caso contrario.
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Assim, temos que a solugao analitica [30] é dada por:

VAR R
+1]+1],

—

< 3(1+v?2),

|
+8

(2.25)

u(z) = 2

0, caso contrario.
2.3 Equagoes de Euler

O sistema de EDPs de Euler constitui um sistema hiperbdlico de leis de conservacao
que modelam, por exemplo, o problema do tubo de choque [31]. Estas equages tomam a

forma vetorial dadas por:

ou oF
—+ — =0 2.26
o Tor (2.26)
U(z;0) = Ug(z), =z € |[0;zg], (2.27)
U(0;1) = Up(t), Ulwm;t) = Unlt), (2.28)
nos quais U, F e e sao expressas por:
U = [p; puse]”
F = [pu; pu? + p;u(e + p)] ', (2.29)

1 2
Gon TPt

e =

Em (2.28), U(t) e Ug(t) sdo, respectivamente, as condi¢oes de contorno em = = xy, =0
e x = xg (ver detalhes na referéncia [31]). Em (2.29), as varidveis p, e e p sdo a densidade,
a energia total e a pressao, respectivamente; e a constante v = 1,4 (o gés é considerado

ideal).

2.4 Equagoes Instantaneas de Navier-Stokes

No caso em que o fluido é considerado um meio homogéneo incompressivel, a massa
especifica p(x;t) = py das particulas nao varia durante o seu movimento, e as propriedades
de transporte sao constantes. As equacoes matematicas das leis fisicas de conservacao,
consideradas para a simulacao de escoamentos em regime laminar neste trabalho, sao as
equacoes instantaneas de Navier-Stokes e continuidade, que sao fundamentais na descrigao

do comportamento dos fluidos em movimento. Essas equacoes adimensionais sao dadas

por:
N =1,2 2.
at + aCL’j a]}z Reaxj 8I'J F 29%7 ] R ,3, ( 30)
ou;
2.31
Ox; =0, (2.31)

nos quais u; é a i-ésima componente do campo de velocidade, p é a pressao cinematica (pres-
sdo dividida pela massa especifica), Re = LUy /v e Fr = Uy/+/ L|g| sao, respectivamente,
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os numeros de Reynolds e Froude, e g; é a i-ésima componente da aceleragdo gravitacional.
O paradmetro v é o coeficiente de viscosidade cinematica molecular (constante) do fluido,
dado por v = u/p (onde p é a viscosidade dindmica do fluido), e Uy e L sao as escalas
de velocidade e comprimento caracteristicos, respectivamente. Para resolver o sistema
formado por (2.30) e (2.31), sdo necessarias condigoes de contorno e iniciais apropriadas,

dependendo do problema de dindmica de fluidos a ser resolvido.
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3 Conceitos Fundamentais dos Esquemas Upwind

Este capitulo apresenta alguns conceitos fundamentais relacionados aos esquemas
upwind para o tratamento numérico do termo convectivo em EDPs, no contexto das
metodologias de diferencas finitas e volumes finitos, incluindo a formulacao de variavel
normalizada [3], o diagrama de varidvel normalizada [3] e os critérios CBC [12], TVD [11] e
BAIR [21, 22]. Além disso, alguns esquemas upwind cléssicos da literatura sao apresentados,
para posterior comparacao com os esquemas desenvolvidos. Por fim, discutem-se as

estimativas de erros |E|q, |F|s e |F|s utilizadas nos resultados numéricos.

3.1 Caracterizacao dos Esquemas Upwind

3.1.1 Formulagao de Variavel Normalizada

A NVF (Normalised Variable Formulation) foi proposta por Leonard [3] para obter
esquemas convectivos capazes de resolver gradientes elevados e simultaneamente manter a
estabilidade das solugdes numéricas. A seguir, relembra-se brevemente a NVF para definir

e discutir os esquemas numeéricos propostos neste trabalho.

Considere as posigoes D (Downstream), R (Remote-upstream) e U (Upstream) em
relagdo a uma face computacional f do esténcil computacional, conforme ilustrado na
Figura 1. Dentro desse contexto, a variavel ¢ escrita em NV (Normalised Variable) é dada

por:
0= g
¢_¢D_¢R’

nos quais ¢p e ¢r sao os valores nao normalizados da quantidade ¢ nos pontos D e R,

(3.1)

respectivamente. A vantagem da NV é o fato de que o valor da interface ggf depende

apenas de éy, pois @D =1le @R = 0.

vf

R U D
f

Figura 1 — Posi¢oes D, R e U em relacao a face computacional f e a velocidade vy do
fluxo.

3.1.2 Diagrama de Variavel Normalizada

Outra ferramenta valiosa neste contexto é o NVD, que foi desenvolvido por Leo-
nard [3], para representar a relagdo entre as varidveis normalizadas QAS 7 e gEU. Por exemplo,
na Figura 2 os esquemas FOU (First-Order Upwind) [32], SOU (Second-Order Upwind) [33],
CDS (Central Differentiation Scheme) [34] e QUICK (Quadratic Upstream Interpolation

for Convective Kinematics) [3] sao representados no NVD.
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Figura 2 — Esquemas convectivos de primeira ordem (FOU), de segunda ordem (SOU e
CDS) e terceira ordem (QUICK) no NVD.

De acordo com Leonard [3] qualquer esquema numérico, em geral nao linear, que é
escrito na abordagem NV que passa pelos pontos O(0;0), P(1;1), e Q(0,5;0,75) do NVD
(ver Figura 2) atinge a segunda ordem de precisao. Além disso, se passar pelo ponto @
com inclinacdo de 0,75, caracteriza-se como um esquema de terceira ordem de precisio. E
aconselhdvel [3] que para valores de ngSU menores que 0 ou maiores que 1, deve-se usar o

esquema upwind de primeira ordem (FOU), ou seja, qgf = dy.

3.1.3 Critério CBC

Outro critério utilizado para caracterizar os esquemas numeéricos ¢ o critério conhe-
cido como CBC, o qual foi proposto por Gaskell e Lau [12] e que descreve os requisitos para

que o esquema forneca solugoes limitadas. A Figura 3 ilustra a regiao CBC na abordagem
de NV.

O critério CBC pode ser escrito matematicamente em NV pelas seguintes condigoes:

{ o5 € [du;1], para dy € [0;1],

S - (3.2)
¢r = v, para ¢y ¢ [0;1].

3.1.4 Critério TVD

Outro critério importante para a estabilidade convectiva é o TVD proposto por
Harten [11], que pode garantir que a solu¢ao numérica do esquema convectivo seja livre de

oscilagoes espurias e convergente.

A TV (Total Variation) de uma solugdo numérica {¢}'} é definida por:

TV(6") =Y

1

no_n
i+1 i

, (3.3)
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b CBC

1

du

Figura 3 — Regiao do critério CBC em variaveis normalizadas.

em que n denota o nivel de tempo e i refere-se a célula computacional onde uma aproximacao

para ¢ é calculada. Um esquema numérico é dito TVD se ele satisfaz o seguinte:
TV (™) <TV(¢"), (3.4)

nos quais n e n + 1 referem-se a intervalos de tempo consecutivos. Observe que a restrigao

TVD foi convertida por Sweby [1] em um conjunto de restrigdes como segue:

(3.5)

0 <(r) < min(2r,2), parar >0,

sendo que ¥ (r) é o limitador de fluxo que controla a difusividade, e r é usado para detectar

um choque local dado pela razao de gradientes consecutivos:

), -
oz f
que, para malhas uniformes, pode ser reescrita como:
pofu=%r (3.7)
ép — du
e, na abordagem NV é expresso como:
r= gbUA : (3.8)
1 —¢u

A partir dessas equacoes, as restricoes TVD podem ser reescritas na formulacao

NV como sendo:

{ b5 € [¢v;200] e ¢y <1, paragy € [0;1], (3.9)

b1 = v, para oy ¢ [0;1].
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Depois que o esquema convectivo é apresentado na abordagem NV, pode-se derivar

seu limitador de fluxo associado reescrevendo o esquema original da seguinte forma:
~ ~ 1 ~
81 = du+ Z00) (1~ du). (3.10)

A Figura 4 mostra a regiao do critério TVD, isto é, os limitadores de fluxo ¥ (r)

que atendem a este critério devem estar compreendidos no interior desta regiao.

1/}(3“) /¢=2r
: ¥ =2

2

0 1 2

Figura 4 — Regido TVD geral (cinza) para o limitador de fluxo.

3.1.5 Critério BAIR

Embora o critério CBC seja altamente indicativo de esquemas com solugoes li-
mitadas, a literatura especializada [21, 22, 35] indica que o critério CBC é apenas uma
condigao suficiente para garantir a limitagdo de esquemas convectivos. Wei et al. [22] e
Hou et al. [21] propuseram um CBC melhorado, denominado BAIR, para superar essa
limitagao. Assim, a condicao BAIR é uma condicdo necessaria e suficiente para garantir a
limitacao e, pelo menos, a precisao de segunda ordem dos esquemas convectivos [36]. O

critério BAIR pode ser escrito como:

ng € [%ng %(CZQU + 1)} ) para 0 < QgU < %,

dr € [%(@ASU +1); %&U} e g <1, para 1< ov < 1,

(lgf =0, para oy = 0, (3.11)
o5 =1, para ¢y =1,

éf = ¢u, para oy ¢ [0;1].

A Figura 5 ilustra a regiao do critério BAIR, isto é, os métodos que atendem a

este critério devem estar compreendidos no interior desta regiao.
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Figura 5 — Regido do critério BAIR (verde) e regiao de critério TVD (cinza) em varidveis
normalizadas.

A restricdo BAIR pode ser expressa em um conjunto de restrigdes para o limitador

de fluxo usando a equacgdo (3.10) e as restrigoes (3.11) da seguinte forma:

r<iy(r) <1, para 0 <r <1,
1 <4(r) <min(r,2), paral <r, (3.12)
W(r) =0, para r < 0.

A Figura 6 ilustra a regiao do critério BAIR para o limitador de fluxo.

Encontrando a intersegao entre as regives TVD (Figura 4) e BAIR (Figura 6) para
o limitador de fluxo, obtém-se a regiao verde com linhas cinzas mostrada na Figura 7. A

regido obtida é chamada de regiao TVD de segunda ordem [1].

3.2 Esquemas Numéricos Classicos de Alta Resolucao

Nesta secao, apresentam-se alguns esquemas numéricos de alta ordem amplamente
discutidos na literatura, como: SMART [12], TOPUS [15], HPUS [16], SMARTER [17],
FDPUS-C1 [18], SDPUS-C1 [19], EPUS [20], ADBQUICKEST [37], MINMOD ([38] e
Superbee [39].

3.2.1 TOPUS
O esquema TOPUS foi desenvolvido por Queiroz [15]. E definido em NV por:

5.
P :{ ady + (=20 + 1) 6% + (22712) 62 + (=222) by, v € [0;1],
! éu, v ¢ [0;1].

(3.13)
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Y(r) Y=r

A

2 v =2
1 =1
0 | 3 o

Figura 6 — Regido BAIR (verde) para o limitador de fluxo.

¥(r) W =2r Y=r

A

2 : P =2
1 (1;1)5 =1
0 1 2 >

Figura 7 — Regiao TVD de segunda ordem (verde escuro com linhas cinza).

Para a € [—2;2], o esquema TOPUS estd totalmente contido na regiao CBC. Para o = 2,
o esquema TOPUS é TVD.

A formulagao do TOPUS no contexto de limitador de fluxo é dada por:

L05(Ir[ + 1) [(=0,50 + 1)r? + (o + 4)r + (=0,50 + 3)] } L (3.14)

¥(r) = max {0, e
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3.2.2 SMART

O esquema SMART foi desenvolvido por Gaskell e Lau [12], que em NV, é definido

da seguinte forma:

30, 0 < du < g,
- dou+d §<du<y,
pr={ 1T® s> (3.15)
17 6 < ¢U < 17
ou, ¢u ¢ [0,1]
A formulagdo em limitador de fluxo do SMART [40] é dada por:
Y (r) = max {0; min (4r; 0,75 + 0,257 ; 2)}. (3.16)

3.2.3 HPUS

O esquema HPUS foi desenvolvido por Gao et al. [16]. Sua defini¢do em NV é

expressa por:

5, — | Gv (400 +100% — 865 +du +2), v € (051, (3.17)
" due du g o). |
A formulagao em limitador de fluxo do HPUS é dada por:
(|r] +7) (r* + 7% +5r +1)
Y(r) = max {0, A+ ) (3.18)

3.2.4 SMARTER

O esquema SMARTER foi desenvolvido por Shin e Choi [17]. Sua formulagao em

NV ¢ expressa por:

. 3 — 2502 42,50y, ou €[0;1],
3y ={ v~ 25%0 + 2500, v 0:1 (3.19)
ou, v ¢ [0;1].
Sua formulacdo de limitador de fluxo é dada por:
0,5(|r| + ) (r +3)
= 0; . 3.20
vtr) =m0 P (320

3.2.5 FDPUS-C1

O esquema FDPUS-C1 foi proposto por Lima [18]. O esquema é definido em NV

por:
A — 4G, 4+ 14¢% — 169} + 60 + du, v € [0;1
br=1 - ¢UjL by oy + 695 + du,  ¢u € [0;1], (3.21)
ou, du ¢ [0;1].
O limitador de fluxo do esquema FDPUS-C1 ¢ dado por:
0,5(|r| +r) (472 + 12r)
= ; .22
Y (r) = max {0, EuTL (3.22)
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3.2.6 SDPUS-C1

O esquema SDPUS-C1 foi proposto por Lima et al. [19]. E definido em NV por:

(—24 + 47)0%
or =3 v el0;1],
[0;

+ (68 — 129)@% + (—64 + 137)d} + (20 — 67)8%, + 163 + v,
éU? éU §é 1 .

)
(3.23)

Para v € [4;12], 0 esquema esté contido na regiao TVD. Segundo Lima et al. [19],
o esquema obteve melhores resultados para v = 12. Sua formulagao de limitador de fluxo

¢ dada por:

0,5()r| +7) [(—8 4 27)r® 4 (40 — 4y)r? 4 277 } |

(r) = max {0, T+ P (3.24)

3.2.7 EPUS

O esquema EPUS (FEight-degree Polynomial Upwind Scheme) foi proposto por

Corréa [20]. O esquema é definido em varidveis normalizadas por:
—4(X — 24)6% + 16(\ — 23)0% + (528 — 250) 0% + (19X — 336)¢
Or = +(80 = TA)Oh + A0 + b, du € [01], (3.25)
¢, v ¢ [0:1].

Para A € [16;95], o esquema estd contido na regiao TVD. Sua formulagao de

limitador de fluxo é dada por:

C0,5(|r| 47) [(2A = 32)r* + (160 — 4M)r® 4 277 }  (320)

o0 = o A+
3.2.8 ADBQUICKEST

O esquema ADBQUICKEST (ADaptative Bounded Quadratic Upstream for Con-
vective Kinematics with Estimated Streaming Terms) foi proposto por Ferreira et al. [37].

O esquema ¢ definido em NV por:

(2 - |9DQ§Ua 0 S QASU <a,

ngz ¢U+%(1_|19D<1_¢U)_é(1_92)<1_2¢U)7 GS?USb, (3.27)
1 —1[0] + |0]|¢u, b< oy <1,
ov, ou ¢ [0;1],

sendo que # é o nimero de Courant; e os parametros a e b sao:

. 2 — 3|0| + 6 44 3]0+ 6
7 —9]0] + 262 - =5+ 30| + 202

(3.28)
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Sua formulacao de limitador de fluxo é dada por:

2462 — 30| + (1 — 6%)r 2”

(3.29)

¥ (r) = max {O min l?r 330

3.2.9 MINMOD

O esquema MINMOD (MINimum MODulus) [38] é definido em NV da seguinte

forma: . A
[ oshed
Or=1 s0v+3 5<ov<l, (3.30)
qu) ¢ ¢ [ ]
A formulacao em limitador de fluxo desse esquema é dada por:
Y (r) = max {0; min (r; 1) }. (3.31)
3.2.10 Superbee
O esquema Superbee [39] é definido em NV da seguinte forma:
2Q/SU7 0 S ¢U < éa
. %(1+¢U)7 %§¢U<%7
¢r =14 3ou, 1< ou <2, (3.32)
1a % S ¢U < 17
du, ¢u ¢ [0,1]
A formulacao em limitador de fluxo desse esquema é dada por:
Y (r) = max {0; min (2r; 1) ; min (r;2) }. (3.33)

3.3 Estimativas de Erros

Nesta secao, sao calculados os erros relativos entre as solugoes numéricas e exatas
em relacao as normas Ly, Ly e L. Essas medidas de erros sao calculadas nos estudos

numéricos do Capitulo 7. A seguir, essas medidas sao apresentadas nas seguintes equagoes:

va 1 ‘(bz exata — ¢i,numérica|

Bl = : 3.34
H Hl Zi:l ‘¢l,exata| ( )
z’]\i (¢1 exata — ¢z numérica)2
IE||> = J L t<¢ : ? , (3.35)
=1 i,exata
HEHoo _ maxi<i<n |¢i,exata - ¢i,numérica| 7 (336)

maxij<i;<n | ¢i,exata |

N0S quais @; exata € Pinumérica SA0 as solugoes exata e numérica no noé ¢ da malha computa-

cional.
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4  Esquemas Upwind Baseados nas Curvas de Bézier

A curva de Bézier foi desenvolvida independentemente pelo engenheiro da Renault,
Pierre Bézier, em 1962, para auxiliar no projeto e na fabricagdo de automéveis assistidos
por computador. Antes disso, em 1959, o engenheiro Paul de Casteljau, da Citroén,
desenvolveu um algoritmo eficiente para calculd-las [41], que ainda é usado até hoje. No
entanto, como Pierre Bézier foi o primeiro a publicar um artigo sobre o assunto, essas

curvas ficaram conhecidas como curvas de Bézier.

Devido as suas inumeras propriedades, as curvas de Bézier sao utilizadas em
praticamente todos os sistemas e dispositivos de producao grafica digital para a modelagem
de curvas suaves. Por exemplo, elas sao empregadas no design grafico, na producao de

videogames, e nos formatos de tipografia digital PostScript, TrueType e OpenType [42].

Neste capitulo, apresenta-se o desenvolvimento de novos esquemas do tipo upwind,
denominados SOBUS, PUBICK e CUBICK. O esquema SOBUS ¢é desenvolvido a partir
das curvas quadraticas de Bézier, satisfazendo as condigdes de Leonard [3], as restrigoes
CBC e a condi¢ao BAIR. Os esquemas PUBICK e CUBICK sao desenvolvidos a partir
das curvas de Bézier quadratica e ciibica, respectivamente, e satisfazem as condi¢oes de
Leonard [3], as restricoes TVD, CBC e a condicao BAIR. Os resultados relacionados ao
esquema CUBICK foram publicados em [43], enquanto alguns resultados do esquema
PUBICK foram publicados em [44]. A seguir, alguns conceitos fundamentais sao revisados

para posterior apresentacao dos esquemas.

4.1 Polindémios de Bernstein

Uma base para polindémios de grau n ou inferior, diferente da base canonica
{1,¢,...,t"}, é fornecida pelos polindémios de Bernstein [45], que sdo usados para provar o
teorema de Weierstrass da aproximacao uniforme de fungoes continuas por polinémios.
Sua construcao é baseada na férmula do binomio de Newton, ou seja,

(a+by =3 (?) ai b, (4.1)

=0

n n!
— 4.2
(z) illn — )l (42)
fazendo a =t e b=1—t, temos

1=(t+1-1t)" fj() (1—1t)" (4.3)

=0

em que

Entdo, o i-ésimo polinémio de Bernstein de grau n, denotado por B}'(t), ¢ definido como:

B(t) = (7;) #i(1— ), (4.4)
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comte|[0;1]ei=0,...,n.

Por exemplo, para n = 2, os polindmios de Bernstein de grau 2 sao dados por:
Bit) = (1—1)%, BXt)=2t(1—1), Bit)=#, (4.5)
enquanto, para n = 3, os polinémios de Bernstein de grau 3 sdo dados por:

Bit)=(1—1)* Bjt)=3t(1—1)* B3t =3t*(1—1t), B3t =t (4.6)

A Figura 8 apresenta os graficos dos polinémios de Bernstein de grau 2 e 3.

(a) grau 2 (b) grau 3

/

0 1 0 1

Figura 8 — Representacgao grafica dos polindomios de Bernstein de graus 2 e 3.

4.2 Curvas de Bézier
As curvas de Bézier podem ser definidas por:
C(t) =3 PB(t), para te[0;1], (4.7)
i=0

nos quais os coeficientes P; sao chamados de vértices ou pontos de controle do poligono
de controle { Py, Py, ..., P,}, enquanto B'(t) sao os polindémios de Bernstein de grau n,
conforme definidos anteriormente na equagao (4.4). A Figura 9 mostra alguns exemplos
de curvas de Bézier, que, para 4 pontos de controle, também sao conhecidas como curvas

cubicas de Bézier.

A teoria e aplicabilidade das curvas de Bézier é vasta, veja [45] para mais detalhes.
Aqui, apenas algumas propriedades importantes das curvas de Bézier sao brevemente

relatadas:

« A curva de Bézier C(t) interpola os extremos do intervalo, isto é

C(0)=P,, C(1)=P,; (4.8)
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P Py

P,

Ps

PO P2 PO

Figura 9 — Curvas cubicas de Bézier com 4 pontos de controle.

o A curva esta contida dentro do fecho convexo do poligono de controle;
o A curva de Bézier C'(t) ¢ continua e diferencidvel em [0;1];
o A curva é invariante sobre transformacoes afins;

 Simetria: se invertermos o poligono de controle { P, ... P,}, o grafico é o mesmo que

o correspondente a {P,,... Py}, s que é percorrido na diregao oposta.

4.3 Esquema Bézier de grau 2 (SOBUS)

Nesta secao, é apresentado um esquema upwind proposto nesta tese, baseado nas
curvas quadraticas de Bézier [46], denominado SOBUS (Second Order Bézier Upwind
Scheme). Ele foi criado assumindo que as varidveis normalizadas na interface da célula f,
denotadas por é 7 estao relacionadas a ggU pelas equagoes paramétricas da curva quadratica
de Bézier para 0 < ¢y < 1, e uma funcio linear (esquema FOU) para bu ¢ [0;1]. Para a
construcao da curva utiliza-se a equacao (4.7) com os polinémios de Bernstein de grau 2 e

os seguintes pontos de controle:

Py = (0;0), (4.9)
Py = (a;0), 4.10)
P, =(1;1), (4.11)

onde Py e P, sdo os pontos extremos, e P, é o ponto interior definido pelos valores reais a
eb.

Entao, para este caso, a curva de Bézier tem a seguinte estrutura:

C(t) = 22: P,B}(t) = (2at + (1 — 2a)t*; 2bt + (1 — 2b)¢?), (4.12)
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cujas equagoes paramétricas para C(t) sao dadas por:

du(t) = 2at + (1 — 2a)t?, (4.13)
Gs(t) = 2bt + (1 — 20)t%. (4.14)
O esquema SOBUS deve satisfazer as condigoes de Leonard [3], entdo a curva C(t) deve
passar pelo ponto Q(0,5;0,75) do NVD (ver Figura 2) com inclinacao de 0,75 para atingir

a terceira ordem de precisdo. Portanto, deve existir um tq € [0; 1] que resolva o seguinte

sistema:
0,5 = 2ato+ (1 —2a)t3,

0,75 = 2bto+ (1 — 2b)i2,

(4.15)
s | 2020
T dow | 2a+2(1—2a)ty

dt  lt=tg

A equacgao (4.15) consiste em um sistema de equagoes nao lineares que pode ser

resolvido para as incognitas a, b e ty, obtendo-se os seguintes valores:

1 3 1
a:6(3—\/§), b= =075, t0:§(3—\/§). (4.16)

A partir das equagoes (4.13) e (4.14), pode-se eliminar o pardmetro ¢ para expressar

(Zﬁf como uma fung¢ao de (;ASU, resultando na seguinte equagao:

A 1

Or = 1= 242 . (41

(1= 20)(1 = 260+ 2(a — b) (= Va2 + (1 = 20)60

Substituindo os valores de a, b na equagao (4.17) obtém-se o esquema SOBUS em
NV. Para ¢y ¢ [0; 1], o esquema FOU ¢é utilizado, ou seja,

A _f _ A A .
5, B (30 8) (-5 8B T, el o
ou, ou & [0;1].

O esquema SOBUS pode ser definido em varidveis nao normalizadas usando a

equagao (3.1) na equagao (4.18) da seguinte forma:

by = ¢r + (60 — Or) {—\fﬁgU + (% + ?) (—(3_2\[3) +3/ 58 4 ?@U) . ou €[0;1],
¢U7 (bU ¢ [07 1]7
(4.19)
nos quais ¢p, ¢y e ¢g sao previamente definidos (ver Figura 1) e by = ig :‘z’; .

A Figura 10 mostra o esquema SOBUS em NV. Nota-se que esse esquema esta
dentro da regiao CBC e BAIR, mas nao esta dentro da regiao TVD.
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o5
1 P ———————
[_1Regidao TVD
[_JRegido BAIR
——SOBUS
0.75
0.5
0 05 v

Figura 10 — O esquema SOBUS (linha sélida azul).

A fungao limitador de fluxo correspondente ao esquema SOBUS é obtido através

das equagoes (3.8), (3.10) e (4.18). Segue a sua formulagao:

—2+VB)r—(1+7) [L+ 1 - (3+2V3) },}—63(1—7‘)}, r>0,
W(r) = (4.20)

O limitador de fluxo para o esquema SOBUS é mostrado na Figura 11, onde é
possivel ver que o limitador SOBUS estd fora da regiao TVD de segunda ordem [1].
¥(r)

Y =2r Y=r
2 P =2

—— SOBUS
regido TVD
de 2.2 ordem

(151)

Figura 11 — Limitador de fluxo para o esquema SOBUS.
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4.4 Esquema Bézier de grau 2 por partes (PUBICK)

Nesta secao, é apresentado o esquema PUBICK (Piecewise Upwind Bézier Inter-
polation for Convective Kinematics), proposto nesta tese, que utiliza a curva quadratica
de Bézier em dois subintervalos: para os valores ¢y € [0;0,5] e ¢y € [0,5;1]. Em cada
subintervalo, aplica-se a propriedade de interpolacao da curva de Bézier nos extremos do
intervalo. Assim, o ponto final da curva criada no intervalo [0;0,5] coincide com (0,5;0,75),
e o ponto inicial da curva criada no intervalo [0,5; 1] coincide com (0,5;0,75), satisfazendo
uma das condigoes de Leonard, na qual a curva passa pelo ponto (0,5;0,75). Diferentemente
do esquema SOBUS apresentado anteriormente, o esquema PUBICK satisfaz o critério
TVD, como serda mostrado. Trata-se, na verdade, de uma familia de esquemas upwind,

como discutido a seguir.

Para ¢y € [0;0,5], usamos os pontos de controle {(0;0), (u1;11), (0,5;0,75)}, com

n = 2 na equacgao (4.7). Entao, tem-se a seguinte curva quadratica de Bézier C dada por:
2 2 1 2 3 2
i=0

As equagoes paramétricas para C1(t) sao:

~ 1 9

Su ) = 24t + <2 _ 2M1) £, (4.22)

A 3

b14(t) = 2u1t + (4 - 21/1) t2 (4.23)

A curva C(t) deve passar pelos pontos O(0;0) e Q(0,5;0,75) do NVD (ver Figura
2). Além disso, a curva deve passar pelo ponto Q(0,5;0,75) com inclinagao de 0,75, segundo
as condigdes de Leonard [3]. Portanto, deve existir ¢, € [0; 1] tal que se possa resolver o

seguinte sistema de equagoes:

0,5 = 2uto + (% — 2#1) 5,

0,75 = 2wto+ (3 —2n) %,

(4.24)
— DL dn+ (3-8
’ N @ N 4u1 + (2 — 8/11)250 '

dt  lt=tg

Como a curva de Bézier interpola o ponto de controle final, tem-se que t, = 1.

Entéao, substituindo na equagio (4.24), obtém-se:

3
=2 (2m +1). (4.25)
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Da equagao (4.22) isolamos t:

t

T -1 (2“1 £\t 20— )by )y € 005, £025. (426)
—

Por defini¢ao, nas curvas de Bézier ¢ € [0; 1], mas ao analisar os sinais, tem-se que

t

T a1 (2“1 41+ 2(1 - 4#1)%) ¢ [0;1] (4.27)

t= (20 = V42 +201 = 4un) ) € [051) (4.28)

4[11—]_

Como a equagao (4.28) satisfaz ¢t € [0; 1], substituimos as equagoes (4.28) e (4.25)

em (4.23) para expressar b1 ¢ como uma funcao de by, obtém-se:

) 30100 3(2u — 1) <2M1 - \/4/~b% +2(1 - 4N1>§£U>

= -1 T i — 1) ’

(4.29)

nos quais ¢y € [0;0,5] e g €]0;0,5[—{0,25}.

Para ¢y € [0,5; 1], usam-se os pontos de controle (0,5;0,75), (u2;v2), (1;1). Entao,

tem-se a seguinte curva quadratica de Bézier Cb:
2
Co(t) = D QB (t)
=0
1 3 3 3 7

As equagdes paramétricas para Cy(t) sao dadas por:

du(t) = ; + (2p9 — 1)t + (‘;’ — 2u2> £, (4.31)
Gag(t) = i + <2u2 - 2) t+ (171 - 21/2) t2. (4.32)

A curva Cy(t) deve passar pelos pontos Q(0,5;0,75) e P(1;1) do NVD (ver Figura
2). Além disso, passar pelo ponto Q(0,5;0,75) com inclinagao de 0,75 de acordo com as
condigoes de Leonard [3]. Portanto, deve existir t; € [0; 1] tal que se possa resolver o

seguinte sistema de equagoes:

05 = L+ @2m— Dt + (- 2m)

0,75 = 3+ (22— 3)t1+ (T —2m) 83, (4.33)

2l 4y =34 (T St
dou Ay — 24 (6 — Sug)ty

dt lt=ty

0,75 =
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Como a curva de Bézier interpola o ponto de controle inicial, tem-se que t; = 0.

Entao, substituindo no sistema (4.33) acima, obtém-se:
3

Da equagao (4.31), isola-se t:

t

— o3 <2M2 -1+ \/4M§ — 8M2¢A>U + 6($U — 2) , QZA)U €10,5;1], p2 #0,75. (4.35)
Y —

Por defini¢ao de curvas de Bézier t € [0; 1], mas analisando os sinais tem-se que:

t

13 <2ﬂ2 -1+ \/4M§ —2+2(3— 4#2)43(]) ¢ [0;1] (4.36)

t= P (2,U2 —1- \/4,U% — 24 2(3 — 4“2)$U) c [0; 1]_ (4'37)

Como a equagao (4.37) satisfaz ¢ € [0; 1], substituimos as equagoes (4.37) e (4.34)

em (4.32) para expressar gz§2 s como uma fungao de QASU, obtendo:

. 5 =
5y, _ B2 =5+ 4Bps — )by (22— 1) (—2u2 144 — 24203 - 4u2)<by)
o 4(4p2 — 3) 4(4pg — 3)?

(4.38)
para ¢y € [0,5;1] e pg €]0,5;1[—{0,75}.

A partir das equagoes (4.29) e (4.38), pode-se definir o esquema PUBICK em NV

da seguinte forma:

7 3(2#1—1)(2#1—~/4uf+2(1—4u1)$0) R
310 _
(4.51_[{) + 4(4p1—1)2 ) ¢U € [070a5[7
of = 612 —5+4(3p2—2)9 (2u2—1)(—2u2+1+\/4u§*2+2(3f4u2)<2>u) - (4.39)
- 4(4#2523) - + 4(4pa—3)? ) gbU € [075a 1]7
QgU7 QgU ¢ [0, 1]

O esquema proposto PUBICK satisfaz os critérios CBC, TVD e BAIR se ;e o

obedecerem as seguintes condigoes:
3 1 15 3
2.z ) P 4.4
”16{10’2[ ‘ “26}2’6} {4} (4.40)

Por exemplo, o esquema PUBICK para os valores de py = 1% e g = % pode ser

escrito em NV usando a equacao (4.39) da seguinte forma:
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géU - % + % V 9— 1O(£U7 &U € [Oa 075[7

¢r = %&U — 1437 — 66u, ou € (0,5 1], (4.41)

U, QgU ¢ [0; 1]-

De fato, o esquema PUBICK consiste em uma familia de métodos, dos quais

esquemas particulares podem ser derivados, uma vez que os parametros j; € [1—30; %{ e
Mo € B, %} — {%} sejam escolhidos. A Figura 12 mostra o esquema PUBICK para a

escolha especifica p; = % e iy = %. Pode-se observar que o esquema esta inteiramente

dentro das regioes TVD e BAIR, conforme definido anteriormente no Capitulo 3.

of
A
I
—— PUBICK
[ regiao TVD
[ regiao BAIR
075 :
o |
0 05 %

Figura 12 — O esquema PUBICK para p; = 35 e pp = 2 (linha solida vermelha) esta
representado nas regioes TVD (cinza) e BAIR (laranja).

O esquema PUBICK definido na equagao (4.39) pode ser formulado em varidveis

nao normalizadas usando a equacao (3.1), conforme segue:

) 3(2p1—1) (201 — /42 +2(1—4p1) du R
CbR + (ng - ¢R) {(iiﬁ(ﬁUl) + ( 4(4p1—1)2 ) } ) QSU € [07 075[a
op = - o (2u2—1) ( —2p2+14+/4p2—2+2(3—4p2)dur R
¢R + (¢D - ¢R> e i—(i—fu(jﬁé) 2y + ( 4(4p12—3)2 ) ) (bU S [0757 1]7
du,  du ¢ [0;1].

(4.42)
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com i € [%; %[ e g € H, %} — {%} ¢p, ¢u e ¢r previamente definidos (ver Figura 1).

Assim, o esquema PUBICK para os valores de p; = 13—0 e o = % pode ser escrito

em variaveis nao normalizadas usando a equagao (4.42), como segue:

O =

b+ (00— om) {360 — 3+ 30— 1000}, Gu € 0503,
¢r+ (¢p — ¢r) {‘%U —14+4/7— 6¢A5U} . v €10,5:1], (4.43)

du, du ¢ [0;1].

O limitador de fluxo correspondente ao esquema PUBICK é obtido usando as
equagoes (3.8), (3.10) e (4.39), resultando em:

2(1—py)r 3(1+T)(2u1—1)(2u1—\/4u§+2(1—4u1)$)

(4p1-1) 2(4p1—1)2 0<r<l,

6ua—5+(2ua—1)r | (147)(2ua—1)(—2p2+14/4p3—2+2(3—4p2) 1) 4.44
N 2(4u2f§) - 2(4#273)22 == 1< ( )
0, r<0.

O limitador de fluxo do esquema PUBICK esta dentro da regiao TVD de segunda
ordem quando p; € {13—0; %[ e [y € } 1. 5] — {%} O limitador de fluxo PUBICK para os

276
valores de 11 = 15 € jip = 2 é mostrado na Figura 13 usando o plano r — 9(r).
¥(r)
| ¥ =2r v=r
2 Y=2 [ pusick
regiao TVD
- de 2.2 ordem
(1;1)
1 =1
0 1 3

5

Figura 13 — Limitador de fluxo do esquema PUBICK para p; = 1% e [l = 2 na regiao

6
TVD de segunda ordem [1].
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4.5  Esquema Bézier de grau 3 (CUBICK)

Um esquema com solugao limitada baseado em curvas cubicas de Bézier [46],
chamado CUBICK (Cubic Upwind Bézier Interpolation for Convective Kinematics), é
proposto neste trabalho. Esse novo esquema também consiste em uma familia de esquemas

upwind, como é apresentado a seguir.

O esquema CUBICK é desenvolvido assumindo que as NV na interface da célula f,
denotadas por qg #, estao relacionadas a éU pelas equagoes paramétricas da curva cibica
de Bézier para 0 < ngSU < 1, e pelo esquema FOU para ngSU ¢ [0;1]. Para isso, a curva

paramétrica de Bézier utiliza os seguintes pontos de controle:

Py = (0;0), (4.45)
Py = (a;b), (4.46)
Py = (¢;d), (4.47)
Py = (1;1), (4.48)

onde P, e P3 sdo os pontos extremos, e P, e P, 0s pontos interiores que sao definidos pelos

valores a, b, c e d.

Assim, a curva de Bézier tem a seguinte estrutura:

3
C(t)=>_ PBj(t)
i=0
= (3at(1 —t)* +3ct(1 — t) + £% 3bt(1 — £)* + 3de*(1 — 1) +£*) , (4.49)
e as equagoes paramétricas para C(t) sao dadas por:

ou(t) = 3at(1 —t)* + 3ct*(1 — t) + t°, (4.50)

Op(t) = 3bt(1 —t)* + 3dt*(1 — t) + t°. (4.51)

Seguindo Leonard [3], a curva C(t) deve passar pelo ponto (0,5;0,75) com uma inclinagao
de 0,75 para que o esquema tenha terceira ordem de precisdo. Portanto, existe um ¢y € [0; 1]

que satisfaz o seguinte sistema:

0,5 = 3ato(l —tg)* + 3ct3(1 —to) + 13,

0,75 = 3bto(1l —tg)* + 3dt2(1 — to) + t3,

(4.52)
N Ll 3b(1+ 312 — dto) + 3d(2to — 3t3) + 3t3
T ddy  3a(l+ 33— 4tg) + 3c(2ty — 3t3) + 3t

dt lt=tg

E importante observar que, dados valores para a e b, as equacoes (4.52) representam

um sistema de equacoes nao lineares que pode ser resolvido para as incognitas ¢, d e .
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A seguir, sdo apresentados os passos para obter o esquema CUBICK. Inicialmente,
escolhem-se (a;b) = (0,5;0,75) e resolve-se o sistema nao linear (4.52) usando o algoritmo
Trust-region-dogleg [47] para obter ¢, d e ty. Considerando seis casas decimais, seguem os
valores aproximados obtidos: ¢ = 0,247622, d = 0,674287 e ty = 0, 645028.

A partir das equagoes (4.50) e (4.51), podemos expressar gzgf como uma funcao de
éU. Para isso, primeiro reescreve-se a equagao (4.50) como um polinémio de grau 3, dado
por:

At + Bt* + Ct + D = 0, (4.53)
nos quais os coeficientes sdo dados por: A=1+3a—3c, B=3c—6a,C =3aeD = —éU.

Em seguida, a férmula de Cardano [48] ¢ aplicada & equagao ctbica (4.53) para

encontrar o valor de ¢, ou seja:

t:\?/\/Z—g—\?/\/ZJrg—Si, (4.54)

nos quais p, ¢ e A sao definidos como:

3AC — B?
2B% —9ABC + 27A%D

a\* [P\’
A= () () . 457
Substituindo os valores escolhidos para a = 0,5, b = 0,75, e os valores obtidos para

¢ e d na resolugdo do sistema (4.52), nas equacgoes (4.54), (4.55), (4.56) , (4.57), obtém-se

as expressoes de t, ¢ e A dadas por:

t= \3/\/Z - % - \3/\/Z+ g +0,428185, (4.58)
¢ = 0,208517 — 0,569109¢y, (4.59)

1
A= Zq2 +0,001037, (4.60)

Em seguida, substituindo b = 0,75 e o valor de d obtido na resolucao do sis-
tema (4.52) na equacdo (4.51), obtém-se o esquema CUBICK especifico, que é dado

por:

= o " 4.61
o1 U, ou ¢ [0,1]. 460

em que ¢ depende de ¢y através das equacoes (4.58), (4.59) e (4.60).

) { 3bt(1— )2 +3dt3(1 —t) + 3, by €[0,1],

Os esquemas sao explicitamente escritos aplicando a definicdo de NV, conforme
expressa na equacao (3.1), a expressao do valor normalizado interfacial $ 7. Esta abordagem

¢ a mesma adotada por [5] para o esquema TOPUS.
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Entao, o esquema CUBICK definido na equagao (4.61) para (a;b) = (0,5;0,75)

pode ser formulado em varidveis ndo normalizadas usando a equagao (3.1), como segue:

4 = { Ort (0p = o)1 -0 + AP - )+ 8], dvelill, o

ou, du & [051],
com ¢p, ¢y e ¢r previamente definidos (ver Figura 1).

A Figura 14 mostra o esquema CUBICK para a escolha particular (a; b) = (0,5;0,75).

Pode-se observar que o esquema esta inteiramente dentro das regides TVD e BAIR.

Or A
1 I P
. —— CUBICK
1 regiao TVD
[ regiao BAIR
vvvvvvvvvvvvv (0,5;0,75)
(0,247622; 0,671587) '
Of

0 1 é’

U

Figura 14 — Esquema CUBICK para (a;b) = (0,5; 0,75) (linha sélida vermelha) estd
localizado nas regides TVD (cinza) e BAIR (azul).

A funcao limitadora de fluxo correspondente ao esquema CUBICK é obtida usando
as equagoes (3.8), (3.10) e (4.51), resultando em:

6(d—c—b+a)t*+6(b—a)t .
by =1 Ba—3cr )+ (1—3a)t+1 = (4.63)
0, r<Q0,

em que o valor de ¢ é definido como na equacao (4.64), isto é:

t:\?/\/Z—g—\?/x/ZJrg—fq, (4.64)
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e p, q e A sdo definidos como:

3AC — B?
2B3 —9ABC 1 r
1= 7oras T A (7‘ n 1> ’ (4.66)
B g 2 (p)?)
a=(H+(2). (4.67)

Na equagao (4.68), tem-se a fungao limitador de fluxo do esquema convectivo
CUBICK para a escolha (a;b) = (0,5; 0,75):

1,059987t* + 1,5¢ >0
,
P(r) =14 1,757134t> — 0,5t + 1 - (4.68)
0 , r<o,
onde a variavel ¢ depende de r como segue:
t = \?/\/Z - g - \?/\/Z + % +0,428185, (4.60)
r
= 0,208517 — 0,569109 | —— 4.70
¢ =0 569109 (1) (470)
1
A = —¢*+0,001037. (4.71)

4

Na Figura 15, o limitador de fluxo do CUBICK ¢é mostrado inteiramente dentro da
regiao TVD de segunda ordem.

¥(r)
1/) = 2r 1[) =r
2 ¥ =2 —— CuUBICK
regiao TVD
- de 2.2ordem
1;1
) (1) o=1
0 1 3 "

Figura 15 — Limitador de fluxo para o esquema CUBICK (a; b) = (0,5; 0,75) na regiao
TVD de segunda ordem [1].
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4.5.1 Esquema CUBICK para a = 0,25 e b = 0,45

De fato, o CUBICK consiste em uma familia de métodos a partir dos quais
esquemas particulares podem ser derivados uma vez definidos os pardmetros (a;b). A
seguir, apresenta-se outro esquema CUBICK que sera utilizado nas simulagoes numéricas

do Capitulo 7 apés considerar a = 0,5 e b = 0,75.

Para ilustrar a abordagem, um esquema criado com (a;b) = (0,25; 0,45) é apre-
sentado. Apds resolver o sistema de equagoes (4.52), obtém-se os valores de ¢, d e to.
Considerando seis casas decimais, resultam em ¢ = 0,256082 e d = 0,735437 e ty = 0,697269.

" { 0t(1 —1)* +3d*(L—t) +1° oy € [0;1], (4.72)

(ﬁU ) &U ¢ [07 ]-]7
em que t ¢é calculado empregando as expressoes (4.54), (4.55), (4.56) e (4.57), resultando

e11:

t= \3/\/Z— 1- \3/\/Z+g+0,248451, (4.73)
¢ = 0,159129 — 1,0185864y, (4.74)

1
A= Zq2 +0,007180. (4.75)

Vale ressaltar que este esquema CUBICK com (a;b) = (0,25; 0,45) também é
totalmente limitado nas regides TVD e BAIR conforme mostrado na Figura 16. O
esquema CUBICK definido na equagao (4.72) para (a;b) = (0,25; 0,45) pode ser formulado

em sua versao nao normalizada usando a equagao (3.1), como segue:

) :{¢R+<¢D—¢R>[3bt<1—t>2+3dt2<1—t>+t3] . du e o],
T lew . gl

Para este esquema, a funcao do limitador de fluxo é dada por:

1,67613t2 + 1,2t
Y(r) =< 0,981754¢2 + 0,25t + 1’
0, r <0,

onde a varidvel ¢ depende de r a partir das expressoes (4.64), (4.65), (4.66) e (4.67), como

ﬁ
Y
o

(4.76)

segue:

t = \?/\/Z . % - f/JZJr g +0,248451, (4.77)

g = 0,159129 — 1,018586 (1 r ) : (4.78)

+r

1
A= Zq2 +0,007180. (4.79)

Na Figura 17 é representado o limitador de fluxo desse esquema, o qual esta

inteiramente dentro da regiao TVD de segunda ordem.
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(0,256082; 0,735437) .-~/
il

___.6(0,25; 0,45)
—— CUBICK
[~ [ TVD region
(bf [ BAIR region
0 1 - ¢U

Figura 16 — Esquema CUBICK para (a;b) = (0,25; 0,45) (linha sélida vermelha) esta
localizado nas regides TVD (cinza) e BAIR (azul).

¥(r)
i 'lp =2r d) =r
2 Y=2 T ek
regiao TVD
= de 2.2 ordem
1;1
1 (1;1) v=1
0 1 3

Figura 17 — Limitador de fluxo para o esquema CUBICK (a; b) = (0,25; 0,45) na regiao
TVD de segunda ordem [1].
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5 Esquema Upwind Baseado na Interpolacao de Hermite

Neste capitulo, é apresentado o desenvolvimento de um esquema polinomial upwind
baseado na interpolacdo de Hermite, denominado FDHPUS. O esquema é fundamentado
nos critérios de estabilidade da diminui¢ao da variacao total (TVD) e no critério de limitagao
de conveccao (CBC). O esquema proposto pode ser visto como uma generalizagdo de

outros esquemas polinomiais presentes na literatura, como os esquemas TOPUS [5], HPUS
[16], SMARTER [17] e FDPUS-C1 [18].

5.1 Esquema FDHPUS

Nesta secao, é apresentada a formulagao geral dos esquemas upwind com base na
interpolacao de Hermite via diferencas divididas [49]. O esquema ¢ denominado FDHPUS
(Fifth-Degree Hermite Polynomial Upwind Scheme). A formulagao matemética geral desses

esquemas é dada por:

2 oa 20 N (0 ~(k)1/ 2 RON (1 “ 2 (k—1
61(du) = hlop |+ YRS, 0 Gy — 3 )b — ) (v — 5 ), (5.1)
k=1
em que n é o grau do polinémio interpolador, os coeficientes h[ngJ ), e ,&gf)] do polinémio
sao obtidos recursivamente por meio de diferencas divididas de ordem k, e ngSU € [0,1].
Para construir o esquema FDHPUS, considere a equagdo (5.1) com n = 5 e
Agf) € {0;0,5;1} onde k = 0,...,5. Para especificar os coeficientes do polinémio por
meio de diferengas divididas [49], este esquema polinomial deve satisfazer as condigoes
estabelecidas por Leonard [3] no NVD, ou seja, passar pelos pontos O(0;0), Q(0,5; 0,75) e
P(1;1), e apresentar inclinagao igual a 0,75 em (). Assim, constréi-se a Tabela 1 com 6 e

0y sendo parametros livres.

Ponto (¢u; ds) em NVD | ¢y | ¢p | ¢4(dv)
0(0;0) 0 |0 0,
Q(0,5; 0,75) 0,5 10,75 | 0,75
P(1;1) 1 |1 0

Tabela 1 — Condigoes para construir o esquema FDHPUS no NVD [3].

Da Tabela 1, usando diferencas divididas, obtém-se os valores dos coeficientes

h[ngSg)), . ,q%g’“)] conforme mostrado na Tabela 2.

Substituindo os valores obtidos na Tabela 2 na equagao (5.1) com n = 5, obtém-se
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o =0 | hldy']=0
o' =0 | hldp'1=0 | R, dy’) = s
W =05 | oY =075 | hloy 61 =15 | hlgw, 6y’ 60’ =3 = 20
o) =05 | hof) =075 | W3, 600 = 0,75 | hldy, 8,65 = —1.5
op =1 | né) =1 | .61 =05 | ho 8,60 = —05
o =1 |ho1=1 | R0 =02 | hGY 9101 = 26— 1
WD, P = -9+ 46
hoy', .. oy = 1 By 3] = 10 — 46,
hoZ ) =46, —1 | n[dY, . D) =46, —2 [ R[EY,.. 8D =4(6; + 65— 3)

Tabela 2 — Valores obtidos através de diferencas divididas utilizando os dados da Tabela 1.

a seguinte equagao:
A A 5 A N N A A A A A
O7(v) = o1+ X hG, 67 (v = 6N bu = 6) - (bu = o)
k=1
=0+ (61)(dv) + (3 — 201) (dv)* + (=9 + 461) (dv)* (v — 0,5)
+ (10 — 461)(v)*(dv — 0,5)* + 4(61 + 62 — 3)(dv)*(dv — 0,5)* (¢ — 1)

= 4(0; + 0y — 3)07 — 2(60, + 405 — 17) b7, + (13601 + 50, — 34)d3
— (661 4 0, — 13)0% + 010y (5.2)

Da equacao (5.2), obtém-se o esquema FDHPUS formulado em NV, que para
du ¢ [0;1], adota-se o esquema FOU, ou seja:

40y + 05 — 3)dP, — 2(60; + 40, — 17)d% + (136, + 50, — 34)$%

- — (60, + 05 — 13)¢% + 010y, du € [0;1], (5.3)

ou, ou ¢ 0;1].

Por exemplo, o esquema FDHPUS para os valores de ¢; = 1,5 e 6, = 0 pode ser

escrito em NV usando a equacao (5.3), como segue:

Oy = (5.4)

QgU ) @U ¢ [0; 1]-

Aplicando a definicdo de NV (ver equagao (3.1)) na equagao (5.4), o esquema
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FDHPUS em varidaveis nao normalizadas pode ser escrito da seguinte forma:

br+ (6p — 6r) [4(61 + 02 — 3)0Y, — 2(601 + 405 — 17)$f; + (1301 + 505 — 34)7,
b = — (601 + 0> — 13)% + 010v| , b € [0:1],

U, ¢?U ¢ [05 1]-
(5.5)

Assim, o esquema FDHPUS para os valores de 6; = 1,5 e 65 = 0 pode ser escrito

em variaveis ndo normalizadas usando a equagao (5.5), como segue:
¢r + (6D — Or) [—6$SU + 164 — 14,56 + 46 + 1, 5€5U] . v €0:1],

b5 = (5.6)
¢v, ou ¢ 0;1].

A Figura 18 mostra o esquema FDHPUS para os valores de 6; = 1,5 e 6, = 0.

Pode-se observar que o esquema esta inteiramente dentro das regides TVD e BAIR.

Oy
U — -
[ regiao TVD
[ regiao BAIR
—— FDHPUS (01 = 1,5; 62 = 0)
075 oo P
—— u
0 0.5 1

Figura 18 — Esquema FDHPUS para o valor ¢; = 1,5 ¢ 6, = 0.

O esquema FDHPUS é TVD quando 6, € [1;1,942] e 0, € [0;1], ou quando 6; = 2
e 0 = 1. Este esquema respeita as restrigoes TVD e BAIR quando 6; € [1,5;1,942] e
0, € [0:0,465).

O limitador de fluxo correspondente ao esquema FDHPUS é obtido através das
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equagoes (3.8), (3.10) e (5.3), resultando em:

2’/“ [(1 — 92)’[“3 + (91 —|— 292 — 1)’/“2 — (291 —|— 92 — 9)T + (91 — ].)]
(1+r) !

r >0,

0, r<Q0.
(5.7)
O limitador de fluxo para o esquema FDHPUS é mostrado na Figura 19 para

01 = 1,5 e 5 = 0 no plano r — ¥(r). Nota-se que o limitador estd inteiramente na regiao
TVD de segunda ordem [1].

¥(r)
P =2r Y=r
2 Y=2 [ oupus
regiao TVD
- de 2.2 ordem
1 (1;1) b=1
r
0 1 2 3

Figura 19 — Limitador de fluxo para o esquema FDHPUS com 6; = 1,5 e 6, = 0.

E possivel relacionar o esquema FDHPUS com alguns esquemas polinomiais upwind

conhecidos, dependendo dos valores escolhidos para 6, e 65, conforme apresentado na
Tabela 3.

Esquema polinomial | 6, 0, Critério

CBC | TVD | BAIR
SMARTER [17] 2,5 0,5 X - X
TOPUS  [3) e ez x| X |
FDPUS-C1 18] T T x T x 1 -
HPUS [16] 2 0 X i X

Tabela 3 — Esquemas polinomiais upwind que podem ser derivados do esquema FDHPUS
(Equacao (5.3)) a partir de escolhas dos parametros 6; e 6s.

A Figura 20 mostra os esquemas polinomiais TOPUS (« = 2) [5], HPUS [16],
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SMARTER [17], FDPUS-C1 [18] ¢ FDHPUS (0 = 1,5; 6, = 0) em varidveis normalizadas.
E importante ressaltar que o esquema TOPUS é CBC e TVD apenas para o = 2.

~

oy
1 "
[ regiao TVD
[ regido BAIR
—— HPUS
—— TOPUS (¢ =2)
FDPUS-C1
; —— SMARTER
075 i ——— FDHPUS (61 = 1,5; 6> = 0)
0.5
0 0.5 v

Figura 20 — Representacao de algumas esquemas polinomiais upwind derivados do esquema
FDHPUS no NVD.

A Figura 21 mostra o limitador de fluxo para os esquemas polinomiais HPUS,
SMARTER, TOPUS (a = 2), FDPUS-C1 e FDHPUS (8 = 1,5; #; = 0). Nota-se que
apenas o esquema FDHPUS (6 = 1,5; 6y = 0) esta dentro da regiao TVD de segunda

ordem.
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¥(r)
Y =2r Y=r

2 =2 "
[ regiao TVD de 2.2 ordem
—— HPUS
—— TOPUS (e =2)

FDPUS-C1

—— SMARTER
—— FDHPUS (61 = 1,5; 62 = 0)

1 v=1

: r
0 1 2 3

Figura 21 — Limitador de fluxo de alguns esquemas polinomiais upwind derivados do
esquema FDHPUS.
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6  Discretizagdo de Termos Convectivos com Esquemas Upwind

Este capitulo apresenta uma breve introdugao de como os termos convectivos sao

discretizados utilizando os esquemas upwind propostos neste trabalho.

Considerando um dominio 2D, uma forma tipica para discretizacdo do termo

) | 1)

em que ¢ é a variavel convectada (por exemplo, componentes da velocidade u, v) e u;

convectivo de EDPs pode ser dada na seguinte forma:

Ous0)| _ <a<u¢>| L 9w9)

Oz, Oz dy

a velocidade de convecgao. O ponto P em (6.1) representa a posicao em que o termo
convectivo ¢ avaliado. Por exemplo, a Figura 22 ilustra esse ponto P de avaliacao, bem

como as posicoes D, R e U, e as faces f e g das células computacionais.

1 5y 1
: : ’Uf>0
R=(i+35-1) U D D=(i+1,5+1)
; L P=(i+44) | ;
i 19 I i
" 0.50, 1050,

Figura 22 — Célula computacional mostrando o ponto P de discretizagao dos termos
convectivos, seus vizinhos, as faces envolvidas f e g na aproximacao e a varidvel convectada
¢ sendo transportada com velocidade vy na direcao y.

As derivadas no lado direito da expressao (6.1) sao aproximadas no ponto P através

de derivada central por

o) (ug)| — (ug) ; )
u ~ f g Us@r—u
Ox - dx N oz = (6:2)
P
o) (vo)| — (v) ) )
v — f g _ VfPfr — UgPyg
o ) ~ 5 = 5 . (6.3)

Por simplicidade e sem perda de generalidade, considera-se a variavel ¢ = u em

(6.3) sendo transportada com velocidade vy na dire¢do y (ver Figura 22). Nesse caso,
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P = (H— %,j), f=J+ %, g=7— %, e a derivada ¢é estimada por:

o) _ (s~ ttigony) (6.
ay ) .
(i+3.9)

0y
nos quais as velocidades vy e v, sao aproximadas, respectivamente, utilizando as médias

aritmeéticas:
B B (V148 VijrL)
Uf = Vil j+i = 9 ’
(Ui-f—l,j—% + vi,j—%)

Vg = U1 1 = 5 . (6.5)

Para completar a aproximacao, sdo empregados os esquemas propostos neste
trabalho em variaveis nao normalizadas. Em particular, sao considerados os métodos e as

seguintes escolhas:

« 0 esquema SOBUS definido na equagao (4.19);

» 0 esquema PUBICK para os valores p; = 1—30 e g = % definido na equagao (4.43);

« o0 esquema CUBICK para os valores a = 0,5 e b = 0,75 definido através da equa-
cao (4.62);

e e 0 esquema FDHPUS para os valores ¢; = 1,5 e 3 = 0 definido na equagao (5.6).

Portanto, os valores da propriedade transportada u nas posigoes (i + %, Jj+ %) e (1+ %, J— %)
sao obtidos utilizando-se os pontos vizinhos D, R e U, que sao definidos com base na

direcao das velocidades de conveccao (sinais de vy e vy).

Como todo esquema upwind de alta resolucao, os esquemas SOBUS, PUBICK,
CUBICK e FDHPUS utilizam trés pontos essenciais do dominio computacional (D, U e
R) para estimar a varidvel convectada. No entanto, podem ocorrer valores fora do dominio
de solucao para as células computacionais que estao proximas as fronteiras. Nesses casos,

o esquema FOU é empregado para garantir a estabilidade e a precisao da solucgao.

A seguir serao detalhadas as aproximacgoes para u;, 14l € U1, 1 para cada
esquema para diferentes casos de vy e v, em D, R e U. Nas aproximacoes a seguir, a
variavel normalizada 4 é calculada desta forma:

Uy — UR

Uy = .
Up — UR

6.1 Esquema SOBUS

« Aproximacao para u, 11t quando vy > 0; nesse caso as posi¢oes D, R e U sao
definidas como D = (i + %,j +1), R=(i+ %,j —1)eU=(i+ %,j), respctivamente.
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O valor u;, +1gtl ¢ entao obtido como:

N
Uiyl i+ (Uz‘+%,j+1 - ui—&-%,j—l) { 2 Uu
+(1+9) (-S52 v 3y =8 Fav) ), awe o),

Uit j+d =

Uirlj, para ay ¢ [0;1],

* para ug1 ;.1 quando vy < 0: D=(i+3%,j),R=(i+3j+2) eU=(i+3,7+1)

3 A
Uird g2 T (uiJr%,j - ui+2,j+2) {_iuU‘i‘
= (;Jr\ég)( .= f)+3 f+;)@U>}, y € 10;1],
ui+%,j+% =
Uil j41, Para ay ¢ [051],

* para ;1 ;_1 quando vy > 0: D=(i+%,j),R=(i+3%j—-2) eU=(+3,7—1):

ui+%7j72 + (ui+%7j o ui+%’j72) {_éﬂU
+(2+ %) (—(3‘2‘/3) +3y2=8 4 ‘fuy)} , gy € [0;1],

Uirl -1, Dara ay ¢ 10;1],
* para u; 1 ; 1 quando vy < 0: D = (i + 5.0-1),R=(i+%,j+1),U=(i+3,7):

V3
Uit g1 T (“z‘+%,j—1 - “z‘+§,j+1) { 2 Uu
- + (3 + ) (—“f)+3 ‘6\/3+;’QU>}, iy € [0;1],

Wit dj-3

Ui, para ay ¢ [0;1].

Esquema PUBICK

« Aproximacao para u, +1gtt quando vy > 0; nesse caso as posi¢oes D, R e U sao
definidas como D = (i+3,j+1), R=(i+3,j—1) e U = (i+ 3, ), respectivamente.
O valor ;1 ;,1 ¢ entdo obtido como:

Ui joq F (Wgs s =ty 0) (300 — §+ 39— 104y), € [0;0,5],

_ 34 1 /760 7 .
Uipljpl = Uiglja T (“i+%,j+1 - “i+%,j—1) (QUU L+5v7 GUU) ;€105 1],

Uiyl js ty ¢ [0;1].
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* para ;1,1 quando vy < 0: D:(H—%,j),R:(i+%,j+2)eU:(i+%,j+1):

Uit gyo + (U1 = g1 ) (S — 5+ 39— 10ay), iy € [0;0,5],

Ui jao (U1 j = Uip1 1) (%QU —1+5V7 - 6ﬂU> . Gy €10,5:1],

Witd j+3

Uipd j41s ty ¢ [0;1].
* para ;1 ;1 quando vy > 0: D=(i+1j),R=(i+%j-2)eU=(i+3,j—1):

1
2>

Uit yoo+ (U1 = g1 ) (S — 5+ 39— 10ay), iy € [0;0,5],

Ugr oo+ (in = ugn o) (3 — 14 3T —6iy),  du € [0,51],

Uipd 15 ay & [0;1].
* para ;1 ; 1 quando vy < 0: D=(i+1,j-1),R=(i+3,7+1),U=(i+3,7):

Ui gir + (U1 yog =g i) (S0 — 34 3v9—104y) ,  fw € [0;0,5],

U gin  (Wn oy =) (3w — 14+ 3v/7T=60w), iy € (0,5 1],

6.3 Esquema CUBICK

Seja a fungao polinomial F(t) = 2,25¢(1 —t)*+ 3dt*(1 —t) +t* do esquema CUBICK
em andlise. O parametro d é obtido da resolugdo do sistema nao linear (4.52), o qual
d = 0,674287 considerando seis casas decimais. O valor de ¢, que depende 1, é calculado

através da equacao (4.58).

 Aproximacao para u,, 1t quando vy > 0; nesse caso as posi¢oes D, R e U sao
definidas como D = (i+3,j+1), R=(i+3,j—1) e U = (i+ 3, j), respectivamente.

O valor de u 1 é entao obtido como:

i+5.0+5
Uipl i1+ <u¢+§,j+1 - Uz‘+%,jf1) F(t), v €[0;1],

itlj+i
Ui, Para dy ¢ [0;1],

* para ;1 ;.1 quando vy < 0: D=(i+%,j),R=(i+%,j+2) eU=(i+3,7+1)

Uil jo+ (UH%,J‘ - “z‘+§,j+2) F(t), v € [0:1];

Uit l i+l

Uiyl 415 ay ¢ [0;1],
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* para t; 1, 1 quando v, > 0: D:(i—l—%,j),Rz(i—l—%,j—?)eU:(z’jL%,j—l):

Uipljo T+ (ui+%,j - ui+%,jf2) F(t), ay € [0;1],
Yits.i-3
Uiyl j—15 ay ¢ [0;1],
e para u; 1 ; 1 quando vy < 0: D = (i+3,j—1),R=(i+3,7+1),U=_(i+3,J):

Uiyl T (ui—i-%,j—l - uz‘—l—%,j—l—l) F(t), dv € [0;1],
Yitgi-3

6.4 Esquema FDHPUS

o Aproximacao para Uil gyl quando vy > 0; nesse caso, as posicoes D, R e U sao
definidas como D = (i+3,j+1), R=(i+3,j—1) e U = (i+3,7). O valor Uit d il
é entao obtido como:

55 ~4
Uipl i1+ (UH%JH Uil 1) (=60 + 1645+

" —14,54}, + 443, + 1,5ay), ay € [0;1],
i+3.g+ts

Uil para ay ¢ 10;1],
* para ;1 ;.1 quando vy < 0: D=(i+%,j),R=(i+%,j+2) eU=(i+3,7+1)
14,508 + 4a% + 1,500), aw € [0;1],

41

~5 ~
Uit jra T (ui-i-%,j - ui—&-%,j—i—?) (=6 + 1605+
7’+2’-7 2

Uil g+, Para Uy ¢ [0; 1],

* para U1 quandonZO:D:(i—l—%,j),R:(i+%,j—2)eU:(i—i—%,j—1):

Uipdj—2 T (ui-l—%,j - ui—&-%,j—Q) (=6, + 16d+
14,508 + 4a% + 1,500),  ay € [0;1],
1—0—2,]——
Uil -1, Dara Uy ¢ [0;1],
* para ;1 quandovg<0: Dz(z’—l—%,j—l), R = (i+%,j+1), U:(H_%,j);
Uiyl i1 T (Ui-l—%,j—l - Uz‘+%,j+1) (—6ay + 16a;+
—14.543 + 443, + 1,5dy), 4y € [0;1],
7,+2,]77
U1, para dy ¢ [0;1].
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7 Resultados Numéricos 1D e 2D

Este capitulo tem como objetivo demonstrar o comportamento, a validade, a
flexibilidade e a robustez das familias de esquemas CUBICK, PUBICK e do esquema
SOBUS, baseados em curvas de Bézier descritos no Capitulo 4, bem como da familia de
esquemas FDHPUS, baseada na interpolacao de Hermite, descrita no Capitulo 5. Os
esquemas foram implementados em codigo proprio e também no ambiente computacional
OpenF0AM [50], projetado para resolver problemas em dindmica de fluidos computacional.
Além disso, o esquema FOU e esquemas upwind de alta ordem, como ADBQUICKEST,
HPUS, MINMOD, SMART, Superbee e TOPUS também foram implementados para

comparagao com os esquemas propostos.

Para todos os experimentos numéricos apresentados aqui, a discretizagao temporal
do problema correspondente foi tratada utilizando o método de Euler explicito, que é
de primeira ordem. No problema de conveccao-difusdo, a derivada segunda no espaco
foi discretada via esquema numérico de segunda ordem. Os métodos foram avaliados na
solucdo numérica da equacao de advecgao linear, da equacao de difusao-conveccao, das
equagoes de Euler, e no problema benchmark do escoamento incompressivel bidimensional
em uma cavidade quadrada, também conhecido como lid-driven cavity. Erros e taxas de
convergéncia foram estimados e comparados entre os diferentes métodos e casos explorados

neste trabalho.

O esquema CUBICK proposto foi avaliado usando as seguintes opgoes para os
pardmetros (a;b) € {(0,5; 0,75),(0,25; 0,45)}. O esquema PUBICK foi avaliado com
(p1; o) € {(3/10; 5/6), (0,493; 0,57)}. O esquema FDHPUS foi avaliado usando os paré-
metros 6; = 1,5 e 05 = 0. Em todos os experimentos numéricos com o esquema TOPUS,

foi adotado a@ = 2, seguindo recomendagoes da literatura [5].

7.1 Problema 1D de Adveccao Linear

7.1.1 Condicao Inicial Suave

Para o primeiro caso de teste, o problema (2.1) foi resolvido considerando a = 1, o

dominio 2 = [—1; 1] e uma condigao inicial suave [51], dada por:

up(x) = sen* (7). (7.1)

As malhas numéricas compostas por N = {80; 160; 320; 640} células computacionais,
com espacamentos dados por dx = %, foram adotadas para os experimentos. O tempo

final da simulacao foi considerado como ¢y = 0, 5, e o espagamento temporal ¢ = 0,0010x.

As Figuras 23 e 24 mostram os resultados dos esquemas numéricos na resolugao da

equacao de adveccao linear com esta condigao inicial. A partir dos resultados, pode-se
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observar que todos os esquemas forneceram resultados aceitaveis e apresentaram boas

aproximacoes para a solucao exata conhecida.

A Tabela 4 a seguir apresenta os erros, bem como as estimativas da ordem de
precisdo para os esquemas CUBICK, PUBICK, SOBUS, FDHPUS, HPUS [16], ADB-
QUICKEST [37], TOPUS [5], SMART [12] e FOU [32]. Os resultados dos esquemas
CUBICK, PUBICK, FDHPUS e SOBUS apresentaram precisoes e taxas de convergéncia
similares as obtidas por TOPUS, SMART, HPUS e ADBQUICKEST, utilizados para fins
de comparagao. Além disso, pode-se observar na tabela que, com excecdo do esquema
FOU, os diferentes esquemas preservaram uma precisao de segunda ordem no caso do erro
I|E||; (norma L;). Nota-se também que o esquema ADBQUICKEST apresentou erros
menores do que os outros esquemas; em seguida, vém os esquemas SMART, SOBUS e
PUBICK (u1 = 35 ¢ pp = 2).

7.1.2 Condi¢ao Inicial na Forma de um “W”

O préximo caso explora um cendrio mais desafiador proposto por Wei e Gu [52].
O problema consiste em resolver a equagao (2.1) com a = 1, no dominio 2 = [—1;1], e a

seguinte condi¢ao inicial na forma de um “W”:

1, x € [0;0,2] U (0,6;0,8],

wla) — | 506 we (0,2;0,4], 72
dr +2,6, z€(0,40,6],
0, z € [-1;0)U(0,8;1].

Para este caso, foram adotadas as seguintes condigoes: N = 400, espagamento
dx = 0,005, ét = 0,5z e tempo final da simulacao igual a ty = 0,125. Os resultados
numéricos usando os varios esquemas upwind mencionados anteriormente sao apresentados
nas Figuras 25 e 26. Pode-se notar que as solugoes obtidas pelos esquemas CUBICK
(em ambas as escolhas de pardmetros), PUBICK (em ambas as escolhas de pardmetros),
FDHPUS, HPUS, ADBQUICKEST e TOPUS estao em boa concordancia com a solucao
exata. Como esperado, o esquema FOU também apresenta uma precisao razoavel com
alguma difusao numeérica, enquanto os esquemas SMART e SOBUS apresentam oscila¢oes
préximas as descontinuidades na solugao; isso pode ocorrer porque os esquemas SMART e
SOBUS nao atendem os critérios de estabilidade TVD.

Vale ressaltar a difusao numérica dos métodos observada nas simulagdes do problema
com uma onda em forma de “W” em movimento. Neste problema com descontinuidades, a
solu¢ao numérica usando os esquemas CUBICK, PUBICK e FDHPUS apresentou reduzida
difusdo numérica, ao contrario do que ocorreu com os esquemas FOU, SMART e SOBUS.
O esquema FOU exibe um comportamento difusivo que suaviza os extremos da solugao. Ja

os esquemas SMART e SOBUS introduziram efeitos dispersivos que levaram a oscila¢oes
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Figura 23 — Resultados das simulagdes do caso 1 (condigao inicial suave) da equagao de
adveccao linear usando N = 320 para os esquemas numéricos CUBICK, PUBICK, SOBUS
e FDHPUS.
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Figura 24 — Resultados das simulagdes do caso 1 (condigao inicial suave) da equagao de

advecgao linear usando N = 320 para os esquemas numéricos HPUS, ADBQUICKEST,
TOPUS, SMART e FOU.
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erro ordem erro ordem erro ordem
Esquema N [E2IR || [E24IPS | £1|2 || (B[S
CUBICK 80 2,378x107? — 2,809%x10~2 — 4,783 %102 —

(0,5; 0,75) 160 5,997x107% 1,987 8.870x10~® 1,663 1,898x1072 1,333
320 1,487x1073 2,012 2,678x107% 1,728 7,276x107% 1,383
640 3,604x10~* 2045 7.912x10~* 1,759 2,733x107% 1,413

CUBICK 80 1,655x102 —  2078x102 —  3843x102 —

(0,25; 0,45) 160 4,363x1073 1,924 6,334x107% 1,714 1,470x10~2 1,386
320 1,079x1073 2,015 1,869x1073 1,761 5,489x1073 1,421
640 2,642x10~% 2,031 5430x10~% 1,783 2,019x1073 1,443

PUBICK 80 1579x102  —  2000x102 —  3.751x102
(= ) 160 4,113x1073 1,041 6,174x1073 1,696 1,448x10~2 1,374
(12 = 2) 320 1,031x1073 1,996 1.846x1073 1,742 5475x1073 1,403
640 25581074 2,011 5457x1074 1,759 2,046x1073 1,420
PUBICK 80 3,650x10°2  —  3718x102 —  5787x102 —

(1 = 0,493) 160 1,115x1072 1,711 1,298x1072 1,518 2465x1072 1,231
(p2 = 0,57) 320 3,023x107% 1,883  4,050x1073 1,680 1,015x1072 1,280
640 7,747x107* 1,964 1,256x1073 1,689 4,097x107* 1,309

SOBUS 80 1.367x102  —  1,724x102 —  3306x102
160 3,684x1073 1,892 5,167x1073 1,739 1,245x10~2 1,409
320 9.246x10~% 1,994 1512x1073 1,773  4,602x1073 1,436
640 2256x10~% 2,035 4,381x10~% 1,787 1,682x1073 1,452

FDHPUS 80 1,863x1072  —  2278x1072  —  4,093x107%  —
(0, =1,5) 160 4,824x107% 1,950 7,084x107% 1,685 1,598x1072 1,357
(6, =0) 320 1,214x107% 1,991 2,127x107% 1,736  6,074x107® 1,396
640 2,964x107* 2,034 6,278x107* 1,761 2,271x107* 1,419

HPUS 80 1,628 x1072 — 2,017 x1072 — 3,739 x102  —

160 4,295 x1073 1,923 6,208 x10~% 1,700 1,442 x10-2 1,375
320 1,074 x107% 1,999 1,853 x1073 1,744 5435 x1073 1,407
640 2,654 x10~* 2,017 5452 x10~% 1,765 2,020 x1073 1,428

ADBQUICKEST 80 8,096 x1073 — 1,087 x1072 — 2,440 x1072 —
160 1,597 x1073 2341 2,890 x10=* 1,911 8,289 x10™® 1,558
320 3,150 x10™* 2,343 7,555 x10™* 1,935 2,806 x1073 1,563
640 5,953 x107° 2403 1,928 x10™* 1,970 9408 x10~* 1,577

TOPUS 80 2,244 x1072 — 2718 x1072  — 4,643 x1072 = —
160 5,634 x1072 1,994 8378 x10™3 1,698 1,818 x1072 1,353
320 1,401 <1073 2,008 2484 x10~2 1,754 6,885 x1073 1,401
640 3,364 x107* 2,058 7,236 x10~* 1,779 2,558 x1073 1,428

SMART 80 9482x10~°  —  9899x10°  —  1962x102 —
160 2456x1073 1,949 2.851x10~% 1,796 6,655x10~3 1,560
320 6,207x107% 1,984 8391x107% 1,765 2,316x1073 1,523
640 1,554x10% 1,098 2495x10~% 1,750 9,458x10~% 1,292

FOU 80 2,190x107! — 1,818x107! — 1,873x107! —
160 1211x107Y 0,855 1,023x107' 0,829 1,066x10~' 0,814
320 6,402x107% 0,920 5,473x1072 0,903 5,718x107? 0,898
640 3,296x1072 0,958 2,837x1072 0,948 2,966x1072 0,947

Tabela 4 — Equacao de adveccao linear: estudo de convergéncia no dominio Q = [—1;1]
com condicao inicial suave utilizando os esquemas CUBICK, PUBICK, FDHPUS, SOBUS,
HPUS, ADBQUICKEST, TOPUS, SMART e FOU.
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Figura 25 — Resultados das simulagoes do caso 2 da equacao de advecgao linear empregando
os esquemas numéricos CUBICK, PUBICK, SOBUS e FDHPUS.
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Figura 26 — Resultados das simulagoes do caso 2 da equacao de advecgao linear empregando
os esquemas numéricos HPUS, ADBQUICKEST, TOPUS, SMART e FOU.
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nao fisicas. Por outro lado, os picos no perfil advectado foram adequadamente capturados
pelos esquemas CUBICK, PUBICK, FDHPUS, HPUS e TOPUS.

7.1.3 Analise da Restricao TVD

Neste caso, a restricao TVD é analisada para os esquemas propostos: CUBICK
(em ambas as escolhas de parametros), PUBICK (em ambas as escolhas de pardmetros),
SOBUS, FDHPUS; e para os esquemas HPUS, ADBQUICKEST, TOPUS, SMART e
FOU. Para isso, considerou-se a equagao de advegao linear (2.1) com a = 1, no dominio

x € [—1;5], e a seguinte condigdo inicial:

up(x) ={ bowelmgigh (7.3)

0, caso contrario.

Para esta andlise, foram utilizadas as malhas N = 50, 100 e 200, com espacamento

dxr = <, 0t = 0,50z, e tempo final t; = 4.

6
N

No lado esquerdo das Figuras 27, 28, 29 e 30 sao apresentadas as solugoes dos
esquemas mencionados para as malhas N = 50, 100 e 200. Na parte direita dessas figuras,

é apresentada a andlise da TV (equagao (3.3)) dos esquemas.

Na Figura 27, pode-se observar que a TV do esquema CUBICK (0,5; 0,75) para as
malhas N = 100 e N = 200 converge para a TV exata (T'V (u(t)) = 2); e, para a malha
N = 50, o valor da TV diminui com o tempo devido a maior dissipagao numérica do
método para essa discretizacao. Como a TV do esquema converge para o valor exato, nao
apresenta oscilagoes e nao aumenta com o tempo, comprova-se de forma computacional
que o esquema é TVD (equagao (3.4)). Para o esquema CUBICK (0,25; 0,45), observa-se
que, nas malhas N =100 e N = 200, a TV também converge para o valor exato, enquanto,
na malha N = 50, a TV diminui. Para o esquema PUBICK (u; = &5; 2 = 2), a TV para
as malhas N = 50, 100 e 200 converge para a TV exato, comprovando que o esquema
também é TVD.

Na Figura 28, a TV para a malha N = 200 do esquema PUBICK (u; = 0,493;
p2 = 0,57) converge para a TV exata, enquanto a TV para as malhas N = 50 e 100
diminui. Como a TV do PUBICK nao aumenta e converge para a TV exata quando a
malha é refinada, isso mostra que o esquema é TVD. Para o esquema SOBUS, pode-se
notar no lado esquerdo da figura que o esquema apresenta oscilagoes na convergéncia de
suas malhas, enquanto no lado direito da figura observa-se que as TV para as malhas
N = 50, 100 e 200 nao diminuem nem convergem para a TV exata, apresentando oscilacoes
e aumentando o valor da TV com o tempo. Esse comportamento era esperado, ja que o
esquema nao é TVD. Para o esquema FDHPUS (6; = 1,5 e 65 = 0), a TV para as malhas
N =100 e 200 converge para a TV exato, enquanto a TV para a malha N = 50 diminui

com o tempo, verificando que o esquema é TVD.
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Figura 27 — Anélise da restricdo TVD para os esquemas CUBICK e PUBICK.
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(f) FDHPUS (61 =1,5; 6, =0)
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Figura 29 — Analise da restricado TVD para os esquemas HPUS, ADBQUICKEST e
TOPUS.
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Figura 30 — Analise da restricao TVD para os esquemas SMART e FOU.

Na Figura 29, pode-se verificar que o esquema HPUS nao é TVD, pois a TV para as
malhas N = 50, 100 e 200 apresenta oscilagoes, nao converge para a TV exata e aumenta
com o tempo. Por outro lado, pode-se observar que o esquema ADBQUICKEST ¢ TVD,
pois a TV converge para o valor esperado. O esquema TOPUS também é TVD, ja que a

TV converge para o valor exato no estudo com as malhas N = 50, 100 e 200.

Por fim, a Figura 30 mostra a analise computacional da TV para os esquemas
SMART e FOU. O esquema SMART apresenta oscilagoes na solu¢cdo numérica para as
malhas N = 50, 100 e 200, e a TV aumenta com o tempo, concluindo-se assim que,
como esperado, o esquema nao é TVD. Ja para o esquema FOU, observa-se que a solucao
aproximada possui um alto nivel de dissipagao numérica e, consequentemente, a TV para as
malhas N = 50, 100 e 200 diminui com o tempo, sem apresentar oscilagdoes ou crescimento,

verificando que o esquema ¢é TVD.
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Pode-se notar que as solugoes obtidas pelos esquemas analisados: CUBICK (ambas
escolhas de parametros), PUBICK (ambas escolhas de parametros), FDHPUS, HPUS,
ADBQUICKEST e por TOPUS estao em boa concordancia com a solucao exata. Diferen-
temente dos esquemas SMART e SOBUS que apresentaram oscilagoes em suas solugoes

numéricas, verificando no calculo de sua TV, que os esquemas SMART e SOBUS nao
5
6
melhor convergéncia em relagao a TV para as malhas analisadas em direcao a TV exata.

sao TVD. Pode-se notar também que o esquema PUBICK (p; = 1%, [e = 2), apresentou

Utilizando a malha N = 50, conclui-se que os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS,
CUBICK (0,5; 0,75) e PUBICK (u1 = 0,493; pus = 0,57) apresentaram maior difusao
numérica, pois a TV diminui rapidamente com o tempo. Assim, o PUBICK (u; =
3/10; o = 5/6) foi o tinico esquema que praticamente nao apresentou difusdo numérica,

independentemente da malha utilizada.

7.2 Problemas 1D de Convecg¢ao-Difusao

7.2.1 Equacao da Camada Limite

A seguir, a equagao da camada limite (2.7) foi resolvida utilizando os esquemas
CUBICK, PUBICK, FDHPUS, SOBUS, ADBQUICKEST, TOPUS, SMART, HPUS e
FOU. A Tabela 5 apresenta estimativas, em diversas normas, da taxa de convergéncia
para esses esquemas, usando as malhas computacionais N = {512; 1024; 2048; 4096} com
o espacamentos 0x = % As simulagoes foram realizadas com 6t = 0,010z, Re = 100 e
ty =0,5.

A partir da Tabela 5, pode-se observar que os esquemas CUBICK, PUBICK,
SOBUS, FDHPUS, HPUS, TOPUS e SMART se aproximam da precisao de segunda
ordem, enquanto o esquema ADBQUICKEST nao consegue atingi-la, e o esquema FOU
atinge a primeira ordem, como esperado. Neste estudo, o esquema SMART obteve

0s menores erros numéricos, seguido pelo esquema SOBUS e pelo esquema CUBICK
(0,25;0,45).

As solugoes numéricas e exatas usando a malha N = 80 sao mostradas na Figura 31,
que foram obtidas com os esquemas CUBICK, PUBICK, FDHPUS, SOBUS, ADBQUIC-
KEST, TOPUS, SMART e FOU. Os resultados dos esquemas PUBICK, FDHPUS, SOBUS,
ADBQUICKEST, TOPUS e SMART estao de acordo com a solucao exata e sdo bastante

semelhantes entre si, como pode ser observado nas Figuras 31-(a), 31-(b) e 31-(c).

7.2.2 Equacao de Burgers Viscosa

Em seguida, ¢ apresentado um estudo numérico para a equacao viscosa de Bur-
gers (2.11). O estudo de convergéncia foi realizado considerando malhas com espacgamentos
dados por dx = 1/N, onde N = {32;64;128; 256}, para avaliar os esquemas CUBICK, PU-
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Esquema

N

eIrro

£

ordem

IE]x

eIrro

£l

ordem

£l

€rro

I E]]oo

ordem

1 £]]oo

CUBICK
(0,5; 0,75)

512
1024
2048
4096

2,969x 1073
5,577x1074
1,183x10~*
2,711x107°

2,412
2,237
2,126

2,108x1073
3,048 %1074
8,370x 1075
1,918x10~°

2,417
2,238
2,125

1,211x1073
2,154x 104
4.460x 1075
1,010x10~°

2,491
2,272
2,142

CUBICK
(0,25: 0,45)

512
1024
2048
4096

2,147x 1073
4,639x 10~
1,074x 10~
2,580% 1073

2,210
2,110
2,058

1,524x1073
3,284x 10~
7.599%10~°
1,825x 1075

2,215
2,111
2,058

8,710x10~*
1,792x1074
4,050x107°
9,616x10~°

2,281
2,146
2,074

PUBICK
(1 = ﬁﬂ
(p2 = %)

512
1024
2048
4096

3,310x1073
6,222x 1074
1,280x 104
2,842x1075

2,412
2,281
2,171

2,350x 1073
4,404x 1074
9,054x1075
2,011x1075

2,416
2,282
2,171

1,342x1073
2,403x 1074
4,824%107°
1,059x 1075

2,482
2,316
2,188

PUBICK
(/’Ll = 07493)
(NQ = Oa57)

512
1024
2048
4096

1,453x 102
3,581x1073
8,608x10~4
2,021x 104

2,521
2,057
2,001

1,020x 102
2,533x1073
6,087x 1074
1,429% 1074

2,022
2,057
2,001

5,862x 1073
1,381x1073
3,243x10~*
7,526x107°

2,085
2,001
2,107

SOBUS

512
1024
2048
4096

1,946x 1073
4,410x1074
1,047x 104
2,547x1075

2,142
2,075
2,040

1,382x1073
3,122x1074
7.406x 1075
1,802x 1075

2,146
2,076
2,039

7.896x 10"
1,703 %10~
3,047x 1075
9,492x 10~

2,213
2,110
2,056

FDHPUS
(91 - 1,5)
(02 =0)

512
1024
2048
4096

2,534x1073
5,101x1074
1,130x10~*
2,649x107°

2,312
2,174
2,093

1,799x 102
3,611x10~*
7,996x1077
1,874x107°

2,317
2,175
2,093

1,028x1073
1,970x 104
4,261x107°
9,872x 1076

2,383
2,209
2,110

HPUS

512
1024
2048
4096

2,284% 103
4,798 %10~
1,093x 10~
2,603% 1075

2,251
2,134
2,070

1,621x1073
3,396 x 1074
7,733x1075
1,842x10~°

2,255
2,135
2,070

9,265x10~*
1,853x1074
4,121x107°
9,701x10~¢

2,322
2,169
2,087

ADBQUICKEST

512
1024
2048
4096

3,927x1073
1,267x1073
4,438x10~*
1,726x10~4

1,632
1,513
1,363

2,787x 1073
8,967x1074
3,139x1074
1,220x1074

1,636
1,514
1,363

1,592x1073
4,892x 10~
1,672x 1074
6,427x1075

1,702
1,548
1,380

TOPUS

512
1024
2048
4096

2,696x1073
5,349x10~*
1,164x10~*
2,693x107°

2,333
2,200
2,112

1,914x10°3
3,786x 10~
8,234% 1075
1,905x 1072

2,338
2,201
2,112

1,093x1073
2,066 x10~*
4,388%107°
1,004x107°

2,404
2,235
2,128

SMART

512
1024
2048
4096

1,270x 1073
3,579x 1074
9,441x107°
2,419x1075

1,827
1,923
1,965

9,021x10~*
2,534x10*
6,679x107°
1,711x107°

1,832
1,924
1,964

5,156 101
1,383x10~*
3,550% 1075
9,015 10~

1,899
1,958
1,981

FOU

512
1024
2048
4096

1,043x1071
5,046x 1072
2,482x 1072
1,231x1072

1,048
1,024
1,012

7,241x1072
3,530x 1072
1,745x1072
8,677x1073

1,037
1,017
1,008

4,038% 102
1,902x 102
9,243% 1073
4,555% 1073

1,086
1,041
1,021

Tabela 5 — Equacao da camada limite: estudo da convergéncia dos esquemas upwind.
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Figura 31 — Comparagao dos esquemas upwind em relagao a solugdo exata da equagao
da camada limite: (a) solugdo completa, (b) ampliacao na regiao entre 0,90 e 0,97, e (c)
ampliacao na regiao entre 0,965 e 0,985.

BICK, SOBUS e FDHPUS propostos e compara-los com outros esquemas ja estabelecidos
na literatura, como TOPUS, ADBQUICKEST, HPUS, SMART e FOU.

As simulacoes foram realizadas com 6t = 0,0010z, v = 0,1 e tempo final ¢; = 0,8 no
dominio 2 = [0;1]. A solugao exata (2.14) foi calculada usando integragdo numérica (ou

seja, o método de quadratura adaptativa de Gauss-Kronrod [53]) e um total de n = 100
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termos para garantir precisdo numérica suficiente nos resultados.

Os resultados do estudo de convergéncia sao apresentados na Tabela 6. Eles
mostram que os esquemas CUBICK (em ambas as escolhas de pardmetros), PUBICK
(em ambas as escolhas de parametros), SOBUS, FDHPUS (6, = 1,5; 6, = 0), HPUS,
ADBQUICKEST, TOPUS e SMART alcancaram precisao de segunda ordem, enquanto o
FOU alcancou precisao de primeira ordem, conforme esperado. Além disso, pode-se notar
que, para este problema nao linear e desafiador, os menores erros foram obtidos com o
esquema PUBICK (u; = 0,493 ; g = 0,57), seguido por ADBQUICKEST e pelo esquema,
PUBICK (1 = & 5 s = 2).

A Figura 32 mostra o grafico do erro E; em funcao do tempo, onde se observa
que os erros dos esquemas sao semelhantes entre si. No entanto, deve-se destacar que o

esquema PUBICK (uy = 0,493 ; pus = 0,57) apresenta os menores erros ao longo do tempo.

5 X 10
——CUBICK (0,5; 0,75)
4.5 |—CUBICK (0,25; 0,45)
PUBICK (41,=3/10; 11,,=5/6)
47 |__puBick (1£,=0,493; 1,=0,57)
350 SOBUS
: FDHPUS(9,=1.5; 0,=0)
3L |—HPUS
—— ADBQUICKEST
— .| |—ToPus
w 25 SMART
2 =
15
1 [
057
0 | | | | | | | |
0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 32 — Equacao de Burgers viscosa: comparacao dos erros obtidos empregando os
esquemas upwind ao longo do tempo usando a malha N = 256 e tempo final ¢y = 4.

Na Tabela 7 sao apresentados os resultados do tempo computacional para os
esquemas analisados. Para este teste foi utilizado o seguinte ambiente computacional:
processador: Intel® Core™ i7-7700 CPU @ 3.60GHz x 8, Meméria RAM: 8.0 GiB. Pode-
se observar que o esquema SOBUS obteve o menor tempo de execucao, seguido pelos
esquemas ADBQUICKEST, SMART, PUBICK, TOPUS, HPUS, FDHPUS e CUBICK
(nessa ordem). Cabe mencionar que os esquemas SMART, SOBUS e HPUS néao sao TVD,
ao contrario dos outros esquemas analisados. Assim, considerando apenas os esquemas

que cumprem os critérios TVD e BAIR, o esquema PUBICK ficaria atras do esquema
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Esquema

N

€rro

£

ordem

£

€ITro

£l

ordem

I£]]2

€erro
1] oo

ordem

1] oo

CUBICK
(0,5; 0,75)

32
64
128
256

8,801x 101
2,550% 10~
6,623% 1075
1,575x1075

1,787
1,945
2,072

1,018x1073
2,031x10~4
7,646x1075
1,858x 1075

1,797
1,939
2,041

1,466x 103
4,009% 10~
1,022x 104
2,492x 1075

1,871
1,972
2,036

CUBICK
(0,25: 0,45)

32
64
128
256

1,037x1073
2,763x10~*
6,893x 10"
1,609x107°

1,908
2,003
2,099

1,175%x1073
3,141x10~*
7,908 %1077
1,890x10~°

1,903
1,990
2,065

1,588x1073
4,145x1074
1,038 %1074
2,511x107°

1,938
1,997
2,048

PUBICK
(Ml = 13?)
(Mz = g)

32
64
128
256

8,829x10~*
2,481x10~*
6,444%107°
1,541x107°

1,831
1,945
2,064

1,026x1073
2,878 1074
7.503x 1075
1,832x1075

1,833
1,940
2,034

1,457x 1073
3,961x 10~
1,013x10~*
2,479% 1075

1,879
1,967
2,031

PUBICK
(1 = 0,493)
(/1“2 - 0757)

32
64
128
256

3,781x 1071
9,849% 1075
2,557x1075
7,026x107

1,940
1,945
1,864

4,692x1072
1,269% 1074
3,310x 1075
8,636x 106

1,887
1,938
1,939

7.035x 1072
2,018x 10~
5,129% 1075
1,287x107°

1,801
1,976
1,994

SOBUS

32
64
128
256

1,085x 103
2,823x 104
6,970 x 1075
1,618x10~°

1,943
2,018
2,107

1,222x10°3
3,200x 10~
7,081x1075
1,899x 1075

1,933
2,003
2,072

1,617x1073
4179x1074
1,043x107*
2,516x107°

1,952
2,002
2,051

FDHPUS
(91 - 1,5)
(02 =0)

32
64
128
256

9,814x 102
2,682x 104
6,786x 1075
1,595x 1075

1,872
1,083
2,089

1,115x10°3
3,055% 1074
7,796x 1075
1,876x1075

1,867
1,970
2,055

1,536x1073
4,082x 10~
1,030x1074
2,501x 1075

1,912
1,986
2,042

HPUS

32
64
128
256

1,018x1073
2,733x10~*
6,853x10°
1,604x107°

1,898
1,996
2,096

1,115x1073
3,110x10~*
7,868x107°
1,885x107°

1,892
1,983
2,062

1,570x1073
4,123x1074
1,036 x10~*
2,508 x107°

1,929
1,993
2,046

ADBQUICKEST

32
64
128
256

9,700x 102
2,401 x 10~
5,636x 1075
1,198x1075

2,015
2,091
2,234

1,137x1073
2,823x 1074
6,703x 1075
1,475%10~°

2,010
2,074
2,184

1,548% 1073
3,828 % 10~
9,187x 1075
2,083x 1075

2,015
2,059
2,141

TOPUS

32
64
128
256

9,936x10~*
2,697x 1074
6,801x107°
1,596x107°

1,881
1,988
2,091

1,115x1073
3,051x 10~
7,784x 1075
1,874x1075

1,870
1,971
2,055

1,518x1073
4,053x10~*
1,026 x10~*
2,496x107°

1,905
1,982
2,039

SMART

32
64
128
256

L177x1073
2,049x 104
7,136x 1075
1,639x10~°

1,996
2,047
2,122

1,330x1073
3,347x 104
8,171x 1075
1,922x1075

1,990
2,034
2,088

1,703x1073
4,306x 10~
1,058x1074
2,534x1075

1,983
2,024
2,062

FOU

32
64
128
256

1,112x1072
5,947x 1073
3,075x 1073
1,563x1073

0,902
0,952
0,976

1,327x1072
7,155x1073
3,710x 1073
1,889%1073

0,891
0,948
0,974

1,780x 1072
9,583x 1073
4,966x1073
2,528 %1073

0,893
0,948
0,974

a solugao numérica.

Tabela 6 — Equagao de Burgers viscosa: estudo de convergéncia dos esquemas considerando
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Esquema upwind N=64 N=128 N =256
CUBICK (0,5;0,75) 1,57515 6,13670  24,61718
CUBICK (0,25;0,45) 1,52993  5,99698  24,00503
PUBICK (uy = %; Mo = %) 0,16829 0,67234  2,65885
PUBICK (py = 0,493; uo = 0,57) 0,17869 0,70277  2,74708
SOBUS 0,10087 0,37132  1,45761
FDHPUS (6, = 1,5; 6, = 0) 1,32253 5,28692  21,72054
HPUS 0,95734 3,92078  15,67660
ADBQUICKEST 0,11948 0,46426 1,86641
TOPUS 0,95022 3,85262  15,44161
SMART 0,12432 0,47977  1,89832

Tabela 7 — Equagao de Burgers viscosa: tempo computacional obtido ao empregar os
esquemas upwind utilizando as malhas N = 64, 128 e 256.

ADBQUICKEST na analise de desempenho computacional.

7.2.3 Equacao de Burgers Inviscida

A equagao de Burgers inviscida (2.18) também foi analisada. Para este problema,
foram adotadas as seguintes condigdes: N = 600, dominio 2 = [0;2n], éx = 27/N,
0t = 0,20z e tempo final t; = 1. Considerou-se uma solucao semi-analitica (ver mais
detalhes em [28]) dada pela equacao (2.21) (onde foi utilizado n = 500). Os esquemas
propostos CUBICK, PUBICK, SOBUS e FDHPUS foram comparados com TOPUS,
ADBQUICKEST, HPUS, SMART e FOU. Observa-se na Figura 33 que os esquemas
CUBICK, PUBICK, SOBUS, FDHPUS, HPUS e TOPUS estao de acordo com a solugao
exata, exceto em pequenas regioes onde apresentam minimas oscilagoes, como se pode ver
na Figura 33. Também é possivel observar que ADBQUICKEST e FOU nao apresentaram

oscilagoes.

7.2.4 Equacao de Buckley-Leverett

Nesta se¢do, apresentam-se os resultados numéricos da equagao de Buckley-Leverett.
As simulagoes foram realizadas com uma malha de N = 50, éx = 1/N, 6t = 0,50z, no
dominio Q = [0;1] e tempo final t; = 0,5. A solugdo analitica é dada pela equagao (2.25)
com a condigao inicial dada por (2.24).

Na Figura 34, sao apresentados todos os esquemas analisados. Observa-se que

os esquemas SOBUS e SMART apresentaram um erro maior na aproximacao a solucao

analitica, ao contrario dos demais esquemas, que apresentaram resultados similares.
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Figura 33 — Comparacao entre as solugoes exata e numéricas da equacao de Burgers
inviscida obtidas empregando os esquemas upwind.

7.3 Problemas 1D de Riemann para as Equacoes de Euler

Este é um problema interessante e que também aparece com frequéncia na literatura
para testar esquemas numéricos [5, 15]. O objetivo principal aqui é aplicar o limitador de
fluxo do esquema upwind para obtencao da solugao deste problema. Nas simulagoes, foram
investigados os esquemas CUBICK com (a;b) = (0,5; 0,75) e PUBICK com (p; p10) =

(5:2).
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Figura 34 — Comparacao entre as solugoes exata e numéricas da equacao de Buckley-
Leverett obtidas empregando os esquemas upwind.
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7.3.1 Tubo de Choque de Sod

Neste problema, proposto por Sod [54], é considerada a equagao (2.26) para

x € [0; 1], sujeita as condigoes iniciais dadas por:

| ot z € 10;0,5],
] 10,125;0;0,1]", x € [0,5:1].

lpsu;p]” (7.4)

Nesse problema, foram considerados o tempo final de simulagido (instante de
ocorréncia do choque) t = 0,2 e o espagamento temporal 6t = 0,60z. Duas malhas com
N =50 (dz =0,02) e N =200 (6= = 0,005) células computacionais foram adotadas nas

simulagoes.

As Figuras 35 e 36 mostram as solugoes numéricas para as malhas N = 50 e
N = 200, respectivamente, obtidas com os esquemas CUBICK, MINMOD, PUBICK,
SMART, Superbee e TOPUS, bem como a solucao de referéncia (FOU na malha de 2000
células - dx = 0,0005). Nota-se, por meio dessas figuras, que os esquemas CUBICK,
PUBICK e TOPUS apresentaram uma melhor captura do choque quando comparados aos
demais esquemas. Cabe mencionar também que a convergéncia das solugées numéricas

para a solucao de referéncia nao foi tao adequada para os esquemas SMART e Superbee.

7.3.2 Tubo de Choque de Shu-Osher

Neste tubo de choque, proposto por Shu-Osher [55], é considerada a equagao (2.26)
para x € [—1, 3], suplementada pela condigao inicial expressa por:
3,86:2,63:10,33]",  xe[-1;-08],
o usp]' = . (7.5)
[1+40,2sen(bx);0;1]", z € [-0,8;3].

Para a simulagao deste problema, o tempo final de processamento foi t; = 1, e
o espagamento temporal foi de ¢ = 0,6 6. Duas malhas com N = 200 (dz = 0,02) e
N =300 (6x = 0,0133) células computacionais foram adotadas. A solugao de referéncia

para esse problema foi obtida da mesma forma que no tubo de choque de Sod.

As Figuras 37 e 38 apresentam as solugoes numéricas para as malhas N = 200 e
N = 300, respectivamente, obtidas usando os limitadores de fluxo dos esquemas CUBICK,
MINMOD, PUBICK, SMART, Superbee, TOPUS e FOU (solugao de referéncia). Observa-
se, por meio dessas figuras, que as simulagoes usando os esquemas CUBICK, PUBICK e

TOPUS forneceram resultados em boa concordancia com a solucao de referéncia.

7.3.3 Tubo de Choque de Shu-Osher Modificado

Este problema de Riemann, proposto por Titarev e Toro [56], é uma variagao do

tubo de choque de Shu-Osher [55]. Considera-se a equagao (2.26) para x € [—5; 5], com
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Figura 35 — Solugoes numéricas do tubo de choque de Sod obtidas com diferentes limitadores
de fluxo para a malha N = 50.
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Figura 36 — Solu¢oes numéricas do tubo de choque de Sod obtidas com diferentes limitadores

de fluxo para a malha N = 200.



82

5 —
4.5+
4 =
3.5+
QU 3+
251 Exata (d)
' - CUBICK (0,5;0,75)
...PUBICK (y,1=3/10;/,62=5/6)
2l |esipeitee
<~ MINMOD
1.5+ -~ SMART [l i
‘ -%-TOPUS (e)<—u l
1 | | 1 | | | | :“"'k:?:l.“\
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X
(a)
3.98¢
3.96
3.94
3.92
QU
3.9r
3.88 ¢
3.86
3.84: . ! . . .
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
X
(b)
1.45¢
1.4+
1:35F
QU
1.3+
1.25+
12} —
2.4 2.5 2.6 2.7 2,75 2.8 2.85 2.9
X | X
(d) (e)

Figura 37 — Solugdes numéricas do tubo de choque de Shu-Osher com diferentes limitadores
de fluxo para a malha N = 200.
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Figura 38 — Solu¢des numéricas do tubo de choque de Shu-Osher obtidas com diferentes
limitadores de fluxo para a malha N = 300.
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condicoes iniciais dadas por:

. [1,515695; 0,523346;1,805]", = € [=5;4,5],

lpiupl” = { [1 4 0,1sen(207z);0;1]", z € [4,55). (7.6)

Para a simulacao deste problema, foram empregados os seguintes dados: tempo
final de processamento t = 5; espacamento temporal 6t = 0,0024; e malha computacional
de N = 2500 células (dx = 0,004). A solugao de referéncia foi obtida usando o esquema
FOU em uma malha de 20000 células (dz = 0,0005). A Figura 39 apresenta as solugoes
numéricas obtidas usando diferentes limitadores de fluxo. Com base nessa figura, fica
clara a superioridade dos esquemas CUBICK, PUBICK e TOPUS em relacao aos outros

métodos estudados neste problema.

7.3.4 Tubos de Choque de Toro

Neste tubo de choque, proposto por Toro [31], é considerada a equagdo (2.26) para

x € [0; 1], sujeita a duas condigoes iniciais.

o Caso 1: Neste caso, a condi¢ao inicial é expressa por:

"=

(7.7)

iy {[1;0;1000]T, z € [0;0,5],

[1;0;0,01]", =z €[0,5;1].

Para a simulacao desse caso, foram utilizados o tempo final de processamento
tr = 0,012 (instante do choque), o espacamento temporal 0t = 0,6z, e duas malhas
de N =200 (6x = 0,05) e N =400 (dz = 0,0025) células. A solugao de referéncia
para este problema foi obtida com a simulagdo do esquema FOU em uma malha de
4000 células (0 = 0,00025).

As Figuras 40 e 41 mostram as solugoes de referéncia e as solugdes numéricas
para as malhas N = 200 e N = 300, respectivamente, obtidas nas simulagoes
dos limitadores de fluxo dos esquemas CUBICK, MINMOD, PUBICK, SMART,
Superbee e TOPUS. Nessas figuras, percebe-se que as soluc¢bes obtidas com os
esquemas CUBICK, MINMOD, PUBICK, Superbee e TOPUS sao livres de difusao
numérica. Também nota-se que essas solucoes sao bastante consistentes com a de
referéncia. As solugoes numéricas obtidas usando o esquema SMART apresentaram

oscilagoes numeéricas.

o Caso 2: Neste caso, a condi¢ao inicial é dada por:

[ [ [5,99924;19,5975; 460,894]",  z € [0;0,4],
pribp 5,99242; —6,19633; 46,095]" , z € [0,4;1].
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Figura 39 — Solugoes numéricas do tubo de choque de Shu-Osher modificado obtidas com
diferentes limitadores de fluxo.
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Figura 40 — Caso 1: Solugoes numéricas do tubo de choque de Toro obtidas com diferentes
limitadores de fluxo para a malha N = 200.

Para a simulacao desse caso, foi utilizado o tempo final de processamento t = 0,035.

O espacamento temporal, as malhas empregadas e a solucao de referéncia foram
iguais aos do Caso 1.

As Figuras 42 e 43 apresentam as solugoes de referéncia e as solugdoes numéricas para
as malhas N = 200 e N = 400, respectivamente, obtidas nas simulagoes usando os
limitadores de fluxo dos esquemas CUBICK, MINMOD, PUBICK, SMART, Superbee
e TOPUS. Assim como nos resultados apresentados nas Figuras 40 e 41, o emprego
do esquema SMART resultou em solugées numéricas com oscilagdes, enquanto os

demais esquemas forneceram solugoes em concordancia com a de referéncia.
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Figura 41 — Caso 1: Solugoes numéricas do tubo de choque de Toro obtidas com diferentes
limitadores de fluxo para a malha N = 400.

7.4  Escoamento 2D na Cavidade Quadrada

O problema da cavidade quadrada consiste no confinamento de um fluido em uma
caixa, cuja parede superior se move com velocidade constante ao longo do eixo, gerando um
movimento circular do fluido dentro da caixa [2, 43, 57]. Este escoamento incompressivel é
governado pelas equagoes de Navier-Stokes [58] expressa em (2.30) com ntimero de Froude
dado por F'r = 0.

Esse problema foi simulado numericamente para testar e avaliar os limitadores de
fluxo do esquema TOPUS, dado pela equacao (3.14), e do esquema CUBICK, descrito pela
equagao (4.68). Ambos limitadores de fluxo, foram incorporados no software de codigo
aberto chamado OpenFOAM[50]. Os dados numéricos de Erturk et al. [2] foram usados

como solugoes de referéncia para o problema em consideragao. Em experimentos futuros,
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Figura 42 — Caso 2: Solugoes numéricas do tubo de choque de Toro obtidas com diferentes
limitadores de fluxo para a malha N = 200.

pretende-se também analisar outros limitadores de fluxo propostos neste trabalho, tais
como: PUBICK e FDHPUS.

A geometria deste problema consiste em um dominio 2D, conforme representado
na Figura 44, caracterizado pelo tamanho de d = 1 m e pela velocidade no topo dada por
U,=1m/s.

As simulagoes computacionais sao realizadas usando o OpenFOAM[50]. Os perfis das
componentes de velocidade U = (U,, U,) ao longo do centro do canal sao obtidos através
de simulacoes utilizando esses limitadores de fluxo sob diferentes condig¢oes de malha e
numeros de Reynolds (Re). Um critério de parada baseado no valor do residuo da equagao
governante é usado nas simulagoes para determinar a convergéncia. Em particular, uma

tolerancia de 1 x 10~ foi usada para o caso de Re = 1000, enquanto o valor 1 x 10~*
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Figura 43 — Caso 2: Solugoes numéricas do tubo de choque de Toro obtidas com diferentes
limitadores de fluxo para a malha N = 400.

foi usado para Re = 10000. Resultados numéricos com os esquemas apresentados neste

trabalho sdo comparados com solugdes de referéncia [2].

A Tabela 8 fornece o erro entre a solugdo numérica e os dados de referéncia [2] para
cada componente de velocidade, considerando diferentes tamanhos de malha e niimeros de
Reynolds. Pode-se observar que os resultados obtidos nas simulacoes utilizando o limitador
CUBICK apresentam maior precisdao do que o limitador TOPUS quando comparados
com a solugao de referéncia de [2], mesmo para malhas mais grosseiras (com poucos nés

computacionais).

A Figura 45 apresenta os perfis de velocidade obtidos para diferentes niimeros de
Reynolds (Re) usando uma malha com 128 x 128 células. Os perfis de velocidade resultantes

nas simulacoes de cada esquema sao praticamente os mesmos para Re = 1000. No entanto,
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u

Figura 44 — Representacao do problema da cavidade com dimensao d = 1 m e componente
x da velocidade U, =1 m/s.

Re = 1000 Re = 10000
Componente da velocidade Malha TOPUS CUBICK | TOPUS CUBICK
32 x 32 | 0,19362 0,18709 | 0,44249  0,42827
U, 64 x 64 | 0,07730 0,07484 | 0,27495  0,27099

128 x 128 | 0,03402  0,01412 | 0,12754  0,12644
32 x 32 | 0,17337  0,13792 | 0,43308  0,40241
U, 64 x 64 | 0,04644 0,03552 | 0,25600  0,24510
128 x 128 | 0,01447  0,01412 | 0,09015  0,08523

Tabela 8 — Erro ||E||2 entre as solugdes numéricas e os dados de referéncia [2] para cada
componente de velocidade: U, em x = 0,5 ao longo do eixo y e U, em y = 0,5 ao longo do
eixo .

para Re = 10000, o resultado obtido usando o limitador CUBICK ¢ ligeiramente mais

proximo da solugao de referéncia do que o limitador TOPUS.

Por fim, a Figura 46 mostra as distribui¢oes de velocidade do fluido no instante de
convergéncia da simulacao com uma malha de 128 x 128 células, para o caso Re = 10000.
Como esperado, um conjunto de voértices secundarios nos cantos do dominio pode ser

observado.

7.4.1 Desempenho Computacional

O desempenho computacional do esquema CUBICK proposto foi avaliado para o
problema da cavidade quadrada, uma vez que este é mais exigente computacionalmente
e, portanto, reflete melhor o desempenho dos esquemas. Além disso, a implementacao
numérica utilizou a bem estabelecida plataforma OpenFOAM para CFD. Para avaliar os
tempos de execucgao, as simulagoes foram encerradas quando o residuo atingiu a tolerancia

especificada, conforme descrito anteriormente. A Tabela 9 informa o tempo total de
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Figura 45 — Comparacao entre as solugbes numéricas obtidas usando os limitadores TOPUS
e CUBICK e as solugoes de referéncia [2] em (a) Re = 1000 e (b) Re = 10000 para as
componentes de velocidade U, em x = 0,5 e U, em y = 0,5, respectivamente.

execucao em segundos para TOPUS e CUBICK nos casos de Re = 1000 e Re = 10000. A
partir dos resultados, pode-se observar que o esquema CUBICK foi cerca de 7% e 20% mais

lento que o esquema TOPUS para os casos de Re = 1000 e Re = 10000, respectivamente.

Re Resolucao da Malha | TOPUS CUBICK
1000 32 x 32 7,57 9,35
1000 64 x 64 68,75 90,92
1000 128 x 128 732,06 785,50

10000 32 x 32 8,39 9,73
10000 64 x 64 79,69 97,37
10000 128 x 128 1023,8  1229,06

Tabela 9 — Tempos totais de execugao (em segundos) para a solu¢do numérica do problema
da cavidade usando os esquemas TOPUS e CUBICK.
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U Magnitude
00e+000.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1.0e+00

CUBICK

TOPUS

Figura 46 — Gréfico de contorno da magnitude da velocidade (& esquerda) e linhas de

corrente (a direita) do campo de velocidade para o caso com Re = 10000 utilizando os
esquemas CUBICK e TOPUS.

7.5 Discussao

Na Tabela 10, apresenta-se uma comparagao entre os esquemas upwind desen-
volvidos para diferentes problemas 1D. Nessa tabela, “X” indica o esquema que teve o

desempenho mais adequado no experimento numérico realizado.

Para a equagao de adveccao linear com condicao inicial descontinua, observa-se que
os esquemas TVD sao os mais apropriados. No entanto, ao utilizar uma condi¢ao inicial
suave, o esquema SOBUS, que atende apenas a condicao CBC, seria a alternativa mais

simples e adequada.

Quanto a equacao de convecgao-difusao, os esquemas da familia PUBICK mostraram

um desempenho mais satisfatorio em problemas envolvendo essa equacao.

Para as equagoes de Euler, os elementos das familias CUBICK e PUBICK testados

apresentaram desempenhos praticamente similares. Contudo, um esquema PUBICK
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mostrou-se uma alternativa satisfatoria para o problema do tubo de choque de Shu-Osher

modificado.

Por fim, salienta-se que a taxa de convergéncia obtida ao empregar os esquemas
upwind aqui propostos foi de segunda ordem. Esta ordem nao foi maior do que dois devido
a discretizacao temporal ter sido tratada com um esquema de primeira ordem (método de
Euler explicito) e a derivada segunda no espago foi discretada via esquema numérico de

segunda ordem.



Problemas 1D CUBICK CUBICK | FDHPUS | PUBICK PUBICK SOBUS
(0,25; 0,45) | (0,5; 0,75) | (1,75;0) | (3/10; 5/6) | (0,493; 0,57)
Adveccao Condigao suave (7.1) X
Linear (2.1) Condi¢ao descontinua (7.2) X X X X X
Condicao descontinua (7.3) - TV X
Camada Limite (2.7) X
Convecgao- Burgers Viscosa (2.11) X
Difusao (2.4) Burgers Inviscida (2.18) X X X X X X
Buckley-Leverett (2.23) X X X X
Sod (7.4) X X
Equacoes Shu-Osher (7.5) X X
de Euler Shu-Osher Modificado (7.6) X
(2.26) Toro - caso 1 (7.7) X X
Toro - caso 2 (7.8) X X

Tabela 10 — Comparacao dos esquemas numeéricos para diferentes problemas 1D.

76
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8 Conclusoes

Esta tese apresentou novos esquemas upwind para a aproximacao do termo convec-
tivo das equagoes que surgem no contexto da dindmica dos fluidos computacional. Em
particular, foram apresentados o esquema SOBUS e as familias de esquemas PUBICK,
CUBICK e FDHPUS e EDHPUS (ver apéndice), para a solugdo numérica de leis de

conservacao dependentes do tempo.

O esquema SOBUS ¢é baseado em curvas quadraticas de Bézier utilizando trés
pontos de controle. O esquema atende ao critério BAIR, mas nao atende ao critério TVD.
O tempo computacional do esquema é baixo em comparagao com os demais esquemas

analisados.

A familia de esquemas CUBICK, desenvolvida com a ideia de trabalhar com curvas
cubicas de Bézier, utiliza quatro pontos de controle. O esquema atende aos critérios
estudados: BAIR e TVD. O esquema mostrou um bom desempenho nos testes numéricos
propostos. Vale ressaltar que o esquema CUBICK tem um alto custo computacional
em comparacao com os outros esquemas analisados, devido a estrutura do esquema que

depende de diversos calculos matematicos para expressar o parametro t.

A familia de esquemas PUBICK foi desenvolvida com a ideia de usar curvas
quadraticas de Bézier. No entanto, ao contrario do esquema SOBUS, este esquema é
TVD. O esquema utiliza trés pontos de controle em cada sub-regiao de [0;1]: [0;0,5] e
[0,5;1]. O limitador de fluxo PUBICK esté dentro da regidao TVD de segunda ordem.
O esquema apresentou menores erros no problema de Burgers. Além disso, o esquema
apresenta um menor tempo computacional em comparacdo com os demais esquemas
analisados que atendem aos critérios BAIR e TVD, sendo superado apenas pelo esquema

ADBQUICKEST.

A familia de esquemas FDHPUS, baseada na interpolacao de Hermite, é uma
generalizacdo do esquema HPUS que utiliza dois parametros, 6, e #5. Os esquemas
FDHPUS atendem aos critérios BAIR e TVD, ao contrario do esquema HPUS, que nao
é TVD. Este esquema generaliza varios esquemas polinomiais conhecidos na literatura:
SMARTER, TOPUS, FDPUS-C1 e HPUS.

A familia de esquemas EDHPUS foi desenvolvida com a ideia de generalizar
esquemas polinomiais de grau menor que oito, tais como SMARTER, TOPUS, FDPUS-C1,
SDPUS-C1 e HPUS. Esquemas baseados na interpolagdo de Hermite de grau maior que

oito podem ser criados substituindo n > 8 na equacao (5.1) (ver apéndice).

Os esquemas foram investigados em varios problemas 1D, a saber: advecgao escalar,

camada limite, equagao de Burgers e Buckley-Leverett. A partir dos resultados numéricos
desses problemas, é possivel concluir que os esquemas SOBUS, PUBICK, CUBICK e
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FDHPUS séao estratégias promissoras para lidar com problemas desafiadores que demandam

um tratamento numérico adequado para o termo convectivo de EDPs, especialmente o

esquema PUBICK, que produziu solugoes satisfatorias em comparagao com as solugoes

analiticas e de referéncia, além de apresentar um tempo computacional baixo, atendendo
aos critérios BAIR e TVD.
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https://www.geogebra.org/m/cvneqftp (Limitador de fluxo).

Limitacoes

Esta tese possui algumas limitacoes que merecem ser mencionadas e exploradas em

trabalhos futuros. Em particular, pretende-se investigar um valor 6timo para os parametros

11 e e no esquema PUBICK que melhore as aproximacoes numéricas, uma vez que as
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simulagdes numéricas neste trabalho foram analisadas apenas para os pardmetros j; = 1%,
Mo = % € U = 0,493, Mo = 0,57

Os esquemas CUBICK sao definidos a partir de pardmetros (a,b), cuja escolha
impacta a precisao da solucdo numérica. Pretende-se investigar um procedimento para
obter parametros 6timos ou, ao menos, aqueles mais indicados para a maioria dos casos.
Além disso, pretende-se investigar um possivel dominio no esquema CUBICK para o qual
(a,b) e (¢,d) estejam definidos.

E possivel criar esquemas que utilizem curvas de Bézier com mais de quatro pontos
de controle, mas isso resultaria em uma estrutura maior e seu custo computacional seria

alto.

Apesar do esquema CUBICK ter sido explorado em um problema 2D usando a
plataforma OpenFOAM, ainda é preciso uma investigagdo mais exaustiva dos esquemas

propostos em diferentes de CFD e geometrias.
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A APENDICE A - Esquema EDHPUS

Conforme visto na Se¢ao 5.1, o esquema FDHPUS estd relacionado a alguns
esquemas polinomiais como SMARTER, TOPUS, FDPUS-C1 e HPUS. A relacao pode ser
estendida a outros esquemas polinomiais de grau maior, aumentando o valor de n para 8 na
equagao (5.1). Assim, é apresentada a formulagdo geral de um esquema polinomial upwind
de grau 8 baseado na interpolagdo de Hermite, denominado EDHPUS ( Eighth-Degree
Hermite Polynomial Upwind Scheme).

O esquema EDHPUS é construido considerando n = 8 na equagao (5.1), e éﬁ“ €
{0;0,5;1} onde & = 0,...,8. Assim como na constru¢do do esquema FDHPUS, os
coeficientes h[A(L(,)),..., Ag’“)] sao encontrados usando diferencas divididas de ordem 8,
levando em consideragao as condigoes de Leonard [3]. Os dados sdao apresentados na

Tabela 11, com 6, 0,9, 03, 04 e 05 sendo parametros livres.

Ponto (¢u, ;) em NVD | ¢y | o5 | ¢4(dv) | ¢%4(v)
0(0;0) 0o 0 | 6 0
Q(0,5;0,75) 05| 075 075 | 6,
P(1;1) 1] 1 0, 0

Tabela 11 — Condigoes para construir o esquema EDHPUS no NVD [3], onde 6, 65, 63, 04
e 05 sdo parametros livres.

Da Tabela 11, usando diferencas divididas, obtemos os valores dos coeficientes

h[gzgg)), . ,(/Bg’“)], 0s quais sao mostrados na Tabela 12.

Substituindo os valores obtidos na Tabela 12 na equagao (5.1) para n = 8, obtém-se

a seguinte equagao:

ds(du) = hloy] +Zh b, 0 (bu — By — 0 . (du — B )

— (7260, — 720, + 405 — 320, + 465 — 192)¢5;
+ (—3160; + 2600, — 1805 + 1280, — 1405 + 840) ¢,
+ (55801 — 36202 + 3303 — 2000, + 1965 — 1468)0f, (A.1)
+ (—5016; 4 2436, — 31,505 + 1520, — 12,5605 4+ 1290)¢?,
+ (2346, — 796, 4 16,505 — 5604 + 405 — 579) o3,
+ (—480; + 1005 — 4,505 + 804 — 0,505 + 110) 3,
+ (0,505) 0% + 01y

Define-se entao o esquema EDHPUS em variaveis normalizadas, o qual, fora da



=0 RS0
o' =0 | hoY1=0 | hlgi 61’ =6,
=0 W) =0 | o, of) =0 |MGRaaRI=
o7 =05 | MG = 075 | WO, = 15| Alol) 7, 17) = 3 — 20, |G P 262y 0
0% =05 | WG] =075 | ho, 0] = 0,75 | B[, 08,0 = —1.5 | K[, 00 = —9+ 46, | B[BY,. .., dL)] = 166, + 265 — 30
b5 =05 | WG] =075 | ho, 65 = 0,75 | W[y, o), o)) = % hoG,. . 88 =04+ 3 hoy, ... 85 = 20, — 86, + 24
¢§§"> =1 | M =1 | Klopop' =05 | hlo, o o) = —05 |G, o0 =10 | RS, ..., o) = —20, — 4
301 [P =1 | WA =60 | haP 00 A0 = 20— 1 | WA, OD = a0—1 | WD, o) = 80, + 20,
oy =1 | hldg1=1 | hop ¢ =6 | hloy .o o0 =% B, 00)) = 05 — 405 +2 | BGL ... 6] = 205 — 1662 + 6
RO, 9 =46, — 486,
—405 + 108
hoW, . o) =860, — 46, | KoY, ..., 0] = —86, + 5661
—28 +40; — 136
L) =80, +460, | W[, ..., 80] = 86 + 86, D) = 86 + 1604 — 646,
+4 —860, + 32 —4605 + 168
O] = 465 — 486, | h[BY, ..., ¢ = 405 — 566, @) = 465 — 646, — 166, | BB, ..., 0P| = 465 — 7260, — 326,
—40, + 12 —804 +8 +86; — 24 7201 + 463 — 192

A

Tabela 12 — Calculo de h[¢y; (0) NN ng,(Jk )] usando diferencas divididas com dados da Tabela 11.

66
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regiao NVD, coincide com o esquema FOU, da seguinte forma:

(720, — 720, + 405 — 320, + 405 — 192)¢%
+(—3160; + 2600, — 1805 + 12860, — 1405 + 840) 7,
+(5580; — 3620 + 3305 — 2000, + 1905 — 1468) ¢,
+(—5010; + 2436, — 31,505 4 1520, — 12,505 + 1290)¢?,
+(2346; — 7905 + 16,505 — 560, + 465 — 579) ¢ (A.2)
+(—486, + 100, — 4,505 + 80, — 0,505 + 110)¢%,
+(0,503) 6% + 610v v € [0; 1],

ou, ou ¢ 0;1].

Aplicando a definicdo de NV (ver equacao (3.1)) na equacao (A.2), o esquema

EDHPUS em variaveis nao normalizadas é escrito da seguinte forma

or =

¢U7

r+ (6 — 6r) (7201 — 720, + 465 — 320, + 405 — 192)¢;

+(—3160; + 2600, — 1805 + 1280, — 1405 + 840) 7,

(=
(

+(5580; — 362605 + 3365 — 2000, + 19605 — 1468)(b6
(=5016; + 24365 — 31,5605 + 1526, — 12,505 + 1290)47,
(2346, — 7905 + 16,505 — 560, + 405 — 579)d (A.3)
(480 + 1005 — 4,505 + 860, — 0,505 + 110)d%,
+(0,505) 0% + 91$U] ; ov € [0; 1],
du ¢ [0;1].

O limitador de fluxo correspondente ao esquema EDHPUS ¢ obtido através das
equagoes (3.8), (3.10) e (A.2), entdo temos:

a7 12(1 = 02)r7 + (—1405 + 05 + 14)r°
+(—200; + 540, — 03 + 1604 — 305 + T8)r°
+(586; — 580, + 305 — 320, + 305 — 128)

(
(

+1401+03—14)T +2(91—1)}, TZO,

0, r<Qo.

Com o esquema EDHPUS, encontram-se rela¢cbes com mais esquemas polinomiais

upwind conhecidos da literatura, que neste caso dependerao dos valores 61, 65, 03, 04 € 05.

As relagoes destes esquemas com o EDHPUS e os valores de 6 sao mostrados na Tabela 13.

Note que: a € [—2;2] é o pardmetro livre no esquema TOPUS, ~ € [4;12] é o pardmetro
livre do esquema SDPUS-C1 e A € [16; 95] o parametro livre do esquema EPUS.
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Esquemas polinomiais 01 0, 05 04 05
SMARTER [17] 2,5 0,5 -5 -2 1
TOPUS [5] —otll | at2 a—5 —a—2 2a+1
FDPUS-C1 [18] 1 12 -4 4
SDPUS-C1 [19] 1 1 2y T+ 7 —8 42y
EPUS 20] 1 1 0 %)\ -9 0

HPUS [16] 2 0 2 -2 -6
FDHPUS —1260, — 205+ 26 | 6, — 0y — 4 | 260, + 1260, — 10

Tabela 13 — Esquemas polinomiais upwind que podem ser derivados do esquema EDHPUS
(equacao (A.2)) escolhendo os parametros 61,05, 03, 0, e 0.

A Figura 47 mostra os esquemas polinomiais SDPUS-C1 (y = 12), EPUS (A = 16),
HPUS, TOPUS (a = 2), FDPUS-C1, SMARTER, FDHPUS (0 = 1,5; 6, = 0) e EDHPUS

(01 = 1,75; 6, = 0,25; 03 = 3; 0, = —1; 05 = 8) em varidveis normalizadas.

[ regiao TVD
[ regido BAIR
—— SDPUS-CI1 (v =12)
EPUS (A = 16)
—— HPUS
—— TOPUS (@ =2)
FDPUS-C1
—— SMARTER
—— FDHPUS (61 = 1,5; 6, = 0)
—— EDHPUS (01 = 1,75; 6> = 0,25;
03 =3; 04 = —1; 6, = 8)

du

0 0.5 1

Figura 47 — Esquemas polinomiais upwind que podem ser derivados do esquema EDHPUS.

A Figura 48 mostra o limitador de fluxo para os esquemas polinomiais SDPUS-C1
(v = 12), EPUS (A = 16), HPUS, TOPUS («a = 2), FDPUS-C1, SMARTER, FDHPUS
(0 =1,5; 0, =0) e EDHPUS (0; = 1,75; 05 = 0,25; 63 = 3; 0, = —1; 05 = 8).
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P =2r Y=r

[ regiao TVD de 2.2 ordem

—— SDPUS-CI (v =12)

—— EPUS (A = 16)

—— HPUS

—— TOPUS (¢ =2)
FDPUS-C1

—— SMARTER

—— FDHPUS (61 = 1,5; 6, = 0)

—— EDHPUS (61 = 1,75; 6> = 0,25;
03 =3; 0, =—1; 6, =8)

0 1 2 3

Figura 48 — Limitador de fluxo de esquemas polinomiais upwind derivados do esquema
EDHPUS.
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