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Resumo

O principal objetivo do trabalho é estudar os Espacos de Mdds Configuracbes de
Desargues, e este estudo é baseado no amOTZER; LANGE, 2002). Uma configuracdo de
10 pontos e 10 retas, chamada uma configuracgoliiidas do classico teorema de Desargues,
€ chamada uma configuracéao de Desargues. Muitos espacosidi, sendo todos, sao obtidos
algebricamente através das variedades algébricas desgt®magpor isso estudamos um pouco
de Teoria Geométrica dos Invariantes, acoes de gruposriigelem variedades algébricas e
mostramos que existe o quociente categorico de uma vagedgébricaX por um grupo finito
G e quando ele é o espaco e moduli grosso. Além disso mostrameogugando a variedade
algebrica é afim (resp. quase projetiva) o quociente categéruma variedade algébrica afim
(resp. quase projetiva). Finalmente, provamos que o guieciategorictMp, M) de P2 pelo
grupo finito S5 é o espaco de moduli grosso para as configuracées de Desargues
Palavras chaves: Espacos de Moduli. Configuracfes de Mesa@uocientes Categoricos.



Abstract

The main aim of this work is to study the moduli space of Desasgconfigurations and it
was based in{/RITZER; LANGE, 2002). A configurations of 10 points and 10 line of the classi
Desargues Theorem is called a Desargues configuration. khaali spaces, if not all, are
obtained algebraically through the quotient of algebraideties. So we have studied a little
about Geometric Invariant Theory and actions of algebrenajg on varieties. We have showed
that there exist the categorical quotient of a algebraietaX by a finite algebraic grou
and that it is a coarse moduli space. Moreover, we have shdwedf X is a affine (resp.
quasi-projective) the categorical quotient is an affinsgrequasi-projective) variety Finally,
we proved that the categorical quotigMp, 1) of the P® by the algebraic group finitgs is the
moduli space coarse for the Desargues configurations.

Keywords: Moduli space. Desargues configurations. Caiegjajuotients.
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1 Introducéo

Espacos de Moduli estdo em conexdo com o0s problemas defickxgg® em geometria
algébrica. Os ingredientes basicos de um problema defatagdio sdo uma colecéo de objetos
A4 e uma relacdo de equivaléneiasobre4. O problema é descrever o conjunto de classes de
equivaléncias1/ ~.

Quase sempre existe uma nocéao de "familias continuas" dslgje4, e gostariamos de
colocar em4/ ~ uma estrutura algébrica e geométrica que reflita este fate.éo objetivo da
teoria de moduli.

Os ingredientes basicos parpmblema de modub&o uma colecdo de objetds uma re-
lac&o de equivaléncia sohfee o conceito de familia e/ ~. Espagos de moduli constituem
resposta para o problema de moduli.

Quem faz geometria algébrica sabe que existem varias hegsgpara essencialmente dizer
amesma coisa. Muitos autores, COIEKIFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1994), usam a linguagem
de esquemas para descrever a teoria de moduli. Neste wadl@thos uma ideia da teoria
de moduli usando a linguagem de variedade algébrica apaetseam EWSTEAD, 1978) e
(ESTEVES 1997).

O objetivo principal deste trabalho é estudar os EspacosattulMdas configuracdes de
Desargues. Uma configuracdo de Desargues é formada poa3@red pontos obtidos do clés-
sico teorema de Desargues no plano projetivo complexo, iquesé dois triangulo$\1B1Cq,
AoB,C, estdo em perspectiva a partir de um poxi@ntao os trés pares de lados corresponden-
tes dos triangulos se intersectam em trés pontos colineResprocamente, se os lados dos
dois triangulos se intersectam em trés pontos colinean&) es triangulos estdo em perspec-
tiva. (TODD, 1952).

No Capitulo 2 apresentamos definicbes de variedades algébricas commesppoldgi-
cos, fibrados vetoriais e resultados importantes que ssgiina no trabalho todo.

Como muitos espacos de moduli, sendo todos, sdo obtiddsiakly@ente através de varie-
dades de quocientes, estudamos um pouco de teoria inegpi@ra encontrar essas variedades.
No Capitulo 3 falaremos um pouco dessa teoria, focando em agdes de griggbsieos em
uma variedade algébrica e na construcao do quociente catedé uma variedade algébrixa
afim (quase projetiva ) por um grupo algébrico fifBmue age enX e mostramos que este é
uma variedade algébrica afim (quase projetiva).



No Capitulo 4 estudamos a teoria de moduli, definimos o espac¢o de modué finespaco
de moduli grosso com a linguagem de categoria e expomosdestagdes com alguns resul-
tados sem a linguagem de categoria. Além disso, demonsrama importante proposi¢éo
usada para encontrar os espac¢os de moduli por meio de qiescoaegoricos.

E finalmente, ndCapitulo 5 apresentamos uma demonstracao do Teorema de Desargues e
construimos os espacos de moduli das configuracdes de Desaitjizando cCapitulo 4 .
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2 Fibrados Vetoriais

Neste capitulo apresentaremos definicdes de variedaddsiallgs como espacos topologi-
cos, fibrados vetoriais e resultados importantes que segiioe no trabalho todo. Além disso,
usaremos sempre que o colpé algebricamente fechadd®8 = P"(k) = k"1/ ~ .

2.1 Variedades Algébricas

Definigdo 2.1.Um subconjuntd/ C A" é dito localmente fechado $&=ZNU comZ C A"
fechado &J C A" aberto.

Definicdo 2.2.SeX C A" é localmente fechado, uma funcfio X — k é dita regular se para
todox € X, existem polindbmio® e Q emn variaveis tais que(x) #0ef = % numa vizinhanca
dex.

Observacéo 2.1.0 conjunto formado por todas as fung¢des regulares<eiormam um anel,
que denotamos pa&(X).

Definicdo 2.3.SejamU C A" eV C A™ subconjuntos localmente fechados. Um morfismo de
U emV é uma fungéa : U — V, dada pop = (¢1,---,9m), tal qued; é regular en, para
todoi=1,---,m.

Definicdo 2.4.SejamU C A" C eV C A™ subconjuntos localmente fechados. Um morfismo
¢ :U — V é um isomorfismo sé é uma funcéo bijetiva ¢~ é um morfismo.

Definicdo 2.5.Um homeomorfismdn : X — Y, de um espago topologicd sobre um espago
topoldgicoY, é uma aplicagdo continua e biunivocaXdsobreY, cuja inversah™!:Y — X
também é continua.

Definicdo 2.6.SejaV um espaco topolégico. Um par ordenadlh ¢) ondeU C V é aberto
e@:U — X é um homeomorfismo coid C A" é um conjunto localmente fechado é dito um
sistema de coordenadas. Um atlas algébrico Sdlé&rema colecdo de sistemas de coordenadas
(Ui, @) que satisfaz as seguintes propriedades:

S
Al) V=]V
i=1

A2) gjo@ @ (UinU;) — @;(UiNUj) é um isomorfismo.
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Definicdo 2.7.Uma variedade algébrica € um espaco topoloyicounido de um atlas algé-

brico.

Exemplo 2.1.

a)

b)

d)

f)

9)

Considere\" com a topologia de Zariski. Um atlas solbk& é (A",1d), logo A" é uma
variedade algébrica.

SejaF um conjunto fechado afim, isto €&,
F=V(P,....,P)={(a,...,an) € A";R(ay,...,an) =0V 1<i <r},

ondePy,...,Py € K[Xo, ..., X,| s@o polindmios. Com a topologia de Zariski induzida de
A", F é um espaco topoldgico e um atlas algébrico sébee(F,1d), entdoF é uma
variedade algébrica.

SeU é um conjunto aberto afim, istod,C A" é o complementar de um fechado afim.
Com a topologia de Zariski induzida @€', U é um espaco topolégico e uma atlas algé-
brico sobrdJ é (U,1d), entddJ é uma variedade algébrica.

SeV C A" é um subconjunto localmente fechado, enM&e ZNU ondeZ C A" é fechado
eU C A" é aberto, enta¥ é espaco topoldgico com a topologia induzidaAdee um
atlas sobré&/ é dado pafZNA,1d), logoV e uma variedade algébrica.

Consideremos o espaco projetibcom a topologia de Zariski. Entdo

U ={(X0:...: %) € P";x # 0} € um conjunto aberto dé". Além disso a funcéo
@ : Ui — A" dada por@(xo : ... : X)) = (%,...,1,...,%) € homeomorfismo. Assim

(@,U;) parai = {0,1,...n} é um atlas sobrB" e portantd®” é uma variedade algébrica.

SeV é um conjunto fechado projetivo, isto €,
V=V(F,....,R)={acPFK@=0v1<i<lI},

ondeF,...R € k[Xo,...,X,]. Observe que V € um espago topoldgico com a topologia
n n n

de Zariski induzida d@". ComoP" = [ JU;, eV = (| JUi)nV = [ J(UiNV), um atlas
i=0 i=0 i=0
sobreV é dado porU; NV, @|unv), onde@ séo as fungBes definidas no exem(@n

LogoV é uma variedade algébrica.
SejaVv C P" uma variedade quase projetiva, istd/é= F NA, ondeF é um fechado de
P" e A é um aberto d@". V é um espaco topoldgico com a topologia de Zariski induzida
n
deP". ComoP" = JU;, e
i=0
n

n
V=FNAN{JUi=JUNFNA),
i=0 i=0
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entdo um atlas sobxeé dado pof@|u.~unr,UiNF NA), ondep séo as fungbes definidas
no exemplage). EntdoV é uma variedade algébrica.

Definicdo 2.8.Um morfismo entre variedades algébrisag W € uma funcaa : V — W tal
que sgVi,@) é um atlas env e (Wj, ;) € um atlas eriV, entéo

Wiodoq T @(dHW) NV)) — (W)

€ um morfismo entre conjuntos localmente fechados.

2.2 Fibrados vetoriais

Definicdo 2.9.SejaV uma variedade algébrica. Um fibrado vetofiatle poston sobreV é
uma variedad&, munida de um morfismp : E — V, satisfazendo as condi¢gbes

FV1) Existe uma cobertura abed;}ic| deV;

FV2) Para cadac |, existe um isomorfismay; : Uj x A" — p~1(U;), tal quep(yi(x,V)) = X
para todov € A"ex e Uj;

FV3) Paratodo pa(i, j) €| x 1, sex e U;NUj, entaap;(x,v) = Pj (X, A j(X)v) para todos € A",
ondeA; j(x) € uma matriz x n.

Observacéo 2.2.SeE é um fibrado vetorial de postosobreX, entdo para todee V, a funcéo
Pi(x) : A" — p~1(x) definida pony; (x)(v) := i (x, V) € uma bijecao.

De fato, sey € p~1(x) entdoy = i (a,b) com(a,b) € U; x A". Comop(y) = xe p(Pi(a, b)) = a,

segue que = a. Logoy;(x) é sobrejetiva.

Ainjetividade segue diretamente do fatolgeser injetiva. Denotarema@s= ; (X, b) = y;(x)(b).
Além disso, a fungaa; (x) define uma estrutura de espaco vetorialgm(x) sobrek. De fato,
y1,¥2 € p~1(X) entdoy; = Yi(X)(z1) eyz = i(X)(z). Definimos

yi+y2 = UiX)(z+2)
Ay1 = i(x)(Az),  ondeA €k

Observacao 2.3.Nas hipoteses da observagéo anterior, temos ainda que senUj, entéo
(Wj(x)) o (Wi(x)) é uma transformagao linear. De fato, para cada\", temos

(Wi () o (Wi())(2) = (W () (Wi(x,2).

Comoui(x,2) € p~1(x) = Wj(x)(A"), segue quei(x,z) = Yj(x,z) para algunz; € A" e por-
tantoys; *o (X, 2) = (x,z1). Por outro ladap; * o Yi(x, 2) = (x, A} (X)2), ou sejaA j(X)z = z.
Além disso, como

(W (0) M Wi(x)(2) = (W; (0) (W (0 (z)) =2,
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entdo(W;(x))"1(Wi(x)(2)) = A j(X)z. Donde segue a afirmagao.
Definicdo 2.10.Sen = 1, entdcE é dito fibrado em linha.

Exemplo 2.2. Fibrado vetorial trivial de postn.

SejamV variedade algébricaE =V x A" e p: E — V projecdo na primeira coordenada.
Observe qué& é uma variedade, pois o produto de variedades algébricas @anedade algé-
brica ep: E — V é um morfismo, pois a proje¢do € um morfismo. Sejad;) o sistema de
coordenadas d¢ satisfazendo as propriedadddl) e (A2) da definicdo 2.6. Entéo

[
FV1) V =[JU..

FV2) Observe que 1(U;) = U; x A", e definay; : Uj x A" — p~1(U;) por gji(x,a) = (x,a),
ou sejapy; = Id e portantal; € um isomorfismo, e além disg® Y;(x, z) = p(X,z) = X.

FV3) A fungéquj_lqui C(UinUj) x A" — (UinUj) x A" é tanJj‘lqui (X,2) = (X,2), isto &,
Aij(x) =1d.

Exemplo 2.3. Sejamm: A1 — {0} — P" tal quet(Xp,..., %)) = (Xo: ... Xn) €
E={(xVv)eP"x A™Lve mi(x)U{0}}.

Observe quert € um morfismo.E é uma variedade algébrica, com a topologia induzida de
n

P" x A™L. De fato, seUj = {(Xo : ...Xn) € P";x # O}, entdoP" x A™ = J(Uj x A™1).
i—0
Considere a aplicaca : U; x A™1 — A" x A" dada poni (x,y) = (@ (x),y), onde

@(X0: - Xn) = (X0,.--,_ L ,...,%) . Portanto(U; x A" W;)i_g1._n € um sistema de coor-
i
denadas erfi" x A1,
n

ComoE = U EN(U; x A™1) e cadeE N (U; x A™1) é aberto en, para verificarmos que

i=0
E é um fibrado vetorial sobf" devemos inicialmente mostrar que
(EN (Ui x A™h) Wilgn < anv1)) € um atlas ene.

Al) Observe queti = Wi|gqu,xant) : EN (Ui x AT — @i (EN (Ui x A™1)) € homeomor-
fismo. Precisamos mostrar qgE N (U; x A™1)) € A2 é localmente fechado ( aqui
estamos identificanda” x A" comA2™1). Observe que

EN(Ui x A" = {(x,y) e Uy x ALy e mi(x)u{0}} =
={(Xo:..-:1:...:%),(AX0,.. ., A,...,AXn) s A € k—{0}}



e quei(EN (Ui x A™1)) = {(Xo,...,1,....%), (AX0,..., A,...,A\%); A € k— {0} }.

definimos para cadac {0,1,...,n} os polindbmios
Ri=(X1,.... % Yo,....Ya) =YiX; —Y;, j=0,...,nei #j,
entdoz(Py,...Pn) = Wi (EN(Uj x A™1) =: 7. De fato,
Pi((X0,. > 1, %), (AX0, .. )\, .., Xn)) = AXj — AXj = 0.

Além disso, sé(xo, ..., 1,.. - %n), (Yo,---,¥n)) € Zi cOmoy;xj =Yj, segue que

(X0~ 1y %), (Y0, - ¥n)) = (X0 -, Ay o Xn)s (ViX0s - -3 Vi -5 YiXn))-
Portanto segue a igualdadg)gE N (U; x A™1)) € A>1 ¢ fechado.

A2) Afuncao
ajoa; Lo (EN(UinUj) x A™) — aj(EN(UinUj) x A"

é dada por

ajoa; = Wilenu;xamr) OllJi_1|Em(uixAn+l) = OllJi_1|Eﬂ((UmUj)xA”+1)7

o qual € um isomorfismo.

14

Se

Vamos mostrar quég, p: E — P") é um fibrado em linha, onde: E — P" é a projecéo na

primeira coordenada. Observe quet(U;) = EN (Uj x A™1). Além disso, temos que

n
FV1) P" = JUi.
i=0
FV2) Para cadac {0,1,...n} defina a fungéo
Bi:UyxA — p_l(Ui) =EnN(U; x An+1)
((Xo:.o.iLlioiXn),A) — (X0 -+ %n), (AX0, ..o, Ay oy AXn) ).

(@) Bi é injetiva.

De fato, se3i((Xo:...:1:...:%n),A) =Bi(Yo:...:1:...:Xy), ) entdo

—~ =

LogoA=pex =y, Vi=1,...n

(b) Bi € sobrejetiva.
Se((Xo: ... %), (Yo,---,¥n)) € EN(Uj x A1), entdox # 0 e
(Yo,---,Yn) = (AXg,...,AXn) para algum\ € k— {0}. Logo

((X0:--- %), (Yo,---,¥Yn)) = Bi((X0: ... X%),A) com((Xo:...:X%n),A) €Uj x A.

M0, -5 M- -5 HYh)-
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(c) Observe qu@; € morfismo e tu(l :p~(Ui) — Ui x A, dada por

B (X0 %), (Yo, - ¥n)) = ((XO:---:xn%(%)),

é também um morfismo.

FV3) BfloBi F(UinUj) x A — (UiNUj) x A

A
X;

:[3].1<<&:...:1:...:E),(A&,...,)\,...,)\—',...,)\E)
Xi Xi Xi Xi Xi
:Bfl E ﬁ 1 E )\XOXJ XiX; )\ﬁ )\anj —
J 5 P e M M e
=Bt T e R AXj (%o X ST
] i e e S kb

:<E:...:ﬁ:...:1:...:ﬁ)\ﬁ):((E:...:ﬁ:...:lz...ﬁ) )\ﬁ)
Xj Xj Xj" X Xi Xi Xi ) X

AssimB; o Bi(x,A) = (X,)\%> e portantoAy j (x) = 3/

PortantoE € um fibrado de linha. Este fibrado é denotado@er—1).

Definicdo 2.11.Sejamp; : E; — X e p2 : E; — X fibrados vetoriais. Um homomorfismo He
parakE; € um morfismo de variedades algébribag; — E; tal que:

a) p2oh=py;

b) paratodo e X, h|g, : Eix — Exx € uma aplicagéo linear.

Um isomorfismo de fibrados vetoriais € um homomorfismo de didwsavetoriais tal qué &
isomorfismo.

Definicdo 2.12.Uma secacs de um fibrado vetoriaE € um morfismos: X — E tal que
PposS= idx.

Proposicdo 2.1.A cole¢dd (X, E) de todas as secdes de E é um espaco vetorial sobre k.

Demonstracdo.SejamU; os abertos d&X tais queX = UUi e asy; sado as funcdes que sa-
i=1
tisfazem as propriedad@d/1) e FV2) da Definicdo 2.9 . Sec I'(X,E), comop(s) = idx,

segue quépos)|y, = idy,. Sex € U;, entdop(s(x)) = x € U; es(x) € p~1(x) € p~1(U;). Tome
s1, S € M(X,E) e suponha que € X. Comos;(x) € p~1(x), segue quey(x) = Wi(a,b) para
algum (a,b) € Uj x A" e x = p(s1(x)) = p(Wi(a,b)) = a. Da mesma formas,(x) € p~1(x)
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implica s2(x) = (&, b’) para algum(@,b’) € U; x A" e portantox =a. Logoa=4a. As-

sim si(x) = Yi(x,b) = Yi(x)(b) € s2(x) = Yi(x,b') = Yi(x)(b), como Yi(x)(b) € p~(x) e
Wi (x)(b') € p~1(x), temos que

s1(%) +S2(x) = Wi () () + Wi () () = Wi (x) (b+b) = Wi (x, b+ b).
Portanto definimos a fungds; + s) |y, emU; por
(s1+%2)|ui (%) = wi(x,b+1b),
ondey;(x,b) = s1(x) e P(x,b') = sp(x). De fato, sejax € Ui NU; entéo
s1(X) +52(x) = Wi (x, b+ 1)

ondei(x,b) = s1(x) e i (x,b') = $2(x), es1(x) +%2(x) = j(x,c+), ondew;(x,¢) = s1(x)
e Pj(x,c) = s(x). Comoyi(x,b) = Pj(x,c), temos quapjlo Wi(x,b) = (x,c), e portanto
(X, Ai j(X)b) = (x,c) . LogoA j(x)b = c. De forma analoga mostra-se og (X)b' = ¢/, assim

Lo i (x,b+b) = (X AL (X)(b+ b)) = (A ()b + A ()B) = (x,c+¢),
ou sejapi(x,b+b’) = Pj(x,c+c’). Portanto podemos defirsf +s, : X — E por
S1(X) +s2(X) = (s1+%2)|u; (X) se xe U;.

Afirmamos ques; + s € morfismo. De fato, sejarfE;, o) o sistema de coordenadas Hes
(Vi, @) o sistema de coordenadasXleUsando os sistemas de coordenadas acima obtemos que
s1+ S € dada por

aio (SL+%2)[u 0@ H(2) = aio (St +%2)[u; (X) = 0 (i (%, b(x) +¢(x))) = aioio (Id,b-+c)(X),

para cada € @(ViN (s1+ %) Yy, (p~1(Ui) NEj)). Como@ e a; sdo isomorfismos, basta

mostrarmos que as funcde® c sdo morfismos. Para isso observemos que a funcéo
aiosio@ taVin(sgHPHU)NE)) — F

€ morfismo e ja quajos; o q{l = ajo;o(ld,b), seque quéld,b) é morfismo e portantb é
morfismo. De mesma forma mostra-se géemorfismo. Observe ainda qpe (s; +$p) = idx,
ou sejasi+S € MN(X,E).

Sejasc I'(X,E) e A € K, definaAsy, : Ui — p~1(U;) por (As)(x) = yi(x,Ab) no qual b
satisfaz;(x)(b) = s(x). De modo analogo ao que foi feito pagat- Sp, verifica-se quas esta
bem definida e € um morfismo. Além disso, cope(As)(X) = po Wi(X,Ab) = x, temos que
Ase T(X,E). O

Lema 2.2(Colagem) Sejam', ..., V, variedades algébricas. Para cadaparj), 1 <i,j <n,
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sejam U CV;, Uj =V, abertos egj : Ujj — Uji um isomorfismo. Suponha que:

Cl) @ =q;'eqi=id.

C2) (condigdo do co-ciclo). Para todojik € {1,...,n} distintos vale que
() @ (Uij OUik) = Uji ﬂUjk.

(b) (ﬂk|UijﬂUik = (pjk|Uji NUjk o (nj |UijﬂUik-
Entéo existe uma variedade V e morfismppsV; — V tais que:

(@) Wi é um isomorfismo sobre um aberto de V;
(b) V=Ui Wi(M);

(© Wi(Uij) = wi(M) N (Vj);

(@) Wily; = Wjlu; o @j-

Demonstracao.SejaW a unido disjunta dog’s. Dadosa,b € W, coma 'V, eb € Vj, dizemos
queabemW se, e somente sac Ujj, b Uji eb= @j(a). Afirmamos que~ € uma relagéo
de equivaléncia. De fato, sejaarb,c € W:

1. Dadoa € W, existe umi tal quea € V;. ComoU; =V, ea=id(a) = @j(a), segue que
a-a

2. Seab,acV;ebeVj, entdoac Ujj, be Uji eb=@j(a). Comog; (b) = gji(@j(a)) =
Id(a) = a, entdob — a.

3. Seavb,acVebeVj, entdoac Ujj, bcUj eb=@j(a). Alémdisso, sd- ¢, ceV,
entdob € Uj, ce Ujj ec= @y (b). Logob € UjiNUj ec= @;(@j(a)) = @ (a) por
C2(b). Resta mostrarmos ques U;; e a € Uj. Comoc = @; (b) eb € Uj NUj, entéo,
porC2(a), ¢ (UjiNUj ) = U;jNUj; ece UjjNUj. Alem disso, coma = @ (a) segue
queq;(c) = a, ou sejaa € @; (UjjNU;;) = Uy NU;; C U;. Portantoa - c.

SejaV =W/ «, definap : W — V tal quey(a) = a. Dizemos qué) CV é aberto, se e somente
se,U~1(U) é aberto enw, isto €,¢"1(U) NV, € aberto enV; para todd. AssimV um espago
topoloégico. Para cadaconsidere o atlas algébri¢@Vj,ajj); deV;, ondeajj : Wj — Fj € um
homeomorfismo &; é um conjunto localmente fechado. Séja= {a ; ac W;} e considere
a funcéo

oij - W — Ky

a — qj(a).

Observe que a fungédo € bem definida, pois na classe de um éebed®3Af; existe um Unico
elemento d&\Vij. Afirmamos quep;; € um homeomorfismo. De fato, BeC Fj € um aberto,
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comoy (¢ (U)) = o1 (U) NWj,entéod;; *(U) é aberto. Além disso, coms = UW e
bij sdo injetivas, entadij o ¢; = ajj oo e portantoV é uma variedade algébrica. Defina
Wi = Wly, : i =V Observe queij o g, oaﬁl = 0 oai—jl = id|wy;, logo ij oy, oai_jl é um
morfismo e, € um morfismo. Assim obtemos

(&) Wi € isomorfismo sobre um abertode
(b) segue de (a)

(c) provemos quesi (Vi) N;(Vj) = Wi(Ujj);
Sey € (M) NY;(Vj), entdoy = Yj(a) =aey=Yj(b) = b, ondeac Vi ebeV;. Da
igualdadea = b, segue quea < U;j; e portanta; (Vi) NP;j(Vj) C yi(Uij). Por outro lado,
sejay = Wi (x), x € Ujj € Vi. Como@j(x) € Uji CVj ey=wi(x) =X=@;(X) = Wj(@; (X)),
segue a desigualdade contraria.

(d) qu‘Uji = l‘IJj|Uij °@j.
De fato, sea € Ujj entdoy(a) = a, @j(a) € Uji, eY(@j(a)) = @j(a) =a=q(a).

Exemplo 2.4.SejamV; = D(x) x Al parai = 0,...,n eUj; = D(xxj) x AL, onde

D(x)) =P"\ Z(x) e D(xixj) = P"\ Z(xXj). ComoVp,...,V, séo produtos de variedades al-
gébricas, segue que eles séo variedades algébricas. Barpaté, j),0 <i,j <n, a funcéo
@;j : Uij — Uj; definida por

X X X; X
@ S AU AL I [P B I R IR L) I
X X ~ X Xj X N Xj
posicaoi N POSICAO]

posicéoi

€ um isomorfismo.
Verifiqguemos que as variedades algébri¢as. .V, e os morfismosy; definidas satisfazem as
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condicOes do Lema da Colagem. Para ver a Condiddsuponha que< j. Entao

X . . X . Xn
®ji o @ — ... 1 — . ,)\ =
Xi ~ Xi Xi
posicéoi —~—
posicéoj
X X
= @ji E:. — 1 ... 2 Al =
X X RIVEE X
~— posigao]
posicéoi
X.
= & 1 . 2 NUREALE BN
Xi ~ Xi Xi
posicéoi ~—
posicéoj

Logo @ji o @j = Idy;;. Analogamentes; o @ = Idy; e portantag; = (pj‘il.
Observe agora que,
@j (Uij NUik) = D(XiXjXk) < Al = Uji NUjk.

Além disso, s& € Ujj NUjk entéo

X, . . X
(p]k}ujlmulko(ﬂj }UijﬂUik (X| S eee 1 e Z

posicéoi

X0 Xn
= (i —...0 1 =1 A =
(‘p]k’UjiﬂUjk (X] ~— Xj )
posicéoj
1 —|.A| =

posicaok

_ X . . .
_(ﬂk’Uiijik ; 1~— A
posic&oi

| &
X

Portanto as condicdga) e (b) deC2 séo satisfeitas.

SejaV a variedade algébrica dada pelo Lema da Colagem. Afirmanme¢ gum fibrado
em linha sobré?". De fato, sejamp; os morfismos dados pela colagem ds, isto &, Y
satisfazem as propriedad@sii ), iii ) eiv) do Lema da Colagem. Para cadeonsidere a fun-
g&opi : i (Vi) — D(x) definida porpi (i (x A)) = x. Sey € (Vi) NW;(V}) = Gi(Uyj), entéo
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y=Wi((:...11 i) e

X
Pi | Wi E:...: 1 :...:ﬁ A = E:...: 1 2 =
X ~ X X ~ X
posicaoi posicaoi
X0 Xn X0 Xn
=|—:...: 1 ...:— | =p il = 1 ...:—=1.,A].
posicaoj posicaoj

Portantopi(y) = pj(y) € podemos definir uma fung@oV — P" por p|y, ;) := pi. Observemos
agora que sao validas as propriedades de fibrados vetoriais.

FV1) P" = LnJD(xi)
i=0

FV2) g :D(X) x A — pi_l(D(xi)) é um isomorfismo tal qup; (Wi (x,t)) = x.

FV3) W towi(xA) = (% ALj(0M).

Para a condi¢ébV 3, considerg(xo: ... : Xn),A) € Ujj entéo

quflqui((xo:...:xn),A)ZQJ;lqujo(gj (();0 \1/ ))((:') ,)\) =

:qu—lquj ((Eﬁ) ,)\) =((Xo:...1%n),A\) €A j(x) =1

X ' X
Exemplo 2.5. Os fibradosOpn(d) de Serre.

SejamVi = D(x) x Al parai =0,...,neUjj = D(xx;) x A, onde
D(xi) =P"\ Z(x) e D(xixj) = P"\ Z(xxj). ComoVy,...,V, sdo produtos de variedades algé-
bricas, segue que eles séo variedades algébricasd Bixe@ Para cada pdr, j),0<i,j<n,e
considere o isomorfismg; : Ujj — Uji definido por

\d
@j((X0:... %n),t) = <(X0:"':Xn)’<xﬁi) t)

um isomorfismo. Vamos ver que @g’s define um fibrado vetorial. Para ver a Condi¢ab
suponha que< j. Entéo

d
@jo@ji((a:...:an),t) = @j ((ao:...:an),(—_) t) —

= ((ao:...:an), (g)d (%)dt> =((ag:...:an),t)

e assimpj o @ji = Id. Analogamentepji o @j = Id.



21

Observe agora que
@j (Uij NUik) = D(XiXjXi) < Al = Uji NUjk.

Alem disso, s& € Ujj NUjk entdo

X0, . . X _
(pjk’UjimUjkO(nj’Uiijik ((Xl \];-/ Xl) ,t =

— o0 X . . . X '
posicaoj
- & . . 1 . . ﬁ <ﬁ)d (ﬁ)d t -

posicaok

X Xn
= — 1= A,
(ﬂk}UijﬂUik ((X. pgg;oi Xi) )

Portanto as condi¢go€a) e (b) deC2 séo satisfeitas. Pelo Lema da Colagem existe uma varie-
dadeV := Opn(d) ey : Vi — V que s@o morfismos satisfazendo as condi¢fes), iii) eiv).
Queremos mostrar q¥, p:V — P") é um fibrado em linha. Para caiddefinap; : ;i (Vi) — P"

por pi(Wi((Xo:...:%n),t) = (Xo:...:X,). Comoy; sdo isomorfismos, entmp esta bem defi-
nida. Sex € Yi(Vi) NW;j(Vj) = gi(Uij), entdox = Pi((Xo : ... : Xn),t), ondexixj # 0,

{~

X d
i (X)) = Py (W5 0@} (X)) = <wj <<xo:...:xn>, (—) t)) — (X0 1 %) = Py (W} (X)),

X]

Consideremos a funcgw: V — P" definido porp|y, ;) := pi. Comop; € morfismo para cada
i, segue que é um morfismo.

Observemos agora que sao validas as propriedades de filvetdaais.
n
(@ P"= U D(x;), ondeD(x;) s@o abertos afins;
i=0

(b) Wi :D(x) x At — p~(D(x)) é isomorfismo;
Para mostrar quey € um isomorfismo, basta verificarmos quie'(D(x;)) = @i (V). Para
isso sex € p~1(D(x)), entdop(x) € D(x;) ex € Yj(V;) para algumj. Como

P(X) = p(Pj((a: ... an),t)) = (a0 ... an) € D(Xxj) = Ujj,

temos que((ap : ... : an),t)) € D(xixj) x A, e da relagaap;(Uij) = i (Vi) NW;(Vj), se-
gue quex € yi(Vi), ou sejap (D(x)) C Wi(Vi). J& quei(Vi) € p(D(x)), segue que
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pH(D(x)) = Wi(V)).
(©) Wit owi(x.A) = (X Aj(X)A).
Se((Xo:...:%n),A) € Ujj, entéo

Pi((Xo:... %), t) =Wjo@j(Xo:...:%n),t) |
qu—lqui((xo:,..:Xn),t):(gj((xo:...:xn),t): ((xo:...:xn),@—;) .t).

d
Logo, basta considerarmés (x) = (ﬁ) :

X]
Proposicao 2.3.0 conjunto dos polindbmios homogéneos de grau d eni wvariaveis € iso-

morfo ao conjuntd (P", Opn(d)) de todas as sec¢des do fibrado vetodgh(d) .

DemonstracdoNesta demonstracdo manteremos as notagcdes do Exemplca2abcddla po-
linbmio homogéne® de graud definas:- : D(x )—> Wi (Vi) porsk (x) = Wi (x, F(x)/xd). Obser-
vemos ques- esta bem definida pois $&y: ... %)) = (Yo : ... Yn), €ntdo existe urh# O tal

qUG(YO:---:Yn) :t(X077Xn> e

F(Yo.---,¥n) _ F(txo,....txn) _ t9F (X0, ..., Xn) _ F(x0,---,Xn)
7 O 5 R

Ja que para cadec D(x;x;j) vale a relagéo

$<x>:wi(x,%x>)=w,-ocnj( :(dX)) w;( (’j)d%}s‘;(xx

podemos considerar a fungée : P" — V definida porsg|py) := §F Ainda temos que, se

x € D(x), entédo
p(s(x)) = p(sk)(x) = p( ( %)) B

ou sejass € I'(P", Opn(d)). Considere a fungéo

¢@: {F €k[Xo,...,Xn]; F € homogéneo de gral} — I (P"V)
F — SE.

Sao validas as seguintes propriedades:

1. @é injetiva.
De fato, ses-(x) = s5(X) ¥ x € D(x), entdo;(x,F(x)/x%) = i(x,G(x)/xd). Como
i € injetiva, segue quE (x)/xd = G(x)/x¢ V x € D(x) e F(x) = G(X) V¥ x € D(x).
Observemos que da irredutibilidadeBfee da igualdad®" = (P"\ D(x)) U Z(F — G),
segue quez(F — G) = P" e portantd- = G.
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2. @élinear.
SejamF e G polinbmios homogéneos de grdu

= i ((Xoh-.an),W)HJi ((xo:...:xn),W) =
= (SE+S)(X0: ... Xn).
Logo Sr1G = SF + S, ou seja@(F +G) = @(F) + @(G). Além disso,@AF) = A@(F),
pois
Soe) (X0 -+ %) = W ((xo:...:xn),W) = AS-(X0: ... 1 Xn).

3. @pé sobrejetiva.
Sese I'(P", Opn(d)), entdoh :=Tho P tos
funcao regular emd\", onde

é morfismo. Logd :=ho@* é uma
D(xi)

x
iR
x
+
AR

(Xo:...: %) +—— (%,,T‘,T,’;—"‘>

TN X
abertalp, C A" de p tais queh|y, : Up — A’ é dada poh, = f,/gp. Pelo Teorema da
Base de Hilbert (UNz, 1985) capitulo 1, se¢éo 2) o iddal= (gp| p € A") é finitamente
gerado, ou seja, existem elemenmms...,ps € A" tais quel = (gp,,...,0p,). Além
disso, comaz(I) = 0 segue do Teorema dos Zeros de HilbesHEFAREVICH, 1995),
apéndice 6, proposicao 1) quell, isto é, existem polinbmios

Para cadp € A" existem polindmiogp, gp € k [%,. Mg Xa f(—':] e uma vizinhanca

.. heek|2 Kzt X1 X
) ) X| b ) X| b X| ) X|
S _ _ S
tais que &= Zlgpi h;. Multiplicando a igualdade acima pbobtemos a relacéo = Zl fohi.
i= i=

Portanto
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ondeF, é um polinbmio homogéneo de grhnas variaveixg, X1, . . ., X,. Podemos supor
quex; nao dividel. Consideremos que

WZOUJflOSlD(xi) — F /X, comx; n&o dividindoR,

g o Losipy) = Fj/XM, comx; ndo dividindoF;.

Na interseca®(x;) N D(x;) temos que

ou seja,

Donde segue que

%F'—) = 2 emD(x) ND(x;).

X
Logox?x"F = xIx Fj emD(x) ND(x;). ComoP" & irredutivel, obtemos a igualdade de
polindmiosx’x"F = x?xFj. Comox nao divideFx", entdox divide x'. Da mesma
forma mostra-se qué" dividex{!. Logox'F; = x{"™F; := F. Agora basta observarmos
ques=st = @(F).

0

Definicdo 2.13.Sejammt: Y — X um morfismo eE um fibrado vetorial sobr&X, definimos
TTE ={(y,v) €Y xE; (y) = p(V)}.

Observagdo 2.4.SejamZ C A" fechado e/ : Z — Z x Z C A" x A"dada porA(z) = (z,2).
Entdo A (Z) é fechado emA" x A". De fato, comoZ é fechado entda@ = Z(Fy,...,Fy),
ondeFy,...,Fn € K[Xo,... Xy, entdoA(Z) = Z(Fy,...,Fn, X0 — Yo, ... Xm—Ym), aSSImZ x Z €
fechado.
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Observagdo 2.5.SejamZ C A" um subconjunto fechado ¢ C A" o aberto definido por
U = A"— Z(F4,...,K), ondeFy,...,F sdo polindbmios emm variaveis. S € ZNU, entdo
x¢ Z(Fy,...,F) e portanto existee {1,...,k} tal queR (x) # 0. Portantox € Zr, =ZND(R).
Donde segue quéNU tem uma cobertura formada por abertos principais. Obs@aveagora
que abertos principais sdo variedades afins. De fato, séjanA" um subconjunto fechado
e Q um polindbmio emn variaveis. Consideremos a func#o Zg — A1 definida por
d(x) = (x,Q(x)~1). Observando qué(Zg) = {(x,t) € A"[tQ(x) = 1} e quedp é um isomor-
fismo sobre sua imagem, segue @gee uma variedade afim.

SeX é uma variedade algébricglé, @) € um atlas algébrico d¢, satisfazendo as proprie-
dadesAl) e A2) da Definicdo 2.6. Por definicdgU ) é um conjunto localmente fechado, logo
ele pode ser coberto por abertos afins. Aimagem inversaststetos afins, pay;, determinam
uma cobertura dg por abertos afins. Segue portanto gupossui uma cobertura afim.

Proposicéo 2.4.Se E é fibrado vetorial sobre X, ent&itE = {(y,x) € Y x E;T(y) = p(v)} é
um fibrado vetorial sobre Y.

Demonstracéo.
TE- 2 E

o

— X

1) Primeiramente precisamos mostrar quiE C Y x E € uma variedade algébrica. Para isso
provaremos quet'E é localmente fechado. Seja uma variedade algébrica qualquer e
A X — X x X dada porA(x) = (x,x). Afirmamos que/\(X) é localmente fechado em
X x X. SeX = UjU; € uma cobertura d¢ por abertos principais, entdd(X) C U(U; x U;)
e A(X) =UA(U;) é fechado enu(U; x Uj), poisA(X) N (Uj x Uj) = A(U;). Assim temos
que

AX)N (UL x Up) = Ui(AX)N (U x W) = B(AX) N (Ui x ) =

=UiAU) = A Ui) = Ui(AX) N (Ui x Up)) = AX) N (Ui (Ui xUj)) = A(X).

Se@:Y x E — X x X & o morfismo definido pop(y,v) = (T(y), p(v)), F = A(X) eU =
U(Ui xUj), entdap 1(FNU) =@ 1(F)ne 1(U) = T'E, ou sejastE & localmente fechado.
PortantortE € uma variedade algébrica.

2) Considere o morfismpy : TT'E — Y dado poms(y,v) =Y. Sejam{U;}ic| a cobertura aberta
de X satisfazendo a condi¢c@V1) da Definicdo 2.9 e); as fungbes que satisfazem as
condigbedV2) e FV3) para o fibradde.

FV1) Observe que&f = Ut 1(Uj) é uma cobertura aberta 8¢ Queremos demonstrar
que p; 1 (V) = (T (U) x p~1(Ui)) NTE. Se(a,b) € py*(r(U))), entdo
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p(b) = (a) = m(p1(a,b)) € U;. Assim(a,b) € ((U;) x p~1(U;)) N TTE. Por-
tanto p; H(r1(Uy)) € (1 (Ui) x p~1(Uj)) NTE. Para a inclus&o contraria, tome
(a,b) € (M 1(Ui) x p~1(U;)) NTT°E, entdops(a,b) = ac r1(U;), ou seja,(a,b) €
p; 1T 1(U;)). Donde segue a igualdade.
FV2) Definag : 0 (U;) x A" — pr (0 H(Ui)) por @(y.v) = (v, Wi(TI(y), V).
i) @ é injetiva.
Sejam(yr,v1), (Y2,V2) € T 1(Uj) x A" tais qued (y1,v1) = @ (Y2, V2). Daigual-
dade(y1, Wi(1(y1),v1)) = (Y2, Wi(T(y2),V2)) € da injetividade dep, segue que
Y1 =Y2€V1=Va.
i) @ é sobrejetiva.
Se(a,b) € p;H(r(U))) = (rH(U;) x p~1(U;)) NTTE, entdop(b) € Uj e exitem
x €U eve AMtais queb = i(x,v) e p(b) = p(Wwi(x,v)) =x. Como(a,b) € T°E,
entdop(b) = 1(a) e assimx = 11(a). Portanto(a,b) = @(a,v).
iii) @ € um isomorfismo.
O fato dertser um morfismo, implica qu®; 1, € um morfismo e comial € um
morfismo, segue qU(9T|rr1(ui) o (p1,P2), P2) € um morfismo. Sendd; um mor-
fismo, segue qugi o (T 1(y;),id) € um morfismo & = (p1, Yi o (T -1y, id))
€ um morfismo. Observe ainda qqg‘el = (p1, p20 qu—lo p2) que por sua vez €
um morfismo.

FV3) Observe que
O o @ (y,V) = @ (Y, Wi(TIy), V) = (¥, p2o Wi HWi(T(Y), V) = (Y, Aj (TH(Y))V),
tal queA j(T(y)) é dada na relag;apj‘1 oWi(y,v) = (Y, Aij(Y)V).
[

Observacéao 'E é um fibrado sobr& do mesmo posto d& e € chamado de fibrado
induzido.

Proposicao 2.5.Seja E um fibrado vetorial sobre X. Se s € uma se¢éo de E ahddy — 1T°E
dada porrt's(y) = (y,s(1(y))) € uma secao da‘E.

Demonstracdo.Temos quat's(y) = (y,s(Ti(y))), entdop(s(ti(y))) = (pos)(T(y)) = 1(y), as-
sim1r's(y) € T'E. Ja quert's= (id,som) es, te ld sé&o morfismos, ent&» 1té um morfismo
e desse modar's € um morfismo.

Além disso,pa(TT's)(y) = pa(y,seT(y)) =Y. O

Definicdo 2.14.Ses € uma secéao de fibrado vetorkalsobreX, entdo a secau*s de r'E €
chamada de secao induzida.
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Proposigéo 2.6.A aplicacéog: I'(X,E) — I'(Y,T'E) dada porg(s) = 1t's é linear.

Demonstracdo Sejam{U; }ic| a cobertura aberta d¢ satisfazendo a condi¢c&)/1) da Defi-
nicdo 2.9 a); as fungbes que satisfazem as condige€é®) e FV3) para o fibradde. Sejam
s1 e s, duas secdes do fibrado vetorial Tomey € T 1(U;). Como py(Tt'sj(y)) =y, segue

quett'sj(y) € pr(y) € P (T H(Ui)), logoTe'sj(y) = @(y,v;) = (%, Wi(Ty), vj) = (¥, SeT(y)),
ondej = 1,2 e foi definida na demonstracéo 2.4. Donde segue gi&yy),V) = (SoTT)(Y).

(TEsL+T0S2) (Y) = @ (Y, Vo + V2) = (Y, Wi (TI(y), V1 +V2)).
Além disso,
T (S1+52)(Y) = (¥, (s1+52) (T(Y)) = (¥, Wi(TH(y), V1 +V2)).
Portantort'(s; + ) = 'S + TT'Sy, iSto €,0(S1 + ) = @(S1) + @(S2).

Observemos ainda que,
ATCS1(Y) = @ (Y, Ave) = (v, Wi(Ti(y), Ava)) = (Y, (Asp)(TI(y)) = TC (Asy)(y),
ou seja@(Asy) = A@(sy). O

Definicdo 2.15.SejamX uma variedade algébricakeum fibrado vetorial sobr¥. Dada uma
secaos € I'(X,E). Sejaz(s) = {x € X;s(x) = 0}, entdoz(s) C X é fechado e é chamado
variedade de zeros de

Definicdo 2.16.SejamX uma variedade algébricake um fibrado vetorial em linha sobpé.
k

Dizemos que uma cole¢day, ..., s} C IN'(X,E) gerak seX = U X, OU sejayx € X existe
i=1

s tal ques(x) # 0, ondeXs, = X — Z(Sy).

Proposicéo 2.7.Uma colecdo(s;, ...,s} C I'(X,E) gera E se pi(x) =< s1(X),...,S(X) >

para todo xe X.

Demonstracdo (=) Sejam{Ui}ic| a cobertura aberta d¢ satisfazendo a condi¢c&d/1) da
Definicdo 2.9 al; as fungdes que satisfazem as condige¥®) e FV3) para o fibradcE.
k

Suponha qu& € U; ey €< $1(X),...,S(X) >, entdo existemy,..., A tais quey = Z)\is(x).
i=

k k
Assimy = .Zl)\itpi (X,t) = Pi(x, .Zl)\ivi)’ ondey;(x,vi) = s(x). Segue que

k
p(Y) = p(di(x, ;m)) =X

ou sejay € p~1(x). Portanto< s1(X), . ..,s(X) >C p~1(x). Sejay € p~1(x), entdoy = i (X, A)
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e existej tal ques;j(x) # 0. Além disso exist@ € k— {0} tal ques;j(x) = Yji(x,). Ja que
(35) 0= w (x38) -

(<) Sejax € X tal ques(x) = 0 para todo i, entdp—1(x) =< 0>. Logop—1(x) ~ {x} x 0,
0 que € uma contradicdo, pgis?(x) ~ {x} x Al. Assim existes tal ques(x) # 0, ou seja,
k

entaoy €< s1(X),...,S(X) >

X € Xs. AssimX C UXS, comoXg C X para todd, entdoX = UK ;X .Portanto{s;, ... s}
i=1

gerakE. ]

Definicdo 2.17.Se existe uma cole¢ds,...,s} C I'(X,E) de sec¢des que geraf dizemos

queE é gerado por suas sec¢des globais.

Exemplo 2.6. A colegéo{s)g, ...,Sq} de secBes (X =P, Opn(d)) geraOpn(d). Basta mos-
n

trarmos quéP" C U szd. Seja(ap : ...: an) € P", entdog; # 0 para algum. Portanto
i=1

d
Sa(a0: ...  an) = Uy <(ao:...:an),%) — Wi((a0: ... an),1) £0.

n
Assim(ag: ... an) € Xs, €P"C UXsyid.
! i=0

Proposicao 2.8.Seja X uma variedade algébrica. Existe uma bijecdo do cdojdas morfis-
mos@: X — P" para a cole¢éo dén+ 1) se¢dey s, ...,sn} C I'(X,L) de um fibrado vetorial
em linha L tal que{sy,...,sn} gera L.

DemonstracdoSejam¢ : X — P" um morfismo,L = ¢$*Opn(1) um fibrado em linha sobrg

e ¢*s; secbes deX. Afirmamos que{d*s,,...,p*sy,} geralL. Para verificarmos isso basta
n

mostrarmos qu& C U Xps, - Sejax € X, entdo podemos supor qhéx) = (Xo: ... Xy) com

i=0
X; # 0 para algum. Logo

875¢(%) = (%56 (XS (X0 2 3)) =
(w.( g)) (XWX -t %0), 1)) £0

e portantax € Xy+s, . EntdoX C U Xpts, -
i=0
Sejaf a aplicacdo que leva os morfisngpsX — P" na colecéo de se¢d¢s, . .., S} como
descrita acima.
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1. Injetividade def
Queremos mostrar que $&p) = f(y), entdop =y, onded ey sdo dois morfismos.
Suponha queé sy = y*sy;, entdod*s, (x) = y'sy, (X) ¥x € X. Sed(x) € D(x) e y(x) €
D(x ), entdo

= (o (o 80)) e - e s 21))

0\ e
YOO ) Jaque

(0004000 (0oRL) = i o (000 E1) — (v, S )

entdod (x) = y(x). Portantap =y.

<

e portanta (¢(X)a ((g:((;()))); =y (V(X),

—

2. Sobrejetividade
Sejam{sy,...,sn} C I'(X,L) se¢bes que geram um fibrado em lihhsobreX, {U;}ic| a
cobertura aberta d¢ satisfazendo a condi¢c&d/1) da Defini¢do 2.9 @ as funcdes que
satisfazem as condi¢dB¥ 2) e FV3) para o fibradde. EntdolJ;(Xs NUj) = X

Uj x A2 piu;)
\ lp
Uj
Sejax € UjNXg para cad& € {0,1,...n} s¢(x) € p~1(Uj) e existeti(x) € Al ex € U;
tal quey; (X, tik (X)) = s(x). Definadij : X5 NUj — P" por
dij (X) = (toj(X) : t1j(X) : ... thj(X)).
(@) Comox € Xy, temoss () # 0 e portantd;j (x) # 0;

(b) sejax € (Xs NUj) N (Xg NUr) entdos(x) # 0, s(x) # 0, tij(x) # 0, t;,(x) # 0. Sabemos
ques; (x) = Wj(xtij (x)) €8 (X) = Wr (x,tir (X)), entdoy; o W (%, (X)) = (X Arj ()t} (X))
Assim podemos observar que(X,tor) = So(X) e Yj(X,toj (X)) = So(X), entéo

Pr o (x1oj (X)) = (X, tor (%))

donde segue quéx, Arj (X)toj (X)) = (X, tor (X)) € Arj(X)toj (X) = tor(X), seguindo 0 mesmo
raciocinio para;, ..., S, temos que

(tor(X) = .. s tar (X)) = (Arj (X)toj = .- A (X)tnj(X)) = (toj(X) & ... 1 taj(X))

e portanto

Bij x5 nUjrU; = Dir [xg nUjnUr
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Observe que parac X NU;j temosy; (x,tij (X)) = si(x), entéo

l]Jj_lol]Jj(X,tij(X)) = lle_103(X) eTn(Xtij(X)) = T[ZOqu_loS()Q

assimtjj = Tpo quflos € um morfismo, pois; e T sédo morfismo &; € um isomorfismo.
i i . n — 2 i
Assim definindap : X — P" por ¢[x, nu; = ij, segue qué € um morfismo.
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3 AcOes de grupos

3.1 Grupos algébricos

Definicdo 3.1.Um grupo algébrico & uma variedade algéb&aunida de uma estrutura de
grupo tal que as fungdes:

1) m: G x G — G, ondem(g1,92) := 9102,

2) i:G— G, ondei(g)=g*

sao morfismos.

Definicado 3.2.Um morfismo de grupos algébricGse H € uma aplicacéo regular de variedades
algébricag) : G — H satisfazendo:

1) ¢(a,b) = d(a).¢(b) para todm,b € G.
2) 0(ec) = en.

Dentre os grupos algébricos, os mais importantes em apésasfio 0s grupos ditos classi-
cos, obtidos como subconjunto do conjunto

Mp := { matrizes de tamanhwox n com entradas efen € N}

Veremos a seguir que o conjurii, tem uma estrutura de variedade algébrica afim.

Considere as entradas de uma madiz (aj) de tamanha x n como coordenadas, em
alguma ordem previamente escolhida, de um vetor. g;j :...) € A" Temos portanto uma
bijecao entreM, e A gue define enM,, uma estrutura de variedade algébrica afim.

Exemplo 3.1. ConsidereGL,(k) := {A € Mp;det(A) # 0}. Usando a identificacdo anterior
vemos quesLy (k) = AT — Z(H), onde

H =det(...,Xij,...) = %80X10(1)X20(2) - Xna(n)»

oc
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0 € uma permutacdo de elementosg® € o sinal da permutacém e X;, Vi=1,....ne
vV j=1,...,n, séo as coordenadas H&. Considere a aplicacao

m: GLn(K) x GLy(K) — GLy(K)
n
((a]_]_....,ann>,(b11,...,bnn)> — (, Zaikbkj,...)
k=
Hl,_/
entrada(i,j)

TomandaX; e Yy como coordenadas afins 48" x A”Z, vemos que
n
XI]7 Z Xlkij S k Xll7 Xanll, ce aYnn]
vVi=1l...,n,Vj=1...nevVk=1...neque
m((Xll....,Xnn),(Yll,...,Ynn)) = (,F”(,X”,),)
~—_——
entrada(i,j)

Portantom é uma multiplicacéo regular.

Segue da regra de Cramer, que o eleménig da matrizA—* denotado po(A_l)ij , € dado

por detB;)
| et(B;j
(A7) = (-1 det(AJ) ’

ondeB;; € a submatriz dé obtida eliminando-se a sja-ésima linha e &ésima coluna. Como

(Alj ) (— )Iﬂddeeti(BAi\j)) EA(GLn<k)):k[""Xij""’Hdet(...,l)(ij,...)

B
temos que a aplicacao
i:  Glyk — GLn(k)
(coodijye) = G (A,
é regular. LogdsL,9K) € um grupo algébrico.

Exemplo 3.2. SejaSL, = {A € My,;det(A) = 1}. Por definicddSL,(k) € um subconjunto fe-
chado deGLy(k). Além disso, sé\, B € SL,(k) entdom(A, B) € SL,y(k) ei(A) € SLy(k). Logo
SLn(k) é grupo algébrico.

Exemplo 3.3. ConsiderePGL, (k) := GL,(k)/ ~, ondeA ~ B em GL,(k), se e somente se,
existeA € k— 0, tal queA = AB. Considere a aplicacao

m : PGLy(K) x PGLy(K) — PGLy(K)
((a11: ... ann),(b11:... b)) —  (...: Zaikbkj:...)
K=1

entrada(i,j)
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m esta bem definida, pois dad(®i1: ... amn) =Ae(b11:...:byy) =B emGL,(K) , entdo
n
0+# det(A).det(B) = det(AB) e AB=(...: Z ajbyj o ...).
K=1

——
entrada(i,j)

Além disso se\(ai1: ... : ann) € PGLy(k) ev(by1: ... bny) € PGL,y(K), entdo

m((Aag1: ... Aann), (Vb11:...:vbpp)) = (... : i)\vaikbkj:...):(...: iaikbkj L)
K=1 K=1

—— N——
entradad(i,j) entrada(i,j)

emPGLy(K).

SeX;j eYj; séo coordenadas @’ x A™. Entdo
n
Fij - Z ><I|(Yk] S k[X]_l, . -:XnnaYll, e 7Ynn]
k=1
€ polinbmio homogéneo de grau 2, paratodol,....n, j=1,...nek=1,...ne
m(..o X)) =R ).

Logo, mé aplicagéo regular.

A aplicacédi([A]) = [A~1] emPGLN(k) coincide com a aplicag&o

i . PGLyk) — PGL, (k)
(corawi) — (AT rag ) )

gue também é regular pois

AI_Jl( D O ) = Z ' SOX]_G(]_) .. ><|;(I) .. ~Xn0(n) S k[X]_l, .. -ann]

é polinbmio homogéneo.
3.2 Acdes de grupo
Definicdo 3.3.Uma acao de um grupo algébriGem uma variedadg € uma aplicacdo regular

P:GxX—=X

que satisfaz

1) d(ex) =x, VxeX.

2) $(g,9(h,x)) =d(gh,x), Yxe XV g,heG.
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Exemplo 3.4.0 grupoPGL,;1(k) age enP" da seguinte maneira
o PGLy, 1 x P" — P"
n+1
(@11t -t @neayng))s (bri tbnpr)) — (o0 Z aijbj:...)
=1
E facil ver ver quep é regular, queb(e,x) = x e qued (g, d(h,x)) = d(gh,x).

Definicdo 3.4.Dada uma acdo de um grupo algébriésobre uma variedadé e um ponto
x € X, definimos cestabilizadorde x como sendo a subvariedade fechada

Cx:={g€G;¢(g,x) =x} C G
e aorbita dex como sendo o conjunto

O(x) :=={¢(9,x);9€ G} S X.

Definicdo 3.5.Dizemos que um subgrupoC X é invariante pela acdo d& ou G-invariante,
sed(g,Y) =Y paratodq € G.

Observacgéo 3.1.Toda orbita é G-invariante. De fato, sejar X e Y = O(x). Dadoy € Y
temos que/ = §(g, x) para algung € G. Para cada; € G, temos que

$(91,y) = ¢(91,4(9, X)) = 6(991,X) €Y.

Portanto$(g;,Y) C Y. Reciprocamentey y € Y, temosy = ¢(91,9I1y) € 0(g,Y). Logo
$(g9,Y) =Y, para toda; € G.

Além disso, é verdade também queyYse X é invariante entd®(y) C Y paratodoy €Y.

Definicdo 3.6.Dizemos qués age transitivamente sobre um subconjunto G-invarignteX
seY é uma Orbita.

Suponha qué& é um grupo algébrico agindo em uma variedade algébtid2ara qualquer
f € A(X) eg € G, definimos a fun¢éd9 : X — k por:

f9(x) = f(gx).

E facil ver quef9d = (f9)9 e fe = f. Além disso, para qualquere G a aplicagdof — f9
é um automorfismo de k-algebras 8€X). Dessa maneira temos que a aplicacdo definida a
seguir € uma acaG emA(X)

0:GxAX)— AX)

(g,f) — f9.
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Denotaremos poi(X)© o seguinte conjunto
{f e AX);f9=f, VgeG}.

3.3 Quociente categorico

Definicdo 3.7.SejaG um grupo agindo em uma variedade algébdcaUm quociente cate-
gorico deX por G &€ um par(Y, 1), ondeY é uma variedade algébricare@ um morfismo tal
que:HARRIS, 1995)

i) Té constante nas Orbitas;

i) (Propriedade Universal). Para toda variedddequalquer morfismp : X — Z, constante
nas orbitas, existe um Unico morfisthoY — Z tal quefomt=1p

X —T=Y
o
Z

Proposicéo 3.1.0 quociente categorico é unico a menos de isomorfismo.

Demonstragcao.Suponhamos que existam,Y) e (17,Y’) satisfazendo as condig6es da Defini-
cao (3.7). Entéo existe uma Uni€dal quef oW = Te uma Unicay tal quego 1= 1. Vamos
mostrar quef og = Idy ego f = Idy. De fato, comof o W = Ttentao

gofoml =gom=1 =Ildyom = go f = Idy.

Analogamentegomi= Tt implicafogom= fom =1e f og = Idy.. Portantoy é isomorfo a
Y.

X Ty X "oy X Ty
g

T(i / "l/';v T’l Aw

Y/ Y \Z

0

Notacdo Algumas vezes denotaremépor X /G, quanddY, 17) for o quociente categorico
deX porG.

Definicdo 3.8.Sert (y) consiste de uma Gnica érbita para tgdeY, chamamogY, 1) de um
espaco de orbitas.

Definigéo 3.9.SejaG um grupo agindo em duas variedades Y. Dizemos que um morfismo
©: X —Y é um G-morfismo se(gx) = go(x) para todog € G, x € X. Quando a acdo dé
emY for trivial, isto é, quanda@y =y, para todog € G e para todoy € Y, chamaremos um
G—morfismo, deG—invariante.
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Lema 3.2. A definicdo de quociente categorico € local no seguintedensiert: X —Y € um
morfismo €U; }ic| € uma cobertura aberta paraY com a propriedade que para ¢eklag) é
um quociente categorico deg Por G, onderg = T[|Tr1(ui), entdo(Y, 1) é o quociente categorico
de X por G.

DemonstracdoSejamtt: X — Y um G-morfismo €U }ic; uma cobertura aberta decomo

no enunciado.Para mostramos @¥garn) € o quociente categorico dkepor G primeiro veremos
queTt é constante nas Orbitas. Seja X = Ujc T 1(U;). Entdox € 1t 1(U;) para algum e
T(X) = T5(X) = T§(gx) = 1(gX), para toda € G, poisTg é constante nas Orbitas. Agora devemos
mostrar que dado um morfismfo: X — Z constante nas orbitas, existe um Unico morfismo
¢:Y — Ztalqued ot= f. Paraisso, considere o seguinte diagrama

T

T U)——=X—T=Y~—U
f lf/
1) !

Tz

Como(U;, %) € um quociente categorico ﬁel(ui) porG, existe um unico morfismgy; : U; — Z
tal quedjoTg = f|Tr1(Ui)' Se mostrarmos qug e ¢; coincidem ent; NU; teremos que a apli-
cacéod : Y — Z definida por |y, = ¢; € um morfismo e qup ot= f. Mas dadoy € Ui NU;
temos que = 1(x) para algunx € 1T 1(Uj) N (U;), entdo

di(y) = ¢i(T6(x)) = f(x) e

bi(y) =9j(m(x) = f(x).

Logo ¢i(y) = ¢;(y), para todoy € UinU;. Observe que sk € 1 1(Uj) nr1(U;) é outro
elemento tal qug = 1(X'), entdo

di(y) = ¢i(Ti(x)) = f(xX) e

j(y) = 0;(m (X)) = f(X).
A unicidade dep segue da unicidade dags. O

Observacéo 3.2.Quando o quociente categori€e, ) de X por G existe €Y é um espaco de
6rbitas, o homomorfismm* : A(Y) — A(X) é um isomorfismo sobi&(X)®. De fato,Y espaco
de orbitas implica qu& é sobrejetiva e qua® € um homomorfismo injetor. Devemos mostrar
que Tt (A(Y)) = A(X)®, sejaf € A(Y). Entdo(1tf)(gx) = f(m(gx)) = f(T(X)) = (10" F)(X).
Logo, T (A(Y)) C A(X)©. Para mostrarmos a inclus&o contraria, $ef@A(X)®. Como(rY)

é 0 quociente categoéricofe X — k é constante nas 6rbitas, existe uma Urica¥ — k tal que
f'ort=f, ou sejaf =" (f’), comf’ € A(Y).
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3.4 Quociente de variedades afins por grupos finitos

Nesta secdo mostraremos queXstr uma variedade algébrica afimG&um grupo finito
agindo emX, entdo o espaco de orbitas Xeor G existe e sera uma variedade algébrica afim.
Pela Observagéo 3.2 devemos mostrar inicialmenté@ag® é uma algebra finitamente gerada
e, pelo que mostraremos a seguir, veremos que esta condie@essaria e suficiente.

De fato, seA(X)© for uma k-algebra finitamente gerada, exis@m. ., a, € A(X)C tais que
A(X)® =Klay,...,an] = {P(ay,...,an);P € K[Ty,...,Ty] € um polinémio}. Assim, podemos
definir o homomorfismo sobrejetor

¢ KTy,....,Ta] — AX)®=Klay,...,an)
P(Tl,...,Tn) — P(al,...,an)

tal quek([Ty, ..., Tn]/(kerd) ~ A(X)C. Sekerd :=1 eY = Z(1) C A", entdo pelo Teorema dos
Zeros de Hilbert, o ideal da variedadedenotado poftiy, e definido por

Uy ={F €Kz,...,z0);F(a)=0VacY},

é tal quelly = 1 e A(Y) =K|[Ty,..., Tn]/ Uy ~ A(X)C.
Neste casoy sera o candidato a quociente categorico.

Teorema 3.3.Seja X uma variedade algébrica afim e G grupo finito agindo efr{do AX)®
é uma k-algebra finitamente gerada.

Demonstracdo.Sejam Uy o ideal da variedad® e A(X) = k[Xy,...,Xn|/ Ux. Observe que
podemos escrevéy(X) = K[Y1,...,Ym]/ Ux comm > n, ondeG age emX; por permutacéo, ou
seja,{V1,...Ym} = {X%gcGei=1,....,n}. Seja

k[Yl,...,Ym])G

. G
W K[Y, ..., Yo —>< 7

P—P
OndeP € K[Yy,...Ym|C étal quePd(Yy, ..., Yn) :=P(Y7,...,YR) = P(Y1,...,Ym) paratodg € G.
Afirmamos quap é sobrejetora.

De fato, dadd € (K[Y1, ..., Yn]/Ux)®, considere) = 16 2gcaPYEKYL, ..., Y. Seg € G
entao

/

1

g
/ 1 1
QY :<_ p9> _ = p9y _— _— P9 — Q,
o & PP RPN
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ou sejaQ € G-invariante,
— 1 — 1 — 1 —
Q:—épgz—épz—\G\P:P
Gl & [Gl& G
eP=y(Q).

Logo, é suficiente mostrarmos qk1, ..., Ym|® é uma k-algebra finitamente gerado, Mas
este anel é tal que
KIY1,..., Y5 C KY1,..., Y] © CK[YL, ..., i)

onde Sy, € o0 grupo de permutacao ae letras, k[Yl,...,Ym]Sm ={P;P°=PVYoeSy e
PO(Y1,... Ym) == P(Y5(2), - -, Yom))- E conhecido que an&[Yi, ..., Yy é exatamente o anel
de polindmiok[W, ..., Wy, onde

Wi=Y14+...4 Y, Wo=Y1.Yo+ ...+ Yn-1.Ym, ..., Wn=VY1..... Ym.

séo os polindmios simétricos elementaresGARCIA; LEQUAIN, 2008) capitulo 3, secéo 4).
Mostraremos agora quéYi, ..., Yyn|® € umak-algebra finitamente gerada, mostrando §ué
inteiro sobrek[Wa, . .., Wiy para todd ( (ATIYAH; MACDONALD , 1969) corolario 5.2). Conside-
rando o polinbmio

P(T) = (T=Y)(T=Y2)e oo o(T—=Ym) = T+ WA T™ L W,
temos quéP(Y;) = 0 e, portantoy; é inteiro sobreéWi, ..., Wi O

Teorema 3.4.Se X é uma variedade algébrica afim e G um grupo finito agindo eEntao
existe o quociente categori¢¥, 1) de X por G, Y é uma variedade algébrica afim e um espago
de Orbitas.

DemonstracdoSejaY a variedade afim tal que
Kz1,....2] :=A(Y) ~ AX)® c A(X)
por um isomorfismar* : A(Y) — A(X) sobreA(X)C.
Defina o morfismo

m. X — Y
X = (T(z1)(X),...,1T(2)(X))

Vamos verificar quéY, 11) é o espaco de Orbitas depor G.

Afirmagéo 1: Tt é constante nas orbitas Ge



39

De fato, para toda € X e para toda € G temos que

T(X) = (T0(22)(X),.., 0 (2) (X)) = (7(22)(9%), ..., 70(2) (9x) = T(gX),
poisTt'(z) € A(X)C, para today € G.
Afirmacéo 2:

Todo morfismop : X — Z constate nas Orbitas se fatora poristo €, existe um Unico
morfismod : Y — Z tal qued o t=p.

X oY

Z

Para verificar a afirmacao observe o diagrama

A(X) ——A(Y)

A(Z)
e quep constante nas orbitas implipd(A(Z)) c A(X)C. De fato, séh € A(Z) entéo
p*(h)(gx) = h(p(gx)) = h(p(x)) = p"(h)(x),

ou seja,p*(h) € A(X)®. Comortr* € isomorfismo (sobré(X)®), (1) ~1o p* € um homomor-
fismo deA(Z) paraA(Y), que denotaremos pgr. Seja¢ : Y — Z definido por$*. Entéo
¢pom=p.

AX)CLAY) = X-—T-v .
p*T pl l¢
0 Z//

A(Z)
A unicidade dep segue do fato de que ge= o= ¢’ o T, entdop* = T o dp* =T 0 p'* €
¢* = ¢’*, poistt* é isomorfismo. Logap = ¢'.
Afirmacéo 3:
Y € um espaco de Orbitas depor G, isto é,Y estd em bijecdo com as orbitasXle

Sejamp,g € X tais quep e qnao estdo na mesma Orbita. Vamos mostrar que existe
f € A(X) tal quef(p) =0 e f(gg) # 0, para today € G. SupondoG = {e=0i,...,0s},
temosp ¢V : = {q,020,...,0sq} € portantovV C {p}UV. Assim, existe unF € Uy tal que
F ¢ Upyuv, OU sejaF(giq) =0, paratodd = 1,...s, eF(p) # 0. Tomanddm = F —F(p)
teremod-(giq) = —F (p) # 0, paratodo=1,...s, eF;(p) =0. Logo,f =F; € A(X) é tal que
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S
f(p) =0ef(gq) # 0 para todag € G. Para ver quet(q) # 11(p) considere a fungélo= I_l o
i—

que esta em\(X)C, pois

h9 = (f9L.f%. . . f%)9= {99 fo%

Sejah; € A(Y) tal queh = 11" (hy), entéo

ha(1(p)) = (°ha) (p |‘Lfg |‘Lf(gp>:f(p> ----- f(gsp) = 0, pois f(p) =0
ge

h Thy) f9(p f(gq) = f(q)..... f(gsq) # O,

1(1(q)) = (1t°hy)( |'L QEL (99) = f(q) (9s0) #

pois f(giq)#0 Vi = 1,...s.

LogoTi(p) # Ti(q).

Passemos a sobrejetividaderde

Sejamy = (hy,...,hy) o ideal maximal deg em A(Y). Mostraremos que (my) # A(X).
De fato, sat'm, = A(X), entdo 1= ay 1ty + ... + a1’ coma; € A(X)

1=afrhd+...+almwhd = i +... +almrh Vg€ G

e
Gl = (Y a)mhi+...+ (Y af)mh entdo 1= ‘1 (Y ahe+...+ (S a)hy).
Logo
1— %(Zaﬁ)rﬁhl—i—...—i—(ZaE)n*hk :Tﬁ(%(Za’l)hl-i—...-i—(Za{()hk),
ou seja,

_ @[(Za’l)hljt...jt(zaf()hk] €y

emy, = A(Y), o que € uma contradi¢do. Assimim, C my para algum ideal maximal d&X).
EntdoZz(my) C Z(1t*(my)) implica quex € Z(1t*(my), isto &, (h)(x) = h(1(x)) = 0V he my,
ou sejayi(x) =Y. O

Outra propriedade importante sobre o quociente categddcariedades algébricas afins
por um grupo finitds é a seguinte proposicao:

Proposicédo 3.5.Nas mesmas hipoteses do Teorema 3.4, 0 quociente categeérqor G é
tal quert: X —Y é um morfismo finito. Em particularleva fechado em fechado.

DemonstracaoA existéncia do quociente categoricoXigor G é dado no Teorema 3.4. Para
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mostrar quet: X — Y é finito, devemos mostrar qugX) & inteiro sobreA(Y) ~ A(X)®. Dado
f € A(X),temos

P(T) =(T—fa)(T—f%).. (T—f%) =
=TS (fO 4 4 f9)TS L 4O f9 =
=TS HWa(f9r, . f9) TN Wg(F9, .. %),

ondeW's séo os polindmios simétricos elementares nas varid¥eis ., f% eG={gi,...,0gs}.
Observando qua (f91,..., f%) € A(X)C, temosP(T) € A(X)® ~ A(Y) eP(f)=0. O

A proposicéo a seguir sera util na construcdo do quocienég@aco para a acdo de um
grupo finito em uma variedade quase projedva

Proposicao 3.6.Sejart: X — Y 0 quociente categorico de X por G, onde X € uma variedade
algébrica afim e G € um grupo finito. Ent@m,mrlm)) é 0 quociente categorico de ()
por G, onde ¥=Y — Z(h).

Demonstragéo Primeiro devemos mostrar que(Y;,) = X, ondef = 1t*(h). De fato,
xe T (Y) o nx) € Yy < h(T(x)) # 0 < (T1°h)(X) # 0 < x € Xs.

Comort' : A(Y) — A(X) é injetivo, 0 homomorfismo

T AlYh) =AY)h — AXr) =AX)s
b b
hs ~  [rhp

também ¢ injetivo. Segue da definicdo quéA(Y),) = (A(X)®)¢. Portanto, sera suficiente
mostrarmos quéA(X)®)s = (A(X)¢)C. Mas,

a a
f_S € (A(X)f)G@E - f_S

& (19} (aP-a)=0,¥ge G (f'a)9 - f'a=0,Vge G — € (AX)®)r.

VgeGe fi(a?—a) = 0emA(X)s para algum te

3.5 Quociente de variedades quase projetivas por grupos finitos

Definicdo 3.10.SejaX C P" uma variedade algébrica quase projetiva. 8ejé& x X — X uma
acao do grupo algébridd sobreX. Dizemos que a acdo dgsobreX € umaacéao linear ou
queG age linearmente e, se existe uma representacao racignab — GL 1 deGtal que
a acéaop induzida sobré" seja uma extenséo @e isto é, tal que o diagrama de morfismo



42

Gx X —-GxPn
LR
X —— o Ppn

€ comutativo.

Observacéo 3.3.Temos que uma representacéo racignéé G induz uma ago dé emk™1
e uma agéo erk[To, ..., Tn] que preserva graus.

Teorema 3.7.Seja X uma variedade algébrica quase projetiva e G um gruto fagindo em
X. Entéo existe o quociente categoridg ) de X por G.DOLGACHEV, 2003)

Demonstracdo Suponhamo& = {01, ...,0s}, X =ZNU C P", ondeZ é fechado & é aberto
e queX ndo é afim. SejanX o fecho projetivo déX, O uma oérbita deX e F um polindmio
homogéneo tal que

F(x)=0 se xeX-—X;

F(X)#0 se xe 0.
Vamos provar que o polindémie existe. Comds € um grupo finito, segue qu&é um conjunto
finito de P". Suponha que = {p1,p2,...,Ps}. Temos quetx_xyuo & Ux-xuo: onde
O = O0—{pi}, para toda = {1,2,...s}. Logo,Vi=1,...,sexisteF € Ux_x) 0. tal que
F(pi) #0. TomeF : = Fi+F+...+F. Entdo

F(p)=0sepeX—-Xe
F(pi) # 0 sep; € O.

SejaU = X\ Z(F) C P". EntdoO C U e afirmamos que&l é um aberto afim. Vamos dividir a
prova da Ultima afirmacdo em 3 casos:

1°) F = X. Neste cas®"\ Z(X) =U; ~ A" ondeU; = {(Xo : ... 1 Xn) € P"/x # O}.
PortantdJ € um aberto afim.
2°) F ¢ linear, isto €F = boXg +b1X1 +. .. 4 bnXn combj # O para algunj. Neste caso, existe

uma aplicacad : P" — P", tal queT(Z(F)) = Z(X;). Basta considerar : P" —; P"
dada por

n
TX:...: X)) =(X0 ... i %1 Z)biXi Xl S Xj—1 i X S XLt Xn),
i=

cuja inversal —1:P" — P" é dada por

. by Xi
Tl %) =X oot Xj  .iXjo1i— EXK+E
N KZT,i ) J

posicaoi

Xjg1 e Xn)
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AssimT [pn zF) 1 P\ Z(F) — P\ Z(X) € um isomorfismo. Com8"\ Z(X) ~ A",
temosP"\ Z(F) ~ A". EntdoU = X\ Z(F) C P"\ Z(F) sendo fechado é afim.

3°) F néo é linear. Suponha que o graufded, isto é,

F = Z aio_._inxié’...xir;‘.
io+...+in=d

Considere o mergulho de Veronese

vy Pn — vg(P") C PN
(X0:...:%)) = (Vdo..0:---:Vo.0d:---:Vigin:--)

ondevj, i, = x'(;) .. x'r;1 coMmig+i1+...+in = d, sédo as coordenadas homogéneas e
. Entovq(Z(F)) = Z(L), ondeL = ¥ aj,..i,Viy...i, ©

Valem ze) 1 B\ Z(F) < va(B™)\ Z(L) C PN\ Z(L)

Pelo 2°) caso, segue o resultado.

Observe qué& é um aberto enX, poisU = X\ Z(F) e queU C X. De fato,x € U implica
xe X eF(x)#0. Sex¢ X, entdox € X —X. MasF(x) =0, ¥x€ X — X, o que é uma
contradicao.

Além disso,gU = X\ Z(Lk) := X|,, ondeLy = F%', ¥V k=1,...,s implica quegU

aberto afim e que
S

S
m gkU - ﬂ XLk :XLa
k=1 k=1

afim, ondeL = L;...Ls. Assim, defininddJ (O) := Ng_;(okV), teremosO C U(0) e U(0O)
aberto G-invariante afim. Para ver duéO) é G-invariante, observe que

S S
VgeG, gu(0)=()gal =(aU =U(0).
k=1 k=1

DeixandoO variar, obtemos uma cobertufll; }; de X, onde odJ/s séo abertos principais
G-invariantes e afins. Uma vez gie2 noetherianoX pode ser escrito como uma uniao finita
dosU/s, isto é,

m m_
X={JUi=JXn
i=1 i=1

Sabemos pelo Teorema 3.4 que o quociente categadridd — % =V, existe. Vamos usar
o Lema da Colagem para obter o quociente categoérico jpier G.

Para cada pdf, j) tal que 1<i, j < m, observe que a funcad; /H; € A(U;) € G-invariante,
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ou sejaH;/Hi € AUj)€. ComoA(U;)® ~ AM), existea; j € A(V;) tal queTt (o j) = Hj/Hi.
Denotemos poYij =V; — {y € Vj; gij (y) = 0}. Entéo

T (M) = UinUj = 57 (Vji).
Pela Proposicao 3.6V, T Iumu,-) e (Vji, \uimu,-) sao quocientes categoricosldeU; porG.

Portanto existe um unico isomorfismg : Vi; — V;i tal que o diagrama

Uinuy;
Pij
Vij : Vii

é comutativo. Observe gque os isomorfismpssatisfazem as seguintes condigoes:

1) Gij =t ey =id.
De fato,jj o T = 1 implica 1 = wﬁlo]'ﬁ. Por outro ladoyt; = jj o Tg e pela unicidade
dej, segue queij = g

2) Paratodo, j,k distintos,

(@) Wij (Vij NVik) = Vji NVjk.
De fato, Comapij (Vij) C Vi, devemos mostrar quigj (Vi NVik) € Vik- Sejay € Vij N Vik.
Entdoy = 15(x) comx € UinU;j ey = 1(x1) comx; € UiNUx. Usando que&V;,m) €
um espaco de orbitas (quociente de uma variedade algéffircgpar um grupo finito
) temos quex; = gx para algung € G, entéox, x; € UinUxNUj. Logo yjj(Ti(X)) =
T € Vik, ja quex € Uj NUy.

(b) Wikclvijrvie = Wik viirvi © Wi v v
Comou;j TG = T1j e ik o TG = Tl. Temosyjko (Yij oT4) = Wik oTh, logoWie o Yij = Wi
emTg(Uj NUkNUj) = Vij NVik.

Entdo existe uma variedatfee morfismogqy; : Vi — V satisfazenda), ii), iii) eiv) do lema
da colagem. Nosso proximo objetivo € mostrar que existe umfisno 11: X — Y tal que
Ty, = T5. Se mostrarmos qug; o Tt = Y o T; emU; NUj, entdo definiremosijy, = Wi o T§.
Mas, emU; NUj,

Wiom = Wio (Yjiomy) = (WioYji) o = Yj o T,
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Usando o isomorfism@y; podemos identificavi comy; (Vi) C V ey, comTs.

=t .
T[IUi

Finalmente, segue do Lema 3.2 dlYer) é o quociente categorico depor G. O

Para terminarmos esta secdo mostraremos gXefeeuma variedade algébrica projetiva,
G finito e a acéo for linear, ent&/G é uma variedade projetiva.

Proposicéo 3.8.Seja X uma variedade algébrica projetiva e G um grupo finitmaég em X
linearmente. Entdo o quociente categor{do ) é uma variedade algébrica projetiva.

m m
Demonstracdo Seja(Y, 1) como na demonstracéo do Teorema 3.7. ENtéoU Xu eY = U Vi,
i=1 i=1
ondeV; = X, /G. Observando que d4/spodem ser tomados todos homogéneos de mesmo grau

defina
f: X — pm-1

X = (Hi(X):...:Hm(X)).

E facil ver quef esta bem definida, ja queXy, }i € uma cobertura pacd. O morfismo
f & invariante nas orbitas, pois bigs sdo G-invariantes. Logo pela Propriedade Universal do
morfismo do quociente categorico, existe uma Gic¥ — P™ 1 tal quedp o= f.

Devemos mostrar quie € injetiva.

Suponhamos que existayny; € Y tais qued(y) = ¢(y1). Escrevay = 15(x), x € U; e
y1=Tij(X1), X1 € Uj. Entéo,f(x) = ¢(15(x)) = ¢(115(x1)) = f(x1) implica que existe # O tal
queH;(x) = AHi(x1), Vi=1,...,m. ComoHi(x) # 0 eA # 0, entédH;(x1) # 0 exy € UiNU;.
Analogamentetj(x1) # 0 e # 0, implicamH;(x) # 0 ex € UinU;. Logox,x; € UiNUj, e,
paratodk=1,...m,

) = fuh ) = (1) 09 = (1) 00 = (00009 =¥ (0w ),
isto €,0 (T5(X)) = Oi(T5(X1)) € Oik(TE(X)) = Oik(Pji o1 (x1)), VK. Mas,
Vi = G\/ik = G(Vi — Z(0i)) = Vi — ﬁ Z(0ik)
k=1 k=1 k=1

implicaNg.; Z(oik) =0 e < {oj:; k=1,...,m} >= 1, ou seja, para todo
he A(Vi), h=a10i1+ ...+ am0im coma; € A(M),

entdoh(t(x)) = h(;i((x)), vV he AVi). Seti(x), ;i (m(x)) € V; fossem distintos, como
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Vi é afim, existirigh € A(V;) tal queh(t(x)) = 0 eh(y;i (11(X)) # 0. Absurdo. Logo7t(x) =
Wi (T5(X)), entdoy = Yji(y1) ey =y1 emY (y ~ y1 no Lema da Colagem).

FinalmenteX projetiva ef : X — P™1 regular, implicaf (X) = ¢(1(X)) = ¢(Y) C P™1
fechado projetivo.

0

Proposicéo 3.9.Seja G um grupo finito agindo linearmente em uma variedadsejpeojetiva
X e emX, seu fecho projetivo. Entdo,/% é aberto enX/G.

DemonstracdoA variedadeY = X/G (resp. Y = X/G) foi construida cobrindX (resp. X)

por abertos afingi/s, G-invariantes, e entdo colando os quocientes categdpgos Ui /G)/s.

Pelo Lema da Colagem, para todexistey; : Vi — Y tal quey;(V;) é aberto enY. Como 0s
abertodJ;j’s da cobertura dX estéo contidos e, por construcéo, temos que X — Y é tal
quet(X) C'Y é aberto.

TV G TP ° g
X=JUcX= U —JUi/G) ———V.
i=1 i=1 i=1

Para terminar a demonstracéo observe que;s&X — Y for o quociente categorico dé
por G entdo, existe uma Unida: Y — Y tal quett= ¢ o1y,

XX ¥
N4
Y

ou sejad(m(X)) = (Y) =n(X) CY é aberto.

0

Observagéo 3.4.A proposigdo anterior nos permite interpretar o quocieategdricoX /G
como a compactificacdo de/G.
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4 Teoria de Moduli

Espacos de Moduli estdo em conexdo com os problemas defickags®d em geometria
algébrica. Os ingredientes basicos de um problema defatagdio sdo uma colecao de objetos
A4 e uma relacdo de equivaléneiasobre4. O problema é descrever o conjunto de classes de
equivaléncias1/ ~.

Quase sempre existe uma noc¢ao de "familias continuas"dslje4, e gostariamos de
colocar em4/ ~ uma estrutura algébrica e geométrica que reflita este fate.éo objetivo da
teoria de moduli.

Os ingredientes basicos pargmblema de modukdo uma colecdo de objetds uma
relacdo de equivaléncia sobre4 e o conceito de familia emi/ ~. O conceito de familia
varia com o tipo de problema, por isso exigimos que famildisfcam algumas propriedades.
Esta etapa consiste em passar de um problema de classiffragéom problema de moduli,
como definimos abaixo.

Defini¢cdo 4.1.Um problema de modulissociado ao problema de classificagdo~) consiste
em dar uma nocao de familia de objetostesatisfazendo:

1) Uma familia parametrizada pela variedade algéQnitd é um unico objeto dei.

2) Existe uma noc¢éo de equivaléncia de familias paramda&zpor qualquer varieda®: a
qual se reduz a relagéo de equivaléncia dada&dequnandoS= { pt}.

3) Para qualquer morfismp: S — Se qualquer familia parametrizada @rexiste uma fa-
milia induzidag*X parametrizada pd8. Além disso esta operacao satisfaz as propriedades
funtoriais.

a) (9o@)" =g o,
b) 15 = identidade;
e a nogao de compatibilidade comisto €,

c) X~ X' = @X ~@X.

Dados € S, temos um morfismo: {pt} — Stal quei(pt) =se S SeX € uma familia
parametrizada pela variedade algéb&aenotamos pois ;= i*X. Vamos também denotar
por X|y a familia induzida pela incluséo do abedemsS.
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4.1 Espacos de Moduli

Como descrito na se¢éo anterior, dado um problema de mamkihigamos de dar ao con-
junto 4/ ~ uma estrutura de variedade que se reflita na estrutura disfauhé objetos ded.
Veremos agora como tornar isto preciso.

SejaM uma variedade cujo conjunto subjacentg £~. Para qualquer familix parame-
trizada por uma variedadgtemos uma aplicacagy : S— M definida por,

vx(s) =[x,

onde[Xs] denota a classe de equivaléncia do objgto

Seja¥ (S) o conjunto das classes de equivaléncia das familias paiaatkts pela varie-
dadeS. Pela Definicdo 4.1 item (3)f é um funtor contravariante da categoria de variedades
algébricas para a categoria de conjuntos. DenotemobklipoX—,M) o funtor que associa a
cada variedad8 o conjunto dos morfismos d&paraM. Se para toda varieda&vy : S— M
for um morfismo, teremos uma aplicagao

WS : F(S) = HomS M)
dada porp(S)([X]) = vx. Esta aplicacéo determina uma transformacé&o natural

¢@: F —Hom(—,M).

Para simplificar a notacéo, escreverempd) (X) ao invés dep(S)([X]).

O que parece natural perguntar agora @ 8@im isomorfismo de funtores, ou na linguagem
de categorias, s& é representavel pelo pévl, ). Assim fazemos a seguinte definigéo.

Defini¢éo 4.2.Um espago de moduli fingpara um dado problema de moduli, € um @dr @),
ondeM é uma variedade @ é uma transformacéao natural que represénta

Observacéo 4.1.Note que na Definicdo 4.2 ndo pedimds= 4/ ~, pois sendgf represen-
tavel por(M, @) temos a bijecao natural:

@(pt) : A/ ~= F(pt) = Hom(pt,M) = M.

Além disso, para qualquer variedaBle qualques € S, o morfismoi : {pt} — S, induz o
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seguinte diagrama comutativo.

o9

F (S Hom(S M) (1)
i*J{ J{Hom(i,M)
F(pt) “PY Hom(pt,M) = M

Logo,

Hom(i,M) o @(S)(X) = @(S)(X) oi = (AS)(X) o) (pt) = A(S)(X)(i(pt)) = G(S)(X)(9),

onde estamos identificando o morfism(®)(X)oi com sua imagem. Por outro lado, temos
@(pt) oi*(X) = @(pt)(Xs) = @(pt) ovx(S). Portantap(S)(X)(s) = @(pt) ovx(s),Vse S e

O(S)(X) = @(pt)ovx

€ um morfismo.

Em muitos lugares deste capitulo, identificaremos o morfism@t} <— s€ S com sua
imagem i(pt).

Temos ainda que o morfismo identidadg determina uma familiéJ, parametrizada por
M, tal que para qualquer famili#i parametrizada pdg, as familiasx e v;;U correspondem
ambas ao mesmo morfismg : S— M, ou seja X ~ ViU.

De fato, sep(S)(X) = V/y e@M)(U) = 1u, segue do diagrama

7 (M) —2 Hom(M, M) )
v’jgl J{Hom(v’X,M)
F(S) —~ Hom(s M)

Hom(v, M) o @(M)(U) = Hom(v, M) (1) =V = (S) (V5U).

Entdo@(S)(X) = ¢(S)(V3U) e X ~ VU, pois@ é bijecao.

Com isso temos a seguinte definigdo alternativa.

Definicdo 4.3.Um espaco de moduli finconsiste de uma variedade algébii¢@ uma familia
U parametrizada pavl tal que, para qualquer familig parametrizada por uma varieda8e
existe um anico morfism@: S— M tal quex ~ @‘U.

A familiaU serd chamada de familia universal para o problema de moduli.
O problema é que em geral, ndo existe, para todos os probkenasduli, um espaco

de moduli fino. Por isso precisamos encontrar condicOes framias que determinem uma
estrutura de variedade efty ~. Isto sugere a seguinte definigéo.
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Definicdo 4.4.Um espaco de moduli grosgara um problema de moduli dado € uma variedade
algébricaM, junto com uma transformacé&o natural

Q- F — HOTT(—,M),

tal que

(MG1) @(pt) € bijetiva.

(MG2) Para qualquer variedad¢ e qualquer transformacédo naturpl: ¥ — Hom(—,N),
existe uma Unica transformagé&o natural

Q:Hom(—,M) - Hom(—,N)
tal queQo = .
Note que, como na definicdo do espaco de moduliigdal que

S)(X) = @(pt) o vy,
e usando isso, faremos a seguinte definicao alternativaopespaco de moduli grosso.
Definicdo 4.5.Um espaco de moduli grossmnsiste de uma variedade algébrMae uma
bijecao
a:4/~— M tal que

(MG1’) Para qualquer famili& parametrizada por uma variedade algébBca ovy é um
morfismo.

(MG2’) Para qualquer variedade algébri¢a qualquer transformacéo natugal 7 — Hom(—,N),
a aplicacéo
u=y(pt)oa t:M—=N

é um morfismo.

Vamos mostrar que que as Definicoes 4.4 e 4.5 séo equivalentes

SejamM e@: ¥ — Hom(—,M) como na Defini¢éo 4.4. Entéo,
o =q@(pt): F(pt) = A/ ~— Hom({pt},M) =M
€ uma bijecao e, como foi mostrado na Observacao 4.1,
®S)(X) = @(pt)ovy = aovy

é um morfismo.
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Devemos mostrar que, dados uma variedade algébtieauma transformacéao natural
Y : F —-Hom(—,M), a aplicacdo

H=y(pt)oat:M—=N
€ um morfismo.

Para isto, considere o diagrama

Hom(M, M) —22™ M om(pt, M)
lﬂ(M) lﬂ(pt)
Hom(M,N) Homi ) Hom(pt,N)

ondeQ é a transformag&o natural cuja existéncia esté garantid®pénicdo 4.4, &: {pt} — M
€ 0 morfismo de incluséo definido por ume M. Entéo,

QM)(Im)(m) = Q(M)(Im)(i(pt)) = QM) (1Im) oi = Hom(i, M)(Q(M)(1nm)) =
= Q(pt) oHom(i,M)(1m) = Q(pt)(i) = Q(pt)(i(pt)) = Q(pt) (M),

Vme M, ousejaQ(M)(1u) = Q(pt) : M — N & um morfismo. Mas o diagrama,

F (pt) —2PL

w(pt)l
Hom(pt,M)

Hom(pt,M)

Q(pt)

nos diz queQ(pt) o @( pt) = Y(pt), ou seja, que

Q(pt) = Y(pt)o@(pt) * = Y(pt)oa

€ um morfismo.

Reciprocamente, supondo os dados da Defini¢cdo 4.5, devemsisuir uma transformacao
naturalp: ¥ — Hom(—, M) tal que:

(MG1) @(pt) é bijetiva.

(MG2) Para qualquer variedad¢ e qualquer transformagédo natumgl: # — Hom(—,N),
existe uma Unica transformagé&o natural

Q:Hom(—,M) - Hom(—,N)

tal queQo = .

Dada variedade algébriGseja@(S) : ¥ (S) — Hom(S M) definida porp(S)(X) =aovy.
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Afirmamos que para todo morfisryo S — S, o diagrama

F(S) —*~ Homs M)
wl lHom(vM)
7(8)—*)_ Homs, M)

é comutativo. De fato,

Hom(y,M) o @(S)(X) = Hom(y,M)(@(S)(X)) = Hom(y,M)(aovy) =aovyoy.

Por outro lado,

P(S) oy (X) = 4S)(y'X) :=aoVyx.

Devemos mostrar qu@ oV oY)(s) = (aovyx)(s), Vs € S.

Mas, Vs € S, temos que

(Govyx)(s) = a((y'X)g) =a(i*(y'X) =a((yoi)"X)
= o(Xyg)) = aoVx(Y(s)) = (aovxoy)(s).

Uma vez construida a transformacéo natgralamos verificar que ela satisfaz as proprie-

dades (MG1) e (MG2).

i) Propriedade (MG1)q(pt) € bijecéo.
Por definigaog(pt)(X) =aovy =aovx(pt), paratodaX € F(pt), evx(pt) = Xpt = X.

ii) Propriedade (MG2): Para toda variedadee today : ¥ — Hom(—,N) transformacgéo
natural, existe uma unic@ : Hom(—,M) — Hom(—,N), transformacé&o natural, tal que
Qop=4.

Dada uma variedade algébriadefinaQ(S) : Hom(S M) — Hom(S N) por Q(S)(y) =
Hoy, ondeu é dada em (MG2'). Seja: S — Sum morfismo. Precisamos mostrar que o
diagrama abaixo é comutativo.

Q(s)

Hom(S M) Hom(S N)
Hom(3,M) Hom(3,N)
L e
Hom(S,M) Hom(S,N)

Observe que, para togae Hom(S M),

Hom(3,N) o (Q(S)(y)) = Hom(d,N)o (Hoy) = (Hoy)od= o (yod)
= Q(S)(yod) =Q(S) o (Hom(d,M)(y))



53

o que implicaHom(d,N) 0 Q(S) = Q(S) oHom(d,M) e portanto o diagrama comuta.
Agora queremos verificar qUeo ¢ = . Dada uma variedade algébriSatemos

Q(S o @(S)(X)=Q(S)(aovy) =Hoaovy =Y(pt) oa toaovy = W(pt)ovy.
Além dissoVs € S, o diagrama abaixo nos diz

WS

F(9 Hom(S N)
i*l lHon‘(i,M)
7 (pt) —PY Hom(pt,M)

W(S(X)(s) = W(S(X)(i(pt)) = W(S(X)oi=Hom(i,N)(W(S)(X))
= Y(pt) oi*(X) = Y(pt)(Xs) = W(Pt) oV (S).
EntdoQ(S) o @(S)(X) = Y(S)(X), para todax € 7 (S) e para toda variedad®

Para terminar devemos mostrar a unicidad@de

SejamQ e Q' tais queQ(S) o @(S) = Y(S) = Q'(S) o @(S), para todes. Pela definicdo da
Q, temos

Q(S)(f) =po f =y(pt)oa o f=0'(pt) og(pt) o p(pt) o f = Q' (pt)(f).
Para todaf € Hom(S M), para todc € Se para a inclusép: {pt} — S, temos
Q'(pt) oHom(i,M)(f) = Q'(pt)(foi) = Q'(pt)((i(pt)) = Q'(pt)(f)(s) = Q'(pt)(f)

e, pelo diagrama,

Hom(S M) —= Hom(S N)
Hom(i,M)l lHom(i,N)
Hom(pt,M) Py Hom(pt,N)

Q'(pt)oHom(i,M)(f)= Hom(i,N)(Q'(S)(f)) =Q/'(9(f)oi
= Q(S)(f(i(py)) = Q((F(s) = Q(S)(*).
EntdoQ(S)(f) =Q'(pt)(f) =Q'(S)(f), paratodad € Hom(S M) e para tod&. Portanto
Q' =Q.

As Definigdes 4.4 e 4.5 sdo boas em termos de categorias, magadnuito claras. Por
iSS0, apresentaremos a seguir um resultado que associ@esigamoduli a quocientes categoé-
ricos. Antes precisaremos da seguinte definicéo:

Definicéo 4.6. Para qualquer problema de moduli, uma famifiparametrizada por uma vari-
edadeSé dita ter propriedade universal local se a seguinte coodigi@é: para qualquer familia
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X' parametrizada pd e qualques € S, existe uma vizinhangd destal queX’|y € equiva-
lente a familia induzida d& por algum morfismdJ — S. Dizemos queStem a propriedade
universal local se existir uma familia parametrizada$oom tal propriedade.

Teorema 4.1.Suponha que, para um dado problema de moduli, exista uméidakhparame-
trizada por S com a propriedade universal local. Suponhaaiinda, que um grupo G age em
S de tal maneia qué&s ~ X;, se e somente se, s et estdo sobre a mesma 6rbita da acéo: Entdo

1) Qualquer espagos de moduli grosso € um quociente categde S por G.

2) Um quociente categorico de S por G € um espaco de moduB@res e somente se, € um
espaco de orbitas.

Antes da demonstragéo do teorema, provaremos algunsagssiimportantes.
Proposicao 4.2.Para uma dada variedade algébrica M, existe uma bijeicdd — B, onde
A= {¢ : S— M morfismo invariantes nas orbitgs

B={0: ¥ - Hom(—,M) transformac&o natura}.

DemonstracdoDada@: F — Hom(—,M) € B, sejad := ¢(S)(X) € Hom(S M). Devemos
mostrar queb é constante nas Orbitas. Para isso considgoe— s€ So morfismo de inclusao
eg € G. Entédo pelo diagrama

o9

F(S) Hom(S M)
i*l lHom(i,M)
F(pt) _ e Hom(pt,M)

0(s) = S (X)(s) = AS)(X)(i(pt)) = PS)(X) oi = @(pt)(i"X)
= @(pt)(Xs) = @(pt)(Xgs) := @(S)(X)(95) = ¢(99).
Portantod é constante nas Orbitas.

DefinimosI 1 : B — A porI —1(q) = @(S)(X).

Agora sejad : S— M um mofismo constante nas orbitas. Dada uma varie8adscreva

S = U Uy, ondeUy é uma vizinhanca d& para a qual existe um morfisngy, : Uy — S
geS
tal quegy, X ~ X'|u, . Defina@(S)(X’)|u, = ¢ o du,. Se mostrarmos qug S)(X’) esta bem

definida, teremos que ela € um morfismo.

Por hipétesey s.,t € S, O X ~ X'luy € ¢, X ~ X'|y,. Entdo, seg NU; # 0, temos
Y ueUgNU,
(X,|Ut)u ~ Xl|u ~ (X,|Us/)u’
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(@0, X)u ~ X'u~ (95, X)u-
Como (s, X)u ~ Xy, (u) € (PG )u ~ Xy, () SEgUE queby, (U) = gbuy, (U) e que
O (duy (U) = d(gdu, (U) = d(du, (U)),
pois¢ é constante nas drbitas. Logos du, = ¢ o dy, emUg NUk.
Desse modo definimds(¢p) =
Agora vamos mostrar queo rl=idger—1or =ida.

Dada¢ < A, sejamp’ =T 1(I(¢)) e {U;}ic) uma cobertura d&§, ondeU; é tal que existe
um morfismopy; : Ui — Se i X ~ Xy, EntéoXy,, s = (9, X)s~ (X)simplicady,(s) = gs

by X ~ Xy, T
scu M s

Assim,
0'(s) = (S)(X)(s) = o du,(s) = d(g9) = d(s), Vs S

Reciprocamente, suponhanfod () = ¢. Pelo diagrama abaixo

oS

F(S Hom(S M)
| | omtou,
FU) —*Y . Homu,m)

i+ THom(i,M)
7(8) —*9 _ Homs, M)

@ (S)(X)(8) = (TH(@) 0 b, )(8) = P(S)(X) 0 by () = B(Ui) 0 by, (X)(8) =
QUi (X'u) (5) = Ui) (iI"X) = @(S)(X") 0 = @(S) (X)(s).
VseS,VSex' e F£(S).

Logogp=¢. O

Proposicéo 4.3.Um par(M, @) é o quociente categorico de S por G, se e somente se,
(M, =T (¢)) satisfaz a seguinte propriedade:

PF) Para qualquer variedade algébrica N e qualquer transfagdo natural

W: F —Hom(— M),
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existe uma Unica transformagéo natuflt Hom(—,M) — Hom(—,N), tal que
Y=Qoq.

Demonstracdo—=-) Sejam(M, ¢) o quociente categoérico dporG e (M, @) tal quel (¢) = @.
Precisamos mostrar que dado uma variedade algé@rigalquer e uma transformacao natural
Y: F — Hom(—,N) existe uma Unica transformacao natual Hom(—,M) — Hom(—,N)
fazendo o diagrama abaixo comutar.

7(8) —2= Hom(s, M)

s

Hom(S,N)

Observe quep(S)(X) € Hom(S M) é um morfismo constante nas oOrbitas. De fato, para todo
se€ Se todog € G, temos

W(S)(X)(8) = W(Xs) = W(Xgs) = W(S)(X)(99).

Dada a variedad®, definimosQ(S) : Hom(S,M) — Hom(S,N) porQ(S)(a) = f oa, onde
f é o inico morfismo d&1 paraN fazendo o diagrama abaixo comutar

A existéncia daf segue do fato de que= @(S)(.X) € um quociente categérico. Vamos mostrar
queQ é uma transformacao natural. Para isso, considere o moifisi86— S e o diagrama

Q(s)

Hom(S, M) Hom(S,N)
Hom(&M)l lHom(B,N)
Hom S/, M) —25)__ Hom(s/,N)

Sejaa € Hom(S, M). Entéio
(Hom(B,N) o () (a) = Hom(B,N)(Q(S)(a)) = Hom(,N)(f o) = (f oct) o,
Por outro lado
(Q(S") o Hom(B, M)) (a) = Q(S')(Hom(B,M)) (o) = Q(S") (@ o B) = f octo .

PortantoQ é uma transformacéao natural. Vamos agora mostraKue = (. DadosS va-
riedade algébricaX € 7(S) es € S, sejamU C S e ¢y : U — S dados pela propriedade
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universal local deX. Considerando os mapas de inclusdo abaixo

{pt} U« S S

k du

temos o seguinte diagrama comutativo.

7(S) —7— Hom(s M)
Uy Hom(¢u M)
FU)—*Y . Homu,m)
j* Hom(j,M)
k F(S) %) Hom(S,M) Hom(k,M)
i* Hom(i,M)
7 (pt) — 2% Hom(pt, M)
Q(S)o@(S)(X)(s) = Q(S)og(S)(X')oi(pt) = Q(S) 0 @(S)(X') oi
= Q(S)oq(pt)(i"X’) = Q(S) o (pt) (k"0 j*X)
= Q(S)ogU)(j* (X)) ok=Q(S) o ®U)(X'|y) ok 3)
= Q(S)o@U)(¢g)Xok=Q(S)o@SXody ok
= Q(8)oquok=fogyok=(S(X)odu(s)

Agora pelo diagrama abaixo temos

WS

F(S Hom(SN)
% Hom(gu N)
7U) —*Y  HomUu,N)
i Hom(j.N)
Kk F(S) YE) Hom(S,N) Hom(k,N)
i* Hom(i,N)
7 (pt) —— Hom(pt,N)
W(S)(X)(S) = w(S)X’ W(pt) oi*(X’)

W
i $(pt ok*ol( ") = W(pt) ok* X'|u (4)

)
= Y(pt) ok*djX = Y(pt) ok o X
= (P(9X)odyok=yY(S)(X)ody(s)

Das equacdes 3 e 4 tem@$sS ) (X) = W(S)(X) o@y. E o resultado segue.
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Finalmente vamos provar g@& é Unica. Sejanf2 e Q’ tais queQop= = Q' o@e seja
¢ : S— M o quociente categorico d&por G. Do diagrama

7 (M) —*"L HomM, M) — "M Hom(s m)
Q'(M) ()
o)
Hom(M,N) Hom$.1 Hom(S.N)

temos

Q'(M)(1m) ¢ = Q'(M)(1m) 0 ¢(S)(X) = Q'(S) o Hom(p, M) (1m) =
Q'(S)(Imo¢) = Q'(S)(9) = Q'(S o G(S) (X) = Y(S) (X).

Comof € o Unico morfismo tal quéo @(S)(X) = Y(S)(X) segue qu&®’(M)(1y) = f. Dada
a: S — M, considere o diagrama

FM) —*™ HomM, M) rome.M) Hom(S, M)
/(M) o/(s)
o)
Hom(M, N) rome.) Hom(S,N)

Entao

Q'(S)(Im) (@) = Q'(S)(Iy oa) = Q'(S) o Hom(a, M) (1) = Hom(a,N) 0 Q'(M) (1) =
Hom(a,N)(f) = foa = Q(S)(a).

<) Seja(M, ¢) tal qued = I 1(@), isto &,0 = @(S)(X). Devemos mostrar quig: S— M
€ 0 quociente categorico &por G. Ja vimos qué € constante nas Orbitas, entdo resta mostrar
que dadap : S— N constante nas orbitas existe uma unficaM — N tal quef o = (. Seja
W: F —Hom(—,N) tal queW =TI (). Entdo existe uma Unica transformag&o natural

Q:Hom(—,M) — Hom(—,N)
tal queQo@= . Sejaf = Q(M)(1v) : M — N, vamos mostrar quéo ¢ = . De fato,
fop = fo@(S)(X)=Q(M)(Im) o P(S)(X) = W(S)(X) = y.

Para a unicidade unicidade fiesuponha que existaine ' tais quef’o¢p = P = f o ¢. Entédo
f’ define uma transformacéo natural

Q'(S) : HomS,M) — Hom(S, N)

comQ/(S)(a) = f'oa Va e Hom(S,M). Por um mesmo argumento usado na construgéo de
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Q mostra-se qu@’(S)@(S) = Y(S), entdaoQ’(S) = Q(S). Logo
Q'(M)=Q(M), Q'(M)(1u) = Q(M)(1m)
e portantof’ = f. m
Proposicdo 4.4.Um par (M, @) satisfazendo a propriedade R tal que
®(pt) : F(pt) — Hom(pt,M)
é uma bijec&o, se e somente se, 0 quociente categdvidd (@) é um espaco de orbitas.

DemonstracdoSeja um pafM, @) satisfazendo a proprieda@é€) e tal queg(pt) é bijecao.

Sejap = @(S)(X) : S— M. Entdo, pela Proposicao, 48!, ¢) € o quociente categorico de
SporG. Além dissoy s;t € Stemos

0(s) = ¢(t) & AS(X)(s) = AS)(X) (1) = @(pt)(Xs) = @(pt) (Xt)-

Comoq(pt) é bijecdo Xs ~ X; e portantcs = gt, isto €,s et estdo na mesma orbitas.

Reciprocamente, séM,¢) é um espago de Orbita, entépt) € bijecéo. De fato, se
@(pt)(Xs) = @(pt)(X), entéo

0(s) = Q(S)(X)(s) = B(Pt) (Xs) = G(pt) (X) = A(S)(X) (1) = ¢ (1),

s=gt( ¢ € um espaco de Orbitas P& ~ X;, ou seja@(pt) é injetiva. Para a sobrejetividade
usamos o fato queM, $) é um espacgo de orbitas, portanto sobrejetiva, e que-se(s) entéo

@(pt) (Xs) = @(pt) oi*(X) = Hom(i,M) o (S) (X) = @(S)(X)(i(pt)) = ¢(s) = m.

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 4.1

DemonstracdoDemonstracdo do Teorema 4.1

Para a demonstragédo do item dbserve que um espaco de moduli grosso para um problema
de moduli dado € uma variedade algébitgunto com uma transformacéao natural

©: F —Hom(—,M)

satisfazendo (MG1) e (MG2).(Ent&d, @) satisfaz a propriedad®F). Logo, (M, ¢ =T ~1(¢))
€ quociente categorico &por G pela Proposicao 4.3.
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Para a demonstragdo do itemdbserve que se o pék,$) quociente categdrico dgpor
G, é um espaco de moduli grosso, entBb I (¢)) satisfaz a propriedadeF) e @(pt) é bijecao.
Logo (M, ¢) é um espaco de Orbitas. (Proposicéo 4.4)

Reciprocamente, um espaco de orbitdsd) é tal que

1) (M,¢) é um quociente categorico;
2) (M,0=T(¢)) satisfaz a propriedadeF) (Proposicéo 4.3)

3) eM e um espaco de Orbitas.

Entdo, pela Proposicédo 44(pt) € bijec&o e, portantdM, @) € um espaco de moduli grosso.

0

4.2 Moduli das hipersuperficies de graud emP"
O objetivo dessa secéo € aplicar os resultados da secamangeconstrucéo do espaco de
moduli das hipersuperficies de graemP".

Definicdo 4.7.Uma hipersuperficie de grabemP" é um elemento do espaco projetivo associ-
ado ao espaco vetorial de todos os polindbmios homogéneasdd gas variaveio, . . ., Xn,
isto €, uma hipersuperficie de grd@ dada por um polinébmio

FXor X)) = 5 G inXd - X,

iot+...+Ih=d

maodulo multiplicacdo por um escalar n&o nulo.

Seja4 o conjunto das hipersuperficies de gcthemP". Existem pelo menos duas relacdes
de equivaléncia em:

(a) aigualdade (=);
(b) arelagdo-, dada pela agéo natural B&L(n+ 1) emP":
Z(F1) =H1 ~ Hy = 2(R) < JAe PGL(N+1); Hy = AH,
ondeAH; ;= {A(Xp:... %) EP" V (Xo:...: %) € H1}

Consideraremos simultaneamente essas duas relagdes.

Faremos agora a definicdo de familia de hipersuperficiesmrizadas por uma variedade
S.
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Definicdo 4.8.SejaS uma variedade algébrica. Uma familia de hipersuperficeegrdud
parametrizadas p&é um fibrado vetorial de posto 1 sof8e um conjunto indexado de secdes
delL,

C={Ciy..in; ij €inteiro>0e ig+...+in=d}

tal que para tods € So polindbmio

fos(Xo- X)) = Y Gy i (%P XD (5)

iot+...+in=d
é ndo nulo. Denotaremos uma familia gbrc).

Observacéo 4.2.Na Definicao 4.8, para um dada polindmio dado em 5 depende da trivia-
lizacdo local dd_, mas ele é determinado a menos de um escalar ndo nulo.

Observagéo 4.3.QuandoS = {pt}, uma familia(L,c) é a hipersuperficie de gralidefinida

pelo polindmiofc p.

As duas relagfes de equivaléncia dnpodem ser estendidas para familias. Para isso, note
que, fixado um fibrado em linHasobreS, existe uma agéo natural @(n-+ 1) no conjuntoC
de todas as colecOes de sec¢Oes sblat@ forma

c={Ciy..i,; ij €éinteiro >0e ip+...+in=d}.
De fato, dada uma familid_, c) parametrizada pds, a cole¢aa define um polinémio

foXo, - X) = Y do i XX

io+...+in=d
cujos coeficientes sédo elementose

DadoA € GL(n+1), seja

Afe(Xo,.. Xa) 1= fe(AXo,... X)) = 5 by X X

io+...+in=d

Defina

¢: GLn+1)xC — C

_ (6)
(A,c) — Ac:=b
onde ab é a colecéo de coeficientes M. E facil verificar quep é uma acao.
Definigdo 4.9.Duas familiagL,c), (L’,c') parametrizadas p@séo:
1) isomorfas se existe um isomorfismo de fibrado& — L’ tal queh(ci, i,) = qo-~-in’ onde

c={(Ci..in)} €' ={(Ci, i)}
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2) equivalentes se existec GL(n+ 1) tal que(L,c) é isomorfo aL’,Ac).
Para familias parametrizada pppt}, as relacbes 1) e 2) correspondem as relagdes de
equivaléncia = e- respectivamente.
De fato, dadas duas familiéis, c) e (L’,c’) parametrizadas pelgpt} e isomorfas, a condi-

céo deh(ci,. i) =¢C implicaA(s)ci,...i,(Pt) = ¢ ; (pt) comA(s) # 0. Logoc ec definem

a mesma hipersuperficie €l

Analogamente duas familigk, c) e (L', c¢’) parametrizadas pdmpt} e equivalentes, a con-
dicao(L,c) isomorfa aL’, Ac) implicaAci, _i,(pt) = A(c, ;i )(pt) comA(s) #0e

. Logo, as hipersuperficies definidas moe ¢’ diferem por uma mudancga de coordenadas em
P", isto é,fc ~ fo.

O proximo passo € definir familia induzida.

Definigdo 4.10.Sejam(L,c) uma familia parametrizada p&e ¢ : S — S um morfismo de
variedades algébricas. Definimos a famdligL, c¢), parametrizada pd, por:

¢ (L,c) = (¢"L,¢"c)

onde¢p*c= {¢*Cj, i, }-

Observacéo 4.4.Por definicdog™* satisfaz as propriedades funtoriais necessarias parsaa nog
de familias.

Vamos agora exibir uma variedade algébfcpie esta em bijecédo com/ ~ e uma familia
sobreS com a propriedade universal local, quando a relacdo de @§unia entre as hipersu-
perficies de grad for ~.

n+d )

Segue da definigdo de hipersuperficie gife~ esta em bijecdo coN 1, ondeN = ( !

Considere sobr&=PN~1 a famila( Opn-1(1), X), onde
X ={Xiy...in; 1j €inteiro >0 e ig+...+ip=d}

e Xi,..i, S8o as fungdes coordenadagPdie?.
Mostraremos quéOpn-1(1), X) tem a propriedade universal local p&a

SejamS uma variedade algébrica(k’,c’) uma familia parametrizada p8r. Dados< S,
sejaU C S aberto trivializante dé’ tal quec ; (s) # 0, para algum conjunto de inteiros
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ig,...,Intais queig+...+iy = d. Entdo, o morfismo

pu: U — pN-1
S o (Eof8): iy (9710 g(S)

é tal qued; (Opn-1(1),X) ~ (L', C).

Além disso, a acdo deGL(n+ 1) emP" induz uma acdo e~ que nada mais é que a
ac&o definida em 6. Log@Opn-1(1),X)s~ (Opn-1(1),X)t, para todes,t € PN-1, se e somente
se,t = Aspara algumA € PGL(n+1). Portanto, pelo Teorema 4.1 temos @l /PGL(n+1)
€ um espacgo de moduli grosso paA~.

Observacéo 4.5Quando a relacéo de equivalénciadrfor a igualdade, a famili@Opn-1(1), X),
tera a propriedade universal sof& 1 (os morfismogy e ¢y coincidirdo eny NU’) ePN—1
serd um espaco de moduli fino padd =.
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5 O espaco de Moduli das configuracoes de
Desargues

O principal objetivo deste capitulo € encontrar os espagoaatiuli das configuracdes de
Desargues. E denotaremos R a reta determinada pelos pon® Q e porPQRo plano
determinado pelos pontés Q eR.

Definicdo 5.1.Dizemos que dois triangulo®; B1C; e A;B2C, estdo em perspectiva se as re-
tasA1A2, B1B, e C1C; sdo concorrentes. O ponto de intersecdo dessas retas €mlito de
perspectiva.

Teorema 5.1(Desargues)Se dois triangulos £8:C;, A2B2Cy estdo em perspectiva a partir

de um ponto X, entdo os trés pares de lados correspondergdasd@logulos se intersectam em
trés pontos colineares. Reciprocamente, se os lados degréimgulos se intersectam em trés
pontos colineares, entdo os triangulos estdo em perspedli@bD, 1952).

Observagéo 5.1.SejamA; = (gjo: &1 : &2), i = 1,2,3, trés pontos distintos d#?. Considere-
mos os vetores; = (@jo, &1,a12) de A3. ComoA e Aj sdo pontos distintos # j, segue que,

e a; sdo vetores linearmente independentes. Além diss&, & e Az sdo pontos colineares,
entdoa;, ay e az sdo vetores linearmente dependentes. Portanto, nestegestem constantes
A1, A2 € k¥, tais queag = A1a1 + Azaz. Como 0sajs sdo representantes dos pordéspodemos
trocar estes representantes para obter a regém; — ap.

Apresentaremos duas provas do teorema de Desargues, agpemeais algébrica e supde
os dois triangulos no plano projetivo, a segunda uma prdeanaltiva, puramente sintética e
nao requeremos que os triangulos estejam no plano.

Demonstracdo.Suponhamos que:

1) Os ponto#\;,B1,Cq, A2, B2,Co, X séo todos distintos;

2) Os triangulos séo néo degenerados e ndo possuem ladosmemeo

3) As retasA1Ar, B1Bo, C1C, sdo todas distintas.

Uma vez queé;, A e X séo trés pontos colineares distintos, pela Observacapddémos
escolher representantas ap, e x respectivamente, tais que
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Figura 1: Configuracao de Desargues.

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

X=a;—ay (7)

Da mesma maneira existdm, by, c1 e c; que representad;, Bo,C; e C; tais que
X=bi—bp=c1—C (8)
Destas equacdes definimos os vetores

b1—01:b2—0221|
Ci—ay=C—ax=:m (9)

al—blzag—bgz:n

ComoB; eC; sdo distintos, segue que o veltérnao nulo e portanto determina um pontoP2.

Das relacbes 9, vemos qlieb; e ¢; séo linearmente dependentes, portdnt®; e C; sdo
colineares. Da mesma forma, mostra-se QueB,, L sdo colineares. Similarmente os vetores
m e n determinam, respectivamente, dois poritbe N emP? tais queM esta sobre as retas
C1A; e CoA> e N esta sobre as reté@g By, AoBy. Além disso, os pontols, M, N s&o distintos.

De fato, suponhamos por simplicidade déee N s&o iguais, entao os vetores— aj;, a; — by
serdo linearmente dependentes e consequentekgre e C; serdo linearmente dependentes.

O que implica que os pontds, B; e C; serdo colineares contrariando a hipotese. Somando-se
os trés termos da esquerda das relagdes 9 temos que:

| +m+n=0. (20)

Assim, os vetoreg m,n séo linearmente dependentes, ou seja, 0s pantdse N sdo colinea-
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res. A reta determinada pbr M e N € chamada deixo de perspectivdos dois triangulos.

Reciprocamente, suponhamos duy8:C; e A2B,C, séo dois triangulos tais que os pontos
L, M eN séo colineares, ondeé a intersecao das retdgC; e BoCo, M € a intersecado das retas
C1A1 eCoA2 eN € a intersecédo das retagB; e A2B».

Provemos que os triangulos estdo em perspectiva com asiteghipoteses:

(@) A1,B1,Cq1,A2,B2,Cy, L, M, N sao todos distintos;

(b) Que os triangulos ndo sao degenerados.

Sejaml, men vetores representantes dos poritoM eN. Uma vez qué., M e N séo colinea-

res, os vetorels men séo linearmente dependentes e portanto satisfazem ao¢l@)a Como

L, B1 eCy, M, C1 e A; e A1,B1 €N séo trés ternos de pontos colineares, pela Observagéo 5.1,
podemos escolher representarggsb; e c; dos ponto#\1, B1 e C, respectivamente, tais que

|:b1—al
m=a; —C (11)
n:cl—bl.

Similarmente, podemos escolher representaagid® e c; de Ag, Bo,Cy, respectivamente, tais

que
| = bg —ap
m=ay—Cp (12)
n==0C— bg.
Das equacoes (11) e (12) segue que
a—a=b —by=ci—Cr=x 13)

O vetorx é ndo nulo, uma vez qui e A, séo pontos distintos. Sefac P2 o ponto determinado
por x. Das relacdes em (13), segue digertence as retak; Ay, B1B> e C1C,. Assim os
triangulosA;1B1C; e A2BoC, estdo em perspectiva a partir do poKto O

Demonstracao sintética do Teorema de Desarguli&ste caso omitiremos o0 caso dareciproca
do teorema.

Novamente suponhamos que:

1) Os ponto®\, By, Cq, Ag, By, C, e X séo todos distintos;

2) Os triangulos sé&o ndo degenerados e ndo possuem ladosemmeo
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3) As retasA1Ar, B1Bo, C1C;, sdo todas distintas.
Sejammy e Tk 0S planos dos triangulds B1Cy e A2B2Co. Vamos dividir em dois casos:

Caso 1)1y # Th.

Sejal a reta de intersecédo de e . As retasB;C; e B,C; se interceptam, pois
pertencem ao plano que contém as r&g#3, e C,C,. Denotemos pok tal ponto de

intersecdo. Uma vez qu@C; esta contida no planm e B,C, esta contida no plano
Th, 0 pontoL pertence anu e T e assim pertence a reta De maneira analoga, os

pares de retas dos lados correspondeAi€s, AoCo e A1B1, AxCy se interceptam.
Denotaremos tais pontos intersecdesoe N, respectivamente. Observemos ainda
queM,N € I. AssimL, M, N estdo em uma mesma réfau seja, sao colineares.

Caso 2) Suponhamos agora os plarnps- 1 =: TU

Como os dois triangulos estéo no plamaentéo as reta8; Ay, B1B; e C1Cp também
estdo contidas eme portanto o pontX de intersecdo delas, que é o centro de pers-
pectiva, também pertencera Escolhamos uma retapassando poX mas que nao
esta contida em. Escolhamos dois pontos diferend@se X, eml, ambos diferentes
de X. As retasX;A; e XoA; estdo sobre o plano que contém as rétgs, AjA; e
assim encontram em um pondo Analogamente, as retXsB, e X;B; se interceptam
em um pontd e as retax;C, e Xo,C; se interceptam em um pon® J& quedy, Ay,

X, X1 e Xz s&o pontos distintosX¥;, Xo ¢ 1T, segue qué ¢ Tte é diferente d&; e X,.

De maneira analogB, C ¢ e séo distintos d¥; e X;. Como 0s pontog,B; eCy
n&o sdo colinearesX ¢ 1, 0s pontosA, B e C séo distintos e ndo sdo colineares, ou
sejaABC é um triangulo ndo degenerado que esta sobre um pladiferente dert
Observemos ainda que o triangWl8C esta em perspectiva com o triangélB,C,,
tendoX, como centro de perspectiva e com o triangdy8,C,, tendoX; como centro
de perspectiva. O eixo de perspectiva de cada um dessegslpargsgulos, pelo caso
ja demonstrado do teorema de Desargues, é d'rd@intersecdo dos planaose 1.
Assim os ponto8CNB;C; e BCNB,C, estdo sobré. Uma vez quéB e C ndo estéo
emT, esses dois pontos coincidem com a intersecdo dB@&r. Assim o ponto

L = B;C1 N B,C, esta sobrd’. SimilarmenteM = C1A; NCoA; e N = AjB1 N AB,
estdo sobr¥. Portantd_,M,N s&o colineares.
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Figura 2: Configuracao de Desargues no espago.

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definigéo 5.2. SejamA;B,1C; e A2B,C, dois triangulos no plano projetivo em perspecti&a,
0 centro de perspectivago eixo de perspectiva dos dois triangulos. DenotemosfpoB3

e Csz 0s pontos de intersecdo dos correspondentes lados dagutaardados. A configuracéo
consistindo dos 10 pont@s A, B;,Ci, i = 1,2, 3, e das 10 reta& Bj, AC;, BiCi,i = 1,2, A/A;,
B1B,, C,C; e a é dita uma configuracdo de Desargues. Esta configuracdo éadhala,
significando que cada uma das 10 retas contém exatamentel® gastos e por cada ponto
passam exatamente 3 das 10 retas.

Definicdo 5.3.Duas configuracdes de Desarguizse D, sdo ditas isomorfas se existe um
automorfismax € PGLy(C) tal quea(D1) = Dy, isto €,a é uma mudanca de coordenadas de
PP? tal que a imagem dos pontos (e das retad)gedo pontos (e retas) @. Além disso, se
P.Q € D; ePQe Dy, entdoa(PQ) = a(P)a(Q).

Veremos a seguir que 5 pontos &hem posicéo geral, determinam em um plano&o
contendo nenhum destes pontos em configuragédo de Desargues.

Sejamey, &, €3, €4 e &5 € P2 pontos em posicao geral, isto €, quaisquer 4 destes pontos te
representantes que sao vetores linearmente independestedhendo um sistema de coorde-
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nadas conveniente podemos supor que

e1=(1:0:0:0,=(0:12:0:0,e=(0:0:1:0),
e1=(0:0:0:1),es=(1:1:1:1). (14)

Sejart um plano que ndo contém os pon®s. Suponhamos que € dado pela equagéo
4 4

Zaixi =0, entdoa; # 0 parai=1,...,4 e Zai # 0. Denotamos pob; a configuragao
i= i=
determinada port Ela consiste dos 10 pont@g = g¢ej N1 e das 10 retas;jx = §g&NT

parai <i,j,k<5i# j #k#i. Observemos que esta notagdo € simetrica, ispp & pj;,
rijk = rikj € etc. Pela Figura 3 concluimos que todo ponto da configurdgddesargues €
centro de perspectiva de dois triangulos, por exemplo, topané centro de perspectiva dos
triangulospix pil Pim € Pjk Pji Pjm ondefi, j,k,1,m} = {1,2,3,4,5}. Em particular todo ponto da
configuragdo admite um eixo de perspectiva, no caso do pnéoreta & yjm.

Figura 3: Configuracdo de Desargues no espago.

€2

Fonte: Adaptado de Avritzer e Lange (2002)

Na Figura 3 mostramos as 10 retas e os 10 pontos determinadbppntose;, e, €3,€4 €
es em posicao geral ef® e um planatque ndo contem nenhum dos pongggormando uma
Configuracéo de Desargues.

Reciprocamente, vimos na demonstracdo sintética do TeodenDesargues caso 2), que
toda configuracéo de Desargues € obtida desse modo. Masgonecites;, €, €3, e, € &5 Sao
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0Ss pontosXy, Xo, A, B eC, respectivamente, ®= Ty.

A partir de agora, pensaremos em uma configuragéo de Desatgdas por 5 pontos em
posicéo geral enP® e um planort ndo contendo os 5 pontos. Para definirmos configuraces
isomorfas precisaremos das seguintes defini¢des.

Definicdo 5.4.Uma quadrangulo completo consiste de 4 pofd3, R e S trés a trés néo

Definicdo 5.5.Um quadrangulo completo de uma configuragdo de Desaiyéasm conjunto
de 4 pontos e 6 retas @eos quais formam pontos e retas de um quadrangulo completo.

Baseando-se na Figura 3 é facil ver que uma configuracéo deddesD,; admite exata-
mente 5 quadrangulos completos. De fato, aadietermina um quadrangulo completo consis-
tindo dos pontogij, Pik, Pil € Pim € das retasijk, riji, rijm, liki, fikm € lim.

Lema 5.2. Sejam{vy, v, V3, V4, V5} € {w1, Wo, W3, Wa,Ws} duas colegbes de pontos Héem
posic&o geral. Entdo existe uma tinica mudanca de coorderiid&® — P3, tal que T(vi) = W
1<i<hb.

DemonstragdoSejamv, e w, vetores deC* que representam os pontase wi, 1 <i < 5,
respectivamente. Sem perda de generalidade podemos sigor q

Vs = 01V] +02V5 +OgVa+ 04V,
W5 = VWi + YoW + YaWs + Yaw), (15)

ondeaq;’s eyi’s sdo todos constantes n&o nulas. Além disso, come {Vv}, V,, V5, v;} € uma
base deC*, podemos escolher escalares tais que

W) = A1Vj+Ao1Vo + AaiVa + AarVy;
Wo = A1Vg +A2oVh + AgaVa + AaoViy; (16)
W3 = A1aVi+ AoV + AzaVa + AaaVy;
Wy = A1aVi +AoaVs + AzaVz + Aaavy.

Observemos inicialmente que a transformaco liféarC* — C* cuja matriz em relagéo
abaseC é
g’—llMl g—ihz g—i)\m g—i)\m
M1 Bhz Aoz gihaa 17)
b
tha1 @Az Az gihaa
g—llMl g—iMZ §—33M3 g—i)\m
é tal queT’(V)) = (yi/ai) W, 1 <i <4 eT'(v;) =wg. Observemos ainda qué é um isomor-
fismo.
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Considerel : P2 — P3, a aplicacéo induzida dE/, ou seja, s& é um representante de um
pontov deP3, ent4aoT (v) € o ponto déP3 cujo representante é o vef®f(V). Observemos que
T(vi) =w; paracada Ki <5.

A unicidade deT € simples de ser verificada. O

Lema 5.3. Para planoste ¥ P2 ndo contendo um pontq as seguintes condicdes sdo
equivalentes:

1) Dy é isomorfo a y;
2) Existe Ac PGL4(C) tal que

a) Alm=1'
b) A permuta os 5 pontoge..,es.

Demonstracao(1)=- (2)

Sejaa : t— 1 um isomorfismo linear com(Dy) = Dy, isto é,a leva as retas de uma configu-
racao nas em reta da outra configuracdo e os pontos de umaucagdig nos pontos da outra.
Primeiramente vamos verificar gaetambém leva quadrangulos em quadrangulos. Sabemos
que cada quadrangulo de uma configurd@a@ unicamente determinado p®yo mesmo vale
para os quadrangulos da configuraBa Assim considere o quadrangulo Dg determinado
por e;, entao seus pontos S@@,, P13, P14 € P15 € suas retas sd@r3, 124, 125 134, 135 €
r145 Suponhamos que(pi2) = pi’j. Sea(p13) = pi, com{k, 1} # {i, j}, entdo como a reta 3
liga os pontog:2 € p13 deveria existir uma retd da configuraca®,y ligando os pontoq;»i’j e

Py O que, pela definigdo dBy, ndo acontece. Logm(p13) = p,; comk e {i, j} oul € {i, j}.
Assim as possibilidades para o pont@:3) SA0p;, P, Pin: p’jI , p’jk e Pim- Suponhamos que
a(p13) = pj, entéo a reta{jI de Dy que liga os pontogj; e p € aimagem da retas de Dy
por a. Seguindo 0 mesmo raciocinio verificamos qu@i4) = pj, € a(pP15) = Pi,,, OU Vice-
versa. Observemos ainda que as retas do quadrangllg determinado poe; séo retas do
guadrangulo d®,y determinado pelo pontg. Portantoa leva quadrangulo em quadrangulo.
Além disso 0 induz uma permutagdo dos 5 ponggue denotaremos por.

Consideremosv; € T tal quew; # p:;(l)c(z)- Escolhamos; € tttal quevy = oa1(wy).
Tomemosa, € T ndo pertencente a reta pg(l)o(z). Escolhamos, € 1ttal quevs = or*l(wz).

Por ultimo tomemosvs € T tal quews ndo pertence as retagwy, w; pér(l)o(Z)’ parai = 1,2.
Escolhamos; € rtal quevs = a~1(ws).

Afirmamos que 0s pontosi, Wz, W3, €q(1) € €g(2) €Sta0 em posicao geral dm. De fato,
Wi, Wo, W3 sdo linearmente independentes Bfpoisws ¢ Wiws, e COMOey(j) ¢ W segue que
W1, W2, W3, €5y S0 linearmente independentes paral,2. Assim s precisamos verificar
queeg(1), €y(2), Wi, Wj sao linearmente independentes parailj < 3, ei # j. Para isso basta
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mostrarmos queg) nao pertence ao plamdgwiwj para 1<i,j <3,i # j, el,k=1,2,1 #k
e quew; ¢ Wjere para 1< i, j < 3,i # . Seegy()) € B9 WiWj, entdo

€s(1) € Bl WiW] NEG()WiW] = Wiwj C T,

0 que € uma contradicdo, pa@s) ¢ 0. Sew; € W€y 1)€(2), €Ntdo

Wi € Wj€q(1)€0(2) NWi€s(1)€5(2) = €5(1)€0(2)>

0 que € uma contradicao, pois # Pg(1)(2), ISto vale pard, j = 1,2. Da mesma maneira
verificamos que, Vo, V3, e1, e estdo em posicao geral .

Pelo Lema 5.2, existe uma aplicadioP® — P2 representada por uma mathiz PGLy(C)
tal que
Ae1) = e5(1), A(€2) = €g(2), A(V1) = W1, A(V2) =W @ A(V3) = W3,
Como{vy,v2,v3} C Tt € linearmente independentenév;) = w; = A(V;), segue qué\|; = a.
Além disso,A(&) = (k) parak = 3,4 e 5. De fato, comex = e1pi NPk para 3< k<5
segue que

A(&) = A(rPik) NA(E2P2 ) = €(1) Po(1)a(k) N €o(2) Po(2)o(k) = Ea(k)-

(1) = (2) SejamA € PGLy(C) tal queA(T) =TT e A(g) = €q(jy, Vi=1,...,5. Entdo

/

pij = &g NT= A(pij) = AEe) NA(T) = &8 (jjo T = Pjj>

lijk = BE&NT= A(rijk) = A(GE8) NA(TT) = 85(7)8())Bo(k) T = M-
Logo,a = Al : t— U € tal quea(Dy) = Dyy.

0

Sejamey, . .., &5 cinco pontos dé3 em posicdo geral @ uma permutacéo destes pontos.
Pelo Lema 5.2, existe uma Unica aplicagaoP® — P3 tal queT(g) = €s(i)- Observamos
queT = AT para todoA € C* e queT esta associada a uma mathizveja (17). Portantd@
determina um Unico elementy; emPGLy4(C), a saberA; € classe de equivaléncia AeSeja

S5 :={As € PGL4(C);0 € S}.

Observe qué\s,As, = Ag,o0, € (Ac(l))—l = Ag(1)-1 iImplicam que o conjuntgs € um subgrupo
dePGL4(C) finito com 5! elementos. Além disso, sengipconjunto finito, ele € uma variedade
algébrica.
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O gruposSs age entP® via a aplicacéo,

b SsxP® — P3
(Ag,@) —> Ag(a).

De fato,$ € a restricio da ag@®GLy(C) x P2 — P2,

A acéo dess emP3 induz uma acéo ei3, ondelP® é o dual deP3, da seguinte maneira.

~

¢ : 55><I‘E3)3 — P3
(Ag,T) — Ag(TT).

ondeA(TT) € 0 ponto dep3 correspondente a imagem do plampor Ag.

Defina .
U:=P%\JPs,
i=1
ondePy denota o plano de3 parametrizando os planog&s comeg € TL

A acdo deSs emP3 se restringe a uma acdo éi De fato, consideréy = dlu e seja
neU eo €S SeAq(m) € P, para algumj, isto implicara queds () € um ponto en3 que
corresponde a um plano &8 contendcgj. Entdor= A, 1(As(T1)) € um ponto ent3 contendo
As-1(€)) = €5-1(¢;), 0 que € uma contradicao Pogs,-1(e) ¢ T ASSIMAG(TT) ¢ Pe; para todo
j=1,...,5e portantapy (1) € U.

ComoP, é um plano enP3, supondag = (X5 : X, : X, : X3), entdoPy = Z(H;) onde

Hi := XbA0 + X Ar + XbA2 + XA,

5
ondeAy, ..., Ag sdo as coordenadas homogéneaBdéortantoPy, € fechado er?® e | | Py €

i—1
fechado. Assim

5
U=>03\JP;
i=1

é um aberto en*?, ou seja, é uma variedade quase projetiva.

No Teorema 3.7 mostramos que o quociente de uma variedazwialyquase projetiva por
um grupo finito € uma variedade algébrica. Portahtss € uma variedade algébrica.

Mostraremos a seguir qu/ S5 é o espaco de Moduli para as configuragdes de Desargues.
Para isso passaremos a descrever o Problema de Moduli dguragfies de Desargues.

Fixadoser, &, es, e; e es em posicao geral el seja

4 = {Dy; mplano contido enP®eg ¢ mVi=1,...,5}
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o conjunto das configuracbes de Desargues. Considere orisemmo de configuracdes de
Desargues como sendo a relacéo de equivaléncia shliseo €,

Di~Dy < d A€ Ss; A(T[) =1 eA(a) = eo(,)
Vamos agora definir a no¢do de familia de objetogigmrametrizadas por uma variedade
S

Observacédo 5.2.Como Configuracdes de Desargues séo dadas por planis,ésto é, hi-
persuperficie de grau 1 eR?, a nogéo de familia e de familia induzida s&o as mesmas dadas
na Secao 4.2. No entanto faremos novamente as definicbesssera inguagem de fibrados
vetoriais.

Definicdo 5.6. SejamS uma variedade @ : Sx P2 — Sa projecéo na primeira coordenada.
Uma familia de configuracdes de Desargues s8#aima subvariedade fechadaC Sx P2
com a seguinte propriedade:

Existe uma cobertura aberta afftn= S U... U Sy, tal que para cadaexistem funcées
¢, ¢, ¢, ¢; regulares en§ satisfazendo

XNpHS)={(s, (X01X1'X2 1X3)) € S x P3; ch(S)Xo + Cy(S)X1 + Ch(S)Xo + C5(S)xg = O,
cl(s) #0, Yk, e d)(s)+ci(s)+ch(s) +c5(s) #£0, Vse S}.

Observagao 5.3.Supondo o€ como em 14, as condi¢des
Cl(s) #0, V k, e ¢y(s) + ¢y (s) + () +C5(s) #0, Vse S,

implicam quee n&o pertence ao plang(s)xo + €} ()1 + €, (S)%2 + c4(s)x3 = 0, condigéo
necessaria para que sobre o paagplano determine uma configuracdo de Desargues.

Definicdo 5.7.(Nogéo de familia induzida). Dados um morfisgpo S — S e uma familia
X C Sx P3, definimos a familia induzid@* X de X por¢ como

P X = (¢,|d)*1(x) ={(s,(X0: X1 : %2 :X3)) €S x P3: (0(s),(X0: X1 :X2:X%2)) € X}.

Finalmente vamos definir a no¢céao de equivaléncia entre dfidara esta nogcao sera indu-
zida da ac&o dgs emP2.

Definicdo 5.8.SejamX e X’ duas familias parametrizadas [®entéo

X~ X & 3IAs € S5 X =Ag(X),
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ondeAq(X) é definida da seguinte maneira: Se S U...USy e

XNpHS) ={(s(0:x1:%2:%3)) €S x P?; ()Xo + C1(S)Xa + Co(S) X2+ Cy(S)X3 = O,
cl(s) # 0, V k, e &y(s) +C(s) +Ch(s) +C4(s) #0, Vse S},

entao

As(X)N p’l(S) ={(s,(X0:X1:X2:X3)) € § X P3;
3 3 3 3

(Za L ( )t’ﬂIJO)XoJr(Zj L ( )ajl)XlJr(Z) L )312)X2+(Z)Cij (s)aja)xs = 0}

= = = =
Teorema 5.4.A variedade algébrica M :=U /S5 é o0 espago de Moduli para as configurages
de Desargues.

DemonstracdoUsando o Teorema 4.1 precisamos apenas mostrar que exstamnnitia com

a propriedade universal local sobre o abéltde Pp3 que parametriza as configuracdes de De-
sargues. Sejarftiooo: Co100: Coo10: Cooo1) @s coordenadas die e U a familia parametrizada
porU dada por:

U = {((c1000: C0100: C0010° Co001), (X0 : X1 : X2 : X3)) € U x P3;
C1000%0 -+ Co100X1 + Co010%2 + Cooo1X3 = O}

Mostraremos quél tem a propriedade universal local. Sgjauma familia parametrizada por
S. Entdo existe uma cobertura aberta afinbdeS, U. ..U Sy tal que

XNPHS) = {(s (X0 1 X1 : %21 X3)) € S x P3; ch(S)Xo+ C(S)Xa + C(S)Xz2 + C3(S)Xa = O,
cl(s) #0, Vk, e d)(s)+ch(s)+ch(s) +c5(s) #£0, Vse S}.

Definimos¢; : § — U por ¢i(s) = (C1000(S) : Co100(S) : Coo10(S) : Cooo1(S)). CoMoci,. i,(S) Séo
fungBes regulares, entdp e um morfismo. Assim temos
o U= (d)i,id)’l(‘u) ={(s,(X0: X1 :X2:X3) € § X P3: (0i(s),(X0:X1:X2:X3)) € U} =
{(c1000(S) : Co100(S) : Co010(S)  Co001(S)), (X0 1 X1 : X2 1 Xg) € U x P3;
C1000(S)X0 + Co100(S)X1 + Co010%2 + Co001(S)X3 = 0} = U|g

Segue das definicbes de relacdo de equivaléncia nas famitiasacdo degs emU que

dadoss,t € U, Us ~ U se e somente shg(S) =

LogoU /S5 é o espaco de moduli grosso para as configuracdes de Desargues [

Definicdo 5.9.Uma configuracdo de Desargugsé dita especial S8 contém um ponto sobre
um dos seus eixos.
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Ja que o eixo de um pontw; € a retarym com{i, j,k,I,m} = {1,2,3,4,5}, segue que a
configuracédo de DesarguBs; € especial se e somente@g := g€ N&&GEn € T, para algum
par (i, j).

Para cada pafl, k), sejaPx C U o hiperplano que parametriza os planosPdeque néo
contém os pontog, i = 1,...5, mas que contém o pon@.

Sejaq a projecdo natural, ou sejgg definida por

q: U — Mp
DT[ — [DT[]'

Proposicéo 5.5.As configuracdes de Desargues especiais sdo parametripattaslivisor ir-
redutivel dP12) em M.

Demonstracao. @12) € fechado, pois o maggé finito (Proposic¢ao 3.5).

Além disso, temos que > € um hiperplano, portanto € irredutivel. Se existirem fdols&;
e F> deMp tais queq(Pr2) = FLUR, entdoP; C g 1(F ) Ug i(F). Comoqi(F) eq i(R)
séo fechados, poisé continua, €, € irredutivel, concluimos que, C q~1(F) para algum
i € {1,2}. PortantoF = q(P12). Donde concluimos que(Pi12) € irredutivel. Sabemos que
Ss € finito e que portanto dig(y) =0V y € q(P12). Pelo Teorema da dimens&o das fibras
(SHAFAREVICH, 1995), existe um aberto C q(Py2) tal que dimg~1(y) = dim P2 —dim q(Py2)
para todoy € V. Portanto ding(Py2) = dim P2 = 2. Como dimMp = dimU = 3, entéo

codimy,q(P12) = dimMp —dimq(P12) =1

e portantaj(P12) € um divisor. Para ver quiP;2) parametriza todas as configura¢des especiais,
sejamo € Ss tal queo(i) =1,0(j) =2,0(k) =3,0(l) =4 ea(m) =5 eAgs € S5, entéo

As(Qij) = ereNeEsesss = Qu2,

donde segue qu@j = A,-1(Q12) para{i, j} = {1,2,3,4,5} e portanto segue o resultado.
[

O Teorema de Desargues falha se substituimos um dos doguiid por 3 retas passando
pelo centro de perspectiva. Contudo, podemos considemao am limite do Teorema de De-
sargues o seguinte teorema:

Teorema 5.6.Sejam ABC um tridngulo néo degeneradol®ne a b, ¢ retas, distintas dos lados
do tridngulo, passando por um ponto O, entdo os pontoB&, bNAC, cNAB s&o colineares,
se e somente se, existe uma involugdoPémal que @) = OA i(b) = OB,i(c) = OC. (SEMPLE;
KNEEBONE 1963).
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Demonstracdo A demonstracao deste resultado é feita no Apéndice 2, TeoBer20. O

Dada uma configuracéo de 7 pontos e 10 retaématisfazendo as condi¢cdes do Teo-
rema 5.6, existem 5 pont@s, €, €3, €4 € &5 em posi¢do geral e um plamoC P2, contendo
pelo menos um deles, tal que as 10 retas e os 10 planos deidonipor estes pontos intersec-
tamttna configuracédo de 7 pontos e 10 retas dada. O ptanos 5 pontog;, e, €3, &4 ee5
sao obtidos da mesma maneira como na demonstracao sidigfiemrema de Desargues, caso
2).

A Figura 4 mostra uma configuracdo de Desargues, enddate pis = Pos = P35 = Pas =
es.

Figura 4: Configuracao de Desargues do 1° tipo.

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

Observe que neste caso apenas 4 dos 5 quadrangulos da @gé@ggde Desagues ainda
sobrevivem, a saber:

{ P12, P13, P14, P15}, { P21, P23, P24, P25}, { P31, P32, P34, P35} € { P41, P42, P43, Pas}-

Tratemos agora do caso em que o0s 2 triangulos de uma configulacDesargues se co-
lapsam, ou equivalentemente, o plamoontém exatamente 2 dos 5 ponégs. Supondo que
€4, 65 € TT, eNtaoes = P14 = P24 = P34 €65 = P15 = P25 = P3s. Portanto somente 3 quadrangulos

completos sobrevivem, a sab€pi2, P13, P14, P15}, { P31, P32, P34, P3s} € { P21P23, P24, P25} A
Figura 5 mostra um exemplo deste caso.
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Figura 5: Configuracao de Desargues do 2° tipo.

iy
®
/N

.
25, M23 \ (124

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

Como os 5 pontos estdo em posi¢ao geral, o ultimo caso quieletarsos € quando 3 dos

5 pontosgy’s pertencem a. Supondo ques, ey, €5 € TT, teremoses = P13 = P23, €4 = P14 = P24
ees = P15 = P2s. Neste caso somente 1 quadrangulo completo sobrevivé, istoonfiguracao
de Desargues é um quadrangulo completo. A Figura 6 mostraaniguracao deste tipo.

Figura 6: Configuracao de Desargues do 3° tipo.

"135

P13=€3 P147€4

"134
123 125 124

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

Em todos os 3 casos analisados o Lema 5.3 se aplica e a suasteag@dn € exatamente a
mesma ja apresentada. Com base nestas observacdes fagetafisigdes seguintes.

Definicdo 5.10.Sejamey, . . ., e5 € P2 pontos em posicéo gerarec P2 um plano. As 10 retas
§¢j e os 10 planogiejg determinam entt uma configuracdo de Desargues de pontos e
retas. Tal configuracady € dita uma configuracdo de Desargues generalizada.

Definicdo 5.11.Uma configuracdo de Desargues generalifagadita degenerada secontém
algum dos pontos;’'s. Além disso,Dy; é dita ser ddk-€simo tipo sat contém exatamentie

pontosg parak=1,2, 3.
Teorema 5.7. A variedade algébricdip := @3/55 € um espaco de moduli para as configura-
¢cOes de Desargues generalizadas.
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Demonstrag;élolf’>3 € 0 espaco de parametros da configuracdes de Desarguedigadasa A
nocéo de familia de configuracdes de Desargues generaipadametrizadas por uma varie-
dadeSé a mesma Definicdo 5.6 com a seguinte adaptacgao:

XNPHS) = {(s,(X0: X1 : X2 1 X3)) € S x P3; ¢h(S)X0+ €L ()X + Ch(S)%2 + C5(S)X3 = O,
ch(s),cy(s),ch(s), cs(s) Ndo todos nulos Vs §}.

As nocdes de relacdo de equivaléncia nas familias e famdizzida também sdo as mesmas.
A familia

U = {((C1000: Co100: Co010: Co001), (X0 : X1 : X2 : X3)) € P2 x P,
C1000%0 + Co100%1 + Co010X2 + Cooo1X3 = O}

parametrizada pdf”s, tem a propriedade universal local e porta]ﬁ?d&; € 0 espacgo de mo-
duli (grosso) das configuracdes de Desargues generalizatiasrve ainda qud = P3, onde

U € o espaco de parametro das configuracdes de Desargues paerdegs. Portanto, pela
Proposigéo 3.91p = U /55 C P3/55 é aberto, ou sejdlp = P3/.Ss. O

No Teorema 5.7 construimos o espaco de moduli das configgagiDesargues ndo dege-
neradas e vimos que este € um aberto projetivo. Em seguidasgue o Teorema de Desargues
ainda vale se considerarmos configuracdes de Desarguasigeatas e que o espacos de mo-
duli de tais configuracdes é uma variedade projetiva. Oy g@jes que o espagco de moduli
das Configuracbes de Desargues generalizadas € a compeétfido espaco de moduli das
Configuracdes de Desargues nao degeneradas.
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Apéndice A - Categorias

Os resultados deste apéndice pode ser encontrado no sdgum{viANA , 1996).

Uma categori& é uma classe de objetos tal que:

1) Para qualquer par ordena@,Y) de objetos € especificado um conjuntonderfismode-
notado poHom:(X,Y).

2) Para cada objets é destacado um elemeritty emHonc (X, X).
3) Para cada terno ordena@,Y,Z) de objetos € especificada uma func¢éo

o : Hont(X,Y)xHonx(Y,Z) — Honx(X,2)
(f.9) —  gof

Estes dados estao sujeitos aos seguintes axiomas:

(a) Paraf € Home(X,Y), g€ Home(Y,Z) eh € Home (Z,W) temos

(hog)of=ho(gof).

(b) Paraf € Honm(X,Y) temos
idyof=f="foidy.

Um funtor # entre duas categori&se D, denotado poff : C — D, é a especificagdo, para
cada objetoX deC, de um objeto deD e, para cada par de objet0s,Y) deC, de uma
aplicagédo déonme(X,Y) emHonp (F (X), F(Y)), denotada pof — 7 (f). Estes dados estédo
sujeitos aos seguintes axiomas:

1) Para cada objetd deC temos¥ (idx) = id ¢ (x)-

2) Para cada pad,g) € Home(X,Y) x Hone(Y,Z) temos¥ (go f) = F(g) o F(f).

Um funtor como definido acima é as vezes chamadecodariantepara distinguir da definicdo
afim de funtorcontravarianteentre duas categori&s e D, que € a especificacdo, para cada
objeto X de C, de um objeto¥ (X) de D e, para cada paiX,Y) de objetos de&C, de uma
aplicagédo dédon(X,Y) emHonp (F (Y), (X)), denotada pof — ¥ (f). Estes dados estéo
sujeitos aos axiomddi ) e

1) para cada par@,g) € Homg(X,Y) x Honme(Y, Z) temos% (go f) = F(f) o F(Q).
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Dados dois funtoreg e G entre as categorids e D umatransformacéo natural Tentre
F e G, denotaddl: F — G € a especificagéo, para cada obpétdeC, de um elementdy €
Homp (7 (X), G(X)). Este dado € sujeito ao seguinte axioma

1) Para cada elemenfoc Hon(X,Y) temosG(f)oTx =Ty o F(Q).

Este axioma é representado graficamente pela comutatvaitadiagrama abaixo.

T
F(X) == G(X)
F (f)l G(t)
T
F(Y)—=G(Y)

Um Funtor ¥ : C — Conj é representavel se existir um objeécem C e transformacdes
naturaisy : Homg(X,—) — F e ¢ : ¥ — Hone(X, —) tais que para cada obje¥oemC as
composicoeiod =idy € ¢ oY =idyem(x,—). Dois funtores para os quais existe este par de
transformacgdes naturais séao ditos naturalmente isomorfos
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Apéndice B - Projetividade e Involugao

Os resultados obtidos neste apéndice pode ser encontradseguintes livroSAYRES,
1967) e 6EMPLE; KNEEBONE 1963). Usaremos as letras maiuscwaB,C,D, ... para indi-
car pontos e as letras minuscuéab, c,d, ... para indicar retas.

Definicdo B .1. O conjunto de todos os pontos de uma reda&hamado de feixes de pontos
e sera denotado po(A,B,C,D,...), ondeA, B, C,... sdo pontos da reta

Figura 7: Feixes de pontos

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definicdo B .2. O conjunto de todas as retagh, c,d,... que passam por um pong@eé
chamado um feixe de retas e serd denotad@parb, c.d,...).

Figura 8: Feixes de reta

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Dizemos que existe uma correspondéncia 1-1 entre doissfeexiste uma regra que
associa a cada elemento do primeiro feixe um Unico elemengegundo e, reciprocamente,
associa a cada elemento de segundo feixe um Unico elemeptordsro.
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Figura 9: Correspondéncia

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Consideremos o feixe de retB&a, b, c,d,...) e uma retg que ndo contém o pontg veja
a Figura 9. Observe que cada rstdo feixe de retas determina um Unico porffo= sN p,
na retap e cada pont® da retap determina uma Gnica reta passando Por := PQ. Tal
correspondéncia é chamada upesispectividade € indicada por

P(a,b,c,d,...)Ap(A,B,C,D,...).
Definicdo B .3. Dizemos que dois feixes de pontp8A,B,C,D,...) eq(A B,C,D,...),
onde as retap e g sao distintas, estdo em perspectiva a partir de um pors® existe uma

correspondéncia 1-1 entre os pontos dos dois feixes e asurgtalo os pontos correspondentes
contém o pontd®. Denotamos tal relacéo por

P
p(A]_, B1,Cq1,Dy,.. ) A Q(Az, B2,Cy,Do, .. )

Figura 10: Feixes de pontos em perspectiva

Fonte: Retirado de Ayres (1967)
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Definicdo B .4. Dizemos que dois feixes de refd&;, by, c1,ds, ...) e Q(ag, by, o, dy, .. .),
ondeP e Q sédo pontos distintos, estdo em perspectiva a partir de ut@a I existe uma

correspondéncia 1-1 entre os pontos dos dois feixes e aegf de retas correspondentes €
um ponto dep. Denotamos esta relagéo por

P
P(al, b1,c1,d1,.. ) A Q(az, by, Co,do, .. )

Figura 11: Feixes de retas em perspectiva

(A W
Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Dadas duas perspectividades

Py
p1(A1,B1,C1,D1,...) A p2(A2,B2,C2,Da,...)
2

U

P2(A2,B2,C2,Dp,...) A p3(As,Bs,Cs,Ds,...),

temos uma maneira de relacionar os pontos dos fexés, B1,Cq, Dy, .. .) e p3(As, B3,Cs, D3, . . .).
Definicdo B .5.

Uma correspondéncia 1-1 entre dois feixes de pontos (outds) ré

dita uma projetividade se ela for obtida de um numero finitpelspectividades. Denotamos
projetividades por

pl(A17 Bl7C17 D17 . ) K pn(An, Bn7Cn7 Dn: . )

Pl(a]_, b]_,C]_,d]_, .. .) K Pn<an, bn, Cn,dn, .. .).

Exemplo B .6. Dados quatros pontos distint8s, B;,C1,D1 em uma retg, existe uma
projetividade tal qug(A1,B1,Cq,D1) A p(Cq1,D1,A1,B1).

Como estamos interessados essencialmente no que ocor@s@uEatro primeiros pontos

dos feixes analisaremos as perspectividades que aparegefas nestes pontos. Os passos
seguintes podem ser vistos na Figura 12.

(a) escolhaum pont®que ndo esta e A partir dele obtemos o feixe de refd&, b, c,d, . ..),



ondea= A;P,b=B;P,c=C;P,d =D;P, etc;

(b) escolha uma retgtal queB; € qeq# PB; para obtermos a relacdo

P
p(A]_, Bl,C]_, Dl, .. ) A Q(Az, B]_,Cz, D2, .. )
ondeA, :=anq,Bx:=bNng=B;,C:=cnq,D2:=dnq, etc;

(c) considere areta:= PD1 para obtermos a relagao

G
q(A2,B1,C2,D2,...) A r(D3,D1,P,Do,...)
ondeD3 = ACiNr, D1 =B1CiNr, P=C,Ci1Nr, Dy :=DyCy N, etc;

(d) finalmente considerando-se o0 poAtoe a retap, temos

Ar
I’(Dg, D1,P, Doy, .. ) A p(Cl, D1,A1,Bq,.. )

Figura 12: Projetividade entre pontos

Fonte: Retirado de Ayres (1967)
Assim seguindo os passo descritos abaixo obtemos

P G A
p(A1,B1,Cq,D1,...) A q(A2,B1,C2,Da,...) A r(D3,D1,P,Dy,...) A

p(C17 DlyAl, Bl, .. .).
Portanto segue o resultado.

Exemplo B .7.

Dados quatro retas distintas, b1,c;,d; passando poP, existe uma
projetividade tal qué(ay, by, cy,d1) AP(bg,a1,d1,¢1).

Os passos a seguir podem ser acompanhados na Figura 13.
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(a) escolha a retp, comP ¢ p, entédo teremos o feixe de pontp§A;,B1,Cq,D1,...), onde
Ap = pnay, By = pnby, Cp = pNcy, D1 = pNdy;

(b) tomeQ € a1, comQ # P, para obtermos a perspectividade
p
P(a1,b1,C1,d1,...) A Q(ag, b2, C2,da,...),

ondeby =B1Q, c; =C1Q edy = D1Q;

(c) observemos que
d

Q(ag, by, cp,dy,...) A B1(b1,b2,c3,p,...),
ondecz = B1Dy;
(d) por dltimo vemos que

C
B1(b1,b2,c3,p,...) A P(by,a1,d1,¢1).

Figura 13: Projetividade entre retas

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Logo obtemos
dy

P ol _ )
P(a:b b17 017 d17 .. ) /_\ Q(a17 b27 027 d27 .- ) /_\ Bl(b17 b27 B].D27 pa . ) /_\ P(b]-? al? dl? Cl? . )

Defini¢éo B .8. Uma involugdo é uma projetividad®as, by, c1,d,...)AO(az, by, C2,da, . . .)
tal que para, tod®y € O(ag,bs,c1,d1,...), Sex; corresponde & entdox, corresponde &.
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Razao Cruzada no Plano Afim

Consideremos uma refano plano afim na qual fixamos uma orientacao, indicada por uma
seta. Uma retg com uma orientacéo € chamada reta orientada. Dados do@sgoatB na
retap, o segment@B tem comprimento e sentido e € chamado segmento de reteodiaeci.

Observamos quBAtem 0 mesmo comprimento @d3, mas tem sentidos opostos, istdé, =
—AB.

Figura 14: retap

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definicdo B .9. SejamA, B, C eD, pontos distintos em uma ref@ no plano afim,
direcionada. A raz&o cruzada 8eB com respeito &, D, denotada pofA, B;C,D), é definida
por

AC AD
(A,B;C,D) = = BD (18)
Uma vez que a razdo acima é independente da escolha da géiedip, a razdo cruzada
também é.

Proposicdo B .10. SejamA, B, C e D quatro pontos em uma refa Se(A,B;C,D) =
(A,B;C,D1), entdoD = D.

Demonstracd&omo(A,B;C,D) = (A,B;C,D1), entéo
AC . AD AC . AD

BC BD BC  BD;’
PortantoAD/BD = AD1/BD;.

Figura 15: reta p

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Consideremos a refadada acima com a orientagao indicada pela seta e 0s pontosxeom
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figura. EntdcAD; = AD+DD4, BD; =BD+DD1 e

AD AD+DD;
BD BD+DD;’

Isso implica quédD1(AD+ DB) = 0. SeAD+ DB = 0, entdcAD = BD, ou sejaA =B, o que
€ uma contradicdo. PortankD; = 0 eD = D;. De maneira analoga verificamos 0s outros
casos, quando mudamos os pontos de posicao. O

Teorema B .11. A razdo cruzada de quatro pontos em uma reta, no plano afim,
invariante por projecoes.

Demonstraca&onsidere a figura abaixo

Figura 16: Razao cruzada

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

SejamA;, B1,Cq, D1, pontos distintos em uma rat& P um ponto fora da reta. Projetando
esse pontos em uma ret@ue ndo contén®, obtemos 0s pontos,, By, Cy, D,. Sejas a reta
que passa pd? e é perpendicularia Denotemos poH a intersecéo deer. Desconsiderando
0S sinais temos

1 1
Ac — 2HPAG geaaape, 2MPGIP SeAPG oo 8 poy

(A Bi:Ci D )_ BiCi 1HP.BCy _ areaABPC; 1B1P.C1P ser’B;PC; _ sen/B;PG
LELMLEY = AD; T TnpaD; | aealAPD;  IAPD.P sewAPD; | Se/AIPD

BDi Thpep, #€ABPDL g pp psenwspD,  SBIPD:
Portanto provamos que
A1C1 B1Dg sen/A;PC; serB,PD;
(A1,B1;Cq,D1) = == (19)

BiCiy 'A1D1  ~ serYBiPC; senvA;PD;

Agora sejaK um ponto des tal que a reta determinada pBre K € perpendicular .
Desconsiderando os sinais e usando o raciocino das cointas @latemos a igualdade

ACy ByDo sen/A1PC; servB1PD;
(A2,B2;C2,D2) = . =4 ~
B.Co AxDo> sernB,PC; seA1PD;

(20)
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Assim o que precisamos fazer € mostrar que o sinal de (19) e¢zcidem. Para isso fixemos
a orientacao sobre da seguinte forma: o anguky PC;, obtido girando a ret®A; no sentido
anti-horario sobré até a retaPC; € positivo. Entdo o anguld;PD; é positivo e 0os angulos
B,PC; e B;PD; sdo negativos. Como consequéncia, vemaos que as razoes

A1Cy e sen/APC,
B,C; servBiPCG

tem o mesmo sinal. O mesmo vale também para as razées

B]_Dl e SEI’KB]_PD]_
A]_Dl SEI’KA]_PD]_.

A paridade do sinal entre as razdes € independente de amiyésraacoes escolhidas gne a
orientagéo dos angulos soli?e Assim o sinal em ambos os membros de (19) e (20) s&o iguais
e entao

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;C2,D2).

O
Dadas quatro retas distintash, ¢, d no plano afim passando por um poRtoDadas duas

retasr e stais queP ¢ r e P ¢ s, obtemos o conjunto de pontég, B;,Cq,D;1 € A, Bp,Cy, Do,
respectivamente, ondg = anr, Ay =sNa,.... Pelo Teorema B.11. temos que

(A1,B1;Cq1,D1) = (A2,B2;C2,D2).
Definicdo B .12. Sejama, b, c,d quatro retas no plano afim que passam por um penfo

razao cruzada destas retas em qualquer ordem é a razaoagrmaadesma ordem, dos quatro
pontosA, B, C, D que estas retas determinam em qualquer reta que ndo cBnistm €,

(a,b;c,d) = (A,B;C,D).

Razao Cruzada no Plano Projetivo

Consideraremos o plano projetivo decomposto na faffha: A2Ur.. Chamaremos os
pontos deP? que estio emt? de pontos ordinarios.

SejamAy, B1,Cy, D1 quatro pontos ordinarios no plano projetivo sobre uma netgfivar.
Sejams outra reta projetiva ® um ponto ordinario tal quB ¢ r eP ¢ s. SeA,,B,Cy,D2 € s
sao dados por

Ay :=APNs, By :=BiPNs,C:=CPNs Dy :=DPNs
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pelo Teorema B .11, temos que a razdo cruzada afim destes pséddais que

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;Cy,Dy).

Figura 17: Razdo cruzada afim

AW/ BJ 01\ D1\ Ry \_>

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Consideremos agora que 0 ponto de projegae @r.. As retaPuAr, PuB1, PoCi €PsD1
sao paralelas e neste caso é facil ver que a razao cruzadaeaties gontos sao tais que

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;Cy,Dy).

Figura 18: Razao cruzada projetiva

r A B1 C1 D1 —
Rw
SIS
Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definicdo B .13. A razao cruzada de quatro pontos ordinarios no plano pvojétdefinida
como sendo a razdo cruzada dos mesmos como pontos do plano afim

Observando-se a Figura 17, podemos considerd,,C; sendo trés pontos ordinarios e o
guarto ponto como sendo o ponto no infinito da retdenotado poR... Ainda considerando-se
queP é um ponto ordinario, estes pontos determinam nasresapontos?y, B,,Cy, R que séo
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pontos ordinarios. Neste caso a razéo cruzada @yhy; Bo,Cy) esta definida e isso justifica
a proxima defini¢éo.

Definicdo B .14. A razéo cruzada de quatro pontos colineares no plano pojgtindo
que trés deles sdo pontos ordinarios e um ponto esta noan#né razado cruzada (na mesma
ordem) dos seus correspondentes através de qualqueror@etcoutra reta, com a condi¢ao
de que os pontos correspondentes sejam todos pontos dardinar

Um ultimo caso que devemos analisar € quando o0s pontos est&tan,. Consideremos
0s pontos projetivos distint@s., Be, Cw, Do der. Entéo escolhendo um porfd r., e suma
reta distinta de. e P ¢ s, 0s pontos correspondent#&sB,C, D serédo pontos ordinarios. Assim
a razdo cruzada afirfA1,B1;Cy,D1) estara definida. Portanto podemos estender a Definigéo
B.14 para o caso em questao.

Lema B .15. Para qualquer perspectiva entre os pontos de duas retagfwaps de um
plano projetivo, a raz&o cruzada de quaisquer quatro poetosuma das retas € igual a razao
cruzada, na mesma ordem dos seus correspondentes em datra re

Demonstraca&@egue do Teorema B. 11 e da definicdo de razdo cruzada no pigevp. [

Como a razao cruzada € invariante por perspectividades @uojesividade € uma sequén-
cia de perspectividades segue o proximo resultado.

Proposicéo B .16. Para qualquer projetividade entre os pontos de duas retagefivas
de um plano projetivo, a razéo cruzada de quaisquer quatraggem uma reta € igual a razao
cruzada, na mesma ordem, dos seus pontos correspondentegrareta.

Definicdo B .17. A raz&o cruzada de quatro pontos projetivos distintos é&oremizada
de quaisquer quatro pontos ordinarios colineares em qag@etiem ser projetados.

Como consequéncia temos

Teorema B .18. Se AB,C,D séao quatro pontos colineares distintos e $eBAC',D’ sdo
outros quatro pontos colineares distintos, em uma mesraaieem uma reta distinta, entdo

(A,B,C,D) A (A’, B',C/, D’) implica (A,B;C,D) = (A’, B C/, D’)
e inversamente

(A,B;C,D) = (A,B:C,D’) implica (A,B,C,D)  (A',B',C’, D).

Teorema B .19.Se uma projetividade entre dois feixes de retas por um mesnto,pjuma
reta & e sua correspondéncigda; # ap) se correspondem reciprocamente , entdo qualquer
outra reta X e sua correspondente se correspondem reciprocamente.
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Demonstracador hipotese existe uma projetividade tal que
O(ag,a2,X1,X%2) A O(ag, a1, x2,Y). (22)
(a) Escolha uma retatal queO ¢ r. Considere os pontos
Ap=axNr, Xy =X1Nr, Xo =X Nr;
(b) escolha um pontaAtal queA € a; — O eA=#rna;. Considere as retas
ag = Alp, X3 1= AXy, X4 := AXo.
Temos com estas escolhas a seguinte projetividade:
r
A(a1,a3,X3,X4,...) A O(ag,az,X1,X2, .. .);
(c) senddv := x3Nx2 obtemos as seguintes projetividades:

r X2 - X1
O(a1,a2,X1,X2,...) A A(a1,83,X3,X4,...) A Ag(ap,a3, AV, 1,...) A O(ap,a1,X2,X1,...).

(22)

Figura 19: Correspondéncia entre retas

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Entdo das relagbes (21) e (22) segue que

O(ag,a1,%2,X1,...) ANO(ag,a1,%2,Y,...).

Como O(ayp, a1, X2,y) A O(ag,a1,%2,X1), € a razdo cruzada é preservada por perspectivas,
segue quéay,ap; Xo,Y) = (a,a1;%2,X1) € portantoy = Xj. O
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Teorema B .20. (Limitante do teorema de Desargues) Se ABC é um triangulprigr@
a,b,c sao trés retas passando por um ponto O (que nao estédo sobeel@s do triangulo),
entdo L:= anBC, M:=bNAC e N:= cnAB sdo colineares, se e somente se, existe uma
involugdo i enP!, de retas centradas em O, tal qua)i= OA, i(b) = AC e (c) = OC.

Demonstraca®odemos supor sem perda de generalidadegt®A. Denotemos pos a reta
determinada pelos pont@se C. Sejaml a reta que contém os pontosM, ¢ := OA

Figura 20: Limitante do Teorema de Desargues 1

Fonte: Elaboragédo do préprio autor

Suponhamos quie, M e N séo colineares, isto 8| € |. Temos entdo as seguintes perspec-
tividades:

Por hipbtese

Donde obtemos
O(a,b,c,q) AO(OL,0C, 0B, q). (23)

Suponhamos agora que a relacéo (23) é véalida. Considefremosn|.
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Figura 21: Limitante do Teorema de Desargues 2

Temos que

(24)

A relacdo anterior implica quAP = AN. EntdoP € ABNc = N e portantoL,M,N sdo
colineares.

Provamos portanto que M e N sado colineares se e somente se vale a relacdo (23).

Observemos agora que pelo Exemplo B.7 existe uma projatleital que

Pelo Teorema B.19 segue que a projetividade € uma involucéo.



