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Resumo

O principal objetivo do trabalho é estudar os Espaços de Moduli das Configurações de
Desargues, e este estudo é baseado no artigo (AVRITZER; LANGE, 2002). Uma configuração de
10 pontos e 10 retas, chamada uma configuração 103,obtidas do clássico teorema de Desargues,
é chamada uma configuração de Desargues. Muitos espaços de moduli, senão todos, são obtidos
algebricamente através das variedades algébricas de quociente, por isso estudamos um pouco
de Teoria Geométrica dos Invariantes, ações de grupos algébricos em variedades algébricas e
mostramos que existe o quociente categórico de uma variedade algébricaX por um grupo finito
G e quando ele é o espaço e moduli grosso. Além disso mostramos que quando a variedade
algébrica é afim (resp. quase projetiva) o quociente categórico é uma variedade algébrica afim
(resp. quase projetiva). Finalmente, provamos que o quociente categórico(MD,π) de P̌3 pelo
grupo finitoS5 é o espaço de moduli grosso para as configurações de Desargues.
Palavras chaves: Espaços de Moduli. Configurações de Desargues. Quocientes Categóricos.



Abstract

The main aim of this work is to study the moduli space of Desargues configurations and it
was based in (AVRITZER; LANGE, 2002). A configurations of 10 points and 10 line of the classic
Desargues Theorem is called a Desargues configuration. Manymoduli spaces, if not all, are
obtained algebraically through the quotient of algebraic varieties. So we have studied a little
about Geometric Invariant Theory and actions of algebraic group on varieties. We have showed
that there exist the categorical quotient of a algebraic variety X by a finite algebraic groupG
and that it is a coarse moduli space. Moreover, we have showedthat if X is a affine (resp.
quasi-projective) the categorical quotient is an affine (resp. quasi-projective) variety Finally,
we proved that the categorical quotient(MD,π) of theP̌3 by the algebraic group finiteS5 is the
moduli space coarse for the Desargues configurations.
Keywords: Moduli space. Desargues configurations. Categorical quotients.
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1 Introdução

Espaços de Moduli estão em conexão com os problemas de classificação em geometria

algébrica. Os ingredientes básicos de um problema de classificação são uma coleção de objetos

A e uma relação de equivalência∼ sobreA . O problema é descrever o conjunto de classes de

equivalênciasA/∼.

Quase sempre existe uma noção de "famílias contínuas" de objetos deA , e gostaríamos de

colocar emA/∼ uma estrutura algébrica e geométrica que reflita este fato. Este é o objetivo da

teoria de moduli.

Os ingredientes básicos para oproblema de modulisão uma coleção de objetosA , uma re-

lação de equivalência sobreA e o conceito de família emA/∼. Espaços de moduli constituem

resposta para o problema de moduli.

Quem faz geometria algébrica sabe que existem várias linguagens para essencialmente dizer

a mesma coisa. Muitos autores, como (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1994), usam a linguagem

de esquemas para descrever a teoria de moduli. Neste trabalho damos uma ideia da teoria

de moduli usando a linguagem de variedade algébrica apresentada em (NEWSTEAD, 1978) e

(ESTEVES, 1997).

O objetivo principal deste trabalho é estudar os Espaços de Moduli das configurações de

Desargues. Uma configuração de Desargues é formada por 10 retas e 10 pontos obtidos do clás-

sico teorema de Desargues no plano projetivo complexo, que diz: Se dois triângulosA1B1C1,

A2B2C2 estão em perspectiva a partir de um pontoX, então os três pares de lados corresponden-

tes dos triângulos se intersectam em três pontos colineares. Reciprocamente, se os lados dos

dois triângulos se intersectam em três pontos colineares, então os triângulos estão em perspec-

tiva. (TODD, 1952).

No Capítulo 2 apresentamos definições de variedades algébricas como espaços topológi-

cos, fibrados vetoriais e resultados importantes que serão usados no trabalho todo.

Como muitos espaços de moduli, senão todos, são obtidos algebricamente através de varie-

dades de quocientes, estudamos um pouco de teoria invariante para encontrar essas variedades.

No Capítulo 3 falaremos um pouco dessa teoria, focando em ações de grupos algébricos em

uma variedade algébrica e na construção do quociente categórico de uma variedade algébricaX

afim (quase projetiva ) por um grupo algébrico finitoG que age emX e mostramos que este é

uma variedade algébrica afim (quase projetiva).
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No Capítulo 4 estudamos a teoria de moduli, definimos o espaço de moduli finoe o espaço

de moduli grosso com a linguagem de categoria e expomos estasdefinições com alguns resul-

tados sem a linguagem de categoria. Além disso, demonstramos uma importante proposição

usada para encontrar os espaços de moduli por meio de quocientes categóricos.

E finalmente, noCapítulo 5 apresentamos uma demonstração do Teorema de Desargues e

construímos os espaços de moduli das configurações de Desargues utilizando oCapítulo 4 .
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2 Fibrados Vetoriais

Neste capítulo apresentaremos definições de variedades algébricas como espaços topológi-

cos, fibrados vetoriais e resultados importantes que serão usados no trabalho todo. Além disso,

usaremos sempre que o corpok é algebricamente fechado ePn = Pn(k) = kn+1/∼ .

2.1 Variedades Algébricas

Definição 2.1.Um subconjuntoV ⊆ An é dito localmente fechado seV = Z∩U comZ ⊆ An

fechado eU ⊆ An aberto.

Definição 2.2.SeX ⊆ An é localmente fechado, uma funçãof : X → k é dita regular se para

todox∈X, existem polinômiosP eQ emnvariáveis tais queQ(x) 6= 0 e f = P
Q numa vizinhança

dex.

Observação 2.1.O conjunto formado por todas as funções regulares emX formam um anel,

que denotamos porA(X).

Definição 2.3.SejamU ⊆ An eV ⊆ Am subconjuntos localmente fechados. Um morfismo de

U emV é uma funçãoϕ : U → V, dada porϕ = (ϕ1, · · · ,ϕm), tal queϕi é regular emU , para

todo i = 1, · · · ,m.

Definição 2.4.SejamU ⊆ An ⊆ eV ⊆ Am subconjuntos localmente fechados. Um morfismo

ϕ : U →V é um isomorfismo seϕ é uma função bijetiva eϕ−1 é um morfismo.

Definição 2.5.Um homeomorfismoh : X → Y, de um espaço topológicoX sobre um espaço

topológicoY, é uma aplicação contínua e biunívoca deX sobreY, cuja inversah−1 : Y → X

também é contínua.

Definição 2.6.SejaV um espaço topológico. Um par ordenado(U,φ) ondeU ⊆ V é aberto

e φ : U → X é um homeomorfismo comX ⊆ An é um conjunto localmente fechado é dito um

sistema de coordenadas. Um atlas algébrico sobreV é uma coleção de sistemas de coordenadas

(Ui,φi) que satisfaz as seguintes propriedades:

A1) V =
s⋃

i=1

Ui

A2) φ j ◦φ−1
i : φi(Ui ∩U j)→ φ j(Ui ∩U j) é um isomorfismo.
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Definição 2.7.Uma variedade algébrica é um espaço topológicoV munido de um atlas algé-

brico.

Exemplo 2.1.

a) ConsidereAn com a topologia de Zariski. Um atlas sobreAn é (An, Id), logoAn é uma

variedade algébrica.

b) SejaF um conjunto fechado afim, isto é,

F =V(P1, . . . ,Pr) = {(a1, . . . ,an) ∈ An;Pi(a1, . . . ,an) = 0 ∀ 1≤ i ≤ r},

ondeP1, . . . ,Pn ∈ k[X0, . . . ,Xn] são polinômios. Com a topologia de Zariski induzida de

An, F é um espaço topológico e um atlas algébrico sobreF é (F, Id), entãoF é uma

variedade algébrica.

c) SeU é um conjunto aberto afim, isto é,U ⊆ An é o complementar de um fechado afim.

Com a topologia de Zariski induzida deAn, U é um espaço topológico e uma atlas algé-

brico sobreU é (U, Id), entãoU é uma variedade algébrica.

d) SeV ⊆An é um subconjunto localmente fechado, entãoV =Z∩U ondeZ⊆An é fechado

e U ⊆ An é aberto, entãoV é espaço topológico com a topologia induzida deAn e um

atlas sobreV é dado por(Z∩A, Id), logoV e uma variedade algébrica.

e) Consideremos o espaço projetivoPn com a topologia de Zariski. Então

Ui = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn;xi 6= 0} é um conjunto aberto dePn. Além disso a função

φi : Ui → An dada porφi(x0 : . . . : xn) =
(

x0
xi
, . . . , 1̂, . . . , xn

xi

)

é homeomorfismo. Assim

(φi,Ui) parai = {0,1, . . .n} é um atlas sobrePn e portantoPn é uma variedade algébrica.

f) SeV é um conjunto fechado projetivo, isto é,

V =V(F1, . . . ,Fl ) = {a∈ Pn;Fi(a) = 0 ∀ 1≤ i ≤ l},

ondeF1, . . .Fl ∈ k[X0, . . . ,Xn]. Observe que V é um espaço topológico com a topologia

de Zariski induzida dePn. ComoPn =
n⋃

i=0

Ui , eV = (
n⋃

i=0

Ui)∩V =
n⋃

i=0

(Ui ∩V), um atlas

sobreV é dado por(Ui ∩V,φi|Ui∩V), ondeφi são as funções definidas no exemplo(e).

LogoV é uma variedade algébrica.

g) SejaV ⊆ Pn uma variedade quase projetiva, isto é,V = F ∩A, ondeF é um fechado de

Pn eA é um aberto dePn. V é um espaço topológico com a topologia de Zariski induzida

dePn. ComoPn =
n⋃

i=0

Ui, e

V = F ∩A∩
n⋃

i=0

Ui =
n⋃

i=0

(Ui ∩F ∩A),
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então um atlas sobreV é dado por(φi |Ui∩U∩F ,Ui∩F∩A), ondeφi são as funções definidas

no exemplo(e). EntãoV é uma variedade algébrica.

Definição 2.8.Um morfismo entre variedades algébricasV e W é uma funçãoϕ : V → W tal

que se(Vi ,φi) é um atlas emV e (Wj ,ψ j) é um atlas emW, então

ψ j ◦ϕ◦φ−1
i : φi(ϕ−1(Wj)∩Vi))→ ψ j(Wj)

é um morfismo entre conjuntos localmente fechados.

2.2 Fibrados vetoriais

Definição 2.9.SejaV uma variedade algébrica. Um fibrado vetorialE de poston sobreV é

uma variedadeE, munida de um morfismop : E →V, satisfazendo as condições

FV1) Existe uma cobertura aberta{Ui}i∈I deV;

FV2) Para cadai ∈ I , existe um isomorfismoψi : Ui ×An → p−1(Ui), tal quep(ψi(x,v)) = x

para todosv∈ An ex∈Ui ;

FV3) Para todo par(i, j)∈ I× I , sex∈Ui∩U j , entãoψi(x,v)=ψ j(x,Ai, j(x)v) para todov∈An,

ondeAi, j(x) é uma matrizn×n.

Observação 2.2.SeE é um fibrado vetorial de poston sobreX, então para todox∈V, a função

ψi(x) : An → p−1(x) definida porψi(x)(v) := ψi(x,v) é uma bijeção.

De fato, sey∈ p−1(x) entãoy=ψi(a,b) com(a,b)∈Ui×An. Comop(y)= x e p(ψi(a,b))=a,

segue quex= a. Logoψi(x) é sobrejetiva.

A injetividade segue diretamente do fato deψi ser injetiva. Denotaremosy=ψi(x,b)=ψi(x)(b).

Além disso, a funçãoψi(x) define uma estrutura de espaço vetorial emp−1(x) sobrek. De fato,

y1,y2 ∈ p−1(x) entãoy1 = ψi(x)(z1) ey2 = ψi(x)(z2). Definimos
{

y1+y2 := ψi(x)(z1+z2)

λy1 := ψi(x)(λz1), ondeλ ∈ k.

Observação 2.3.Nas hipóteses da observação anterior, temos ainda que sex∈ Ui ∩U j , então

(ψ j(x))−1◦ (ψi(x)) é uma transformação linear. De fato, para cadaz∈ An, temos

(ψ j(x))
−1◦ (ψi(x))(z) = (ψ j(x))

−1(ψi(x,z)).

Comoψi(x,z) ∈ p−1(x) = ψ j(x)(An), segue queψi(x,z) = ψ j(x,z1) para algumz1 ∈ An e por-

tantoψ−1
j ◦ψi(x,z) = (x,z1). Por outro ladoψ−1

j ◦ψi(x,z) = (x,Ai j (x)z), ou seja,Ai, j(x)z = z1.

Além disso, como

(ψ j(x))
−1ψi(x)(z) = (ψ j(x))

−1(ψ j(x)(z1)) = z1,
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então(ψ j(x))−1(ψi(x)(z)) = Ai, j(x)z. Donde segue a afirmação.

Definição 2.10.Sen= 1, entãoE é dito fibrado em linha.

Exemplo 2.2.Fibrado vetorial trivial de poston.

SejamV variedade algébrica ,E = V ×An e p : E → V projeção na primeira coordenada.

Observe queE é uma variedade, pois o produto de variedades algébricas é uma variedade algé-

brica ep : E → V é um morfismo, pois a projeção é um morfismo. Seja(Ui,ϕi) o sistema de

coordenadas deV satisfazendo as propriedades(A1) e (A2) da definição 2.6. Então

FV1) V =
l⋃

i

Ui .

FV2) Observe quep−1(Ui) = Ui ×An, e definaψi : Ui ×An → p−1(Ui) por ψi(x,a) = (x,a),

ou seja,ψi = Id e portantoψi é um isomorfismo, e além dissop◦ψi(x,z) = p(x,z) = x.

FV3) A funçãoψ−1
j ◦ψi : (Ui ∩U j)×An → (Ui ∩U j)×An é talψ−1

j ◦ψi(x,z) = (x,z), isto é,

Ai, j(x) = Id.

Exemplo 2.3.Sejamπ : An+1−{0}→ Pn tal queπ(x0, . . . ,xn) = (x0 : . . . : xn) e

E = {(x,v) ∈ Pn×An+1;v∈ π−1(x)∪{0}}.

Observe que,π é um morfismo.E é uma variedade algébrica, com a topologia induzida de

Pn×An+1. De fato, seUi = {(x0 : . . .xn) ∈ Pn;xi 6= 0}, entãoPn×An+1 =
n⋃

i=0

(Ui ×An+1).

Considere a aplicaçãoψi : Ui ×An+1 → An×An+1 dada porψi(x,y) = (φi(x),y), onde

φi(x0 : . . . : xn) = (x0, . . . , 1̂
︸︷︷︸

i

, . . . ,xn) . Portanto(Ui ×An+1,ψi)i=0,1,...n é um sistema de coor-

denadas emPn×An+1.

ComoE =
n⋃

i=0

E∩(Ui ×An+1) e cadaE∩(Ui ×An+1) é aberto emE, para verificarmos que

E é um fibrado vetorial sobrePn devemos inicialmente mostrar que

(E∩ (Ui ×An+1),ψi |E∩(Ui×An+1)) é um atlas emE.

A1) Observe queαi = ψi |E∩(Ui×An+1) : E∩ (Ui ×An+1)→ ψi(E∩ (Ui ×An+1)) é homeomor-

fismo. Precisamos mostrar queψi(E∩ (Ui ×An+1))⊆A2n+1 é localmente fechado ( aqui

estamos identificandoAn×An+1 comA2n+1). Observe que

E∩ (Ui ×An+1) = {(x,y) ∈Ui ×An+1;y∈ π−1(x)∪{0}}=

= {(x0 : . . . : 1 : . . . : xn),(λx0, . . . ,λ, . . . ,λxn) : λ ∈ k−{0}}
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e queψi(E∩ (Ui ×An+1)) = {(x0, . . . , 1̂, . . . ,xn),(λx0, . . . ,λ, . . . ,λxn);λ ∈ k−{0}}. Se

definimos para cadai ∈ {0,1, . . . ,n} os polinômios

Pi j = (X1, . . . ,Xn,Y0, . . . ,Yn) =YiXj −Yj , j = 0, . . . ,n e i 6= j,

entãoZ(P0, . . .Pn) = ψi(E∩ (Ui ×An+1) =: Zi . De fato,

Pj((x0, . . . , 1̂, . . . ,xn),(λx0, . . . ,λ, . . . ,xn)) = λx j −λx j = 0.

Além disso, se((x0, . . . , 1̂, . . . ,xn),(y0, . . . ,yn)) ∈ Zi comoyix j = y j , segue que

((x0, . . . , 1̂, . . . ,xn),(y0, . . . ,yn)) = ((x0, . . . , 1̂, . . . ,xn),(yix0, . . . ,yi , . . . ,yixn)).

Portanto segue a igualdade eψi(E∩ (Ui ×An+1))⊆ A2n+1 é fechado.

A2) A função

α j ◦α−1
i : αi(E∩ (Ui ∩U j)×An+1)→ α j(E∩ (Ui ∩U j)×An+1)

é dada por

α j ◦α−1
i = ψ j |E∩(U j×An+1) ◦ψ−1

i |E∩(Ui×An+1) = ψ j ◦ψ−1
i |E∩((Ui∩U j)×An+1),

o qual é um isomorfismo.

Vamos mostrar que(E, p : E → Pn) é um fibrado em linha, ondep : E → Pn é a projeção na

primeira coordenada. Observe quep−1(Ui) = E∩ (Ui ×An+1). Além disso, temos que

FV1) Pn =
n⋃

i=0

Ui.

FV2) Para cadai ∈ {0,1, . . .n} defina a função

βi : Ui ×A −→ p−1(Ui) = E∩ (Ui ×An+1)

((x0 : . . . : 1 : . . . : xn),λ) 7−→ ((x0 : . . . : xn),(λx0, . . . ,λ, . . . ,λxn)).

(a) βi é injetiva.

De fato, seβi((x0 : . . . : 1 : . . . : xn),λ) = βi(y0 : . . . : 1 : . . . : xn),µ) então

(x0 : . . . : 1 : . . . : xn)= (y0 : . . . : 1 : . . .yn) e(λx0, . . . ,λ, . . . ,λxn)= (µy0, . . . ,µ, . . . ,µyn).

Logo λ = µ exi = yi , ∀ i = 1, . . .n.

(b) βi é sobrejetiva.

Se((x0 : . . . : xn),(y0, . . . ,yn)) ∈ E∩ (Ui ×An+1), entãoxi 6= 0 e

(y0, . . . ,yn) = (λx0, . . . ,λxn) para algumλ ∈ k−{0}. Logo

((x0 : . . . : xn),(y0, . . . ,yn)) = βi((x0 : . . . : xn),λ) com((x0 : . . . : xn),λ) ∈Ui ×A.
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(c) Observe queβi é morfismo e queβ−1
i : p−1(Ui)→Ui ×A, dada por

β−1
i ((x0 : . . . : xn),(y0, . . . ,yn)) =

(

(x0 : . . . : xn),

(
yi

xi

))

,

é também um morfismo.

FV3) β−1
j ◦βi : (Ui ∩U j)×A→ (Ui ∩U j)×A

β−1
j ◦βi

((
x0

xi
: . . . : 1 : . . . :

xn

xi

)

,λ
)

=

= β−1
j

((
x0

xi
: . . . : 1 : . . . :

xn

xi

)

,

(

λ
x0

xi
, . . . ,λ, . . . ,λ

x j

xi
, . . . ,λ

xn

xi

))

=

= β−1
j

((
x0

x j
: . . . :

xi

x j
: . . . : 1 : . . . :

xn

x j

)

,

(

λ
x0x j

xix j
, . . . ,λ

xix j

x jxi
, . . . ,λ

xi

x j
, . . . ,λ

xnx j

xix j

))

=

= β−1
j

((
x0

x j
: . . . :

xi

x j
: . . . : 1 : . . . :

xn

x j

)

,
λx j

xi

(
x0

x j
, . . . ,

xi

x j
, . . . ,1, . . . ,

xn

x j

))

=

=

(
x0

x j
: . . . :

xi

x j
: . . . : 1 : . . . :

xn

x j
,λ

x j

xi

)

=

((
x0

xi
: . . . :

x j

xi
: . . . : 1 : . . .

xn

xi

)

,λ
x j

xi

)

Assimβ−1
j ◦βi(x,λ) =

(

x,λx j
xi

)

e portantoAi, j(x) =
x j
xi

PortantoE é um fibrado de linha. Este fibrado é denotado porOPn(−1).

Definição 2.11.Sejamp1 : E1 → X e p2 : E2 → X fibrados vetoriais. Um homomorfismo deE1

paraE2 é um morfismo de variedades algébricash : E1 → E2 tal que:

a) p2◦h= p1;

b) para todox∈ X, h|E1x : E1x → E2x é uma aplicação linear.

Um isomorfismo de fibrados vetoriais é um homomorfismo de vibrados vetoriais tal queh é

isomorfismo.

Definição 2.12.Uma seçãos de um fibrado vetorialE é um morfismos : X → E tal que

p ◦ s = idX.

Proposição 2.1.A coleçãoΓ(X,E) de todas as seções de E é um espaço vetorial sobre k.

Demonstração.SejamUi os abertos deX tais queX =
l⋃

i=1

Ui e asψi são as funções que sa-

tisfazem as propriedadesFV1) e FV2) da Definição 2.9 . Ses∈ Γ(X,E), comop(s) = idX,

segue que(p◦s)|Ui = idUi . Sex∈Ui, entãop(s(x)) = x∈Ui es(x) ∈ p−1(x)⊆ p−1(Ui). Tome

s1, s2 ∈ Γ(X,E) e suponha quex∈ X. Comos1(x) ∈ p−1(x), segue ques1(x) = ψi(a,b) para

algum (a,b) ∈ Ui ×An e x = p(s1(x)) = p(ψi(a,b)) = a. Da mesma forma,s2(x) ∈ p−1(x)
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implica s2(x) = ψi(a′,b′) para algum(a′,b′) ∈ Ui ×An e portantox = a′. Logo a = a′. As-

sim s1(x) = ψi(x,b) = ψi(x)(b) e s2(x) = ψi(x,b′) = ψi(x)(b′), como ψi(x)(b) ∈ p−1(x) e

ψi(x)(b′) ∈ p−1(x), temos que

s1(x)+s2(x) = ψi(x)(b)+ψi(x)(b
′) = ψi(x)(b+b′) = ψi(x,b+b′).

Portanto definimos a função(s1+s2)|Ui emUi por

(s1+s2)|Ui(x) = ψi(x,b+b′),

ondeψi(x,b) = s1(x) e ψ(x,b′) = s2(x). De fato, sejax∈Ui ∩U j então

s1(x)+s2(x) = ψi(x,b+b′)

ondeψi(x,b) = s1(x) e ψi(x,b′) = s2(x), e s1(x)+s2(x) = ψ j(x,c+c′), ondeψ j(x,c) = s1(x)

e ψ j(x,c′) = s2(x). Comoψi(x,b) = ψ j(x,c), temos queψ−1
j ◦ψi(x,b) = (x,c), e portanto

(x,Ai, j(x)b) = (x,c) . LogoAi, j(x)b= c. De forma análoga mostra-se queAi, j(X)b′ = c′, assim

ψ−1
j ◦ψi(x,b+b′) = (x,Ai, j(x)(b+b′)) = (x,Ai, j(x)b+Ai, j(x)b

′) = (x,c+c′),

ou seja,ψi(x,b+b′) = ψ j(x,c+c′). Portanto podemos definirs1+s2 : X → E por

s1(x)+s2(x) = (s1+s2)|Ui(x) se x∈Ui.

Afirmamos ques1+ s2 é morfismo. De fato, sejam(Ei,αi) o sistema de coordenadas deE e

(Vi,φi) o sistema de coordenadas deX. Usando os sistemas de coordenadas acima obtemos que

s1+s2 é dada por

αi ◦ (s1+s2)|Ui ◦φ−1
i (z) = αi ◦ (s1+s2)|Ui(x) = αi(ψi(x,b(x)+c(x))) = αi ◦ψi ◦ (Id,b+c)(x),

para cadaz∈ φi(Vi ∩ (s1 + s2)
−1|Ui (p

−1(Ui)∩ E j)). Como φi e αi são isomorfismos, basta

mostrarmos que as funçõesb ec são morfismos. Para isso observemos que a função

αi ◦s1◦φ−1
i : φi(Vi ∩ (s−1

1 (P−1(Ui)∩E j))→ Fi

é morfismo e já queαi ◦s1◦φ−1
i = αi ◦ψi ◦ (Id,b), segue que(Id,b) é morfismo e portantob é

morfismo. De mesma forma mostra-se quec é morfismo. Observe ainda quep◦(s1+s2) = idX,

ou seja,s1+s2 ∈ Γ(X,E).

Sejas∈ Γ(X,E) e λ ∈ K, definaλs|Ui : Ui → p−1(Ui) por (λs)(x) = ψi(x,λb) no qual b

satisfazψi(x)(b) = s(x). De modo análogo ao que foi feito paras1+s2, verifica-se queλs está

bem definida e é um morfismo. Além disso, comop◦ (λs)(x) = p◦ψi(x,λb) = x, temos que

λs∈ Γ(X,E).

Lema 2.2(Colagem). Sejam V1, . . . ,Vn variedades algébricas. Para cada par(i, j), 1≤ i, j ≤ n,



17

sejam Ui j ⊆Vi , Uii =Vi abertos eφi j : Ui j →U ji um isomorfismo. Suponha que:

C1) φi j = φ−1
ji e φii = id.

C2) ( condição do co-ciclo). Para todo i, j,k∈ {1, . . . ,n} distintos vale que

(a) φi j (Ui j ∩Uik) =U ji ∩U jk.

(b) φik|Ui j∩Uik = φ jk|U ji∩U jk ◦φi j |Ui j∩Uik .

Então existe uma variedade V e morfismosψi : Vi →V tais que:

(a) ψi é um isomorfismo sobre um aberto de V;

(b) V = ∪i ψi(Vi);

(c) ψi(Ui j ) = ψi(Vi)∩ψ j(Vj);

(d) ψi |Ui j = ψ j |U ji ◦φi j .

Demonstração.SejaW a união disjunta dosVi ’s. Dadosa,b∈W, coma∈Vi eb∈Vj , dizemos

quea∽ b emW se, e somente se,a∈Ui j , b∈U ji eb= φi j (a). Afirmamos que∽ é uma relação

de equivalência. De fato, sejama,b,c∈W:

1. Dadoa ∈ W, existe umi tal quea ∈ Vi . ComoUii = Vi e a = id(a) = φii (a), segue que

a∽ a.

2. Sea∽ b, a∈Vi eb∈Vj , entãoa∈Ui j , b∈U ji eb= φi j (a). Comoφ ji (b) = φ ji (φi j (a)) =

Id(a) = a, entãob∽ a.

3. Sea∽ b, a∈Vi eb∈Vj , entãoa∈Ui j , b∈U ji eb= φi j (a). Além disso, seb∽ c, c∈Vl ,

entãob ∈ U jl , c ∈ Ul j e c = φ jl (b). Logo b ∈ U ji ∩U jl e c = φ jl (φi j (a)) = φil (a) por

C2(b). Resta mostrarmos quec∈ Uli e a∈ Uil . Comoc= φ jl (b) e b∈ U ji ∩U jl , então,

porC2(a), φ jl (U ji ∩U jl ) = Ul j ∩Uli e c∈ Ul j ∩Uli . Além disso, comoc= φil (a) segue

queφli (c) = a, ou seja,a∈ φli (Ul j ∩Uli) =Uil ∩Ui j ⊆Uil . Portantoa∽ c.

SejaV =W/∽, definaψ : W →V tal queψ(a) = a. Dizemos queU ⊆V é aberto, se e somente

se,ψ−1(U) é aberto emW, isto é,φ−1(U)∩Vi é aberto emVi para todoi. AssimV um espaço

topológico. Para cadai considere o atlas algébrico(Wi j ,αi j ) j deVi , ondeαi j : Wi j → Fi j é um

homeomorfismo eFi j é um conjunto localmente fechado. SejaWi j = {a ; a∈Wi j} e considere

a função
ϕi j : Wi j → Fi j

a 7→ αi j (a).

Observe que a função é bem definida, pois na classe de um elemento deWi j existe um único

elemento deWi j . Afirmamos queϕi j é um homeomorfismo. De fato, seU ⊂ Fi j é um aberto,
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comoψ−1(ϕ−1
i j (U)) = α−1

i j (U)∩Wi j ,entãoϕ−1
i j (U) é aberto. Além disso, comoV =

⋃
Wi j e

ϕi j são injetivas, entãoϕi j ◦ϕ−1
il = αi j ◦α−1

il e portantoV é uma variedade algébrica. Defina

ψi = ψ|Vi : Vi →V Observe queϕi j ◦ψ|Vi
◦α−1

i j = αi j ◦α−1
i j = id|Wi j , logoϕi j ◦ψ|Vi

◦α−1
i j é um

morfismo eψ|Vi
é um morfismo. Assim obtemos

(a) ψi é isomorfismo sobre um aberto deV;

(b) segue de (a)

(c) provemos queψi(Vi)∩ψ j(Vj) = ψi(Ui j );

Sey ∈ ψi(Vi)∩ψ j(Vj), entãoy = ψi(a) = a e y = ψ j(b) = b, ondea ∈ Vi e b ∈ Vj . Da

igualdadea = b, segue quea ∈ Ui j e portantoψi(Vi)∩ψ j(Vj) ⊂ ψi(Ui j ). Por outro lado,

sejay= ψi(x), x∈Ui j ⊂Vi. Comoφi j (x) ∈U ji ⊂Vj ey= ψi(x) = x= φi j (x) = ψ j(φi j (x)),

segue a desigualdade contrária.

(d) ψi |U ji = ψ j |Ui j ◦φi j .

De fato, sea∈Ui j entãoψ(a) = a, φi j (a) ∈U ji , eψ(φi j (a)) = φi j (a) = a= φi(a).

Exemplo 2.4.SejamVi = D(xi)×A1 parai = 0, . . . ,n eUi j = D(xix j)×A1, onde

D(xi) = Pn \Z(xi) e D(xix j) = Pn \Z(xix j). ComoV0, . . . ,Vn são produtos de variedades al-

gébricas, segue que eles são variedades algébricas. Para cada par(i, j),0≤ i, j ≤ n, a função

φi j : Ui j →U ji definida por

φi j








x0

xi
:

x1

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 , t



=















x0

x j
: . . . :

xi

x j
︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . : 1
︸︷︷︸

posição j

: . . . :
xn

x j







, t







.

é um isomorfismo.

Verifiquemos que as variedades algébricasV1, . . .Vn e os morfismosφi j definidas satisfazem as
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condições do Lema da Colagem. Para ver a CondiçãoC1 suponha quei < j. Então

φ ji ◦φi j















x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
x j

xi
︸︷︷︸

posição j

. . . :
xn

xi







,λ








=

= φ ji















x0

x j
: . . . :

xi

x j
︸︷︷︸

posiçãoi

. . . : 1
︸︷︷︸

posição j

: . . . :
xn

x j







,λ








=

=















x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
x j

xi
︸︷︷︸

posição j

. . . :
xn

xi







,λ







.

Logoφ ji ◦φi j = IdUi j . Analogamenteφi j ◦φ ji = IdU ji e portantoφi j = φ−1
ji .

Observe agora que,

φi j (Ui j ∩Uik) = D(xix jxk)×A1 =U ji ∩U jk.

Além disso, sex∈Ui j ∩Uik então

φ jk
∣
∣
U ji∩U jk

◦φi j
∣
∣
Ui j∩Uik








x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 ,λ



=

= φ jk
∣
∣
U ji∩U jk








x0

x j
: . . . : 1

︸︷︷︸

posição j

: . . . :
xn

x j



 ,λ



=

=








x0

xk
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãok

: . . . :
xn

xk



 ,λ



=

= φik
∣
∣
Ui j∩Uik








x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 ,λ



 .

Portanto as condições(a) e (b) deC2 são satisfeitas.

SejaV a variedade algébrica dada pelo Lema da Colagem. Afirmamos queV é um fibrado

em linha sobrePn. De fato, sejamψi os morfismos dados pela colagem dosV ′
i s, isto é,ψi

satisfazem as propriedadesi), ii), iii ) e iv) do Lema da Colagem. Para cadai considere a fun-

ção pi : ψi(Vi)→ D(xi) definida porpi(ψi(x,λ)) = x. Sey∈ ψi(Vi)∩ψ j(Vj) = ψi(Ui j ), então
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y = ψi((
x0
xi

: . . . : 1 : . . . : xn
xi
),λ), e

pi



ψi








x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 ,λ







=




x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



=

=




x0

x j
: . . . : 1

︸︷︷︸

posição j

: . . . :
xn

x j



= p j



ψ j




x0

x j
: . . . : 1

︸︷︷︸

posição j

: . . . :
xn

x j



 ,λ



 .

Portanto,pi(y)= p j(y) e podemos definir uma funçãop :V →Pn por p|ψi(Vi) := pi . Observemos

agora que são validas as propriedades de fibrados vetoriais.

FV1) Pn =
n⋃

i=0

D(xi)

FV2) ψi : D(xi)×A→ p−1
i (D(xi)) é um isomorfismo tal quepi(ψi(x, t)) = x.

FV3) ψ−1
j ◦ψi(x,λ) = (x,Ai, j(x)λ).

Para a condiçãoFV3, considere((x0 : . . . : xn),λ) ∈Ui j então

ψ−1
j ◦ψi((x0 : . . . : xn),λ) = ψ−1

j ◦ψ j ◦φi j








x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 ,λ



=

= ψ−1
j ◦ψ j

((
x0

x j
: . . . :

xn

x j

)

,λ
)

= ((x0 : . . . : xn),λ) eAi, j(x) = 1.

Exemplo 2.5.Os fibradosOPn(d) de Serre.

SejamVi = D(xi)×A1 parai = 0, . . . ,n eUi j = D(xix j)×A1, onde

D(xi) = Pn\Z(xi) e D(xix j) = Pn\Z(xix j). ComoV0, . . . ,Vn são produtos de variedades algé-

bricas, segue que eles são variedades algébricas. Fixed > 0. Para cada par(i, j),0≤ i, j ≤ n, e

considere o isomorfismoφi j : Ui j →U ji definido por

φi j ((x0 : . . . : xn), t) =

(

(x0 : . . . : xn),

(
xi

x j

)d

t

)

um isomorfismo. Vamos ver que asφi j ’s define um fibrado vetorial. Para ver a CondiçãoC1

suponha quei < j. Então

φi j ◦φ ji((a0 : . . . : an), t) = φi j

(

(a0 : . . . : an),

(
ai

a j

)d

t

)

=

=

(

(a0 : . . . : an),

(
a j

ai

)d(ai

a j

)d

t

)

= ((a0 : . . . : an), t)

e assimφi j ◦φ ji = Id. Analogamente,φ ji ◦φi j = Id.
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Observe agora que

φi j (Ui j ∩Uik) = D(xix jxk)×A1 =U ji ∩U jk.

Além disso, sex∈Ui j ∩Uik então

φ jk
∣
∣
U ji∩U jk

◦φi j
∣
∣
Ui j∩Uik








x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 , t



=

= φ jk
∣
∣
U ji∩U jk








x0

x j
: . . . : 1

︸︷︷︸

posição j

: . . . :
xn

x j



 ,

(
xi

x j

)d

.t



=

=








x0

xk
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãok

: . . . :
xn

xk



 ,

(
x j

xk

)d( xi

x j

)d

.t



=

= φik
∣
∣
Ui j∩Uik








x0

xi
: . . . : 1

︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . :
xn

xi



 ,λ



 .

Portanto as condições(a) e (b) deC2 são satisfeitas. Pelo Lema da Colagem existe uma varie-

dadeV := OPn(d) e ψi : Vi →V que são morfismos satisfazendo as condiçõesi), ii), iii ) e iv).

Queremos mostrar que(V, p :V →Pn) é um fibrado em linha. Para cadai definapi : ψi(Vi)→Pn

por pi(ψi((x0 : . . . : xn), t) = (x0 : . . . : xn). Comoψi são isomorfismos, entãopi está bem defi-

nida. Sex∈ ψi(Vi)∩ψ j(Vj) = ψi(Ui j ), entãox= ψi((x0 : . . . : xn), t), ondexix j 6= 0,

p j(ψi(x)) = p j(ψ j ◦φi j (x)) = p j

(

ψ j

(

(x0 : . . . : xn),

(
xi

x j

)d

.t

))

= (x0 : . . . : xn) = p j(ψ j(x)).

Consideremos a funçãop : V → Pn definido porp|ψi(Vi) := pi . Comopi é morfismo para cada

i, segue quep é um morfismo.

Observemos agora que são validas as propriedades de fibradosvetoriais.

(a) Pn =
n⋃

i=0

D(xi), ondeD(xi) são abertos afins;

(b) ψi : D(xi)×A1 → p−1(D(xi)) é isomorfismo;

Para mostrar queψi é um isomorfismo, basta verificarmos quep−1(D(xi)) = ψi(Vi). Para

isso sex∈ p−1(D(xi)), entãop(x) ∈ D(xi) ex∈ ψ j(Vj) para algumj. Como

p(x) = p(ψ j((a0 : . . . : an), t)) = (a0 : . . . : an) ∈ D(xix j) =Ui j ,

temos que((a0 : . . . : an), t)) ∈ D(xix j)×A, e da relaçãoψ j(Ui j ) = ψi(Vi)∩ψ j(Vj), se-

gue quex∈ ψi(Vi), ou seja,p−1(D(xi)) ⊆ ψi(Vi). Já queψi(Vi) ⊆ p−1(D(xi)), segue que



22

p−1(D(xi)) = ψi(Vi)).

(c) ψ−1
j ◦ψi(x,λ) = (x,Ai, j(x)λ).

Se((x0 : . . . : xn),λ) ∈Ui j , então

ψi((x0 : . . . : xn), t) = ψ j ◦φi j (x0 : . . . : xn), t)

ψ−1
j ◦ψi((x0 : . . . : xn), t) = φi j ((x0 : . . . : xn), t) =

(

(x0 : . . . : xn),
(

xi
x j

)d
.t

)

.

Logo, basta considerarmosAi j (x) =
(

xi
x j

)d
.

Proposição 2.3.O conjunto dos polinômios homogêneos de grau d em n+1 variáveis é iso-

morfo ao conjuntoΓ(Pn,OPn(d)) de todas as seções do fibrado vetorialOPn(d) .

Demonstração.Nesta demonstração manteremos as notações do Exemplo 2.5. Para cada po-

linômio homogêneoF de graud definasi
F : D(xi)→ ψi(Vi) porsi

F(x) = ψi(x,F(x)/xd
i ). Obser-

vemos quesi
F está bem definida pois se(x0 : . . . : xn) = (y0 : . . . : yn), então existe umt 6= 0 tal

que(y0, . . . ,yn) = t(x0, . . . ,xn) e

F(y0, . . . ,yn)

yd
i

=
F(tx0, . . . , txn)

(txi)d =
tdF(x0, . . . ,xn)

tdxd
i

=
F(x0, . . . ,xn)

xd
i

.

Já que para cadax∈ D(xix j) vale a relação

si
F(x) = ψi

(

x,
F(x)

xd
i

)

= ψ j ◦φi j

(

x,
F(x)

xd
i

)

= ψ j

(

x,

(
xi

x j

)d F(x)

xd
i

)

= sj
F(x),

podemos considerar a funçãosF : Pn → V definida porsF |D(xi) := si
F . Ainda temos que, se

x∈ D(xi), então

p(s(x)) = p(si
F)(x) = p

(

ψi

(

x,
F(x)

xd
i

))

= x,

ou seja,sF ∈ Γ(Pn,OPn(d)). Considere a função

φ : {F ∈ k[X0, . . . ,Xn] ; F é homogêneo de graud } −→ Γ(Pn,V)

F 7−→ sF .

São válidas as seguintes propriedades:

1. φ é injetiva.

De fato, sesi
F(x) = si

G(x) ∀ x ∈ D(xi), entãoψi(x,F(x)/xd
i ) = ψi(x,G(x)/xd

i ). Como

ψi é injetiva, segue queF(x)/xd
i = G(x)/xd

i ∀ x ∈ D(xi) e F(x) = G(x) ∀ x ∈ D(xi).

Observemos que da irredutibilidade dePn e da igualdadePn = (Pn\D(xi))∪Z(F −G),

segue queZ(F −G) = Pn e portantoF = G.
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2. φ é linear.

SejamF eG polinômios homogêneos de graud.

si
F+G(x0 : . . . : xn) = ψi

(

(x0 : . . . : xn),
(F +G)(x0, . . . ,xn)

xd
i

)

=

= ψi

(

(x0 : . . . : xn),
F(x0, . . . ,xn)

xd
i

+
G(x0, . . . ,xn)

xd
i

)

=

= ψi

(

(x0 : . . . : xn),
F(x0, . . . ,xn)

xd
i

)

+ψi

(

(x0 : . . . : xn),
G(x0, . . . ,xn)

xd
i

)

=

= (si
F +si

G)(x0 : . . . : xn).

Logo sF+G = sF + sG, ou seja,φ(F +G) = φ(F)+ φ(G). Além disso,φ(λF) = λφ(F),
pois

si
(λF)(x0 : . . . : xn) = ψi

(

(x0 : . . . : xn),
λF(x0, . . . ,xn)

xd
i

)

= λsi
F(x0 : . . . : xn).

3. φ é sobrejetiva.

Ses∈ Γ(Pn,OPn(d)), entãoh := π2◦ψ−1
i ◦ s

∣
∣
∣
D(xi)

é morfismo. Logoh := h◦φ−1
i é uma

função regular emAn, onde

φi : D(xi) −→ An

(x0 : . . . : xn) 7−→
(

x0
xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . xn

xi

)

.

Para cadap∈An existem polinômiosfp, gp∈ k
[

x0
xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . xn

xi

]

e uma vizinhança

abertaUp ⊆ An de p tais queh|Up : Up → A1 é dada porhp = fp/gp. Pelo Teorema da

Base de Hilbert ((KUNZ, 1985) capítulo 1, seção 2) o idealI := 〈gp | p∈An〉 é finitamente

gerado, ou seja, existem elementosp1, . . . , ps ∈ An tais queI = 〈gp1, . . . ,gps 〉. Além

disso, comoZ(I ) = /0 segue do Teorema dos Zeros de Hilbert ((SHAFAREVICH, 1995),

apêndice 6, proposição 1) que 1∈ I , isto é, existem polinômios

h1, . . . ,hs∈ k

[
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . .

xn

xi

]

tais que 1=
s

∑
i=1

gpi hi. Multiplicando a igualdade acima porhobtemos a relaçãoh =
s

∑
i=1

fpi hi .

Portanto
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h(x0 : . . . : xn) = h

(
x0

xi
: . . . :

xi−1

xi
: 1 :

xi+1

xi
: . . .

xn

xi

)

=

= h

(

φ−1
i

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . .

xn

xi

))

= h

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . .

xn

xi

)

=

=
s

∑
i=1

fpi

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . .

xn

xi

)

hi

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . .

xn

xi

)

=
Fi(x0, . . . ,xn)

xl
i

,

ondeFi é um polinômio homogêneo de graul nas variáveisx0,x1, . . . ,xn. Podemos supor

quexi não divideFi. Consideremos que

π2◦ψ−1
i ◦s|D(xi) = Fi/xl

i , comxi não dividindoFi ,

π2◦ψ−1
j ◦s|D(x j) = Fj/xm

j , comx j não dividindoFj .

Na interseçãoD(xi)∩D(x j) temos que

s(x) = ψi

(

x,
Fi(x)

xl
i

)

= ψ j

(

x,
Fj(x)

xm
j

)

,

ou seja,

ψ−1
j ◦ψi

(

x,
Fi(x)

xl
i

)

=

(

x,
Fj(x)

xm
j

)

.

Donde segue que
(

x,

(
xi

x j

)d Fi(x)

xl
i

)

=

(

x,
Fj(x)

xm
j

)

e
xd

i

xd
j

.
Fi(x)

xl
i

=
Fj(x)

xm
j

, emD(xi)∩D(x j).

Logo xd
i xm

j Fi = xd
j x

l
i Fj emD(xi)∩D(x j). ComoPn é irredutível, obtemos a igualdade de

polinômiosxd
i xm

j Fi = xd
j x

l
i Fj . Comoxl

i não divideFixm
j , entãoxl

i divide xd
i . Da mesma

forma mostra-se quexm
j dividexd

j . Logoxd−l
i Fi = xd−m

j Fj := F . Agora basta observarmos

ques= sF = φ(F).

Definição 2.13.Sejamπ : Y → X um morfismo eE um fibrado vetorial sobreX, definimos

π∗E = {(y,v) ∈Y×E; π(y) = p(v)}.

Observação 2.4.SejamZ ⊆ An fechado e△ : Z → Z×Z ⊆ An×Andada por△(z) = (z,z).

Então△(Z) é fechado emAn ×An. De fato, comoZ é fechado entãoZ = Z(F1, . . . ,Fm),

ondeF1, . . . ,Fm∈ K[X0, . . .Xn], então△(Z) = Z(F1, . . . ,Fm,X0−Y0, . . .Xm−Ym), assimZ×Z é

fechado.
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Observação 2.5.SejamZ ⊆ An um subconjunto fechado eU ⊆ An o aberto definido por

U = An−Z(F1, . . . ,Fk), ondeF1, . . . ,Fk são polinômios emn variáveis. Sex∈ Z∩U , então

x /∈ Z(F1, . . . ,Fk) e portanto existel ∈ {1, . . . ,k} tal queFl(x) 6= 0. Portantox∈ ZFl = Z∩D(Fl ).

Donde segue queZ∩U tem uma cobertura formada por abertos principais. Observemos agora

que abertos principais são variedades afins. De fato, sejamZ ⊆ An um subconjunto fechado

e Q um polinômio emn variáveis. Consideremos a funçãoϕ : ZQ −→ An+1 definida por

ϕ(x) = (x,Q(x)−1). Observando queϕ(ZQ) = {(x, t) ∈ An |tQ(x) = 1} e queϕ é um isomor-

fismo sobre sua imagem, segue queZQ é uma variedade afim.

SeX é uma variedade algébrica e(U,φ) é um atlas algébrico deX, satisfazendo as proprie-

dadesA1) e A2) da Definição 2.6. Por definiçãoφ(U) é um conjunto localmente fechado, logo

ele pode ser coberto por abertos afins. A imagem inversa destes abertos afins, porφ, determinam

uma cobertura deU por abertos afins. Segue portanto queX possui uma cobertura afim.

Proposição 2.4.Se E é fibrado vetorial sobre X, entãoπ∗E = {(y,x) ∈Y×E;π(y) = p(v)} é

um fibrado vetorial sobre Y.

Demonstração.

π∗E

P1
��

P2 // E

P
��

Y π // X

1) Primeiramente precisamos mostrar queπ∗E ⊆ Y×E é uma variedade algébrica. Para isso

provaremos queπ∗E é localmente fechado. SejaX uma variedade algébrica qualquer e

△ : X → X ×X dada por△(x) = (x,x). Afirmamos que△(X) é localmente fechado em

X×X. SeX = ∪iUi é uma cobertura deX por abertos principais, então△(X)⊆ ∪(Ui ×Ui)

e△(X) = ∪△(Ui) é fechado em∪(Ui ×Ui), pois△(X)∩ (Ui ×Ui) =△(Ui). Assim temos

que

△(X)∩ (∪i(Ui ×Ui)) = ∪i(△(X)∩ (Ui ×Ui)) = ∪i(△(X)∩ (Ui ×Ui)) =

= ∪i△(Ui) = ∪i△(Ui) = ∪i(△(X)∩ (Ui ×Ui)) =△(X)∩ (∪i(Ui ×Ui)) =△(X).

Seφ : Y×E → X ×X é o morfismo definido porφ(y,v) = (π(y), p(v)), F = △(X) e U =

∪(Ui×Ui), entãoφ−1(F∩U)= φ−1(F)∩φ−1(U)= π∗E, ou seja,π∗E é localmente fechado.

Portantoπ∗E é uma variedade algébrica.

2) Considere o morfismop1 : π∗E →Y dado porp1(y,v) = y. Sejam{Ui}i∈I a cobertura aberta

de X satisfazendo a condiçãoFV1) da Definição 2.9 eψi as funções que satisfazem as

condiçõesFV2) eFV3) para o fibradoE.

FV1) Observe queY =
⋃

π−1(Ui) é uma cobertura aberta deY. Queremos demonstrar

que p−1
1 (π−1(Ui)) = (π−1(Ui)× p−1(Ui))∩ π∗E. Se (a,b) ∈ p−1

1 (π−1(Ui)), então
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p(b) = π(a) = π(p1(a,b)) ∈ Ui. Assim (a,b) ∈ (π−1(Ui)× p−1(Ui))∩ π∗E. Por-

tanto p−1
1 (π−1(Ui)) ⊆ (π−1(Ui)× p−1(Ui))∩ π∗E. Para a inclusão contrária, tome

(a,b) ∈ (π−1(Ui)× p−1(Ui))∩ π∗E, entãop1(a,b) = a ∈ π−1(Ui), ou seja,(a,b) ∈

p−1
1 (π−1(Ui)). Donde segue a igualdade.

FV2) Definaφi : π−1(Ui)×An → p−1
1 (π−1(Ui)) por φi(y,v) = (y,ψi(π(y),v)).

i) φi é injetiva.

Sejam(y1,v1), (y2,v2) ∈ π−1(Ui)×An tais queφi(y1,v1) = φi(y2,v2). Da igual-

dade(y1,ψi(π(y1),v1)) = (y2,ψi(π(y2),v2)) e da injetividade deψ, segue que

y1 = y2 ev1 = v2.

ii) φi é sobrejetiva.

Se(a,b)∈ p−1
1 (π−1(Ui)) = (π−1(Ui)× p−1(Ui))∩π∗E, entãop(b)∈Ui e exitem

x∈Ui ev∈An tais queb=ψi(x,v) e p(b) = p(ψi(x,v)) = x. Como(a,b)∈ π∗E,

entãop(b) = π(a) e assimx= π(a). Portanto(a,b) = φi(a,v).

iii) φi é um isomorfismo.

O fato deπ ser um morfismo, implica queπ|π−1(Ui)
é um morfismo e comoid é um

morfismo, segue que(π|π−1(Ui) ◦ (p1, p2), p2) é um morfismo. Sendoψi um mor-

fismo, segue queψi ◦ (π|π−1(Ui)
, id) é um morfismo eφi = (p1,ψi ◦ (π|π−1(Ui)

, id))

é um morfismo. Observe ainda queφ−1
i = (p1, p2◦ψ−1

i ◦ p2) que por sua vez é

um morfismo.

FV3) Observe que

φ−1
j ◦φi(y,v) = φ−1

j (y,ψi(π(y),v)) = (y, p2◦ψ−1
j (ψi(π(y),v)) = (y,Ai, j(π(y))v),

tal queAi, j(π(y)) é dada na relaçãoψ−1
j ◦ψi(y,v) = (y,Ai, j(y)v).

Observação: π∗E é um fibrado sobreY do mesmo posto deE e é chamado de fibrado

induzido.

Proposição 2.5.Seja E um fibrado vetorial sobre X. Se s é uma seção de E entãoπ∗s:Y → π∗E

dada porπ∗s(y) = (y,s(π(y))) é uma seção deπ∗E.

Demonstração.Temos queπ∗s(y) = (y,s(π(y))), entãop(s(π(y))) = (p◦ s)(π(y)) = π(y), as-

simπ∗s(y) ∈ π∗E. Já que,π∗s= (id,s◦π) es, π e Id são morfismos, entãos◦π é um morfismo

e desse modo,π∗s é um morfismo.

Além disso,p1(π∗s)(y) = p1(y,s◦π(y)) = y.

Definição 2.14.Ses é uma seção de fibrado vetorialE sobreX, então a seçãoπ∗s de π∗E é

chamada de seção induzida.
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Proposição 2.6.A aplicaçãoφ : Γ(X,E)→ Γ(Y,π∗E) dada porφ(s) = π∗s é linear.

Demonstração.Sejam{Ui}i∈I a cobertura aberta deX satisfazendo a condiçãoFV1) da Defi-

nição 2.9 eψi as funções que satisfazem as condiçõesFV2) e FV3) para o fibradoE. Sejam

s1 e s2 duas seções do fibrado vetorialE. Tomey ∈ π−1(Ui). Como p1(π∗sj(y)) = y, segue

queπ∗sj(y) ∈ p−1
1 (y)⊆ p−1

1 (π−1(Ui)), logoπ∗sj(y) = φi(y,v j) = (y,ψi(π(y),v j) = (y,s◦π(y)),
onde j = 1,2 eφi foi definida na demonstração 2.4. Donde segue que,ψi(π(y),v) = (s◦π)(y).

(π∗s1+π∗s2)(y) = φi(y,v1+v2) = (y,ψi(π(y),v1+v2)).

Além disso,

π∗(s1+s2)(y) = (y,(s1+s2)(π(y)) = (y,ψi(π(y),v1+v2)).

Portantoπ∗(s1+s2) = π∗s1+π∗s2, isto é,φ(s1+s2) = φ(s1)+φ(s2).

Observemos ainda que,

λπ∗s1(y) = φi(y,λv1) = (y,ψi(π(y),λv1)) = (y,(λs1)(π(y)) = π∗(λs1)(y),

ou seja,φ(λs1) = λφ(s1).

Definição 2.15.SejamX uma variedade algébrica eE um fibrado vetorial sobreX. Dada uma

seçãos∈ Γ(X,E). SejaZ(s) = {x ∈ X;s(x) = 0}, entãoZ(s) ⊆ X é fechado e é chamado

variedade de zeros des.

Definição 2.16.SejamX uma variedade algébrica eE um fibrado vetorial em linha sobreX.

Dizemos que uma coleção{s1, . . . ,sk} ⊆ Γ(X,E) geraE seX =
k⋃

i=1

Xsk, ou seja,∀x∈ X existe

si tal quesi(x) 6= 0, ondeXsk = X−Z(sk).

Proposição 2.7.Uma coleção{s1, . . . ,sk} ⊆ Γ(X,E) gera E se p−1(x) =< s1(x), . . . ,sk(x) >

para todo x∈ X.

Demonstração.(⇒) Sejam{Ui}i∈I a cobertura aberta deX satisfazendo a condiçãoFV1) da

Definição 2.9 eψi as funções que satisfazem as condiçõesFV2) e FV3) para o fibradoE.

Suponha quex∈Ui e y∈< s1(x), . . . ,sk(x) >, então existemλ1, . . . ,λk tais quey=
k

∑
i=1

λisi(x).

Assimy=
k

∑
i=1

λiψi(x, ti) = ψi(x,
k

∑
i=1

λivi), ondeψ j(x,vi) = si(x). Segue que

p(y) = p(ψi(x,
k

∑
i=1

λiti)) = x,

ou seja,y∈ p−1(x). Portanto< s1(x), . . . ,sk(x)>⊆ p−1(x). Sejay∈ p−1(x), entãoy= ψi(x,λ)
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e existej tal quesj(x) 6= 0. Além disso existeβ ∈ k−{0} tal quesj(x) = ψi(x,β). Já que

(
λ
β

sj

)

(x) = ψi

(

x,
λ
β

β
)

= y,

entãoy∈< s1(x), . . . ,sk(x)> .

(⇐) Sejax∈X tal quesi(x) = 0 para todo i, entãop−1(x) =< 0>. Logo p−1(x)≃{x}×0,

o que é uma contradição, poisp−1(x) ≃ {x}×A1. Assim existesi tal quesi(x) 6= 0, ou seja,

x ∈ Xsi . AssimX ⊆
k⋃

i=1

Xsi , comoXsi ⊆ X para todoi, entãoX = ∪k
i=1Xsi .Portanto{s1, . . .sk}

geraE.

Definição 2.17.Se existe uma coleção{s1, . . . ,st} ⊆ Γ(X,E) de seções que geramE, dizemos

queE é gerado por suas seções globais.

Exemplo 2.6. A coleção{sxd
0
, . . . ,sxd

n
} de seçõesΓ(X = Pn,OPn(d)) geraOPn(d). Basta mos-

trarmos quePn ⊆
n⋃

i=1

Xs
xd
i
. Seja(a0 : . . . : an) ∈ Pn, entãoai 6= 0 para algumi. Portanto

sxd
i
(a0 : . . . : an) = ψi

(

(a0 : . . . : an),
ad

i

ad
i

)

= ψi((a0 : . . . : an),1) 6= 0.

Assim(a0 : . . . : an) ∈ Xs
xd
i

ePn ⊆
n⋃

i=0

Xsxdi
.

Proposição 2.8.Seja X uma variedade algébrica. Existe uma bijeção do conjunto dos morfis-

mosφ : X → Pn para a coleção de(n+1) seções{s0, . . . ,sn} ⊆ Γ(X,L) de um fibrado vetorial

em linha L tal que{s0, . . . ,sn} gera L.

Demonstração.Sejamϕ : X → Pn um morfismo,L = ϕ∗OPn(1) um fibrado em linha sobreX

e ϕ∗sxi seções deX. Afirmamos que{ϕ∗sx0, . . . ,ϕ∗sxn} geraL. Para verificarmos isso basta

mostrarmos queX ⊆
n⋃

i=0

Xϕ∗sxi
. Sejax∈ X, então podemos supor queϕ(x) = (x0 : . . . : xn) com

xi 6= 0 para algumi. Logo

ϕ∗sxi(x) = (x,sxi (ϕ(x))) = (x,sxi(x0 : . . . : xn)) =

=

(

x,ψi

(

(x0 : . . . : xn),
xi

xi

))

= (x,ψi((x0 : . . . : xn),1)) 6= 0

e portantox∈ Xϕ∗sxi
. EntãoX ⊆

n⋃

i=0

Xϕ∗sxi
.

Sejaf a aplicação que leva os morfismosϕ : X → Pn na coleção de seções{s0, . . . ,sn} como

descrita acima.
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1. Injetividade def

Queremos mostrar que sef (ϕ) = f (γ), entãoϕ = γ, ondeϕ e γ são dois morfismos.

Suponha queϕ∗sxi = γ∗sx j , entãoϕ∗sxi(x) = γ∗sx j (x) ∀x ∈ X. Seϕ(x) ∈ D(xk) e γ(x) ∈
D(xl), então

ϕ∗sxi(x) =

(

x,ψk

(

ϕ(x),
(ϕ(x))i

(ϕ(x))k

))

e γ∗sx j (x) =

(

x,ψl

(

γ(x),
(γ(x)) j

(γ(x))l

))

,

e portantoψk

(

ϕ(x), (ϕ(x))i(ϕ(x))k

)

= ψl

(

γ(x), (γ(x)) j

(γ(x))l

)

. Já que

(

ϕ(x),Al ,k(ϕ(x))
(ϕ(x)) j

(ϕ(x))k

)

= ψ−1
l ◦ψk

(

ϕ(x),
(ϕ(x))i

(ϕ(x))k

)

=

(

γ(x),
(γ(x)) j

(γ(x))l

)

entãoϕ(x) = γ(x). Portantoϕ = γ.

2. Sobrejetividade

Sejam{s0, . . . ,sn} ⊂ Γ(X,L) seções que geram um fibrado em linhaL sobreX, {Ui}i∈I a

cobertura aberta deX satisfazendo a condiçãoFV1) da Definição 2.9 eψi as funções que

satisfazem as condiçõesFV2) eFV3) para o fibradoE. Então
⋃

j(Xsi ∩U j) = Xsi

U j ×A1 ψ j //

π
%%KK

KK
KK

KK
KK

K
p−1(U j)

p

��
U j

Sejax∈U j ∩Xsi para cadak ∈ {0,1, . . .n} sk(x) ∈ p−1(U j) e existetik(x) ∈ A1 e x∈U j

tal queψ j(x, tik(x)) = sk(x). Definaϕi j : Xsi ∩U j → Pn por

ϕi j (x) = (t0 j(x) : t1 j(x) : . . . : tn j(x)).

(a) Comox∈ Xsi , temossi(x) 6= 0 e portantoti j (x) 6= 0;

(b) sejax ∈ (Xsi ∩U j)∩ (Xsl ∩Ur) entãosi(x) 6= 0, sl (x) 6= 0, ti j (x) 6= 0, tlr (x) 6= 0. Sabemos

quesi(x) = ψ j(x, ti j (x)) e sl (x) = ψr(x, tlr (x)), entãoψ−1
r ◦ψr(x, ti j (x)) = (x,Ar j (x)ti j (x)).

Assim podemos observar queψr(x, t0r) = s0(x) e ψ j(x, t0 j(x)) = s0(x), então

ψ−1
r ◦ψ j(x, t0 j(x)) = (x, t0r(x))

donde segue que(x,Ar j (x)t0 j(x)) = (x, t0r(x)) e Ar j (x)t0 j(x) = t0r(x), seguindo o mesmo

raciocínio paras1, . . . ,sn temos que

(t0r(x) : . . . : tnr(x)) = (Ar j (x)t0 j : . . . : Ar j (x)tn j(x)) = (t0 j(x) : . . . : tn j(x))

e portanto

ϕi j |Xsi∩U j∩Ur = ϕlr |Xsl ∩U j∩Ur
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Observe que parax∈ Xsi ∩U j temosψ j(x, ti j (x)) = si(x), então

ψ−1
j ◦ψ j(x, ti j (x)) = ψ−1

j ◦si(x) e π2(x, ti j (x)) = π2◦ψ−1
j ◦si(x)

assimti j = π2◦ψ−1
j ◦si é um morfismo, poissi e π2 são morfismo eψ j é um isomorfismo.

Assim definindoϕ : X → Pn por ϕ|Xsi∩U j = ϕi j , segue queϕ é um morfismo.
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3 Ações de grupos

3.1 Grupos algébricos

Definição 3.1.Um grupo algébrico é uma variedade algébricaG munida de uma estrutura de

grupo tal que as funções:

1) m : G×G→ G, ondem(g1,g2) := g1g2,

2) i : G→ G, ondei(g) = g−1

são morfismos.

Definição 3.2.Um morfismo de grupos algébricosG eH é uma aplicação regular de variedades

algébricasϕ : G→ H satisfazendo:

1) ϕ(a,b) = ϕ(a).ϕ(b) para todoa,b∈ G.

2) ϕ(eG) = eH .

Dentre os grupos algébricos, os mais importantes em aplicações são os grupos ditos clássi-

cos, obtidos como subconjunto do conjunto

Mn := { matrizes de tamanhon×n com entradas emk en∈ N}

Veremos a seguir que o conjuntoMn tem uma estrutura de variedade algébrica afim.

Considere as entradas de uma matrizA = (ai j ) de tamanhon×n como coordenadas, em

alguma ordem previamente escolhida, de um vetor(. . . : ai j : . . .) ∈ An2
. Temos portanto uma

bijeção entreMn eAn2
que define emMn uma estrutura de variedade algébrica afim.

Exemplo 3.1. ConsidereGLn(k) := {A ∈ Mn;det(A) 6= 0}. Usando a identificação anterior

vemos queGLn(k) = An2
−Z(H), onde

H = det(. . . ,Xi j , . . .) = ∑
σ∈Sn

εσX1σ(1)X2σ(2) . . .Xnσ(n),
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σ é uma permutação den elementos,εσ é o sinal da permutaçãoσ e Xi j , ∀ i = 1, . . . ,n e

∀ j = 1, . . . ,n, são as coordenadas deAn2
. Considere a aplicação

m : GLn(k)×GLn(k) → GLn(k)

((a11. . . . ,ann),(b11, . . . ,bnn)) 7→ (. . . ,
n

∑
k=1

aikbk j

︸ ︷︷ ︸

entrada(i, j)

, . . .)

TomandoXi j eYkl como coordenadas afins deAn2
×An2

, vemos que

Fi j (. . . ,Xi j , . . .) =
n

∑
k=1

XikYk j ∈ k[X11, . . . ,Xnn,Y11, . . . ,Ynn]

∀ i = 1, . . . ,n , ∀ j = 1, . . .n e∀ k= 1, . . .n e que

m((X11. . . . ,Xnn),(Y11, . . . ,Ynn)) = (. . . ,Fi j (. . . ,Xi j , . . .)
︸ ︷︷ ︸

entrada(i, j)

, . . .).

Portantom é uma multiplicação regular.

Segue da regra de Cramer, que o elemento(i, j) da matrizA−1 denotado por(A−1)i j , é dado

por

(A−1
i j ) = (−1)i+ j det(Bi j )

det(A)
,

ondeBi j é a submatriz deA obtida eliminando-se a suaj−ésima linha e ai-ésima coluna. Como

(A−1
i j ) = (−1)i+ j det(Bi j )

det(A)
∈ A(GLn(k)) = k[. . . ,Xi j , . . . , ][

1
det(. . .,Xi j , . . .)

],

temos que a aplicação

i : GLn(k) → GLn(k)

(. . . ,ai j , . . .) 7→ (. . . ,(A−1)i j , . . .)

é regular. LogoGLn9k) é um grupo algébrico.

Exemplo 3.2. SejaSLn = {A ∈ Mn;det(A) = 1}. Por definiçãoSLn(k) é um subconjunto fe-

chado deGLn(k). Além disso, seA,B∈ SLn(k) entãom(A,B) ∈ SLn(k) e i(A) ∈ SLn(k). Logo

SLn(k) é grupo algébrico.

Exemplo 3.3. ConsiderePGLn(k) := GLn(k)/ ∼, ondeA ∼ B em GLn(k), se e somente se,

existeλ ∈ k−0, tal queA= λB. Considere a aplicação

m : PGLn(k)×PGLn(k) −→ PGLn(k)

((a11 : . . . : ann),(b11 : . . . : bnn)) 7→ (. . . :
n

∑
k=1

aikbk j

︸ ︷︷ ︸

entrada(i, j)

: . . .)
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m está bem definida, pois dados(a11 : . . . : ann) = A e (b11 : . . . : bnn) = B emGLn(k) , então

0 6= det(A).det(B) = det(AB) e AB= (. . . :
n

∑
k=1

aikbk j

︸ ︷︷ ︸

entrada(i, j)

: . . .).

Além disso seλ(a11 : . . . : ann) ∈ PGLn(k) e ν(b11 : . . . : bnn) ∈ PGLn(k), então

m((λa11 : . . . : λann),(νb11 : . . . : νbnn)) = (. . . :
n

∑
k=1

λνaikbk j

︸ ︷︷ ︸

entrada(i, j)

: . . .) = (. . . :
n

∑
k=1

aikbk j

︸ ︷︷ ︸

entrada(i, j)

: . . .).

emPGLn(k).

SeXi j eYji são coordenadas deAn2
×An2

. Então

Fi j =
n

∑
k=1

XikYk j ∈ k[X11, . . . ,Xnn,Y11, . . . ,Ynn]

é polinômio homogêneo de grau 2, para todoi = 1, . . . ,n, j = 1, . . .n ek= 1, . . .n e

m((. . . : Xi j : . . .),(. . . : Yi j : . . .)) = (. . . : Fi j : . . .).

Logo,m é aplicação regular.

A aplicaçãoi([A]) = [A−1] emPGLn(k) coincide com a aplicação

i : PGLn(k) −→ PGLn(k)

(. . . : akl : . . .) 7−→ (. . . : A−1
i j (. . . : akl : . . .) : . . .)

que também é regular pois

A−1
i j (. . . : Xkl : . . .) = ∑

σ∈Sn,σ(k) 6= j,

∀k∈{1,...,î,...,n}

εσX1σ(1) . . . ˆXiσ(i) . . .Xnσ(n) ∈ k[X11, . . . ,Xnn]

é polinômio homogêneo.

3.2 Ações de grupo

Definição 3.3.Uma ação de um grupo algébricoG em uma variedadeX é uma aplicação regular

ϕ : G×X → X

que satisfaz

1) ϕ(e,x) = x, ∀ x∈ X.

2) ϕ(g,ϕ(h,x)) = ϕ(gh,x), ∀ x∈ X ∀ g,h∈ G.



34

Exemplo 3.4.O grupoPGLn+1(k) age emPn da seguinte maneira

ϕ : PGLn+1×Pn −→ Pn

((a11 : . . . : a(n+1)(n+1)),(b1 : . . . : bn+1)) 7−→ (. . . :
n+1

∑
j=1

ai j b j : . . .)

É fácil ver ver queϕ é regular, queϕ(e,x) = x e queϕ(g,ϕ(h,x)) = ϕ(gh,x).

Definição 3.4.Dada uma ação de um grupo algébricoG sobre uma variedadeX e um ponto

x∈ X, definimos oestabilizadordex como sendo a subvariedade fechada

Gx := {g∈ G;ϕ(g,x) = x} ⊆ G;

e aórbita dex como sendo o conjunto

O(x) := {ϕ(g,x);g∈ G} ⊆ X.

Definição 3.5.Dizemos que um subgrupoY ⊆ X é invariante pela ação deG, ou G-invariante,

seϕ(g,Y) =Y para todog∈ G.

Observação 3.1.Toda órbita é G-invariante. De fato, sejamx ∈ X e Y = O(x). Dadoy ∈ Y

temos quey= ϕ(g,x) para algumg∈ G. Para cadag1 ∈ G, temos que

ϕ(g1,y) = ϕ(g1,ϕ(g,x)) = ϕ(gg1,x) ∈Y.

Portantoϕ(g1,Y) ⊆ Y. Reciprocamente,∀ y ∈ Y, temosy = ϕ(g1,g
−1
1 y) ∈ ϕ(g,Y). Logo

ϕ(g,Y) =Y, para todog1 ∈ G.

Além disso, é verdade também que seY ⊆ X é invariante entãoO(y)⊆Y para todoy∈Y.

Definição 3.6.Dizemos queG age transitivamente sobre um subconjunto G-invarianteY ⊆ X

seY é uma órbita.

Suponha queG é um grupo algébrico agindo em uma variedade algébricaX. Para qualquer

f ∈ A(X) eg∈ G, definimos a funçãof g : X → k por:

f g(x) = f (gx).

É fácil ver quef gg′ = ( f g)g′ e f e = f . Além disso, para qualquerg ∈ G a aplicaçãof → f g

é um automorfismo de k-álgebras deA(X). Dessa maneira temos que a aplicação definida a

seguir é uma açãoG emA(X)

σ : G×A(X)→ A(X)

(g, f )→ f g.
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Denotaremos porA(X)G o seguinte conjunto

{ f ∈ A(X); f g = f , ∀ g∈ G}.

3.3 Quociente categórico

Definição 3.7.SejaG um grupo agindo em uma variedade algébricaX. Um quociente cate-

górico deX por G é um par(Y,π), ondeY é uma variedade algébrica eπ é um morfismo tal

que:(HARRIS, 1995)

i) π é constante nas órbitas;

ii) (Propriedade Universal). Para toda variedadeZ e qualquer morfismoρ : X → Z, constante

nas órbitas, existe um único morfismof : Y → Z tal que f ◦π = ρ

X π //

ρ
��

Y

! f��
Z

Proposição 3.1.O quociente categórico é único a menos de isomorfismo.

Demonstração.Suponhamos que existam(π,Y) e (π′,Y′) satisfazendo as condições da Defini-

ção (3.7). Então existe uma únicaf tal que f ◦π′ = π e uma únicag tal queg◦π = π′. Vamos

mostrar quef ◦g= IdY′ e g◦ f = IdY. De fato, comof ◦π′ = π então

g◦ f ◦π′ = g◦π = π′ = IdY ◦π′ ⇒ g◦ f = IdY.

Analogamente,g◦π = π′ implica f ◦g◦π = f ◦π′ = π e f ◦g= IdY′. PortantoY é isomorfo a

Y′.

X π //

π′

��

Y

f����
��
��
�

Y′

g
??�������

X π //

π
��

Y

Y
!IdY

??��������

X π′
//

π′

��

Y′

Y′
!IdY′

>>~~~~~~~~

Notação: Algumas vezes denotaremosY porX/G, quando(Y,π) for o quociente categórico

deX porG.

Definição 3.8.Seπ−1(y) consiste de uma única órbita para todoy∈Y, chamamos(Y,π) de um

espaço de órbitas.

Definição 3.9.SejaG um grupo agindo em duas variedadesX eY. Dizemos que um morfismo

φ : X → Y é um G-morfismo seφ(gx) = gφ(x) para todog ∈ G, x ∈ X. Quando a ação deG

emY for trivial, isto é, quandogy= y, para todog ∈ G e para todoy ∈ Y, chamaremos um

G−morfismo, deG−invariante.
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Lema 3.2. A definição de quociente categórico é local no seguinte sentido: seπ : X →Y é um

morfismo e{Ui}i∈I é uma cobertura aberta para Y com a propriedade que para cada(Ui,πi) é

um quociente categórico de Ui por G, ondeπi = π|π−1(Ui)
, então(Y,π) é o quociente categórico

de X por G.

Demonstração.Sejamπ : X → Y um G-morfismo e{Ui}i∈I uma cobertura aberta deY como

no enunciado.Para mostramos que(Y,π) é o quociente categórico deX porG primeiro veremos

queπ é constante nas órbitas. Sejax ∈ X = ∪i∈I π−1(Ui). Entãox ∈ π−1(Ui) para algumi e

π(x) = πi(x) = πi(gx) = π(gx), para todog∈ G, poisπi é constante nas órbitas. Agora devemos

mostrar que dado um morfismof : X → Z constante nas órbitas, existe um único morfismo

ϕ : Y → Z tal queϕ◦π = f . Para isso, considere o seguinte diagrama

π−1(Ui)
� � //

f |π−1(Ui) ##G
GG

GG
GG

GG

πi

##
X

f
��

π // Y Ui? _oo

ϕi
wwppp

pp
pp
pp
pp
pp
pp

Z

Como(Ui,πi) é um quociente categórico deπ−1(Ui) porG, existe um único morfismoϕi : Ui → Z

tal queϕi ◦πi = f |π−1(Ui)
. Se mostrarmos queϕi e ϕ j coincidem emUi ∩U j teremos que a apli-

caçãoϕ : Y → Z definida porϕ|Ui = ϕi é um morfismo e queϕ◦π = f . Mas dadoy∈Ui ∩U j

temos quey= π(x) para algumx∈ π−1(U j)∩π−1(Ui), então

ϕi(y) = ϕi(πi(x)) = f (x) e

ϕ j(y) = ϕ j(π j(x)) = f (x).

Logo ϕi(y) = ϕ j(y), para todoy ∈ Ui ∩U j . Observe que sex′ ∈ π−1(U j)∩ π−1(Ui) é outro

elemento tal quey= π(x′), então

ϕi(y) = ϕi(πi(x
′)) = f (x′) e

ϕ j(y) = ϕ j(π j(x
′)) = f (x′).

A unicidade deϕ segue da unicidade dasϕi ′s.

Observação 3.2.Quando o quociente categórico(Y,π) deX por G existe eY é um espaço de

órbitas, o homomorfismoπ∗ : A(Y)→ A(X) é um isomorfismo sobreA(X)G. De fato,Y espaço

de órbitas implica queπ é sobrejetiva e queπ∗ é um homomorfismo injetor. Devemos mostrar

queπ∗(A(Y)) = A(X)G, seja f ∈ A(Y). Então(π∗ f )(gx) = f (π(gx)) = f (π(x)) = (π∗ f )(x).

Logo,π∗(A(Y))⊆ A(X)G. Para mostrarmos a inclusão contrária, sejaf ∈ A(X)G. Como(π,Y)
é o quociente categórico ef : X → k é constante nas órbitas, existe uma únicaf ′ : Y → k tal que

f ′ ◦π = f , ou seja,f = π∗( f ′), com f ′ ∈ A(Y).
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3.4 Quociente de variedades afins por grupos finitos

Nesta seção mostraremos que seX for uma variedade algébrica afim eG um grupo finito

agindo emX, então o espaço de órbitas deX por G existe e será uma variedade algébrica afim.

Pela Observação 3.2 devemos mostrar inicialmente queA(X)G é uma álgebra finitamente gerada

e, pelo que mostraremos a seguir, veremos que esta condição énecessária e suficiente.

De fato, seA(X)G for uma k-álgebra finitamente gerada, existema1, . . . ,an∈A(X)G tais que

A(X)G = k[a1, . . . ,an] = {P(a1, . . . ,an);P ∈ k[T1, . . . ,Tn] é um polinômio}. Assim, podemos

definir o homomorfismo sobrejetor

ϕ : k[T1, . . . ,Tn] −→ A(X)G = k[a1, . . . ,an]

P(T1, . . . ,Tn) 7−→ P(a1, . . . ,an)

tal quek[T1, . . . ,Tn]/(ker ϕ)≃ A(X)G. Seker ϕ := I eY = Z(I)⊆ An, então pelo Teorema dos

Zeros de Hilbert, o ideal da variedadeY, denotado porUY, e definido por

UY = {F ∈ k[z0, . . . ,zn];F(a) = 0 ∀ a∈Y},

é tal queUY = I eA(Y) = k[T1, . . . ,Tn]/UY ≃ A(X)G.

Neste caso,Y será o candidato a quociente categórico.

Teorema 3.3.Seja X uma variedade algébrica afim e G grupo finito agindo em X.Então A(X)G

é uma k-álgebra finitamente gerada.

Demonstração.SejamUX o ideal da variedadeX e A(X) = k[X1, . . . ,Xn]/UX. Observe que

podemos escreverA(X) = K[Y1, . . . ,Ym]/UX comm≥ n, ondeG age emXi por permutação, ou

seja,{Y1, . . .Ym}= {Xg
i ;g∈ G e i= 1, . . . ,n}. Seja

ψ : k[Y1, . . . ,Ym]
G −→

(
k[Y1, . . . ,Ym]

UX

)G

P 7−→ P

OndeP∈ k[Y1, . . .Ym]
G é tal quePg(Y1, . . . ,Yn) :=P(Yg

1 , . . . ,Y
g
m)=P(Y1, . . . ,Ym) para todog∈G.

Afirmamos queψ é sobrejetora.

De fato, dadoP∈ (k[Y1, . . . ,Yn]/UX )
G, considereQ= 1

|G| ∑g∈GPg ∈ k[Y1, . . . ,Ym]. Seg′ ∈G

então

Qg′ =

(

1
|G| ∑

g∈G

Pg

)g′

=
1
|G| ∑

(g′g)∈G

Pgg′ =
1
|G| ∑

g∈G

Pg = Q,



38

ou seja,Q é G-invariante,

Q=
1
|G| ∑

g∈G

Pg =
1
|G| ∑

g∈G

P=
1
|G|

|G|P= P

eP= ψ(Q).

Logo, é suficiente mostrarmos quek[Y1, . . . ,Ym]
G é uma k-álgebra finitamente gerado, Mas

este anel é tal que

k[Y1, . . . ,Ym]
Sm ⊂ k[Y1, . . . ,Ym]

G ⊂ k[Y1, . . . ,Ym]

ondeSm é o grupo de permutação dem letras, k[Y1, . . . ,Ym]
Sm = {P;Pσ = P ∀ σ ∈ Sm} e

Pσ(Y1, . . .Ym) := P(Yσ(1), . . . ,Yσ(n)). É conhecido que anelk[Y1, . . . ,Ym]
Sm é exatamente o anel

de polinômiosk[W1, . . . ,Wm], onde

W1 =Y1+ . . .+Ym, W2 =Y1.Y2+ . . .+Ym−1.Ym, . . . , Wm =Y1. . . . .Ym.

são os polinômios simétricos elementares. ( (GARCIA; LEQUAIN, 2008) capítulo 3, seção 4).

Mostraremos agora quek[Y1, . . . ,Ym]
G é umak-álgebra finitamente gerada, mostrando queYi é

inteiro sobrek[W1, . . . ,Wm] para todoi ( (ATIYAH; MACDONALD , 1969) corolário 5.2). Conside-

rando o polinômio

P(T) = (T −Y1)(T −Y2). . . . .(T −Ym) = Tm+W1Tm−1+ . . .+Wm,

temos queP(Yi) = 0 e, portanto,Yi é inteiro sobrek[W1, . . . ,Wm].

Teorema 3.4.Se X é uma variedade algébrica afim e G um grupo finito agindo em X. Então

existe o quociente categórico(Y,π) de X por G, Y é uma variedade algébrica afim e um espaço

de órbitas.

Demonstração.SejaY a variedade afim tal que

k[z1, . . . ,zl ] := A(Y)≃ A(X)G ⊂ A(X)

por um isomorfismoπ∗ : A(Y)→ A(X) sobreA(X)G.

Defina o morfismo

π : X → Y

x 7→ (π∗(z1)(x), . . . ,π∗(zl )(x))

Vamos verificar que(Y,π) é o espaço de órbitas deX porG.

Afirmação 1: π é constante nas órbitas deG.
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De fato, para todox∈ X e para todog∈ G temos que

π(x) = (π∗(z1)(x), . . . ,π∗(zl)(x)) = (π∗(z1)(gx), . . . ,π∗(zl)(gx) = π(gx),

poisπ∗(zi) ∈ A(X)G, para todog∈ G.

Afirmação 2:

Todo morfismoρ : X → Z constate nas órbitas se fatora porπ, isto é, existe um único

morfismoϕ : Y → Z tal queϕ◦π = ρ.

X π //

ρ
��

Y

!ϕ��
Z

Para verificar a afirmação observe o diagrama

A(X) A(Y)
π∗

oo

A(Z)

ρ∗

OO

e queρ constante nas órbitas implicaρ∗(A(Z))⊂ A(X)G. De fato, seh∈ A(Z) então

ρ∗(h)(gx) = h(ρ(gx)) = h(ρ(x)) = ρ∗(h)(x),

ou seja,ρ∗(h) ∈ A(X)G. Comoπ∗ é isomorfismo (sobreA(X)G), (π∗)−1 ◦ρ∗ é um homomor-

fismo deA(Z) paraA(Y), que denotaremos porϕ∗. Sejaϕ : Y −→ Z definido porϕ∗. Então

ϕ◦π = ρ.

A(X)G A(Y)π∗
oo

A(Z)

ρ∗

OO

ϕ∗

;;
⇒ X π //

ρ
��

Y

!ϕ��
Z

.

A unicidade deϕ segue do fato de que seρ = ϕ ◦π = ϕ′ ◦π, entãoρ∗ = π∗ ◦ϕ∗ = π∗ ◦ϕ′∗ e

ϕ∗ = ϕ′∗, poisπ∗ é isomorfismo. Logo,ϕ = ϕ′.

Afirmação 3:

Y é um espaço de órbitas deX porG, isto é,Y está em bijeção com as órbitas deX.

Sejam p,q ∈ X tais quep e q não estão na mesma órbita. Vamos mostrar que existe

f ∈ A(X) tal que f (p) = 0 e f (gq) 6= 0, para todog ∈ G. SupondoG = {e= g1, . . . ,gs},

temosp /∈ V : = {q,g2q, . . . ,gsq} e portantoV ( {p}∪V. Assim, existe umF ∈ UV tal que

F /∈ U{P}∪V , ou seja,F(giq) = 0, para todoi = 1, . . .s, e F(p) 6= 0. TomandoF1 = F −F(p)

teremosF1(giq) =−F(p) 6= 0, para todoi = 1, . . .s, eF1(p) = 0. Logo, f = F1 ∈ A(X) é tal que
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f (p) = 0 e f (gq) 6= 0 para todog∈ G. Para ver queπ(q) 6= π(p) considere a funçãoh=
s

∏
i=1

f g
i

que está emA(X)G, pois

hg = ( f g1. f g2. . . . . f gs)g = f gg1. f gg2. . . . . f ggs = f g1. f g2. . . . . f gs = h

Sejah1 ∈ A(Y) tal queh= π∗(h1), então

h1(π(p)) = (π∗h1)(p) = h(p) = ∏
g∈G

f g(p) = ∏
g∈G

f (gp) = f (p). . . . . f (gsp) = 0, pois f(p) = 0

h1(π(q)) = (π∗h1)(q) = h(q) = ∏
g∈G

f g(p) = ∏
g∈G

f (gq) = f (q). . . . . f (gsq) 6= 0,

pois f(giq) 6= 0 ∀ i = 1, . . .s.

Logoπ(p) 6= π(q).

Passemos a sobrejetividade deπ.

Sejamy = (h1, . . . ,hk) o ideal maximal dey em A(Y). Mostraremos queπ∗(my) 6= A(X).

De fato, seπ∗my = A(X), então 1= a1π∗h1+ . . .+akπ∗hk comai ∈ A(X)

1= ag
1π∗hg

1+ . . .+ag
kπ∗hg

k = ag
1π∗h1+ . . .+ag

kπ∗hk ∀ g∈ G

e

|G|= (∑ag
1)π

∗h1+ . . .+(∑ag
k)π

∗hk então 1=
1
|G|

π∗((∑a′1)h1+ . . .+(∑a′k)hk).

Logo

1=
1
|G|

(∑ag
1)π

∗h1+ . . .+(∑ag
k)π

∗hk = π∗(
1
|G|

(∑a′1)h1+ . . .+(∑a′k)hk),

ou seja,

1=
1
|G|

[(∑a′1)h1+ . . .+(∑a′k)hk] ∈ my

e my = A(Y), o que é uma contradição. Assim,π∗my ⊆ mx para algum ideal maximal deA(X).

EntãoZ(mx)⊆ Z(π∗(my)) implica quex∈ Z(π∗(my), isto é,π∗(h)(x) = h(π(x)) = 0 ∀ h∈ my,

ou seja,π(x) = y.

Outra propriedade importante sobre o quociente categóricode variedades algébricas afins

por um grupo finitoG é a seguinte proposição:

Proposição 3.5.Nas mesmas hipóteses do Teorema 3.4, o quociente categóricode X por G é

tal queπ : X →Y é um morfismo finito. Em particular,π leva fechado em fechado.

Demonstração.A existência do quociente categórico deX por G é dado no Teorema 3.4. Para
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mostrar queπ : X →Y é finito, devemos mostrar queA(X) é inteiro sobreA(Y)≃ A(X)G. Dado

f ∈ A(X),temos

P(T) = (T − f g1)(T − f g2) . . .(T − f gs) =

= Ts+( f g1 + . . .+ f gs)Ts−1+ . . .+ f g1. . . . . f gs =

= Ts+W1( f g1, . . . , f gs)Tn−1+ . . .+Ws( f g1, . . . , f gs),

ondeW′
i ssão os polinômios simétricos elementares nas variáveisf g1, . . . , f gs eG= {g1, . . . ,gs}.

Observando queWi( f g1, . . . , f gs) ∈ A(X)G, temosP(T) ∈ A(X)G ≃ A(Y) eP( f ) = 0.

A proposição a seguir será útil na construção do quociente categórico para a ação de um

grupo finito em uma variedade quase projetivaX.

Proposição 3.6.Sejaπ : X → Y o quociente categórico de X por G, onde X é uma variedade

algébrica afim e G é um grupo finito. Então(Yh,π|π−1(Yh)
) é o quociente categórico deπ−1(Yh)

por G, onde Yh =Y−Z(h).

Demonstração.Primeiro devemos mostrar queπ−1(Yh) = Xf , ondef = π∗(h). De fato,

x∈ π−1(Yh)⇔ π(x) ∈Yh ⇔ h(π(x)) 6= 0⇔ (π∗h)(x) 6= 0⇔ x∈ Xf .

Comoπ∗ : A(Y)→ A(X) é injetivo, o homomorfismo

π∗ : A(Yh) = A(Y)h → A(Xf ) = A(X) f
b
hs 7→

π∗b
(π∗h)s

também é injetivo. Segue da definição queπ∗(A(Y)h) = (A(X)G) f . Portanto, será suficiente

mostrarmos que(A(X)G) f = (A(X) f )
G. Mas,

a
f s ∈ (A(X) f )

G ⇔
ag

f s =
a
f s ∀ g∈ G⇔ f t(ag−a) = 0 emA(X) f para algum t⇔

⇔ ( f g)t(ag−a) = 0, ∀ g∈ G⇔ ( f ta)g− f ta= 0, ∀ g∈ G⇔
a
f s ∈ (A(X)G) f .

3.5 Quociente de variedades quase projetivas por grupos finitos

Definição 3.10.SejaX ⊆ Pn uma variedade algébrica quase projetiva. Sejaσ : G×X → X uma

ação do grupo algébricoG sobreX. Dizemos que a ação deG sobreX é umaação linear, ou

queG age linearmente emX, se existe uma representação racionalρ : G→ GLn+1 deG tal que

a açãoσρ induzida sobrePn seja uma extensão deσ, isto é, tal que o diagrama de morfismo
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G×X →֒ //

σ
��

G×Pn

σρ
��

X →֒ // Pn

é comutativo.

Observação 3.3.Temos que uma representação racionalρ deG induz uma ação deG emkn+1

e uma ação emk[T0, . . . ,Tn] que preserva graus.

Teorema 3.7.Seja X uma variedade algébrica quase projetiva e G um grupo finito agindo em

X. Então existe o quociente categórico(Y,π) de X por G.(DOLGACHEV, 2003)

Demonstração.SuponhamosG= {g1, . . . ,gs}, X = Z∩U ⊆ Pn, ondeZ é fechado eU é aberto

e queX não é afim. SejamX o fecho projetivo deX, O uma órbita deX e F um polinômio

homogêneo tal que
F(x) = 0 se x∈ X−X;

F(x) 6= 0 se x∈ O.

Vamos provar que o polinômioF existe. ComoG é um grupo finito, segue queO é um conjunto

finito de Pn. Suponha queO = {p1, p2, . . . , ps}. Temos queU(X−X)∪O ( U(X−X)∪Oi
, onde

Oi = O −{pi}, para todoi = {1,2, . . .s}. Logo, ∀ i = 1, . . . ,s existeFi ∈ U(X−X)∪Oi
, tal que

Fi(pi) 6= 0. TomeF : = F1+F2+ . . .+Fs. Então

F(p) = 0 sep∈ X−X e

F(pi) 6= 0 sepi ∈ O.

SejaU = X \Z(F) ⊆ Pn. EntãoO ⊆U e afirmamos queU é um aberto afim. Vamos dividir a

prova da última afirmação em 3 casos:

1º) F = Xi . Neste casoPn\Z(Xi) =Ui ≃ An ondeUi = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn/xi 6= 0}.

PortantoU é um aberto afim.

2º) F é linear, isto é,F = b0x0+b1x1+ . . .+bnxn comb j 6= 0 para algumj. Neste caso, existe

uma aplicaçãoT : Pn → Pn, tal queT(Z(F)) = Z(Xi). Basta considerarT : Pn −→ Pn

dada por

T(x0 : . . . : xn) = (x0 : . . . : xi−1 :
n

∑
i=0

bixi : xi+1 . . . : x j−1 : xi : x j+1 : . . . : xn),

cuja inversaT−1 : Pn → Pn é dada por

T−1(x0 : . . . : xn) = (x0 : . . . : x j
︸︷︷︸

posiçãoi

: . . . : x j−1 : − ∑
k6= j ,i

bk

b j
xk+

xi

b j
: x j+1 : . . . : xn)
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Assim T|Pn\Z(F) : Pn \Z(F) → Pn \Z(Xi) é um isomorfismo. ComoPn \Z(Xi) ≃ An,

temosPn\Z(F)≃ An. Então,U = X \Z(F)⊆ Pn\Z(F) sendo fechado é afim.

3º) F não é linear. Suponha que o grau deF ed, isto é,

F = ∑
i0+...+in=d

ai0...inx
i0
0 . . .xin

n .

Considere o mergulho de Veronese

νd : Pn −→ νd(P
n)⊆ PN

((x0 : . . . : xn)) 7−→ (νd0...0 : . . . : ν0...0d : . . . : νi0...in : . . .)

ondeνi0...in = xi0
0 . . .xin

n , comi0+ i1+ . . .+ in = d, são as coordenadas homogêneas dePN

. Entãoνd(Z(F)) = Z(L), ondeL = ∑ai0...inνi0...in e

νd|Pn\Z(F) : Pn\Z(F)
∼

−→ νd(P
n)\Z(L)⊆ PN \Z(L)

Pelo 2º) caso, segue o resultado.

Observe queU é um aberto emX, poisU = X \Z(F) e queU ⊆ X. De fato,x∈U implica

x ∈ X e F(x) 6= 0. Sex /∈ X, entãox ∈ X −X. Mas F(x) = 0, ∀x ∈ X −X, o que é uma

contradição.

Além disso,gkU = X \Z(Lk) := XLk, ondeLk = Fg−1
k , ∀ k = 1, . . . ,s, implica quegkU

aberto afim e que
s⋂

k=1

gkU =
s⋂

k=1

XLk = XL,

afim, ondeL = L1 . . .Ls. Assim, definindoU(O) :=
⋂s

k=1(gkU), teremosO ⊆ U(O) e U(O)

aberto G-invariante afim. Para ver queU(O) é G-invariante, observe que

∀ g∈ G, gU(O) =
s⋂

k=1

ggkU =
s⋂

k=1

gkU =U(O).

DeixandoO variar, obtemos uma cobertura{Ui}i deX, onde osU ′
i s são abertos principais

G-invariantes e afins. Uma vez queX é noetheriano,X pode ser escrito como uma união finita

dosU ′
i s, isto é,

X =
m⋃

i=1

Ui =
m⋃

i=1

XHi .

Sabemos pelo Teorema 3.4 que o quociente categóricoπi : Ui →
Ui
G =Vi existe. Vamos usar

o Lema da Colagem para obter o quociente categórico deX porG.

Para cada par(i, j) tal que 1≤ i, j ≤ m, observe que a funçãoH j/Hi ∈ A(Ui) é G-invariante,
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ou seja,H j/Hi ∈ A(Ui)
G. ComoA(Ui)

G ≃ A(Vi), existeσi, j ∈ A(Vi) tal queπ∗
i (σi, j) = H j/Hi.

Denotemos porVi j =Vi −{y∈Vi ;σi j (y) = 0}. Então

π−1
i (Vi j ) =Ui ∩U j = π−1

j (Vji).

Pela Proposição 3.6,(Vi j ,πi|Ui∩U j ) e (Vji ,π j |Ui∩U j ) são quocientes categóricos deUi ∩Ui porG.

Portanto existe um único isomorfismoψi j : Vi j →Vji tal que o diagrama

Ui ∩U j
πi

{{xx
xx
xx
xx
x π j

##F
FF

FF
FF

FF

Vi j
ψi j // Vji

é comutativo. Observe que os isomorfismosψi j satisfazem as seguintes condições:

1) ψi j = ψ−1
ji e ψii = id.

De fato,ψ ji ◦π j = πi implica π j = ψ−1
ji ◦πi . Por outro lado,π j = ψi j ◦πi e pela unicidade

deψi j , segue queψi j = ψ−1
ji .

Ui ∩U j
πi

{{xx
xx
xx
xx
x π j

##F
FF

FF
FF

FF

Vi j

ψ−1
ji

55

ψi j

))
Vjiψ ji

oo

2) Para todoi, j,k distintos,

(a) ψi j (Vi j ∩Vik) =Vji ∩Vjk.

De fato, Comoψi j (Vi j )⊆Vji , devemos mostrar queψi j (Vi j ∩Vik)⊆Vjk.Sejay ∈ Vi j ∩ Vik.

Entãoy = πi(x) comx ∈ Ui ∩U j e y = π(x1) comx1 ∈ Ui ∩Uk. Usando que(Vi ,πi) é

um espaço de órbitas (quociente de uma variedade algébrica afim por um grupo finito

) temos quex1 = gx para algumg ∈ G, entãox, x1 ∈ Ui ∩Uk∩U j . Logo ψi j (πi(x)) =

π j ∈Vjk, já quex∈U j ∩Uk.

(b) ψik|Vi j∩Vik = ψ jk|Vji∩Vjk ◦ψi j |Vi j∩Vik .

Comoψi j ◦πi = π j eψik◦πi = πk. Temos,ψ jk◦(ψi j ◦πi)=ψ jk◦πi , logoψ jk ◦ ψi j = ψik

emπi(U j ∩Uk∩Ui) =Vi j ∩Vik.

Então existe uma variedadeY e morfismosψi : Vi → V satisfazendoi), ii), iii ) e iv) do lema

da colagem. Nosso próximo objetivo é mostrar que existe um morfismo π : X → Y tal que

π|Ui = πi . Se mostrarmos queψi ◦ πi = ψ j ◦ π j emUi ∩U j , então definiremosπ|Ui = ψi ◦ πi.

Mas, emUi ∩U j ,

ψi ◦πi = ψi ◦ (ψ ji ◦π j) = (ψi ◦ψ ji )◦π j = ψ j ◦π j .
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Usando o isomorfismoψi podemos identificarVi comψi(Vi)⊂V e π|Ui comπi.

Ui
πi //

π|Ui

44Vi
ψi ψi(Vi) .

Finalmente, segue do Lema 3.2 que(Y,π) é o quociente categórico deX porG.

Para terminarmos esta seção mostraremos que seX for uma variedade algébrica projetiva,

G finito e a ação for linear, entãoX/G é uma variedade projetiva.

Proposição 3.8.Seja X uma variedade algébrica projetiva e G um grupo finito agindo em X

linearmente. Então o quociente categórico(Y,π) é uma variedade algébrica projetiva.

Demonstração.Seja(Y,π) como na demonstração do Teorema 3.7. EntãoX =
m⋃

i=1

XHi eY =
m⋃

i=1

Vi ,

ondeVi =XHi/G. Observando que osH ′
i spodem ser tomados todos homogêneos de mesmo grau

defina
f : X → Pm−1

x 7→ (H1(x) : . . . : Hm(x)).

É fácil ver que f está bem definida, já que{XHi}i é uma cobertura paraX. O morfismo

f é invariante nas órbitas, pois osH ′
i s são G-invariantes. Logo pela Propriedade Universal do

morfismo do quociente categórico, existe uma únicaϕ : Y → Pm−1 tal queϕ◦π = f .

Devemos mostrar queϕ é injetiva.

Suponhamos que existamy, y1 ∈ Y tais queϕ(y) = ϕ(y1). Escrevay = πi(x), x ∈ Ui e

y1 = π j(x1), x1 ∈U j . Então,f (x) = ϕ(πi(x)) = ϕ(π j(x1)) = f (x1) implica que existeλ 6= 0 tal

queHi(x) = λHi(x1), ∀ i = 1, . . . ,m. ComoHi(x) 6= 0 eλ 6= 0, entãoHi(x1) 6= 0 ex1 ∈Ui ∩U j .

Analogamente,H j(x1) 6= 0 eλ 6= 0, implicamH j(x) 6= 0 ex∈Ui ∩U j . Logox,x1 ∈Ui ∩U j , e,

para todok= 1, . . .m,

Hk(x) =
Hi(x)
Hi(x1)

Hk(x1)⇒

(
Hk

Hi

)

(x) =

(
Hk

Hi

)

(x1)⇒ π∗(σik)(x) = π∗
i (σik)(x1),

isto é,σik(πi(x)) = σik(πi(x1)) e σik(πi(x)) = σik(ψ ji ◦π j(x1)), ∀k. Mas,

Vi =
m⋃

k=1

Vik =
m⋃

k=1

(Vi −Z(σik)) =Vi −
m⋂

k=1

Z(σik)

implica
⋂m

k=1 Z(σik) = /0 e< {σik;k= 1, . . . ,m}>= 1, ou seja, para todo

h∈ A(Vi), h= a1σi1+ . . .+amσim comai ∈ A(Vi),

entãoh(πi(x)) = h(ψ ji(π j(x)), ∀ h ∈ A(Vi). Seπi(x),ψ ji(π j(x)) ∈ Vi fossem distintos, como
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Vi é afim, existiriah∈ A(Vi) tal queh(πi(x)) = 0 eh(ψ ji(π j(x)) 6= 0. Absurdo. Logo,πi(x) =

ψ ji (π j(x)), entãoy= ψ ji (y1) ey= y1 emY (y∼ y1 no Lema da Colagem).

Finalmente,X projetiva ef : X → Pm−1 regular, implicaf (X) = ϕ(π(X)) = ϕ(Y)⊆ Pm−1

fechado projetivo.

Proposição 3.9.Seja G um grupo finito agindo linearmente em uma variedade quase projetiva

X e emX, seu fecho projetivo. Então, X/G é aberto emX/G.

Demonstração.A variedadeY = X/G (resp. Y = X/G) foi construída cobrindoX (resp. X)

por abertos afinsUi′s, G-invariantes, e então colando os quocientes categóricos(Vi :=Ui/G)′s.

Pelo Lema da Colagem, para todoi, existeψi : Vi →Y tal queψi(Vi) é aberto emY. Como os

abertosUi′s da cobertura deX estão contidos emX, por construção, temos queπ : X →Y é tal

queπ(X)⊂Y é aberto.

X =
s⋃

i=1

Ui ⊂ X =
m⋃

i=1

Ui

⋃
πi //

s⋃

i=1

(Ui/G)
⋃

ψi // Y .

Para terminar a demonstração observe que seπ1 : X → Y for o quociente categórico deX

porG então, existe uma únicaϕ : Y →Y tal queπ = ϕ◦π1,

X � � //

π1 ��?
??

??
??

? X π // Y

Y
ϕ

??��������

ou seja,ϕ(π1(X)) = ϕ(Y) = π(X)⊂Y é aberto.

Observação 3.4.A proposição anterior nos permite interpretar o quociente categóricoX/G

como a compactificação deX/G.
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4 Teoria de Moduli

Espaços de Moduli estão em conexão com os problemas de classificação em geometria

algébrica. Os ingredientes básicos de um problema de classificação são uma coleção de objetos

A e uma relação de equivalência∼ sobreA . O problema é descrever o conjunto de classes de

equivalênciasA/∼.

Quase sempre existe uma noção de "famílias contínuas"de objetos deA , e gostaríamos de

colocar emA/∼ uma estrutura algébrica e geométrica que reflita este fato. Este é o objetivo da

teoria de moduli.

Os ingredientes básicos para oproblema de modulisão uma coleção de objetosA , uma

relação de equivalência∼ sobreA e o conceito de família emA/ ∼. O conceito de família

varia com o tipo de problema, por isso exigimos que famílias satisfaçam algumas propriedades.

Esta etapa consiste em passar de um problema de classificaçãopara um problema de moduli,

como definimos abaixo.

Definição 4.1.Um problema de moduliassociado ao problema de classificação(A ,∼) consiste

em dar uma noção de família de objetos deA , satisfazendo:

1) Uma família parametrizada pela variedade algébrica{pt} é um único objeto deA .

2) Existe uma noção de equivalência de famílias parametrizadas por qualquer variedadeS, a

qual se reduz a relação de equivalência dada emA quandoS= {pt}.

3) Para qualquer morfismoφ : S′ → S e qualquer família parametrizada porS, existe uma fa-

mília induzidaφ∗X parametrizada porS′. Além disso esta operação satisfaz as propriedades

funtoriais.

a) (φ◦φ′)∗ = φ′∗ ◦φ∗;

b) 1s= identidade;

e a noção de compatibilidade com∼, isto é,

c) X ∼ X′ ⇒ φ∗X ∼ φ∗X′.

Dados∈ S, temos um morfismoi : {pt} → S tal quei(pt) = s∈ S. SeX é uma família

parametrizada pela variedade algébricaS, denotamos porXs := i∗X . Vamos também denotar

porX |U a família induzida pela inclusão do abertoU emS.
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4.1 Espaços de Moduli

Como descrito na seção anterior, dado um problema de moduli gostaríamos de dar ao con-

junto A/∼ uma estrutura de variedade que se reflita na estrutura de famílias de objetos deA .

Veremos agora como tornar isto preciso.

SejaM uma variedade cujo conjunto subjacente éA/∼. Para qualquer famíliaX parame-

trizada por uma variedadeS temos uma aplicaçãoνX : S→ M definida por,

νX (s) = [Xs],

onde[Xs] denota a classe de equivalência do objetoXs.

SejaF (S) o conjunto das classes de equivalência das famílias parametrizadas pela varie-

dadeS. Pela Definição 4.1 item (3),F é um funtor contravariante da categoria de variedades

algébricas para a categoria de conjuntos. Denotemos porHom(−,M) o funtor que associa a

cada variedadeSo conjunto dos morfismos deSparaM. Se para toda variedadeS, νX : S→ M

for um morfismo, teremos uma aplicação

φ(S) : F (S)→ Hom(S,M)

dada porφ(S)([X ]) = νX . Esta aplicação determina uma transformação natural

φ : F → Hom(−,M).

Para simplificar a notação, escreveremosφ(S)(X ) ao invés deφ(S)([X ]).

O que parece natural perguntar agora é seφ é um isomorfismo de funtores, ou na linguagem

de categorias, seF é representável pelo par(M,φ). Assim fazemos a seguinte definição.

Definição 4.2.Um espaço de moduli fino, para um dado problema de moduli, é um par(M,φ),
ondeM é uma variedade eφ é uma transformação natural que representaF .

Observação 4.1.Note que na Definição 4.2 não pedimosM = A/∼, pois sendoF represen-

tável por(M,φ) temos a bijeção natural:

φ(pt) : A/∼= F (pt)→ Hom(pt,M) = M.

Além disso, para qualquer variedadeSe qualquers∈ S, o morfismoi : {pt}→ S , induz o
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seguinte diagrama comutativo.

F (S)

i∗
��

φ(S) // Hom(S,M)

Hom(i,M)
��

F (pt)
φ(pt)

// Hom(pt,M) = M

(1)

Logo,

Hom(i,M)◦φ(S)(X )= φ(S)(X )◦ i = (φ(S)(X )◦ i)(pt)= φ(S)(X )(i(pt))= φ(S)(X )(s),

onde estamos identificando o morfismoφ(S)(X )◦ i com sua imagem. Por outro lado, temos

φ(pt)◦ i∗(X ) = φ(pt)(Xs) = φ(pt)◦νX (s). Portantoφ(S)(X )(s) = φ(pt)◦νX (s), ∀ s∈ S, e

φ(S)(X ) = φ(pt)◦νX

é um morfismo.

Em muitos lugares deste capítulo, identificaremos o morfismoi : {pt} →֒ s∈ S com sua

imagem i(pt).

Temos ainda que o morfismo identidade 1M determina uma famíliaU , parametrizada por

M, tal que para qualquer famíliaX parametrizada porS, as famíliasX e ν′∗XU correspondem

ambas ao mesmo morfismoν′X : S→ M, ou seja,X ∼ ν′∗XU .

De fato, seφ(S)(X ) = ν′X e φ(M)(U) = 1M, segue do diagrama

F (M)

ν′∗X
��

φ(M)
// Hom(M,M)

Hom(ν′X ,M)
��

F (S)
φ(S)

// Hom(S,M)

(2)

Hom(ν′X ,M)◦φ(M)(U) = Hom(ν′X ,M)(1M) = ν′X = φ(S)(ν′∗XU).

Entãoφ(S)(X ) = φ(S)(ν′∗XU) e X ∼ ν′∗XU , poisφ é bijeção.

Com isso temos a seguinte definição alternativa.

Definição 4.3.Um espaço de moduli finoconsiste de uma variedade algébricaM e uma família

U parametrizada porM tal que, para qualquer famíliaX parametrizada por uma variedadeS,

existe um único morfismoφ : S→ M tal queX ∼ φ∗U .

A famíliaU será chamada de família universal para o problema de moduli.

O problema é que em geral, não existe, para todos os problemasde moduli, um espaço

de moduli fino. Por isso precisamos encontrar condições maisfracas que determinem uma

estrutura de variedade emA/∼. Isto sugere a seguinte definição.
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Definição 4.4.Um espaço de moduli grossopara um problema de moduli dado é uma variedade

algébricaM, junto com uma transformação natural

φ : F → Hom(−,M),

tal que

(MG1) φ(pt) é bijetiva.

(MG2) Para qualquer variedadeN e qualquer transformação naturalψ : F → Hom(−,N),

existe uma única transformação natural

Ω : Hom(−,M)→ Hom(−,N)

tal queΩ◦φ = ψ.

Note que, como na definição do espaço de moduli fino,φ é tal que

φ(S)(X ) = φ(pt)◦νX ,

e usando isso, faremos a seguinte definição alternativa parao espaço de moduli grosso.

Definição 4.5.Um espaço de moduli grossoconsiste de uma variedade algébricaM e uma

bijeção

α : A/∼→ M tal que

(MG1’) Para qualquer famíliaX parametrizada por uma variedade algébricaS, α ◦ νX é um

morfismo.

(MG2’) Para qualquer variedade algébricaN e qualquer transformação naturalψ : F →Hom(−,N),

a aplicação

µ= ψ(pt)◦α−1 : M → N

é um morfismo.

Vamos mostrar que que as Definições 4.4 e 4.5 são equivalentes.

SejamM e φ : F → Hom(−,M) como na Definição 4.4. Então,

α = φ(pt) : F (pt) = A/∼→ Hom({pt},M) = M

é uma bijeção e, como foi mostrado na Observação 4.1,

φ(S)(X ) = φ(pt)◦νX = α◦νX

é um morfismo.
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Devemos mostrar que, dados uma variedade algébricaN e uma transformação natural

ψ : F → Hom(−,M), a aplicação

µ= ψ(pt)◦α−1 : M → N

é um morfismo.

Para isto, considere o diagrama

Hom(M,M)
Hom(i,M) //

Ω(M)
��

Hom(pt,M)

Ω(pt)
��

Hom(M,N)
Hom(i,N)

// Hom(pt,N)

,

ondeΩ é a transformação natural cuja existência está garantida pela Definição 4.4, ei : {pt} → M

é o morfismo de inclusão definido por umm∈ M. Então,

Ω(M)(1M)(m) = Ω(M)(1M)(i(pt)) = Ω(M)(1M)◦ i = Hom(i,M)(Ω(M)(1M)) =

= Ω(pt)◦Hom(i,M)(1M) = Ω(pt)(i) = Ω(pt)(i(pt)) = Ω(pt)(m),

∀ m∈ M, ou seja,Ω(M)(1M) = Ω(pt) : M → N é um morfismo. Mas o diagrama,

F (pt)
φ(pt) //

ψ(pt)
��

Hom(pt,M)

Ω(pt)wwnnn
nn
nn
nn
nn
n

Hom(pt,M)

nos diz queΩ(pt)◦φ(pt) = ψ(pt), ou seja, que

Ω(pt) = ψ(pt)◦φ(pt)−1 = ψ(pt)◦α−1

é um morfismo.

Reciprocamente, supondo os dados da Definição 4.5, devemos construir uma transformação

naturalφ : F → Hom(−,M) tal que:

(MG1) φ(pt) é bijetiva.

(MG2) Para qualquer variedadeN e qualquer transformação naturalψ : F → Hom(−,N),

existe uma única transformação natural

Ω : Hom(−,M)→ Hom(−,N)

tal queΩ◦φ = ψ.

Dada variedade algébricaS, sejaφ(S) : F (S)→ Hom(S,M) definida porφ(S)(X ) = α◦νX .
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Afirmamos que para todo morfismoγ : S′ → S, o diagrama

F (S)

γ∗
��

φ(S) // Hom(S,M)

Hom(γ,M)
��

F (S′)
φ(S′)

// Hom(S′,M)

é comutativo. De fato,

Hom(γ,M)◦φ(S)(X )= Hom(γ,M)(φ(S)(X ))= Hom(γ,M)(α◦νX ) = α◦νX ◦ γ.

Por outro lado,

φ(S′)◦ γ∗(X ) = φ(S′)(γ∗X ) := α◦νγ∗X .

Devemos mostrar que(α◦νX ◦ γ)(s′) = (α◦νγ∗X )(s′), ∀ s′ ∈ S′.

Mas, ∀ s′ ∈ S′, temos que

(α◦νγ∗X )(s′) = α((γ∗X )s′) = α(i∗(γ∗X ) = α((γ◦ i)∗X )

= α(Xγ(s′)) = α◦νX (γ(s′)) = (α◦νX ◦ γ)(s′).

Uma vez construída a transformação naturalφ, vamos verificar que ela satisfaz as proprie-

dades (MG1) e (MG2).

i) Propriedade (MG1):φ(pt) é bijeção.

Por definição,φ(pt)(X )=α◦νX =α◦νX (pt), para todaX ∈F (pt), eνX (pt)=Xpt =X .

ii) Propriedade (MG2): Para toda variedadeN e todaψ : F → Hom(−,N) transformação

natural, existe uma únicaΩ : Hom(−,M)→ Hom(−,N), transformação natural, tal que

Ω◦φ = ψ.

Dada uma variedade algébricaS, definaΩ(S) : Hom(S,M)→ Hom(S,N) por Ω(S)(γ) =
µ◦ γ, ondeµ é dada em (MG2’). Sejaδ : S′ → Sum morfismo. Precisamos mostrar que o

diagrama abaixo é comutativo.

Hom(S,M)

Hom(δ,M)
��

Ω(S)
// Hom(S,N)

Hom(δ,N)
��

Hom(S′,M)
Ω(S′)

// Hom(S′,N)

Observe que, para todaγ ∈ Hom(S,M),

Hom(δ,N)◦ (Ω(S)(γ))= Hom(δ,N)◦ (µ◦ γ) = (µ◦ γ)◦δ = µ◦ (γ◦δ)
= Ω(S′)(γ◦δ) = Ω(S′)◦ (Hom(δ,M)(γ))
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o que implicaHom(δ,N)◦Ω(S) = Ω(S′)◦Hom(δ,M) e portanto o diagrama comuta.

Agora queremos verificar queΩ◦φ = ψ. Dada uma variedade algébricaS, temos

Ω(S)◦φ(S)(X )= Ω(S)(α◦νX ) = µ◦α◦νX = ψ(pt)◦α−1◦α◦νX = ψ(pt)◦νX .

Além disso,∀s∈ S, o diagrama abaixo nos diz

F (S)

i∗
��

ψ(S)
// Hom(S,N)

Hom(i,M)
��

F (pt)
ψ(pt) // Hom(pt,M)

ψ(S)(X )(s) = ψ(S)(X )(i(pt))= ψ(S)(X )◦ i = Hom(i,N)(ψ(S)(X ))

= ψ(pt)◦ i∗(X ) = ψ(pt)(Xs) = ψ(pt)◦νX (s).

EntãoΩ(S)◦φ(S)(X )= ψ(S)(X ), para todaX ∈ F (S) e para toda variedadeS.

Para terminar devemos mostrar a unicidade deΩ.

SejamΩ e Ω′ tais queΩ(S)◦φ(S) = ψ(S) = Ω′(S)◦φ(S), para todaS. Pela definição da

Ω, temos

Ω(S)( f ) = µ◦ f = ψ(pt)◦α−1◦ f = Ω′(pt)◦φ(pt)◦φ(pt)−1◦ f = Ω′(pt)( f ).

Para todaf ∈ Hom(S,M), para todos∈ Se para a inclusãoi : {pt} →֒ S, temos

Ω′(pt)◦Hom(i,M)( f ) = Ω′(pt)( f ◦ i) = Ω′(pt)( f (i(pt)) = Ω′(pt)( f )(s) = Ω′(pt)( f )

e, pelo diagrama,

Hom(S,M)

Hom(i,M)
��

Ω′(S)
// Hom(S,N)

Hom(i,N)
��

Hom(pt,M)
Ω′(pt)

// Hom(pt,N)

Ω′(pt)◦Hom(i,M)( f ) = Hom(i,N)(Ω′(S)( f )) = Ω′(S)( f )◦ i

= Ω′(S)( f (i(pt))) = Ω′(S)( f (s)) = Ω′(S)( f ).

EntãoΩ(S)( f )=Ω′(pt)( f )=Ω′(S)( f ), para todaf ∈Hom(S,M) e para todaS. Portanto

Ω′ = Ω.

As Definições 4.4 e 4.5 são boas em termos de categorias, mas não são muito claras. Por

isso, apresentaremos a seguir um resultado que associa espaços de moduli a quocientes categó-

ricos. Antes precisaremos da seguinte definição:

Definição 4.6.Para qualquer problema de moduli, uma famíliaX parametrizada por uma vari-

edadeSé dita ter propriedade universal local se a seguinte condição vale: para qualquer família
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X ′ parametrizada porS′ e qualquers∈ S′, existe uma vizinhançaU des tal queX ′|U é equiva-

lente a família induzida deX por algum morfismoU → S. Dizemos queS tem a propriedade

universal local se existir uma família parametrizada porScom tal propriedade.

Teorema 4.1.Suponha que, para um dado problema de moduli, exista uma família X parame-

trizada por S com a propriedade universal local. Suponhamosainda, que um grupo G age em

S de tal maneia queXs∼ Xt , se e somente se, s e t estão sobre a mesma órbita da ação. Então:

1) Qualquer espaços de moduli grosso é um quociente categórico de S por G.

2) Um quociente categórico de S por G é um espaço de moduli grosso, se e somente se, é um

espaço de órbitas.

Antes da demonstração do teorema, provaremos alguns resultados importantes.

Proposição 4.2.Para uma dada variedade algébrica M, existe uma bijeçãoΓ : A→ B, onde

A= {ϕ : S→ M morfismo invariantes nas órbitas}

B= {φ : F → Hom(−,M) transformação natural}.

Demonstração.Dadaφ : F → Hom(−,M) ∈ B, sejaϕ := φ(S)(X ) ∈ Hom(S,M). Devemos

mostrar queϕ é constante nas órbitas. Para isso considerei : pt → s∈ So morfismo de inclusão

eg∈ G. Então pelo diagrama

F (S)

i∗
��

φ(S)
// Hom(S,M)

Hom(i,M)
��

F (pt)
φ(pt)

// Hom(pt,M)

ϕ(s) = φ(S)(X )(s) = φ(S)(X )(i(pt))= φ(S)(X )◦ i = φ(pt)(i∗X )

= φ(pt)(Xs) = φ(pt)(Xgs) := φ(S)(X )(gs) = ϕ(gs).

Portantoϕ é constante nas órbitas.

DefinimosΓ−1 : B→ A por Γ−1(φ) = φ(S)(X ).

Agora sejaϕ : S→ M um mofismo constante nas órbitas. Dada uma variedadeS′, escreva

S′ =
⋃

s′∈S′
Us′, ondeUs′ é uma vizinhança des′ para a qual existe um morfismoϕUs′

: Us′ → S

tal queϕ∗
Us′

X ∼ X ′|Us′
. Definaφ(S′)(X ′)|Us′

= ϕ◦ϕUs′
. Se mostrarmos queφ(S′)(X ′) está bem

definida, teremos que ela é um morfismo.

Por hipótese,∀ s′, t ∈ S′, ϕ∗
Us′

X ∼ X ′|Us′
e ϕ∗

Ut
X ∼ X ′|Ut . Então, seUs′ ∩Ut 6= /0, temos

∀ u∈Us′ ∩Ut ,
(
X ′|Ut

)

u ∼ X ′|u ∼
(
X ′|Us′

)

u
,
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(ϕ∗
Us′

X )u ∼ X ′|u ∼ (ϕ∗
Ut

X )u.

Como(ϕ∗
Us′

X )u ∼ XϕUs′
(u) e (ϕ∗

Ut
X )u ∼ XϕUt (u)

, segue queϕUs′
(u) = gϕUt (u) e que

ϕ(ϕUs′
(u)) = ϕ(gϕUt (u)) = ϕ(ϕUt (u)),

poisϕ é constante nas órbitas. Logo,ϕ◦ϕUs′
= ϕ◦ϕUt emUs′ ∩Ut.

Desse modo definimosΓ(ϕ) = φ.

Agora vamos mostrar queΓ◦Γ−1 = idB e Γ−1◦Γ = idA.

Dadaϕ ∈ A, sejamϕ′ = Γ−1(Γ(ϕ)) e {Ui}i∈I uma cobertura deS, ondeUi é tal que existe

um morfismoϕUi :Ui →Seϕ∗
Ui

X ∼ X |Ui . EntãoXϕUi (s)
= (ϕ∗

Ui
X )s∼ (X )s implicaϕUi (s)= gs.

ϕ∗
Ui

X ∼ X |Ui X

s∈Ui
ϕUi //

OO

S

OO

Assim,

ϕ′(s) = φ(S)(X )(s) = ϕ◦ϕUi(s) = ϕ(gs)) = ϕ(s), ∀s∈ S.

Reciprocamente, suponhamosΓ(Γ−1(φ)) = φ′. Pelo diagrama abaixo

F (S)
φ(S)

//

ϕU∗
i
��

Hom(S,M)

Hom(ϕUi ,M)
��

F (Ui)
φ(Ui) // Hom(U,M)

F (S′)
φ(S′)

//

i∗
OO

Hom(S′,M)

Hom(i,M)

OO

φ′(S′)(X ′)(s) = (Γ−1(φ)◦ϕUi)(s) = φ(S)(X )◦ϕUi(s) = φ(Ui)◦ϕ∗
Ui
(X )(s) =

φ(Ui)(X
′|Ui )(s) = φ(Ui)(i

∗X ′) = φ(S′)(X ′)◦ i = φ(S′)(X ′)(s).

∀ s∈ S′,∀ S′ e X ′ ∈ F (S′).

Logoφ = φ′.

Proposição 4.3.Um par(M,φ) é o quociente categórico de S por G , se e somente se,

(M,φ = Γ(ϕ)) satisfaz a seguinte propriedade:

PF) Para qualquer variedade algébrica N e qualquer transformação natural

ψ : F → Hom(−,M),
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existe uma única transformação naturalΩ : Hom(−,M)→ Hom(−,N), tal que

ψ = Ω◦φ.

Demonstração.⇒) Sejam(M,ϕ) o quociente categórico deSporG e (M,φ) tal queΓ(ϕ) = φ.

Precisamos mostrar que dado uma variedade algébricaN qualquer e uma transformação natural

ψ : F → Hom(−,N) existe uma única transformação naturalΩ : Hom(−,M) → Hom(−,N)

fazendo o diagrama abaixo comutar.

F (S′)

ψ(S′)
��

φ(S′)
// Hom(S′,M)

!Ωww
Hom(S′,N)

Observe queψ(S)(X ) ∈ Hom(S,M) é um morfismo constante nas órbitas. De fato, para todo

s∈ Se todog∈ G, temos

ψ(S)(X )(s) = ψ(Xs) = ψ(Xgs) = ψ(S)(X )(gs).

Dada a variedadeS′, definimosΩ(S′) : Hom(S′,M)−→ Hom(S′,N) porΩ(S′)(α) = f ◦α, onde

f é o único morfismo deM paraN fazendo o diagrama abaixo comutar

S

ψ(S)(X )
��

φ(S)(X )
// M

f
xx

N

A existência daf segue do fato de queϕ = φ(S)(X ) é um quociente categórico. Vamos mostrar

queΩ é uma transformação natural. Para isso, considere o morfismoβ : S′′ → S′ e o diagrama

Hom(S′,M)
Ω(S′)

//

Hom(β,M)
��

Hom(S′,N)

Hom(β,N)
��

Hom(S′′,M)
Ω(S′′)

// Hom(S′′,N)

Sejaα ∈ Hom(S′,M). Então

(Hom(β,N)◦Ω(S′))(α) = Hom(β,N)(Ω(S′)(α)) = Hom(β,N)( f ◦α) = ( f ◦α)◦β.

Por outro lado

(Ω(S′′)◦Hom(β,M))(α) = Ω(S′′)(Hom(β,M))(α) = Ω(S′′)(α◦β) = f ◦α◦β.

PortantoΩ é uma transformação natural. Vamos agora mostrar queΩ ◦ φ = ψ. DadosS′ va-

riedade algébrica,X ∈ F (S′) e s′ ∈ S′, sejamU ⊆ S′ e ϕU : U → S, dados pela propriedade
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universal local deX . Considerando os mapas de inclusão abaixo

{pt} //

k

::

i

%%
s′ �

� // U � � j ////

ϕU

;;S′ S

temos o seguinte diagrama comutativo.

F (S)
φ(S)

//

ϕ∗
U
��

Hom(S,M)

Hom(ϕU ,M)
��

F (U)
φ(U) //

k∗

  

Hom(U,M)

Hom(k,M)

uu

F (S′)
φ(S′) //

j∗
OO

i∗
��

Hom(S′,M)

Hom( j ,M)

OO

Hom(i,M)
��

F (pt)
φ(pt)

// Hom(pt,M)

Ω(S′)◦φ(S′)(X )(s′) = Ω(S′)◦φ(S′)(X ′)◦ i(pt) = Ω(S′)◦φ(S′)(X ′)◦ i

= Ω(S′)◦φ(pt)(i∗X ′) = Ω(S′)◦φ(pt)(k∗ ◦ j∗X ′)

= Ω(S′)◦φ(U)( j∗(X ′))◦k= Ω(S′)◦φ(U)(X ′|U)◦k

= Ω(S′)◦φ(U)(ϕ∗
U)X ◦k= Ω(S′)◦φ(S)X ◦ϕU ◦k

= Ω(S′)◦φ|U ◦k= f ◦φ|U ◦k= ψ(S)(X )◦ϕU(s′)

(3)

Agora pelo diagrama abaixo temos

F (S)
ψ(S)

//

ϕ∗
U
��

Hom(S,N)

Hom(ϕU ,N)
��

F (U)
ψ(U) //

k∗

  

Hom(U,N)

Hom(k,N)

uu

F (S′)
ψ(S′) //

j∗
OO

i∗
��

Hom(S′,N)

Hom( j ,N)

OO

Hom(i,N)
��

F (pt)
ψ(pt)

// Hom(pt,N)

ψ(S′)(X ′)(s′) = ψ(S′)X ′ ◦ i = ψ(pt)◦ i∗(X ′)

= ψ(pt)◦k∗ ◦ j∗(X ′) = ψ(pt)◦k∗X ′|U

= ψ(pt)◦k∗ϕ∗
UX = ψ(pt)◦k∗ ◦ϕ∗

UX

= (ψ(S)X )◦ϕU ◦k= ψ(S)(X )◦ϕU(s′)

(4)

Das equações 3 e 4 temosψ(S′)(X ) = ψ(S)(X )◦φU. E o resultado segue.
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Finalmente vamos provar queΩ é única. SejamΩ e Ω′ tais queΩ ◦φ = ψ = Ω′ ◦φ e seja

ϕ : S→ M o quociente categórico deSporG. Do diagrama

F (M)

ψ(M)
��

φ(M)
// Hom(M,M)

Ω′(M)

wwnnn
nn
nn
nn
nn
n

Hom(ϕ,M)
// Hom(S,M)

Ω′(S)

wwooo
oo
oo
oo
oo

Hom(M,N)
Hom(ϕ,N) // Hom(S,N)

temos

Ω′(M)(1M)◦ϕ = Ω′(M)(1M)◦φ(S)(X ) = Ω′(S)◦Hom(ϕ,M)(1M) =

Ω′(S)(1M ◦ϕ) = Ω′(S)(ϕ) = Ω′(S)◦φ(S)(X ) = ψ(S)(X ).

Como f é o único morfismo tal quef ◦φ(S)(X ) = ψ(S)(X ) segue queΩ′(M)(1M) = f . Dada

α : S′ → M, considere o diagrama

F (M)

ψ(M)
��

φ(M)
// Hom(M,M)

Ω′(M)

wwnnn
nn
nn
nn
nn
n

Hom(α,M)
// Hom(S′,M)

Ω′(S′)

wwooo
oo
oo
oo
oo
o

Hom(M,N)
Hom(α,N)

// Hom(S′,N)

Então

Ω′(S′)(1M)(α) = Ω′(S′)(1M ◦α) = Ω′(S′)◦Hom(α,M)(1M) = Hom(α,N)◦Ω′(M)(1M) =

Hom(α,N)( f ) = f ◦α = Ω(S′)(α).

⇐) Seja(M,ϕ) tal queϕ = Γ−1(φ), isto é,ϕ = φ(S)(X ). Devemos mostrar queϕ : S→ M

é o quociente categórico deSporG. Já vimos queϕ é constante nas órbitas, então resta mostrar

que dadaψ : S→ N constante nas órbitas existe uma únicaf : M → N tal que f ◦ϕ = ψ. Seja

Ψ : F → Hom(−,N) tal queΨ = Γ(ψ). Então existe uma única transformação natural

Ω : Hom(−,M)→ Hom(−,N)

tal queΩ◦φ = ψ. Seja f = Ω(M)(1M) : M → N, vamos mostrar quef ◦ϕ = ψ. De fato,

f ◦ϕ = f ◦φ(S)(X ) = Ω(M)(1M)◦φ(S)(X ) = Ψ(S)(X ) = ψ.

Para a unicidade unicidade def , suponha que existamf e f ′ tais quef ′ ◦ϕ = ψ = f ◦ϕ. Então

f ′ define uma transformação natural

Ω′(S′) : Hom(S′,M)→ Hom(S′,N)

comΩ′(S′)(α) = f ′ ◦α ∀ α ∈ Hom(S′,M). Por um mesmo argumento usado na construção de



59

Ω mostra-se queΩ′(S′)φ(S′) = ψ(S′), entãoΩ′(S′) = Ω(S′). Logo

Ω′(M) = Ω(M) , Ω′(M)(1M) = Ω(M)(1M)

e portantof ′ = f .

Proposição 4.4.Um par(M,φ) satisfazendo a propriedade PF) é tal que

φ(pt) : F (pt)→ Hom(pt,M)

é uma bijeção, se e somente se, o quociente categórico(M,Γ−1(φ)) é um espaço de órbitas.

Demonstração.Seja um par(M,φ) satisfazendo a propriedadePF) e tal queφ(pt) é bijeção.

Sejaϕ = φ(S)(X ) : S→ M. Então, pela Proposição, 4.3(M,ϕ) é o quociente categórico de

SporG. Além disso,∀ s, t ∈ S temos

ϕ(s) = ϕ(t)⇔ φ(S)(X )(s) = φ(S)(X )(t)⇔ φ(pt)(Xs) = φ(pt)(Xt).

Comoφ(pt) é bijeção,Xs∼ Xt e portantos= gt, isto é,s e t estão na mesma órbitas.

Reciprocamente, se(M,ϕ) é um espaço de órbita, entãoφ(pt) é bijeção. De fato, se

φ(pt)(Xs) = φ(pt)(Xt), então

ϕ(s) = φ(S)(X )(s) = φ(pt)(Xs) = φ(pt)(Xt) = φ(S)(X )(t) = ϕ(t),

s= gt( ϕ é um espaço de órbitas ) eXs ∼ Xt, ou seja,φ(pt) é injetiva. Para a sobrejetividade

usamos o fato que(M,ϕ) é um espaço de órbitas, portanto sobrejetiva, e que sem= φ(s) então

φ(pt)(Xs) = φ(pt)◦ i∗(X ) = Hom(i,M)◦φ(S)(X) = φ(S)(X)(i(pt))= ϕ(s) = m.

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 4.1

Demonstração.Demonstração do Teorema 4.1

Para a demonstração do item 1), observe que um espaço de moduli grosso para um problema

de moduli dado é uma variedade algébricaM junto com uma transformação natural

φ : F → Hom(−,M)

satisfazendo (MG1) e (MG2).(Então,(M,φ) satisfaz a propriedadePF). Logo,(M,ϕ=Γ−1(φ))
é quociente categórico deSporG pela Proposição 4.3.
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Para a demonstração do item 2) observe que se o par(M,ϕ) quociente categórico deSpor

G, é um espaço de moduli grosso, então(M,Γ(ϕ)) satisfaz a propriedadePF) eφ(pt) é bijeção.

Logo (M,ϕ) é um espaço de órbitas. (Proposição 4.4 )

Reciprocamente, um espaço de órbitas(M,ϕ) é tal que

1) (M,ϕ) é um quociente categórico;

2) (M,φ = Γ(ϕ)) satisfaz a propriedadePF) (Proposição 4.3)

3) eM é um espaço de órbitas.

Então, pela Proposição 4.4,φ(pt) é bijeção e, portanto,(M,φ) é um espaço de moduli grosso.

4.2 Moduli das hipersuperfícies de graud emPn

O objetivo dessa seção é aplicar os resultados da seção anterior na construção do espaço de

moduli das hipersuperfícies de graud emPn.

Definição 4.7.Uma hipersuperfície de graud emPn é um elemento do espaço projetivo associ-

ado ao espaço vetorial de todos os polinômios homogêneos de graud nas variáveisX0, . . . ,Xn,

isto é, uma hipersuperfície de graud é dada por um polinômio

F(Xo, . . . ,Xn) = ∑
i0+...+in=d

ci0,...,inX
i0
0 . . .Xin

n ,

módulo multiplicação por um escalar não nulo.

SejaA o conjunto das hipersuperfícies de graud emPn. Existem pelo menos duas relações

de equivalência emA :

(a) a igualdade (=);

(b) a relação∼, dada pela ação natural dePGL(n+1) emPn:

Z(F1) = H1 ∼ H2 = Z(F2)⇔∃ A∈ PGL(n+1); H2 = AH1,

ondeAH1 := {A(x0 : . . . : xn) ∈ Pn, ∀ (x0 : . . . : xn) ∈ H1}

Consideraremos simultaneamente essas duas relações.

Faremos agora a definição de família de hipersuperfícies parametrizadas por uma variedade

S.
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Definição 4.8. SejaS uma variedade algébrica. Uma família de hipersuperfícies de graud

parametrizadas porSé um fibrado vetorial de posto 1 sobreSe um conjunto indexado de seções

deL,

c= {ci0...in; i j é inteiro ≥ 0 e i0+ . . .+ in = d}

tal que para todos∈ So polinômio

fc,s(X0, . . .Xn) = ∑
i0+...+in=d

ci
i0,...,in(s)X

i0
0 . . .Xin

n (5)

é não nulo. Denotaremos uma família por(L,c).

Observação 4.2.Na Definição 4.8, para um dados o polinômio dado em 5 depende da trivia-

lização local deL, mas ele é determinado a menos de um escalar não nulo.

Observação 4.3.QuandoS= {pt}, uma família(L,c) é a hipersuperfície de graud definida

pelo polinômiofc,pt.

As duas relações de equivalência emA podem ser estendidas para famílias. Para isso, note

que, fixado um fibrado em linhaL sobreS, existe uma ação natural deGL(n+1) no conjuntoC

de todas as coleções de seções sobreL da forma

c= {ci0...in; i j é inteiro ≥ 0 e i0+ . . .+ in = d}.

De fato, dada uma família(L,c) parametrizada porS, a coleçãoc define um polinômio

fc(X0, . . . ,Xn) = ∑
i0+...+in=d

ci
i0,...,inX

i0
0 . . .Xin

n ,

cujos coeficientes são elementos deC .

DadoA∈ GL(n+1), seja

A fc(X0, . . .Xn) := fc(A(X0, . . . ,Xn)) = ∑
i0+...+in=d

bi
i0,...,inX

i0
0 . . .Xin

n .

Defina

φ : GL(n+1)×C → C

(A,c) 7→ Ac := b
(6)

onde ab é a coleção de coeficientes deA fc. É fácil verificar queφ é uma ação.

Definição 4.9.Duas famílias(L,c), (L′,c′) parametrizadas porSsão:

1) isomorfas se existe um isomorfismo de fibradosh : L → L′ tal queh(ci0...in) = c′i0...in, onde

c= {(ci0...in)} ec′ = {(c′i0...in)}
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2) equivalentes se existeA∈ GL(n+1) tal que(L,c) é isomorfo a(L′,Ac′).

Para famílias parametrizada por{pt}, as relações 1) e 2) correspondem às relações de

equivalência = e∼ respectivamente.

De fato, dadas duas famílias(L,c) e (L′,c′) parametrizadas pelo{pt} e isomorfas, a condi-

ção deh(ci0...in) = c′i0...in implicaλ(s)ci0...in(pt) = c′i0...in(pt) comλ(s) 6= 0. Logoc ec′ definem

a mesma hipersuperfície emPn

Analogamente duas famílias(L,c) e (L′,c′) parametrizadas por{pt} e equivalentes, a con-

dição(L,c) isomorfa a(L′,Ac′) implicaλci0...in(pt) = A(c′i0...in)(pt) comλ(s) 6= 0 e

A fc′(X0, . . . ,Xn) := fc′(X0, . . . ,Xn) = λ fc(X0, . . .Xn)

. Logo, as hipersuperfícies definidas porc e c′ diferem por uma mudança de coordenadas em

Pn, isto é, fc ∼ fc′ .

O próximo passo é definir família induzida.

Definição 4.10.Sejam(L,c) uma família parametrizada porS e ϕ : S′ → S um morfismo de

variedades algébricas. Definimos a famíliaϕ∗(L,c), parametrizada porS′, por:

ϕ∗(L,c) = (ϕ∗L,ϕ∗c)

ondeϕ∗c= {ϕ∗ci0...in}.

Observação 4.4.Por definição,ϕ∗ satisfaz as propriedades funtoriais necessárias para a noção

de famílias.

Vamos agora exibir uma variedade algébricaSque está em bijeção comA/∼ e uma família

sobreScom a propriedade universal local, quando a relação de equivalência entre as hipersu-

perfícies de graud for ∼.

Segue da definição de hipersuperfície queA/∼ está em bijeção comPN−1, ondeN = (
n+d

d
).

Considere sobreS= PN−1 a famíla(OPN−1(1),X), onde

X = {Xi0...in; i j é inteiro ≥ 0 e i0+ . . .+ in = d}

eXi0...in são as funções coordenadas dePN−1.

Mostraremos que(OPN−1(1),X) tem a propriedade universal local paraS.

SejamS′ uma variedade algébrica e(L′,c′) uma família parametrizada porS′. Dados∈ S′,

sejaU ⊂ S′ aberto trivializante deL′ tal quec′i0...in(s) 6= 0, para algum conjunto de inteiros
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i0, . . . , in tais quei0+ . . .+ in = d. Então, o morfismo

ϕU : U → PN−1

s 7→ (c′d...0(s) : . . . : c′i0...in(s) : . . . : c′0...d(s))

é tal queϕ∗
U(OPN−1(1),X)∼ (L′,c′).

Além disso, a ação dePGL(n+1) emPn induz uma ação emPN−1 que nada mais é que a

ação definida em 6. Logo,(OPN−1(1),X)s∼ (OPN−1(1),X)t, para todos, t ∈ PN−1, se e somente

se,t =Aspara algumA∈PGL(n+1). Portanto, pelo Teorema 4.1 temos quePN−1/PGL(n+1)

é um espaço de moduli grosso paraA/∼.

Observação 4.5.Quando a relação de equivalência emA for a igualdade, a família(OPN−1(1),X),

terá a propriedade universal sobrePN−1 (os morfismosϕU eϕU ′ coincidirão emU ∩U ′) ePN−1

será um espaço de moduli fino paraA/=.
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5 O espaço de Moduli das configurações de
Desargues

O principal objetivo deste capítulo é encontrar os espaços de moduli das configurações de

Desargues. E denotaremos porPQ a reta determinada pelos pontosP e Q e porPQRo plano

determinado pelos pontosP, Q eR.

Definição 5.1.Dizemos que dois triângulosA1B1C1 e A2B2C2 estão em perspectiva se as re-

tasA1A2, B1B2 e C1C2 são concorrentes. O ponto de interseção dessas retas é dito centro de

perspectiva.

Teorema 5.1(Desargues). Se dois triângulos A1B1C1, A2B2C2 estão em perspectiva a partir

de um ponto X, então os três pares de lados correspondentes dos triângulos se intersectam em

três pontos colineares. Reciprocamente, se os lados dos dois triângulos se intersectam em três

pontos colineares, então os triângulos estão em perspectiva. (TODD, 1952).

Observação 5.1.SejamAi = (ai0 : ai1 : ai2), i = 1,2,3, três pontos distintos deP2. Considere-

mos os vetoresai = (ai0,ai1,a12) deA3. ComoAi eA j são pontos distintos,i 6= j, segue queai

e a j são vetores linearmente independentes. Além disso, seA1,A2 e A3 são pontos colineares,

entãoa1,a2 ea3 são vetores linearmente dependentes. Portanto, neste caso, existem constantes

λ1, λ2 ∈ k∗, tais quea3 = λ1a1+λ2a2. Como osa′issão representantes dos pontosA′
ispodemos

trocar estes representantes para obter a relaçãoa3 = a1−a2.

Apresentaremos duas provas do teorema de Desargues, a primeira é mais algébrica e supõe

os dois triângulos no plano projetivo, a segunda uma prova alternativa, puramente sintética e

não requeremos que os triângulos estejam no plano.

Demonstração.Suponhamos que:

1) Os pontosA1,B1,C1,A2,B2,C2,X são todos distintos;

2) Os triângulos são não degenerados e não possuem lados em comum;

3) As retasA1A2, B1B2, C1C2 são todas distintas.

Uma vez queA1,A2 eX são três pontos colineares distintos, pela Observação 5.1,podemos

escolher representantesa1,a2, ex respectivamente, tais que
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Figura 1: Configuração de Desargues.

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

x= a1−a2 (7)

Da mesma maneira existemb1,b2,c1 ec2 que representamB1,B2,C1 eC2 tais que

x= b1−b2 = c1−c2 (8)

Destas equações definimos os vetores

b1−c1 = b2−c2 =: l

c1−a1 = c2−a2 =: m (9)

a1−b1 = a2−b2 =: n

ComoB1 eC1 são distintos, segue que o vetorl é não nulo e portanto determina um pontoL∈P2.

Das relações 9, vemos quel , b1 e c1 são linearmente dependentes, portantoL,B1 e C1 são

colineares. Da mesma forma, mostra-se queC2, B2, L são colineares. Similarmente os vetores

m e n determinam, respectivamente, dois pontosM e N emP2 tais queM está sobre as retas

C1A1 eC2A2 e N está sobre as retasA1B1, A2B2. Além disso, os pontosL,M,N são distintos.

De fato, suponhamos por simplicidade queM e N são iguais, então os vetoresc1−a1, a1−b1

serão linearmente dependentes e consequentementeA1, B1 eC1 serão linearmente dependentes.

O que implica que os pontosA1,B1 eC1 serão colineares contrariando a hipótese. Somando-se

os três termos da esquerda das relações 9 temos que:

l +m+n= 0. (10)

Assim, os vetoresl ,m,n são linearmente dependentes, ou seja, os pontosL, M eN são colinea-
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res. A reta determinada porL, M eN é chamada deeixo de perspectivados dois triângulos.

Reciprocamente, suponhamos queA1B1C1 e A2B2C2 são dois triângulos tais que os pontos

L, M eN são colineares, ondeL é a interseção das retasB1C1 eB2C2, M é a interseção das retas

C1A1 eC2A2 eN é a interseção das retasA1B1 eA2B2.

Provemos que os triângulos estão em perspectiva com as seguintes hipóteses:

(a) A1,B1,C1,A2,B2,C2,L,M,N são todos distintos;

(b) Que os triângulos não são degenerados.

Sejaml , men vetores representantes dos pontosL, M eN. Uma vez queL, M eN são colinea-

res, os vetoresl , men são linearmente dependentes e portanto satisfazem a relação (10). Como

L, B1 eC1, M, C1 e A1 e A1,B1 e N são três ternos de pontos colineares, pela Observação 5.1,

podemos escolher representantesa1, b1 ec1 dos pontosA1, B1 eC1, respectivamente, tais que

l = b1−a1

m= a1−c1 (11)

n= c1−b1.

Similarmente, podemos escolher representantesa2,b2 e c2 deA2,B2,C2, respectivamente, tais

que

l = b2−a2

m= a2−c2 (12)

n= c2−b2.

Das equações (11) e (12) segue que

a1−a2 = b1−b2 = c1−c2 = x. (13)

O vetorx é não nulo, uma vez queA1 eA2 são pontos distintos. SejaX ∈P2 o ponto determinado

por x. Das relações em (13), segue queX pertence as retasA1A2, B1B2 e C1C2. Assim os

triângulosA1B1C1 eA2B2C2 estão em perspectiva a partir do pontoX.

Demonstração sintética do Teorema de Desargues. Neste caso omitiremos o caso da reciproca

do teorema.

Novamente suponhamos que:

1) Os pontosA1, B1, C1, A2, B2, C2 eX são todos distintos;

2) Os triângulos são não degenerados e não possuem lados em comum;
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3) As retasA1A2, B1B2, C1C2 são todas distintas.

Sejamπ1 e π2 os planos dos triângulosA1B1C1 eA2B2C2. Vamos dividir em dois casos:

Caso 1)π1 6= π2.

Seja l a reta de interseção deπ1 e π2. As retasB1C1 e B2C2 se interceptam, pois

pertencem ao plano que contém as retasB1B2 eC1C2. Denotemos porL tal ponto de

interseção. Uma vez queB1C1 está contida no planoπ1 e B2C2 está contida no plano

π2, o pontoL pertence aπ1 e π2 e assim pertence a retal . De maneira análoga, os

pares de retas dos lados correspondentesA1C1, A2C2 e A1B1, A2C2 se interceptam.

Denotaremos tais pontos interseções porM e N, respectivamente. Observemos ainda

queM,N ∈ l . AssimL, M, N estão em uma mesma retal , ou seja, são colineares.

Caso 2) Suponhamos agora os planosπ1 = π2 =: π.

Como os dois triângulos estão no planoπ, então as retasA1A2, B1B2 eC1C2 também

estão contidas emπ e portanto o pontoX de interseção delas, que é o centro de pers-

pectiva, também pertence aπ. Escolhamos uma retal passando porX mas que não

está contida emπ. Escolhamos dois pontos diferentesX1 e X2 em l , ambos diferentes

de X. As retasX1A2 e X2A1 estão sobre o plano que contém as retasX1X2, A1A2 e

assim encontram em um pontoA. Analogamente, as retasX1B2 e X2B1 se interceptam

em um pontoB e as retasX1C2 e X2C1 se interceptam em um pontoC. Já queA1, A2,

X, X1 e X2 são pontos distintos eX1,X2 /∈ π, segue queA /∈ π e é diferente deX1 e X2.

De maneira análogaB, C /∈ π e são distintos deX1 e X2. Como os pontosA1,B1 eC1

não são colineares eX2 /∈ π, os pontosA, B eC são distintos e não são colineares, ou

sejaABC é um triângulo não degenerado que está sobre um planoπ′ diferente deπ.

Observemos ainda que o triânguloABC está em perspectiva com o triânguloA1B1C1,

tendoX2 como centro de perspectiva e com o triânguloA2B2C2, tendoX1 como centro

de perspectiva. O eixo de perspectiva de cada um desses paresde triângulos, pelo caso

já demonstrado do teorema de Desargues, é a retal ′ de interseção dos planosπ e π′.

Assim os pontosBC∩B1C1 e BC∩B2C2 estão sobrel ′. Uma vez queB eC não estão

em π, esses dois pontos coincidem com a interseção da retaBC e π. Assim o ponto

L = B1C1∩B2C2 está sobrel ′. SimilarmenteM = C1A1∩C2A2 e N = A1B1∩A2B2

estão sobrel ′. PortantoL,M,N são colineares.
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Figura 2: Configuração de Desargues no espaço.

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definição 5.2.SejamA1B1C1 e A2B2C2 dois triângulos no plano projetivo em perspectiva,A

o centro de perspectiva ea o eixo de perspectiva dos dois triângulos. Denotemos porA3, B3

eC3 os pontos de interseção dos correspondentes lados dos triângulos dados. A configuração

consistindo dos 10 pontosA,Ai,Bi ,Ci, i = 1,2,3, e das 10 retasAiBi , AiCi , BiCi , i = 1,2, A1A2,

B1B2, C1C2 e a é dita uma configuração de Desargues. Esta configuração é chamada 103,

significando que cada uma das 10 retas contém exatamente 3 dos10 pontos e por cada ponto

passam exatamente 3 das 10 retas.

Definição 5.3. Duas configurações de DesarguesD1 e D2 são ditas isomorfas se existe um

automorfismoα ∈ PGL2(C) tal queα(D1) = D2, isto é,α é uma mudança de coordenadas de

P2 tal que a imagem dos pontos (e das retas) deD1 são pontos (e retas) deD2. Além disso, se

P,Q∈ D1 ePQ∈ D1, entãoα(PQ) = α(P)α(Q).

Veremos a seguir que 5 pontos emP3 em posição geral, determinam em um planoπ não

contendo nenhum destes pontos em configuração de Desargues.

Sejame1,e2,e3,e4 ee5 ∈ P3 pontos em posição geral, isto é, quaisquer 4 destes pontos tem

representantes que são vetores linearmente independentes. Escolhendo um sistema de coorde-
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nadas conveniente podemos supor que

e1 = (1 : 0 : 0 : 0), e2 = (0 : 1 : 0 : 0), e3 = (0 : 0 : 1 : 0),

e4 = (0 : 0 : 0 : 1), e5 = (1 : 1 : 1 : 1). (14)

Sejaπ um plano que não contém os pontosei ’s. Suponhamos queπ é dado pela equação
4

∑
i=1

αixi = 0, entãoαi 6= 0 parai = 1, . . . ,4 e
4

∑
i=1

αi 6= 0. Denotamos porDπ a configuração

determinada porπ. Ela consiste dos 10 pontospi j = eiej ∩π e das 10 retas,r i jk = eiejek∩π
parai ≤ i, j,k ≤ 5 i 6= j 6= k 6= i. Observemos que esta notação é simétrica, isto é,pi j = p ji ,

r i jk = r ik j e etc. Pela Figura 3 concluímos que todo ponto da configuraçãode Desargues é

centro de perspectiva de dois triângulos, por exemplo, o ponto pi j é centro de perspectiva dos

triângulospikpil pim e p jk p jl p jm onde{i, j,k, l ,m}= {1,2,3,4,5}. Em particular todo ponto da

configuração admite um eixo de perspectiva, no caso do pontopi j a reta érklm.

Figura 3: Configuração de Desargues no espaço.

Fonte: Adaptado de Avritzer e Lange (2002)

Na Figura 3 mostramos as 10 retas e os 10 pontos determinados por 5 pontose1,e2,e3,e4 e

e5 em posição geral emP3 e um planoπ que não contem nenhum dos pontosei , formando uma

Configuração de Desargues.

Reciprocamente, vimos na demonstração sintética do Teorema de Desargues caso 2), que

toda configuração de Desargues é obtida desse modo. Mas precisamentee1, e2, e3, e4 e e5 são
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os pontosX1, X2, A, B eC, respectivamente, eπ = π1.

A partir de agora, pensaremos em uma configuração de Desargues dadas por 5 pontos em

posição geral emP3 e um planoπ não contendo os 5 pontos. Para definirmos configurações

isomorfas precisaremos das seguintes definições.

Definição 5.4.Uma quadrângulo completo consiste de 4 pontosP, Q, R e S, três a três não

colineares, e as 6 retasPQ, PR, PS, QR, QSeRS.

Definição 5.5.Um quadrângulo completo de uma configuração de DesarguesD é um conjunto

de 4 pontos e 6 retas deD os quais formam pontos e retas de um quadrângulo completo.

Baseando-se na Figura 3 é fácil ver que uma configuração de DesarguesDπ admite exata-

mente 5 quadrângulos completos. De fato, cadaei determina um quadrângulo completo consis-

tindo dos pontospi j , pik, pil e pim e das retasr i jk , r i jl , r i jm, r ikl , r ikm e r ilm.

Lema 5.2. Sejam{v1, v2, v3, v4, v5} e {w1, w2, w3, w4,w5} duas coleções de pontos deP3 em

posição geral. Então existe uma única mudança de coordenadas T :P3→P3, tal que T(vi)=wi

1≤ i ≤ 5.

Demonstração.Sejamv′i e w′
i vetores deC4 que representam os pontosvi e wi , 1 ≤ i ≤ 5,

respectivamente. Sem perda de generalidade podemos supor que

v′5 = α1v′1+α2v′2+α3v′3+α4v′4;

w′
5 = γ1w′

1+ γ2w′
2+ γ3w′

3+ γ4w′
4, (15)

ondeαi ’s e γi ’s são todos constantes não nulas. Além disso, comoC := {v′1, v′2, v′3, v′4} é uma

base deC4, podemos escolher escalares tais que

w′
1 = λ11v

′
1+λ21v

′
2+λ31v

′
3+λ41v

′
4;

w′
2 = λ12v

′
1+λ22v

′
2+λ32v

′
3+λ42v

′
4; (16)

w′
3 = λ13v

′
1+λ23v

′
2+λ33v

′
3+λ43v

′
4;

w′
4 = λ14v

′
1+λ24v

′
2+λ34v

′
3+λ44v

′
4.

Observemos inicialmente que a transformação linearT ′ : C4 → C4 cuja matriz em relação

à baseC é

A=









γ1
α1

λ11
γ2
α2

λ12
γ3
α3

λ13
γ4
α4

λ14
γ1
α1

λ21
γ2
α2

λ22
γ3
α3

λ23
γ4
α4

λ24
γ1
α1

λ31
γ2
α2

λ32
γ3
α3

λ33
γ4
α4

λ34
γ1
α1

λ41
γ2
α2

λ42
γ3
α3

λ43
γ4
α4

λ44









, (17)

é tal queT ′(v′i) = (γi/αi)w′
i , 1≤ i ≤ 4 eT ′(v′5) = w′

5. Observemos ainda queT ′ é um isomor-

fismo.
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ConsidereT : P3 → P3, a aplicação induzida deT ′, ou seja, sev′ é um representante de um

pontov deP3, entãoT(v) é o ponto deP3 cujo representante é o vetorT ′(v′). Observemos que

T(vi) = wi para cada 1≤ i ≤ 5.

A unicidade deT é simples de ser verificada.

Lema 5.3. Para planosπ e π′ ⊂ P3 não contendo um ponto ei as seguintes condições são

equivalentes:

1) Dπ é isomorfo a Dπ′ ;

2) Existe A∈ PGL4(C) tal que

a) Aπ = π′

b) A permuta os 5 pontos e1, . . . ,e5.

Demonstração.(1)⇒ (2)

Sejaα : π → π′ um isomorfismo linear comα(Dπ) = Dπ′, isto é,α leva as retas de uma configu-

ração nas em reta da outra configuração e os pontos de uma configuração nos pontos da outra.

Primeiramente vamos verificar queα também leva quadrângulos em quadrângulos. Sabemos

que cada quadrângulo de uma configuraçãoDπ é unicamente determinado porei , o mesmo vale

para os quadrângulos da configuraçãoDπ′. Assim considere o quadrângulo deDπ determinado

por e1, então seus pontos sãop12, p13, p14 e p15 e suas retas sãor123, r124, r125, r134, r135 e

r145. Suponhamos queα(p12) = p′i j . Seα(p13) = p′kl com{k, l} 6= {i, j}, então como a retar123

liga os pontosp12 e p13 deveria existir uma retar ′ da configuraçãoDπ′ ligando os pontosp′i j e

p′kl o que, pela definição deDπ′, não acontece. Logoα(p13) = p′kl comk∈ {i, j} ou l ∈ {i, j}.

Assim as possibilidades para o pontoα(p13) sãop′il , p′ik, p′im, p′jl , p′jk e p′jm. Suponhamos que

α(p13) = p′il , então a retar ′i jl deDπ′ que liga os pontosp′i j e p′il é a imagem da retar123 deDπ

por α. Seguindo o mesmo raciocínio verificamos queα(p14) = p′ik e α(p15) = p′im, ou vice-

versa. Observemos ainda que as retas do quadrângulo deDπ determinado pore1 são retas do

quadrângulo deDπ′ determinado pelo pontoei . Portantoα leva quadrângulo em quadrângulo.

Além disso,α induz uma permutação dos 5 pontosei que denotaremos porσ.

Consideremosw1 ∈ π′ tal quew1 6= p′σ(1)σ(2). Escolhamosv1 ∈ π tal quev1 = α−1(w1).

Tomemosw2 ∈ π′ não pertencente à retaw1p′σ(1)σ(2). Escolhamosv2 ∈ π tal quev2 = α−1(w2).

Por último tomemosw3 ∈ π′ tal quew3 não pertence às retasw1w2, wi p′σ(1)σ(2), parai = 1,2.

Escolhamosv3 ∈ π tal quev3 = α−1(w3).

Afirmamos que os pontosw1, w2, w3, eσ(1) e eσ(2) estão em posição geral emP3. De fato,

w1,w2,w3 são linearmente independentes emP3, poisw3 /∈ w1w2, e comoeσ(i) /∈ π′ segue que

w1,w2,w3,eσ(i) são linearmente independentes parai = 1,2. Assim só precisamos verificar

queeσ(1),eσ(2),wi ,w j são linearmente independentes para 1≤ i, j ≤ 3, e i 6= j. Para isso basta
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mostrarmos queeσ(l) não pertence ao planoeσ(k)wiw j para 1≤ i, j ≤ 3, i 6= j, e l ,k= 1,2, l 6= k

e quewi /∈ w je1e2 para 1≤ i, j ≤ 3, i 6= j. Seeσ(l) ∈ eσ(k)wiw j , então

eσ(l) ∈ eσ(k)wiw j ∩eσ(l)wiw j = wiw j ⊆ π′,

o que é uma contradição, poiseσ(l) /∈ π′. Sewi ∈ w jeσ(1)eσ(2), então

wi ∈ w jeσ(1)eσ(2)∩wieσ(1)eσ(2) = eσ(1)eσ(2),

o que é uma contradição, poiswi 6= pσ(1)σ(2), isto vale parai, j = 1,2. Da mesma maneira

verificamos quev1,v2,v3,e1,e2 estão em posição geral emP3.

Pelo Lema 5.2, existe uma aplicaçãoT :P3→P3 representada por uma matrizA∈PGL4(C)

tal que

A(e1) = eσ(1), A(e2) = eσ(2), A(v1) = w1, A(v2) = w2 eA(v3) = w3.

Como{v1,v2,v3} ⊆ π é linearmente independente eα(vi) = wi = A(vi), segue queA|π = α.
Além disso,A(ek) = eσ(k) parak = 3, 4 e 5. De fato, comoek = e1p1k∩e2p2k para 3≤ k ≤ 5

segue que

A(ek) = A(e1p1k)∩A(e2p2k ) = eσ(1)pσ(1)σ(k)∩eσ(2)pσ(2)σ(k) = eσ(k).

(1)⇒ (2) SejamA∈ PGL4(C) tal queA(π) = π′ eA(ei) = eσ(i), ∀ i = 1, . . . ,5. Então

pi j = eiej ∩π ⇒ A(pi j ) = A(eiej)∩A(π) = eσ(i)eσ( j)σ(k)∩π′ = p′i j ,

r i jk = eiejek∩π ⇒ A(r i jk) = A(eiejek)∩A(π) = eσ(i)eσ( j)eσ(k)∩π′ = r ′i jk.

Logo,α = A|π : π → π′ é tal queα(Dπ) = Dπ′.

Sejame1, . . . ,e5 cinco pontos deP3 em posição geral eσ uma permutação destes pontos.

Pelo Lema 5.2, existe uma única aplicaçãoT : P3 → P3 tal queT(ei) = eσ(i). Observamos

queT = λT para todoλ ∈ C∗ e queT está associada à uma matrizA, veja (17). PortantoT

determina um único elementoAσ emPGL4(C), a saber,Aσ é classe de equivalência deA. Seja

S5 := {Aσ ∈ PGL4(C);σ ∈ S5}.

Observe queAσ1Aσ2 = Aσ1◦σ2 e(Aσ(1))
−1 = Aσ(1)−1 implicam que o conjuntoS5 é um subgrupo

dePGL4(C) finito com 5! elementos. Além disso, sendoS5 conjunto finito, ele é uma variedade

algébrica.
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O grupoS5 age emP3 via a aplicação,

ϕ : S5×P3 −→ P3

(Aσ,a) 7−→ Aσ(a).

De fato,ϕ é a restrição da açãoPGL4(C)×P3 → P3.

A ação deS5 emP3 induz uma ação em̌P3, ondeP̌3 é o dual deP3, da seguinte maneira.

ϕ : S5× P̌3 −→ P̌3

(Aσ,π) 7−→ Aσ(π).

ondeAσ(π) é o ponto děP3 correspondente a imagem do planoπ porAσ.

Defina

U := P̌3\
5⋃

i=1

Pei ,

ondePei denota o plano děP3 parametrizando os planosπ’s comei ∈ π.

A ação deS5 em P̌3 se restringe a uma ação emU . De fato, considereϕU := ϕ|U e seja

π ∈U e σ ∈ S5. SeAσ(π) ∈ Pej para algumj, isto implicará queAσ(π) é um ponto em̌P3 que

corresponde a um plano deP3 contendoej . Entãoπ = Aσ−1(Aσ(π)) é um ponto em̌P3 contendo

Aσ−1(ej) = eσ−1(ej), o que é uma contradição pois,eσ−1(ej ) /∈ π. AssimAσ(π) /∈ Pej para todo

j = 1, . . . ,5 e portantoϕU (π) ∈U .

ComoPei é um plano em̌P3, supondoei = (xi
0 : xi

1 : xi
2 : xi

3), entãoPei = Z(Hi) onde

Hi := xi
0A0+xi

1A1+xi
2A2+xi

3A3,

ondeA0, . . . ,A3 são as coordenadas homogêneas deP̌3. PortantoPei é fechado em̌P3 e
5⋃

i=1

Pei é

fechado. Assim

U = P̌3\
5⋃

i=1

Pei

é um aberto em̌P3, ou seja, é uma variedade quase projetiva.

No Teorema 3.7 mostramos que o quociente de uma variedade algébrica quase projetiva por

um grupo finito é uma variedade algébrica. PortantoU/S5 é uma variedade algébrica.

Mostraremos a seguir queU/S5 é o espaço de Moduli para as configurações de Desargues.

Para isso passaremos a descrever o Problema de Moduli da configurações de Desargues.

Fixadose1, e2, e3, e4 ee5 em posição geral emP3, seja

A = {Dπ; π plano contido emP3 eei /∈ π ∀ i = 1, . . . ,5}
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o conjunto das configurações de Desargues. Considere o isomorfismo de configurações de

Desargues como sendo a relação de equivalência sobreA , isto é,

Dπ ∼ Dπ′ ⇔∃ A∈ S5; A(π) = π′ e A(ei) = eσ(i).

Vamos agora definir a noção de família de objetos deA parametrizadas por uma variedade

S.

Observação 5.2.Como Configurações de Desargues são dadas por planos emP3, isto é, hi-

persuperfície de grau 1 emP3, a noção de família e de família induzida são as mesmas dadas

na Seção 4.2. No entanto faremos novamente as definições sem usar a linguagem de fibrados

vetoriais.

Definição 5.6.SejamS uma variedade ep : S×P3 → S a projeção na primeira coordenada.

Uma família de configurações de Desargues sobreS é uma subvariedade fechadaX ⊆ S×P3

com a seguinte propriedade:

Existe uma cobertura aberta afimS= S1∪ . . .∪Sm, tal que para cadai existem funções

ci
0, ci

1, ci
2, ci

3 regulares emSi satisfazendo

X ∩ p−1(Si) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ Si ×P3; ci
0(s)x0+ci

1(s)x1+ci
2(s)x2+ci

3(s)x3 = 0,

ci
k(s) 6= 0, ∀ k, e ci0(s)+ci

1(s)+ci
2(s)+ci

3(s) 6= 0, ∀ s∈ Si}.

Observação 5.3.Supondo ose′i como em 14, as condições

ci
k(s) 6= 0, ∀ k, e ci0(s)+ci

1(s)+ci
2(s)+ci

3(s) 6= 0, ∀ s∈ Si ,

implicam queei não pertence ao planoci
0(s)x0 + ci

1(s)x1 + ci
2(s)x2 + ci

3(s)x3 = 0, condição

necessária para que sobre o pontos o plano determine uma configuração de Desargues.

Definição 5.7. (Noção de família induzida). Dados um morfismoϕ : S′ → S e uma família

X ⊆ S×P3, definimos a família induzidaϕ∗X deX por ϕ como

ϕ∗X = (ϕ, Id)−1(X ) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ S′×P3;(ϕ(s),(x0 : x1 : x2 : x2)) ∈ X }.

Finalmente vamos definir a noção de equivalência entre as famílias e esta noção será indu-

zida da ação deS5 emP̌3.

Definição 5.8.SejamX e X ′ duas famílias parametrizadas porS, então

X ∼ X ′ ⇔∃ Aσ ∈ S5;X ′ = Aσ(X ),
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ondeAσ(X ) é definida da seguinte maneira: SeS= S1∪ . . .∪Sm e

X ∩ p−1(Si) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ Si ×P3; ci
0(s)x0+ci

1(s)x1+ci
2(s)x2+ci

3(s)x3 = 0,

ci
k(s) 6= 0, ∀ k, e ci0(s)+ci

1(s)+ci
2(s)+ci

3(s) 6= 0, ∀ s∈ Si},

então

Aσ(X )∩ p−1(Si) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ Si ×P3;

(
3

∑
j=0

ci
j(s)a j0)x0+(

3

∑
j=0

ci
j(s)a j1)x1+(

3

∑
j=0

ci
j(s)a j2)x2+(

3

∑
j=0

ci
j(s)a j3)x3 = 0}

Teorema 5.4.A variedade algébrica MD :=U/S5 é o espaço de Moduli para as configurações

de Desargues.

Demonstração.Usando o Teorema 4.1 precisamos apenas mostrar que existe uma família com

a propriedade universal local sobre o abertoU de P̌3 que parametriza as configurações de De-

sargues. Sejam(c1000 : c0100 : c0010 : c0001) as coordenadas deU e U a família parametrizada

porU dada por:

U = {((c1000 : c0100 : c0010 : c0001),(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈U ×P3;

c1000x0+c0100x1+c0010x2+c0001x3 = 0}

Mostraremos queU tem a propriedade universal local. SejaX uma família parametrizada por

S. Então existe uma cobertura aberta afim deS= S1∪ . . .∪Sm tal que

X ∩ p−1(Si) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ Si ×P3; ci
0(s)x0+ci

1(s)x1+ci
2(s)x2+ci

3(s)x3 = 0,

ci
k(s) 6= 0, ∀ k, e ci0(s)+ci

1(s)+ci
2(s)+ci

3(s) 6= 0, ∀ s∈ Si}.

Definimosϕi : Si →U por ϕi(s) = (c1000(s) : c0100(s) : c0010(s) : c0001(s)). Comoci0...i3(s) são

funções regulares, entãoϕi é um morfismo. Assim temos

ϕ∗
i U = (ϕi , id)

−1(U) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ Si ×P3;(ϕi(s),(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ U}=

{(c1000(s) : c0100(s) : c0010(s) : c0001(s)),(x0 : x1 : x2 : x3) ∈U ×P3;

c1000(s)x0+c0100(s)x1+c0010x2+c0001(s)x3 = 0}= U|Si

Segue das definições de relação de equivalência nas famíliase da ação deS5 emU que

dadoss, t ∈U , Us∼ Ut se e somente se,Aσ(s) = t.

LogoU/S5 é o espaço de moduli grosso para as configurações de Desargues.

Definição 5.9.Uma configuração de DesarguesDπ é dita especial seDπ contém um ponto sobre

um dos seus eixos.



76

Já que o eixo de um pontopi j é a retarklm com{i, j,k, l ,m}= {1,2,3,4,5}, segue que a

configuração de DesarguesDπ é especial se e somente seQi j := eiej ∩ekel em ∈ π, para algum

par(i, j).

Para cada par(l ,k), sejaPlk ⊆ U o hiperplano que parametriza os planos deP3 que não

contém os pontosei , i = 1, . . .5, mas que contém o pontoQlk.

Sejaq a projeção natural, ou seja,q é definida por

q : U −→ MD

Dπ 7−→ [Dπ].

Proposição 5.5.As configurações de Desargues especiais são parametrizadaspelo divisor ir-

redutível q(P12) em MD.

Demonstração. q(P12) é fechado, pois o mapaq é finito (Proposição 3.5).

Além disso, temos queP12 é um hiperplano, portanto é irredutível. Se existirem fechadosF1

eF2 deMD tais queq(P12) = F1∪F2, entãoP12⊆ q−1(F1)∪q−1(F2). Comoq−1(F1) eq−1(F2)

são fechados, poisq é contínua, eP12 é irredutível, concluímos queP12 ⊆ q−1(Fi) para algum

i ∈ {1,2}. PortantoFi = q(P12). Donde concluímos queq(P12) é irredutível. Sabemos que

S5 é finito e que portanto dimq−1(y) = 0 ∀ y∈ q(P12). Pelo Teorema da dimensão das fibras

(SHAFAREVICH, 1995), existe um abertoV ⊆ q(P12) tal que dimq−1(y) = dim P12−dim q(P12)

para todoy∈V. Portanto dimq(P12) = dim P12 = 2. Como dimMD = dim U = 3, então

codimMDq(P12) = dim MD −dim q(P12) = 1

e portantoq(P12) é um divisor. Para ver queq(P12) parametriza todas as configurações especiais,

sejamσ ∈ S5 tal queσ(i) = 1,σ( j) = 2,σ(k) = 3,σ(l) = 4 e σ(m) = 5 eAσ ∈ S5, então

Aσ(Qi j ) = e1e2∩e3e4e5 = Q12,

donde segue queQi j = Aσ−1(Q12) para{i, j}= {1,2,3,4,5} e portanto segue o resultado.

O Teorema de Desargues falha se substituímos um dos dois triângulos por 3 retas passando

pelo centro de perspectiva. Contudo, podemos considerar como um limite do Teorema de De-

sargues o seguinte teorema:

Teorema 5.6.Sejam ABC um triângulo não degenerado emP2 e a,b,c retas, distintas dos lados

do triângulo, passando por um ponto O, então os pontos a∩BC, b∩AC, c∩AB são colineares,

se e somente se, existe uma involução i emP1 tal que i(a)=OA, i(b)=OB, i(c)=OC. (SEMPLE;

KNEEBONE, 1963).
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Demonstração.A demonstração deste resultado é feita no Apêndice 2, Teorema B. 20.

Dada uma configuração de 7 pontos e 10 retas emP2 satisfazendo as condições do Teo-

rema 5.6, existem 5 pontose1, e2, e3, e4 e e5 em posição geral e um planoπ ⊆ P3 , contendo

pelo menos um deles, tal que as 10 retas e os 10 planos determinados por estes pontos intersec-

tamπ na configuração de 7 pontos e 10 retas dada. O planoπ e os 5 pontose1, e2, e3, e4 e e5

são obtidos da mesma maneira como na demonstração sintéticado Teorema de Desargues, caso

2).

A Figura 4 mostra uma configuração de Desargues, ondee5 ∈ π e p15= p25= p35= p45=

e5.

Figura 4: Configuração de Desargues do 1º tipo.

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

Observe que neste caso apenas 4 dos 5 quadrângulos da configuração de Desagues ainda

sobrevivem, a saber:

{p12, p13, p14, p15}, {p21, p23, p24, p25}, {p31, p32, p34, p35} e{p41, p42, p43, p45}.

Tratemos agora do caso em que os 2 triângulos de uma configuração de Desargues se co-

lapsam, ou equivalentemente, o planoπ contém exatamente 2 dos 5 pontosei ’s. Supondo que

e4,e5 ∈ π, entãoe4 = p14= p24= p34 ee5 = p15= p25= p35. Portanto somente 3 quadrângulos

completos sobrevivem, a saber:{p12, p13, p14, p15},{p31, p32, p34, p35} e{p21p23, p24, p25}. A

Figura 5 mostra um exemplo deste caso.
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Figura 5: Configuração de Desargues do 2º tipo.

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

Como os 5 pontos estão em posição geral, o último caso que consideramos é quando 3 dos

5 pontosei ’s pertencem aπ. Supondo quee3,e4,e5 ∈ π, teremose3 = p13= p23, e4 = p14= p24

ee5 = p15= p25. Neste caso somente 1 quadrângulo completo sobrevive, istoé, a configuração

de Desargues é um quadrângulo completo. A Figura 6 mostra umaconfiguração deste tipo.

Figura 6: Configuração de Desargues do 3º tipo.

Fonte: Retirado de Avritzer e Lange (2002)

Em todos os 3 casos analisados o Lema 5.3 se aplica e a sua demonstração é exatamente a

mesma já apresentada. Com base nestas observações fazemos as definições seguintes.

Definição 5.10.Sejame1, . . . ,e5 ∈ P3 pontos em posição geral eπ ⊂ P3 um plano. As 10 retas

eiej e os 10 planoseiejek determinam emπ uma configuração de DesarguesDπ de pontos e

retas. Tal configuraçãoDπ é dita uma configuração de Desargues generalizada.

Definição 5.11.Uma configuração de Desargues generalizadaDπ é dita degenerada seπ contém

algum dos pontosei ’s. Além disso,Dπ é dita ser dok-ésimo tipo seπ contém exatamentek

pontosei parak= 1,2,3.

Teorema 5.7.A variedade algébricaMD := P̌3/S5 é um espaço de moduli para as configura-

ções de Desargues generalizadas.
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Demonstração.P̌3 é o espaço de parâmetros da configurações de Desargues generalizadas. A

noção de família de configurações de Desargues generalizadas parametrizadas por uma varie-

dadeSé a mesma Definição 5.6 com a seguinte adaptação:

X ∩ p−1(Si) = {(s,(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ Si ×P3; ci
0(s)x0+ci

1(s)x1+ci
2(s)x2+ci

3(s)x3 = 0,

ci
0(s),c

i
1(s),c

i
2(s),c

i
3(s) Não todos nulos, ∀ s∈ Si}.

As noções de relação de equivalência nas famílias e família induzida também são as mesmas.

A família

U = {((c1000 : c0100 : c0010 : c0001),(x0 : x1 : x2 : x3)) ∈ P̌3×P3;

c1000x0+c0100x1+c0010x2+c0001x3 = 0}

parametrizada pořP3, tem a propriedade universal local e portantoP̌3/S5 é o espaço de mo-

duli (grosso) das configurações de Desargues generalizadas. Observe ainda queU = P̌3, onde

U é o espaço de parâmetro das configurações de Desargues não degeneradas. Portanto, pela

Proposição 3.9MD =U/S5 ⊂ P̌3/S5 é aberto, ou seja,MD = P̌3/S5.

No Teorema 5.7 construímos o espaço de moduli das configurações de Desargues não dege-

neradas e vimos que este é um aberto projetivo. Em seguida, vimos que o Teorema de Desargues

ainda vale se considerarmos configurações de Desargues generalizadas e que o espaços de mo-

duli de tais configurações é uma variedade projetiva. Ou seja, vimos que o espaço de moduli

das Configurações de Desargues generalizadas é a compactificação do espaço de moduli das

Configurações de Desargues não degeneradas.
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Apêndice A - Categorias

Os resultados deste apêndice pode ser encontrado no seguinte livro (VIANA , 1996).

Uma categoriaC é uma classe de objetos tal que:

1) Para qualquer par ordenado(X,Y) de objetos é especificado um conjunto demorfismode-

notado porHomC(X,Y).

2) Para cada objetoX é destacado um elementoidX emHomC(X,X).

3) Para cada terno ordenado(X,Y,Z) de objetos é especificada uma função

◦ : HomC(X,Y)×HomC(Y,Z) −→ HomC(X,Z)

( f ,g) 7−→ g◦ f

Estes dados estão sujeitos aos seguintes axiomas:

(a) Paraf ∈ HomC(X,Y), g∈ HomC(Y,Z) eh∈ HomC(Z,W) temos

(h◦g)◦ f = h◦ (g◦ f ).

(b) Paraf ∈ HomC(X,Y) temos

idY ◦ f = f = f ◦ idX.

Um funtor F entre duas categoriasC eD, denotado porF : C→ D, é a especificação, para

cada objetoX deC, de um objetoF de D e, para cada par de objetos(X,Y) deC, de uma

aplicação deHomC(X,Y) emHomD(F (X),F (Y)), denotada porf 7→ F ( f ). Estes dados estão

sujeitos aos seguintes axiomas:

1) Para cada objetoX deC temosF (idX) = idF (X).

2) Para cada pas( f ,g) ∈ HomC(X,Y)×HomC(Y,Z) temosF (g◦ f ) = F (g)◦F ( f ).

Um funtor como definido acima é as vezes chamado decovariante,para distinguir da definição

afim de funtorcontravarianteentre duas categoriasC e D, que é a especificação, para cada

objeto X de C, de um objetoF (X) de D e, para cada par(X,Y) de objetos deC, de uma

aplicação deHomC(X,Y) emHomD(F (Y),F (X)), denotada porf 7→ F ( f ). Estes dados estão

sujeitos aos axiomas(iii ) e

1) para cada para( f ,g) ∈ HomC(X,Y)×HomC(Y,Z) temosF (g◦ f ) = F ( f )◦F (g).
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Dados dois funtoresF e G entre as categoriasC e D umatransformação natural Tentre

F e G , denotadaT:F → G é a especificação, para cada objetoX deC, de um elementoTX ∈

HomD(F (X),G(X)). Este dado é sujeito ao seguinte axioma

1) Para cada elementof ∈ HomC(X,Y) temosG( f )◦TX = TY ◦F (g).

Este axioma é representado graficamente pela comutatividade do diagrama abaixo.

F (X)

F ( f )
��

TX // G(X)

G( f )
��

F (Y)
TY // G(Y)

Um FuntorF : C → Con j é representável se existir um objetoX emC e transformações

naturaisψ : HomC(X,−) → F e ϕ : F → HomC(X,−) tais que para cada objetoY emC as

composiçõesψ◦ϕ = idF e ϕ◦ψ = idHomC(X,−). Dois funtores para os quais existe este par de

transformações naturais são ditos naturalmente isomorfos.
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Apêndice B - Projetividade e Involução

Os resultados obtidos neste apêndice pode ser encontrado nos seguintes livros (AYRES,

1967) e (SEMPLE; KNEEBONE, 1963). Usaremos as letras maiúsculasA,B,C,D, . . . para indi-

car pontos e as letras minúsculasa,b,c,d, . . . para indicar retas.

Definição B .1. O conjunto de todos os pontos de uma retar é chamado de feixes de pontos

e será denotado porr(A,B,C,D, . . .), ondeA, B, C,... são pontos da retar.

Figura 7: Feixes de pontos

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definição B .2. O conjunto de todas as retasa,b,c,d, . . . que passam por um pontoQ é

chamado um feixe de retas e será denotado porQ(a,b,c,d, . . .).

Figura 8: Feixes de reta

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Dizemos que existe uma correspondência 1-1 entre dois feixes se existe uma regra que

associa a cada elemento do primeiro feixe um único elemento do segundo e, reciprocamente,

associa a cada elemento de segundo feixe um único elemento doprimeiro.
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Figura 9: Correspondência

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Consideremos o feixe de retasP(a,b,c,d, . . .) e uma retap que não contém o pontoP, veja

a Figura 9. Observe que cada retas do feixe de retas determina um único ponto,S := s∩ p,

na retap e cada pontoQ da retap determina uma única reta passando porP, q := PQ. Tal

correspondência é chamada umaperspectividadee é indicada por

P(a,b,c,d, . . .)[ p(A,B,C,D, . . .).

Definição B .3. Dizemos que dois feixes de pontosp(A,B,C,D, . . .) e q(A,B,C,D, . . .),

onde as retasp e q são distintas, estão em perspectiva a partir de um pontoP se existe uma

correspondência 1-1 entre os pontos dos dois feixes e as retas unindo os pontos correspondentes

contém o pontoP. Denotamos tal relação por

p(A1,B1,C1,D1, . . .)
P
[ q(A2,B2,C2,D2, . . .).

Figura 10: Feixes de pontos em perspectiva

Fonte: Retirado de Ayres (1967)
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Definição B .4. Dizemos que dois feixes de retasP(a1,b1,c1,d1, . . .) eQ(a2,b2,c2,d2, . . .),

ondeP e Q são pontos distintos, estão em perspectiva a partir de uma reta p se existe uma

correspondência 1-1 entre os pontos dos dois feixes e a interseção de retas correspondentes é

um ponto dep. Denotamos esta relação por

P(a1,b1,c1,d1, . . .)
p
[ Q(a2,b2,c2,d2, . . .).

Figura 11: Feixes de retas em perspectiva

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Dadas duas perspectividades

p1(A1,B1,C1,D1, . . .)
P1

[ p2(A2,B2,C2,D2, . . .)

p2(A2,B2,C2,D2, . . .)
P2

[ p3(A3,B3,C3,D3, . . .),

temos uma maneira de relacionar os pontos dos feixesp1(A1,B1,C1,D1, . . .) e p3(A3,B3,C3,D3, . . .).

Definição B .5. Uma correspondência 1-1 entre dois feixes de pontos (ou de retas) é

dita uma projetividade se ela for obtida de um número finito deperspectividades. Denotamos

projetividades por

p1(A1,B1,C1,D1, . . .) ⊼ pn(An,Bn,Cn,Dn, . . .)

e

P1(a1,b1,c1,d1, . . .) ⊼ Pn(an,bn,cn,dn, . . .).

Exemplo B .6. Dados quatros pontos distintosA1,B1,C1,D1 em uma retap, existe uma

projetividade tal quep(A1,B1,C1,D1)⊼ p(C1,D1,A1,B1).

Como estamos interessados essencialmente no que ocorre comos quatro primeiros pontos

dos feixes analisaremos as perspectividades que aparecerão apenas nestes pontos. Os passos

seguintes podem ser vistos na Figura 12.

(a) escolha um pontoPque não está emp. A partir dele obtemos o feixe de retasP(a,b,c,d, . . .),
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ondea= A1P, b= B1P, c=C1P, d = D1P, etc;

(b) escolha uma retaq tal queB1 ∈ q eq 6= PB1 para obtermos a relação

p(A1,B1,C1,D1, . . .)
P
[ q(A2,B1,C2,D2, . . .),

ondeA2 := a∩q, B2 := b∩q= B1, C2 := c∩q, D2 := d∩q, etc;

(c) considere a retar := PD1 para obtermos a relação

q(A2,B1,C2,D2, . . .)
C1

[ r(D3,D1,P,D2, . . .),

ondeD3 := A2C1∩ r, D1 = B1C1∩ r, P=C2C1∩ r, D2 := D2C1∩ r, etc;

(d) finalmente considerando-se o pontoA2 e a retap, temos

r(D3,D1,P,D2, . . .)
A2

[ p(C1,D1,A1,B1, . . .).

Figura 12: Projetividade entre pontos

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Assim seguindo os passo descritos abaixo obtemos

p(A1,B1,C1,D1, . . .)
P
[ q(A2,B1,C2,D2, . . .)

C1

[ r(D3,D1,P,D2, . . .)
A2

[ p(C1,D1,A1,B1, . . .).

Portanto segue o resultado.

Exemplo B .7. Dados quatro retas distintasa1,b1,c1,d1 passando porP, existe uma

projetividade tal queP(a1,b1,c1,d1)⊼P(b1,a1,d1,c1).

Os passos a seguir podem ser acompanhados na Figura 13.
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(a) escolha a retap, com P /∈ p, então teremos o feixe de pontosp(A1,B1,C1,D1, . . .), onde

A1 = p∩a1, B1 = p∩b1, C1 = p∩c1, D1 = p∩d1;

(b) tomeQ∈ a1, comQ 6= P, para obtermos a perspectividade

P(a1,b1,c1,d1, . . .)
p
[ Q(a1,b2,c2,d2, . . .),

ondeb2 = B1Q, c2 =C1Q ed2 = D1Q;

(c) observemos que

Q(a1,b2,c2,d2, . . .)
d1

[ B1(b1,b2,c3, p, . . .),

ondec3 = B1D2;

(d) por último vemos que

B1(b1,b2,c3, p, . . .)
c2

[ P(b1,a1,d1,c1).

Figura 13: Projetividade entre retas

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Logo obtemos

P(a1,b1,c1,d1, . . .)
p
[ Q(a1,b2,c2,d2, . . .)

d1

[ B1(b1,b2,B1D2, p, . . .)
c2

[ P(b1,a1,d1,c1, . . .).

Definição B .8. Uma involução é uma projetividadeO(a1,b1,c1,d1, . . .)⊼O(a2,b2,c2,d2, . . .)

tal que para, todox1 ∈ O(a1,b1,c1,d1, . . .), sex1 corresponde ax2 entãox2 corresponde ax1.
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Razão Cruzada no Plano Afim

Consideremos uma retap no plano afim na qual fixamos uma orientação, indicada por uma

seta. Uma retap com uma orientação é chamada reta orientada. Dados dois pontosA e B na

retap, o segmentoAB tem comprimento e sentido e é chamado segmento de reta direcionado.

Observamos queBA tem o mesmo comprimento deAB, mas tem sentidos opostos, isto é,BA=

−AB.

Figura 14: reta p

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definição B .9. SejamA, B,C e D, pontos distintos em uma retap, no plano afim,

direcionada. A razão cruzada deA, B com respeito aC, D, denotada por(A,B;C,D), é definida

por

(A,B;C,D) =
AC
BC

÷
AD
BD

(18)

Uma vez que a razão acima é independente da escolha da orientação dep, a razão cruzada

também é.

Proposição B .10. SejamA, B,C eD quatro pontos em uma retap. Se(A,B;C,D) =

(A,B;C,D1), entãoD = D1.

Demonstração.Como(A,B;C,D) = (A,B;C,D1), então

AC
BC

÷
AD
BD

=
AC
BC

÷
AD1

BD1
.

PortantoAD/BD= AD1/BD1.

Figura 15: reta p

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Consideremos a retap dada acima com a orientação indicada pela seta e os pontos como na
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figura. EntãoAD1 = AD+DD1, BD1 = BD+DD1 e

AD
BD

=
AD+DD1

BD+DD1
.

Isso implica queDD1(AD+DB) = 0. SeAD+DB= 0, entãoAD= BD, ou seja,A= B, o que

é uma contradição. PortantoDD1 = 0 e D = D1. De maneira análoga verificamos os outros

casos, quando mudamos os pontos de posição.

Teorema B .11. A razão cruzada de quatro pontos em uma reta, no plano afim, é

invariante por projeções.

Demonstração.Considere a figura abaixo

Figura 16: Razão cruzada

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

SejamA1,B1,C1,D1, pontos distintos em uma retar eP um ponto fora da retar. Projetando

esse pontos em uma retas que não contémP, obtemos os pontosA2,B2,C2,D2. Sejas a reta

que passa porP e é perpendicular ar. Denotemos porH a interseção dese r. Desconsiderando

os sinais temos

(A1,B1;C1,D1) =

A1C1
B1C1
A1D1
B1D1

=

1
2HP.A1C1
1
2HP.B1C1
1
2HP.A1D1
1
2HP.B1D1

=

area△A1PC1
area△B1PC1

area△A1PD1
area△B1PD1

=

1
2A1P.C1P sen∠A1PC1
1
2B1P.C1P sen∠B1PC1
1
2A1P.D1P sen∠A1PD1
1
2B1P.D1P sen∠B1PD1

=

sen∠A1PC1
sen∠B1PC1
sen∠A1PD1
sen∠B1PD1

.

Portanto provamos que

(A1,B1;C1,D1) =
A1C1

B1C1
.
B1D1

A1D1
=±

sen∠A1PC1

sen∠B1PC1
.
sen∠B1PD1

sen∠A1PD1
(19)

Agora sejaK um ponto des tal que a reta determinada porP e K é perpendicular as.

Desconsiderando os sinais e usando o raciocino das contas acima obtemos a igualdade

(A2,B2;C2,D2) =
A2C2

B2C2
.
B2D2

A2D2
=±

sen∠A1PC1

sen∠B1PC1
.
sen∠B1PD1

sen∠A1PD1
(20)
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Assim o que precisamos fazer é mostrar que o sinal de (19) e (20) coincidem. Para isso fixemos

a orientação sobreP da seguinte forma: o ânguloA1PC1, obtido girando a retaPA1 no sentido

anti-horário sobreP até a retaPC1 é positivo. Então o ânguloA1PD1 é positivo e os ângulos

B1PC1 eB1PD1 são negativos. Como consequência, vemos que as razões

A1C1

B1C1
e

sen∠A1PC1

sen∠B1PC1

tem o mesmo sinal. O mesmo vale também para as razões

B1D1

A1D1
e

sen∠B1PD1

sen∠A1PD1
.

A paridade do sinal entre as razões é independente de ambas asorientações escolhidas emp e a

orientação dos ângulos sobreP . Assim o sinal em ambos os membros de (19) e (20) são iguais

e então

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;C2,D2).

Dadas quatro retas distintasa, b, c, d no plano afim passando por um pontoP. Dadas duas

retasr e s tais queP /∈ r e P /∈ s, obtemos o conjunto de pontosA1,B1,C1,D1 e A2,B2,C2,D2,

respectivamente, ondeA1 = a∩ r, A2 = s∩a, . . .. Pelo Teorema B.11. temos que

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;C2,D2).

Definição B .12. Sejama,b,c,d quatro retas no plano afim que passam por um pontoP. A

razão cruzada destas retas em qualquer ordem é a razão cruzada, na mesma ordem, dos quatro

pontosA, B,C, D que estas retas determinam em qualquer reta que não contémP, isto é,

(a,b;c,d) = (A,B;C,D).

Razão Cruzada no Plano Projetivo

Consideraremos o plano projetivo decomposto na formaP2 = A2∪ r∞. Chamaremos os

pontos deP2 que estão emA2 de pontos ordinários.

SejamA1,B1,C1,D1 quatro pontos ordinários no plano projetivo sobre uma reta projetivar.

Sejams outra reta projetiva eP um ponto ordinário tal queP /∈ r e P /∈ s. SeA2,B2,C2,D2 ∈ s

são dados por

A2 := A1P∩s, B2 := B1P∩s,C2 :=C1P∩s, D2 := D1P∩s
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pelo Teorema B .11, temos que a razão cruzada afim destes pontos são tais que

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;C2,D2).

Figura 17: Razão cruzada afim

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Consideremos agora que o ponto de projeção éP∞ ∈ r∞. As retasP∞A1, P∞B1, P∞C1 eP∞D1

são paralelas e neste caso é fácil ver que a razão cruzada afim destes pontos são tais que

(A1,B1;C1,D1) = (A2,B2;C2,D2).

Figura 18: Razão cruzada projetiva

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Definição B .13. A razão cruzada de quatro pontos ordinários no plano projetivo é definida

como sendo a razão cruzada dos mesmos como pontos do plano afim.

Observando-se a Figura 17, podemos considerarA1,B1,C1 sendo três pontos ordinários e o

quarto ponto como sendo o ponto no infinito da retar, denotado porR∞. Ainda considerando-se

queP é um ponto ordinário, estes pontos determinam na retas os pontosA2,B2,C2,R2 que são
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pontos ordinários. Neste caso a razão cruzada afim(R2,A2;B2,C2) está definida e isso justifica

a próxima definição.

Definição B .14. A razão cruzada de quatro pontos colineares no plano projetivo sendo

que três deles são pontos ordinários e um ponto está no infinito, é a razão cruzada (na mesma

ordem) dos seus correspondentes através de qualquer projeção em outra reta, com a condição

de que os pontos correspondentes sejam todos pontos ordinários.

Um último caso que devemos analisar é quando os pontos estão na retar∞. Consideremos

os pontos projetivos distintosA∞,B∞,C∞,D∞ der∞. Então escolhendo um pontoP /∈ r∞ esuma

reta distinta der∞ eP /∈ s, os pontos correspondentesA,B,C,D serão pontos ordinários. Assim

a razão cruzada afim(A1,B1;C1,D1) estará definida. Portanto podemos estender a Definição

B.14 para o caso em questão.

Lema B .15. Para qualquer perspectiva entre os pontos de duas retas projetivas de um

plano projetivo, a razão cruzada de quaisquer quatro pontosem uma das retas é igual a razão

cruzada, na mesma ordem dos seus correspondentes em outra reta.

Demonstração.Segue do Teorema B. 11 e da definição de razão cruzada no plano projetivo.

Como a razão cruzada é invariante por perspectividades e umaprojetividade é uma sequên-

cia de perspectividades segue o próximo resultado.

Proposição B .16. Para qualquer projetividade entre os pontos de duas retas projetivas

de um plano projetivo, a razão cruzada de quaisquer quatro pontos em uma reta é igual a razão

cruzada, na mesma ordem, dos seus pontos correspondentes emoutra reta.

Definição B .17. A razão cruzada de quatro pontos projetivos distintos é a razão cruzada

de quaisquer quatro pontos ordinários colineares em que eles podem ser projetados.

Como consequência temos

Teorema B .18. Se A,B,C,D são quatro pontos colineares distintos e se A′,B′,C′,D′ são

outros quatro pontos colineares distintos, em uma mesma reta ou em uma reta distinta, então

(A,B,C,D)⊼ (A′,B′,C′,D′) implica (A,B;C,D) = (A′,B′;C′,D′)

e inversamente

(A,B;C,D) = (A′,B′;C′,D′) implica (A,B,C,D)⊼ (A′,B′,C′,D′).

Teorema B .19.Se uma projetividade entre dois feixes de retas por um mesmo ponto, uma

reta a1 e sua correspondência a2 (a1 6= a2) se correspondem reciprocamente , então qualquer

outra reta x1 e sua correspondente x2 se correspondem reciprocamente.
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Demonstração.Por hipótese existe uma projetividade tal que

O(a1,a2,x1,x2)⊼O(a2,a1,x2,y). (21)

(a) Escolha uma retar tal queO /∈ r. Considere os pontos

A2 = a2∩ r, X1 = x1∩ r, X2 = x2∩ r;

(b) escolha um pontoA tal queA∈ a1−O eA 6= r ∩a1. Considere as retas

a3 := AA2, x3 := AX1, x4 := AX2.

Temos com estas escolhas a seguinte projetividade:

A(a1,a3,x3,x4, . . .)
r
[ O(a1,a2,x1,x2, . . .);

(c) sendoV := x3∩x2 obtemos as seguintes projetividades:

O(a1,a2,x1,x2, . . .)
r
[ A(a1,a3,x3,x4, . . .)

x2

[ A2(a2,a3,A2V, r, . . .)
x1

[ O(a2,a1,x2,x1, . . .).

(22)

Figura 19: Correspondência entre retas

Fonte: Retirado de Ayres (1967)

Então das relações (21) e (22) segue que

O(a2,a1,x2,x1, . . .)⊼O(a2,a1,x2,y, . . .).

ComoO(a2,a1,x2,y)⊼O(a2,a1,x2,x1), e a razão cruzada é preservada por perspectivas,

segue que(a2,a1;x2,y) = (a2,a1;x2,x1) e portantoy= x1.
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Teorema B .20. (Limitante do teorema de Desargues) Se ABC é um triangulo próprio e

a,b,c são três retas passando por um ponto O (que não estão sobre oslados do triângulo),

então L:= a∩BC, M := b∩AC e N:= c∩AB são colineares, se e somente se, existe uma

involução i emP1, de retas centradas em O, tal que i(a) = OA, i(b) = AC e i(c) = OC.

Demonstração.Podemos supor sem perda de generalidade quea 6= OA. Denotemos pors a reta

determinada pelos pontosB eC. Sejaml a reta que contém os pontosL, M, q := OA.

Figura 20: Limitante do Teorema de Desargues 1

Fonte: Elaboração do próprio autor

Suponhamos queL, M eN são colineares, isto é,N ∈ l . Temos então as seguintes perspec-

tividades:

O(a,b,c,q)
l
[ A(AL,AM,AN,q).

Por hipótese

A(AL,AM,AN,q)
s
[ O(OL,OC,OB,q).

Donde obtemos

O(a,b,c,q)⊼O(OL,OC,OB,q). (23)

Suponhamos agora que a relação (23) é válida. ConsideremosP := c∩ l .
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Figura 21: Limitante do Teorema de Desargues 2

Fonte: Elaboração do próprio autor

Temos que

O(a,b,c,q)
l
[ A(AL,AM,AP,q) (24)

Usando as relações (23) e (24), obtemos

A(AL,AM,AP,q)⊼A(AL,AM,AN,q).

A relação anterior implica queAP= AN. EntãoP ∈ AB∩ c = N e portantoL,M,N são

colineares.

Provamos portanto queL, M e N são colineares se e somente se vale a relação (23).

Observemos agora que pelo Exemplo B.7 existe uma projetividade tal que

O(q,OB,OC,OL)⊼O(OB,q,OL,OC)

e pelo Exemplo B.6 existe uma perspectividade tal que

O(OB,q,OC,OL)⊼O(OL,OC,OB,q).

Portanto concluímos queL, M eN são colineares se e somente se

O(a,b,c,q)⊼O(q,OB,OC,OL).

Pelo Teorema B.19 segue que a projetividade é uma involução.


