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RESUMO

A otimizacao é uma area da Matematica cujo o objetivo é estudar problemas
que consistem em maximizar ou minimizar funcées. Um problema de otimizacao pode
ser restrito ou irrestrito, linear ou nao linear, convexo ou nao convexo, diferenciavel ou
nao diferenciavel. Este trabalho tem como objetivo estudar as condi¢oes de otimalidade
em programacao nao linear, para problemas restritos e irrestritos. Para problemas de
otimizacao sem restricao uma condicao necessaria para que um ponto seja um candidato a
minimizador da fungao objetivo é que este seja um ponto critico, além disso é possivel
classificar a natureza desse ponto com a analise da matriz Hessiana de f. Para problemas
com restricoes, de igualdade ou desigualdade, as condi¢oes de otimalidade sdo apresentadas

através da teoria dos Multiplicadores de Lagrange.

Palavras-chave: Otimizacao. Condigoes de Otimalidade. Multiplicadores de Lagrange.



ABSTRACT

Optimization is an area of Mathematics whose objective is to study problems that
consist of maximizing or minimizing functions. An optimization problem can be restricted
or unrestricted, linear or nonlinear, convex or nonconvex, differentiable or nondifferentiable.
This work aims to study the optimality conditions in nonlinear programming, for restricted
and unrestricted problems. For optimization problems without restriction, a necessary
condition for a point to be a candidate to minimize the objective function is that it be a
critical point. In addition, it is possible to classify the nature of this point with the analysis
of the Hessian matrix of f. For problems with restrictions, of equality or inequality, the

optimality conditions are presented through the theory of Lagrange Multipliers.

Keywords: Optimization. Optimality Conditions. Lagrange multipliers.
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1 INTRODUCAO

Varios problemas vindos de areas como Economia, Engenharia, Computacao, entre
outras, sao formulados como problema de otimizagdao. A Otimizacdo é uma area da
Matematica cujo objetivo é estudar problemas que consistem em maximizar ou minimizar
funcoes onde as variaveis satisfazem determinadas restricoes. Essencialmente, a Otimizacao
busca encontrar os pontos de um conjunto €2 € R", chamado conjunto viavel, onde a funcao
objetivo f : 2 — R assume seus valores de maximo ou minimo, levando em consideracao

suas restrigoes, que sao na forma de igualdades ou desigualdades.

Um problema de otimizagao pode ser modelado de acordo com as caracteristicas
das fungoes envolvidas, deste modo, os problemas podem ser irrestritos, quando a fungao
objetivo nao possui nenhuma restricao em seu conjunto viavel, ou restritos, quando ha
restricdo no conjunto viavel, isto é, pontos fora dessa regiao nao serao considerados. Além
disso, o problema pode ser linear, quando funcao objetivo e as restri¢oes sao fungoes
lineares. Esses problemas geralmente sao resolvidos usando métodos como o Simplex ou
Programagao Linear (24). Nao linear, quando fungao objetivo ou as restrigdes sdo nao
lineares exigindo métodos mais complexos para obtencao do valor 6timo, como algoritmos
genéticos, métodos de gradiente, ou métodos de otimizagao global. O problema também
pode ser convexo ou nao convexo, diferenciavel quando a funcao possui derivada em todos
os pontos do seu dominio ou nao diferenciavel quando a fun¢ao nao possui derivada em
alguns pontos do seu dominio. Neste caso, utilizam-se técnicas de Analise Convexa no

lugar do Calculo Diferencial (25).

O método multiplicadores de Lagrange fundamental na otimizagao matematica,
geralmente utilizada para encontrar maximos e minimos de uma funcao sujeita a restrigoes.
De forma resumida, o método dos multiplicadores de Lagrange permite, de certo modo,
transformar um problema de otimizagdo com restricio em um problema irrestrito, que é
mais simples de resolver. Com o auxilio dos multiplicadores, é possivel apresentar condigoes
de primeira ordem para problemas de otimizacao com restrigoes, esta condi¢ao, de certo
modo, fornece os pontos criticos do problema, ou seja, os possiveis candidatos a maximo

ou minimo do problema proposto.

Neste trabalho vamos abordar as técnicas dos multiplicadores de Lagrange com a
finalidade de encontrar a solu¢do de um problema de otimizacao nao linear e diferenciavel
no espacgo R", apresentando as condigoes de otimalidade para estes problema. Estudaremos
separadamente o caso de um problema sem restrigoes, onde €2 = R™, o caso com restri¢oes
de igualdade, restrigoes de desigualdade e por fim problemas com restri¢coes de igualdade
e desigualdade, conhecido como restricao mistas. Em seguida, apresentamos alguns
algoritmos classicos da literatura e softwares matematicos que utilizam as condigoes de

otimalidade. O objetivo principal desse trabalho é apresentar de forma simples e objetiva



as condi¢oes de otimalidade para problemas de programacao nao linear com auxilio dos

multiplicadores de Lagrange.

Este trabalho contém 6 capitulos, onde o capitulo 1 é a introdugao. No capitulo
2 sao apresentadas algumas defini¢coes e resultados mateméaticos fundamentais para o
entendimento de todo o texto. No capitulo 3, sao abordados os problemas de otimizacao
sem restrigdes, sao apresentadas as defini¢oes de valor 6timo, minimo local (global),
ponto critico, entre outros, fundamentais em todo o estudo. O capitulo 4 apresenta os
problemas de otimizagao com restri¢oes, onde ¢ introduzido o conceito dos multiplicadores
de Lagrange e as técnicas para encontrar e classificar os candidatos a solu¢ao do problema,
com o auxilio da fungdo Lagrangeana Classica. Os algoritmos e softwares matematicos que
possuem relacao com as condigoes de otimalidade estudadas sao apresentados no capitulo
5.

Por fim, apresentamos as consideracoes finais no capitulo 6. Os resultados teé-
ricos apresentados no trabalho sao resultados classicos da teoria de otimizacao, suas

demonstragoes podem ser encontradas nos textos referéncia.



2 DEFINICOES GERAIS
Neste capitulo listaremos algumas defini¢oes e resultados tteis para os demais
capitulos.

Definicao 2.0.1. Sejam vq,...,v, € V wvetores nao nulos, e os escalares aq, ..., a, € R,

nao simultaneamente nulos. Se

aivy + ... + a,v, =0,

dizemos que os vetores vy, ...,v, € V sio Linearmente Dependentes (LD), por outro

lado, se

avr+ ... Fapu, =0—a;=...=a, =0,

entdo os vetores vy, ...,v, € V sao ditos Linearmente Independentes (LI)

Definigao 2.0.2. Seja A uma matriz m x n, definimos o seu posto como sendo o nimero

de linhas ndo nulas de sua forma escalonada.

Definicdo 2.0.3 (Ntcleo e Imagem de uma Matriz). Seja A uma matriz m x n. O

conjunto

N(A) ={v eR"| Av = 0},
¢ chamado Nucleo de A. O Niucleo de A € um subespago de R™.

O conjunto

Im(A)={y e R" | Av =y, v € R"},
¢ chamado Imagem de A. O conjunto Imagem de A é um subespaco de R™.

Definicao 2.0.4. Seja A uma matriz de ordem n x n simétrica. A é dita

1. Positiva semidefinida se v - Ax > 0, Vo € R";
2. Positiva definida se x - Az > 0, Vo € R" — {0};
3. Negativa semidefinida se v - Ax <0, Vo € R";
4. Negativa definida se x - Ax < 0, Vo € R™ — {0};

5. Indefinida se x - Ax > 0 para algum x € R" ey - Ay < 0 para algum y € R™.

Teorema 2.0.1. Seja A uma matriz simétrica, entdo:
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1. A ¢ positiva definida <= o0s autovalores de A sdo positivos;

2. A é positiva semidefinida <= o0s autovalores de A sdo ndao negativos;
3. A € negativa definida <= os autovalores de A sao negativos;

4. A € negativa semidefinida <= os autovalores de A sdo ndo positivos;
5. A ¢é indefinida <= A tem autovalores positivos e negativos.

Definig¢ao 2.0.5. Uma funcgdo f : X C R™ — R™ ¢é uma regra que associa a cada ponto

x € X um unico ponto

y = f(2) = (f1(2), fa(2), s fn(2))-

As fungoes fi, fo, ..., fm : X C R™ — R chamam-se as fungbes coordenadas de f.

Definicao 2.0.6. Dizemos que uma funcio f : X C R™ — R™ € continua no ponto a € X,
quando para cada € > 0 dado, pode-se obter um § > 0 tal que:

reX |lr—all <d=|f(z) - fla)ll <e

Definigao 2.0.7. Sejam f: ACR" — R™ e A CR" um conjunto aberto. A derivada

direcional de f no ponto a € A na diregao de um vetor v # 0 € definida por

0F (1 oy L0 10) = @)
ov t—0 t
Sev=e¢e;=(0,0,...,1,...,0) temos que

of v _of . [flatte)—f(a)
2e, (a) = . (a) = lim ;

t—0 t

que € da derivada parcial de f em rela¢ao a x; no ponto a.

Definicao 2.0.8. Dizemos que uma fungio f : X C R® — R € de classe C" em X e

escrevemos f € C™(X) se f possui todas as derivadas parciais de ordem n continuas em

X.

Escrevemos f € C°(X) para dizer que f é continua em X.

Definicao 2.0.9. Sejam f: A — R™ e A C R™ um conjunto aberto. A aplicagio f €

diferencidvel no ponto a € A se existe uma transformacao linear T : R™ — R™ tal que

fla+wv)= f(a)+Tv+r(v) com ll}i_r)r(l]: Tl = 0.

r(v)
|

A transformacao linear T' é a derivada de f no ponto a e possui, em relacao as

bases candnicas de R" e R, uma matriz m x n chamada matriz jacobiana de f em a.
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Definicao 2.0.10. A matriz Jacobiana de f em a é dada por

[0/ df1 of1, |
8—x1(a) a—b(a) B (a)
df2 dfs dfs
Ja) - a—ml(a) a—xz(a) . (a)
Ofm Ofm Ofm
_(9]3;(&) 8fx2(a) 3£n (a)_

Definicao 2.0.11. No caso em que m = 1, a matriz jacobiana de f : ACR" - R em a

se reduz ao vetor 1 x n denominado vetor gradiente de f em a

_ | 9f of

- 37131(@ e 781’”(@) :Jf(a)

Vf(a)
Em relagao ao vetor gradiente podemos destacar algumas propriedades.

1. o vetor gradiente aponta na direcao de maior crescimento da fungao localmente.

2. entre todas as dire¢oes possiveis, o vetor gradiente de f, aponta na direcao de maior

taxa de crescimento de f;

3. o vetor gradiente de f no ponto a é ortogonal a superficie de nivel que passa por a.

Definicao 2.0.12. Seja f : A C R" — R uma aplica¢io duas vezes diferencidvel em A
aberto. Entao a derivada f"(a) : R" x R® — R com respeito a base candnica pode ser

representada por uma matriz

0% f O f 0% f

0x1011 “ 0x107 @ 0x10z,, (a

¢ P 2,

81’281’1 8x28x2 8x28xn
Hf(a) =

0*f . 0% f . 0*f (a)

07,071 02,02 7 0x,0x,

A matriz acima é chamada matriz Hessiana de f em a.

Teorema 2.0.2 (Regra da Cadeia). Sejam X C R™, Y C R" abertos e f : X — R",
g:Y — RP diferencidveis nos pontos a € X, b= f(a) €Y, com f(X)CY.

Entao go f: X — RP € diferencidvel no ponto a e

J(go f)la) =Jg(b)-Jf(a)
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Resumidamente: a derivada da aplicacio composta é a composta das derivadas.

Defini¢ao 2.0.13 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Sejam f: A C R" um
conjunto aberto e f : A — R de classe C? em A. Dados a,x € A existe z no segmento
la,z] ={z€R"|z=a+1t(x —a), 0 <t <1}, tal que

1
fl@) = fla) + Vi) (z —a) + S(z —a) - Hf (2)(z — a).
Teorema 2.0.3 (Teorema da Fungao Inversa). Sejam f: A — R" uma fungdo de classe
C! no aberto A CR"™ e a € A tal que detJ f(a) # 0. Entio existem abertos U,V C R"
tais que
acU, fla)eV,UCA, f(U) =Vef:U—YV éinjetora.

A funcdo f~1:V — U, localmente inversa de f é também de classe C! e

T (f(@) I f(a) = I.

Teorema 2.0.4 (Teorema da Funcao Implicita). Sejam F : R"*™ — R™ uma fungdo de
classe C* e (a,b) = (ay,az, *+ ,an, b1, b, -+ ,by) € R™™™ tal que F(a,b) = 0.

Suponhamos que detJ,F(a,b) # 0 onde J,F(a,b) € a submatriz da JF(x,y) cujas

colunas sao correspondentes as derivadas parciais em relacao a Yi, Yo, ..., Ym-

Ezistem um conjunto aberto U € R™ e uma funcio f : U — R™ de classe C! tais

que

1. a€U e f(a) = b
2. y=f(x) e Flz,y) = F(zx, f(z)) =0, Vx € U;
3. Jf(x) = = [J,F(z, f(x))] " J.F(z, f(z)), Yz € U.

Definicao 2.0.14. Um vetor d € R™ é chamado direcao de descida de f no ponto T, se

existe um o > 0 tal que
f(x+ M) < f(x), para todo X € (0,9].

Se f é diferenciavel, a condicao

Vf(z)d <0,

é suficiente para que d seja uma direcao de descida de f em .
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Definicao 2.0.15. Um conjunto X C R™ € dito convexo se, dados dois pontos quaisquer
x,y € X, o segmento
(1-tix+tye X, Vtelo,1].

Definicao 2.0.16. Seja f: X CR” — R onde X ¢é convexo. Dizemos que f é convexa

f((I=tx+ty) <A —=t)f(z)+tf(y), Ve,ye X e te]0,1].

Quando a desigualdade € estrita dizemos que [ € estritamente convexa. Se —f ¢

convexa, dizemos que f € concava.

Teorema 2.0.5 (Weierstrass). Seja f : X C R" — R continua e X compacto. Entdo

existem xg,r1 € X tais que

fxo) < f(2) < f(a), VreX.
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3 OTIMIZACAO SEM RESTRICOES

Neste capitulo vamos abordar problemas de otimizacao que envolvem funcgoes de
uma e também de varias variaveis. Estudaremos problemas irrestritos e os mecanismos

que nos fornecem condig¢oes para resolver estes problemas.

3.1 FUNCOES DE UMA VARIAVEL

Nesta secao vamos tratar o problema de otimizagao sem restrigdes que envolve

fungoes de uma variavel. Consideraremos o seguinte problema de otimizagao

Minimizar  f(x)

reR

Queremos encontrar, caso existam, nimeros reais para os quais o valor da funcao
objetivo seja o menor possivel quando comparado com os valores calculados em vizinhangas

desses pontos ou mesmo nos demais pontos de R.

Definigao 3.1.1. O wvalor étimo de (P) € o real T tal que

7= inf{f(x)| e R}
quando o infimo existe.

Definicao 3.1.2. Seja uma funcdo f : R — R. Diremos que T é minimo local de f, se

existe € > 0 tal que

f(z) < f(x), Vre(T—e€T+e).

Diremos que T é minimo global de f, se

f(z) < f(x), VxeR.

Se as igualdades anteriores tornam-se estritas, dizemos que T € minimo local (global)

estrito.

Analogamente, as definicoes de maximo sao obtidas invertendo os sinais das

desigualdades acima.

Teorema 3.1.1. Seja f: X C R" — R uma funcdo conveza, entdo cada ponto de minimo

local de f é também minimo global.
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Exemplo 3.1.1. (28) A fungio f(x) = cos(x), com x € [0,27] possui um valor minimo

em T =T, Pois

cos(m) < cos(x), Vx €l0,2n].

Definicao 3.1.3. Seja f: R — R. Um ponto x é chamado ponto critico de f, se

(@) = 0.

O proximo teorema fornece uma condi¢do necessaria para que T seja um minimo
local de f.

Teorema 3.1.2 (Condigao necesséria de 1 ordem). Uma condig¢ao necessdria para que T

s

seja um minimo local da fungio f:R — R, f € CHR), é

J(@ =o.

A condigao apresentada no teorema nao é suficiente, ou seja, se f'(z) = 0, a funcao
f pode ter ou nao um extremo local no ponto . De fato, considere a funcao f: R — R
dada por f(z) = 23, o ponto critico de f ocorre em T = 0, porém a funcdo nao possui
valores minimos nem maximos.

Além disso, quando f'(Z) nao existe, f(z) pode ter ou ndo um extremo local em Z.
E importante notar que, se Z ¢ um minimizador de f, entdo Z é um ponto critico de f.

Para fungoes de classe C%(R), ¢ possivel enunciar Condigaos necessarias e

suficiente de 22 ordem.

Teorema 3.1.3 (Condigao necesséria de 2% ordem). Uma condig¢ao necessdria para que T
seja um minimo local da funcio f: R — R, f € C*(R) onde f'(z) =0, ou seja, T é um

ponto critico de f, é:

f"(@) 0.

Teorema 3.1.4 (Condigoes suficientes de 2% ordem). Sejam f: R — R, f € C*(R) ez

um ponto critico de f, isto é, f'(z) =0, entdo:
i se f"(x) > 0, entdo T é um minimo local de f;
i se f"(x) =0, nada se pode afirmar.

Vimos que, quando a condigao f'(z) = 0 é satisfeita, o sinal de f”(x) é suficiente
para estabelecer se o ponto critico do problema é um minimo local. Vale ressaltar que a

condicao de primeira ordem é necessaria para que se possa aplicar os demais testes.
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Exemplo 3.1.2. (22) Considere o sequinte problema de otimiza¢io sem restrigoes:
Minimizar f(z) = (2% — 1)°.
Vamos calcular a derivada de f

f'(x) = 6z (2” — 1),

0s possiveis minimizadores do problema sao os pontos T tais que f'(z) =0, logo

6x(x* — 1) = 0.

Resolvendo a equagdo acima obtemos as sequintes solucoes =0, r =1 ez = —1
que sao os candidatos a solucao do problema. Vamos usar o resultado apresentado no

Teorema 3.1.4 para classificar os valores obtidos. A derivada sequnda de f é dada por:

f"(x) = 6(z* — 1)? + 242*(2* — 1) = (2% — 1)(302° — 6).

Substituindo os valores de x em f" obtemos

f//(o) — 6,
f”(l) — O,
F(=1) = 0.

Portanto o ponto x = 0 é um minimizador do problema. Além disso, podemos
observar na Figura 3.1.2 que os pontos T =1 e ¥ = —1 nao sao pontos de minimo (nem

de mdzimo).

Quando uma funcao é convexa, as condi¢oes de otimalidade tornam-se mais simples,
pois as condi¢oes de 2* ordem nos fornecem a convexidade local da fungao, além disso,

tratando-se de func¢oes convexas, um minimo local serd também um minimo global.

3.2 FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Nesta se¢ao vamos tratar o problema de otimizagao (P) sem restrigoes que envolvem

fungoes de varias variaveis. Neste caso a fungao objetivo esta definida da seguinte forma
f:R" = R.

Assim como vimos na se¢ao anterior, queremos encontrar, caso exista, um ponto r € R”
no qual o valor da funcao objetivo seja o menor possivel quando comparado com os valores

calculados nos demais pontos de R".
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— Figura 3.1 - Interpretagdo Geométrica do Exemplo (Fonte:
Criado pelo Autor)

Definicao 3.2.1. Seja uma funcio f : R™ — R. Diremos que x é minimo local de f, se
existe € > 0 tal que
f@) < f(x), Ve B(x,e).

Diremos que x é minimo global de f, se

f(@) < f(x), VeeR™

Se as igualdades anteriores tornam-se estritas, dizemos que T € minimo local (global)

estrito.

Analogamente, as definicoes de méaximo sao obtidas invertendo os sinais das

desigualdades acima.

Definigao 3.2.2. Seja f : R" — R. Um ponto & é chamado ponto critico de f, se

Vf(7) = 0.

Definicao 3.2.3. Seja uma funcio f : R® — R, dizemos que x € R"™ é um ponto de

sela de f se existem vetores u,v € R" tais que

f(x+tu)> f(z) e f(z+tv) < f(x),te(o,B)CR

O resultado apresentado a seguir nos fornece uma condi¢ao necessaria para que T
seja um minimizador de f: R" — R, f € CY(R").
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Teorema 3.2.1 (Condigao necesséria de 1* ordem). Uma condi¢ao necessdria para que T

s

seja um minimo local da fungio f:R™ — R, f € CY(R"), é

Vf(z) = 0.

Assim como no caso de fungdes de uma variavel, o teorema garante que, se f tem
um extremo local em T, este é um ponto critico. No entanto, nem todos os pontos criticos

dao origem a um extremo da funcao objetivo.

Exemplo 3.2.1. Considere o sequinte problema de otimizagdo

Minimizar f : R* — R, onde f(z,y) = 2* — y°.

Note que V f(x,y) = (2z,—2y), e o unico ponto critico de f é o ponto (0,0).
Observe que este nao é um ponto minimo local de f. De fato, sejam u = (1,0) e v = (0,1).

assim

F((0,0) +t-u) = £((0,0) + (,0) = f(£,0) = t* > 0 = £(0,0),
£((0,0) +t-v) = £((0,0) + (0,t) = f(0,t) = —t* < 0 = £(0,0).

Portanto o ponto (0,0) é um ponto de sela.

O exemplo anterior ilustra o fato que o ponto critico da fun¢do nao ¢ nem maximo
e nem minimo local. Através da andlise da Hessiana de f, é possivel indicar a natureza
dos pontos criticos da funcao, e assim apresentar Condi¢Oes necessarias e suficientes

de 22 ordem para fungoes de varias variaveis.
Teorema 3.2.2 (Condigao necesséria de 2% ordem). Uma condig¢ao necessdria para que T
seja um minimo local da fungio f:R" = R, f € C*R") onde Vf(T) =0, é que:

H f(x) seja positiva semidefinida.

Teorema 3.2.3 (Condigoes suficientes de 2% ordem). Sejam f:R" - R, f € C*(R") e

T € R™ um ponto critico de f, isto é Vf(x) =0, entdo:

i se Hf(Z) € positiva definida, entdo T é um minimo local estrito de f;
it se Hf(x) é semidefinida, nada se pode afirmar.

Teorema 3.2.4. Sejam f:R" - R, f € C*(R") e x € R" um ponto critico de f, isto é
Vf(z) =0. Se Hf(Z) € indefinida, entao T é um ponto de sela de f.
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Exemplo 3.2.2. (28) Considere o sequinte problema de otimizagdio

Minimizar f(z,y) = 2* +y* — 4oy + 1.

Os pontos criticos de f sdo dados pelo sistema de equacoes

Resolvendo o sistema acima, obtemos os sequintes pontos como candidatos a minimizadores
do problema, (0,0),(1,1) e (=1,—1). Vamos analisar a natureza dos pontos utilizando a
Hessiana.

02 f 02 f

Hf(xa y) = 2 2 = 2
O () L) -4 12
Oyox Oydy
Para o ponto critico (0,0) temos
0 —4
Hf(0,0) =
o0 =
Os autovalores da matriz H f(0,0) sao dados por Ay =4 e Ay = —4, e portanto a matriz é

indefinida e pelo Teorema 3.2.4, (0,0) é um ponto de sela. Para os pontos criticos (1,1) e
(—1,—1) temos

12 —4
Hf(1,1)=Hf(-1,-1) =
fa =HAL-D= |
Os autovalores da matriz sao dados por \y =8 e Ay = 16 e, portanto, a matriz é positiva
definida. Logo, de acordo com a Condig¢ao suficiente de sequnda ordem, os pontos (1,1) e

(—1,—1) sao pontos de minimo do problema apresentado.

A Hessiana da funcao objetivo nos permite realizar diversas anélises, e assim, encon-
trar outras ferramentas que possibilitam solucionar o problema de otimizagdo. Considere

os seguintes resultados.

Definicao 3.2.4. Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Seja A, o determinante da
submatriz de A formada pelas p primeiras linhas de A e p primeiras colunas de A, com

1 <p<n. A, é chamado o menor principal de ordem p de A.

Teorema 3.2.5. Sejam A uma matriz simétrica de ordem n e A, o menor principal de

ordem p de, entdo:
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(1) A € positiva definida <= A, >0, p=1,2,...,n

(2) A € negativa definida <= (—1)*A, >0, p=1,2,...,n

(3) A é uma matriz semidefinida positiva <= A, >0, p=1,2,...,n—1, e A, =0;
(4) A é uma matriz semidefinida negativa <= (—1)PA, >0,p=1,2,...,n—1, e A, = 0.

Exemplo 3.2.3. (7) Considere o sequinte problema de otimizagdo

Minimizar f(z,y, 2) = 20* + 2y + 4y + 12 + 2° + 2.

Vamos calcular as condigoes de primeira ordem, isto é, V f(x,y,z) = (0,0,0), onde

Vi, y,2)=@4r+y+z0+ 8y x+ 22).

Resolvendo a equacao acima obtemos como solucdo unica e possivel minimizador do
problema de otimizag¢io o ponto (0,0,0). Como a condi¢io de primeira ordem é apenas

necessdria, vamos aplicar o Teorema 3.2.2. A Hessiana de f € dada por

() sy Dy Dy,
dzoz Y Oxdy a 8rdz Y I 1

*f *f >’ f
Hf(ﬂj‘,y,z): m(mayvz) 8yay(may7z) 8:(/82(1.7:%2) — 1 80

*f 0% f O%f 10 2
828x<x’y’2> 878y<x’y’z) @(%%2) L J

Os menores principais da matriz sao

Ar=4, Ay=31, A;=54

Portanto, pelo Teorema 3.2.5, podemos concluir que a Hessiana de f € positiva

definida, e por fim (0,0,0) é um minimizador da fungao.

Podemos resumir os resultados apresentados nesse capitulo da seguinte maneira:
dada uma funcao objetivo f, a condi¢ao necessaria para que um ponto x seja um candidato
a minimo do problema de otimizacao (P) é V f(Z) = 0, no qual chamamos de condi¢oes
de primeira ordem. Sendo atendida esta condigao, para que o ponto seja um ponto de
minimo do problema ¢ suficiente que A, > 0, comp = 1,2,...,n, onde A, sdo os menores

principais da Hessiana de f.
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4 OTIMIZACAO COM RESTRICOES

No capitulo anterior, estudamos as condi¢des necessarias e suficientes para um
problema de otimizac¢ao sem restri¢oes com uma funcao objetivo de uma variavel, onde
a regiao viavel ) era R e para o caso de uma funcao de varias variaveis onde €2 era R"™.
O fato da funcao objetivo possuir ou nao extremos depende, é claro, da expressao de f,

porém a regiao viavel ) possui influéncia direta nos resultados.

As principais referéncias deste capitulo sao (1, 2, 3, 5, 27).

4.1 OTIMIZACAO COM RESTRICOES DE IGUALDADE

Veremos agora o caso onde a regiao viavel é constituida de restricoes de igualdade.

Para isso, considere o seguinte problema de otimizacao

Minimizar  f(x)
(P){sujeitoa x€Q={rcR"|hi(z)=0} (4.1)
com ¢=1,2,..m.

Onde f:R* - Reh:R" = R™ h(x) = (hi1(x), ha(x), ..., hy(x)), sdo no minimo
de classe C*(R™).

Para ilustrar, vamos comecar com um problema de otimizacao de duas variaveis,
ou seja, encontrar os extremos de f quando o ponto (x,y) pertencer a curva de nivel
h(z,y) = 0, a Figura 4.1 mostra o conjunto restrigdo {2 com diversas curvas de nivel
de f(z,y) = ¢, com ¢ = 1,2,3,4. Para minimizar f sujeita a h(z,y) = 0 precisamos
determinar o menor valor de ¢, tal que a curva de nivel f(x,y) = c intercepte nao
transversalmente h(x,y) = 0. A Figura 4.1 mostra que isso ocorre quando essas curvas

tém uma reta tangente comum.

Podemos observar pela Figura 4.1 que o ponto Zs nao pode ser um minimo local de
f, pois existem curvas de nivel que interceptam a regiao viavel arbitrariamente proximo
de x,, tanto pela direita quanto pela esquerda. Portanto, existem pontos a direita de Zo,
na regiao viavel, onde o valor da func¢ao objetivo é maior que no ponto xs, analogamente,

existem pontos a esquerda de x5 onde o valor da funcao objetivo ¢ menor que no ponto zs.

Por outro lado, observando a figura, podemos notar que a curva de nivel f(z,y) = 2
que passa pelo ponto z; é tangente a curva de nivel h, além disso, as demais curvas de
nivel de f que tocam a regiao viavel estao acima de ¢ = 2, isto é, o valor de f no ponto
Z1 sera sempre menor que os valores da fungao avaliados nos demais pontos de €2. Logo,

concluimos que z; ¢ um minimo de f restrito a h.

De forma resumida, temos que um ponto T é extremo de f sujeito a restricao

h, entao a curva de nivel de f que passa por T é tangente a curva de nivel h = 0. Além
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— Figura 4.1 - Interpretacdo Geométrica do Problema com
Restricoes

disso, os vetores V f(Z) e Vh(Z) devem ser paralelos em z, de fato, se as curvas de nivel
sao tangentes em Z, as retas normais ao ponto * devem ser as mesmas. Desse modo,
Vh(z) deve ser perpendicular a curva de nivel h = 0, analogamente, V f(z) também é

perpendicular a curva de nivel h = 0. Portanto, existe um niimero real A tal que

Vi(Z) = —\- Vh(Z). (4.2)

O ntmero real A é denominado multiplicador de Lagrange. A seguir apresentamos uma

condicao necessaria de 12 ordem para o problema com restri¢coes de igualdade,
recorrendo a esses multiplicadores.

4.1.1 Condigao necessaria de 12 ordem

A ideia central deste método é transformar o problema de otimizagao (4.1) restrito

em um problema de otimizagao sem restri¢oes, e assim, aplicar os resultados ja vistos no
capitulo anterior.

Definicao 4.1.1. Sejam uma superficie Q € R™ e um ponto x € Q. O plano tangente T a

superficie 2 € o conjunto de todos os vetores tangentes em x as curvas diferencidveis que
passam por x.

Definig¢ao 4.1.2. Um ponto & € Q que satisfaz a restrigio h(x) = 0 é dito ser um ponto
reqular da restri¢io se os vetores gradientes
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Vhi(Z),Vhy(Z), -+, Vhy,(x),
sao linearmente independentes.

Teorema 4.1.1. Se & € Q2 € regular, entao o plano tangente a 2 em T € dado por

T, = N(VA(z)) = {v € R" | Vhi(z)v = 0} (4.3)

Teorema 4.1.2 (Condicao necesséaria de 1* ordem). Seja & € 2 um minimo local de f
sujeita a restricao h(x) = 0. Suponha que T seja um ponto reqular das restrigoes. Entdo

existe m multiplicadores de Lagrange A = (A1, Ag, -+ \n), tais que:

Vi(z)+ A VA(E) =0
(4.4)
h(z) = 0.

Vale ressaltar que os multiplicadores de Lagrange A = (Aq, ..., A,,) apresentados no
Teorema sao niimeros reais, e m é a quantidade de restri¢does associadas ao problema de
otimizagao.

Para minimizar uma funcao em um problema sem restrigoes, como visto na sec¢ao
anterior, o primeiro passo é encontrar seus pontos criticos. A introdug¢ao do multiplicador
de Lagrange, em um certo sentido, transforma o problema de otimizacao da funcao f com

n variaveis e com m restricbes em um problema com n 4+ m variaveis e irrestrito.
Exemplo 4.1.1. (5) Considere o sequinte problema de otimizagao

minimizar  f(z,y) = —1?y

s.a (z,y) € Q={(z,y) € R?| h(z,y) = 22> + y* = 3}.

Observe que f e h sio de classe C*, o Teorema 4.1.2 exige que o ponto (T,%) seja regular,

note que

Vh(z,y) = (4z,2y),
o que implica Vh(z,y) = (4z,2y) = (0,0) <= (x,y) = (0,0). Porém o ponto (0,0) nao
pertence a regiao vidvel, visto que h(0,0) = 0 < 3. Deste modo, para todos os pontos da
regiao vidvel temos Vh(z,y) # (0,0). O sistema

V(Z)+ \-VA(Z) =0

h(z) =0,

pode ser escrito como
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of _ _ oh,_ _

%(I7y)+)\%<x7y):0 —2zy +4zA =0 2ey —4zA =0 (1)
h

gz(:c,y)JrAgy(x,y):O = 2P +2yA=0 =27 —2yA=0 (2)

M(o,y) = 262 447 = 3 27+ =3 22—y =3 (3

Da equagio (1) temos
2e(y —2X) =0,

logox =0 ouy—2\=0. Sex =0, entao

2m2+y2:3:y2=3:y:i\/§.

Deste modo, em (2), podemos concluir que X = 0. Por fim, podemos concluir que os pontos

(0,—V3,0) e (0, +v/3,0),
sao solucoes do sistema acima.

Por outro lado, se y — 2\ = 0 temos que y = 2\ e entdo y* = 4\2. Da equagio (2)

temos

2 — 2u\ = 22 = 4)\?,
substituindo essas informagoes em (3), obtemos 8\* + 4\* = 3, ou seja,
1 1
M= = \=+_.
4 2

Se)\:%, entioy = 1 e 2% =1, isto é, x = +1. Se/\:—%, entaoy = —1 e

x = +1. Portanto, os pontos

(_17 17 1/2)7 (17 17 1/2)7 (_17 _17 _1/2)7 (17 _17 _1/2)7
também sao solucao do sistema.

Pelo Teorema 4.1.2, qualquer ponto de minimo problema de otimizacdo deve ser
solugcao do sistema associado as condicoes de primeira ordem, portanto os pontos que

procuramos estao entre

(=1,1),(1,1),(=1,-1),(1,=1),(0,v/3) e (0,—3).

Como o problema apresenta uma fungdao continua definida em um conjunto compacto
(Weierstrass), podemos substituir os pontos encontrados na fungao objetivo para encontrar

0 Minimo
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£(0,v/3) = f(0,-v3) =0
f(11) = f(-1,1) = -1
f(=1,-1) = f(1,-1) =1

Portanto, os pontos (1,1) e (—=1,1) sao minimos globais do problema de otimizagao.

O exemplo anterior nos mostra uma aplicacao direta do Teorema 4.1.2, é importante
ressaltar que as solugoes do sistema associado as condi¢des de primeira ordem sao possiveis
candidatos a minimos do problema inicial, porém a condi¢do nao nos fornece nenhuma

informacgao sobre a natureza destes pontos. Considere o exemplo a seguir.
Exemplo 4.1.2. (7) Encontre os extremos do sequinte problema de otimizagdio
minimizar f(z,y) = —zy
s.a (z,y) € Q={(z,y) €R?*|h(z,y) =z +y =6}
Para aplicar o Teorema, vimos que o ponto (Z,y) € Q0 deve ser regular. Observe
que,
Vh(z,y) = (1,1).

Note que Vh(x,y) # (0,0) para todo ponto em R?. O sistema associado as condigoes
de primeira ordem sao dados por:

af oh
5, ) T A5 (2,y) =0 —y+A=0 (1)
of oh
oy DY)+ g, [@y) =0 r+A=0 (2)
hz,y)=x+y =06 r+y=6 (3)

Das equagoes (1) e (2) temos x = y = A, substituindo na equagao (3) obtemos 2\ =6 o

que implica A = 3 e por fim temos x =y = 3.

Portanto, o unico ponto que satisfaz as condigoes de primeira ordem € o ponto
(3,3,3).

O teorema de Weierstrass diz que uma funcao continua f definida em um conjunto
compacto possui pelo menos um méaximo global e pelo menos um minimo global. Porém,
o teorema nao se aplica nesse caso, diferente do exemplo anterior. A seguir, vamos

desenvolver uma maneira de avaliar a natureza do ponto (3,3, 3).
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4.1.2 Condicao necessaria e suficiente de 22 ordem

Como visto nos exemplos anteriores, os resultados apresentados garantem que,
se um ponto é extremo local da funcao objetivo f entao este é solucao do sistema 4.4,
associado ao problema original através dos multiplicadores de Lagrange. Contudo, nada
podemos afirmar sobre a natureza desses pontos. Para os problemas de otimizagao sem
restricdo, na secao 3.1, estudamos ferramentas que permitem classificar a natureza das

solugoes obtidas nas condigoes de primeira ordem.

Através da Hessiana do sistema 4.4 podemos realizar um estudo semelhante ao
que foi feito no capitulo anterior, e assim apresentar condi¢oes necessarias e suficientes de

segunda ordem.

Teorema 4.1.3 (Condigao necesséria de 2% ordem). Uma condigio necessdria para que o
ponto reqular x €  seja minimo local de f, onde T satisfaz a condicao de primeira ordem

4.4 € que a matriz

H(\z)=Hf(Z)+ X Hh(z), (4.5)

seja positiva semidefinida em Tz = N(Vh(Z)).

Retornemos ao Exemplo 3.2.1, minimizar f(z,y) = x? — y?, vimos que o ponto
(0,0) é o unico ponto critico, porém este é um ponto de sela. Considere agora o seguinte

problema de otimizacao

Minimizar r,y) = x> —1°
{ fa,y) y (46)

s.a h(z,y)=y=0.
Note que Vh(z,y) = (0,1) # (0,0) para todo ponto em R? As condigdes de primeira

ordem sao dadas por

20 =0
—2y =0
y=0,
que possui como solu¢ao o ponto (A, z,y) = (0,0,0). Como f estd restrita a y = 0,

entdo f(x,0) = 2% e, obviamente, o ponto (0,0) é solu¢do do problema. Observe que

H(\z)=Hf(z)+ A- Hh(z) é dada por

H(0,0) = E _02] ,

além disso N(Vh(z,y)) = {(zo,y0) € R? | (0,1) - (x0,%0) = 0}. Deste modo, concluimos

que
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(20,0) - H(0,0)(z0,0) = 223 > 0, ¥(20,0) € N(Vh(z,y)) — {(0,0)}, (4.7)

a matriz H(\, z,y) é positiva definida em N(Vh(z,y)) e o ponto (0, 0) satisfaz as condigoes
necessarias de segunda ordem. Retornaremos nesse exemplo futuramente para destacar a

importancia desta condigao.

Devemos notar que os testes fornecidos até agora, para problemas com restri¢oes,
sao ferramentas que permitem encontrar pontos criticos que podem ser, ou nao, minimos

do problema proposto.

No capitulo anterior, vimos que, se a Hessiana do problema é positiva definida,
entao temos um minimo local estrito, com o auxilio dos multiplicadores de Lagrange é

possivel desenvolver um teste semelhante.

Consideremos o caso para uma fungao de duas variaveis, minimizar f(z,y) sujeita
a restrigao (z,y) € Q = {(z,y) € R*| h(x,y) =0 }, onde f e h sdo no minimo de classe
C?*(R?). Defina a fungio

e suponha que a condi¢ao de primeira ordem 4.1.2 seja satisfeita para o ponto (A, z,y),

isto é,

Note que o conjunto §2 é uma curva de nivel, estamos interessados na variacao da
fungao objetivo f ao longo dessa curva. Como (\, z, ¥) é um ponto regular, entao os vetores
Vh(z,y) sao Li. e, pelo Teorema da Fungao Implicita 2.0.4 é possivel escrever y em fungao
de x em uma vizinhanca de Z. Suponha que y = ¢(z) seja o grafico de 2, deste modo, a
funcao objetivo f(z,y) restrita a (z,y) € Q, pode ser escrita como f(x,y) = f(z, ¢(x)).
Em certo sentido, este é um problema de uma variavel, sendo assim, é possivel realizar um

teste parecido com o que foi feito no capitulo anterior.

Utilizando a regra da cadeia na funcgao f(z,y) = f(z, ¢x), temos

df _of  0fd¢

a segunda derivada é dada por
>f 0 O°f do  O°f (do\®  Of d?
TP 0 do 0 (d6) ords o
dz?  Ox? Oxdydx  0y? \dx dy dz?
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A restricao h(z,y) = 0 pode ser escrita como h(z, ¢(x)) = 0, diferenciando ambos

os lados da igualdade em relagao a x temos

oh  ohdp

Oz * Oydr 0
dai,
do  Oh/ox
dr " onjoy (4.11)
e
Po_ 1 |Ph_, Ph Oh/Or & (000’ (4.12)
dz2  Oh/Oy |0x? dxdy Oh/dy — Oy* \ Oh/dy ' '
Substituindo a Equacao (4.11) na Equagao (4.9) temos
df of 0f0h/ox
dv — Orx Oy oh/oy’ (4.13)
e substituindo as Equagoes (4.11) e (4.12) na Equacao (4.10) temos
ef 1 O°f _0f/oy*h] (0h\* _ [ &f _ 0ff0y &°h ] 0hOh
dz>  (Oh/Oy)? 0x?  0Oh/0y 0z | \ Oy Oxdy  Oh/0y dxdy | Ox dy

Pf  0f /oy 0%h] (0h\’
+_[ay2._ ah/ayé%ﬂ] (ax) }. (1.14)

Sabemos que a condi¢ao de primeira ordem é satisifeita no ponto (A, Z,%), isto é,

VI(@,y)+ A Vh(z,y) =0,
h h
logo temos que g = — a— e ﬁ = —)\a—. Deste modo a Equacao (4.13) no ponto &
ox oxr Oy dy
pode ser reescrita como

df oh
. Aon

finalmente, a Equagao (4.14) no ponto = é dada por

_9f
Oz

T

0,

T T

Efl 1 JPL (00, L ohoh | L [0k
dz?|_ (Oh/0y)? | 0x% \ Oy Oxdy 0x dy  Oy? \ Oy
o _o9p _0oh
ox dy
2 2 2
df _ 1 _Oh 0*IL 0*IL (4.15)
dz? |, (Oh/0y)? oz Ox? 0xdy
L e
dy 0x 0y oy?
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onde L é a fun¢do auxiliar definida em (4.8). O determinante 3 x 3 encontrado na Equacao
(4.15) é chamado de Hessiano orlado ou Hessiano com borda, o seu sinal é oposto
ao de %. Portanto, caso o sinal do Hessiano orlado seja negativo, o ponto ¢ um minimo
local, caso seja positiva, um méximo local, e caso o valor seja zero, o teste é inconclusivo.

Podemos resumir o que foi dito no seguinte resultado:

Teorema 4.1.4. (Condigio suficiente de 2% ordem) Considere o problema de minimizar
f(x,y) sujeito a (x,y) € Q = {(x,y) € R? | h(z,y) =0}, onde f e h sio no minimo de
classe C*(R?), além disso, considere que a condigio de primeira ordem seja satisfeita no
ponto (AN, z,y). Forme a fungio auxiliar L = f(x,y) + A - h(x,y) e o determinante da

Hessiana orlada

oo o
ox dy
2 2

| = oh 0°LL 0°LL (4.16)

Ox Ox? 0xdy

_0Oh 0L 0*L
oy 0xdy oy?

1. Se |H| >0, entdo (\,Z,y) é um mdzimo local;
2. Se |H| <0, entdo (\,z,7) € um minimo local;

3. Se |H| =0, o teste € inconclusivo e o ponto (\,Z,y) pode ser um minimo, mdaximo

ou nenhum dos dois.

Condisidere novamente o problema 4.6, isto ¢,

Minimizar f(x,y) = z® —y?
s.a h(r,y)=y=0.

a funcao auxiliar é dada por

L()\,l',y) :x2_y2+)"ya

e o determinante Hessiano orlado tomaré a seguinte fomra

00 0
H|(M\z,y)=10 2 0[=0 (4.17)
00 —2

Observe que, se utilizassemos apenas o resultado apresentado no Teorema 4.1.4,
o teste seria inconclusivo. Porém, por meio da condicao necessaria de segunda ordem, ¢é

possivel obter a solugao do problema.
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Neste exemplo, lidamos com um caso simples em R?, com o intuito de enfatizar a
importancia da condicao 4.1.3. Contudo, como essa condi¢ao envolve o nicleo da jacobiana
das restri¢oes, que é um subespaco, e o teste acaba exigindo um esfor¢o computacional
consideravel. Como serd discutido no proximo capitulo, essa complexidade limita a

utilizagao desta condi¢ao em algoritmos.

Exemplo 4.1.3. Retornemos ao Exemplo (4.1.2), dado por

minimizar f(z,y) = —zy
s.a (z,y) €Q={(z,y) ER*|h(z,y) =z +y =6}

Vimos que o unico ponto que satisfaz a condi¢io de primeira ordem é o ponto (3,3, —3),
vamos usar o Teorema (4.1.4) para classificar o ponto encontrado. A fungao auziliar do

problema € definida por

L=—-2y+ X\ (x+y—6),

o determinante hessiano orlado do problema é dado por

o _o9r _oh
ox y
on oL oL| | T
4] ox 0x? 0xdy Lo 1 <0
-1 -1 O
_0Oh o0°L 0L
dy 0x0y 0y?

Portanto, podemos afirmar que o ponto (3,3,3) é um minimo local do problema.

Para que as condigoes de primeira e segunda ordem vistas até aqui possam ser
aplicadas, é necessario que o ponto candidato a minimo do problema seja regular. A
linearidade independente dos gradientes das restricoes garante que os multiplicadores de
Lagrange existam. Deste modo, caso um ponto nao seja regular, ndo podemos aplicar
os resultados vistos, pois os teoremas dependem da regularidade do ponto. Considere o

exemplo a seguir
Exemplo 4.1.4.

Minimizar  f(z,y) = —y

(4.18)
s.a (r,y) € Q={(x,y) € R?*| h(z,y) = z* +y* = 0}.

Para aplicarmos os resultados vistos até aqui, precisamos satisfazer as condigcoes de

reqularidade, para este caso temos
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Vh(z,y) = (2z,2y) = (0,0) <= (z,y) = (0,0).

Podemos notar que a restricio h(x,y) = x* + y* = 0 possui solugdo tinica, v =0
ey = 0. Como o ponto (0,0) nao € reqular ndo podemos aplicar os teoremas vistos no

decorrer do capitulo, sendo necessdrio realizar outra andlise do problema.

Como queremos minimizar f(x,y) = —y e a restricio exige y = 0, deste modo a

tnica solugao para o problema de otimizac¢io é o ponto (0,0), onde

£(0,0) = =0 =0.

Como dito anteriormente, a condi¢io de reqularidade garante a existéncia dos multiplica-
dores de lagrange, podemos observar na Figura 4.2 que nao existe \Vh(z,y) na solug¢do

do problema. De fato, o sistema associado as condigoes de primeira ordem do problema
4.18 é dado por

of oh

5y Yt A (2y) =0 20X =0 (1)
%, oh

)+ A5 ) =0 = LH2AA=0 (2)
h(x,y):x2+y2:0 2 +y? =0 (3)

O sistema acima ndo possui solucao, deste modo nao existe X tal que

Vi(z,y)+ X Vh(z,y) =0.

O exemplo anterior ilustra o caso onde a solu¢ao do problema era um ponto nao
regular. Vimos que se fez necessario buscar outra maneira de se resolver o problema. A
regularidade permite tratar o problema de otimizacao de maneira mais simples e eficiente,
pois facilita a analise local do problema e a aplicacao de algoritmos de otimizacao. A
presenca de pontos irregulares pode complicar a formulagao do problema e exigir técnicas

mais sofisticadas para lidar com singularidades.

E possivel generalizar a condi¢do de segunda para o caso de n variaveis, considere

o problema inicial (P)

Minimizar f(x)

sujeito a = € Q ={z € R"| hy(z) =0},

com ¢=1,2,..m,
onde f: R" - Reh:R" — R™ h(z) = (hi(x), ho(z), ..., hn(z)), s80 no minimo de
classe C?(R™). Neste caso, a fungio auxiliar e a matriz Hessiana orlada serao definidas,

respectivamente, da seguinte maneira
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Deste modo temos que |H;|, (i = 1,2,...,n) sdo os menores principais da Hessiana orlada,
além disso |H,| = |H|. Assim como no caso sem restrigdes, para que um ponto seja minimo

local, é suficiente que a matriz Hessiana orlada seja positiva definida.

Teorema 4.1.5. Considere o problema de minimizar f(x) sujeito a v € Q = {x €
R"|h(x) =0}, onde f:R* - R e h:R" = R™, h(z) = (hi(x), hao(x), ..., hp(T)), sao no
minimo de classe C*(R™). Suponha que o ponto (\,T) satisfaca a condicio de primeira
ordem e forme a funcio auziliar L = f(x)+ X-h(x). Seja |Hy|, (i = 1,2,...,n) os menores

principais da Hessiana orlada |H|, se

e |Hy| <0, |Hs| <0,...,|H,| <0, entdo a matriz é positiva definida, e temos um ponto

de minimo local;

e |Hy| >0, |Hs| <0, |Hy| >0, ....,(=1)"|H,| > 0, entdo a matriz é negativa definida,

e temos um ponto de mdximo local.

Note que a matriz Hessiana orlada nada mais é que a matriz Hessiana da funcao
objetivo acrescida de uma linha e uma coluna, formadas por 0 e as derivadas parciais da
restricao. Para o caso de varias restri¢oes, serao acrescentadas linhas e colunas conforme a
quantidade de restrigoes. Suponha que o problema contenha n variaveis e m restrigoes

o - . ; . ;oW

(m < n), para simplificar a notacao, considere que h’(z) =0,(j =1,...,m), e h} = .
Li

sejam as restrigoes do problema e suas derivadas parciais, respectivamente. A funcao

auxiliar toma a forma

L= f(z)+ i VRN (4.20)

Deste modo o hessiano orlado aparecera da seguinte maneira
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0 0 0 | K R B
0 0 0o | B R B2
0 0 0 | A hp Jm
\ﬁ| =/ - - - - = - - = (4.21)
hi hi R | Ly Ly Ly,
hy h3 Ryt | Lor Lo Lo,

onde os simbolos L;; representam as derivadas parciais da fungao auxiliar. Varios menores
principais podem ser formados através da matriz acima. O menor principal que tiver
LLos como ultimo elemento de sua diagonal principal sera denotado por |ﬁ2|, ao incluir
uma linha e uma coluna, obtemos | H3| e assim sucessivamente. A condicio suficiente de
segunda ordem para o determinante acima é estabelecida em termo dos sinais dos ultimos
(n — m) menores principais da matriz, sendo que, para um minimo local, é suficiente que

os menores principais tenham o sinal de (—1)™.

Existe uma maneira de escrever as condi¢oes de primeira e segunda ordem para o
problema (P) em termos da fungdo auxiliar usada anteriormente, para isso precisamos da

seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1.3. A funcao lagrangiana, ou lagrangiano, associada ao problema de otimi-
zagao (P) é a fungio L : R™ x R™ — R definida por

LA z) = f(z)+ Y N - hi(z). (4.22)
i=1
Vamos apresentar as condigoes necessarias de primeira ordem para um problema
de otimizagao com restrigoes de igualdade em termos da lagrangiana. Ao calcularmos as

derivadas parciais da fun¢ao, obtemos:
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oL of oh

a—xl()\,x) = a—xl(x) + )\a—xl(x)
(4.23)
JL of oh
a—xn()\, x) = B () + )\axn (x)
oL
a()\,a:) = h(x).

Além disso, se o ponto (A, x) atende as condigdes de primeira ordem apresentadas no
Teorema 4.1.2, entao este é ponto critico da func¢ao lagrangiana (4.22), isso significa que
podemos reescrever as condigoes necessarias de primeira ordem em termos da funcao

lagrangiana.

Teorema 4.1.6 (Condigbes necessérias de 1* Ordem). Seja z € Q e suponha Vh(z) sejam
Li. (z € um ponto regqular). Se T é um extremo local de f, entdo existem m multiplicadores

de Lagrange X = (A1, ..., \m), tal que (A, &) é ponto critico do lagrangiano 4.22, isto é,

oL, _

2 na)=0

ox,,

o (4.24)
OL _

Observe na definicao da fungao lagrangiana que A multiplica apenas as restrigoes

do problema, isso significa que as equacgoes

L
—(\,x)=0comi=1,...,m,

O\

sao equivalentes as equacoes de restrigao.

Teorema 4.1.7 (Condicao suficiente de 2% ordem). Considere o problema de minimizar
f(z) sujeito ax € Q={x € R"|h(x) =0}, onde f : R" > R e h:R" - R™, h(z) =
(hi(x), ha(x), ..., hyp()), sGo no minimo de classe C*(R™). Suponha que o ponto (\,T)
satisfaca a condig¢ao de primeira ordem e forme a fungdo lagrangiana L = f(z) + A - h(x).

Seja |H;|, (i =1,2,...,n) os menores principais da Hessiana orlada
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(4.25)

e |Hy| <0, |Hs| <0,...,|H,| <0, entdo a matriz é positiva definida, e temos um ponto

de minimo local;

o |Hy| >0, |Hs| <0, |Hy| >0, ....,(=1)"|H,| > 0, entdo a matriz é negativa definida,

e temos um ponto de mdximo local.

Exemplo 4.1.5. Considere o problema de otimizagdo

minimizar  f(z,y,z) =+ 2y + 2z

(z,y,2) € R | hy(x,y,z) = 2 + y* = 25;

s.a (r,y,2) €=

(l’,y,Z) €R3|h2(l‘,y72’):l‘+y—|—220}

Para um problema de otimizacdao com apenas uma restricdo, vimos que um ponto T

que satisfaz a restricao hy(z) =0, (i = 1,2), € reqular se Vhy(Z) e Vhy(Z) sdo Li. Para o

caso com mais de uma restricao, basta verificar se o posto da matriz escalonada equivalente

a matriz jacobiana de h no ponto x € igual ao numero de restricoes, o que € equivalente a

dizer que os vetores gradientes de h sao linearmente independentes.

A matriz jacobiana Jh(x,y,z) € dada por

1 1 1

2z 2y 0]

Se x =0, entdo y*> = 25 e assim y = +5. A matriz jacobiana toma a sequinte forma

0 £10 0
1 1 1

1 1 1
0 +10 0|’

que tem posto igual a 2. Caso x # 0, podemos multiplicar 2z pela linha dois da matriz

jacobiana e subtrair na linha um, esse resultado substituimos na linha dois. Deste modo a

jacobiana serd escrita da sequinte maneira
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0 2y—2z —2x

2z 2y 0 ]

que também tem posto iqual a 2. Portanto todos os pontos da regiao vidvel irdo satisfazer

a condicao de reqularidade.

A fungdo lagrangiana do problema € definida da sequinte maneira

L()\l,)\g,x,y,z)::13+2y+22—|—/\1-(x2+y2—25)+)\2-(x+y—l—z),

calculando as derivadas parciais de primeira ordem obtemos o sequinte sistema

L
87:14-233)\14—)\2:0
ox
oL
dy
oL
— =24+ X =
B + X =0

oL ) )
Rt — 95 =
o v 4y 5=0

R
a)\Q—w y+2=0.

Resolvendo o sistema associado as condicoes de primeira ordem obtemos os sequintes

pontos criticos

1 1
—5,—,—2 - — = —2).
<57 07 57 107 > 6 < 57 07 5’ 107 >

Com as derivadas parciais de sequnda ordem obtemos a Hessiana orlada

0 2z 2y 0

0 1 1 1
H=12z 1 —=2x;, 0 0
201 0 =2\ 0
01 0 0 0

O problema inicial possui trés varidveis (n = 3) e duas restrigoes (m = 2), a condig¢io
de sequnda ordem serd dada através da andlise do wltimo menor principal, uma vez que
(n—m=3—-2=1), sendo que, para um minimo local basta que o sinal do determinante

seja igual ao de (—1)™ =1, ou seja, positivo.

1
Para o ponto <5,0, -5, 10’ —2> temos
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0 10 0 0
0 1 1 1
|H/=110 1 1/5 0 0/ =-20<0,
1 0 1/5 0
1 0 0 0
deste modo, temos um mazximo local. Para o ponto (—5, 0,5, Ig, —2)
0 0 -10 0 O
0 0 1 1 1
H=|-10 1 —-1/5 0 0/=20>0
o 1 0 -=1/50
0 1 0 0 O

onde encontramos um valor de minimo local.

4.2 OTIMIZACAO COM RESTRICOES DE DESIGUALDADE

Na secao anterior, estudamos problemas de otimizacao com restricoes de igualdade,
vimos que, para encontrar os candidatos a solucao do problema, em uma regiao viavel,
basta encontrar as solugoes do sistema de equagoes associado ao problema, levando em
conta as condicoes de regularidade. Entretanto, a grande maioria dos problemas aplicados
a engenharia ou a economia sao modelados de tal forma que a regiao viavel é obtida através
do uso de desigualdades. Para simplificar a leitura, iremos adotar h para as restricoes de
igualdade e A como os multiplicadores de h, e denotar g como restri¢coes de desigualdade e

1 como os multiplicadores de g. Considere o seguinte problema de minimizacao

Minimizar f(x)
(P){sujeitoa z€Q={zreR"|gj(z)<0,} (4.26)
com j=12 ..p.

Onde f:R" - Reg:R" = RP, g(z) = (g1(2), g2(x), ..., gp(x)), s@o no minimo de
classe C*(R™).
Assim como no caso com restrigoes de igualdade, queremos encontrar os minimiza-

dores de f na regiao viavel, caso existam.

Suponha que x seja uma solugao do problema de otimizagao, isto é, suponha que
z € ) é um ponto minimo de f na regiao viavel, neste caso temos duas possibilidades:
gj(x) =0 ou g;(z) < 0. Se g;j(z) = 0 é dito que a restricdo estd ativa no ponto z, este é
um caso semelhante ao problema com uma restricao de igualdade, deste modo, como x é

ponto de minimo de f em €2, entdo vale o Teorema 4.1.2, logo
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V(@) +p-Vg(z)=0.

Aqui vale uma condicao extra, p > 0, onde g = (1, ..., f1p). Usaremos uma
interpretacdo geométrica para justificar esse fato. Se £ é um minimo local de f e satisfaz
as condicoes de primeira ordem, logo é um ponto regular, isto é, Vg;(z) # 0. Deste modo,
os vetores gradientes V f(z) e Vg(Z) sao paralelos. Uma vez que g(Z) = 0, o ponto &
esta na fronteira da regiao viavel, assim o vetor gradiente de f em T deve apontar para o
interior da regido viavel (pois o vetor gradiente aponta a diregdo de maior crescimento
da fungao no ponto), por outro lado, o vetor gradiente de g em Z deve apontar para o

exterior de regiao viavel.

Por fim, podemos concluir que os vetores paralelos V f(z) e Vg(z) possuem sentidos
opostos, sendo assim, V f(z) = —uVg(x) com p > 0, a Figura 4.2 ilustra tudo o que foi
dito.

— Figura 4.3 - Interpretagdo Geométrica para p > 0

Para o caso g;(7) < 0, dizemos que a restri¢do estda inativa no ponto z, geometri-
camente temos que o ponto T estara no interior de ). Observe que estamos em um caso
semelhante ao que foi apresentado na Sec¢ao 3.1, onde procuramos extremos no interior da
regiao viavel, sendo assim, se T é um extremo local de f em () entdo x deve ser um ponto

critico de f.

Podemos resumir o que foi dito do seguinte modo, se a restricao esta ativa, entao
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V(@) +p-Vg(x) =0,
0> 0, (4.27)
g9(z) =0,

Se a restrigdo estd inativa, entao

V@) =0,
g(x) < 0.

(4.28)

A condigao dada por Karush-Kuhn-Tucker (KKT) unifica os dois casos, para

isso considere o seguinte sistema

V@) +p-Vg(z) =0,
- g(z) =0,

p =0,

9(x) < 0.

(4.29)

4.2.1 Condicao necessaria de 12 ordem

Apresentaremos uma condigao necessaria de 12 ordem para o caso com restri-

¢oes de desigualdade.

Teorema 4.2.1 (Condigoes Necessérias de 1* Ordem). Seja z € Q um minimo local de f
sujeita a restricio g(x) < 0. Suponha que T seja um ponto regular das restrigoes. Entdo

existe p multiplicadores de Lagrange p = (pu, ..., ftp), tais que:

V@) +p-Vg(x)=0,
pog(@) =0,

p =0,

9(z) <0.

(4.30)

Novamente, os multiplicadores de Lagrange p1 = (p1, ..., tt) apresentados no Te-
orema sao numeros reais, e p ¢ a quantidade de restricoes associadas ao problema de
otimizagao.

O sistema 4.30 pode ser escrito de forma equivalente através da funcao lagrangiana
4.22.
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oL oL
871(/4%‘7") — Yy ey al’n (M,ZL‘) 07
gL(u,i’) >0, ..., gﬂ"(u, z) >0,
- o (4.31)
p-g(x) =0,
w=>0

O sistema 4.24 apresentado na secao anterior e o sistema 4.31 possuem alguns
pontos em comum, mas também é possivel destacar algumas diferencas. Observe que nos
dois casos é usado o mesmo lagrangiano L, além disso, suas derivadas parciais em relacao
a x devem ser iguais a zero. Como nao é possivel saber se a restricdo estd ativa ou nao, a
condicao

oL, = _

—(\,x)=0

o\
usada para o caso de problemas com restri¢coes de igualdade, ¢ invalida para o caso onde
hé restrigoes de desigualdade, pois esta condigao é equivalente a g(x) = 0. Essa condigao

é substituida pelas condig¢oes a seguir

L
pog(z)=0 e gu(“’f) >0,

sendo que a segunda nada mais é que a propria restricao apresentada no problema original.
Quanto a condicao de regularidade, vimos que esta condicao é verificada apenas quando a
restricao esta ativa. O multiplicador de Lagrange A pode ser negativo ou postivo, no caso
de uma restricao de igualdade, porém para um problema de otimizagao com restri¢coes de

desigualdades, o multiplicador u deve ser nao negativo.

Exemplo 4.2.1. (5) Considere o sequinte problema

minimizar f(z,y) = xy

sujeito a  g(z,y) = 2* +y* < 1.
A condigdo de reqularidade nos diz que o gradiente de g deve ser linearmente independente
para cada candidato a solugdo do problema de otimizacdo, no qual a restricio g esta ativa.

Note que, se g(x,y) = 2>+ y*> = 1 entdo x e y ndo podem ser simultaneamente nulos,

como

Vy(z,y) = (2z,2y)
temos que Vg(x,y) # (0,0) para todo (x,y) onde g estd ativa. Escrevendo o sistema de

equagoes
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Vf(z)+p-Vg(z) =0,
-g(x) =0,
e g(x) (4.32)
p =0,
9(z) <0,
as Condigoes de 1% ordem para esse problema sdo dadas por
of 9y
haC -4 - 201 = 0
B (L Y) +ip(2,y) =y + 2px =0,
of 9y
— = = 2uy =0
ay(:v,y)Jruay x +2py =0,
pola? +y* =11 =0,
p =0,
22 +y? <1
Note que, se =0, entao
y+2ur=0=y=0
r+2uy =0=2=0
e o ponto (0,0,0) satisfaz as condigoes de 1% ordem. Se p > 0 entdo
p=-—2 =T (4.33)

Como > 0, da equagio p - [z +y* — 1] = 0 temos que

1
Pryt=l=r=y==%—

V2
Substituindo os valores de x e y na Equagio 4.33 obtemos os sequintes candidatos a

minimizadores do problema

(0,0,0) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
) ) ) \/E’ \/57 2 Y \/57 \/57 2 Y \/57 \/57 2 \/5’ \/57 2 *
A hipotese p > 0 elimina os pontos onde os multiplicadores de Lagrange sdo negativos,

restando apenas trés pontos que atendem todas as condicoes do Teorema 4.2.1:

o () < (o



43

Como a funcdo f € continua e a regido vidvel é um conjunto compacto, pelo Teorema de
Weierstrass, f possui mdzimos e minimos globais, além disso, qualquer minimizador do
problema de otimizagdo deve ser solugdo do sistema de equacoes associados as condigoes de
primeira ordem, deste modo, para encontrar o minimo da fungdo, basta calcular a funcao

objetivo nos trés pontos e selecionar o de menor valor. Portanto temos

() ()

Finalmente, podemos concluir que

1 1
V2' V2
sao minimos globais do problema.

A interpretagao da condigao p - g(z) = 0 do Teorema 4.2.1 é feita da seguinte
maneira: se 4 > 0 e g = 0 entdo a restricao estd ativa e assim é possivel trata-la como
uma restricao de igualdade em vez de uma restricao de desigualdade, o que é mais simples
de trabalhar.

4.2.2 Condicao necessaria e suficiente de 22 ordem

Teorema 4.2.2 (Condigao necesséria de 2% ordem). Uma condigio necessdria para que o
ponto regular T € ) seja minimo local de f, onde x satisfaz a condi¢ao de primeira ordem

€ que a matriz

H(p,z) = Hf(Z) + p- Hyg(z), (4.34)

seja positiva semidefinida em T; = N(Vg(z)).
Conforme visto no decorrer desta secao, a restricdo do problema pode estar ativa
ou inativa em Z, ou seja, dado um ponto (i, z) que satisfaca a condi¢ao de primeira ordem,

caso a restrigdo esteja ativa, essa serd tratada como uma restricao de igualdade e assim

ficam validos os Teoremas 4.1.4 e 4.1.5 da secao anterior, onde a funcao lagrangiana sera

L= f(z)+p-g(x), (4.35)

e a matriz Hessiana orlada sera
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R R T
85(71 8952 axn
0 0L 2L oL
i Oxy 0z} 011074 02101, (4.36)
g 0L 0L oL
. Or,  Or,0r; 01,019 0x? |

Por outro lado, caso a restrigao esteja inativa, os multiplicadores de Lagrange dessas
restricoes devem ser nulos, logo essas restrigoes desaparecem da Hessiana orlada 4.36

associada ao problema. Neste caso, ficam validos os resultados apresentados no Capitulo
3.

Para o caso de varias restri¢oes, serao acrescentadas linhas e colunas conforme a
quantidade de restri¢des, conforme anteriormente. Suponha que o problema contenha n

varidveis e p restrigdes ativas, para simplificar a notacao, considere que ¢’(z) = 0, (j =
) J

1 ), e gl = 9’ sejam as restrigoes ativas do problema e suas derivadas parciais

s D), € g - sej G p p ,

ox

(2
respectivamente. A funcao lagrangiana toma a forma

P

L= /() +3 1 o (4.37)

J=1

Deste modo o hessiano orlado aparecera da seguinte maneira

0 0 0 | g o 9
0 0 0 | ¢ g 92
0 0 0 | g1 g 9"
H=|— — — — — = = = ~ ] (4.38)
g% g1 g1 | Li; Ly Lin
g% gg T 95 | Log Lgg -+ Loy,
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A condicao suficiente de segunda ordem para o determinante acima é analoga ao caso de
restrigdes de igualdade, dado em termo dos sinais dos tltimos (n — p) menores principais

da matriz, sendo que, para um minimo local, é suficiente os menores principais tenham o
sinal de (—1)P.

Exemplo 4.2.2. Considere o problema

1
Minimize f(z,y,z) = §(x2 + % + 27)

sujeito a  g(z,y,2) =x+y+ 2z < —3.

A fungao lagrangiana do problema acima €

1
Lig,z,y,2) = 5@ +¢* +2°) + - (v +y +2+3).
Temos que verificar a condigcdo de reqularidade para o caso onde a restricao esteja ativa,

isto €, quando v +y + z = —3, note que

Vy(z,y,2) = (1,1,1),
deste modo temos Vg(x,y,z) # (0,0,0) para todos os pontos onde g estd ativa. As

condicoes necessarias de primeira ordem sao dadas por

x4+ pu =0,
y+u=0,
z+p =0,

p-(z+y+2+3)=0,
p =0,

r+y+z< =3

Se =0, entiox =y =2=0 e o ponto (0,0,0,0) é um candidato a solugiao do
problema. Porém, observe que, quando p = 0 temos que x +y + z > —3, portanto nao

podemos ter v =y = z =0, e este ponto é excluido.

Agora, resolvendo o problema para > 0 chegamos a conclusdo que x =y = z = —1
e =1, logo, (—1,—1,—1,1) € o dnico ponto que satisfaz as condigoes de primeira ordem

do problema.

A Hessiana orlada do problema é dada por

0 -1 -1 -1
_ -1 1 0 0
H(‘/E’y72’l’[’): _1 O 1 O Y

-1 0 0 1
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e ]ﬁ] = —3 < 0, deste modo, o ponto é um minimo local do problema.

Para um problema com n restrigoes e p desigualdades, os determinantes da Hessiana
orlada serao conforme (4.38), sendo que, para um minimo local, é suficiente os tltimos

(n — p) menores principais tenham o sinal de (—1)?.

Exemplo 4.2.3. (27) Considere o sequinte problema de otimizagdio

min  f(x,y) = —(2* + )

5. a vy =2r+y <2
g1(z,y) y (4:39)

Go(x,y) = -2 <0

gs(x,y) = —y <0
Vamos verificar a condicao de reqularidade para o caso onde temos restrigoes ativas.
1. Para uma restricao ativa, temos

e se g =2, entao Vgi(x,y) = (2,1);
e se go =0, entdo Vygi(x,y) = (—1,0);
e se g3 =0, entao Vgi(x,y) = (0,—1).

2. Para duas restricoes ativas, temos

e sSe g1 =2, eqgy=0, entdo

[Vgl(x,y)] _ (2,1) N (2,1)
Vgg(x,y)

que tem posto 2;

e se g1 =2, eqg3=0, entdo

que tem posto 2;

e se g =0eg3=0

que tem posto 2;

3. mote que nao é possivel que as trés restrigoes estejam ativas, pois teriamos 2x +1y = 2

comx =0 ey=0, um absurdo.
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Desta maneira, todos os pontos da regiao vidvel satisfazem as condigoes de reqularidade. A

funcao lagrangiana associada ao problema é dada por

L= —(224+y*) + (20 +y—2) + po(—2) +ps(—y) = — (22 492+ 1 (220 +y —2) — prox — 13y

O sistema associado as condigoes de primeira ordem é

JL
%:_2$+2M1—H2:0 (1)
oL
a*y:—Qy‘i‘,ul—,u:s:O (2)
m2r+y—2)=0 (3)
por =0 (4)
psy =0 (5)

>0, po >0, pug > 0.

Vamos resolver o sistema acima, de psxr = 0 temos x = 0 ou puy = 0, se x = 0 entdo de
(1) e (3) temos pa =2y € pi(y —2) =0 e assim temos y = 2 ou py = 0. Se y =2 entao
ws = 0, substituindo esses valores em (2) obtemos py = 4 e finalmente concluimos que
we = 8, portanto o ponto (0,2,4,8,0) é uma solugcao do sistema.

Da igualdade pi(y —2) =0, caso puy =0, entdo encontramos o ponto (0,0,0,0,0)
como solucao.

De (5), sey =0, entdo pg = 1 e p1(2x —2) =0 o que implica pp =0 ou x =1, se
considerarmos 1 = 0 encontramos a solugao (0,0,0,0,0) novamente. Para x =1, temos
(1,0,1,0,1) como solugao.

Por fim, se x # 0 ey # 0 entao ps = puz = 0, de (1) e (2) obtemos v = pq e

8 4
=.2,2,0,0
5757577)

W

Yy = % Substituindo em (3) encontramos p; = —, deste modo, o ponto

(S

também é uma solugdo.

A condigdo de primeira ordem apresenta quatro pontos como possiveis minimizado-

res do problema de otimizacao,

4 8 4
(0,0,0,0,0): (0,2,4,8,0); (1,0,1,0,1) (5,5,5,0,()).

Utilizaremos a Hessiana orlada para classificar a natureza dos pontos encontrados.

A matriz associada ao problema € dada por
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(0 00 —2 1]
0 00 1 0
H= 10 0 0
-2 10 -2 0
1 01 0 =2
como o problema apresenta trés restricoes e duas varidveis, precisamos calcular apenas
o dltimo menor princpal da matriz, nesse caso, temos |H| = —2, além disso (—1)P =
(—1)3 = —1, e ambos 0s niimeros possuem o mesmo sinal, logo podemos concluir que os

pontos encontrados sao minimos locais do problema.

Substituindo os pontos

(0,0), (0,2), (1,0) e (:i)

na fungdo objetivo entramos

f(0,0) = 0;

f(0,2) = —4;

f(l,O) = _1;
4 2 48
33)="%

E finalmente, podemos concluir que o ponto (0,2) é um minimo global.

4.3 OTIMIZACAO COM RESTRICOES DE IGUALDADE E DESIGUALDADE

O caso geral de um problema de minimizacdo com restricoes de igualdade e
desigualdade, também chamado de restrigcoes mistas, reiine toda a teoria das se¢oes

anteriores. Considere o seguinte problema de otimizacao

Minimizar f(z)

(P) = sujeito a2 € Q{z € R" [ hi(z) =0, g;(z) < 0} (4.40)

com t=1,2,---,m,

j:1a27"' » D-

Onde f:R" - R, h:R* - R"eg: R* = RP, com h(z) = (hi(z), hao(x), ..., by (2))
e g(z) = (g1(x), g2(x), ..., gp(z)) @0 no minimo de classe C*(R™).
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4.3.1 Condicao necessaria de 12 ordem

A condigdo necessaria de primeira ordem para problemas com restrigoes mistas,
também conhecidas como condi¢oes de Karush-Kuhn-Turcker, retine os Teoremas 4.1.2 e
4.2.1.

Teorema 4.3.1 (Condigoes de Karush-Kuhn-Turcker (KKT)). Sejam f,g e h fungées
de classe C' e seja T € Q um minimizador do problema de otimizacdo. Caso alguma
restri¢do esteja ativa em T, vamos renomed-las de forma que sejam as | primeiras, ou seja,

g1, g1, Gp. Suponha que T seja um ponto reqular, isto é, o posto da matriz jacobiana

[ Vhi(7) ]
Vha (%)

L 4 (m+l)xn
é igual a m + 1, onde m sao as restricoes de iqualdade e [ o numero de restrigoes ativas

em .

Entao existem N = (A1, Aa,- -+, Am) € = (fia, f2, - -+, ftp) multiplicadores de

lagrange tais que

g(Z) =0 (4.41)

Podemos escrever esse sistema, de modo equivalente, através da funcdao lagrangiana

L(\ o) = f() + - h(z) + - g(a). (4.42)
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O sistema toma a sequinte forma

oL _ OL _

aixl()\,/i,l') = O, ceey 87];‘”()\’#’1‘) = O,

oL _ OL _

87)\1()\7/1’7 I) - 07 ceey m(Aauux) - 07

JL OL

O, 7) >0, o, (N 1, 7) > 0, 4.43
(%( [, T) 6,ﬂp( 1, ) (4.43)
- g(z) =0,

1> 0.

Note que, os problemas de otimizacao com restricoes de igualdade ou desigualdade

sao casos particulares do caso acima.
Exemplo 4.3.1. Considere o sequinte problema de otimizacao

minimizar f(z,y) = —x + y*
sujeito a  h(z,y) = 2> +y* =4
gi(z,y) = —x <0

ga2(z,y) = -y <0

Vamos verificar os casos de reqularidade dos pontos que satisfazem as restrigoes

ativas. Para uma unica restricao ativa, temos um caso unico:

h(z,y) =4 onde Vh(z,y) = (2z,2y) = (0,0) <= x =y = 0, mas como
h(z,y) = 2* +y? =4, temos que T e y ndo podem ser simultaneamente nulos.

Como a restrigio h estd sempre ativa nao existem pontos no conjunto vidvel onde as
restricoes g1 e go sejam as unicas restricoes ativas. Para o caso onde hd duas restrigoes
ativas, temos, h(x,y) =4 e g1(x,y) =0, comy > 0, deste modo o unico ponto que satisfaz

a condi¢io h(x,y) =4 € o ponto (0,2). Sendo assim, a matriz

Vh1(0,2)] _(0,4) (-1,0)
Vgl(O,Q) (

tem posto igual a 2.

Outro caso para duas restrigoes ativas é h(x,y) =4 e go(z,y) =0, comx >0, € o

unico ponto que satisfaz a condicao h(x,y) =4 é o ponto (2,0). Dai

Vhi(2,0)]  (4,0)
V(2,00 (0,—1)
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tem posto iqual a 2.

Finalmente, nao podemos ter o caso onde hd trés restrigoes ativas, de fato, pois
se h(z,y) =4, g1(z,y) =0 e ga(z,y) = 0 para algum ponto (z,y), entdo teriamos x = 0,

y=0ex®+y?>=4, o que é um absurdo.

As condigoes de KKT do problema sao dados por
-1 - 2)\11’4‘/11 = 0,
2y —2My + po =0,

1T = 07

O sistema acima possui uma unica solu¢do, quando \y = 1/4, puy = us = 0, logo o ponto
obtido é (z,y) = (2,0). O teorema de Karush-Kuhn-Tucker garante que qualquer solug¢do
de um problema de otimizagdo deve ser solucdo do sistema de equacoes associados as
condigoes de primeira ordem. Logo, como a funcdo € continua, a regido vidvel € um
conjunto compacto e existe um unico ponto que satisfaz as condigoes de primeira ordem.

Este é a solugao do problema de otimizagao.

4.3.2 Condicao necessaria e suficiente de 22 ordem

Da mesma forma como nas se¢Oes anteriores, vamos apresentar uma condicao de
segunda ordem para problemas com restri¢des mistas, através do estudo da Hessiana do

problema.

Teorema 4.3.2 (Condigao necesséria de 2% ordem). Uma condigio necessdria para que o
ponto reqular T € ) seja minimo local de f, onde x satisfaz a condicao de primeira ordem

¢ que a matriz
H(\ p,2) = Hf(x) + A Hh(Z) + p- Hg(z), (4.44)
seja positiva semidefinida em Ty, ou seja, v- H(\, u, z)v > 0, Vv € Tj.

Como foi visto no decorrer do capitulo, a condicao suficiente de segunda ordem

para problemas com restri¢goes mistas faz uso da fungao lagrangiana e da matriz Hessiana
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orlada associada ao problema, que nada mais é que a combinacao das fungoes 4.20 e 4.37
e das matrizes 4.21 e 4.38.

L=f@)+> Ai-h+> pg (4.45)
i=1 j=1

onde m sao as restricoes de igualdade e p o nimero de restricoes ativa para o problema

com restrigoes de desigualdade.

0 0 | n hy g1 9
0 0 | A ha g3 9r
0 0 | A7 hy gy gh
|ET l=]- - - - - - - - - = (4.46)
h% T hi g} T 9111 | Ly -+ Ly
h% oo hy 9% T gg | Loy --- Lo,
thl - hzz 9711 ceogP | L, - L.,

Note que o Hessiana orlado foi subdividido em quatro blocos, o bloco superior esquerdo
é composto apenas por 0, o bloco inferior direito contém o hessiano simples, os outros
dois blocos, contendo as derivadas parciais das restrigoes possuem uma relagdo de imagem
especular, fazendo referéncia a diagonal principal, resultando em um arranjo simétrico

entre os elementos da hessiana orlada.
« Condigao suficiente de 22 ordem

A condicao suficiente de segunda ordem para o determinante acima é semelhante aos casos
anteriores, dado em termo dos sinais dos ultimos n — (m + p) menores principais da matriz,
sendo que, para um minimo local, é suficiente que os menores principais tenham todos
o mesmo sinal, a saber (—1)*?). Note que, um niimero par ou impar de restrices no
problema faz grande diferenca, uma vez que (—1) elevado a uma poténcia par é positivo,

para o caso de uma poténcia impar, o sinal sera mantido.

As condigoes de segunda ordem estabelecidas nesse capitulo possibilitam analisar a
natureza de um ponto critico, que satisfaz a condi¢ao de primeira ordem, indicando se este
¢ um ponto de maximo ou minimo local, porém nada podemos afirmar sobre a globalidade

do ponto.
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Para questoes de globalidade, a convexidade desempenha papel fundamental, sendo

possivel apresentar um teorema que garante a globalidade do ponto.

Teorema 4.3.3. Sejam f, g e h fungdes de classe C*(R™), definidas em um aberto convexo
U € R™. Considere o problema de minimizar f(z) sujeito a Q = {x € R"|h(z) =0, g(z) <

0} e suponha que (\, i, ) satisfaca as condicoes de 1% ordem. Se

e a fungdo [ € concava em U,
e as funcoes hq, ..., hy, sao lineares;

e as fungoes gi, ..., g, sao convezas em U;

entdo (X, ji,z) é um minimo global de f em Q.
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5 CONDICOES DE OTIMALIDADE APLICADAS EM ALGORITMOS

Conforme visto no capitulo anterior, as condi¢oes de KKT sdo fundamentais para o
estudo de problemas de otimizacao nao linear com restri¢oes. Essas condi¢oes generalizam
os multiplicadores de Lagrange e permitem lidar tanto com restrigdes de igualdade quanto
de desigualdade. Nesse capitulo vamos estudar algoritmos que utilizam as condigoes de
KKT, veremos que essas condi¢oes formam a base de muitos métodos numéricos para

otimizagao convexa e nao convexa.

5.1 METODOS DE DIRECOES VIAVEIS

s métodos de diregoes viaveis sao métodos que, em geral, resolvem problemas
O todos de d tod , 1, 1 bl
de programagao nao linear, movendo-se de um ponto factivel para outro ponto factivel

melhorado.

Consideremos o seguinte problema de otimizagao

Minimizar f(x)
reR"

onde f é no minimo de classe C?. A estratégia dos métodos de dire¢oes vidveis tem em

comum uma iteragao que consiste nos seguintes passos:

« Passo 1: Para um ponto z*, uma direcio de descida estrita d* € R" de f no ponto

2* é determinada,;

e Passo 2: Determine um A\, € R tal que

fa® + Medb) < f(2F),

(geralmente temos A\, > 0).

« Passo 3: Definir ¢! = zF + \,.d".

O valor \; é chamado de tamanho do passo, e sua determinagao é chamada de busca linear

na direcdo d*. Quando )\, é dobtido resolvendo o problema

min  f(z* + \d¥)
AeR,,
temos uma busca linear exata.

Os métodos apresentados a seguir sao de extrema importancia para a area da
programagao, especialmente otimizagdo. Além disso, é frequentemente demonstrado na

literatura que métodos desse tipo geralmente convergem para pontos KKT.
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5.1.1 Meétodo do gradiente e Método de Cauchy

Uma direcdo de descida estrita d* € R™ de f no ponto z* é obtida escolhendo

d" = =V f(z*) #0. (5.1)
Este vetor pode ser interpretado como a direcdo de descida maxima. A prova para
essa afirmagao pode ser encontrada em (30).

Se A for obtido através da busca linear exata, entdo temos o método do gradiente

classico. Os passos do algoritmo estao definidos a seguir

(i) Escolha z° € R™ e defina k = 0;

(ii) Calcular d* = —V f(z*) # 0;
(iii) Se d* =0 (ou |d*| < ¢), pare. Caso contrério, v4 para o proximo passo;
(iv) Determine uma solugao A do problema minyeg, f(2* + Ad¥);

(v) Defina ¥+t1 = 2F + \pd*, k = k + 1 e retorne ao passo (ii).

Note que a condicdo de parada d* = 0 pode ser interpretada como a condicdo de

primeira ordem.

O Método de Cauchy (11) é um método utilizado para problema de otimizagao em
R™. O método é um processo que a cada iteragao realiza uma busca na direcao oposta do

vetor gradiente da fungao objetivo.

Os passos do algoritmo sao descritos a seguir:

e« Método de Cauchy

(i) Dado: zyp € R", k = 0;
(i) REPITA enquanto V f(xy) # 0;
(iii) Defina d = —V f(xy);
(iv) Obtenha t;, > 0 tal que f(zg + txdy) < f(xp);
)
)

(v) Faga xpy1 = xp + trdy

(vi) Defina k =k + 1.

A diferenga entre o Método de Cauchy e o Método do gradiente estd no passo (iv),
onde que, no algortimo de Cauchy realiza uma busca linear exata, o trabalho (11) mostra
que o algoritmo de Cauchy, com o tamanho do passo 5 obtido no passo (iv), é globalmente
convergente, ou seja, para qualquer sequéncia () e qualquer ponto = de (zy), obtém-se

que T é estacionario, isto é, T é ponto critico.
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5.1.2 Método multidimensional de Newton

O Método classico de Newton (30), pode ser generalizado e utilizado em problemas
de otimizacao sem restrigoes. Para que isso possa ser feito, basta substituir a primeira
e segunda derivadas, f'(z%) e f”(a*), pelo gradiente de f, no ponto z*, isto é, V f(z*) e

pela hessiana H f(z¥), respectivamente.

Essas substitui¢oes resultam na seguinte formula de recorréncia

oM = ok — (Hf(2") 7V f ("), (5.2)

onde f € C*(R™). Os passos do Método sao descritos a seguir

(i) Escolha 2° € R™ e defina k = 0;
(i) Calcular gF = —V f(z*);
(iii) Se g* =0 (ou |g*| < ¢€), pare. Caso contrario, va para o préximo passo;

(iv) Defina 2t = 2% — (H f(2*))"'¢*, k = k + 1 e retorne ao passo (ii).

Novamente, o critério de parada utilizado no algoritmo é d¥ = 0. Para o Método
multidimensional de Newton, ndo é necessario o cdlculo da inversa da hessiana de f no
passo (iv), o ponto "1 é obtido pela igualdade z*** = 2% + d*, onde d* é solugio do

sistema de equagoes

Hf(z")d = —g". (5.3)

O algoritmo utiliza a hessiana da fun¢ao objetivo, no capitulo anterior apresentamos
as condigOes necessarias e suficientes de segunda ordem, que dependem da hessiana da
fungao lagrangeana, porém, a aplicacdo de métodos computacionais que utilizam a hessiana
podem ser tornar inviaveis, dependendo da quantidade de variaveis do problema, uma vez
que o calculo da hessiana e a resolucdo de sistemas do tipo H f(z¥)d = —g* exigem um
trabalho computacional consideravel.

Se a matriz H f(z"*) for positiva definida para todo k& o método de Newton é
um método descendente com direcio d* = —(H f(z*))"1V f(2*) e passo constante, de
tamanho Ay = 1. Caso )\, seja determinado conforme a secao anterior, obtemos o Método
multidimensional com busca linear exata, que é semelhante ao anterior e possui o mesmo

critério de parada

(i) Escolha z° € R™ e defina k = 0;

(i) Calcular g& = —V f(2*);
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(iii) Se g* =0 (ou |g*| <€), pare. Caso contrario, va para o préximo passo;
(iv) Calcule d* (solugdo do sistema 5.3);
(v) Determine uma solugao A, do problema minyeg, f(z* + Ad");

(vi) Defina z**? = 2% + \yd*, k = k + 1 e retorne ao passo (ii).

Existem outras variagoes do método de Newton, como, por exemplo, substituir a matriz
hessiana do passo (iv) por uma matriz definida positiva simétrica By = H f(2*) + oI com
o > 0. Essa mudanca resulta no Método de Newton modificado, que nao sera abordado
neste trabalho, uma vez que a ideia central é apresentar a aplicagao dos resultados do

Capitulo 4 em algoritmos.

5.1.3 Diregoes conjugadas e Método quasi-Newton

Nas duas se¢des anteriores apresentamos dois métodos utilizados para otimizacao
sem restrigoes, o Método de Newton, geralmente, ¢ um método que converge de forma
mais rapida que o método dos gradientes, porém o método utiliza a matriz hessiana de
f, além disso, precisa encontrar a solucao do sistema 5.3, o que requer bastante trabalho
computacional. O método do gradiente, apesar de convergir de forma mais lenta, tem

como vantagem exigir apenas as primeiras derivadas parciais da funcao objetivo.

Os dois métodos, Direcoes conjugadas e Métodos quasi-Newton, sao procedimentos
que buscam combinar as vantagens de ambos. A construcao matematica de cada algoritmo
pode ser encontrada em (30). Como estamos tratando de algoritmos cléssicos da literatura,

acreditamos que apresentar tais construgoes nesse trabalho seria mero exercicio de repeticao.

e Direcoes conjugadas

(i) Escolha 2° € R™ e calcule ¢° = V f(2°);

(i) Se g° =0, (ou|g¢°| <€) pare. Caso contrario defina d® = —¢°, k = 0 e va para

0 proximo passo;
etermine \; por meio da busca linear exata;
Det ine A io da b li t
) Defina 2%t = o + A\ dF;
(v) Calcule g"! = V f(2*1);
) Se g**!1 =0 (ou |g*"!| <€) pare. Caso contrdrio v4 para o préximo passo;
) Se k <mn — 1, entdo va para o passo (viii). Se k =n — 1, entdo va para o passo
(x);

(viii) Calcule py, =

(k+1)T , k+1

9 9
ghT gk

Y
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(ix) Defina d*! = —g"! + Bpd*, k = k + 1 e v4 para o passo (iii);

(x) Defina z° = 2", d° = —¢", k = 0 e v4 para o passo (iii).

o« Método quasi-Newton

O método quasi-Newton é um procedimento da forma

2% € R, o = o + \dF, (5.4)

onde )\, é determinado por busca linear exata. A direcao de busca é obtida calculando
d¥ = —M,g* onde M € R™" ¢ uma matriz simétrica positiva definida que deve ser
calculada em cada passo. Os passos para construcao da matriz M estao disponiveis em
(30). Como Mj, ¢ uma matriz positiva definida, entao d* ¢ uma diregao descendente. O
algoritmo quasi-Newton ¢é semelhante ao método de Newton com busca linear exata, para
cada n passos do algoritmo quasi-Newton, temos, aproximadamente um passo do método
de Newton, deste modo, a condigdo de parada no passo (ii) é andloga para ambos os
casos, e por fim este é mais um algoritmo classico da literatura que utiliza as condicoes de

otimalidade vistas no capitulo anterior.

5.1.4 Método DFP - Davidon, Fletcher e Powell

O método DFP, apresentado por Davidon, Fletcher e Powell, ¢ um procedimento
que combina os métodos quasi-Newton e de dire¢oes conjugadas. A estrutura basica do
método é idéntica & do método de direcao conjugada. O algoritmo realiza buscas nas

diregoes

d07d17 . ’dn—l

onde d° = —V f(2°) e d* = M} g* para k > 1. Quando um ciclo de n iteracdes é concluido,

um novo ciclo ¢ iniciado, definindo 2% = 2.

Podemos ressaltar mais alguns aspectos importantes sobre os métodos apresentados
até o momento. Conforme dito anteriormente, o método do gradiente converge para a
solucao de forma mais lenta, porém ¢é mais estavel e possui aplicagdo computacional mais
facil, quando comparado com o método de Newton. Por sua vez, o método de Newton
converge para a solucao de forma mais rapida, mas exige extenso trabalho computacional
por iteracao, por conta da necessidade do uso da matriz hessiana. Para o caso onde a

funcao possui muitas variaveis, o método torna-se inviavel.

Vimos no capitulo anterior, as Condig¢oes necessarias e suficientes de segunda ordem
para problemas de otimizacao irrestritos ou com restri¢oes, depende diretamente do calculo
da hessiana da funcdo objetivo ou da funcao lagrangiana, esses resultados teoéricos sao

fundamentais para a area, mas conforme dito, tanto seu calculo analitico, quanto o calculo
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numérico podem ser extremamente complexos. Em testes numéricos extensivos, o método
desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shannon (BFGS), disponivel em (21),
apresenta bons resultados. O método tem como base o método DFP, onde, para tornar o
método mais estavel, é realizada uma substituicao no décimo passo do algoritmo DFP,

novamente, o critério de parada nao ¢ alterado.

5.2 METODO DE ZOUTENDIJK

Vamos apresentar o Método de dire¢oes vidveis de Zoutendijk (1, 13), a cada
iteragao o método gera uma nova direcao de busca melhorada, e entao otimiza ao longo

dessa direcao.

Inicialmente, consideremos o caso onde a regiao viavel é definida por um sistema

de restri¢oes lineares, deste modo, o problema de otimizacgao sera do tipo

Minimizar f(z)
s.a. Ax <b (5.5)
Qr =g,

onde A é uma matriz m x n, () é uma matriz [ X n, b e g sdo vetores. Para este caso, d é
uma dire¢ao vidvel melhorada se Ajd <0, Qd =0 e Vf(z)'d < 0. A prova dos resultados

e todos os detalhes do Método de Zoutendijk estao disponiveis em (1).

Dado um ponto viavel x, e para um vetor diferente de zero, um método para
encontrar uma dire¢ao vidvel melhorada d, é minimizar V f(z)'d < 0 sujeito as restrigoes
Ayd <0 e Qd = 0. Entretanto, se d é um vetor tal que Vf(z)'d <0, Aid<0e Qd =0
aconteca, entdo o valor objetivo 6timo do problema anterior é —oo, considerando Ad
onde A — oco. Assim, uma restricdo que limita o vetor d ou a funcao objetivo deve ser
introduzida. A seguir sao apresentados trés problemas para gerar uma dire¢ao viavel

melhorada.

Minimizar V f(z)'d < 0

s.a. A d<0
Py (5.6)
Qd=0

—1<d;<1lparaj=1,---,n.

Minimizar V f(z)'d < 0

s.a. A;d<0
Py (5.7)
Qd=0

did < 1.
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Minimizar V f(z)'d < 0
s.a. Aid<0
P, (5.8)
Od =0

Vf(x)d>—1.

Como d = 0 é solugao viavel para cada um dos problemas acima, e como seu valor

objetivo ¢ igual a 0, o valor 6timo dos problemas P;, P, e P3; nao pode ser positivo. Se o

valor minimo da funcéo objetivo dos problemas acima for negativo, entdo uma direcao

viavel melhorada é encontrada. Por outro lado, se o valor minimo da func¢ao objetivo for

igual a zero, entao x é um ponto KKT.

O algoritmo de Zoutendijk para minimizar fungoes diferenciaveis com restrigoes

lineares é dado do seguinte modo:

o« Método de Zoutendijk

(i)

(i)

(iii)

Etapa de inicializacao: Encontre uma solugao viavel x; com Ax; < be Qx; = q.
Seja k = 1 e va para a Etapa principal;

Etapa principal: Dado zy, suponha que A* e b' sdo decompostos em (A}, AL) e
(bt, b)), de modo que Ajxy, = by e Asxy, < by. Seja d uma solugao Gtima para o

seguinte problema (os problemas P, ou P3 poderiam ser usados)

Minimizar V f(z)'d < 0
s.a. Aid<0
QRIAd=0
—1<dj<lparaj=1,---,n.
Se Vf(xy)'dy = 0, pare; x; ¢ um ponto KKT, com as varidveis duais do

problema anterior fornecendo os multiplicadores de lagrange correspondentes.

Caso contrario, va para o proximo passo.

Seja A\, uma solugao 6tima para o seguinte problema de busca linear

Minimizar — f(x) + Ady)
s.a 0< A< A,

(para determinar A, ver(l)). Seja zxi1 = o + A\xdg, um novo conjunto de

restricoes em .1 e atualize A; e Ay. Substitua k por k£ + 1 e va para o passo

(10).

O Método de Zoutendijk para problema contendo restricoes nao lineares nao envolve

as condi¢oes de KKT, mas as condi¢oes de otimalidade de Fritz John, que nao foram

abordados neste trabalho, deste modo, tal método nao sera abordado.
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5.3 PROGRAMACAO LINEAR SUCESSIVA

Os algoritmos apresentados anteriormente vimos que a cada iteracao é resolvido
um problema de programacao linear de busca de dire¢ao com base em aproximagoes de
primeira ordem, e em seguida é realizada uma busca nessa direcao. Conceitualmente, isso é
semelhante as abordagens de programa linear sucessivo (Successive Linear Program SLP).
A cada iteracao k, um programa linear de busca de direcao é formulado, com base em
aproximagoes de primeira ordem para as fungoes objetivo e de restricao, além de limites
de passo apropriados ou restri¢oes de regiao de confianga nos componentes de dire¢ao (1).
Se dj = 0 resolve o problema, entdo a iteracdo z; ¢ 6tima para a aproximagao de primeira
ordem. Além disso, essa solucdo é um ponto KKT e encerramos o procedimento. Caso
contrario, faca uma nova iteragao tomando xy,1 = ) + di ou rejeita esta iteragao e reduz
os limites do passo, e entdao o processo. A decisao sobre aceitar ou rejeitar a nova iteracao
¢ tipicamente feita com base em uma funcao de mérito moldada em torno da funcao de

penalidade [;, que é dada por

Fip(w) = f(o) + - |3 max{0, )} + 3 )| 59)

A abordagem foi introduzida por Griffith e Stewart da Shell Development Company
em 1961, é amplamente utilizada nas industrias de petréleo e quimica. A vantagem desse
tipo de método ¢ sua facilidade e robustez na implementagao para problemas de larga

escala.

O Algoritmo de Programagao Linear Sucessiva de Penalidade (PSLP) é um método
SLP que emprega a funcao de penalidade /; no problema de busca de dire¢ao em si, e
possui boas propriedades de robustez e convergéncia. O problema a ser considerado para

esse algoritmo ¢ do tipo:

Minimizar  f(x)
sujeito a  hi(z) =0, i=1,---1,
(5.10)
gj(x)goa j:17"'m7

r € Q={x: Ax <b},

onde todas as func¢oes sao continuamente diferencidveis, x € R" e as restri¢oes lineares

que definem o problema foram todas acomodadas no conjunto (2.

A andlise matematica por tras do método é extensa e acreditamos que escreve-la

neste texto foge do objetivo do capitulo. Sugerimos ao leitor que consulte (1).

O principal conceito que desejamos destacar nesse método é a utilizagao da condigao
suficiente de segunda ordem, apresentada no Teorema 10.3.1 item a do livro (1). Até o

momento, os algoritmos apresentados utilizam, em sua maioria, as condi¢oes de primeira



62

ordem de KKT. E importante ressaltar que, mesmo com sua complexidade computacional,
alguns algoritmos utilizam os resultados de segunda ordem apresentados no capitulo

anterior.

Existem outros métodos que tém como base o algoritmo SLP e utilizam as con-
di¢gdes de KKT, como, por exemplo a Programacao Quadratica Sucessiva SQP ou
Abordagem Lagrangeana Projetada, Método de Rosen o Método de Zangwill

entre outros, para mais detalhes sobre esses métodos ver (1, 13).

5.4 ALGORITMO PENLAB

O algoritmo PENLAB (8, 12) é um pacote de software de cédigo aberto para
otimizacao linear, nao linear, e otimizacao semidefinida nao linear. O algoritmo é escrito
inteiramente em MATLAB e permite que os usuarios editem e o desenvolvam ainda mais.
Particularmente, ele é adequado para fins de ensino e pesquisa e para testar novas ideias

algoritmicas.

O algoritmo tem como principal objetivo resolver problemas de otimizagdao nao
linear, sujeito a restricoes de desigualdade e igualdade nao lineares e desigualdades

matriciais nao lineares.

O problema pode ser formulado da seguinte maneira:

Minimizar f(z,Y), com z€R™Y; €SP ... Y, €SP
Y

sujeito a  g;(z,Y) <0, i=1,--- ,my
hz(l’,Y) = 07 1= 17 e, My (511)
Ai(x,Y) =20, i=1, , M

onde x € R™ é o vetor de varidveis, Y7 € SP!,--- Y, € SP* sdo as vairdveis matriciais,
denotando-se por Y = [Y,---Y3], fi, gi e h; sdo funcdes de classe C* de R™ x SP! x --- x
SPE 5 R e \;, \; sao os limites inferior e superior, respectivamente, dos autovalores de Y;,
A;(z,Y) sdo os mapeamentos duas vezes diferencidveis de R x SPt x ... x SPF — GpAi,

sendo pA; para i =1,--- ,m, inteiros positivos.

O algoritmo PENLAB combina ideias dos métodos de penalidade (exterior) e de
barreira (interior) com o método do Lagrangiano aumentado. O algoritmo também utiliza
os multiplicadores de lagrange classicos que vimos no capitulo anterior, sendo que no

primeiro passo do algoritmo pretende-se encontrar a solu¢ao de um sistema linear do tipo

VeyL(z,Y, 1, 2,U,U,v,7,TT) = 0 (5.12)
h(z,Y) =0 (5.13)
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onde os parametros u, =, U, U sdo multiplicadores de lagrange fixos e 7, T sdo parametros
de penalidade. Note que o sistema acima é analogo as condig¢oes de primeira ordem
apresentadas anteriormente. Para a construcao matematica do método e informagdes para

download do software, ver (8, 12).

5.5 METODO DE PONTOS INTERIORES DE NEWTON

O trabalho (10) apresenta uma formulagdo e teoria do Método de pontos interiores
de Newton. Em um primeiro momento, o trabalho detalha o método de ponto interior
primal-dual para problemas lineares e faz algumas comparagoes com o Método de Newton
amortecido aplicado as condigoes de KKT. O objetivo central do artigo é transferir da
programacao linear uma formulagao viavel de um método de ponto interior para os

problemas de programacao nao linear.

Os autores ressaltam que, para atingir esse objetivo, as condi¢oes de KKT per-
turbadas e o método de funcao de barreira logaritimica sao essenciais. Deste modo, nas
Secoes 2, 3 e 4, o artigo apresenta os problemas de programacao linear e nao linear, as
condigoes de KKT para cada caso e a formulacao das condi¢goes de KKT perturbadas,
além disso, alguns algoritmos sao descritos, como, por exemplo, o método de Newton

padrao e o método de Ponto interior.

Na Secao 5 é demonstrada a convergéncia local do problema, ja a convergéncia
global é apresentada na Secdo 6. E importante ressaltar que o principal Teorema do
trabalho afirma que, sobre certas hipoteses, é claro, o algoritmo converge para um ponto
KKT do problema de otimizagao. As aplicagoes numéricas sao descritas na Secao 7 de
(10).

Conforme dito no decorrer deste capitulo, as condi¢oes de otimalidade apresentadas
no capitulo anterior sao fundamentais na otimizacao, seja para problemas restritos ou
irrestritos. Novamente, nao vimos uma aplicacao direta das condi¢oes de segunda ordem
em um método numérico, reforcando que tais condi¢oes sao de dificil aplicagdo numérica,

devido a sua complexidade computacional.

5.6 ALGORITMO DE DIRECOES VIAVEIS E PONTOS INTERIORES PARA PRO-
BLEMAS COM RESTRICOES - FDIPA

Nessa sec¢ao, vamos apresentar o FDIPA (18) para problemas de otimizac¢ao nao

linear com restrigoes de desigualdade, isto é, o problema (P) serd do tipo

Minimizar f(x)
(P) {sujeitoa z€Q={reR"|g;(x) <0,} (5.14)
com 7j=1,2 ..p.
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Onde f:R" - Reg:R" = RP, g(z) = (g1(2), g2(x), ..., gp(x)), s@o no minimo de
classe C*(R™).

A funcao lagrangeana associada ao problema é

L(p,z) = f(z) + p- g(z), (5.15)
cuja matriz hessiana é

H(p,z) = Hf(z)+p- Hy(T). (5.16)

A condigao de KKT para o problema (P), onde z é um ponto regular, é dado por

V@) +p-Vg(@) =0, (1)
p-G@) =0, (2)

=0, (3)

g9(z) <0, (4)

onde G(z) é uma matriz diagonal tal que G(Z); = ¢:(z). O FDIPA é um método que

(5.17)

converge globalmente para os pontos de KKT, o trabalho (18) mostra que o método, além

de ser eficiente, é de facil aplicacdo, robusto e eficiente.

A partir de um ponto inicial, que esta no interior da regiao viavel, o algoritmo
apresentado gera sequéncias {z*} de pontos, com valores decrescentes quando avaliados

na fungao objetivo, e convergindo para um conjunto de pontos KKT do problema.

A cada iteragdo, uma diregdo de busca d é determinada resolvendo um sistema de
equagoes, que é uma direcao de descida para a func¢ao objetivo e também uma direcao
viavel de €2. Uma busca linear é entao realizada para garantir que o novo ponto seja

interior e o objetivo, seja mais baixo.

O sistema de equagoes (1) e (2) é resolvido em (Z, ;1) por meio de iteragdes de ponto
fixo, de tal que forma que a cada iteracao as equagoes (3) e (4) sejam sempre satisfeitas,

dessa forma sempre sao obtidas as solugoes de KKT do problema.

Uma iteragdo de Newton para a solugao de (1) e (2) comecando em (z, ) define

uma nova estimativa, (Z, o), resolvendo o seguinte problema

B Vyg(z)

(5.18)
AVgT(z) G(z)

[ - ] - lwm +p Vg@)]
o —p| p-G(z) 7
onde B = H(z,p) e A é uma matriz diagonal tal que Ay; = p;. E importante ressaltar que
a matriz B deve ser positiva definida para a garantia da convergéncia global do problema.
O sistema 5.18 é modificado, com o intuito de se obter uma melhor estimativa para o

ponto (Z, i), deste modo uma nova diregao ¢ definida
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do = 1o — T. (5.19)

Assim, o sistema 5.18 é reescrito da seguinte maneira

Bd, + 1,Vyg(z) = =V f(2) (5.20)
Ag" ()dy + peiG(z) =0, (5.21)

que fornece uma nova direcdo de descida e uma nova estimativa para u. Das equagoes
5.20 e 5.21, obtém-se que d, = 0 em um ponto critico. Entretanto, d, pode nao ser uma
direcao viavel, uma vez que, a medida que qualquer restricao tende a zero, a equacao 5.21
tende a uma direcao tangente da regiao viavel. Note que a equagao 5.21 pode ser reescrita

da seguinte maneira

:uzv.ng(x)da + ﬂazgz(a") = Oa ) 1a <P (522)

o que implica que

1V g; (x)do =0,
para todo i tal que g;(z) = 0.

Para contornar esse problema, define-se o seguinte sistema linear em d de f:

Bd+ iVg(z) = =V f(x), (5.23)
Ag"(z)d + G (z) = —pAw, (5.24)

obtido pela adicao de um vetor negativo do lado direito da igualdade de 5.21, onde os
escalares p e w € RP sdo positivos e g é uma nova estimativa de u. Agora, a equagao 5.24

é equivalente a

T
Vy; (z)d = —pw; <0,
para as restrigoes ativas, assim d é uma direcao viavel.

O termo —pAw produz uma deflexdo em d, na direcao do interior de 2. Finalmente,
como a deflexao de d,, é proporcional a p e como d,, é uma direcao de descida, ao estabelecer
limites superiores para p, ¢ possivel garantir que d também seja uma direcao de descida.

Como dLV f(z) < 0 os limites sdo obtidos impondo

A"V f(z) <edVf(x) e€(0,1), (5.25)
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o que implica d*V f(z) < 0. A condigao 5.25.

Observe que d pode ser obtido resolvendo o sistema

Bdg + 1ugVg(x) = 0, (5.26)
AV T (2)ds + 115G (7) = —Aw, (5.27)

e calculando d = d, + pdg. Para que d(x) seja um campo de direcao uniformemente viavel,
p também deve ser limitado por baixo. As ideias mostradas acima formam uma base para

os métodos iterativos que estamos estudando.

A seguir, apresentaremos o algoritmo base para problemas de otimizagao com
restricoes de desigualdade que converge globalmente para os pontos de KKT do problema.

O algoritmo ¢ escrito da seguinte forma:

Algoritmo 5.6.1. (FDIPA)

Paramétros
e€(0,1),n€(0,1), p>0ev e (0,1).

Dados iniciais
€O 0<pueRP, BeRY™ simétrica, positiva definida, e0 < w € RP.
e Passo 1: Cdlculo de uma direcao de busca

(i) Calcule (d, pia) Tesolvendo o sistema linear

Bd + 11aVy(x) = =V f () (5.28)
Ag" (2)do + p1a:G(x) = 0, (5.29)
Se d, =0, pare.

(71) Calcule (dg, ug) resolvendo o sistema linear

Bdg + psVg(x) =0, (5.30)
AV ' (z)ds + psG(r) = —Aw, (5.31)

(ii) Se dgV f(x) > 0, entdo
p = min{pldalll: (= — )T f(2) /AL £(2),

caso contrdario

p = ¢lldall2-

(tv) Calcule d = d, + pdp e fi = p1o + ppgs
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o Passo 2: Encontre o primeiro termo t da sequéncia {1,v,v* v3 ---} que satisfaz

flx+td) < f(z) + gV [T (2)d

gi(x +td) <0, se j; >0,

gi(z +td) < gi(x), se p; <O.
e Passo 3: Atualizagoes

(i) Defina © = x + td e defina novos valores para w > 0 e > 0 e B simétrica e

positiva definida.

(ii) Vi para o Passo 1.

A prova de convergéncia, a inclusao de restricoes de igualdade e testes numéricos sao

encontrados em (18).

O algoritmo FDIPA é bastante utilizado em problemas de otimizagdo com restrigoes,
vimos que o método utilizada das condi¢oes de KKT apresentadas no capitulo anterior
para definir a direcao de busca, além disso, podemos notar também que as condi¢oes

necessarias e suficientes de segunda ordem nao sao aplicadas nesse algoritmo.

O trabalho (8) apresenta variagoes do algoritmo FDIPA, o FDIPA-SDP, FDIPA-
SDP-NS e FDIPA-GSDP, que utilizam as condi¢oes de KKT para determinar a direcao de

busca. Além disso, os algoritmos utilizam o mesmo critério de parada do passo 1.

5.7 METODO DE FUNCAO DE BARREIRA

O Método de funcao de barreira é uma abordagem de otimizacao nao linear
que, em geral, transforma um problema restrito em um problema irrestrito, ou em uma
sequéncia de problemas irrestritos. Essas fungoes estabelecem uma barreira para dificultar
a aproximagao da solugdo da fronteira da regiao viavel (). A ideia principal é manter a
solucdo sempre no interior de 2 a cada processo iterativo. O problema de barreira sera

formulado a seguir, para isso considere o seguinte problema de otimizagao

Minimizar f(x)
(P){sujeitoa z€Q={zreR"|g(z)<0,} (5.32)
com j=12 ..p.

Onde f:R" - Reg:R" = RP, g(z) = (g1(2), g2(x), ..., gp(x)), s@o no minimo de
classe C*(R™).
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Problema de Barreira

Encontrar:

Inf 0(n)
sujeito a pu > 0

(5.33)

onde O(p) = inf{f(x) + uB(x) : g(z) < 0, x € Q}. Nesse caso, B é uma funcao de
barreira ndo negativa e continua na regiao {z : g(x) < 0}, e se aproxima de oo & medida
que o limite da regiao {x : g(z) < 0} se aproxima do interior. A funcao de barreira B ¢é

definida do seguinte modo

m

B(z) = _dlgi(x)], (5.34)

i=1

onde ¢ é uma func¢do univariada que é continua sobre {y : y < 0} e satisfaz

o(y) >0,sey <0, e lim ¢(y) = oc. (5.35)

y—0—

Para mais detalhes e exemplos, ver (1).

Os autores de (1) mostram que, sobre certas condigoes, inclusive a de regularidade
que apresentamos no capitulo anterior, o Método de funcao de barreira produz uma
sequéncia de estimativas de Multiplicadores de Lagrange que convergem para um conjunto

otimo de multiplicadores.

A seguir apresentaremos os passos do algoritmo utilizando a funcao de barreira

5.34 para o problema de programagao nao linear (P).

o« Método de funcao de barreira

i) Etapa de inicializacao: Seja ¢ > 0, um escalar de terminacao, e escolha um
i) Et de inicializacao: Sej 0 lar de t inaca lh
ponto x1 € Q com g(z1) < 0. Seja uy >0, 5 € (0,1), defina k = 1 e v4 para a

etapa principal

(ii) Etapa principal: Comegando com xj, resolva o seguinte problema:

Minimize f(z) + . B(z)
sujeito a g(z) < 0
x € (.
Seja xp,1 uma solugdo 6tima e va para o proximo passo.

(iii) Se pugpB(zgs1) < €, pare. Caso contrario, faca ppy1 = Buk, k =k + 1, e va para

o passo (ii).
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O método de funcao de barreira para resolver problemas de otimizacao nao linear restritos
possui algumas dificuldades computacionais. Inicialmente, a busca deve comecar com um
ponto x € Q com g(z) < 0, como ja vimos, encontrar tal ponto pode nao ser uma tarefa
facil, por fim, devido a estrutura da funcao de barreira B, e para valores pequenos de u, a
maioria das técnicas de busca pode encontrar problemas de condicionamento e dificuldades
com erros de arredondamento ao resolver o problema de minimizar f(x) + uB(z). Para

mais detalhes, ver (1).

5.8 METODO DE REESCALONAMENTO NAO LINEAR BASEADO NA FUNCAO
BARREIRA LOGARITMICA MODIFICADA

Nessa secao apresentamos o Método de Reescalonamento nao linear baseado na
fungao logaritmica modificada (26). O método de reescalonamento baseado na fungao
barreira logaritmica modificada que apresentamos a seguir é desenvolvido no trabalho (26)

e tem como base os métodos da Lagrangiana aumentada nao quadratica.

Os métodos de reescalonamento visam transformar o problema de otimizacao
original, reescalonando a fungdo objetivo e/ou as restri¢oes e assim obter outro problema,

equivalente ao problema inicial, que possui a mesma solucao.

A transformacao nao linear realizada depende de um parametro positivo, e baseia-
se em uma funcao suave, denominada funcao de reescalonamento. Os seguintes passos
fazem parte do método de reescalonamento: minimizagao irrestrita da fungdo Lagrangiana
classica do problema equivalente e atualizagoes das variaveis primais e duais, ou seja, os

Multiplicadores de Lagrange.

A funcao de reescalonamento citada acima pertence a uma classe de fungoes suaves

(V) e satisfaz as seguintes propriedades:

2. U'(t) >0,
3. U'(t) <0,

4. limy oo U'(t) = 0.

Onde ¥ € C? definida no intervalo (a, +00), —0o < a < 0, tal que ¥(a) = —cc e
U'(a) = +oo.

Para cada funcao ¥ definida, origina-se um tipo de método de reescalonamento nao
linear. O método que apresentado no trabalho (26) utiliza a fungao definida da seguinte

maneira

U(t) =1In(t+1), onde V¥:R—R. (5.36)
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O método considera o seguinte problema de otimizacao

Minimizar f(x)
7 Z = 17 K’ m (5.37)
, J=LKT

sujeito a  h;(x

)=
gj(r) >0

Onde f:R" - R, h; : R* - R e g; : R* = R, sdo no minimo de classe C*(R").

Para iniciar a construcao do algoritmo é preciso obter o problema equivalente de
5.37. Inicialmente, sao inseridas as varidveis de excesso s; nas restrigoes de desigualdade

no problema, obtendo:

Minimizar f(z)
sujeito a  hi(x) =0, i=1,K,m
gi(x) —s; =0, j=1LKr
5,20, j=1K,r.

(5.38)

A seguir, o sistema 5.38 é reescalonado e parametrizado, mediante um parametro
de relaxacao positivo ¢, as restricoes de desigualdade do problema 5.38 resultando no

seguinte problema equivalente:

Minimizar f(z)
sujeito a  hi(z) =0, i=1,K,m
gi(x) —s; =0, j=LKr
c'ln(es;+1)>0 j=1,K,r

(5.39)

O trabalho mostra que as alteracoes realizadas no problema original nao alteram a regiao
viavel.

O primeiro passo do algoritmo é minimizar o problema 5.39 considerando u fixo,
isso ¢ feito através das condigOes necessarias de primeira ordem, que para este problema

podem ser escritas da seguinte maneira

VL(z,s, A\, 7, u) = 0. (5.40)

Com a solugao do sistema obtem-se as dire¢oes que atualizarao x, s, A\ e w. Para os

multiplicadores de lagrange 11;, a seguinte regra ¢ utilizada

pitt =gl (sf 1), =1 K

O algoritmo é constituido por dois loops, sendo eles, o loop externo e o loop interno.

O loop interno possui os seguintes passos: resolucao do sistema 5.40, determinacao do
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tamanho do passo e atualizacdo das variaveis. Ja o loop externo controla a convergéncia
global do problema através das condi¢oes de KKT para o problema 5.38, além disso, o
loop é responsével por atualizar o multiplicador p*.

Sejam os pontos z¥, s*, A 7% e ¥ obtidos na k-ésima iteracio do algoritmo, as

condigoes de KKT utilizadas como critério de parada para o loop externo sao

o V(") + S0 Nehy(2) + S0, wh(aF) — Sy phish =0

o hi(z¥) =0, i=1,Km
gj(xk)—sé?:O j=1Kr
sh>0 j=1,K,r

e pu; 20 g=1,..,r

° M?g]<xk)>0 J=1..,7

O algoritmo finaliza as condi¢oes de KKT forem satisfeitas. Para mais detalhes do loop

interno e aplicagoes numéricas do algoritmo ver (26).

O algoritmo apresentado nessa secao utiliza fortemente as condi¢cdes de KKT vistas
no capitulo anterior, assim como o algoritmo FDIPA, as condi¢oes de segunda ordem nao

aplicadas no contexto computacional.

5.9 FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS

No decorrer das secoes anteriores, estudamos alguns métodos numéricos que utili-
zam, de algum modo, os resultados estudados no capitulo anterior. O uso de ferramentas
computacionais é fundamental para a implementacao de tais métodos, além disso, existem
alguns softwares que também fazem uso dos resultados vistos anteriormente. Softwares
como o0 MATLAB e bibliotecas de c6digo aberto como o SciPy em Python desempenham
um papel essencial ao fornecer plataformas robustas e flexiveis para otimizacao. Nesta

secao vamos apresentar alguns software de grande utilidade na programacao.

5.9.1 FMINCON - MATLAB

O fmincon (find minimum of constrained nonlinear multivariable function (23)) é
uma func¢do do MATLAB, que estd integrado na parte do Optimization Toolbox, usada
para minimizacio de funcdes néo lineares com vérias varidveis, sujeitas a restri¢oes. E
projetada para resolver problemas de programagcao nao linear, considerando restricoes de

igualdade e desigualdade, bem como limites superiores/inferiores para as variaveis.

Como um software de aplicacdo para solucdo de problemas de otimizacao nao

linear com restricoes, o FMINCON utiliza algoritmos que, na pratica, buscam solugoes
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que satisfacam as condi¢oes de KKT. Ele faz isso internamente, calculando derivadas,
Lagrangianos e trabalhando com multiplicadores de Lagrange de maneira implicita. O
software possui varios algoritmos em sua base de dados, e conforme o método de otimizagao
escolhido, o FMINCON resolve uma série de subproblemas de otimizagdao que aproximam
as condigoes de KKT.

Entre os métodos disponiveis no software que estao diretamente ligados aos resulta-
dos apresentados no capitulo anterior podemos destacar: fmincon Trust Region Reflective
Algorithm, fmincon Active Set Algorithm e fmincon Interior Point Algorithm que trabalha
diretamente com as condi¢oes de segunda ordem associada a func¢ao lagrangeana, deste

modo, destacamos o seguinte passo do algoritmo, denominado Passo Direto

e Passo Direto

H=V’f(x)+ Z A V2gi(z) + Zujvzhj (x). (5.41)

Conforme podemos ver em (23), por padrao, o algoritmo primeiro tenta dar um passo
direto, pois possui uma convergéncia mais rapida, porém esse ¢ o passo computacionalmente

mais complexo e custoso.

5.9.2 CVX - MATLAB

O sistema CVX é um software desenvolvido na plataforma MATLAB e tem como
finalidade a construgao e solucao de problemas de otimizacao convexa disciplinada. O
CVX tem suporte para uma série de tipos de problemas padrao, incluindo programas
lineares e quadraticos, programas de cone de segunda ordem, programas semidefinidos e
programacao nao linear restritos, além disso, o CVX também pode resolver problemas de
otimizagdo convexa mais complexos, como, por exemplo, problemas que envolvam fungoes

nao diferencidveis.

Um ponto importante que destacamos no software CVX é que, em termos de funcao
lagrangeana, todo problema de otimizacao convexa quando é resolvido pelo CVX tem
automaticamente o seu problema dual resolvido. Além disso, o software possui comandos
especificos a fim de declarar as variaveis duais, ou multiplicadores de lagrange. Deste
modo, o software garante a solu¢ao de um problema de otimizacdo convexa através das
condi¢oes KKT.

Para aplicagbes do software em problemas de otimizagao, ver (15, 16).

5.9.3 SciPy - optimize

O SciPy (Scientific Python) é um software de c6digo aberto para a linguagem

de programagcao Python, utilizada em dreas como matemaética e engenharia. O software
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fornece fungoes e algoritmos avangados para computacao, permitindo o desenvolvimento
de aplicagoes complexas em areas como algebra linear, otimizacao, integracao, estatisticas

e resolucao de equagdes diferenciais.

O SciPy possui um modulo especifico para a area de otimizacao, chamada SciPy
- optimize, esse mdédulo fornece algoritmos para resolver problemas de otimizacdo nao
lineares (com suporte para algoritmos de otimizagao local e global), programagao linear,
minimos quadrados restritos e nao lineares, descoberta de raiz e ajuste de curva. Entre os
métodos disponiveis no software podemos destacar o Método multidimensional de Newton,

Direcoes conjugadas e Método quasi-Newton, que estudamos nesse capitulo.

Existem varios métodos numéricos que podemos utilizar em problemas de oti-
mizagao, e seria impossivel citar todos nesse texto. Estamos interessados em métodos
que, de algum modo, utilizam os resultados tedricos do capitulo anterior em algum passo
da iteracao. Dito isto, é importante destacar que existem algoritmos que nao utilizam
o que foi nenhum resultado apresentado, como, por exemplo o Método de busca de
Coordenadas Ciclicas, que nao utiliza as derivadas da fungao objetivo, e os Algoritmos
Genéticos (AG), que se diferem dos algoritmos de otimizagao classicos, em geral, os
algoritmos genéticos trabalham com uma codificagdo do conjunto de parametros, com
um espaco de busca onde estao todas as possiveis solugoes do problema. Além disso os
AGs utilizam como critério de parada um nimero pré-determinado de passos nas iteracoes.
Os AG sao bastante eficientes na busca de solu¢oes 6timas em uma grande variedade de
problemas, porém nao utilizam de nenhuma das condi¢oes de otimalidade deste trabalho.

Para mais informagoes sobre Algoritmos Genéticos, ver (14, 19).
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6 CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho as condi¢oes de otimalidade para problemas de otimi-
zagao restritos e irrestritos. Vimos que, para problemas de otimizacao sem restrigoes com
fungoes de uma variavel, uma condigdo necessaria para que o ponto seja um minimizador
do problema ¢é que este, seja um ponto critico, vimos que é possivel classificar a natureza
deste ponto critico com a segunda derivada, que chamamos de condicao de segunda ordem,
em que, basta que a derivada segunda seja positiva, para se ter um minimo. Para o caso
onde a segunda derivada ¢ nula, o teste é inconclusivo. Para fungoes de varias variaveis, o
teste de segunda ordem é feito pelo estudo da matriz Hessiana de f, no qual, para um
minimo local, é suficiente que a matriz seja positiva definida. Tais resultados, apresentados
no Capitulo 3, apesar de simples, sao uteis para o entendimento do texto que se seguiu,
uma vez que, conforme visto, a ideia central da teoria dos multiplicadores de Lagrange
¢é transformar um problema com n variaveis e m restrigdes em um problema com n + m

variaveis e irrestrito.

Transformar um problema restrito em um problema irrestrito pode ser feito com o
auxilio da funcao lagrangiana classica, que combina a func¢do objetivo e as restri¢goes do
problema em uma tnica expressido. Ao calcular as derivadas parciais de primeira ordem
dessa nova funcao, encontramos um sistema de equagoes associado as condigoes de primeira
ordem, onde os pontos que sao solucoes do sistema sao pontos criticos da lagrangiana,
e assim, possiveis minimizadores do problema original. Outro fator importante ligado
a funcao lagrangiana é a possibilidade de classificagao dos pontos criticos através do
determinante Hessiano Orlado. No Capitulo 4 apresentamos uma maneira de se obter esse
determinante, ressaltando a importancia do calculo para a analise dos pontos obtidos na
resolucao do sistema de primeira ordem. Além disso, ndo encontramos na literatura uma

apresentacao mais explicita e organizada do calculo do hessiano orlado.

O método dos multiplicadores de Lagrange, na teoria, mostra-se bastante eficaz
para encontrar os extremos de uma fungao, uma vez que as restri¢oes estao bem definidas
e o método sempre segue um conjunto fixo de passos matematicos, em um processo
bem estruturado. Obviamente, o método depende da diferenciabilidade das funcoes e da
existéncia de solugoes viaveis. Se essas condigoes forem satisfeitas, o procedimento e o
resultado serao determinados sem aleatoriedade, diferentemente de métodos estocasticos

ou heuristicos.

Apesar de ser uma ferramenta para o calculo das solu¢ées de um problema de
otimizacao e fornecer a possibilidade da analise tedrica dos problemas, para situacoes onde
sao apresentados problemas com muitas variaveis e restricoes, o sistema de equagoes deri-
vado da lagrangiana pode se tornar extremamente complexo, exigindo técnicas numéricas

avancadas, o que pode ser computacionalmente inviavel, além disso, o método exige que
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as funcoes sejam no minimo C2.

Finalmente, como discutido no Capitulo 5, algoritmos como o Método do Gradiente,
Método de Cauchy, Método de Zoutendijk, o FDIPA e suas variacoes, entre outros,
utilizam em seus passos as condigoes de primeira ordem para a resolugao de problemas
de programacao nao linear. Esses métodos se destacam pela eficiéncia na convergéncia e
pela menor complexidade computacional. No entanto, as condigoes de segunda ordem,
apesar de serem capazes de fornecer resultados mais precisos e robustos, sua aplicagao
é menos frequente, devido ao seu elevado custo computacional. Por fim, a aplicacdo de
métodos que se baseiam nessas condig¢oes é mais apropriada para problemas onde o tempo
de processamento nao é um elemento crucial, mas ainda enfrenta desafios significativos em

contextos que exigem solugoes rapidas e de baixo custo computacional.
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