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RESUMO

Dados composicionais descrevem parte de um todo, geralmente somando um, no caso
de proporgoes, ou cem, no caso de porcentagens. Os métodos tradicionais de anélise
multivariada nao se mostram adequados para a manipulagao deste tipo de dados. Nesta
monografia sao abordados os métodos para analises de dados composicionais, desde o
espaco amostral adequado, chamado Simplex, operagoes composicionais, as transforma-
¢oes log-razao até a visualizagao de dados. Em particular, é abordado o caso em que as
composigoes sao as variaveis preditoras de uma anélise de regressao. Assim, foi discu-
tido o modelo de regressao Dirichlet e o processo de estimagao pelo Método da Maxima
Verossimilhanca. Para avaliar a eficicia deste modelo de regressao, sao feitas simulagoes
através do método de Monte Carlo para a estimacao de parametros de regressao, em que
se verificou tendéncia de aproximacao das estimativas aos parametros conforme aumento
do tamanho da amostra. Posteriormente, sao feitas aplicagoes nas bases de dados do
Lago Artico, de campedes brasileiros de futebol e de campedes nacionais de futebol no
ano de 2022. Nestas aplicacoes sao empregadas as técnicas de visualizagao, estatisticas
descritivas e regressao adequadas aos dados. Para os dois ultimos conjuntos de dados,
foram escolhidas a composicao de vitorias, empates e derrotas como variaveis resposta
e ajustado um modelo de regressao Dirichlet, sendo possivel perceber o comportamento
desta composicao nos campeoes nacionais de futebol.

Palavras-chave: dados composicionais; regressao Dirichlet; simulacao de Monte Carlo.



ABSTRACT

Compositional data describe parts of a whole, usually summing to one in the case of
proportions, or one hundred in the case of percentages. Traditional multivariate analysis
methods are not suitable for handling this type of data. This thesis addresses meth-
ods for analyzing compositional data, covering topics such as the appropriate sample
space, known as the Simplex, compositional operations, log-ratio transformations, and
data visualization. In particular, it focuses on cases where compositions are the predic-
tor variables in a regression analysis. The Dirichlet regression model and the estimation
process through the Maximum Likelihood Method are discussed. To evaluate the effective-
ness of this regression model, simulations were performed using the Monte Carlo method
for parameter estimation, revealing a tendency for the estimates to converge toward the
parameters as the sample size increased. Subsequently, applications were made to the
Arctic Lake dataset, Brazilian football champions, and national football champions in
2022. In these applications, visualization techniques, descriptive statistics, and regression
appropriate for compositional data were employed. For the latter two datasets, the com-
position of wins, draws, and losses was chosen as the response variable, and a Dirichlet
regression model was fitted, allowing for insights into the behavior of this composition
among national football champions.

Keywords: compositional data; Dirichlet regression; Monte Carlo simulation.
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1 INTRODUCAO

A aquisicao, analise e interpretacao de dados sao fundamentais em diversas areas da
ciéncia e setores industriais. Entretanto, & medida que a capacidade de coletar infor-
magoes continua a crescer exponencialmente, surge uma complexidade adicional: a pre-
senca de dados composicionais. Eles descrevem partes de um todo, que sao comumente
apresentados como vetores de proporgoes, concentracoes, frequéncias ou porcentagens
(PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE; TOLOSANA-DELGADO, 2015). Sao dados nao-
negativos que, geralmente, somam um ou 100. E comum encontrar aplicagoes nas mais
variadas areas da ciéncia como Geologia, Nutricao, Quimica e Medicina, por exemplo.
Seguem alguns exemplos de problemas composicionais para ilustrar aplicagoes praticas.

Imagine que uma pessoa anote quanto tempo ela passa em atividades especificas du-
rante um dia, como dormir, comer, viajar, trabalhar e relaxar, até que tenha contabilizado
um total de 24 horas - agora ela tera um conjunto de dados composicionais. Essa pes-
soa pode repetir esse processo ao longo de véarios dias, obtendo um conjunto diferente
de valores que quantificam suas atividades a cada dia, até que tenha uma tabela ou ma-
triz desses conjuntos de observagoes, geralmente salva em uma planilha. As linhas dessa
tabela representarao os dias e as colunas representarao as diferentes atividades. A ca-
racteristica importante desses dados é que a soma de cada linha sempre sera igual a 24
horas: essa propriedade de soma constante para cada conjunto de valores torna os dados
composicionais. Por que nao tentar fazer isso ao longo de algumas semanas? Se o fizer,
terd sua propria tabela de dados composicionais que poderé analisar, o que permitira que
ela compreenda melhor seu padrao diario de comportamento (GREENACRE, 2018).

Um outro exemplo é um experimento, em que foi observado o leite de trinta vacas com
o intuito de melhorar a qualidade do mesmo. O leite foi avaliado quanto & composicao
da dieta antes e depois de um regime dietético e hormonal rigorosamente controlado
ao longo de um periodo de oito semanas. Embora variacoes sazonais na qualidade do
leite pudessem ter sido consideradas negligencidveis durante esse periodo, foi decidido
ter um grupo de controle de trinta vacas mantidas nas mesmas condi¢oes, mas sob um
regime regular estabelecido. As sessenta vacas foram alocadas aleatoriamente aos grupos
de controle e tratamento. O conjunto completo de composicoes de leite antes e depois
para as sessenta vacas mostra as proporgoes, em peso, de proteinas, gordura do leite,
carboidratos, calcio, sddio e potassio em relacao ao contetido dietético total. O objetivo
do experimento era determinar se o novo regime produziu alguma mudanga significativa
na composicao do leite, portanto, é essencial ter uma ideia clara de como a mudanca nos
dados composicionais é caracterizada por alguma operacao significativa. Uma questao
fundamental aqui é, portanto, como formular hipoteses de mudanca nas composigoes e,

de fato, como podemos investigar toda a gama dessas hipoteses (AITCHISON, 2005).
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Além desses, outros exemplos sao geografos que estudam o uso da terra podem encon-
trar uma proporcao maior de terras agricolas dedicadas a uma cultura especifica onde ha
mais terra disponivel. E cientistas politicos que estudam as porcentagens de votos para
partidos politicos também estao interessados em quantos votos foram langados no total.
Da mesma forma, em ecologia comunitaria, bem como em boténica, sao feitas amostras
de quantidades fisicas iguais (por exemplo, volumes iguais em biologia marinha ou &reas
iguais em botanica, chamadas "quadrats"), e as espécies presentes em cada amostra sao
identificadas e contadas. Os ecologistas estao interessados tanto na composicao das amos-
tras, ou seja, qual proporcao de espécies A, B, C, etc., é encontrada em uma amostra em
relagao ao total encontrado, quanto se o total encontrado na amostra esta relacionado com
a composicao, por exemplo, se a espécie A é proporcionalmente mais comum em amos-
tras que sao mais abundantes em geral. De interesse adicional no mesmo contexto esta a
diversidade de cada amostra, ou seja, quantos tipos diferentes de espécies estao presentes,
o que também afeta seus valores composicionais (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE;
TOLOSANA-DELGADO, 2015).

Apesar de estar nas mais diversas areas do conhecimento, esse tipo de dados é par-
ticularmente complexo de trabalhar-se, estatisticamente falando, pois apresenta relagao
entre duas ou mais variaveis, sem nenhuma explicacao légica ou significado teorico, o
que Pearson em 1897 chamou de correlagao espuria. Por isso, as analises multivariadas
tradicionalmente usadas nao dao uma interpretacao correta das correlagoes encontradas.

Entao, na década de 1980, o escocés John Aitchison desempenhou um papel funda-
mental na introdugao do conceito de composi¢ao de dados e no desenvolvimento de téc-
nicas estatisticas essenciais para sua anélise. Ele introduziu abordagens que se baseiam
em diversas transformacoes log-razao. Essas transformacoes possibilitaram a utilizacao de
técnicas tradicionais de Anélise Multivariada nos dados transformados, o que, por sua vez,
permitiu que as conclusoes obtidas fossem reinterpretadas em relagao aos dados originais.
Desde entao, cada vez mais conhecimento sobre o tema é produzido e consequentemente

aplicado em analises de variadas areas.

1.1 OBJETIVO

Esta monografia tem como objetivo realizar uma analise de regressao Dirichlet de
dados composicionais, passando pelos métodos mais classicos de anélise composicional
até um estudo de simulacao, avaliando o desempenho na estimacao de parametros de

regressao e aplicagao em trés bases de dados reais.

1.2 JUSTIFICATIVA

Conforme posto na Introducao, quando sao utilizadas técnicas tradicionais de analise

estatistica em dados composicionais, ocorrem erros causados pela correlagao esptria, de-



11

finida por Pearson. Assim, o trabalho se justifica por mostrar o processo de trabalhar de
forma congruente os dados composicionais no espaco amostral adequado, desde operagoes
basicas, transformagoes e visualizagoes no mesmo, além de apresentar como funciona um
modelo de regressao composicional multivariado através de teoria, simulacao e aplicacoes

praticas.
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2 DADOS COMPOSICIONAIS

Conforme apresentado no capitulo anterior, os dados composicionais apresentam uma
correlagao espuria e por isso requerem métodos adequados para suas aplicagoes. As-
sim, neste capitulo sao apresentados o seu espaco amostral, as operacgoes, propriedades
e transformacoes das composicoes, além de medidas descritivas e graficos para dados

composicionais.

2.1 ESPACO SIMPLEX

O espaco amostral de dados composicionais é o Simplex, definido da seguinte forma:

D
SD: y:[y17y27"'7yD]yi>077;:172a---7D;Zyi:c )
=1

em que y é o vetor com D partes, cada uma delas com informacoes reais positivas e com
informacao relativa de um todo. Além disso, ¢ é uma constante qualquer, mas frequen-
temente sao apresentadas como um ou cem. Isso ocorre porque existe uma equivaléncia
de composigoes, ou seja, ¢ possivel multiplicar y e ¢ pela mesma constante positiva A
para obter um vetor composicional equivalente. Assim, essa propriedade é muito tutil
nao s6 para apresentar os resultados como porcentagem ou frequéncia, mas para fazer
equivaléncia entre diferentes unidades de medicdo. E o que permite facilmente comparar

composigoes de minerais em gramas e kilogramas, por exemplo.

2.1.1 Operagoes Composicionais

Muitas vezes os pesquisadores nao estao interessados em todos os elementos da com-
posicao. Assim, é possivel fazer subcomposi¢bes apenas com as variaveis de interesse.
Deste modo, é muito comum a utilizacao de subcomposigoes, as quais apresentam as mes-
mas propriedades da composicao. O modo usual de transformar a composicao em uma

subcomposicao é através da chamada operacao de fecho, definida a seguir:

ky kyo kyp
Cly) = : e , (2.1)
Zz‘il Yi Zi’il Yi Zi’il Yi

em que o resultado da operacao de fecho é uma reescala do vetor inicial e a constante

k é a soma dos seus componentes. Assim, é possivel selecionar os atributos desejados e
realizar a operacao de fecho para trabalhar com alguns dos elementos do vetor original,
mantendo as informacgoes mais importantes. Essa operagao também pode ser realizada

para apresentar os dados numa escala desejada.
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Ja a operacao de soma no espago Simplex, neste caso também conhecida como per-

turbagao. A soma de dois vetores composicionais y e z é dada por:

y @z =C(y121, Y222, - -, Ya¥z),

em que C(.) é a operagao de fecho definida na Equacao (2.1). Existe também o produto

por escalar no Simplex, definida como:

yRk=Cytus,. .. uh),

em que C(.) é a operagao de fecho e k é uma constante real qualquer. Ja o produto interno

de Aitchison é definido como:

X,y A Dzyzlnﬁln

i>7

Assim, a norma de um vetor composicional pode ser definida:

lylla =V {y.¥)a.

A distancia de Aitchison entre dois vetores composicionais é:

da(x,y) = |xexyla= DZZ <ln——1 yz)

i—j 1>7 ]

Define-se a média geométrica de um vetor composicional como:

9y) = ¥/viv2- - up.

2.1.2 Propriedades de Dados Composicionais

Trés condicoes devem ser completamente atendidas por qualquer método estatistico
que for aplicado a composigoes: invariancia de escala, invariancia de permutacao e coe-
réncia subcomposicional (AITCHISON, 1982).

A caracteristica mais importante de dados composicionais é que eles carregam apenas
informagoes relativas (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE; TOLOSANA-DELGADO,
2015). Brevemente citada na segao anterior, a invariancia de escala pode ser matematica-
mente definida como: seja f(.) uma fungao qualquer definida em R?. Esta fun¢ao possui
invariabilidade de escala se para qualquer valor real positivo A € R, e para qualquer
composicio y € SP satisfaz f(\y) = f(y). Isto &, ela produz o mesmo resultado para
todos os vetores composicionalmente equivalentes. Assim, este principio diz que qualquer

alteragao na escala dos dados originais nao tem efeito. Portanto, se os dados originais
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forem multiplicados por qualquer fator de escala k, como uma mudanga de unidades, os
dados composicionais permanecerao inalterados apos a operacao de fecho.

A invariancia de permutacao significa que os resultados nao dependem da ordem em
que as partes aparecem em uma composicao. Embora em um conjunto de dados com-
posicionais as partes estejam todas ordenadas da mesma forma para cada amostra, as
partes devem poder ser reordenadas em todo o conjunto de dados, ou seja, as colunas do
conjunto de dados sao permutadas sem afetar os resultados.

A coeréncia subcomposicional significa que os resultados obtidos para um subconjunto
de partes de uma composi¢ao, ou seja, uma subcomposi¢ao, devem permanecer 0os mesmos
que na composicao completa. Na subcomposicao cada elemento permanece na mesma

proporc¢ao em relagao aos demais quando comparada ao vetor composicional original.

2.2 TRANSFORMACOES COMPOSICIONAIS

Considere uma composicao y = [y1, %, - - ., yp] € S e os coeficientes k; € R para todo

i1 =1,2,...,D. Logcontraste ou lograzao é uma fungao:

D D
fly) = Zk‘ilnyi, com Zkz =0.
=1 i=1

Em algumas aplicagoes, logcontrastes sao facilmente interpretadas. Um exemplo tipico
é o equilibrio quimico. Considere uma composi¢ao quimica D—parte, denotada por y e
expresso em proporgoes molares. Uma reacao quimica envolvendo quatro elementos pode

ser

kiyr 4 kaya = ksys + kaya,

em que outras partes nao estao envolvidas. Os kis, chamados coeficientes estequiomé-
tricos, sao normalmente conhecidos. Se a reacao é conservacionista de matéria, entao
]{31 + k’g = l{?3 + ]{74. A fungéo

.y
N ki’
3 4
Y3 Ya
é um logcontraste porque ki + ko — k3 — ky = 0. Sempre que essa reacao quimica esta em
equilibrio, essa logcontraste deve ser constante e, portanto, desvios dele pode ser inter-
pretado como desvios do equilibrio (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE; TOLOSANA-
DELGADO, 2015, apud Boogaart et al., 2013).

Na década de 1980, passou a ser conhecida como anélise de lograzao para problemas
de dados composicionais, devido a compreensao da importancia do principio da invari-
ancia de escala. Isso, juntamente com a consciéncia de que os logaritmos de razoes sao
matematicamente mais trataveis do que as proprias razoes, levou a defesa de uma téc-

nica de transformacao envolvendo lograzoes dos componentes. Havia dois concorrentes
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6bvios para isso. Entdo, a chamada transformagao de lograzao aditiva ( em inglés additive

logratio transformation, daf a sigla alr) alr : SP — RP~! é definida por:

z =alr(y) = llog <£),log <2> ,...,log <yD_l>] ,
YD YD Yp

em que os primeiros D — 1 componentes sao divididos pelo tltimo componente yp. A

funcao inversa, alr'™ : RP=1 — SP & definida por:

y = alr™'(z) = C(exp 21, exp 2, . . ., €Xp Zp_1),

em que C é a operagao de fecho anteriormente definida. Essa transformagao leva a com-
posicao para todo o espaco RP~! o que permite usar analises multivariadas padrao sem
restri¢goes nos dados transformados. Devido & natureza biunivoca da transformacao, pode-
se transferir quaisquer inferéncias de volta para o Simplex e para os componentes da
€cOmposicao.

A transformacao alr é assimétrica em relacao as partes, e as vezes é conveniente tratar
as partes de maneira simétrica. Isso pode ser alcancado pela chamada centred logratio

transformation (clr):

z=clr(y) = llog (%),log (%) ,...,log (%)],

em que g(x) é a média geométrica. A fungao inversa é, portanto,

y =clr Y(z) = C(exp z1,exp 2, .. ., €Xp 2p_1).

Também existe a transformagao isometric log-ratio transformation (ilr), que é uma
transformacao que fornece as coordenadas de qualquer composicao em relacao a uma base
ortonormal especifica. Seja [e;,ea,...,ep_1] uma base ortonormal de SP e considere a
matriz ¥ de tamanho D—1, D na qual as linhas sdo o vetor ¥; = clr(e;),i =1,2,...,D—1

Esta matriz é chamada de matriz de contrastes associada a base ortonormal . Cada
linha é denominada um contraste. Uma base ortonormal satisfaz (e;, e;)4 = d;;, em que
0i; equivale ao delta de Kronecker, que é nulo para ¢ # j e um para ¢ = j. Isso implica

que

1
ool =1, ,, 90" =1, — (5) 151p,

em que 1p_1,1p sao as matrizes identidade das dimensoes D — 1 e D respectivamente.
1p & o vetor de uns de tamanho D. Escolhida a base ortonormal, a composicao y € SP ¢

exXpresso como

yf = <yaei>A-
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Assim, a transformacao ilr pode ser definida como

y* =ilr(y) = clr(y). ¥’

E a sua funcao inversa é

2.3 ANALISE DESCRITIVA DE DADOS COMPOSICIONAIS

No caso dos dados composicionais, as estatisticas descritivas tradicionais nao sao
muito informativas. De acordo com (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE; TOLOSANA-
DELGADO, 2015), "em particular, a média aritmética e a varidncia ou o desvio padrao
das partes individuais nao se encaixam na geometria de Aitchison como valor de tendéncia
central e medidas de dispersao". Sobre essas medidas, Boogart e Tolosana-Delgado (2013)

afirmam que:

Aitchison (1986) destacou que estatisticas significativas de tendéncia
central, de dispersao e de codependéncia devem possuir algumas pro-
priedades de invaridncia em relagao as manipulagoes mais razoaveis do
conjunto de dados:

- Traduzir (perturbar com uma composicio constante) um conjunto de
dados nao deve alterar a estrutura de dispersao ou de codependéncia de
nenhuma forma, apenas traduzir o centro.

- Redimensionar (por exemplo, alterar as unidades de) um conjunto de
dados deve simplesmente redimensionar o centro, enquanto tem uma
influéncia quadratica na dispersao e na codependéncia (porque as vari-
ancias tém as unidades do conjunto de dados, mas ao quadrado).

Assim, o centro ou média composicional é definido por:

N N
1 1

— —1 o

gy =clr N nEZI cr(y,) | =C|exp N nEZI In(y,) | |

em que § representa o centro de um vetor Y com /N observagoes e D partes composicionais.
Assim, y,, representa a enésima observagao, na enésima linha de Y e C(.) é a operagao
de fecho.

Ja como uma medida de variabilidade dos dados composicionais, nao existe um equi-
valente como no caso do centro, que pode ser construido diretamente para as composigoes
originais. Em vez disso, a atencao ¢ tradicionalmente direcionada para a informacao de
origem em uma composi¢ao, para razoes logaritmicas par a par. Isso resulta na chamada
matriz de variagao (Aitchison 1986), que é formada pelas variancias de todas as razoes

logaritmicas par a par. A matriz de varia¢ao é definida como:
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T(y) = [t:) = [{ log (%) }] .

em que T(y) é uma matriz simétrica, com diagonal principal de zeros e ndo pode ser
expressa como uma matriz de covariancia padrao de um vetor. Além disso, é possivel
notar que cada entrada dessa matriz nao depende da escala, uma vez que ela 4 cancelada
ao se tomar as razoes.

Uma medida de dispersao global de uma amostra composicional é a variancia total,

dada por:

2.4 VISUALIZACAO DE DADOS COMPOSICIONAIS

Saber como visualizar dados composicionais é especialmente 1til para compreender e
interpretar suas propriedades. A restricao de soma fixa nos dados composicionais leva a
uma representacao geométrica especial das composi¢oes em um espago Simplex. A forma
mais simples de um Simplex é um tridngulo, que contém composi¢oes com trés partes.
Composigoes com quatro partes sao contidas em um tetraedro tridimensional. Simplex de
dimensoes mais altas, que nao podem ser visualizados diretamente, contém composicoes
com mais de quatro partes (GREENACRE, 2018).

No entanto, antes de passar ao espaco Simplex é possivel visualizar os dados de forma
preliminar e simples através de graficos de barras. As Figuras 1 e 2 referem-se ao conjunto
de dados Vegetables, disponivel no pacote easyCODA do R. Neste conjunto estao presentes
os percentuais de carboidrato, gordura e proteina de dez vegetais (fonte: US Department
of Agriculture, https://ndb.nal.usda.gov/ndb/nutrients/index).
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Figura 1 — Grafico de Barras

Fonte: Greenacre, Michael (2019, p. 10)

Apesar de nao estar incorreto, nao é possivel perceber pela Figura 1 que tratam-se de
dados composicionais. Ja pela Figura 2 tanto tem-se a ideia de composi¢ao quanto é mais

facil a comparagao entre os percentuais de cada vegetal.

Beans(soya) I — —
Broccoli I e -
Spinach N -

Asparagus Y

Peas I —
Mushrooms N T -
Corn I e

Onions N I —
Carrots I
Potatoes (boiled ) 5 i —

Vegetables

I I I ! I I
0 20 40 60 80 100

M Protein M Carbohydrate M Fat

Figura 2 — Gréafico de Barras Horizontais Estacadas

Fonte: Greenacre, Michael (2019, p. 10)

Uma outra forma de visualizar dados composicionais sao os diagramas ternarios, que
sao semelhantes a graficos de dispersao, porém com uma forma triangular, adequada as

composigoes de trés partes. Esse tipo de grafico permite observar trés variaveis bidimen-
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sionalmente. A Figura 3 ilustra um diagrama ternario. Os dados sao de geoquimica de

sedimentos glaciais (fonte: Tolosana-Delgado and von Eynatten, 2010).

Na20

MgQ Cal
Figura 3 — Diagrama Ternério no Espago Tridimensional Original

Fonte: van den Boogaart e Tolosana-Delgado (2013, p. 26)

Ja a Figura 4 ilustra a leitura e legenda adequadas a um diagrama ternéario.
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Figura 4 — Interpretagao do Diagrama Ternéario

Fonte: van den Boogaart e Tolosana-Delgado (2013, p. 27)

Os graficos de radar também podem ser utilizados para a visualizagao de dados com-
posicionais. Neste grafico, é possivel comparar duas ou mais observacoes através de eixos
que formam um poligono. No caso de composigoes, cada eixo representa uma parte com-
posicional. A Figura 5 é um exemplo de grafico de radar aplicado & dados composicionais.
Os dados sao das composigoes de medalhas de ouro, prata e bronze conquistadas pelo Bra-
sil nas Jogos Olimpicos do Rio de Janeiro, Toquio e Paris, realizados em 2016, 2021 e
2024, respectivamente. (ZALCMAN, 2024).



Ouro
100%

50%

0%

Bronze Prata

Paris Rio Taquio

Figura 5 — Exemplo de Grafico de Radar

Fonte: O Autor 2024
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3 REGRESSAO

Anélise de regressao é uma técnica estatistica que investiga e modela a relacao en-
tre variaveis (MONTGOMERY; PECK; VINING, 2012). Esta técnica é frequentemente
utilizada para diversos propoésitos como descricao de dados, estimagao de parametros,
predicao e controle. Em particular, é tratado o caso em que as varidveis resposta formam

uma composicao através da chamada Regressao Dirichlet.

3.1 DISTRIBUICAO DE DIRICHLET

Uma alternativa para trabalhar com dados composicionais nao transformados é assu-
mir uma estrutura que considere o espago Simplex. Por exemplo, assumir que o vetor
aleatorio Y = (Y1,...,Yp)" segue uma distribuicao de Dirichlet com vetor de parametros
A, )T, N €(0,1),i=1,...,D, comD>2eZ:Z 1 A = 1, e sua funcao densidade

de probabilidade pode ser escrita como

oy = e [H ]

em que I'(+) ¢ a fungdo gama, isto ¢, D(A) = [["v* e "dv. Se Y ~ Dirichlet(X), e seja

Ao = Zi’il \; tem-se que

B(Y) = 3 i =1, D
A(do — A
Var(Y;) = —)\O(Ao+1)
=il
Cou(Y;,Y;) = m i ]

A distribui¢ao de Dirichlet é a generalizagao da distribui¢cao Beta para duas ou mais
variaveis resposta. Assim como na distribuicao Beta, existe uma segunda parametrizagao
possivel na distribuicao de Dirichlet. Pode-se estabelecer relagao entre as duas parame-
trizagoes com a igualdade X = p¢, em que p; € (0,1), para j=1,...,D e ¢ > 0. Deste

modo, a funcao densidade de probabilidade na parametrizacao alternativa é escrita como

fyln, 0) = %g_zf(lig) [Hyf “’H] :
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EY;)=p;, i=1,...,D;

(1 — i
Va?“(Yz-):—M;Jrlu);

—Hilky .,
Cov(Y;,Y;) = <;5—|—1]; i # j.

Na parametrizacao alternativa, tem-se a facilidade de interpretacao tanto dos parame-

tros u, esperanca, e ¢, precisao, quanto dos coeficientes de regressao. Jé na parametrizagao
tradicional apresentada é mais flexivel para a selecao de modelos e pode ser adequada para
tarefas de modelagem complexas (MAIER, 2014).

3.1.1 Regressao Dirichlet

A seguir, serd proposta uma estrutura de regressao que permite a modelagem de
relacoes entre vetores com distribuigao de Dirichlet e um conjunto de variaveis explicativas.
O modelo proposto é definido estabelecendo relagoes entre os parametros que indexam a
distribuicao de Dirichlet e preditores lineares de varidveis explicativas. Assim, seja um
conjunto de variaveis tais que Y; ~ Dirichlet(A;) parai = 1,..., D, o modelo de regressao

Dirichlet pode ser definido como

g(Xi) =mi = X,
em que ¢(.) é a funcao de ligagao log para este modelo, uma vez que \; > 0. O preditor
linear é n;, B; = (B1i,-- -, Bpi) € 0 vetor de coeficientes de regressdo desconhecidos para o
componente ¢ e X ¢ a matrix das n observagoes das p covariaveis conhecidas.

Na parametrizacao alternativa, uma estrutura de regressao também pode ser incorpo-

rada da seguinte forma: Y; ~ Dirichlet(p;, ¢), com

9u(pi) = Nus = X B;,
9s(9) = ny = Z~,

em que g,(.) € g4(.) sdo as duas fungoes de ligacdo. Como os valores da média estdao no
intervalo (0,1), a fungao logito é escolhida como fungao de ligagdo. J& para a variancia é
escolhida a funcao logaritmica, pois ¢ > 0. Nesta parametrizacao, adota-se a estratégia
da multinomial logito (Bunch, Louviere e Anderson, 2006), ou seja, um dos componentes
como base e todos seus coeficientes de regressao assumem valor zero. Neste trabalho sera

escolhido o primeiro componente. Assim,
1 s — exp(X B1)
D v Hi = =D
23:1 exp(X G;5) Zj:l exp(X G5)
€ que ﬂz = (ﬁOivﬁliwﬂaﬁpi)Tai - 27"'7D‘

= , parat=2,...,D,
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3.1.2 Meétodo da Maxima Verossimilhanca

O principio da Méaxima Verossimilhanca indica que deve-se escolher o valor do pa-
rametro desconhecido que maximiza a probabilidade de obter-se a amostra particular
observada estar sob as suposi¢oes do modelo estatistico. Assim, define-se a funcao de
Méxima Verossimilhanca de n variaveis X, X, ..., X,, como a densidade conjunta das n
variaveis aleatorias, a qual ¢ uma funcao do parametro desconhecido 6. O Estimador de
Méxima Verossimilhanca deste parametro # é o ponto que maximiza a fungao de Maxima
Verossimilhanca. Deste modo, para dado um conjunto de observacoes constituidas de n
composicoes Y; e n observacoes de p covaridveis X ;(j = 1,...,n) a correspondente funcao

de log-verossimilhanca da distribuicao de Dirichlet é

n D

n D
:logZF(Z ZZlogF +Zz)\ —1)logy;
=1 =1

7=1 =1 7j=1 =1

Seja 0 a forma vetorizada da matriz dos parametros, a funcao escore tem a forma

UG
00

em que X é a matriz de variaveis explicativas desta regressao de tamanhon x pe C é a

U(0) = XTc,

matriz de tamanho n x D com o ij-ésimo elemento c;; = g;(1:;){1(Xo) — ¥ (Nij) +log(Yi) },
em que g; ¢ a primeira derivada de g; com respeito ao seu argumento e 1) representa a
primeira derivada do log da fun¢ao gama. O estimador de maxima verossimilhanca de 6
pode ser obtido igualando essas pD derivadas a zero e resolvendo o sistema resultante.
Ajustar uma distribuicao de Dirichlet com parametros constantes é direto, e existem
pacotes numéricos para a realizagao de tal tarefa. No entanto, a dificuldade surge quando
tenta-se estender a estimativa para a regressao Dirichlet. Como nao é possivel encontrar
expressoes fechadas, métodos numéricos sao necessarios para calcular as Estimativas de
Méaxima Verossimilhanca. Valores iniciais e politicas de regularizacao devem ser escolhidos
com cuidado para que o algoritmo de otimizacao convirja. Assim, Hijazi e Jernigan (2009)

propuseram o seguinte método para escolher valores iniciais para a etapa de otimizagao:

1. Retirar r amostras com reposigao, cada uma de tamanho m(m < n) de X e Y.

2. Para cada amostra, ajustar um modelo de Dirichlet com parametros constantes e
calcule a média das covariaveis correspondentes. Isso resultard em matrizes A de
tamanho r x D e W de tamanho r X p, onde A representa as estimativas de Maxima
Verossimilhanga para as r amostras e a linha w; representa as médias das covariéveis

na amostra 1.
3. Ajustar por minimos quadrados D modelos da forma A, ; = a;(w;) = Z P Bk Wi

4. Usar os coeficientes ajustados f3; ; como valores iniciais.
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Em Melo, Vasconcellos e Lemonte (2009) é demonstrado que a matrix de informacgao
J(0) pode ser obtida como

J(0) = (I,® X)"M(I,® X),

em que I, ¢ matriz identidade de tamanho p x p e ® representa o produto de Kronecker.

Também, M é uma matriz np X np particionada, definida como

M11 Mlp
M = : ,
Mpl Mpp
em que cada M, coma = 1,2,...,peb = 1,2,...,p, ¢ uma matriz diagonal com o

iésimo elemento da diagonal dado por

(ab) _ ~Ga (Mia[(00) + A%] = gu(0ia) [V (05) = ¥'(Na)] @ =b;
~9a(Mia) gy (M) () ya 7 b;
com A}, =log(y;a) — ¥(\y,). Assim, seja K = E(J) a matriz de informagao esperada de

Fisher para 0, tem-se que

K=(I,® X)TW(IP ® X)),

em que W é uma matriz np X np definida na forma particionada tal qual a matriz M
onde cada W,a=1,...,peb=1,...,p, ¢ uma matriz diagonal com o iésimo elemento

na diagonal dado por

L) _ —g ([ (61) — ' (Nia)] a=b;
Z —9 (Mia)g (in) V' (¢5) ,a #b.

Melo et al. (2022) mostram que, quando n é grande, 0 ~ Ngp(0, K1).

3.1.3 Testes de Hipoteses

Teste de hipoteses é um procedimento estatistico que tem como objetivo definir a
tomada de decisao baseada em uma estatistica. No contexto da regressao Dirichlet, para
saber se um parametro [3; é significante para o modelo de regressao, tem-se o interesse
de testar as hipoteses Hy : 3; = 0 contra H; : §; # 0. De forma pratica, quer dizer que
se a hipdtese nula nao for rejeitada, deve-se retirar aquele parametro do modelo, pois o
mesmo nao influencia significativamente no modelo de regressao.

A estatistica do teste da razao de verossimilhanca é dada por

w = 2[((6) — £(6°)],
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em que 6 é 0 modelo irrestrito do estimador de maxima verossimilhanca e 8° o modelo
restrito do estimador de méxima verossimilhanca, ou seja, os parametros assumem o valor
zero. Com a estatistica w calculada, o proximo passo é comparar o valor calculado com
um valor critico de uma distribuicao x? com p - 1 graus de liberdade para um determinado
nivel de significancia pré-estabelecido.

Se a estatistica for maior que o valor critico, entao rejeita-se a hipétese nula. Ou
seja, o parametro testado é significativo para o modelo. Caso contrario, nao se rejeita a

hipotese nula, o que representa que f3; nao é significante e deve ser removido do modelo.
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4 SIMULACAO

4.1 METODO DE MONTE CARLO

O método de Monte Carlo envolve a geracao de objetos ou processos aleatérios por
meio de computagao. Esses objetos podem ser originados de maneira natural ao modelar
sistemas do mundo real, como uma rede rodoviaria complexa, a trajetoria de néutrons
em transporte ou a dindmica do mercado de agoes. No entanto, em muitos casos, os
elementos aleatorios em técnicas de Monte Carlo sao introduzidos de forma artificial para
resolver problemas puramente deterministicos. Nesse contexto, a simulagao de Monte
Carlo consiste principalmente na amostragem aleatéria de certas distribui¢oes de proba-
bilidade. Independentemente de serem naturais ou artificiais, a esséncia das técnicas de
Monte Carlo é repetir o experimento muitas vezes (ou executar uma simula¢do por um
periodo prolongado) para obter varias quantidades de interesse. Isso é feito utilizando
principios como a Lei dos Grandes Ntuimeros e outros métodos de inferéncia estatistica
(KROESE et al., 2014)

A amostragem, a estimacao e a otimizacao sao algumas das principais utiliza¢oes do
método de Monte Carlo. Na amostragem o objetivo é coletar informacoes sobre um ob-
jeto aleatorio observando muitas realizagoes desse objeto. Um exemplo é a modelagem de
simulagao, onde um processo aleatério imita o comportamento de algum sistema da vida
real, como uma linha de produgao ou rede de telecomunicagoes. Outro exemplo ocorre na
estatistica bayesiana, onde a técnica de Cadeia de Markov Monte Carlo é frequentemente
usada para amostrar de uma distribuicao posteriori. Na estimacao o foco esta na esti-
mativa de quantidades numéricas relacionadas a um modelo de simulacao. Um exemplo
no contexto natural das técnicas de Monte Carlo é a estimativa do processamento espe-
rado em uma linha de produgao. Um exemplo no contexto artificial envolve a avaliagao
de integrais multidimensionais por meio de técnicas de Monte Carlo, tratando a integral
como a expectativa de uma varidvel aleatoria. No contexto de otimizacao, o método de
Monte Carlo é uma ferramenta poderosa para otimizar de fungoes objetivas complexas.
Em muitas aplicagoes, essas fungoes sao deterministicas, e a aleatoriedade é introduzida
artificialmente para buscar eficientemente o dominio da fung@o objetiva. As técnicas de
Monte Carlo também sao usadas para otimizar fungoes ruidosas, onde a fungao em si é

aleatoria, como no caso do resultado de uma simulagao de Monte Carlo.

4.2 ESTUDO DE SIMULACAO

Deseja-se conhecer a eficiéncia da estimacao de parametros de regressao Dirichlet atra-

vés da simulagao de Monte Carlo. Para isso, foram geradas matrizes de dados a partir
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de nimeros aleatorios e dos parametros verdadeiros definidos e “retiradas” amostras de
tamanho 10, 20, 40, 80 e 160, realizada a regressao Dirichlet a partir das matrizes de da-
dos e das variaveis respostas geradas aleatoriamente a partir de uma distribui¢ao normal
multivariada. Para cada tamanho de amostra o processo foi repetido 5.000 vezes. Para
realizar esta simulagao foi utilizado o software R (R Core Team, 2023), que é uma lingua-
gem de programacao e ambiente de computacao estatistica de codigo aberto amplamente
utilizado em anélise de dados, estatisticas e visualizagao. Além das funcoes bésicas ofere-
cidas pelo R, sera utilizado o pacote DirichletReg, desenvolvido por Marco J. Maier, em
2013. Este pacote oferece diversas facilidades para realizar a regressao Dirichlet, como por
exemplo operacao de fecho, calculo de coeficientes de regressao e testes de significancia.
Para avaliar o quao proximo as estimativas ficaram dos parametros fornecidos, serao
utilizadas duas métricas: o Viés Absoluto e o Erro Quadrético Médio. O Viés Absoluto
¢ distancia entre a média do conjunto de estimativas e o parametro a ser estimado, de
modo que quanto menor o viés absoluto, maior a acuricia das estimativas. Seja ¢ um

parametro qualquer, o viés absoluto é:

Viés Absoluto = |E(§) — 0

Ja o Erro Quadratico Médio (EQM) é usado para indicar o quao distante, em média,
o conjunto de estimativas estd do pardmetro a ser estimado. Quanto menores os valores
dos erros quadraticos médios, menor a dispersao das estimativas. Para um parametro 6

qualquer, o EQM é:
EQM = E[(0 — )’]

4.2.1 Simulacao 2x2

No grafico abaixo tem-se o viés de cada parametro estimado através da simulacao
Bu=1,5 = 1,2]

realizada. Temos como parametros verdadeiros 3 =
ﬁ21 = 173 ﬁ22 = 170

Tabela 1 — Viés absoluto da simulacao com duas covariaveis e dois preditores

Pardmetro n=10 n=20 n=40 n=80 n =160

P 0.735 0.267 0.278 0.207 0.181
iz 0.477 0.434 0.234 0.230 0.186
B2 0.801 0.295 0.307 0.192 0.157

P22 0.518 0.443 0.271 0.194 0.152
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Figura 6 — Viés absoluto dos coeficientes simulagao

Fonte: o Autor (2023)

Tabela 2 — EQM da simulagao com duas covariaveis e dois preditores

Pardmetro n=10 n=20 n=40 n=80 n =160

B 1.003 0.112 0.121 0.063 0.047
B2 0.389 0.306 0.087 0.078 0.048
Ba1 1.167 0.147 0.146 0.058 0.037

Baz 0.467 0.315 0.112 0.060 0.034
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Figura 7 — EQM dos coeficientes simulagao
Fonte: o Autor (2023)
A seguir, observa-se o comportamento encontrado quando realizamos a simulacao com

fii=15 Prn=12
trés preditores e duas variaveis explicativas 8 = |y = 1,3 S =1,0

Ps1=1,4 B3=1,1

4.2.2 Simulacao 3x2

Tabela 3 — Viés absoluto para trés preditores e duas covariaveis

Pardmetro n=10 n=20 n=40 n=80 n =160

B 0.311 0.286 0.160 0.158 0.158
B2 0.568 0.337 0.207 0.174 0.166
B21 0.400 0.338 0.199 0.166 0.146
B2 0.569 0.306 0.223 0.235 0.236
B31 0.355 0.299 0.137 0.100 0.076

B2 0.562 0.296 0.146 0.104 0.087
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Tabela 4 — EQM para trés preditores e duas covariaveis

Pardmetro n=10 n=20 n=40 n=80 n =160

B 0.153  0.130  0.038  0.035 0.031
B2 0.542 0.179 0.061 0.040 0.034
B 0240  0.185  0.056  0.038 0.027
B2 0.526 0.138 0.068 0.067 0.063
B1 0.206  0.146  0.030  0.016 0.009

P32 0.513 0.141 0.033 0.017 0.011
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4.2.3 Simulagao 3x3

A seguir, observa-se o comportamento encontrado quando realizamos a simulacao com
Buu=15 B=12 piz=106
trés preditores e duas varidveis explicativas B = B9 = 1,3 B = 1,0 B3 = 0,9

Ba1=1,4 Bsa=1,1 P33=0,8

Tabela 5 — Viés absoluto para trés preditores e trés covariaveis

Pardmetro n=10 n=20 n=40 n=80 n =160

B 0.374 0.260 0.174 0.147 0.140
B2 0.371 0.326 0.242 0.187 0.158
Bi3 0.420 0.311 0.260 0.227 0.223
B21 0.431 0.309 0.223 0.175 0.166
B2z 0.331 0.267 0.223 0.227 0.243
B3 0.376 0.249 0.187  0.146 0.130
B31 0.398 0.274 0.169 0.106 0.085
P32 0.322 0.278 0.185 0.120 0.080

P33 0.557 0.530 0.547 0.576 0.578
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Tabela 6 — EQM para trés preditores e trés covariaveis

Pardmetro n=10 n=20 n=40 n=80 n =160
B 0.228 0.106 0.048 0.030 0.026
B2 0.212 0.159 0.086 0.047 0.032
B3 0.273 0.141 0.095 0.065 0.058
Ba1 0.297 0.152 0.071 0.041 0.034
B2 0.165 0.112 0.074 0.066 0.066
B3 0.225 0.098 0.056 0.031 0.023
B31 0.253 0.121 0.044 0.018 0.011
P32 0.168 0.120 0.053 0.022 0.010
B33 0.431 0.339 0.331 0.347 0.342
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Fonte: o Autor (2023)

Para as trés configuragoes de simulagao o comportamento foi o mesmo, conforme o
tamanho da amostra aumentou tanto o viés absoluto quanto o erro quadratico médio
diminuiram, com excecao de um coeficiente na configuracdo com trés preditores e trés
covariaveis. Ou seja, de modo geral pode-se dizer que através da simulagao com a regressao
Dirichlet estimou-se bem os parametros verdadeiros definidos na geragao da matriz de

dados.
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5 APLICACOES

Apresentadas as teorias e simulacOes, serao utilizadas trés bases de dados para fazer
as aplicagoes. Para ilustracao do problema, o primeiro conjunto de dados é de uma area
classica de dados composicionais, a Geologia, e apresenta a composicao de sedimentos de
um lago artico. Por fim, os dois ultimos conjunto apresentam as composicoes de vitorias,
empates e derrotas de campedes brasileiros de futebol entre 2003 e 2022 e campedes das
principais ligas do mundo no ano de 2022. Assim, como as simulagoes, as anélises e

graficos foram feitos com o auxilio do software R (R Core Team, 2023).

5.1 ARCTIC LAKE

O conjunto de dados Arctic Lake trata da composi¢ao de areia, lodo e argila (sand,
silt e clay , respectivamente) do Lago Stanwell-Fletcher, localizado na Ilha Somerset, no
arquipélago Artico do Canada. Ao todo sdao 39 composicoes desses trés materiais em
diferentes profundidades de agua. Os dados podem ser encontrados em Aitchison (1986).
Os valores de cada material estd dado em porcentagem, a soma dos trés é igual a 100,
exceto por erro de arredondamento. Ja a profundidade é dada em metros. Assim, seguem

as primeiras observagoes do conjunto de dados
Tabela 7 — Primeiras observagoes do conjunto de dados Arctic Lake

Fonte: Aitchison (1986)

Sand Silt  Clay Depth

775 195 30 104
719 249 32 117
50,7 36,1 132 1238
52,2 409 6.6 13,0
700 265 35 157
66,5 323 13 16,3

Com a Tabela 8 é possivel comparar as médias aritmética e composicional, adequada
a esse tipo de dados. Nota-se uma predominancia maior de lodo (silt) na média com-
posicional do que na aritmética. Por consequéncia, os valores dos demais elemtentos é

menor.



Tabela 8 — Médias aritmética e composicional dos materiais do Artic Lake

Fonte: O Autor (2024)

Média Sand Silt Clay

Aritmética 0,242 0,457 0,301
Composicional 0,178 0,564 0,258
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Na Tabela 9 é apresentada a matriz de variacao do conjunto de dados. Por ela é

possivel notar que ha uma maior correspondéncia entre areia (sand) e argila (clay). A

partir da Tabela 9 é possivel também calcular a variancia total, a qual tem valor de 2,469.

Tabela 9 — Matriz de variagao dos materiais do Artic Lake

Fonte: O Autor (2024)

Sand Silt Clay

Sand 0,000 1,641 4,731
Silt 1,641 0,000 1,035
Clay 4,731 1,035 0,000

Para observar a distribuicao das porcentagens dos materiais, a Figura 12 apresenta os

boxplots das mesmas. O lodo (silt) apresenta maior mediana entre os materiais e quatro

outliers.
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Distribuigdes das Porcentagens de Materiais
0.8

0.4

0.04

Sand Silt Clay

Figura 12 — Boxplots das porcentagens dos materiais

Fonte: O Autor(2023)

As Figuras 13, 14 e 15 mostram a dispersao dos materiais pela profundidade do lago.
O percentual de areia parece diminuir conforme aumenta a profundidade. Por outro lado,
a parte de argila parece apresentar uma correlacao positiva com a profundidade. No

entanto, nao é possivel perceber uma relacao clara entre lodo e profundidade.
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Figura 13 — Dispersao de areia por profundidade

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 14 — Dispersao de lodo por profundidade

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 15 — Dispersao de argila por profundidade

Fonte: O Autor(2023)

Para uma melhor exploracao da base de dados serao utilizados os gréaficos de barras

horizontais estacados e o diagrama ternario, vistos na Se¢ao 2.3. Na Figura 17, foi desta-

cado um ponto em vermelho para exemplificagao da leitura e interpretacao do diagrama

ternario. O ponto em questdo é o da profundidade 32,5 metros e tem 10,6% de areia,

69.8% de lodo e 19,6% de argila em sua composicao.



Composi¢éo dos sedimentos do Arctic Lake

-
=

I~ C0 000

P o it

Profundidade (m)
TR LTI g, NE0 0 IO DR DL 0O R NI SO NI

e C00 S 00 ] o DOLT 07 D000 D ] e i LR e L0 a1 00 S T )

—eas —smkgkgmmwwwww-h

oS o 0o

=1

0 025 0.50 075 1

=

[ sana [ sit [ ciay

Figura 16 — Grafico de Barras Horizontais Estacadas de Arctic Lake

Fonte: O Autor(2023)

Diagrama Ternario das composi¢des do Arctic Lake
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Figura 17 — Diagrama Ternario de Arctic Lake

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 18 — Grafico de Radar do Arctic Lake

Fonte: O Autor(2024)

Nota-se pela Figura 16 que conforme a profundidade aumenta, a porcentagem de areia
do sedimento diminui. Logicamente, o lodo e a argila aumentam em maiores profundida-

des.

5.1.1 Regressao Dirichlet para Arctic Lake

Deseja-se predizer a composicao de areia, lodo e argila pela profundidade do lago.

Deste modo, o modelo de regressao é descrito da seguinte maneira

n= ﬁg + ,BF{PTofund@'dade,

em que n = (g = Areia,n, = Lodo,ns = Argila)” é o vetor de preditores, i =
(B10, B205 B30

(B11, P21, P31) € o vetor dos coeficientes de regressao relacionados a variavel explicativa.

2

& o vetor de coeficientes dos interceptos de cada variavel resposta e 87 =
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Tabela 10 — Coeficientes de regressao calculados do conjunto de dados Arctic Lake

Pardmetro  Estimativa  Erro Padrao  z-valor Pr(>|z|)
S0 0,117 0,409 0,035 0,776
B 0,023 0,008 3,133 0, 002
B0 -0, 311 0,345 —0,901 0,368
B 0,056 0,006 8,730 < 2x 10 0«
Bao —1,152 0.299  —3,860 0, 0001
Ba 0,064 0,006 11,210 <2 x 10~ 6%

Se for considerado um nivel de significancia de 5%, nota-se que a variavel explicativa
profundidade é significativa para as trés variaveis resposta, enquanto entre os interceptos,
apenas o da variavel resposta argila é significativo. Assim, o modelo pode ser reescrito

Cco1mo

m = 0,023 Profundidade
1o = 0,056 Profundidade
N3 = —1,152 + 0,064 Profundidade.

Utilizando as profundidades do conjunto de dados e os coeficientes de regressao, é
possivel predizer os valores das variaveis respostas. Na Figura 19 estao plotados em
preto os valores reais da composicao observada nos sedimentos do lago e em azul os
valores preditos pelo modelo de regressao. E possivel notar que o modelo ndo prevé
um percentual alto de areia mesmo nas profundidades mais baixas, ficando distante das
observacgoes. No entanto, nas maiores profundidades, onde existe maior concentracao de
lodo e argila, é possivel notar que os valores preditos estao proximos as observacoes. Ja
a Figura 20 é o grafico de barras estacadas dos valores preditos. E possivel notar que
quando comparado aos dados observados, os valores preditos apresentam mais argila nas

profundidades menores e mais areia nas maiores.



44

Diagrama Ternario das composicdes e predi¢des do Arctic |

Figura 19 — Diagrama Ternario de Arctic Lake

Fonte: O Autor(2023)
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Composigéo das predi¢des do modelo de sedimentos do Arctic Lake
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Figura 20 — Grafico de Barras de Predigoes de Arctic Lake

Fonte: O Autor(2024)

5.2 CAMPEOES BRASILEIROS

O conjunto de dados Campeoes Brasileiros refere-se a algumas caracteristicas dos
vencedores da primeira divisao do campeonato brasileiro de futebol masculino, atualmente
conhecido como Brasileirao Betano 2024, entre os anos de 2003 e 2022. Coletada pelo
professor Tiago Magalhaes, esta base de dados tem 19 observagdes com 28 variaveis cada
sobre o campeao brasileiro de cada um dos anos. As variaveis sdo: o ano da competicao,
time campeao, cidade do time campeao, estado do time campeao, se o time foi ou nao
campeao estadual, nimero de clubes brasileiros no final da CONMEBOL Libertadores,
um time brasileiro foi ou nao campeao da CONMEBOL Libertadores, ntiimero de clubes
brasileiros nas finais da CONMEBOL Libertadores e CONMEBOL Sudamericana, se o
clube possui estadio proprio, Se é ano da FIFA World Cup, quantos clubes jogam no
mesmo estadio, niimero de rivais, se era ou nao o atual campeao, niimero de participantes
no campeonato,nimero de gols na competicao, média de gols por partida na competicao,
pontos conquistados, jogos disputados, ntimero de vitorias, niimero de empates, nimero de
derrotas, niimero de gols marcados, nimero de gols sofridos, saldo de gols, aproveitamento,
salario minimo, reajuste do salario minimo e taxa do crescimento do PIB. O periodo de
tempo escolhido deve-se a formula de disputa de pontos corridos, ou seja, todos os times

participantes se enfrentam em partidas de ida e volta. Neste sistema uma vitoria vale
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trés pontos, um empate vale um ponto e uma derrota vale zero pontos. E declarado
campeao o clube que conquistou o maior niimero de pontos ao final do campeonato. Dentre
as variaveis estao o numero de vitoérias, empates e derrotas, que podem ser enxergadas
de forma composicional uma vez que hd um numero fixo de jogos, ou seja, uma soma
constante. Algumas das colunas das seis primeiras observagoes do conjunto de dados

serao apresentadas a seguir.

Tabela 11 — Primeiras observagoes de algumas colunas do conjunto de dados Campeoes

Brasileiros
Fonte: Magalhaes (2023)
Ano Time Vitorias  Empates Derrotas Atual GP GC
2003 Cruzeiro 31 7 8 0 102 47
2004 Santos 27 8 11 0 103 58
2005  Corinthians 24 9 9 0 87 59
2006 Sao Paulo 22 12 4 0 66 32
2007 Sao Paulo 23 8 7 1 55 19
2008 Sao Paulo 21 12 5 1 66 36

Pode-se observar pela Figura 21 que ha uma predominancia do estado de Sao Paulo
com onze titulos. Rio de Janeiro e Minas Gerais sao os outros dois estados que consegui-
ram conquistar o Campeonato Brasileiro no periodo analisado com cinco e quatro titulos

respectivamente.



47

Numero de Titulos por Estado
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Numero de Titulos
T

S0 Paulo Rio de Janeiro Minas Gerais
Estado

Figura 21 — Namero de Titulos por Estado

Fonte: O Autor(2023)

Pela Figura 22, nota-se que em apenas quatro ocasioes o atual campeao conseguiu con-
quistar o Campeonato Brasileiro novamente. Destaque para o Sao Paulo, tinico tricam-
peao no periodo observado (2006, 2007, 2008). Conseguiram ser bicampeodes o Cruzeiro
(2013, 2014) e o Flamengo (2019, 2020). Assim, fica nitido o equilibrio desse campeonato.

Dentre os 20 anos observados, oito clubes diferentes conseguiram conquistar o titulo.
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Numero de Clubes que Repetiram o Titulo Brasileiro do Ano Anterior
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Figura 22 — Campeoes Brasileiros que Repetiram o Titulo do Ano Anterior

Fonte: O Autor(2023)

A Tabela 12 apresenta a média composicional dos dados de resultados. Nota-se uma

predominancia de Vitérias na composicao, o que é esperado para campeoes.
Tabela 12 — Média composicional dos Campeoes Brasileiros de 2003 a 2022

Fonte: O Autor (2024)

Vitorias Empates  Derrotas

0,606 0,230 0,164

Na Tabela 13 é apresentada a matriz de variagdo do conjunto de dados. A partir da

Tabela 13 é possivel também calcular a variancia total, a qual tem valor de 0,156.
Tabela 13 — Matriz de variacao dos Campedes Brasileiros de 2003 a 2022

Fonte: O Autor (2024)

Vitérias  Empates  Derrotas

Vitoérias 0,000 0,094 0,143
Empates 0,094 0,000 0,230
Derrotas 0,143 0,230 0,000
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Para uma melhor exploragao da base de dados serao utilizados os graficos de barras
horizontais estacados ordenado pelo saldo de gols, o diagrama ternario e o grafico de radar,
vistos na Segao 2.3. O ponto destacado em vermelho na Figura 24 refere-se ao Flamengo
de 2009, o campedo com menor percentual de vitorias. Este time teve 50% de vitorias,

26,3% de empates e 23,7% de derrotas no Campeonato Brasileiro daquele ano.

Composicéo das Predigdes dos Campedes Brasileiros

Cruzeiro 2003
Flamengo 2019
Santos 2004
Corinthians 2015
Cruzeiro 20134
FPalmeiras 2022
FPalmeiras 2018
S3o Paulo 2007 4
S30 Paulo 2006
Atlético 2021 9
Palmeiras 2016
S0 Paulo 2008
Cruzeiro 2014 4
Fluminense 2012 1
Corinthians 2005
Fluminense 2010 1
Flamengo 2020 -
Corinthians 2017
Corinthians 2011
Flamengo 2008
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Figura 23 — Grafico de Barras Horizontais Estacadas de Campedes Brasileiros

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 24 — Diagrama Ternario de Campeoes Brasileiros

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 25 — Grafico de Radar dos Campeoes Brasileiros

Fonte: O Autor(2024)

Como esperado de um time campeao, note-se uma maior concentragao das composicoes

em vitorias.

5.2.1 Regressao Dirichlet para Campeoes Brasileiros

Para modelar a relagao de vitérias, empates e derrotas e outros aspectos da campanha

de um campeao brasileiro, adota-se o seguinte modelo

n =B + BT Saldo + BL Atual

em que 7 = (n; = Vitoérias, o = Empates,n3 = Derrotas)” ¢ o vetor de preditores,
,BOT = (B0, 520, B30) € o vetor de coeficientes dos interceptos de cada variavel resposta,
,Bf = (P11, P21, P31) € o vetor dos coeficientes de regressao relacionados ao saldo de gols
e [32T = (P12, a2, P32) € o vetor dos coeficientes de regressao relacionados a informagao
se o clube foi o campeao da edigao anterior. Utilizando a parametrizagao comum, foram

calculados os coeficientes de regressao mostrados na Tabela 14.
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Tabela 14 — Coeficientes de regressao calculados do conjunto de dados Campeoes Brasi-

leiros
Parametro  Estimativa  Erro Padrao  z-valor Pr(>|z|)
5o 6,762 0,947 7,139 9,4 x 107 13%
b11 —0,081 0,027  —3,000 0, 003x%
B2 0,0028 0,576 0,049 0,961
Bao 6,128 0,937 6,537 6,3 x 1071
o1 —0,090 0,026 —3,400 0,001
a2 —0,032 0,578 —0,056 0,955
B30 6,434 0,984 6,541 6,1 x 10~
531 —0,112 0.029 —3,883 0, 0001
B30 0,054 0,575 0,093 0,925

Deste modo, considerando um nivel de significancia de 5%, os interceptos e o saldo de
gols foram significativos para as trés variaveis resposta, enquanto a variavel atual campeao
nao foi significativa para nem para vitorias, nem empates e nem derrotas. Entao, o modelo

reajustado sem a variavel atual campeao pode ser reescrito como

m = 6,607 — 0,077Saldo
N2 = 5,968 — 0,086Saldo
n3 = 6,273 — 0,107Saldo

Utilizando as variaveis explicativas do conjunto de dados e os coeficientes de regressao,
¢ possivel predizer os valores das variaveis respostas. Na Figura 26 estao plotados em
preto os valores reais das composicoes observadas nos campeonatos brasileiros e em azul

os valores preditos pelo modelo de regressao.
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Diagrama Ternario das composi¢des e predi¢des dos Campedes Brasileiros

Empates

Vitorias Derrotas

Figura 26 — Diagrama Ternério de Predigoes de Campedes Brasileiros

Fonte: O Autor(2023)
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Composicéo das Predi¢des dos Campedes Brasileiros
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Figura 27 — Composic¢oes de Predi¢oes de Campeoes Brasileiros

Fonte: O Autor(2024)

O saldo de gols é uma variavel que é a diferenca entre os gols marcados e sofridos por
um time. Assim, a seguir iremos separar essas duas informacoes para ajustar um modelo
para a média das variaveis resposta com a parametrizagao alternativa, com a variavel

empates como referéncia. O modelo pode ser escrito como

1 =(B10, B0, B30)" + (Bi1, Bat, Bs1)” GolsMarcados
+ (Bra, Baz, Ba2) T GolsSofridos

O resultados estao apresentados na Tabela 15

Tabela 15 — Coeficientes de regressao calculados do conjunto de dados Campeoes Brasi-
leiros com o modelo alternativo de base Empates

Parametro  Estimativa  Erro Padrao  z-valor  Pr(>|z)

Bio 0,196 0,265 0,740 0,460
B 0,015 0,005 2,953 0,003«
Bia —0,007 0,007 —0,999 0,318
B0 —1,141 0,354 —3,223 0,001«
Ba1 —0,005 0,007 —0,740 0,459«

P32 0,031 0,010 3,283 0,001
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Assim, sob um nivel de significancia de 5%, quando comparados aos coeficientes de
empates, o nimero de gols marcados é significativo para as vitorias e o intercepto e o
numero de gols sofridos sao significantes para as derrotas. No entanto, se for utilizado o
mesmo modelo, porém a variavel resposta base for vitorias, nao s6 os coeficientes mudam,

mas suas significancias, como pode ser observado na Tabela 16.

Tabela 16 — Coeficientes de regressao calculados do conjunto de dados Campeoes Brasi-
leiros com o modelo alternativo de base Vitorias

Parametro  Estimativa  Erro Padrao  z-valor Pr(>|z])
Bao -0, 196 0,265 —0,740 0,460
Ba1 —0,015 0,005 —2,953 0,003
Bao 0,007 0,007 0,999 0,318
B0 1,337 0,354 —3,223 1,1 x 1075
Ba 0,020 0,007  —0,740 0, 001
B2 0,039 0,010 3,283 1,8 x 107 %«

Nota-se que as estimativas de vitorias com empates como referéncia sao iguais em mo-
dulo as estimativas de empates com vitérias como base. Entretanto, nao s6 as estimativas
mudam para a variavel resposta derrota, mas a varidvel explicativa gols marcados passa

a ser significativa quando a vitoria é a variavel de referéncia.

5.3 CAMPEOES NACIONAIS DE 2022

No conjunto de dados anterior, foi vista a composi¢ao de vitorias, empates e derrotas
no Campeonato Brasieliro em diversos anos. No conjunto a seguir sera analisada a mesma
composi¢ao, mas agora de diversos campeonatos no mesmo ano.

O IFFHS (International Federation of Football History € Statistics) é uma organiza-
¢ao que administra e divulga recordes e estatisticas de futebol. Dentre suas publicacoes,
estd um ranking com as melhores ligas nacionais de futebol masculino em 2022, IFFHS
(2023). A partir desta publicagdo, foram colhidos pelo autor dados sobre os campeoes
nacionais das vinte melhores ligas segundo o instituto. Sao essas ligas, em ordem, o Bra-
sileirdo Assai - Série A (Brasil), a Premier League (Inglaterra), a La Liga (Espanha), a
Bundesliga (Alemanha), a Serie A TIM (Italia), a League 1 Uber Eats (Franga), a Liga
Portugal Bwin (Portugal), a Eredivisie (Paises Baixos), a Copa Binance (Argentina), a
Copa de Primera TIGO-Vision Banco 2022 Clausura (Paraguai), a LigaPro Betcris 2022
(Equador), a Liga BetPlay DIMAYOR, 2022 Clausura (Colombia), a Egyptian Premier Le-
ague (Egito), a Jupiler Pro League (Bélgica), a Spor Toto Siiper Lig (Turquia), a Primera
Divison Profesional de Uruguay (Uruguai), a Mozzart Bet SuperLiga (Sérvia), a Hana 1Q
K League 1 (Coréia do Sul), a Superliga (Roménia) e a Ligue 1 (Argélia). Deste modo,

sao observados os vinte campeoes nacionais e foram colhidos dados sobre o desempenho
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de cada um nos seus respectivos campeonatos. Assim, a base de dados é composta pelo
nome do clube, pafs de origem, continente, nimero de vitérias, empates e derrotas, se é
ou nao o atual campeao, gols marcados, gols sofridos, cartoes amarelos recebidos e cartoes
vermelhos recebidos. Como nem todos os campeonatos apresentaram o mesmo numero de
jogos, tanto os gols feitos e sofridos e quanto o niimero de cartoes vermelhos e amarelos
recebidos foram divididos pelo nimero de jogos realizados no campeonato para as analises
realizadas. Também ¢é valido ressaltar que nem todos os campeonatos tém como féormula
de disputa os pontos corridos. Nos campeonatos em que o campeao nao é definido por
pontos corridos os dados coletados referem-se apenas a fase regular do campeonato, ou

seja, sem contar os jogos eliminatorios.

Tabela 17 — Primeiras observagoes de algumas colunas do conjunto de dados Campeoes
Nacionais de 2022

Fonte: O Autor (2023)

Clube Vitorias  Empates Derrotas Atual GP GC CA CV
Palmeiras 23 12 3 1 66 27 72 3
Manchester City 29 6 3 1 99 26 42 1
Real Madrid 26 8 4 0 80 31 76 0
Bayern 24 ) ) 1 97 37 36 2
Milan 26 8 4 0 69 31 71 1
PSG 26 8 4 0 90 36 78 4

Dentre as vinte melhores ligas, pode-se observar pela Figura 28 que ha uma predomi-

nancia de campeonatos europeus, seguidos pelo sul-americanos com 6 ligas.



o7

Numero de Ligas por Continente
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Figura 28 — Ntimero de Ligas por Continente

Fonte: O Autor(2023)

Pela Figura 29, nota-se que uma 40% dos campedes das vinte melhores ligas de 2022

também foram campedes do ultimo campeonato realizado.
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Campedes Nacionais de 2022 que Repetiram o Titulo do Ano Anterior
12.54
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Figura 29 — Campeoes Nacionais de 2022 que Repetiram o Titulo do Ano Anterior

Fonte: O Autor(2023)

A Tabela 18 apresenta a média composicional dos dados de resultados. Nota-se uma
predominancia de Vitorias na composicao, o que é esperado para campedes. Quando com-
parado a Tabela 12, percebe-se uma maior proporc¢ao de vitorias nos campeoes nacionais
de 2022 do que os vencedores do Campeonato Brasileiro de 2003 a 2022.

Tabela 18 — Média composicional dos Campeoes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor (2024)

Vitérias  Empates  Derrotas

0,695 0,197 0,108

Na Tabela 19 é apresentada a matriz de variagdo do conjunto de dados. A partir da

Tabela 13 é possivel também calcular a variancia total, a qual tem valor de 0,356.
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Tabela 19 — Matriz de variacao dos Campeodes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor (2024)

Vitorias  Empates  Derrotas

Vitorias 0,000 0,228 0,502
Empates 0,228 0,000 0,340
Derrotas 0,502 0,340 0,000

Para uma melhor exploragao da base de dados serao utilizados os graficos de barras
horizontais estacados ordenados pelos gols sofridos, o diagrama ternario e o grafico de
radar, vistos na Secao 2.3. O ponto em destaque de vermelho na Figura 31 é o Palmeiras,
que tem 60,5 % de vitorias, 31,6% de empates e 7,9% de derrotas.

Composigéo dos resultados dos campedes nacionais
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Figura 30 — Grafico de Barras Horizontais Estacadas de Campeoes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 31 — Diagrama Ternario de Campeoes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor(2023)
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Vitorias
100%
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Derrotas Empates
Ajax Boca Juniors Milan Porto Ulsan
Aucas Cluj Macional PSG Union St Gilloise

Bayern Deportivo Pereira Olimpia Real Madrid Zalamalek

Belouizdad Manchester City Palmeiras Trabzonpor Zvezda

Figura 32 — Grafico de Radar dos Campedes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor(2024)

Como esperado e visto pela média composicional, nota-se a predominancia de vitérias
nas composicoes. Destacam-se o Porto e o Zvezda que sofreram apenas uma derrota em

suas respectivas ligas.

5.3.1 Regressao Dirichlet para Campeoes Nacionais de 2022

Para modelar a relagao de vitérias, empates e derrotas e outros aspectos da campanha

de um campeao nacional em 2022, adota-se o seguinte modelo de regressao

n =064 + BY GolsMarcados + B2 GolsSofridos + B CV

2

em que 7 = (n, = Vitoérias, o = Empates,n3 = Derrotas)” ¢ o vetor de preditores,

OT = (B10, 520, B30) € o vetor de coeficientes dos interceptos de cada variavel resposta,

f = (611, P21, B31) € o vetor dos coeficientes de regressao relacionados aos gols marcados,

T = (B2, Bag, B32) & o vetor dos coeficientes de regressdo relacionados aos gols sofridos
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e ,Bg = (P13, Pas, B33) € o vetor dos coeficientes de regressao relacionados aos cartoes
vermelhos recebidos. Utilizando a parametrizacao comum, foram calculados os coeficientes

de regressao mostrados na Tabela 20.

Tabela 20 — Coeficientes de regressao calculados do conjunto de dados Campedes Nacio-
nais de 2022

Parametro  Estimativa  Erro Padrao  zvalor  Pr(>|z|)

Bio —1,613 2,595  —0,622 0,534
B 1,610 0,677 2,378 0,017«
Bra 4,059 2,010 2,020 0,434
Bi3 —0,307 0,159 —1,935 0,530
B0 —2,111 2,477  —0,852 0,394
B 1,041 0,659 1,581 0,114
B 4,613 1,951 2,364  0,018x
Ba3 —0,317 0,165 —1,916 0,055
B30 —4,006 2,604 —1,538 0,124
B 1,014 0,699 1,449 0,147
3o 6, 468 2,094 3,089 0,002
B3 —0,356 0,154 —2,311 0,021

Sob um nivel de significancia de 5%, o intercepto nao se mostrou significante para
nenhum preditor. Por outro lado, o niimero de gols sofridos foi significante para as trés
variaveis resposta, enquanto o nimero de gols marcados foi significante nas vitérias e os

cartoes vermelhos significantes nas derrotas. Assim, o modelo pode ser reescrito como

m = 1,610GolsMarcados + 4,059GolsSo fridos
Ny = 4,613GolsSofridos
N3 = 6,468GolsSofridos — 0,356CartoesV ermelhos

Utilizando as varidveis explicativas do conjunto de dados e os coeficientes de regressao,
é possivel predizer os valores das variaveis respostas. Na Figura 33 estao plotados em
preto os valores reais das composicoes observadas nos campeonatos brasileiros e em azul
os valores preditos pelo modelo de regressao. Na Figura 34 estd o grafico de barras

estacadas dos valores preditos do modelo de regressao ajustado.
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Diagrama Ternario das composicdes e predicdes dos Campedes Nacionais d

Empates

Vitorias Derrotas

Figura 33 — Diagrama Ternario de Campeoes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor(2023)
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Figura 34 — Grafico de Barra de predi¢oes de Campeoes Nacionais de 2022

Fonte: O Autor(2024)
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi possivel entender grande parte do processo de uma anélise de re-
gressao de dados composicionais. O estudo sobre a regressao Dirichlet mostrou-se bastante
util nas analises e simulacoes, apesar das limitagoes e desafios apresentados. Dentre essas
limitagoes e desafios estao o estimador na simulacao com trés preditores e trés covariaveis
que tanto o EQM quanto o viés absoluto nao diminuiram conforme o tamanho da amos-
tra aumentou, nao ter feito simulacao com mais covariaveis e preditores e o baixo niimero
de variaveis resposta testadas devido ao tamanho dos conjuntos de dados de futebol (20
observagoes cada).

De modo preliminar, foi vista a importancia e particularidades nas anélises de dados
composicionais. Com as propriedades, transformacoes e visualizacoes apresentadas é pos-
sivel fazer uma analise inicial desse tipo de dados. A seguir, foi mostrada a distribuicao
de Dirichlet, uma estrutura adequada ao trabalho com dados composicionais, suas para-
metrizagoes e como pode-se construir modelos de regressao a partir desta distribuicao.

Apresentada a teoria, nas simulacoes realizadas observou-se o bom comportamento
dos estimadores dos coeficientes de regressao, ou seja, diminui¢ao tanto do viés absoluto
quanto do erro quadratico médio conforme o aumento de tamanho das amostras.

Nas aplicagoes, puderam ser utilizadas as técnicas previamente apresentadas para
construir modelos de regressao Dirichlet. O modelo feito para os sedimentos do Arctic
Lake, mostrou-se mais eficiente nas profundidades intermediarias. Com o conjunto de
dados de campeodes brasileiros notou-se as diferencas entre as duas parametrizacoes da
regressao Dirichlet, cuja parametrizacao alternativa depende da variavel de referéncia.
No tltimo conjunto de dados, o dos campedes nacionais de 2022, foi novamente realizada
a regressao com a parametrizagao tradicional e a varidvel resposta nimero de gols sofridos

mostrou-se significante tanto para vitérias, quanto empates e derrotas.
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