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RESUMO

O presente trabalho ¢ resultado de uma pesquisa elaborada em mestrado p
Programa de Pé6s-Graduagcdo em Educagdo Matematica da Universidade Fede:
Fora/Brasil, inserida na linha de pesquisa Ensino e Aprendizagem da Matematic
condicionantes da sala de aula e Intervengcdo Pedagdgica em Matematica. Este
compde o macroprojeto de pesquisa do Programa Linsiano de Investigacao intitul
Matematica Escolar no século XXI: a formagao de estudantes e professores
Basica, sendo um dos subprojetos ao tratar da formagao inicial de educadoras
matematicos nas disciplinas matematicas, mais especificamente nas disciplinas
discussoes de topicos relacionados a nimeros complexos e variaveis complexas.
como uma pesquisa qualitativa, seu objetivo foi o de investigar quais c
caracteristicas de uma disciplina de varidveis complexas, no conjunto das disc
curso de Licenciatura em Matematica, para que esteja a servigo da formagao da |
professor de matematica, e delimitar tais caracteristicas como uma proposta de sa
consonancia com o referencial tedrico metodolégico utilizado, o Modelo
Semanticos, proposto por Romulo Campos Lins. Delimitamos caracteristic
disciplina de variaveis complexas apos realizagcdo de andlise das matrizes curricul.
pedagogicos disponiveis para acesso de onze Universidades Federais mineire
literatura relacionada a formacao matematica na Licenciatura em Matematica
residuos de enunciagdo obtidos apds aplicagdo em campo do Produto Educacio
em nossa pesquisa, constituido de Fichas de Trabalho com textos para discussao
intencao de inserir discentes em uma proposta metodologica baseada nos conceit
dos Campos Semanticos, propicia experiéncias ao professor e professora em f
além do conhecimento matematico, relacionadas a futura pratica docente co
metodologicas e pedagdgicas frente aos contelidos de variaveis complexas
reforcando a necessidade de construgdo de textos que sejam suficientes
bibliografia base de ementas de disciplinas de conteido matematico, fazendo-:

realizarem cada vez mais pesquisas com objetivos de criacao de materiais para



ABSTRACT

This work is the result of a research project carried out in a professional 1
program in the Mathematics Education Postgraduate Program of the Federal Uni
de Fora/Brazil, inserted in the research line Teaching and Learning of Mathema
of classroom conditions and Pedagogical Intervention in Mathematics. This inves
of the macro research project of the Linsiano Research Program entitled Mathema
in Schools in the 21st Century: the training of students and teachers of Basic Ed
one of the subprojects that deals with the initial training of mathematics
mathematical disciplines, more specifically in disciplines aimed at discussing to
complex numbers and complex variables. Characterized as qualitative research
was to investigate what the characteristics of a discipline of complex variables sho
the set of disciplines of a Bachelor's Degree in Mathematics, so that it is at the
training of future mathematics teachers, and to delimit such characteristics as
proposal, in line with the theoretical methodological framework used, the Se
Model, proposed by Romulo Campos Lins. We defined characteristics for a
complex variables after analyzing the curricular matrices and pedagogical project
access at eleven Federal Universities in Minas Gerais, reviewing the literatt
mathematical training in the Mathematics Degree Program, and reading th
residues obtained after field application of the Educational Product formatted in
consisting of Worksheets with texts for discussion and tasks with the intention
students to a methodological proposal based on the concepts of the Semantic
providing experiences to teachers in training that go beyond mathematical know
to future teaching practice as methodological and pedagogical experiences 1
complex variables content. We conclude by reinforcing the need to construct
sufficient to integrate the basic bibliography of syllabuses of disciplines with
content, making it necessary to conduct more and more research with the objecti
materials for the mathematics degree program with a different perspective fror

presented by mathematicians.
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INTRODUCAO

A presente investigagdo ¢ um dos projetos de pesquisa que integram o
Investigacdao intitulado “Programa Linsiano”, em homenagem ao educador matem:
Campos Lins (1955- 2017). Os objetivos do Programa interinstitucional sdo investigar
escolar com o propdsito de educar matematicamente estudantes da Educagao Bésica n
¢ investigar, no interior das licenciaturas em Matematica, a formagao inicial de 1
licenciandos em matematica.

Nossa pesquisa integra um dos macroprojetos dp Programa, intitulado
Investigacdao ao tratar do ensino da disciplina Variaveis Complexas para a Lic
Matematica a partir da constatagdo de que, a concepcao da disciplina, sua ementa
utilizada sdo propostas pela visdo do matematico para a formagao do futuro matematico,
especificamente a formacao inicial do futuro professor ou professora da Educacao Bas

Em minha graduagdo, me deparei com perguntas do tipo: “Como o contetido
dito “puro” em oposi¢do a “aplicado” — agregara na experiéncia de minha futura prati
ou seja, “Para que serve o estudo das disciplinas de matematica pura?”. O educadc
Romulo Campos Lins, em 2005, ja havia discutido sobre essa tematica com o que usu:
e ainda sdo atribuidas como justificativas para a permanéncia dessas disciplinas na fot

de professores(as) de matematica:

Os papéis usualmente considerados sao dois: ensinar o conteudo a ser en:
(que, sempre supomos, nao foi aprendido direito na escola), e prover
fundamentos daquilo que se vai ensinar. As duas coisas devem s
separadamente, embora certo discurso argumente que ndo, que a pessoa s
Matematica se sabe os verdadeiros fundamentos matematicos de cada assunt
p. 119)

Tais questdoes rondavam minha formagao curricular matematica, causando certc
pois ao mesmo tempo em que eu deslumbrava o prazer de conhecer mais da matematic
estabeleciam de alguma forma.

Utilizando termos de Lins, do artigo intitulado Matemdtica, Monstros, S

Educag¢do Matematica (2004a), eu estava, de alguma forma, tentando cruzar um terr



Foi frustrante, em minha experiéncia, ndo sentir que o Matematico me via
monstros de estimagao, ndo sentir que havia outras formas de contemplar aquelas criagd
a possibilitar a produg¢do de outros significados. Eu apenas precisava, observands
reproduzir como 0s conceitos € objetos se comportavam, como funcionavam. F
sentimentos que segui o caminho até chegar ao projeto dessa pesquisa.

Essa formacao matematica, para além de uma vivéncia pessoal, aponta care
estrutura curricular dos Cursos de Licenciatura em Matematica. No Brasil as diretrizes
a educacao nacional sdo de responsabilidade do Estado. Em fung¢do disto, utilizamos
Curriculares Nacionais para a formagido de professores (DCFP)! para embasar no
curricular.

Ressaltamos que Diretriz Curricular ndo ¢ o mesmo que o curriculo de um curso.
Curriculares Nacionais, por exemplo, sdo definidoras dos “marcos curriculares e regul
formacdo docente, instituindo normas como carga horaria e estruturacao curricular das
além de questdes como principios formativos a serem considerados pelos cursos.
FILHO; OLIVEIRA; COELHO, 2021, p. 941). Diferentemente do exemplificado, o cu
curso, inserido no dia a dia da sala de aula, ¢ um processo vivo, sujeito a ser submetids
fases de formatacdo, como “[...] a de prescri¢do e regulamentacao (ambito politico e ad
a de planejamento (4mbito de materiais, guias, etc.); organizacao (ambito da escola); ag
ensino); e avaliagcdo (ambito do controle interno e externo).” (GOLLO JUNIOR, 2019,

Quando voltamos nossa atencdo para as Diretrizes Curriculares para as lice
matematica, encontramos as indica¢des no Parecer CNE/CES n° 1.302/2001, aprov
novembro de 2001, primeiro e Gltimo até 0 momento de escrita deste trabalho. Perfil dc
Competéncias e Habilidades, Estrutura do Curso, Contetidos Curriculares e Estagio
Complementares sdo topicos tratados neste documento.

A respeito dos Conteudos Curriculares, mesmo diferenciando o curriculo do b:
curriculo da licenciatura, o parecer afirma uma perspectiva de que o professor que ensirt
¢ um matematico ao afirmar que: os curriculos “devem assegurar o desenvolvimento

dos diferentes ambitos do conhecimento profissional de um matematico” (BRASIL, Z
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“habilidade de identificar, formular e resolver problemas na sua area de aplicagdo, ut
l6gico-cientifico na analise da situacao-problema” (BRASIL, 2002a, p.3).

A demarcagdo da docéncia ser uma das possibilidades para um profissional dit
¢ suficiente para justificar os conteudos especificos indicados pelo parecer a Lic

Matematica.

Os conteudos descritos a seguir, comuns a todos os cursos de Licencia
distribuidos ao longo do curso de acordo com o curriculo proposto pelz
Diferencial e Integral; - Algebra Linear; - Fundamentos de Analise; - |
Algebra; - Fundamentos de Geometria; - Geometria Analitica. A parte cos
incluir: a) conteudos matematicos presentes na educacdo bésica nas ar
Geometria e Analise; b) contetidos de areas afins a Matematica, que sao for
de problemas e campos de aplicagdo de suas teorias; ¢) conteudos da Ciénc
da Historia e Filosofia das Ciéncias e da Matematica (BRASIL, 2002a, p. 6

Essas disciplinas citadas como comuns a todos os cursos de Licenciatura, emn
possuem uma proposta curricular e metodologica generalista, o que em teoria atend
Cursos, como as Engenharias, Fisica, Quimica, Computacao, ao Bacharelado em Mate;
outros, nao atendendo, ao nosso ver, a formagao profissional da licencianda e lic

matematica.

Enquanto o contetdo matematico ensinado nas escolas, € nos cursos
possuirem seu foco principal nas ciéncias modernas, no desenvolvimentc
sociedade, ndo poderemos rumar para o ensino de uma matematica que
emancipacio do educando. (GOLLO JUNIOR, 2019, p. 10)

Acreditamos que, na Licenciatura em Matematica, como esta formulada hoje, 1
conteudos ndo sejam diretamente aplicados em nosso dia a dia profissional como
professoras da Escola Basica, a forma com que lidamos e os manipulamos ¢ que faz ¢
ou nado, nos termos de D’ Ambrosio (1991, p.1), “obsoletos, desinteressantes e inuateis’

acreditamos que

[...] a Matematica do matematico oferece uma oportunidade unica de viver
peculiar ao encontro com nog¢des que contrariam em tudo o senso comum
rua (LINS & GIMENEZ, 1997). E apenas ao se tornar sensivel a este estran
lo vivido como aluno-futuro-professor, que o professor podera ser sens
necessidade de ler seus alunos sempre, ao invés de apenas compara-lo cot
que deveria ser. (LINS, 2005a, p. 121)

Decidir estudar contetidos especificos de disciplinas presentes num curriculo d

rgt 12 * ‘4 1 1 ~ * 1 *
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para o ingresso ndo foram suficientes para inibirem o estranhamento que vivi. Foi a d
desafiadora que cursei e os sentimentos que experimentei iam de um extremo prazer er
totalmente diferente do que eu tinha conhecimento para uma extrema impoténcia ei
aquele modo de producao de significado do matematico.

Realmente nao internalizei tudo que imaginei que poderia e a oportunidade de
disciplina para a pesquisa me despertou de que esse seria 0 momento de sanar, em pa
que era ainda muito recente na minha curta trajetoria. Tornou-se necessario para mim
analise do proprio curriculo dos cursos de Licenciatura em Matematica, identificar outra
de abordar os conteudos especificos que 14 estao identificados.

Assim, chegamos a problematica dessa pesquisa: “quais devem ser as cara
disciplina Variaveis Complexas, no conjunto das disciplinas de um curso de Lic
Matematica, para que esteja a servico da formacao da futura e futuro professor de mate

Inserida em um Mestrado Profissional, o produto educacional, intrinseco a ir
formatado como fichas de trabalho compostas de tarefas disparadoras adequadas de sere
no ensino de nimeros complexos, topico este associado a disciplinas de variaveis co:
alcangarmos nosso objetivo, tracamos trés agdes a serem consideradas e trabalhadas
pesquisa.

A primeira acao realizada foi considerar a disciplina a partir da contribui¢do qu
a formacao da futura e futuro professor de matematica da Educacao Basica. Com isso s
nosso foco ndo esta primariamente € exclusivamente no conteido, mas também n
metodologica em que a/o estudante em formacao experiencie falar a partir de um text
tomado como demanda de producgao de significados, e que assim vivencie o estranhame
situacgoes.

A segunda agdo, na continuagdo, caracterizou-se como a identificacao
caracteristicas da disciplina de Variaveis Complexas para um curso de Licenciatura en

Tendo essas caracteristicas propostas, seguimos para a tltima acao, que seria a d
e aplicar o produto educacional, um material didatico para que os professores e profes

utilizar, baseado nas caracteristicas que propomos para o curso.
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qual iremos nos referir neste trabalho como perspectiva tradicional — e que considera «
apenas significados legitimados pela matematica do matematico?.

Em nossa pesquisa, utilizamos como referencial tedérico o Modelo dos Campc
(MCS), proposto por Romulo Campos Lins (1999, 2001, 2005), que compartilha ideias ¢
¢ Leontiev.

Para atender nossas expectativas, o presente trabalho possui seis capitulos. N
intitulado O Ensino de Variaveis Complexas na Licenciatura em Matematica, analisamc
propostas de ensino de variaveis complexas de universidades federais mineiras, por mei
curriculares e projetos pedagogicos disponiveis para acesso em suas paginas oficiais.

No Capitulo 2, denominado Revisdo da Literatura, apresentamos uma revisao d
especificamente dissertacoes, referenciadas tedrica e metodologicamente de maneira pr:
proposta e que tratam do ensino de topicos relacionados a varidveis complexas.

No Capitulo 3, intitulado Pressupostos Teoricos, esclarecemos nogdes acerca d
Campos Semanticos (MCS) — nosso referencial teorico, como significado, «¢
estranhamento e descentramento.

No Capitulo 4, denominado Metodologia de Pesquisa, tratamos a metodolc
pesquisa e da proposta metodoldgica caracterizada em nossa investigagao para utilizag
aula junto de nosso produto educacional.

No Capitulo 5, intitulado 4 Dindmica da Sala de Aula, relatamos o processo d
nosso produto educacional, juntamente da apresentacao das tarefas criadas e analise d
enunciacao obtidos na aplicacao delas.

O ultimo capitulo, Capitulo 6, denominado Comentarios Finais, discutim

realizado na pesquisa e perspectivas para pesquisas futuras.



1 O ENSINO DE VARIAVEIS COMPLEXAS NA LICENCIATURA EM MATEM:

Neste capitulo, analisaremos caracteristicas relacionadas a caracterizagao, c
planejamento curricular do ensino de disciplinas de topicos de varidveis complexas
cursos de Licenciatura em Matematica nas IES do Estado de Minas Gerais. Metod
escolhemos analisar apenas universidades federais de nosso estado, considerando o
instituicao onde nossa pesquisa se desenvolve ¢ uma universidade federal mineira.

Assim, dissertamos sobre a presenc¢a da tematica de Variaveis Complexas na fo

de licenciandos e licenciandas em matematica, incluindo o conteudo relacionado a esse

1.1 Instituicoes e disciplina

Em nosso levantamento das Institui¢des de Ensino Superior mineiras com Li

Matematica identificamos onze universidades mineiras, sao elas:

e Universidade Federal de Alfenas (Unifal — MG);

e Universidade Federal de Itajuba (Unifei);

e Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF);

e Universidade Federal de Lavras (UFLA);

e Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG);

e Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP);

e Universidade Federal de Sao Joao del-Re1 (UFSJ);

e Universidade Federal de Uberlandia (UFU);

e Universidade Federal de Vigosa (UFV);

e Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM);
e Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri (UFVIM).

Ao analisarmos as grades curriculares disponibilizadas na pagina oficial de cac



Tabela 1: Disciplinas de Variaveis Complexas nas Universidades Federais Mi

Universidades Federais Disciplinas Relacionada a Numeros Classificac?
Mineiras Complexos Disciplir
Unifal - MG Fungdes de uma Variavel Complexa Eletiva
Unifei MAT454 - Variavel Complexa Obrigato:
UFJF MATI162 - Fungdes do Plano Complexo Obrigato
UFLA GEX175 - Int. a Variaveis Complexas Eletiva
GEX210 - Trigonometria e Nameros Complexos Obrigato:

UFMG MAT118-DIG - VARIAVEL COMPLEXA Obrigat6r
UFOP MTM224 - Fungdes de uma variavel complexa Obrigato
UFSJ Polindmios e Numeros Complexos Obrigato:
Analise Complexa Optativ:

UFU GMTO031 - Fungdes de uma variavel complexa Obrigat6r
UFV MAT343 - Variaveis Complexas Optativ:
UFTM Fungdes de Variaveis Complexas Obrigato
UFVIM CEXO053- F. de Variavel Complexa Eletiva

Fonte: Criado pela autora.

Cada graduanda(o) deve cumprir uma determinada carga horaria, em acordo cor

de sua graduacao, de disciplinas ditas eletivas, dentro da grade oferecida para essa fina

Ufla, UFVJM e Unifal oferecem a tematica dos complexos em disciplinas class

eletivas, ou seja, disciplinas ndo obrigatorias. Porém, de acordo com o que consta no P1

Pedagdgico (PPP) de cada um de seus cursos de Licenciatura em Matematica, notamo

nao oferecendo disciplinas obrigatérias que possuam 0s numeros complexos co

exclusivo, elas garantem o contato das alunas e alunos com esse contetido ao inseri

disciplinas obrigatorias de sua grade.

Destacamos na Tabela I duas disciplinas da Ufla: GEX175 (Int. a Variaveis

GEX210 (Trigonometria e Nimeros Complexos). A primeira ¢ uma disciplina eletiva,

p——



Na UFVIJM, a disciplina obrigatoria intitulada Matematica Elementar III ¢ re
tratar dos nimeros complexos simultaneamente aos contetidos de trigonometria e polir

abaixo as informacgdes complementares dessa disciplina.

Figura 1: Ementa da disciplina Matematica Elementar 111

Disciplina: Matematica Elementar 111

Periodo: 2° periodo C.H. Semestral: 60 horas | Créditos: 4
CH Tedrica | C. H. PCCs | Estigio PRE-REQUISITOS
60 00 00 Matematica Elementar |

Objetivos: Proporcionar uma visdo mais critica e profunda dos contetidos do ensino méd

Ementa: Trigonometria no tridangulo retangulo; Trigonometria na circunferéncia; Fungdes

Trigonométricas; polindmios e nimeros complexos.

Fonte: Projeto Pedagogico do curso de Licenciatura em Matematica da UFVJIM

Ja na Unifal notamos a presenga do tema em duas disciplinas obrigatérias d
Calculo I e Calculo 1V.

Figura 2: Ementa da disciplina Cdlculo |

Disciplina: Calculo |
Pre-requisitos: Nao possui.

Pratica como

C.H. Total:

€0 Tedrica: 60 |Pratica : componente Estagio:
curricular:

EMENTA: Conjuntos numericos. Fungao: definicao, dominio, contra
conjunto imagem e grafico. Funcdo afim. Funcdo quadratica. Ine
produto e quociente. Funcdo composta. Funcdo exponencial. Funcao
Funcdo Ilogaritmica. FungbGes Trigonométricas. Funcdes trigono
inversas. Numeros complexos: Forma algébrica e polar, potenc
radiciacao de complexos (1¥ e 2% formula de Moivre). Limite e conti
| conceito, definicdo e propriedades. Derivadas: definicao, regras de de




Figura 3: Ementa da disciplina Cdlculo IV
Disciplina: Calculo IV

Pré-requisitos: Calculo lll.
Pratica como
C.H. Total: ; : :
. Tedrica: 60 | Pratica : componente Estagio:
curricular:

EMENTA: Séries: Sequéncias, Sequéncias mondtonas e limitadas,
definicao, Series com termos nao negativos, Convergéncias Abs
Condicional, Séries de Poténcia, Séries de Taylor e Maclaurin. N
Complexos: Numeros Complexos, Forma Polar, Conjugado, Formula de
Conjuntos no Plano Complexo, Funcdes Complexas: polinomial, expo
trigonométrica, logaritmica e poténcias. Equagdes Diferenciais Ore
Definicdo de equacéao diferencial ordinaria e de solucdo, Teorema de Ex
e Unicidade. Equacées lineares de primeira ordem, Equagdes Homo
Equagboes Exatas, Mudanca de Variavel (Equacgées de Bernoulli,
Clairault), Equacoes lineares de ordem superior, Exponencial de Matriz.

Fonte: Projeto Politico Pedagogico do Curso de Matematica - Licenciatura da Un

Essa caracteristica identificada no PPP da Unifal, de tratar de nimeros c
disciplinas de Calculo, nos chamou atengao para o fato de que a ndo existéncia de u
exclusiva para esse tema nao implica a auséncia dessas discussdes em outras disciplin:
a importancia da analise dos Projetos Politico Pedagogicos além da observacac
Curriculares.

A terceira e ultima classificacao ¢ a de disciplina optativa. Pelo que notamos po:
da UFSJ e da UFV, o termo “optativa” ¢ sindnimo de “eletiva” para esses documento:
analise foi proxima a realizada acima para os cursos que disponibilizavam disciplin
tema estudado neste trabalho.

Na UFSJ, os estudos acerca de nimeros complexos estdo restritos nas duas

1dentificadas anteriormente — na discinlina obricatoria o tema esta inserido motivado t



A UFV possui, em uma disciplina obrigatoria indicada para o primeiro peri
Fundamentos de Matematica Elementar II (MAT — 206), uma ementa englobando tr

numeros complexos, parecida com a da disciplina GEX210 presente na grade curricule

Figura 4: Ementa da disciplina Fundamentos de Matematica Elementar I

Departamento de Matematica - Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologicas

Catalogo: 2022

Numero de creditos: 4

Carga horaria semestral: 60h
Carga horaria semanal tedrica: 3h
Carga horaria semanal pratica: 1h
Semestres: |

Objetivos

« Desenvolver conceitos elementares da Matematica, bem como estudar as suas diversas proprie
Compreender métodos basicos e necessarios a resolugio de alguns problemas gue envolvam
de trigonometria e fungdes trigonomeétricas. Compreender e aplicar as principais propriedades d
numeros complexos. Estudar as principais propriedades dos polindmios com coeficientes reais.

Ementa

Trigonometria e funcies trigonomeétricas. Introducdo aos nimeros complexos. Polindmios.

Fonte: Programa Analitico de Disciplina da UFV - MAT 206 - Fundamentos de Matemadt
Elementar 11

No capitulo 4, em que discutiremos um design para a disciplina Varidveis Con
Licenciatura, trataremos das escolhas metodologicas que fizemos a respeito da ementa
basica do curso. Por isso, analisaremos a seguir a ementa/plano de ensino indicas

disciplinas, a fim de estabelecer futuramente uma comparagdao com a nossa proposta.



1.2 Ementas e suas referéncias

Por nosso olhar estar voltado para a formacdo basica do licenciando e 1
desenvolvermos uma disciplina que trata exclusivamente de variaveis complexas, restr
analise as ementas das disciplinas obrigatérias citadas acima que possuem tamb
relacionadas exclusivamente a variaveis complexas.

Tabela 2: Ementa das Disciplinas Obrigatorias de Variaveis Complexas

Universidades Federais | Disciplinas Obrigatorias de Ementa das Disciplinas
Mineiras Variaveis Complexas
Unifei MAT454 - Variavel Complexa | Plano Complexo; Fungdes analiticas; Te

Séries de poténcias. Singularidades, resi

Fun¢des homomorfas. Teoria de

UFJF MAT162 - Fungdes do Plano Numeros Complexos, Fun¢des Analit
Complexo Elementares, Transformacgdes por Fungd

UFMG MAT118-DIG - VARIAVEL | Numeros complexos. Topologia de C. Fu
COMPLEXA Equacdes de Cauchy-Riemann. Fungde

Integragao. Teorema de Cauchy-Gor sat.
de Cauchy. Séries de Taylor. Principic
Teorema de Liouville. Singularidades isc

Laurent. Teoremas de residuos e a

Ufop MTM224 - Fungdes de uma Numeros Complexos. Topologia do P
variavel complexa Holomorfas. Séries. Teoria de Cauchy.

Residuos.
UFU GMTO31 - Fungdes de uma Numeros complexos. Célculo no pla
variavel complexa holomorfas. Séries. Teoria de Cauchy. |
UFTM Fungdes de Variaveis Fungdes de Variavel Complexa. Limite
Complexas Diferenciabilidade. Integral definida. In

Teorema, Formula de Cauchy. Séries de

de Laurent. Singularidades e Re




Gostaria de utilizar o tema de fungdes como exemplo para refutar essa crenga. E
esta presente, mesmo que de maneira reduzida, desde a Educagdo Basica na formagas
seja, alunos e alunas podem chegar ao Ensino Superior familiarizados com es:
possivelmente, com o que ela se relaciona.

Ainda assim, boa parte do trabalho realizado nas disciplinas de Célculo ¢ fund
fungdes, justamente por ser um topico essencial para muitos temas tais como limite
integral. Assim, ¢ de se esperar que, quando fungdes sdo trabalhadas num conjunto difi
usualmente sdo tratadas (conjunto dos nimeros reais), mais tempo sera necessario para :
Porém, ao retornarmos para as ementas no quadro explicitadas, notamos que essa te
espago com outras que demandam tanto tempo quanto para o seu ensino ¢ aprendizage

O tempo destinado ao estudo completo de uma ementa ¢ um problema nao so
mas tambeém para docentes. Como promover um estudo detalhado e individualizado de t
variaveis complexas tendo que percorrer uma ementa tao extensa?

Torna-se necessario pontuar que nossa perspectiva nao reflete o posicionament
a matematica do matematico na formagdo inicial do licenciando e licencianda, p

acreditamos, em concordancia com Lins (2005), que

o professor precisa saber mais, € ndo menos Matematica, mas sempre escla
mais nao se refere a mais conteudo, ¢ sim a um entendimento, uma lucic
inclui, necessariamente, a compreensao de que mesmo dentro da Matematic

produzimos significados diferentes para o que parece ser a mesma coisa. (
122).

A abundancia de tépicos junto do tempo reduzido podem ser agentes da esco
docente, de um ensino tradicional — “o problema ndo € o giz e o quadro negro, mas o u
vezes se faz deles” (OLIVEIRA, 2002, p. 100). Nesse formato, torna-se inviavi
metodoldgica que gostariamos de fazer ao professor e professora dessas disciplinas. Pa
estranhamento, ¢ preciso tempo.

Para além dos contetidos previstos de serem abordados, a bibliografia basica sug
nos indicou a tendéncia existente no que diz respeito a referéncia utilizada pelos
professoras de como trabalhar esses conteudos em sala de aula. Do mesmo modo, s

relacdo dos livros-texto nas ementas indicados e a quantidade de vezes em que :



Tabela 3: Bibliografia das Disciplinas Obrigatorias de Variaveis Complex

Livro Autor(a) Numero «
Varidveis complexas e Aplicacdes AVILA, G.
Variaveis Complexas e suas Aplicacdes CHURCHILL, R.V.
Introdugao as fungdes de uma variavel FERNANDEZ, Cecilia S.;
complexa BERNADES Jr, Nilson C.
Célculo em uma variavel complexa SOARES, M. G.
Fungdes de uma variavel complexa LINS NETO, A.
Trigonometria e Numeros Complexos. CARMO, M. P.; MORGADO, A.

C.; WAGNER, E.

Introducgado as variaveis complexas COLWELL / MATHEWS
Complex Number and Geometry HAHN, L.
Matematica Superior KREYSZIG, E.
Introdugdo as Fungdes Complexas MEDEIROS, L. A. J.
Variavel complexa 1 SHOKRANIAN, Salahoddin.
Variaveis complexas SPIEGEL, M. R.

Fonte: Criado pela autora.

Mesmo apontando no minimo trés livros como bibliografia basica, foi possive
destaque de quatro obras matematicas, possuindo ao menos duas indicacoes
Independente da repetigdo, a listagem nos indica um certo padrdo, o texto matematico
futuros e futuras educadoras matematicas ainda € escrito por matematicos.

A preocupac¢do do matematico ndo passa pelas necessidades de um licenciando
logo, um matematico ministrando uma disciplina de conteudo matematico com textos
também por matemadticos dificilmente romperd com o tradicional, evitando correr o
cumprir com a ementa prevista no prazo estabelecido.

A Tabela 1 foi resultado da analise das grades curriculares. Esse tipo de e
proporcionou informacdes baseadas nao nos contetidos programaticos das disciplin
titulos atribuidos a elas. A partir da classificacdo de eletivas, optativas e obrigatoria

afirmar que aproximadamente 72% dos cursos de Licenciatura em Matematica nas |



nao ¢ uma tematica de muito destaque comparando com disciplinas de Célculo Diferen
mas por ser tao representativa na nossa regiao, sinaliza a necessidade de se falar, estud
sobre, e € 1ss0 que nos propomos fazer.

O padrao notado pelo levantamento da bibliografia basica indicada estar de acc
das premissas deste trabalho, a concep¢ao de disciplina, sua ementa, metodologia
bibliografia utilizada sdo propostas pela visao do matematico para a formacao do futur
Lins (2005a) aponta que no ambito do ensino de matematica, “a questdo central
conhecimento ensinar’ ¢ sim ‘ensinar o conhecimento de quem’”(LINS, 2005a, p. 118

Ensinar o conhecimento do matematico ndo significa precisar agir como um
futuro professor a passear pelo Jardim do Matematico, nao o faco com a intencao de «
sim com a intencdo de permitir que eles experimentem a diferenca.” (LINS, 2005
experimentando a diferenca como discente que se torna sensivel a diferenga que ser:
experimentada quando no papel de docente estiver.

Assim, afirmamos nossa posi¢do como professores e pesquisadores que o focc
exclusivo no conteudo, a atengdo deve estar voltada para o processo. Nossa concepgdo v
a de Alves (2013), os ““cursos conteudistas ministrados com o enfoque da Educagao
que levem em conta a ampliacao de horizontes do futuro professor de Matematica, po
contribuir para a sua formagao pré-servigo, enquanto estudante de Graduagao.” (ALY
50).

Nesse sentido, posicionamos nossas escolhas metodoldgicas com um enforque
Matematica. Nao pretendemos apontar uma ementa extensa, mas suficiente
estranhamento pretendido a partir de topicos relacionados a variaveis complexas; no:
apoio provavelmente nao estao de todo em direcao contraria dos anteriormente destacac
lidos e utilizados partindo de outra perspectiva. Nao seguir o padrdo nao faz de nossa pr

ou pior, apenas demarca nossa posi¢ao educacional em apontar outra possibilidade.



2 REVISAO DE LITERATURA

Neste Capitulo, apresentaremos a revisao de literatura resultante de nossa pesq
da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD), em bancos de teses e
na area de Educagdo Matematica em sites de Programas de Pos-Graduagdo, e no ace
Sigma-t - Rede de Pesquisa e Desenvolvimento em Educagdo Matematica.

Visando encontrar trabalhos em que o ensino de variaveis complexas estivesse
formagao da futura e futuro professor, combinagdes como “‘Formacdo Matematica
Complexos’ e ‘Licenciatura em Matematica’” e “‘Formacao Matematica’ e ‘Varidveis
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‘Licenciatura em Matematica’” foram utilizadas, mas os resultados obtidos, além
numerosos, apos leitura dos resumos notamos que ndo eram compativeis com nossa ex

Retomamos entdo os objetivos deste trabalho cujo foco ndo esta primariamente
mas sim na forma¢ao matematica de licenciandos e licenciandas.

Além disso, nosso pressuposto tedrico precisava ser um norteador de traba
serviriam de referencial. Assim uma nova string foi criada, e dessa vez retornando |
muito nos auxiliaram em nosso levantamento, e foi ela “’Formagdao Matematica’ e
Significados’ e ‘Licenciatura em Matematica’”.

Com esse formato de busca, tivemos como resultado 46 trabalhos, dos quais

selecionados como constituintes da revisdo de literatura de nossa pesquisa.

Tabela 4: Trabalhos provenientes da pesquisa em banco de teses e dissertag

Titulo do Trabalho Autor(a) Ano

Fundamentos tedrico-metodoldgicos para o ensino do ELIAS, Henrique Rizek
corpo dos numeros racionais na formacao de professores de

matematica

Algebra linear como um curso de servigo: o estudo das ALMEIDA, Vitor Rezende

transformacoes lineares

Algebra linear como um curso de servigo para a ALVES, Aretha Fontes

licenciatura em matematica: o estudo dos espagos vetoriais

Geometria como um curso de servico para a licenciatura de | PROCOPIO, Ricardo Bevilaqua



A tese de Elias (2017) traz a problematica do distanciamento entre a matema
durante o curso de uma Licenciatura em Matematica e a matematica que compode ¢
trabalho de um docente dessa disciplina na escola. Sua pesquisa, de cunho qualitativc
nas discussoes a respeito da formagao inicial de professores de matematica, com €nfas:
matematica de docentes de matematica.

Os referenciais tedricos citados por Elias sdo o Perfil Conceitual (MORT
MORTIMER; SCOTT; EL-HANI, 2009; MORTIMER et al., 2014a; MORTIMER et
Conhecimento do Conteudo no Horizonte (JAKOBSEN et al., 2012; JAKOBSERM
RIBEIRO, 2013) e a diferenciacao entre Matematica Escolar e Matematica Académica
DAVID, 2010).

Com essa bagagem tedrica discutida e €nfase em um topico matematico es
numeros racionais, desenvolveu em seu trabalho uma sequéncia composta por trés tar
propor possibilidades para o ensino do corpo dos nimeros racionais na Licenciatura er
que aproximem essa tematica da matematica escolar, favorecendo o desenvc
conhecimento profissional do futuro e futura professora. Com isto, frisamos que est
aproxima de nosso estudo pela produgdo de tarefas, mas ndo compartilhamos o mesr
teorico.

As dissertagdes de Almeida (2013), Alves (2013) e Procopio (2011), com abord:
qualitativas, se assemelham quanto a producao de tarefas e utilizagcdo de mesmo refer
com finalidade em aprofundar o estudo entre os processos de ensino e aprendizagem ¢
do Ensino Superior € a forma¢ao matematica do licenciando e licencianda em Matema

O referencial tedrico em comum dos trés trabalhos ¢ o Modelo dos Campos Set
o topico matematico em foco nos estudos se diferencia: Almeida (2013) trata de Tr
Lineares em Algebra Linear, Alves (2013) discute Espagos Vetoriais também em Alget
(2011) se dedica a topicos de Geometria Plana e Espacial.

Os objetivos dessas dissertacdes estavam em torno do mapeamento de caract
disciplinas da Licenciatura em Matematica, voltadas para o topico especifico de cad.

forma que essas disciplinas desempenhassem o papel de um Curso de Servico para a Li



Por consequéncia de serem disciplinas de contetido matematico atentas a forma
caracterizam por serem disciplinas “que também se preocupam com a formagao didatica
do futuro professor de Matematica” (ALMEIDA, 2013, p. 2).

Elias (2017), mesmo nao utilizando o termo Curso de Servigo, disserta sobre
ser também um curso profissional. Em seu texto, afirma a necessidade da propo:
formag¢ao que, em seus termos, ndo priorize uma educagdo para a matematica, e
maneiras de lidar com as demandas da pratica docente e que priorize os valores da Mater
em suas multiplas possibilidades.” (ELIAS, 2017, p. 35).

O termo Matematica Escolar acima ¢ caracterizado por Elias (2017), com ap«
Moreira e David (2010), “como um conjunto de saberes associados ao exercicio da profi
(MOREIRA; DAVID, 2010 apud ELIAS, 2017, p. 35). Assim, seus valores seriam “o
produzidos e mobilizados pelos professores naquele contexto da sala de aula da Edu
considerando toda a heterogeneidade dos modos de pensar dos estudantes.” (ELIAS, 2!

Uma observagdo pertinente ¢ a de que o termo significado utilizado por Eli:
possui a mesma conotacao de quando utilizado em nosso trabalho e nos outros aqui refe
também utilizam o Modelo dos Campos Semanticos como referencial teorico. Pa
significado possui definicao especifica, que discutiremos com mais atencao no capitul

Voltando a nossa discussao anterior, em resumo, Elias (2017) aponta que a ma

a formacao do futuro e futura professora de matematica deve ser caracterizada como

... uma matematica a partir da e cujo objetivo seja a Matematica Escolar.
professor conhecer, identificar e trabalhar diferentes modos de pens
matematicos em contextos variados da Educacdo Basica, e que possibilite
mesmo tempo, perceber o potencial desses conceitos ao longo do curriculo es
relagdes com a Matematica Académica. (ELIAS, 2017, p. 57)

Almeida (2013), ao dissertar a respeito de concepgoes do que seriam competénci
a professores e professoras de matematica, nos brinda expondo sua concepcao de

docente deve ser guiada pela

... preocupacg@o em utilizar metodologias alternativas de ensino que propi
uma oportunidade de leitura e ampliagdo dos modos de producdo de sig
considerando a pratica docente como um processo dinamico, onde nao s¢
no¢des matematicas estejam envolvidas. (ALMEIDA, 2013, p. 8)



Esses recortes nos possibilitam uma importante reflexdo. Normalmente vc
atencdo ao docente escolar, da Educagdo Basica, mas essa pratica docente perpassa tc
de atuacdo, ou seja, € importante que professores e professoras da Educacao Superi
atentem as suas praticas e atuagoes.

E preciso ir além do estudar diferentes metodologias, passando a viven
licenciandas(os) para sermos motivadas(os) a, a0 menos, tentar também fazer o «
necessitamos de professores que tenham uma perspectiva ampla de sua sala de aula ant
inicie sua docéncia” (ALVES, 2013, p. 81), por isso a atencdo a formagdo inicial
reforcada.

As leituras realizadas nos apontam a necessidade de se pesquisar o que nos prop
sdo os conteudos matematicos ditos como puros € académicos, pertencentes ao matemé
mais eles forem discutidos em perspectivas além da tradicional tedrica/axiomatica, ma
ser a experiéncia discente e docente.

Além disso, uma caracteristica marcante dessas leituras ¢ o apontamento para
que vem como producdo de significados da e do discente para o texto matematico. Ess
matematicas precisam estar a servico dessa producgdo de significados para e pela(o) d
exercicio para suas praticas futuras, sejam elas académicas ou nao. Essa demarcacdo m
com o referencial tedrico que lanca luz a nossa questdo e objetivos, o Modelo
Semanticos.

Realizamos busca também em uma plataforma que nos possibilitasse o contato
publicacdes de autoras e autores que utilizam o Modelo dos Campos Semanticos cor
teorico e/ou metodologico, denominada Rede de Pesquisa e Desenvolvimento
Matemadtica — Rede Sigma-t, uma rede de pesquisa constituida por oitenta pe:
pesquisadoras, professores e professoras com interesse no Modelo dos Campos Seman

Ao pesquisarmos em seu acervo digital de teses e dissertacdes disponiveis e d
restringirmos a busca entre os trabalhos que foram orientados pelo pesquisador Romulo
encontramos duas dissertagdes que se relacionam com nossa pesquisa € com as tematic

trabalhos discutidos no tdpico anterior, por restringirem suas investigagdes a umd

-



Tabela 5: Trabalhos provenientes da pesquisa na rede Sigma-t

Titulo do Trabalho Autor(a) Ano

Uma leitura da producao de significados matematicos e JULIO, Rejane Siqueira

nao-matematicos para dimensao.

Sobre a producao de significados para a nogao de OLIVEIRA, Viviane Cristina

transformagao linear em algebra linear. Almada de

Fonte: Criado pela autora.

Julio (2007) disserta sobre a produgdo de significados para a no¢ao de dimensac
discussdes de disciplinas matematicas relacionadas a Algebra Linear. Caracteriza s
como parte da reflexdo tedrica denominada “As idéias fundamentais da Matematica
Matematica” por Lins (2006).

Uma das motivacdes do trabalho era divergir da crenca de que antes de
matematica € preciso aprender muita matematica. Suas acoes € pensamentos eram vols

curso de licenciatura que fosse baseado

... em uma educa¢dao matematica, que lide com situagdes de sala de aula, tij
a que os professores estdo sujeitos na pratica profissional. Além disso,
professores discutam e experienciem nos cursos de licenciatura os processo.
significados matematicos, ndo-matematicos e as diferencas entre eles. (JUL

Tendo o Modelo como referencial tedrico, ao tratar ndo s6 do que se f
experienciar enquanto licencianda(o) num curso de matematica, mas também como
(2007) explicita que

... amatematica ¢ o meio pelo qual se pode discutir a producao de significa
€ nao-matematicos e suas diferencas, mas, nao a matematica pautada n
matematico onde o que ¢ verdade se da por meio de axiomas, defini¢des ¢
numa matematica apresentada de modo que dé abertura para se discutir
produgdo de significados. (JULIO, 2007, p. 14)

Esse modo de apresentar a matematica, de maneira diferente da dita tradicional.
abordagem em que o conteudo ndo seja justificado por suas aplicacdes, ou apenas por
sim pelas possiveis reflexdes que serdo motivadas aos licenciandos e licenciandas

2002).

Como forma de explicitar a relacdo do Modelo com a abordagem citada, usarem



» a diferenca dos significados de que estamos falando nao € questdo de es
interpretacdo ou versdes de uma mesma esséncia: caracteriza, de fato.
distintos; €

 concebemos que a pratica do professor deve ser na dire¢ao de criar na de
espaco comunicativo compartilhado por todos. (OLIVEIRA, 2002, p. 26)

Oliveira (2002), mesmo investigando sobre transformacodes lineares, aponta
pesquisa poderd, também, subsidiar discussdes mais amplas sobre a formagao inicial ¢
professora de Matematica, como a nossa atualmente.

As discussoes seguidas por essas duas dissertagdes nos orientaram na compree
0 Modelo dos Campos Semanticos visto no decorrer de uma pesquisa, desde o er
respeito dos instrumentos da teoria até a utilizagao desses na analise proposta. Por ess
aprofundarei neste momento a respeito de suas contribui¢des para minha escrita sem
apresentado os instrumentos do Modelo.

Entretanto, antes de seguirmos para o proximo capitulo, fez-se necessario const
de nosso conhecimento que tratam de aplicagdes do contetudo relacionado a variaveis
diferentes formas de aborda-lo em sala de aula para essa determinada finalidade. Seguen

dos dois trabalhos analisados.

Tabela 6: Trabalhos relacionados a temdtica de Variaveis Complexas

Titulo do Trabalho Autor(a) Ano

Objeto de aprendizagem para o ensino de nimeros PINTO, José Eustaquio

complexos com aplicagdes na area técnica em

eletroeletronica
Alternativa metodologica para ensino e aprendizagem de REIS NETO, Raimundo
nimeros complexos: uma experiéncia com professores e Martins
alunos

Fonte: Criado pela autora.

As justificativas e objetivos desses trabalhos sdo diferentes das existentes em
nos mostrou ser importante ter contato com discussdes que envolvem o mesmo
escolhemos — variaveis e nimeros complexos.

Pinto (2015) centra sua pesquisa na criagdo de um Objeto de Aprendizage



ensino, de modo que os propositos educacionais estejam bem definidos com relacao
de anélise, sintese e reflexdes.” (PINTO, 2015, p. 23, grifo nosso). Na pesquisa, o OA
¢ composto de uma sequéncia didatica que totalizou seis atividades digitais e interative

A criacao de um OA advém da necessidade de abordar os nimeros complexos de
diferente da dita tradicional. Pinto (2015) afirma que a dificuldade em contextualizar
com a vivéncia estudantil, mesmo utilizando aplica¢des da area técnica em eletroeletron
docente de trabalhar esse contetido apenas em final de ano letivo fazem com que o ei
pouco atraente.

Além disso, para o autor, o tOpico nimeros complexos “é quase sempre trabalha
superficial, enfatizando-se mais a parte algébrica que a geometrica, com calculos repeti
atividades envolvendo aplicacdes.” (PINTO, 2015, p. 27).

O autor abordou o conteldo de nimeros complexos de uma perspectiva g
representagdo geométrica, uma alternativa didatica para se trabalhar aplicabilidade
eletroeletronica, diversificando andlises de circuitos elétricos antes realizadas ;
trigonometria.

Esse recurso, que foi nomeado pelo autor de Descomplicando os Complex
liberdade proveniente da tecnologia possibilitou o desenvolvimento da pesqui:
preocupacao também institucional, ja que objetivou “com o OA construido minimizar a
encontradas pelos alunos das disciplinas que envolvem os nimeros complexos e circt
bem como buscar a redugdo dos elevados indices de repeténcia e evasao escolar. (PIM
16).

Reis Neto (2009), assim como Pinto (2015) possuia preocupagdes relacionadas
Nivel Médio, mas voltadas para a Educa¢ao Basica, e nao Educagao Técnica.

Em sua dissertagdo, o autor procura “investigar, refletir e buscar formas alter
ensino e aprendizagem desses numeros.” (REIS NETO, 2009, p. 15). A necessidade
metodologia advém da crenga do autor na insuficiéncia do ensino mecanizado, que se
de técnicas operatorias e memorizagao, fazendo “com que os alunos apresentem muita «

trabalhar com niimeros complexos e até mesmo se neguem a aceitar sua existéncia.” (
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a unidade imaginaria ¢ sem duvida o principal obstaculo para o entendin
(expansao do corpo dos reais para o corpo dos complexos), pois além d
processo de abstracdo, muitos trazem, de forma muito categorica, o conc
existe um nimero que elevado ao quadrado seja igual a um nimero negativ
2009, p. 16)

Cabe ressaltar que a op¢ao do autor ndo foi a de privilegiar uma abordagem em
outra, e sim estabelecer conexdes entre a Algebra e a Geometria, mas partindo da G
esse fim. Em sua pesquisa de campo, Reis Neto (2015) constata que existe uma r¢
dificuldade de manipulagdo de nimeros complexos e defini¢cdes existentes para nimero
ao conjunto dos reais (R).

O fato de aprenderem que todo numero elevado ao quadrado € igual a um nume
torna um grande obstaculo no momento de apresentar a unidade imaginaria. A escolha
a unidade pelo método vetorial ja permite a visualizacao da existéncia do nimero, ante
ser definido.

Como recurso, sequéncias de atividades didaticas foram utilizadas na pesqui:
modo a impulsionar manipulacdes geométricas que desencadeavam manipulagdes @
atividades foram desenvolvidas e analisadas com referenciais teoricos de Resolugoes d
Aprendizagem Significativa.

Nossa pesquisa possui referencial diferente dos utilizados nas duas pesquisas
recorte, e por isso a fase das analises ndo ¢ de nosso interesse. Porém, o modo de tratar
de uma nova abordagem de nimeros complexos e as justificativas utilizadas acresc
nosso questionamento e posicionamento, ou seja, que a discussao desse tema € necessat
nos académicos, ¢ preciso que essa discussao, textos, € materiais cheguem as salas de -

de Licenciatura em Matematica e da Educacao Basica.



3 PRESSUPOSTOS TEORICOS

O referencial tem a funcdo de nos dar embasamento tedrico sobre o assunto
investigar. Nao podemos avaliar as situacdes de pesquisa apenas com nossas opinic
abordar os assuntos estando fundamentados em preceitos que tomamos como nossos g

Neste capitulo esclarecemos “de onde estamos falando” teoricamente, ou seja,
visdo de mundo, de educagdo, do que € conhecimento, de como se da a aprendizagem,
questdes importantes em uma pesquisa educacional dada sua tendéncia, e para isso
literatura j& disponivel e publicada na area em que estamos investigando.

Em nossa pesquisa, utilizamos como referencial tedrico o Modelo dos Campc
(MCS), proposto pelo educador matematico brasileiro Romulo Campos Lins (1999, 20(

compartilha ideias com Vygostky e Leontiev.

O objetivo que guia, e guiou, sua criacdo e desenvolvimento [do MC:
instrumento (tedrico) que possa oferecer suporte (tedrico) ao professor en
profissionais, em particular na sala de aula, ou, mais especificamente, pert
dos processos de producdo de significado que sejam finos o bastante pa
interagdo produtiva com os alunos. (LINARDI, 2006, p. 31)

Para o Modelo, produzir significado ¢ exatamente “falar” a respeito de “algo”.
palavras de Alves (2013) como suporte, esclarecemos que “quando dizemos falar
referindo tanto a fala propriamente dita (oral) quanto a escrita, aos gestos, representagor
seja, a todas as formas que um individuo tem para se expressar.” (ALVES, 2013, p. 37
trds luz a importancia de conhecer os termos de um referencial tedrico antes de util
palavras utilizadas para caracterizar situacdes ndo necessariamente possuem seu sentid

Ainda com a funcao de elucidar os termos, Almeida (2015) afirma que esse “algc
¢ constituido durante a fala do sujeito, acrescentando que “pode ser qualquer coisa sob
pessoa esta falando, seja ela ‘concreta’, por exemplo, uma mesa em nossa frente, o
como, por exemplo, palavras e desenhos em um livro” (ALMEIDA, 2013, p. 12
“produzir significados ndo se refere a tudo o que numa dada situagdo o sujeito pode:

dizer de um objeto e sim o que ele efetivamente diz sobre aquele objeto no interior daqu

(SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 102).



sujeito acredita e expressa, € que se caracteriza, portanto, como uma afirmagao - juntc
sujeito considera ser uma justificacao para sua crenca-afirmacao” (LINS, 1993, p. 86).

Ou seja, primeiro o sujeito precisa acreditar em algo, e a maneira dele demonstr
por meio de uma enunciagao € afirmando-a. Ressaltamos que a afirmagao se refere a *
de comunicacao aceita por um interlocutor; ndo precisa ser de forma linguistica” (LINS

Ja sobre a justificagdo, ¢ preciso pontuar que diferentes justificagdes
conhecimentos diferentes, isso porque a justificagdo estd estreitamente relacionada co
legitimidade. Nem tudo que ¢ legitimo para um leitor (direcdo para qual o autor enuncia
para um outro.

Com esse pensamento ¢ possivel dizer da auséncia de juizo de valores em uma a;
na leitura positiva — ndo existe uma verdade universal ao discutir sobre produgdo de ¢
em uma dada atividade, o que ¢ possivel de ser feito ¢ uma negociagao de legitimida
como uma sugestao de outros modos de produzir significados a partir dos identificados

Torna-se pertinente ressaltar que até os significados identificados podem nao
fiéis ao que o sujeito enunciou, eles dizem respeito a nossa leitura dos residuos. Isso :
de acordo com o0 Modelo, a no¢ao de comunicacao ¢ diferente da tradicional, como vers

Para o MCS, o processo de convergéncia de informagdes de fato acontece apens
em um espaco comunicativo, que € quando o autor (sujeito que produz a enunciag
possuem os mesmos modos de produgao de significados (interlocutores).

O processo comunicativo proposto por Lins possui trés elementos constituti

anteriormente: autor, texto e leitor.

O autor ¢ aquele que, nesse processo, produz a enunciacdo: um profess
expositivo-explicativa, um artista plastico expondo seus trabalhos
apresentando sua obra. O leitor ¢ aquele que, ainda nesse processo, se pi
significados para os residuos das enunciagcdes como, por exemplo, o aluno
aula, busca entender o que o professor diz, o critico de arte que analisa a ol
plastico ou uma pessoa que leia um romance buscando entender a historia do
¢ entendido como qualquer residuo de enunciacdo para o qual o leitor
significado. (SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 103)

Separando o processo nas duas perspectivas possiveis — a do autor e a do leit

elaborar a seguinte dindmica:
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residuo de enunciagdo e que neste momento se constitui (ou transforma) er
1999, p. 82) Além disso, “é apenas na medida que o leitor fala, isto €, pro
para o texto, colocando-se na posi¢ado de autor, que ele se constitui como leit
p. 82). (SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 104)

Ao longo desse processo, a comunicagao efetiva ocorre apenas se existir o com
de interlocutores entre autor e leitor. “Numa inversao conceitual, ‘comunicacao’ nac
mais a algo do tipo ‘duas pessoas falando uma para a outra’, e sim a ‘dois sujeitos cogn
na dire¢do de um mesmo interlocutor.”” (LINS, 2012, p. 24). Para nossa pesquisa —
aplicacdo de um produto educacional em sala de aula, seguida de uma analise do mat
juntamente dos residuos de enunciacdo produzidos — os processos de imper
estranhamento e descentramento serdo incorporados a nossa leitura.

Em sala de aula, ¢ possivel identificar momentos em que alunos e alunas ap
fechadas ao que esta sendo dito pelo professor ou professora, ou seja, quando as(0s) est
em uma posicao de “ndo compartilharem novos interlocutores em situacao de interage
diferente daqueles para o qual eles estavam voltados; de ndo se propor a produzir sign
outra direcao.” (SILVA, 2012, p. 79).

Esta situacao foi denominada por Silva (2003) como processo de impermeabiliz
um aprendiz em uma sala de aula, fica impermeavel a tudo o que se diz ali, ndo m
maneira de operar.” (SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 111).

Silva (2012) nos alerta que “alguns casos de impermeabilidade podem levar a
ou limite epistemoldgico € a menos que o estudante mude sua maneira de operar, ele n
problema ou situagdo proposta.” (SILVA, 2012, p. 79).

Torna-se necessario um olhar atento e aberto por parte do professor e pi
identificar as dificuldades apresentadas, seja ela um obstaculo ou um limite epistemolc
as atividades propostas.

O papel docente, mais uma vez, ndo serd de fazer juizo de valor, mas sim de
fun¢do de apresentar outras formas de operar, diferentes da que o aluno ou aluna em q
operando, inclusive a legitimada pela matematica, pois “[...] na medida em que o profe

lidar com os conhecimentos que os alunos produzem para idéias matematicas a |
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A docéncia carrega uma grande responsabilidade, como se fossemos detentora
de um conhecimento e ainda capazes de transpd-lo para quem quer que seja, com apx
didaticamente, e sabemos que isso nao ocorre na pratica, o que gera inseguranca
Precisamos aprender a lidar com o erro e dificuldades sem ser pela falta.

“Para Lins (1993b), uma dificuldade deve ser entendida de duas maneiras exclu
caracteriza-se como um obstaculo epistemologico ou como um limite epistemolog:
OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 117). Ou seja, a impermeabiliza¢do que gera a dificulda
identifica-las e, principalmente, diferencia-las?

Segundo o Modelo, “limite epistemologico € a impossibilidade do suj
significados para o residuo de uma enunciagdo numa certa dire¢do devido a sua maneir
(SILVA, 2012, p. 88). Assim, “frente a um limite epistemologico, ou o aluno ndo co
sua maneira de operar (e, portanto, nem mesmo realizando interagdes, altera sua
significados) ou ele continua sem produzir algum significado.” (ALVES, 2013, p. 28)

Este € o caso em que, se o sujeito nao alterar seu modo de operar pode se enc
local paralisante, onde ndo conseguira produzir novos significados, sendo de total impot
mediador docente, ja que “o problema nao esta na diferenca, mas exatamente na recusa ¢
la e lidar com ela frente a frente. Naturaliza-se a recusa passando ao aluno a responsabil
com ela: decifra-me ou te devoro, nada mais.” (LINS, 2004a, p. 116).

Lins (2001) nos aponta a importancia dessa nogao de limite para a(o) docente, p

em momento de planejamento de sua aula, quando afirma que

1) toda vez que significado ¢ produzido existe uma restricdo no horizonte
produgdes de significado, implicando que, (ii) se aprendizagem ¢ entendide
eu penso — como aprender a produzir significado, ensinar deve também a
discussado explicita dos limites criados nesse processo. ( LINS, 2001, p. 45)

J& o obstaculo epistemologico pode acontecer de duas maneiras:

ou o0 aluno nao produz significados numa determinada atividade ou produz
uma direcao distinta da do professor, mas que num segundo momento, ap
alguém — seja o professor ou a leitura de um livro, por exemplo — ou mesmo
transpor este obstaculo e produzir significado em alguma dire¢ao, mudan
operar. (ALVES, 2013, p. 28)

A citacdo acima refor¢a a importancia da interagdo. Interacao essa, professor(:



A nog¢do de estranhamento ja surgiu anteriormente em nossa escrita, no mon
apontamos o estudo da matematica do matematico, pelo licenciando e licenciand
oportunidade de se tornar sensivel a sensagdo de estranhamento.

Esse estranhamento ¢ descrito no MCS como “o processo no qual o sujeitc
enunciacao do outro como algo que nao possa ser dito, como algo que nado seja legiti
OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 112).

Um exemplo cotidiano para qualquer docente ¢ a fala de que “a matematica nac
ou seja, em algum momento o conteido enunciado em sala de aula ndo foi legitimad
enunciador dessa frase. Se ndo foi legitimado, ele ndo produzird significados par

estabelecida, ndo porque ndo quer, mas, como em Lins (2004a) porque nao pode:

“o que ¢ que o aluno pode dizer quando o professor afirma - e ‘den
cardinalidade dos numeros reais ¢ maior que a cardinalidade dos nimerc
infinito maior que o outro? Isso ¢ verdadeiramente monstruoso para o
professor - o representante da Matematica do matematico - embora
reconhecido como peculiar, ¢ nada mais que um monstro de estimacao.” (
116)

O interessante ¢ notar que esse comportamento ndo € intrinseco de alunos
Educacao Basica.

Os ntimeros complexos demoraram a serem aceitos como nimeros por matemat
referéncia na €poca, e a evidéncia mais facil de ser constatada ¢ retirada da forma con
os denominamos: o simbolo 1 ¢ a “unidade imaginaria” e os numeros desse novo
“complexos”. Outros numeros também passaram pelo mesmo processo de
estranhamento) — irracionais eram os ‘“inexprimiveis” e “quantidades ficticias” 1
negativos.

Isso ocorreu, pois, a matematica lidava, e ainda lida, com objetos que
correspondem com a experiéncia real e ndo abstrata, chamada por Tatiana Roq
experiéncia sensivel, e quando a comunidade matematica enxerga a necessidade de
noc¢ao do que € nimero, algo que significava apenas quantidade, para algum tipo de enti
operagdes com o que antes era concebido como monstruosidade se tornam mais confc

consequéncia, aceitas socialmente.
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Quando priorizamos manter a interagdo em sala de aula, criando um espaco
utilizagdo de qualquer situacdo (seja ela realista ou nao) ndo se sustenta se
parte do professor, a tentativa de compreender de onde o aluno fala, se ndo s
o “intrinsecamente” desse aluno, que € o exercicio do descentramento. (O]
p. 208)

J& para a formagao docente,

Com o movimento de descentramento pretende-se que o professor/futt
Matematica evite naturalizar seus modos de produgdao de significados
impossibilita-lo de conseguir ler o estranhamento acontecendo em sua sala
1sso, possa direcionar suas agdes na tentativa de criar em sala de aula um espa
(LINS, 1999 apud OLIVEIRA, 2012, p. 212)

A centralidade dessas duas nog¢des, de estranhamento e descentramento, justific
cursos como os que foram propostos nas dissertagoes que aqui utilizamos como refere
propomos nessa dissertagao para um Curso de Variaveis Complexas.

Por meio das nogdes gerais descritas € de outras mais internas a teoria, reunimc
para desde a criagdo de nosso material didatico até a analise dos residuos de en
obtivemos na aplicacdo de nosso produto educacional.

No préximo capitulo, descrevemos nossa metodologia de pesquisa € tambémnr
proposta para um Curso de Variaveis Complexas para a Licenciatura em Matematica, c

nosso produto educacional.



4 METODOLOGIA DE PESQUISA

Neste capitulo, composto de duas secdes, discutiremos na primeira 0s aspect
caracterizagdo de nossa pesquisa, abrangendo nossa abordagem metodologica, ambient
sujeitos da investigacao e método de coleta dos residuos que foram posteriormente ana

Na segunda, apresentamos a caracterizacdo metodoldgica da disciplina
Complexas formatada durante a pesquisa, pontuando as decisdes tomadas quanto a pc

nesta sala de aula, o material didatico utilizado ¢ o formato de avaliacao utilizado.

4.1 Caracterizacao da pesquisa

Nossa metodologia de pesquisa € caracterizada por uma abordagem ¢
investiga¢ado, na direcao definida por Bogdan e Biklen (2013). Esses autores demarcam

como sendo qualitativa desde que ela se aproxime das cinco caracteristicas listadas abz

I) Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados ¢ o ambiente natura
investigador o instrumento principal. I1I) A investigagdo qualitativa ¢ desc
recolhidos sdo em forma de palavras ou imagens e ndo de nimeros. III) C
interessam-se mais pelo processo do que simplesmente pelos resultados ou
investigadores tendem a analisar os seus dados de forma indutiva. Nao rec
provas com o objetivo de confirmar ou infirmar hipoteses construidas pr
significado ¢ de importancia vital na abordagem qualitativa. Os investigador
deste tipo de abordagem estdo interessados no modo como diferentes pesso:
suas vidas. (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 47-51).

Além de notarmos uma identificacdo de nossa pesquisa as caracteristicas citadas
capazes de relacionar um dos focos de nossa pesquisa (tornar o texto matematico u
demanda de produgdo de significados por parte discente para vivenciar o estranhament
de uma pesquisa qualitativa, que pode ser visto como a agao de tentar “compreend
mediante o qual as pessoas constroem significados® e descrever em que consistem
significados.” (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 70).

Nosso ambiente de pesquisa foi composto por uma sala de aula do Ensino Su

curso de Licenciatura em Matematica. Essa sala de aula estava localizada em um campt

Federal de Fdiicacao Ciénecia e Tecenolooia do Siidecte de Minac (eraie A< atnilac da



O professor regente dessa disciplina e coordenador do curso de Licenciatura et
na ocasido possuia pesquisa em andamento sobre tematicas intrinsecas ao assunto
Complexas. Assim, a pesquisa de campo foi realizada em colaboragao de modo a at
projetos de pesquisa.

A disciplina que observamos, intitulada Introdugdo as Variaveis Comp
Licenciatura, foi ofertada como uma disciplina eletiva para estudantes da Licenciatura e
desse Instituto, possuindo ementa a necessaria para a ocorréncia das duas pesquisas cor

Bogdan e Biklen (2013) afirmam que independente do material utilizado par
campo, como caderno de campo, equipamento de video ou de dudio, as informacdes e de
sempre passam pelos olhos de quem realizou a pesquisa no momento de anali
entendimento que este tem deles o instrumento-chave de anélise” (BOGDAN e BIKLEN

Essa concepc¢ao reforca a importancia do contato direto nao sé com o universc
mas com os sujeitos dessa pesquisa enquanto ela acontece. Aplicamos um Questi
Avaliacdo Diagnostica, anexos I e II deste trabalho — respectivamente, antes das
comecarem. Nossa inten¢ao com esses dois recursos foi de conhecer parte do historice
leituras das(os) estudantes participantes, além de recolher informagdes que poderian
momento de analise dos residuos de enunciacao das tarefas finais da disciplina.

Assim, as préprias tarefas aplicadas nos serviram de recurso para coleta di
enunciagdo por parte das(os) participantes da pesquisa, além dos registros do cader
realizados nos dois encontros que foram possiveis no semestre de aplicagdao da pesquis

Visto que precisariamos utilizar registros proprios das(os) participantes, al¢
observacionais, diretrizes relativas a ética precisaram ser aplicadas em nossa pesquisa.

Segundo Bogdan e Biklen (2013), existem dois pontos cruciais para uma inve
sujeitos humanos estar de acordo com preceitos de protecao de informagdes. O primeire
“sujeitos aderem voluntariamente aos projetos de investigacdo, cientes da natureza dc
perigos e obrigagdes nele envolvidos.” (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 75). Para isso,
Compromisso Etico (apéndice III) foi redigido e assinado por todas e todos os pa

pesquisa, tendo sido escrito e revisado pela pesquisadora e pelo professor regente da



Para Lins (2012), o Modelo apenas existe enquanto esta em movimento, “em a
dizemos que a construgdo tedrica do MCS visa servir de ferramenta para pesqui
professores(as) produzirem seus significados a partir da andlise dos residuos de en
possuem, sejam esses residuos os registros produzidos em meio a uma pesquisa, ur
enunciacoes feitas por alunos e alunas em meio a uma atividade proposta em sala de at
o conceito de “atividade” no sentido proposto por Leontiev).

E preciso ressaltar que a analise feita pelo pesquisador ou pesquisadora, a parti

de enunciagdo coletados, precisa ser realizada a partir de uma leitura positiva dos resid

Para nds, a Matematica do professor de matematica ¢ caracterizada por ne
além dos significados matematicos, significados ndo matematicos. Ha
exemplos, como o de que 'fracdo ¢ pizza', 'decimais sdo dinheiro' e 'nimer
dividas'. Mas isto ndo basta, porque o professor ndo tem que dar conte
concorda com o que ele diz, com o que esta 'certo'. O professor precisa ser ¢
seu aluno diz, mesmo que esteja 'errado’, tanto quanto como quando est
2004b, p. 3)

A leitura positiva visa uma imersao de quem esta analisando ao que foi registrads
de entender de onde o sujeito enunciador estd falando, ou seja, ao invés de analisar
visando o que ali falta, precisa-se entender como esse sujeito opera e porque diz o que
imersdo, contamos com as nog¢des gerais do MCS que foram discutidas no terceiro
dissertacao.

Na sessdo seguinte, explicitamos nossa proposta metodologica, dizendo d:

formatagdo das tarefas até o processo avaliativo do Curso formatado.

4.2 Caracterizacao da disciplina

Nossa proposta para a metodologia de ensino para a disciplina, tomando como
premissas do Modelo dos Campos Semanticos, se distancia da agdo docente que, enga
numa transmissao efetiva de conhecimento de uma pessoa para outra. Para nos essa p
possivel. Conhecer a matematica como algo preconcebido e imutavel ndo causaria o ¢
aos licenciandos e licenciandas, seria apenas uma repeticao do que acompanhamos que

por anos € anos nas disciplinas matematicas nas Licenciaturas em Matematica.



Para isso, precisariam se deparar com o desafio e, invés de aplicar as solugd
divulgadas e conhecidas pelo mundo matematico, precisariam por si SO, € as vezes em g
uma estratégia em busca do entendimento. Em suas maos estaria a necessidade de ci
nova ferramenta. Isto se relaciona com o nosso objetivo de investigagdo, era preci:
residuos de informagdes produzidos frente a temas de Variaveis Complexas. Logo,
importancia receber a reflexao discente, sem juizo de valor e sem intervengoes ou cor
linhas de raciocinio ali criadas.

Além disso, nossa pesquisa € de cunho qualitativo, abordagem essa que “exige
seja examinado com a ideia de que nada ¢ trivial, que tudo tem potencial para consti
que nos permita estabelecer uma compreensao mais esclarecedora do nosso objet
(BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 49). Nesse exercicio de se ver como um(a) p
significados, assim como em uma sala de aula tradicional, o diverso acontece.

Neste ponto, reforcamos a preocupagdao de que a tarefa possua um texto nao
Silva (2003) afirma, “o fato de a tarefa ser ndo-usual tem como objetivo nos permit
professores ou pesquisadores - observar at¢ onde a pessoa pode ir falando.” (SILVA,
Logo, ndo basta criar um ambiente propicio e confortavel para que a pessoa fale, € preci
a ela entregue mobilize-a a resolvé-lo.

Para essa finalidade, desenvolvemos o que denominamos de fichas de trabalho
trabalho sdo constituidas de tarefas, situagdes problema e textos para discussao, r
aten¢do em duas caracteristicas centrais de enunciados destinados a produg¢do de signif
familiares e ndo-usuais. Segundo Silva (2003), um enunciado ¢ “familiar, no sentido di
as pessoas falem a partir daquele texto e, ndo-usual, no sentido de que a pessoa tenha q
um certo esfor¢o cognitivo na direcao de resolvé-lo.” (SILVA, 2003, p. 41).

Cada tema trabalhado na disciplina contava com at¢ trés fichas de trabalho. Nes:
o processo de apresentagdo e desenvolvimento esperado do tema foi nomeado de ciclo.

A estrutura da primeira ficha de um ciclo contava com a introdu¢do, em que te
histérico eram apresentados. Este ¢ um recurso utilizado para aproximar o leitor do cor

surgiram as primeiras discussoes acerca do que seria tratado a diante.
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diferentes legitimidades seriam expostas e negociadas. Justificamos metodologicamen

de producao e discussao a uma influéncia da Assimilagao Solidaria. Na AS,

... quem “ndo sabe” fala, explica, e quem “sabe” faz perguntas. Se un
entendeu, o resto do grupo deve perguntar de volta: “o qué vocé entende
ocasides de sintese, aquele que “sabe” explica. O sujeito falante deve ocupar
da sua propria aprendizagem: “o sujeito ¢ ‘ouvido’ e devolve-se a ele aquil
do que ele diz, o significado do que disse; ¢ falando que se aprende, ¢ ouvind
(SILVA, 1998, p. 163).

Essa dindmica foi benéfica para nossa sala de aula devido nosso entendimento «
a producao de conhecimento. O trabalho inicial em grupo pode, por vezes, beneficiar
producdo de significados, e nossa intengdo era gerar a discussdo dos diferentes n
emergissem, por isso a op¢ao de organizar o tempo nesses trés momentos.

Porém, mesmo estabelecendo esta dindmica, se a ordem de fala nao fc
previamente, um modo de producao de significados pode, ainda assim, ser beneficiadc
de discussao em grupo, assim, € preciso propor um novo comportamento. No nosso ca
que a ordem de fala fosse iniciada por quem tivesse duvidas e incertezas, seguido por
mais confianca de que a resposta obtida era a almejada na tarefa em questao.

Um ponto desafiador nessa dinamica constituida ¢ relacionado ao impulso doc
as duvidas e muitas vezes orientar nossa turma no caminho de uma solug¢ao por nos ja

E preciso ter em mente que esse comportamento, no ambiente que queremos
fichas de trabalho, mina toda e qualquer producao de significados que esteja em uma dir
da nossa como regente da aula, pois “se para nds o significado produzido ¢ a fala,
observarmos e interferirmos no seu processo de producdo se ndo dermos voz aos nc
(OLIVEIRA, 2002, p. 100).

Nosso papel nessa sala de aula foi o de mediar a discussdo e, no momento cet
uma maneira, a legitimada pelo matematico, de resolver e utilizar os conceitos
conhecidos academicamente, porém, “conduzir atividades que possibilitem ao al
significados exige também do professor certa experi€éncia matematica, no que diz res
com possiveis significados produzidos para idéias matematicas.” (OLIVEIRA, 2002, p

Em outras palavras, € possivel que, em algum momento, a discussao iniciada
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A nocao de tempo, de quando agir e quando interferir, tendo o Modelo como
adquirida com o uso, como dito por quem compartilha de nosso mesmo referencial teo
Modelo ¢ colocé-lo em pratica.

A teoria matematica vigente era também apresentada e formalizada. Isso foi n«
permitir a utilizacdo das fichas ndo s6 como atividades em sala, mas também comc
tedrico para uma disciplina. Isso implica que a teoria matematica envolvida num dete
estd inserida nas fichas de trabalho programadas para essa discussao, o diferencial € o n
cla ¢ apresentada, apos os momentos de discussao e produgao.

Esse movimento metodologico faz com que o andamento das discus
desenvolvimento da turma. As definicdes nunca sdo apresentadas de antemao emr
producdo matematica da turma ¢ uma prioridade, seguida do trabalho com a produ¢a
vigente.

Destacamos desde ja a importancia da adaptacdo frente ao que ocorre em sal
produto educacional aqui desenvolvido ndo esta fechado e finalizado, cada sala de au
proprias caracteristicas e necessidades, sendo necessaria uma leitura por parte do
ambiente. A nossa proposta ¢ uma das possiveis, € serve para mostrar que esse form
possivel.

A avaliagao do curso foi inspirada no trabalho desenvolvido por Baldino (1987,
1995c; Cabral, 1992), denominado Contrato de Trabalho.

O Contrato de Trabalho ¢ um dos instrumentos integrantes da Assimilagao Soli

qual

caracteriza-se como proposta interventora na sala de aula, mudando o conce
seja, instituindo valores que vao além do valor atribuido a competénci
Considera-se, nessa abordagem, acoplado ao prémio ao saber, o justo pré
coletivo produzido em sala de aula. (SILVA, 1998, p. 157)

Utilizar os preceitos da AS para avaliagdo implica na proje¢ao de uma avaliaca
realizado. Isso significa que a producdo ocorrida em sala de aula constitui instrumento
Vale ressaltar que, mesmo existindo discussoes e producao em grupo, a avaliag

da disciplina seria contabilizada individualmente, proporcional ao nimero total de aula:
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frente uma nova metodologia, seja individual ou em grupo, ¢ a demanda da disciplina, I
justo que a avaliacdo ser sobre a agdo discente durante esse processo.

Ao adaptarmos nossa proposta metodoldgica as necessidades que visualizamos g
de Variaveis Complexas, dividimos o tempo disponivel de um semestre letivo em
momentos de estudo.

O primeiro momento era centrado no estudo de Geometria Analitica e Nimero
em que pudemos realizar nossa investigagdo e intervengdao. O segundo momento foi
Equagdes Algébricas e Fungdes Complexas, voltado para a investigagdo do outro
também participante do Programa Linsiano.

Utilizamos textos académicos para consulta, como o Historia da matematic
critica, desfazendo mitos e lendas (2012), de Tatiana Roque, e Conceitos fundamentais
(2010), de Bento de Jesus Caraga para producdo de nosso material didatico, que cq
Produto Educacional, composto por 10 tarefas (fichas de trabalho) inseridas em 5 ciclos
a seguir na ordem de aplicagdo por nos escolhida, juntamente de seus respectivos objet

No capitulo seguinte, relatamos nossa experiéncia na pesquisa de campo duran
da disciplina para ensino de variaveis complexas para Licenciatura em Matematica, e ¢
a discussao nossa analise a partir dos residuos de enunciacao coletados em nossa aplicag

educacional.



5 A DINAMICA DA SALA DE AULA

Neste capitulo, discutiremos a dindmica da sala de aula em que ocorreu nossa
disciplina Introducao a Variaveis Complexas para Licenciatura. Nosso interesse esteve
os elementos envolvidos nessa dindmica entendidos como importantes na formagac
metodologica e epistemologica do futuro professor e professora de matematica. Com is:
que a disciplina ndo foi concebida como apenas de conteitdo matematico, como su,
tradicional, as(os) estudantes vivenciaram uma experiéncia diferente em sala de aula.

Observamos as dimensodes epistemoldgicas, metodoldgicas e cognitivas que
processos de ensino e aprendizagem. Em particular, nosso interesse esteve em avalia
fichas de trabalho quanto a suas potencialidades para orientar o processo de ensino da
maneira alternativa a aulas exclusivamente expositivo-explicativas a fim de elaborar 1

Educacional.

5.1 A historia da disciplina

Nosso ambiente de pesquisa foi uma sala de aula de Ensino Superior, local
Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Sudeste de Minas Gerais.

A disciplina entdo acompanhada, intitulada Introdug¢do as Varidveis Com;j
Licenciatura, foi ofertada como uma disciplina eletiva para estudantes da Licenciatura e
desse Instituto. Os topicos indicados na ementa foram divididos em duas tematicas 1
variaveis complexas: numeros complexos e sua representagdo geométrica e funcoe
Nossa pesquisa se debrugou no primeiro momento da disciplina, trabalhando com os
niameros complexos, operagdes com nimeros complexos e representacdo geométrica d

Nossa pesquisa contou com nove participantes. Este grupo era composto por al
da Licenciatura em Matematica desse Instituto, estudantes do 7° periodo do curso, ident
seguintes pseudonimos: Cristina, Doronice, Jota, Juliana, Lero, Malu, Manoel, Nyna e

A diccinlina inicia no nrimeiro dia letivo com a anresentacao de cada estudante



explicitamos os processos postos em marcha, junto do texto das tarefas e analise realiza
por nos realizada em contato com os residuos de enunciacao coletados nos encontros.

Pontuamos de antemao que os residuos a seguir expostos sao de quatro dos nove
A escolha de Doronice, Jota, Lero e Sandora ¢ justificada pelo volume de residuos prod
foram as pessoas com menor numero de faltas durante o periodo letivo de aplicagao, |
uma leitura com maior continuidade das produgdes individuais e coletivas.

A primeira ficha de trabalho constituida pela tarefa 1, denominada Resolver
Algebricas, visava discussao, decorrente de quatro equagdes algébricas propostas, ¢
atribuido a expressao “resolver uma equagao” e resolu¢ao das equagdes propostas. (

producdo de significados das(os) discentes ¢ deflagrado a partir da primeira tarefa prog

k%

Tarefa 1 - Resolvendo Equacoes Algébricas

Considere as seguintes equagoes:
a) 4x° — 12x + 7 =0;

b) x> +4=0;

c)x?— 12x + 36 = 0;
d)x?—4x+13=0.

1. O que significa a expressdo matematica "resolver uma equagdo”?
2. Resolva as equagoes acima.

3. Que informagoes vocé pode tirar a partir da resolugdo das equagoes dadas?

k%

Com essa discussao, tinhamos como objetivo observar o que os alunos podia
resolucdo de equagdes e gerar a necessidade de estender o conjunto dos nimeros reais,
as equagoes admitam solucao.

A motivagdo da discussao de propriedades do conjunto dos nlimeros reais estes
longo dos ciclos seguintes desde este primeiro, ndo s6 a fim de estabelecer um comp:
novo a ser desenvolvido, mas também porque acreditamos que, ao estudar o novo, aprt

também sobre o que consideramos conhecido, no caso, os nimeros reais. Para a prime



Sandora: Existem trés coeficientes a, b € ¢, onde o coeficiente angular a, determina s
crescente ou decrescente. O delta pode ser A = 0, unica raiz real; A <0, ndo existe raiz
complexas; A > 0, existem duas raizes reais.

Lero, Jota e Doronice, ao produzirem seus significados, sugerem novos objetos
a parte constituinte de uma equagdo, tais como a igualdade e expressdo matematica.
que manipulacdes podem ser realizadas, mas a necessidade de definir/confirmar uma i;

Sandora ja produz significado para um tipo especifico de equagdo, as de 2° grau
que sua dire¢do decorre da exposicao de quatro equacdes de 2° grau na propria quest
assim a exposi¢ao de suas crencas-afirmagdes ndo indica sua producao de significad
significa resolver uma equacao.

Apos indagacao, houve o momento dedicado a resolugao da tarefa das quatro eq
proposito era o de fazé-los reencontrar uma situacdo comum no estudo de equagdes do
que ¢ o surgimento de raizes quadradas de valores negativos — casos das letras b) e d).

Nesses dois casos especificos, Lero afirma ndo ser possivel resolver a partir do
se depara com as raizes negativas.

Jota e Sandora justificam de outra maneira, indicando que esses casos sdo de
ndo possuem raizes reais ao calcularem o valor de A e encontrarem valores negativ
enunciagdes sdo condizentes com o que responderam na questdo anterior. Jota diz
significa encontrar ou nao os valores que satisfazem a igualdade, ou seja, o fato
encontrado nao implicou no apontamento de ser impossivel resolver as equacdes. Entret
em nenhum momento afirmou que o encontro ou nao de raizes implica em ter resolvido
Ainda assim, suas afirmag¢des podem ser lidas como estipulagdes locais, ja que a form:
segunda questdo foi baseada na afirmacao realizada anteriormente.

Doronice € a Gnica participante que nao encerra os calculos ao encontrar A <
inclusive notagdo de numeros complexos, ainda nao apresentada por nds, na man
encontro de duas raizes complexas como solugdo. Porém, ao solicitarmos na discus
Doronice falasse sobre o surgimento do indice 1 em seus céalculos, nos respondeu que

sabe explicar, mas sabe aplicar”.



Doronice e Sandora sdo participantes que ja haviam cursado discipli
Trigonometria e Numeros Complexos. Por isso, ao analisarmos o questiondrio oferecidc
j& contavamos com a possibilidade de obtermos residuos de enunciagdo que apontasser
do conjunto dos nimeros complexos, mas € perceptivel a diferenga dos significados p
cada uma a respeito deste contetido ao analisarmos seus residuos de enunciagao.

Em nossa leitura, Sandora utiliza a no¢do de nimeros complexos como uma jus
a existéncia de raizes quadradas de nimeros negativos; Doronice utiliza essa mesma
para justificar a existéncia, mas também para manipular os calculos até a notacgdo
“novo” conjunto.

Nosso ultimo questionamento dessa primeira ficha motivava os participantes
partir das resolucdes individuais e do grupo, e em seguida apontarem as informacde:
obter a partir dessas resolucoes.

Lero: Eu ndo consegui chegar em um resultado final da igualdade em algumas equacd

Nossa leitura perante os residuos de enunciacao de Lero € de que pode existir
obstaculo epistemoldgico em sua producao de significados. Lero nao afirmou que as
existem apenas no conjunto dos numeros reais, apontando a possibilidade de exist
conjunto numérico ainda desconhecido, mas sim que a resolucdo ¢ impossivel, ou
momento ele ndo havia criado/definido objetos que tornassem possivel as resolugdes p

Nossa leitura partindo da escrita de Sandora nos aponta também para uma noga
raizes nao forem reais, ndo podem ser consideradas uma solucao:

Sandora: O delta vai determinar se a equagao tera raizes ou sera complexa.

A afirmagdo nos aponta para uma possivel distingdo entre raiz e resultado
principio de que um resultado complexo nao ¢ considerado uma raiz, sendo apenas um
a equagao.

Doronice: Utilizagdo de método sem compreensao.

Doronice, que at¢ o0 momento liamos como a participante que havia produzid

relacionados ao conjunto dos numeros complexos nos faz refletir a partir de sua en

manipulacdo automatica, meramente mecanica, poderia ser considerada como
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Assim, no segundo ciclo, dividimos a discussdo em duas tarefas, Tarefa 2.1 —
geométrico e Tarefa 2.2 — Uma leitura algébrica do problema geométrico. O objetivo

uma tentativa da(o) estudante observar, em uma situacao geométrica, a existéncia

complexa para analisarmos a sua produc¢ao de significados. Segue abaixo o problema r

*k%

Tarefa 2.1 - Um problema geométrico*

Seja V o volume de um cubo de aresta x, e V’ o paralelepipedo retangulo cuja area da base é 3

¢ igual a aresta do cubo.

Area=3

T
Verifique experimentalmente se existe uma aresta x tal que V ="V’ + I na tabela abaixo

X 4

V'+1

1
2
3
4

O que vocé pode dizer sobre o valor procurado?

L

Tarefa 2.2 - Uma leitura algébrica do problema geométrico

Ao resolvermos uma equagdo algébrica do 2° grau

ax’+bx+c=10 (a #0),

cujas raizes podem ser escritas sob a forma
—bt/b*-4ac
X=— """ (2)
2a
deparamos com a seguinte situagdo: e se a expressdo que figura abaixo do radical (o chamado di

for negativa? Neste caso a radiciagdo ndo é possivel em R, por consequéncia a expressdo das raize:



sem solugdo. O algebrista interpretava o discriminante negativo como querendo dizer que o probler
solugdo; arrumava o caso dizendo que a equagdo ndo tinha, nesse caso, raizes e dormia sossegado
interpreta¢do estava de acordo com a realidade e as necessidades da pratica na época.

Passaram muitos séculos, sobre a resolugdo das equagoes do 2° grau, sem que soubesse com
do 3° grau. Foi ja em pleno Renascimento, no primeiro quartel ao século XVI, que os algebrist
herdeiros da cultura que os darabes tinham recolhido no oriente obtiveram, com éxito, a sua resolug

Os resultados gerais desse estudo (que, a principio, dava-se apenas em casos particulares), er
linguagem e forma de escrita de hoje, pode ser descrito considerando a equagdo do 3° grau

asx* +ax?+ax+ap=10 (a#0)

. ~ a ~ \
Por meio da transformagdo, X =y — j, reduz-se a equacdo (3) a forma
3

yVi+ay+b=0

e esta, apos um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as equagoes do 2° grau, pr

3 2 3 3 2 3
-b b a -b b a
Y= 2+\/4+27+ 2 4+27

Como podemos observar, a questdo complica-se, porque as formulas de resolugdo se tornam, ¢

resolvida pela formula

o grau aumenta, cada vez menos manejaveis.

Conhecida a resolugdo da equagdo do 3° grau, estava para surgir um fato mais importante e mc
se tornaria um grande embarago para os matematicos da época.

Para aplicarmos, a resolu¢do da equacgdo do 3° grau, coloquemos o seguinte problema.: Seja V
um cubo de aresta x, e V' o paralelepipedo retangulo cuja area da base é 3 e cuja altura a re.
Determine x de modo que V =1V"+ 1.

Como V=x*eV’=3x + I, o problema leva imediatamente a seguinte equacdo: x* = 3x + 1, qu

(4).

-b 1 b* 1 at b?  a® -3
Temos, nesse caso, a = -3; b=-1; - = > 7 = 7 77 =—-1,—+—== 7 © portanto, ¢

resolugdo (5) da para a raiz da equagao,

~ A , -3 e .
A resolugao do problema depende, como se vé, do calculo de /T’ mas esta raiz ndo existe.

Estamos no mesmo caso que apontamos anteriormente para as equagoes do 2° grau, logo, da



problema: x* = 3x + 1. Pode-se observar, mas detidamente, que essa raiz esta compreendida entr
visto que parax =1,8; V=5,832<V’'+1=6,4eparax=1 9, V=6 89>V "+1=6,7.

A conclusdo é que existe a raiz da equagdo relativa ao problema proposto, mas ndo sabemos c

Questdo: Qual é entdo o problema que temos que resolver?

*h%

Nosso problema motivador pode ser simplificado por uma equacao. Esta escolha
como mais do que ja ¢é realizado, ja que a existéncia dos nimeros complexos € normalm
em textos didaticos, considerando o conhecimento relacionado aos numeros reai
manipulagao algébrica tendo como finalidade o encontro de uma solug¢do para uma eq
pouco tempo, consideravamos nao existir.

Porém, o estranhamento aqui gerado ¢ justamente por ndo apresentarmos uma
contexto. A equacdo ¢ proveniente de um problema real, palpavel, envolvendo uma 1
“Se podemos medir o comprimento dessa aresta, como encontrd-lo através de
considerada sem solucao?”, ou ainda, “Se o valor de x precisa estar compreendido en
que sdo dois valores reais, porque nao encontramos X como uma solucao também real

A questdo final desse ciclo aponta para o tragado de uma estratégia, ¢ preciso enter
problema e o que precisa ser manipulado, ou o que esta impedindo a manipulacao, pa
elaborar um método de resolugdo. Esperavamos obter residuos de enunciagdo n
insuficiéncia de ferramentas conhecidas, pelo conjunto dos nimeros reais, que permita
da situagdo proposta.

Iniciada a produgdo da Tarefa 2.1, constatamos uma primeira “dificuldade”, relacion:
do volume de um paralelepipedo. Neste momento a intervencao docente foi mobiliz:
objetivo da lista ndo era a utilizagdo da férmula do volume em si, € sim a compa
resultados, ndo vimos problema em motiva-los a discutirem sobre qual seria o forn
formula a ser utilizada.

Lero ndo produziu significado na dire¢do que imagindvamos para a primeira demar
Ao indagarmos na Tarefa 2.1 sobre o que poderiam dizer sobre o valor procurado apos p

da tabela, Lero apenas indicou formalmente os calculos realizados.



Jota, Sandora ¢ Doronice também indicam seus calculos na tabela fornecida,
certa previsdo para o valor x de nosso interesse, ao notarem pelos seus calculos a
comportamento de quando x = 1 para quando x > 1.
Jota: O valor de x estd proximo da raiz de 3.
Sandora: O que eu percebo € que o valor de x estd proximo quando x esta entre 1 e 2.
Doronice: Tem solugdo, o nimero ¢ maior que 1,85 e menor que 1,89. Conforme o cal
Doronice inclusive indicou formalmente a equagdo algébrica referente a situag

como podemos notar no recorte de sua ficha a seguir.




Realizamos entao em seguida a leitura da Tarefa 2.2. Este momento transformou
da turma frente ao que estavam manipulando. Na Tarefa 2.1, por meio de testes individu
discussao em grupo afirmaram existir solugdes reais para o valor x de interesse, inclus:
intervalos para melhor demarcagdo desse valor até entdo desconhecido.

Quando a producao do matematico para o mesmo problema ¢ exposta, surge o qu
geral, como através da formula da equagdo do 3° grau aparentemente ndo existe uma
presenca da raiz quadrada de — % sendo que, por aproximacao, foi possivel determinar
de solugdo para o problema proposto?

Com essa nova situacao instaurada, Lero enuncia que achava mais facil entdo et
procurada por aproximacgdo, ja que nao tinha conhecimento para achar uma solucao.
relata:

Lero: O problema fica menos dificil de responder se for por eliminagdo, utilizando vari
valores aproximados ao resultado da equagdo. Concluo que eu nao possuo conhecimentc
tais problemas.

Mesmo com a sugestdo da propria tarefa de que a altura solicitada (valc
compreendida em um intervalo numeérico muito proximo do que alguns estudantes
discussao da primeira tarefa, o contato com a resolugdo matematica muda a direcao d:
significados, focando a aten¢ao em dizer sobre a raiz quadrada de — %, quando quest
“Qual é entdo o problema que temos que resolver?”.

Jota: O conjunto dos reais ndo tem um numero que atenda a esta raiz, entao teria qu

conjunto.
r . . r . _3 .
Sandodra: No problema proposto uma maneira que vejo € retirar o /T da raiz.
] i /—3 3
Doronice: Podemos realizar o desmembramento - = \/; -\ —1.

Como continua raiz negativa v—1 crio uma unidade imaginaria (i) ficando v—1 = 1.

: : . 3 .
consigo realizar a operagao tomando \/; 1.
Entendido o problema apresentado e sabendo da necessidade de desenvolvim

ferramentas, tratamos no Ciclo 3 da produ¢ao de um novo conjunto numérico € o que 1



*h%

Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numérico

Texto para discussao

A necessidade de ampliagdo de um conjunto numérico devido a sua deficiéncia na resolu¢do a
ndo é um tema novo em Matematica. A muito tempo atras, se verificou, por exemplo, que no conjunto
naturais, que denotamos por IN, a adi¢do de dois numeros é uma operagdo sempre possivel em
resultado é um numero natural. Entretanto, o mesmo ndo ocorre quando a operagdo é a subtragao.

A subtragdo 10 — 2, por exemplo, leva a adi¢do pois a opera¢do equivale a perguntar: qual
natural que devemos somar a 2 para obter 10? Essa pergunta pode ser traduzida na equagdo x + .
solugdo, existindo em IN, é a resposta procurada,; um numero natural.

Essa questdo motiva outra indagagdo: é possivel calcular a diferenca de dois numeros naturai.

Suponha que para respondermos a essa pergunta comecemos a fazer experimentos com diferer
e chegarmos a nos perguntar, qual é o numero natural que devemos somar a 10 para obtermos 2, o «
concluir? Ou expressando em simbolos perguntamos: existe um numero x € IN tal que x + 10 =2? C
que esse numero ndo existe.

Logo, concluimos que em IN a operagado de subtragdo nem sempre é possivel. O que equivale a
a equagdo x + b = a nem sempre tem solugdo em IN. Essa limita¢do do conjunto IN ndo passou ¢
historicamente porque impossibilitava a resolu¢do de muitos problemas praticos.

Como consequéncia, surgiu uma outra indaga¢do: sera possivel, ampliando o conjunto IN,
conjunto numerico no qual a subtracdao seja sempre possivel? Dito em outras palavras, é possiv
conjunto IN, construindo a partir dele, um conjunto numérico, no qual a equagdo a + x = b tenha sen
quando a e b pertencem a IN?

Como sabemos a resposta a essa questdo foi positiva e foi criado o conjunto dos numeros inteir
por Z.

O problema que passaremos a discutir ¢ analogo ao anterior. A nossa questdo atual é: s
construir um conjunto numerico, ampliando o conjunto R, dos numeros reais, no qual a raiz de
negativo — como na equagdo x* + 1 = 0 — tenha solugdo nesse novo conjunto?

Questdo: Entendido nosso problema, devemos discutir (a) o que devemos fazer? (b) Por onde

*kk

Tarefa 3.2 - Construgdo do novo conjunto numérico (parte 1)

Os pontos principais para se Construir um novo conjunto numerico a partir do conjunto R sdo:



(iii) Identificar, no final do processo de construgdo o que se ganhou e o que se perdeu com a a
conjunto R para o novo conjunto.

Assim, nosso ponto de partida é resolver o problema da raiz de um numero negativo. Para isso c
a equagdo x>+ 1 = 0.

Sabemos que decorre dessa igualdade que x? = V-1

A saida que os pensadores que estavam envolvidos em resolver o problema encontraram foi cri
i, chamado de unidade imaginaria, tal que

i=vV-1leir=n-1)e ii=-1

E impondo a esse simbolo que obedeca a duas condigoes:

1) O simbolo i satisfaz ao maior numero possivel das propriedades operatorias usuais de R.

29 Satisfaga ainda a seguinte condi¢do: i’ = —1 .

Vejamos alguns exemplos:

Sejaa €ER, a>0,x =y —a* & x=+/(-1)-a*
s x=D-Ja

e x=4/(-1)-a
S x=ia
Assim, operamos com o novo numero i “como se ele fosse um numero real”, isto é, ¢
propriedades operatorias dos numeros reais. Por exemplo,
(5i)? = (5i) - (5i) =25i°=25-(- 1) =- 25.
Questdo:
(a) Com base nessas informagoes, retornemos as seguintes equacoes da tarefa 1, x> + 4 =0 e.
= (. Tente resolvé-las com base nas informagoes obtidas.
(b) Com base no item (a) como vocé representaria o caso mais geral de um numero desse novc
(c) Chamaremos a esse novo numero de numero complexo e lembrando que representamos o
numeros racionais pela representagdo:
O={ab:a,b€Zeb+0)
Como vocé representaria em simbolos o conjunto dos numeros complexos?

xh%

A partir da questdo (a) “O que devemos fazer?” e da questdo (b) “Por onc
recolhemos os seguintes residuos de enunciagao.
Jota: Entendendo que nao existe raiz de indice par de nimeros negativos em R, pode

“corrigir’” este fato utilizando aleum argumento algébrico que esteja nos reais.



Doronice: Sim. Ao identificar os demais conjuntos verificamos que ndo possuimc
numero negativo. Entdo criamos um novo conjunto ao qual conseguiriamos realiz
Surgindo como novo conjunto os numeros complexos C introduzindo a unidade imay
raiz quadrada de -1 ficando raiz quadrada de -9 = raiz de nove vezes raiz de -1 = 3 vez
Lero: Para que a equacgdo informada acima possa ter um resultado “aceitavel”, seré
utilizacdo de um conjunto que € um tanto complexo, pois historicamente sem a ut
“novo” tipo de conjunto, o conjunto dos numeros complexos C, tal resultado nao seri
caso da equagdo o valor que poderia atender a necessidade seria raiz quadrada de -1.

A partir da forma que Lero enuncia sua conclusdo, realizamos a leitura de «
enuncia ndo ¢ algo ainda legitimado por ele. Ele aponta o que ¢ necessario de ser
incorpora esse resultado como algo em que ele acredita ou compartilha como verdade.
enunciagdes de Doronice e Jota, que utilizam as expressoes “verificamos”, “criamos
“poderiamos”.

Apods motivarmos a investigacao do que € necessario para o novo conjunto a fin



(a) Com base nessas informagoes, retornemos as seguintes equagoes da tarefa 1, x> + 4 = 0 e x? —

Tente resolvé-las com base nas informagoes obtidas.
(b) Com base no item (a) como vocé representaria o caso mais geral de um numero desse novo conj

(c) Chamaremos a esse novo numero de numero complexo e lembrando que representamos o

numeros racionais pela representacdo:
O={ab:a,beZeb#0}

Como vocé representaria em simbolos o conjunto dos numeros complexos?

skoksk

Na primeira questdo apds formalizacao do calculo com raizes quadradas de niim:x
obtivemos residuos de enunciacao quase que idénticos, dos quais identificamos a leg
parte discente da operacdo com a parte imaginaria i, devidamente identificada e op
matematico define.

Entretanto, na representagdo mais geral de um niimero complexo tivemos diver
Jota: (b) xie x +yi
(c) C= {a+bi; a, b pertence R e I =raiz quadrada de -1}

Jota aponta duas representagdes gerais, baseado nos resultados da questdo (a)
formaliza o conjunto dos nimeros complexos apresenta a maneira mais geral p
representar. Lemos nesse caso que no primeiro momento havia um obstaculo epistemols
ele poderia produzir significados para a primeira demanda, mas nao produziu da mane;

Notamos que ele poderia produzir significados, denotando como obstaculo
devido sua enunciagdo na questdo seguinte, onde ele demonstra conhecimento leg
matematico a respeito do topico em questdo. Essa situagdo nos aponta novamente um
tomado na escrita de nossas tarefas ao motivar a produgao de significados.

Doronice: (b) Representaria que os reais estdo contidos no conjunto dos complexos
unidade imagindria criada para satisfazer z = a + bi (a real e b imaginario).
(c) Simbolo = C, C = {a + bi; a,b pertence R e b diferente de 0 | 1 ¢ 0 nimero imaginari

Doronice constroi uma representacdo mais geral na primeira questdo, indican

L~ o . . - Yy e - - L~ P



Lero ndo produz significado para nossa primeira demanda. Na segunda questao
indica que Lero produz significados para a direcdo de que um nimero complexo € a
imaginaria, ou seja, apenas a raiz quadrada de um valor negativo.

O quarto ciclo, de tarefa unica [Tarefa 4 — Construgcdo do novo conjunto nu
11)], foi utilizado para o trabalho de criacdao e manipulacdo de operagdes basicas (adig
multiplicagdo e divisdo), além da validagdo, ou nao, pela parte discente, de propriedad
a partir das operacdes, como comutatividade, associatividade, distributividade e

elementos neutro e simétrico.
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Tarefa 4 - Construgdo do novo conjunto numeérico (parte 1)

Trabalho em grupo:

Os numeros complexos custaram a serem aceitos, e a evidéncia mais facil de ser constatada ¢
forma com que até hoje os denominamos: o simbolo i é a “unidade imaginaria” e os numeros
conjunto, os “complexos”. Outros numeros também passaram pelo mesmo processo de repulsao -
eram os “inexprimiveis” e “quantidades ficticias” nomeavam os negativos. Isso ocorreu pois a
lidava, e ainda lida, com objetos que nem sempre correspondem com a experiéncia real e ndo abstra
por Tatiana Roque de experiéncia sensivel, e quando a comunidade matematica enxerga a ne
transicionar a no¢do do que é numero, algo que significava apenas quantidade, para algum tipo
abstrata, operagoes com o que antes era concebido como monstruosidade se tornam mais confor
consequéncia, aceitas socialmente.

Dando continuidade a construgdo do nosso novo conjunto numeérico é necessario que sejam ¢
algumas definicoes e verificadas se algumas propriedades de R continuam a valer em C.

Com isso em mente, siga o roteiro de trabalho:

a) Defina igualdade de dois numeros complexos.

b) Defina as operagoes de adi¢do, multiplica¢do, subtragdo e divisdo em C.

¢) Na operagao de adi¢do em R sdo validas as propriedades: associativa, comutativa, existe o elemel
e o elemento neutro. Verifique se tais propriedades sdo validas em C.

d) Na operacgdo de multiplicagdo em R sdo validas as propriedades: associativa, comutativa, exist
simétrico e o elemento neutro. Verifique se tais propriedades sdo validas em C.

e) Em R ¢ valida a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adi¢do. Verifique se é ta

em C.



As produgdes quanto a definicdo das operacdes de adigdao e subtragdo foram
indicando a operacao de parte real com parte real e parte imagindria com parte ima;
efetuamos em expressoes algébricas, por exemplo, operando com semelhantes. Ja a
defini¢des de multiplicagdo e divisdo trouxe elementos a serem discutidos.

Destacamos que nenhuma producdo de participante aqui analisada utilizou :
generalizantes, o que € interessante para discutir se a forma com que foi definida pela(o) partic
exclusivamente para o exemplo utilizado ou se ¢ generalista.

Doronice e Sandora, por exemplo, definem a multiplicagdo de numeros complexos -
multiplicagdo de um fator real por um fator complexo, e ndo de dois fatores complexos.

27-2i)=14-4i

Jota ja define a multiplicagdo de duas maneiras, uma semelhante ao process
propriedade distributiva da multiplicacao, € outro que mantém a forma de operar ser
semelhante utilizada para a adigao e subtracao.

2+3)x(3+2)=6+4i+9i+6i°=0+13i
2+3))x(3+2))=6+6°=6—-6=10

Porém, quando verifica na letra d) as propriedades da operacao de multiplicagac
da primeira defini¢cdo para afirmar que a opera¢do de multiplicagdo em C € associativa
Essa escolha ¢ interessante para nos questionarmos se Jota testou as duas defini¢des e,
a primeira verifica a comutatividade e associatividade, manteve essa verificagao no p.
notar que a primeira defini¢do foi suficiente para verificar as propriedades ja descar
producdo. Esse comportamento reflete a produgao matematica realizada por matemats
esses anos, o que € definido ¢ assim porque sO existe uma unica representacao ou porc
funciona dentro do interesse do matematico?

Um elemento que nao havia sido previamente apresentado a turma e que foi in
a producao das verificagdes de propriedades da multiplicacao foi o conjugado. Doroni
que j& haviam tido contato com a disciplina, lembravam da necessidade de reescreve:
indica a divisdo de nimeros complexos de forma que o denominador seja formado ay

real. Em sua ficha, elas registram esse conhecimento partindo da forma geral a/bi :

e e L e R . =
P g 23 ri - . : '
Bie . oo . > : |




que permitiria reescrever uma fragdo complexa com denominador apenas real,

representagdo registrada na ficha de Lero, que nesta aula dividiu sua producdo com

Malu:

A nocao de conjugado foi utilizada, mas nao foi nomeada nem formalizada
derivada do conhecimento de parte do grupo, sendo discutida e aperfeigoada a p:
numéricos até uma formalizacdo mais generalista. Entendemos o que ocorreu na aj
tarefa como um 6timo exemplo do que pode acontecer em uma sala de aula que permit
estudantes e que pde em marcha a producao de significados a partir de uma demanda, ¢
partir de um conhecimento pronto e imutavel.

Por fim, analisamos a producao discente nas tarefas do Ciclo 5. Composto de
(Tarefa 5.1 — A representacdo geométrica do conjunto dos numeros complexos,
Interpretagoes de um numero no Plano de Gauss, Tarefa 5.3 — Tradugdo das operagoes
complexos no Plano de Gauss, e Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um numero con
se dizer que o quinto ciclo teve o papel de inserir o Plano para permitir a discussao da
geométrica de numeros complexos, a0 mesmo tempo que encerrou o primeiro momentc
e a fase de aplicacdo de nossa pesquisa.

Motivadac nela nocao de atie nronriedades e caractericticac <ao nerdidas em 1



Texto para discussao

Como temos experimentado ao longo dos encontros, estudar e investigar a respeito dos numerc
nos impulsiona a também estudar e investigar algum conjunto numérico por nos ja conhecido, com
dos numeros reais, junto de suas propriedades.

A comparagdo entre esses os dois conjuntos citados é uma agdo quase impossivel de ser re,
Gauss tomou um caminho parecido. Em seus estudos, Gauss obteve resultados para os numeros int
enquanto explorava a construcdo dos complexos, auxiliando seus estudos na Geometria Plana e Al

Agora sabemos que na constru¢do de um conjunto, como discutido na Tarefa 3.2, pra
caracteristicas sdo perdidas em referéncia aos conjuntos ja conhecidos, e outras propriedades
Podemos dizer que a representacdo geométrica em C deixa visivel a perda de ordenacdo’ de e
conjunto dos numeros complexos, que por consequéncia implica em uma disposi¢do geométrica dife
estamos habituados.

Os numeros reais estdo dispostos no que chamamos de reta real, sendo identificados como toa
pertencentes a essa reta. No caso desse conjunto, a ordenagdo é extremamente necessaria para ider
posicdo de cada numero real na reta, através das relagoes de menor que ou maior que entre os reat

Questdo:

(a) Com base nas informagoes anteriores, e na definicao geral dada para um numero desse cor.
poderiamos desenvolver uma representa¢do geométrica para os numeros complexos?
(b) De acordo com a representa¢do geométrica desenvolvida em (a), identifique geometricamente

numeros complexos:

A 2+i B.2—i C -4+6i D.\3+:
E 5 F.-3i G 1+i H-]+i

xh%

Tarefa 5.2 — Interpretacoes de um numero no Plano de Gauss

O plano onde representamos geometricamente os numeros complexos é chamado de Plano de G¢
um agrimensor, no ano de 1798, ja havia identificado esse modelo para representar numeros comple
de pares ordenados representando pontos em um plano - porém o reconhecimento de Gauss com
matemadtico fez com que esse plano incorporasse o seu nome, mesmo tendo demorado mais tempo
na mesma conclusdao que Wessel.

Nessa representa¢do, cada numero complexo z = a + bi ¢ identificado como um ponto do Pla
pelo par ordenado (a, b). O eixo Ox é o eixo real, onde representamos a parte real de z (a) e o eixo O
de eixo imaginario, onde representamos a parte imaginaria de z (b).

Observe um exemplo na imagem, considerando z = a + bi, tal que 1 <a =b < 2.
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Além de localizarmos um numero complexo z = a + bi no plano por coordenadas ditas cartes

interpretando z como um ponto P, podemos interpreta-lo também como um vetor determinado pela
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Com a interpretagdo vetorial, é possivel visualizar transformagoes geométricas por meio dc

usuais que ja foram definidas para os numeros complexos.

Questdo:
(a) Com base nas informagoes anteriores, e considerando a interpretacdo vetorial de um numer
identifique os seguintes numeros complexos no Plano de Gauss e, em cada caso, indique o mod
determinado pelo numero complexo em questdo.
A 2+i
B.2—i
C.-4+6i

(b) De acordo com os calculos realizados, vocé acredita que é possivel estabelecer alguma formula pe



Como citado na Tarefa 5.2, a interpretagdo vetorial de um numero complexo possibilii
transformagoes geométricas por meio das operagoes usuais que ja foram definidas para esses nim.
soma e o produto.

Vamos analisar um desses casos, o produto de um complexo por um numero real.

®  Produto de um numero complexo por um numero real
Considere m = 2 +i € Ce 3 € R. O produto desses dois numeros resulta em n = 6 + 3i:
3 m=3-2+i)=6+3i
Se representarmos esses dois numeros complexos no plano teremos a seguinte representagdo:
m=2+i=(2,1)=4
n=6+3i=(63)=8B

Analisando o plano nota-se a ocorréncia de uma transformag¢do geométrica chamada
ampliagcdo ou redugdo de uma distancia ou area, a partir de um ponto fixo, que preserva as ca
originais, como forma e angulacdo.

Podemos verificar a homotetia sabendo o modulo dos vetores envolvidos e a angulagdo de ambo
ao eixo Ox das abscissas.

O modulo de um vetor qualquer nesse plano, ou seja, a distancia de um ponto até a origem do

ser calculado da seguinte forma:

|z| = +/a® + b?

No nosso caso, temos:

Im| =+va?+ b?=|m| =/(2)*+ (D2=vd+1=+5



A angulagdo 0 de um vetor nesse plano, sendo 0 <60 <2r, é chamada de argumento desse vetc
argumento do numero complexo dado — Arg (z). Essa angula¢do é demarcada no sentido anti-horc

do eixo das abscissas Ox até o vetor indicado.

A angulagdo 0 de z complexo é tal que cos(0) = P | —esen(0) =
~ 4 _ 2 _ b _1
Em relacdo a m,cos(a) = ol = \/gesen(a) ==
Em relaga B)=i=57 B =1i=E=%
m relagdo a n,co0S =T 3\/_ 5esen =3E- &

Assim, como cos (a) = cos () e sen (a) = sem (B), a = p. Esse resultado nos indica que o argur

o mesmo argumento de n, logo a angulagdo é preservada, verificando a homotetia!

Diferentes operagoes terdo diferentes traducoes no plano. Assim, retornaremos no ultimo it
anterior, em que tinhamos como objetivo investigar qual a tradug¢do ndo do produto, mas da soma

complexos no Plano de Gauss.

Questdo: Defina dois numeros complexos m e n quaisquer. Em seguida identifique-os no plan.
modulo dos vetores gerados por eles. Apos o cdlculo dos modulos, realize a soma entre m e n e
resultado obtido no plano. Por fim, analise o numero complexo resultante da soma, a sua localiza¢a
o seu modulo. O que podemos dizer sobre esse resultado geométrico? Se preferir, utilize o plano abai
melhor visualizagdo de sua investigacdo. [Na questdo indicada, havia impresso um plano cartesian
pontilhadas para facilitar a realiza¢do do que foi solicitado em enunciado]

L

Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um niumero complexo

Agora que temos conhecimento da interpretagdo vetorial de um numero complexo, de com
modulo de um vetor nesse plano e também como encontrar a sua angula¢do, que chamamos de
podemos identificar um numero complexo ndo mais apenas por coordenadas cartesianas, mas tamk
chamamos de forma trigonométrica.

A forma trigonométrica de um numero complexo z = a + bi é escrita em fungdo do argumento «

numero, sendo um dngulo 0. Até agora vimos duas relagoes envolvendo o argumento de um comple:

cos(0) = I%I e sen(0) = I%I



z =|Z|(cos(9) + isen(@))

Vejamos um exemplo de escrita de um numero complexo em sua forma trigonométrica:

Sejaz=]+\/§i eC.

Temos que |z| = \/ a* + b?, entio
2= [12+ (V3 =TT = V=2

Precisamos ainda encontrar Arg (z), entdo seguindo os calculos...

cos(0) = I%I e sen(@) = I%I

cos(0) = % e sen(0) = ‘/; ecomo 0<6<2m 6 =§

Assim, tendo os valores de |z| e Arg|z

, reescrevemos z como.

2=2 (cos (g) + isen (g))

Essa nova forma de identificar um complexo, nomeada de forma trigonométrica, ¢ equiva
chamam de forma polar de um niumero complexo. Na forma polar ganhamos as coordenadas polar

que r representa a distancia do numero z até a origem, ou seja,

z|, e 8 0 argumento desse mesmo nur

Questao:

(a) Obtenha a forma trigonométrica dos numeros apresentados abaixo.
m=2+2+/3i
n=/3+i

(b) Exprima os seguintes numeros na forma trigonométrica e os represente geometricamente no plan
Iz| e 6.

z=1+i

w=V3—i

x=2i

*k%

Diferente dos residuos produzidos nas tarefas dos quatro ciclos anteriores, os d



Interpretamos que a passagem da tematica das operacdes para a tematica da
geométrica pode ter sido muito abrupta, necessitando um novo olhar para o mate
alteracOes sejam realizadas a fim de tornar o texto das tarefas ndo usual e familiar, com
para que assim fossem desde o inicio da confec¢ao de nosso produto educacional.

O sexto ciclo realiza a transi¢do dos dois momentos do Curso de Introducac
Complexas desenvolvido. E composto de trés tarefas (Tarefa 6.1 — Multiplicagdo e P
Forma Trigonométrica, Tarefa 6.2 — Radicia¢do na Forma Trigonométrica e Tarefa 6.3
o Problema Inicial), que além de serem de extrema importancia para as inferéncias
seguintes produzidas pelo trabalho de Tiago de Oliveira, também foram essenciais par
de nossa motivacao inicial, o problema do volume, que apds obtengao de todas essas fe
longo dos 6 ciclos, pode ser efetuado.

Apresentamos apenas a Tarefa 6.3 — Resolvendo o Problema Inicial, a fir
fechamento de nossa motivacao inicial, que para resolugcao também contou com o “col

massa’” pela turma participante da pesquisa.

fkk

Tarefa 6.3 - Resolvendo o Problema Inicial

No inicio dos nossos estudos (Ficha 02) vimos um problema que recaiu em uma equacao d
resolucao desta equagdo pela formula de Cardamo-Tartaglia foi interrompida, pela primeira vez, ac

com a raiz quadrada de um niimero negativo.

Esta barreira foi superada com a criagdo dos numeros complexos, porém tivemos que
novamente, a resolucdo quando chegamos no seguinte calculo (envolvendo raizes cubicas de

complexo):

—31+\/§'+31 V3,
=Rt 272

A questao da radiciagdao de numeros complexos foi esclarecida, como vimos através da forma trig

Agora temos todas as ferramentas para resolver o nosso problema inicial.



Encontre os valores da aresta x tal que V=V’ + 1.

Resolugdo: Como V =x* e V' =3x + 1, o problema leva imediatamente ‘a seguinte equacao:
que ¢ da forma y* + ay + b = 0 e esta, apos um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que

do 2° grau, prova-se que ¢ resolvida pela formula que ja vimos na ficha 02:

—b a3 b2 a3 -3
Temos, nesse caso, a = -3, b =-1; - = . .

resolu¢do da para a raiz da equagdo,

Agora ¢ com voces, encontrem a solugdo desse problema.

k%

5.2 Nossa analise para além das fichas de trabalho

A questdo de nossa pesquisa estava em torno da busca das caracteristicas
Variaveis Complexas que caracterizassem a mesma como um curso em servigo da form
¢ futuro professor de matematica.

Ao questionarmos as(0s) participantes sobre o que acharam da metodologia base
de trabalho, obtivemos as seguintes respostas:

Doronice: “Legal pois proporciona uma analise critica.”.

Jota: “Achei muito boa, pois ela permitiu analisar com calma os aspectos relacionados
como o aspecto historico em torno do problema dos volumes que deu inicio a discussac
1sso para mim sem divida agregou ao conhecimento adquirido.”

Lero: “Interessante e bastante didatico”.

Sandora: “Legal, porém fazer questdes sem compreender o conteudo abordado, perde n



Como apontado por Sandora, entendemos que na pratica docente o tempo semyj
adversario, seja na pratica, seja no planejamento. Porém quando estamos em um proce
e aprendizagem, nos questionamos, o que seria perder tempo?

Ao questionarmos as(os) participantes sobre quais as vantagens e desvantage
nessa metodologia, obtemos as seguintes respostas:

Jota: “As desvantagens acredito que seja o tempo, pois, toda ficha necessita do tempo
discutir e isso talvez atrapalhe em praticar o contetido”.
Sandora: “Desvantagem: perda de tempo quando nao compreende os conteudos.”.

Interpretamos que essa sensagao pode ter sido despertada pela vivéncia escol
debrugarmos sobre 0 novo € ja sermos apresentados aos resultados e defini¢cdes pronta
certa inquietacao - isto ndo ja foi descoberto? Por que preciso pensar sobre isso?

Produzir a partir de tarefas ¢ trabalhoso ¢ demanda longos prazos, assim como ¢
dessa metodologia também ¢é. E preciso construir textos que sejam suficientes
bibliografia base de ementas de disciplinas de conteudo matematico, e para isso faz.
realizarem cada vez mais pesquisas com objetivos de criagdo de materiais para a li
matematica com uma perspectiva diferente da ja apresentada pelos matematicos.

Sendo possivel, enquanto ndo tivermos bibliografia suficiente relacionads
matematica, incentivamos a utilizacdo de ementas que sejam abertas as necessida
discente dentro da temadtica trabalhada. No caso de nossa pesquisa, as fichas, que s«
nosso material didatico, foram criadas durante a aplicagdo delas, o que nos dava persy
acrescentar, ou ndo, nas fichas e listas de exercicio seguintes dentro da tematica
programado.

Entretanto, os ajustes feitos durante o periodo de aplicacdo foram realizados a1
leitura do que a turma necessitava a partir dos residuos de enunciacdo. E importante, a
discente, avaliarmos também que seria possivel intercalar listas de exercicios em mais
curso, € que isso poderia ter minimizado a sensacdo de perda de tempo relatada.

Uma ferramenta que ndo foi utilizada em nossa pesquisa e que, se utilizada, sc

valia ¢ a gravacdo das aplicagdes. Os registros do caderno de campo somados ac
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Lero apresenta outro topico em sua avaliagdo sobre vantagens e desvantagens da

0 erro.
Lero: “Vantagem que aprendemos com 0s nossos erros pois iniciamos os trabalhos
utilizando o que imaginamos saber e depois discutimos os resultados com o professor «
e conseguimos detectar o que fizemos de errado e aprendemos com os erros. A desva
nao sabemos no primeiro momento se o que fizemos esta bem direcionado.”.

Frisamos que nos manter dentro do proposto € nao apresentar o contetds
expositiva foi um desafio. A pratica do professor ser o detentor do conteudo e int
momento evitando os erros e direcionando para a producao de significados por ele des
que intrinseca da pratica docente, uma ag¢do automatica, € vivenciar algo novo foi «
enriquecedor para nossa pratica € pesquisa.

Este desafio se estende para toda a turma, que provavelmente lida com o ¢
negativa, ja que socialmente o erro € sindnimo de equivoco, absurdo e falha. Trabalh
forma que o erro ndo seja um fator desmotivador nao ¢ simples. Em nossa pratica
exposi¢ao do erro nao foi tao delicada pela proximidade das(os) participantes, que se
como turma e ja se conheciam ha muito tempo, porém ¢ um fator de atencdo ao utilizar
que demandam mais participagdo e exposicao da producao discente.

Doronice inclusive sugere em sua avaliagdo que seja incentivada uma pesq
aplicacdo das atividades de determinado tema, para que a turma esteja mais preparade
de producao. Entretanto, nos questionamos se a pesquisa prévia ndo seria uma espécie d
apresentacdo das defini¢cdes e resultados do topico a ser estudado, o que tornaria ¢
producdo de significados mais uma vez condicionado ao que o matematico ja produziu

Por fim, a avaliacdo da disciplina também esteve presente na avaliagdo di
apontada como uma vantagem da utilizagdo dessa metodologia.

Jota: “A primeira vantagem do ponto de vista do aluno € ndo haver prova, o que pat
vantagem, pois tira a preocupa¢do com a nota, que geralmente rem disciplinas ¢
sobrepde a preocupacao com a aprendizagem, além disso a interacdo com o professor e

alunos nas discussdes sobre as fichas ajudam, pois o colega pode ter uma visao diferente
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nosso objetivo neste trabalho era o de investigar quais devem ser as caracteri
disciplina de varidveis complexas para que ela esteja a servico da formacao da fi
professor de matematica. Delimitamos tais caracteristicas como uma proposta de sala
de nosso referencial teorico, o Modelo dos Campos Semanticos, € em nossas consid
apontamos tais escolhas, justificadas, juntamente de reflexdes sobre esse processo.

Apos andlise da organizagdao da oferta de disciplinas que tratam de topicos
complexas em onze universidades federais mineiras, confirmamos um argumento intre
trabalho de que, na licenciatura em matematica, a concepcao de disciplina ¢ tradicion
além dos documentos oficiais discutidos, proposta pela visdo do matematico para a
futuro matematico, e ndo do(a) futuro(a) professor(a) de matematica.

No caso, realizamos andlise por meio das matrizes curriculares e projetos
disponiveis para acesso da Universidade Federal de Alfenas (Unifal - MG), Universids
Itajuba (Unifei), Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF), Universidade Fede
(Ufla), Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), Universidade Federal de Ouro
Universidade Federal de Sao Jodo del-Rei (UFSJ), Universidade Federal de Uberl
Universidade Federal de Vigosa (UFV), Universidade Federal do Triangulo Ming
Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri (UFVIM).

Nossa revisao de literatura embasou nossa constatacdao de que podemos general
das disciplinas de topicos de variaveis complexas que muitas disciplinas refleter
matematico. Esta constatacdo aponta a necessidade de producao de materiais didatico
exemplo - que possibilitem uma discussao diferente da tradicional do matematico, seja
com numeros racionais, topicos de geometria, dlgebra linear, nimeros complexos ou
calculo, analise, estruturas algébricas, dentre outras.

Fundamentados teodrica e metodologicamente pelo Modelo dos Campos Semanti
revisdo da literatura e pela aplicagdo de nosso produto educacional, elencamos as carac

em nossa concepcao, sao necessarias para a formacao nao s6 matematica, mas tambeém



Refor¢camos que essa sugestdo esta baseada na discussao que realizamos ao |
nosso trabalho a respeito da impossibilidade de conclusdo de ementas extensas devic
existente entre o tempo real de aprendizagem e o tempo institucional de ensino como
Silva (2015). Além disso, retomamos que ¢ de grande valia trabalhar esses mesmos g
temas fazendo referéncias ao que ja ¢ ensinado por anos na Educacdo Basica, esses 1r
temas centrados no conjunto dos nimeros reais.

Acreditamos que a discussdao de algo novo € capaz de elucidar conceit
compreendidos, sendo um recurso para justificar a presenga desse estudo na grade
licenciatura em matematica. Os documentos oficiais indicam o estudo do tema, torna.
direcionar esse estudo para a pratica futura docente, e ndo para uma formacdo distin
matematico.

Em nossa concep¢do de pesquisa, nosso foco ndo estava primaria e exclu
conteudo, logo buscamos contribuicdes para além do conhecimento matemat
relacionadas a futura pratica docente como vivéncias metodoldgicas e pedagogic
contetidos de variaveis complexas, ou seja, buscamos identificar uma proposta metodo
a(o) estudante em formacgao experienciasse falar a partir de um texto matematico.

Consequentemente, como segunda caracteristica indicamos que a biblio
mesmo que formada por livros escritos para a formac¢ao de matematicos, também eng
trabalho, semelhante as desenvolvidas nesta investigagdao e na pesquisa desenvolvida
(2024), que podem ser utilizadas, modificadas e adaptadas de acordo com a necessidad

Sabemos que o tempo de planejamento € curto, € que criar tarefas nao ¢ um trat
porém acreditamos que, para que o curso esteja a servico de uma formagao também
pedagogica, as(os) discentes precisam ser apresentados ao estranhamento, para que as:
sensivels aos futuros estranhamentos que vivenciardo sem suas salas de aula, e a
encontramos em nossa pesquisa de tornar isso possivel € inserir a turma em uma situag
massa, de resolver uma tarefa sem uma orientagao prévia de como obter uma solugao, e:
sempre a relacdo de serem tarefas de textos familiares e ndo-usuais.

Esta pratica se relaciona ao nosso referencial tedrico por ndo apresentar
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uma disciplina de ementa aberta, ou seja, que a(o) docente tenha a liberdade de planej
a ser trabalhado dentro de cada tema, frente a dinamica naquela turma especifica de
evolucao de suas aulas. Isto evita a existéncia de assincronismo, ja que o tempo institucis
estara alinhado ao processo de aprendizagem em acao na sala de aula.

Paralelamente, consideramos a terceira caracteristica - a postura docente ne
um fator fundamental para que ela esteja a servigo do licenciando e licencianda em
matematica e pedagogica/metodoldgica.

A(o0) docente, sendo educador(a) matematico(a) ou matematico(a), ¢ o mediado
aula, e por isso cabe a ele(a) a fungdo de proporcionar um ambiente em que diferentes
significado sejam valorizadas, que o trabalho em grupo e individual seja realizado, q
seja lido com o juizo de valor que ja ¢ normalmente associado, e que diferentes metodo
espago de atuagao.

Em nosso texto, descrevemos o processo metodoldgico que foi utilizado em
aplicacdo, mas sugerimos, em concordancia com nossa revisdao de literatura, que «
também possam ser experimentados, desde que o trabalho frente ao contetdo nao seja
formac¢ao de matematicos, e sim de futuros e futuras professoras de matematica.

Para a quarta e ultima caracteristica, apontamos o processo de avaliacao cor
de atencdo. O sistema de avaliagdo por nota a partir de uma avaliag¢do tradicional, ¢
relacionadas ao tema, ndo foi aplicado por nos, € nao ¢ o que acreditamos como cara
uma disciplina neste formato. O trabalho produtivo ser avaliado j&4 ¢ uma mudanga me
que nas disciplinas matematicas esse tipo de valorizacdo ndo ¢ o padrdo, € justames
necessario realizar uma conscientizagdo da turma de que, além da frequéncia, o traball
tarefas em sala também ¢ importante, ja que todas as discussdes sdao pautadas a partir
discentes produzirem. Sem que a turma se aproprie dessa agdo ¢ dificil que o curso s
seguindo seu objetivo formativo.

Acreditamos que as caracteristicas apontadas para o curso podem ser adaptad:
em outras disciplinas matematicas, j4 que em nosso texto, propomos e discutimos ¢

possiveis, mais metodoldgicas do que conteudistas, de acordo com nossa premissa de g
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inviabiliza a necessidade de pesquisas como a nossa, que podem servir de exemplo ¢
outras(os) pesquisadoras(es) e professoras(es) a pensarem a formacao além do conteud
A experiéncia desse estudo e pesquisa me elucidaram que, em termos de Lin:
monstro monstruoso pode tornar-se de estimagao, € nds, educadoras e educadores ma
precisamos apenas reproduzir nossa formagdo ao trabalhar com a matematica do mat
contrario, podemos pesquisar, experimentar ¢ implementar diferentes metodologias
Numeros Complexos, mas para toda a diversidade de topicos matematicos a ser acessa
Existe a necessidade de construcao de textos que sejam suficientes para integr:
base de ementas de disciplinas de conteido matematico, com perspectivas dife
apresentadas pelos matematicos. Faz-se necessario fomentar pesquisas, desde iniciacac
pesquisas mais longas, como os doutorados, para que materiais sejam construidos,
sequéncias didaticas e livros-texto. E preciso que a referéncia exista para que possar

temos escolha de fazer diferente.
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ANEXOS

ANEXO I: Questionario Discente

DISCIPLINA: Introdugdo as Variaveis Complexas para a Licenciatura — MAT06025
PERIODO LETIVO: 2022.1
PROFESSOR: Tiago de Oliveira

Questionario

Nome:

Periodo:

() Licenciatura em Matematica
() Outro curso. Se sim, qual?

E formando neste semestre? ( ) SIM ( )NAO
Disciplinas que cursarad em 2022/1:
1)

2)

3)

4)

5)

6)

Marque com um X a(s) disciplina(s) abaixo que voc€ ja estudou:
) TRIGONOMETRIA E NUMEROS COMPLEXOS

) CALCULO I

) CALCULO II

) CALCULO III

) INTRODUCAO A TEORIA DOS NUMEROS

) ANALISE REAL 1

) ESTRUTURAS ALGEBRICAS

e e e e N T



() PIBID ou outras atividades com bolsa
() Monitoria
() Pratica de ensino

() Outra. Qual?

Quantos livros voce leu, de capa a capa:
(a) No ano de 2020: ()
(b) No ano de 2021: ()

(c) Em toda a sua vida (aproximadamente): ()

ANEXO II: Avaliacao Diagnostica

Com intuito de nos programar e até mesmo para saber como vamos conduzir r

gostariamos que respondessem as seguintes perguntas:

1) Descreva o conjunto dos niameros:

Naturais (N), Inteiros (Z), Racionais (Q), Irracionais (I) e Reais (R).

2) Resolva as seguintes equagdes: (a) X2+ x —V3x —v3=0¢e (b)x* - 3x2—4=0.

3) Considere o seguinte Teorema:

Se a soma de dois nimeros inteiros € par, entdo a sua diferenga também ¢ par.
1) Qual ¢ a hipotese do Teorema?
11) Qual ¢ a tese do Teorema?

111) Demonstre o Teorema.

4) Defina com suas palavras o que ¢ funcao, em seguida apresente alguns exemplos.



ANEXO III: Termo de Compromisso Etico

A problematica da pesquisa intitulada O Ensino de Variaveis Complexas na Li
Matematica se expressa pela seguinte questdo: “quais devem ser as caracteristicas
Variaveis Complexas, no conjunto das disciplinas de um curso de Licenciatura em Ma
que esteja a servico da formagao da futura e futuro professor de matematica?”. Um dos
criacdo de um material didatico para que os professores e professoras possam utilizar,
caracteristicas que teremos proposto para a disciplina. A aplicacdo desse mate
juntamente da andlise de residuos de enunciagao que serdo coletados, servirdo como
embasar as conclusdes da pesquisa.

Durante a aplica¢do e discussdo do material didatico os encontros poderdo s
registros escritos de participantes podem ser solicitados, a fim de que seus dados sej:
posteriormente pela pesquisadora e pesquisador. Esses dados respeitardo o sigilo
das(os) participantes, que poderao escolher seus nomes ficticios no caso de haver p
resultados da pesquisa.

A participagdo nesta pesquisa € voluntaria, podendo ser interrompida a qualque
for do desejo da(o) participante. Assim, o presente termo torna-se necessario com a
esclarecer e firmar o compromisso de participantes da pesquisa com as agdes explicitas

, de abril de 2022.

Nome da(o) licencianda(o) participante da pesquisa




ANEXO 1V: Fichas de Trabalho constituintes do Produto Educacional



Ficha de Trabalho 1

Para a primeira ficha de trabalho, de tarefa tnica intitulada Resolvendo Equagoes Algébricas, ¢
partir da exposi¢ao de quatro equacdes algébricas, o significado atribuido a expressao “resolver

e o que pode ser dito apds resolugdo das equagdes propostas.
otk
Tarefa 1 - Resolvendo Equacgoes Algébricas
Considere as seguintes equagoes:
a) 4’ — 12x + 7 =0;
b) x> +4=0;
c)x’— 12x + 36 = 0;

d)x?— 4x + 13 =0.

1. O que significa a expressdo matemdtica “resolver uma equagdo”?
2. Resolva as equagoes acima.

3. Que informagoes vocé pode tirar a partir da resolu¢do das equacoes dadas?

k%



Ficha de Trabalho 2

A discussdo de segunda ficha de trabalho ¢ dividida em duas tarefas, Tarefa 2.1 —
geométrico ¢ Tarefa 2.2 — Uma leitura algebrica do problema geométrico, ambe
adaptados e tarefas inspiradas no seguinte problema geométrico observado em CARA
Conceitos fundamentais da matematica. 7 ed. Lisboa: Gradiva, 2010 Este ¢ «
apresentacao de um problema, geométrico, que demanda a criagdao de novas ferramentas para c
seja desenvolvida por completo.

*h%
Tarefa 2.1 - Um problema geométrico

Seja V o volume de um cubo de aresta x, e V' o paralelepipedo retangulo cuja drea da base é 3

é igual a aresta do cubo.

Area=3

T
Verifique experimentalmente se existe uma aresta x tal que V ="V’ + I na tabela abaixo:

X V V'+ 1

O que vocé pode dizer sobre o valor procurado?

*k%

Tarefa 2.2 - Uma leitura algébrica do problema geométrico

Ao resolvermos uma equagdo algébrica do 2° grau



deparamos com a seguinte situagdo: e se a expressdo que figura abaixo do radical (o chamado di
for negativa? Neste caso a radiciagdo ndo é possivel em R, por consequéncia a expressdo das raize:

significado.

Aos algebristas antigos, gregos, hindus e arabes ndo tinha passado despercebido este caso .
Mas sempre que ele se dava, o problema concreto que tinha dado origem a equagdo, via-se que era i
sem solugdo. O algebrista interpretava o discriminante negativo como querendo dizer que o problei
solugdo; arrumava o caso dizendo que a equagdo ndo tinha, nesse caso, raizes e dormia sossegado

interpretagdo estava de acordo com a realidade e as necessidades da pratica na época.

Passaram muitos séculos, sobre a resolugdo das equagoes do 2° grau, sem que soubesse com
do 3° grau. Foi ja em pleno Renascimento, no primeiro quartel ao século XVI, que os algebrist

herdeiros da cultura que os arabes tinham recolhido no oriente obtiveram, com éxito, a sua resolug

Os resultados gerais desse estudo (que, a principio, dava-se apenas em casos particulares), er

linguagem e forma de escrita de hoje, pode ser descrito considerando a equagdo do 3° grau

asx* +ax?+ax+ap=10 (a#0)

. ~ a ~ \
Por meio da transformagdo, x =y — j, reduz-se a equagdo (3) a forma
3

V+ay+b=0

e esta, apos um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as equagoes do 2° grau, pr

resolvida pela formula

Como podemos observar, a questdo complica-se, porque as formulas de resolugdo se tornam, ¢

o grau aumenta, cada vez menos manejdveis.

Conhecida a resolugdo da equagdo do 3° grau, estava para surgir um fato mais importante e mc

se tornaria um grande embarago para os matematicos da época.

Para aplicarmos, a resolugdo da equagdo do 3° grau, coloquemos o seguinte problema: Seja V
um cubo de aresta x, e V' o paralelepipedo retdngulo cuja area da base é 3 e cuja altura a re.

Determine x de modo que V =1V"+ 1.



~ ; , -3 .~ .
A resolugdo do problema depende, como se vé, do calculo de /T’ mas esta raiz ndo existe.

Estamos no mesmo caso que apontamos anteriormente para as equagoes do 2° grau, logo, da

. ., ~ P . -3 . , .
anterior concluiriamos que a ndo existéncia da raiz de ’T quer dizer que o nosso problema é imp.

Porém, uma analise mais detalhada sugere que o problema proposto ndo ¢ impossivel. De fa
aresta x do cubo é muito pequena, o volume V = x* é também pequeno e menor que a soma 3x + 1, m
que x aumenta V vai se aproximando de V' + 1 = 3x + I e chega mesmo a ultrapassa-lo, por exemy
1, temos V=1eV’' +1=4 masparax =2, temos V=8e V' + 1 =7. Conclui-se deste racioci
haver uma altura em que os dois volumes se igualem e o valor de x para o qual isso se der é raiz dc
problema: x* = 3x + 1. Pode-se observar, mas detidamente, que essa raiz esta compreendida entr

visto que parax =1, 8; V=5,832<V'+1=6,4eparax=1,9,V=6,859>V "+1=6,7.

A conclusdo é que existe a raiz da equacdo relativa ao problema proposto, mas ndo sabemos cal.

Questao.: Qual é entdo o problema que temos que resolver?

*hw



Ficha de Trabalho 3

Nesta sequéncia, iniciamos a discussdo a partir das necessidades nascidas pelas “insuficiénc
conjuntos numéricos ao longo da producao matematica a fim de inseri a turma em um ambice
Duas tarefas foram desenvolvidas, Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numéricc

Construgdo do novo conjunto numeérico (parte 1), que possui fechamento apenas na Ficha de T

*h%

Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numérico
Texto para discussao

A necessidade de ampliagdo de um conjunto numérico devido a sua deficiéncia na resolu¢do a
ndo é um tema novo na sua vida escolar e académica. Ha muito tempo se verificou, por exemplo, que
dos numeros naturais, que denotamos por IN, a adi¢do de dois numeros é uma operag¢do sempre pc

pois seu resultado é um numero natural. Entretanto, o mesmo ndo ocorre quando a operag¢do é a su

A subtragdo 10 — 2, por exemplo, pode levar a adi¢do pois a operagdo equivale a perguntar: quc
natural que devemos somar a 2 para obter 10? Essa pergunta pode ser traduzida na equagdo x +

solugdo, existindo em IN, é a resposta procurada,; um numero natural.
Essa questdo motiva outra indagagdo: é possivel calcular a diferenc¢a de dois numeros naturai.

Suponha que para respondermos a essa pergunta comecemos a fazer experimentos com diferer
ate chegarmos a nos perguntar, qual é o numero natural que devemos somar a 10 para obtermos 2, o
concluir? Ou expressando em simbolos perguntamos: existe um numero x € IN tal quex + 10 =2? C

que esse numero ndo existe.

Logo, concluimos que em IN a opera¢do de subtracdo nem sempre ¢ possivel. O que equivale a
a equagdo x + b = a nem sempre tem solucao em IN. Essa limita¢do do conjunto IN ndo passou ¢

historicamente porque impossibilitava a resolu¢do de muitos problemas praticos.

Como consequéncia, surgiu uma outra indagagdo: serd possivel, ampliando o conjunto IN,
conjunto numerico no qual a subtragdo seja sempre possivel? Dito em outras palavras, é possiv
conjunto IN, construindo a partir dele, um conjunto numérico, no qual a equagdo a + x = b tenha sem

quando a e b pertencem a IN?

Como sabemos a resposta a essa questdo foi positiva e foi criado o conjunto dos numeros inteir



*kk

Tarefa 3.2 - Construgdo do novo conjunto numérico (parte I)
Os pontos principais para se construir um novo conjunto numeérico a partir do conjunto R sdo:

(i) Resolver as deficiéncias que o conjunto numérico anterior. No nosso caso, resolver o p

equagoes que ndo possuem solu¢do em R, ou seja, que possuem raiz negativa.

(ii) Preservar, ao maximo, as propriedades do conjunto R na construgdo do novo conjunto. Ist
que é desejavel, que tentemos manter as propriedades operatorias dos numeros reais, I
associatividade e a comutatividade das operacgoes de adi¢do e multiplicacdo em R, a distribi

multiplica¢do em relag¢do a adigdo e todas as outras propriedades dos numeros reais.

(iii) ldentificar, no final do processo de construgdo o que se ganhou e o que se perdeu com a a

conjunto R para o novo conjunto.

Assim, nosso ponto de partida é resolver o problema da raiz de um numero negativo. Para isso c

a equagdo x*> + 1 = 0.
Sabemos que decorre dessa igualdade que x = £V —1.

A saida que os pensadores que estavam envolvidos em resolver o problema encontraram foi cri

i, chamado de unidade imaginaria, tal que

i=V-ler=n-1)eir=-1
E impondo a esse simbolo que obedeca a duas condigoes:
1) O simbolo i satisfaz ao maior numero possivel das propriedades operatorias usuais de R.
29 Satisfaga ainda a seguinte condi¢do: i’ = —1 .

Vejamos alguns exemplos:

Seja a ER,a>0,)c=\/—_a2 = xzm
e x= /D -V
o =D a



(a) Com base nessas informagoes, retornemos as seguintes equacoes da tarefa 1, x> + 4 =0 e.

= (. Tente resolvé-las com base nas informacgoes obtidas.
(b) Com base no item (a) como vocé representaria o caso mais geral de um numero desse novc

(c) Chamaremos esse novo numero de numero complexo e, lembrando que representamos o

numeros racionais pela representacdo:
O={ab:a,beZebz0)

Como vocé representaria em simbolos o conjunto dos numeros complexos?

*hw



Ficha de Trabalho 4

A Tarefa 4 — Construgdo do novo conjunto numérico (parte 1) foi planejada para o traball
manipulagdo de operagdes basicas (adi¢ao, subtracao, multiplicagdo e divisdo) e de propriedads
partir das operagdes, como comutatividade, associatividade, distributividade e existéncia de el

e simétrico.

*h%

Tarefa 4 - Construgdo do novo conjunto numérico (parte 1)
Trabalho em grupo:

Os numeros complexos custaram a serem aceitos, e a evidéncia mais facil de ser constatada e
forma com que até hoje os denominamos: o simbolo i é a “unidade imaginaria” e os numeros
conjunto, os “‘complexos”. Outros numeros também passaram pelo mesmo processo de repulsdo -
eram os “inexprimiveis” e “quantidades ficticias” nomeavam os negativos. Isso ocorreu pois a
lidava, e ainda lida, com objetos que nem sempre correspondem com a experiéncia real e ndo abstra
por Tatiana Roque de experiéncia sensivel, e quando a comunidade matemdtica enxerga a nec
transicionar a no¢do do que é numero, algo que significava apenas quantidade, para algum tipo
abstrata, operagoes com o que antes era concebido como monstruosidade se tornam mais confor

consequéncia, aceitas socialmente.

Dando continuidade a construg¢do do nosso novo conjunto numeérico é necessario que sejam ¢

algumas defini¢oes e verificadas se algumas propriedades de R continuam a valer em C.
Com isso em mente, siga o roteiro de trabalho:

a) Defina igualdade de dois numeros complexos.

b) Defina as operagoes de adi¢do, multiplica¢do, subtragdo e divisdo em C.

¢) Na operagao de adi¢do em R sdo validas as propriedades: associativa, comutativa, existe o elemel

e o elemento neutro. Verifique se tais propriedades sdo validas em C.

d) Na operacgdo de multiplicagdo em R sdo vdlidas as propriedades: associativa, comutativa, exist

simétrico e o elemento neutro. Verifique se tais propriedades sdo validas em C.

e) Em R é valida a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adigdo. Verifique se é ta

em C.



Ficha de Trabalho 5

A Ficha de Trabalho 5 ¢ a mais longa das 6 constituintes deste trabalho, composta por 4 tarefz
A representagdo geométrica do conjunto dos numeros complexos, Tarefa 5.2 — Interpretagoes
no Plano de Gauss, Tarefa 5.3 — Tradugdo das operagoes com numeros complexos no Pla
Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um numero complexo, tendo como objetivo iniciar

representacao geométrica de niimeros complexos a partir de comparagdes com o conjunto dos
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Tarefa 5.1 - A representagio geométrica do conjunto dos numeros complexos

Texto para discussdo

Como temos experimentado ao longo dos encontros, estudar e investigar a respeito dos numerc
nos impulsiona a também estudar e investigar algum conjunto numérico por nos ja conhecido, com

dos numeros reais, junto de suas propriedades.

A comparag¢do entre esses os dois conjuntos citados é uma ag¢do quase impossivel de ser re,
Gauss tomou um caminho parecido. Em seus estudos, Gauss obteve resultados para os numeros int

enquanto explorava a construcao dos complexos, auxiliando seus estudos na Geometria Plana e Al

Agora sabemos que na constru¢do de um conjunto, como discutido na Tarefa 3.2, pra

caracteristicas sdao perdidas em referéncia aos conjuntos ja conhecidos, e outras propriedades sdao

Os numeros reais, por exemplo, estdo dispostos no que chamamos de reta real, sendo identif
todos os pontos pertencentes a essa reta. No caso desse conjunto, a ordenagdo é extremamente nec
identificarmos a posi¢do de cada numero real na reta, através das rela¢oes de menor que ou maior

reais.
Questao:

(a) Com base nas informagoes anteriores, e na definicao geral dada para um numero desse cor.

poderiamos desenvolver uma representagdo geométrica para os numeros complexos?

(b) De acordo com a representac¢do geométrica desenvolvida em (a), identifique geometricamente

numeros complexos:

A2+ B.2—i C -4+6i D.\3+:



O plano onde representamos geometricamente os numeros complexos ¢ chamado de Plano de G
um agrimensor, no ano de 1798, ja havia identificado esse modelo para representar numeros
pormeio de pares ordenados representando pontos em um plano - porém o reconhecimento de Ga
grande matemadtico fez com que esse plano incorporasse o seu nome, mesmo tendo demorado mais

chegar na mesma conclusdo que Wessel.

Nessa representagdo, cada numero complexo z = a + bi ¢ identificado como um ponto do Pla
pelo par ordenado (a, b). O eixo Ox, do Plano Cartesiano, passa a ser chamado de eixo real (Re)
Gauss, onde representamos a parte real de z (a) e o eixo Oy passa a ser chamado de eixo imag

representamos a parte imaginaria de z (b).

Observe um exemplo na imagem, considerando z = a + bi, tal que 1 <a =b < 2.

o
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Além de localizarmos um numero complexo z = a + bi no plano por coordenadas ditas cartes:

interpretando z como um ponto P, podemos interpreta-lo também como um vetor determinado pela

w




(a) Com base nas informagoes anteriores, e considerando a interpretagdo vetorial de um numer
identifique os seguintes numeros complexos no Plano de Gauss e, em cada caso, indique o mod

determinado pelo numero complexo em questao.
A2+
B.2—i

C. -4+ 6i

(b) De acordo com os cdlculos realizados, vocé acredita que é possivel estabelecer alguma formula p.

do modulo de um vetor gerado por um numero complexo z = a + bi para quaisquer valores de a e b

L

Tarefa 5.3 — Traducdo das operagoes com nuumeros complexos no Plano de Gauss

Texto para discussdo

Como citado na Tarefa 5.2, a interpretagdo vetorial de um numero complexo possibilit
transformagoes geométricas por meio das operagoes usuais que jd foram definidas para esses niime

soma e o produto.

Vamos analisar um desses casos, o produto de um complexo por um numero real.

e  Produto de um numero complexo por um nuiumero real

Considerem =2 + i € Ce 3 € R. O produto desses dois niimeros resulta em n = 6 + 3i:
3-m=3-(2+i)=6+3i
Se representarmos esses dois numeros complexos no plano teremos a seguinte representa¢do:

m=2+i=(21) =4



n=6+3i=(63 =8B

Analisando o plano nota-se a ocorréncia de uma transformag¢do geométrica chamada
ampliacdo ou redugdo de uma distancia ou drea, a partir de um ponto fixo, que preserva as ca

originais, como forma e angulagdo.

Podemos verificar a homotetia sabendo o modulo dos vetores envolvidos e a angulagdo de ambo

ao eixo real.

O modulo de um vetor qualquer nesse plano, ou seja, a distancia de um ponto até a origem do

ser calculado da seguinte forma:

|z| =+ a®+ b?

No nosso caso, temos:

im| =@+ b*=|m| = J2)* + ()2 =VE+1=+5
In| =+ a? + b*=|n| =/(6)*+ (3)> =36 + 9 = /45 = 3+/5

Assim, verifica-se que o modulo de n é trés vezes maior que o modulo de m, ou seja, ocorreu um

da distancia. Agora precisamos verificar se a angulagdo do primeiro vetor, m, foi preservada.

A angulagdo 0 de um vetor nesse plano, sendo 0 <6 < 2r, ¢ chamada de argumento desse veto

aroumento do numero combvlexo dado — Aro (z). Essa anculacao é demarcada no sentido anti-hore



Em relagdo a n,cos(f) = I%I = % = %e sen(f) =— = —

Assim, como cos (a) = cos (p) e sen (o) = sem (), a = p. Esse resultado nos indica que o argur

o0 mesmo argumento de n, logo a angulacdo ¢ preservada, verificando a homotetia!

Diferentes operacgoes terdo diferentes traducoes no plano. Assim, retornaremos no ultimo it
anterior, em que tinhamos como objetivo investigar qual a tradugdo ndo do produto, mas da soma

complexos no Plano de Gauss.

Questdo: Defina dois numeros complexos m e n quaisquer. Em seguida identifique-os no plan
modulo dos vetores gerados por eles. Apos o cadlculo dos modulos, realize a soma entre m e n e
resultado obtido no plano. Por fim, analise o numero complexo resultante da soma, a sua localizaga
o seu modulo. O que podemos dizer sobre esse resultado geométrico? Se preferir, utilize o plano
uma melhor visualiza¢do de sua investigagdo. [Na questdo indicada, havia impresso um plano cai

linhas pontilhadas para facilitar a realiza¢do do que foi solicitado em enunciado]

L

Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um nuumero complexo

Agora que temos conhecimento da interpreta¢do vetorial de um numero complexo, de com
modulo de um vetor nesse plano e também como encontrar a sua angulagdo, que chamamos de
podemos identificar um numero complexo ndo mais apenas por coordenadas cartesianas, mas taml

chamamos de forma trigonomeétrica.

A forma trigonométrica de um numero complexo z = a + bi é escrita em fungdo do argumento «

numero, sendo um angulo 6. Até agora vimos duas relagoes envolvendo o argumento de um comple.
cos(f) = e sen(0) = L2
|z] ||

Podemos reescrever essas equagoes da seguinte maneira:
a = |z|cos(0) e b = |z|sen(0)

Como z = a + bi, podemos substituir o equivalente a a e b, encontrando o que chamam

triconometrica:



Sejaz=1++/3i €C.

Temos que |z| = v a® + b?, entdo

lz| = [12+ (V3)’=V1+3=V4=2

Precisamos ainda encontrar Arg (z), entdo seguindo os calculos...

cos(0) = % e sen(0) = %

cos(8) = % e sen(0) = \/75 ecomo 0<6<2m 0 =§

Assim, tendo os valores de |z| e Arg|z|, reescrevemos z como:

z=2(cos(3) + isen(3))

Essa nova forma de identificar um complexo, nomeada de forma trigonométrica, é equiva
chamam de forma polar de um nuumero complexo. Na forma polar ganhamos as coordenadas polar

que r representa a distancia do numero z até a origem, ou seja, |z

, e 0 0 argumento desse mesmo nur

Questao:

(a) Obtenha a forma trigonométrica dos numeros apresentados abaixo.

m=2+2/3i

n=V3+i

(b) Exprima os seguintes numeros na forma trigonométrica e os represente geometricamente no plan

2| e 6.

z=1+1i



Ficha de Trabalho 6

Concluindo nossa sequéncia de Fichas de Trabalho temos a Ficha 6, constituida de trés taref:
Multiplica¢do e Potenciagdo na Forma Trigonométrica, Tarefa 6.2 - Radiciagdo na Forma Tr
Tarefa 6.3 - Resolvendo o Problema Inicial. Com elas, foi possivel realizar o fechamento de r
inicial inserida na Ficha de Trabalho 02, envolvendo o volume de dois sélidos geométricos, ter

os elementos operatorios necessarios para chegarmos em uma solucao.
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Tarefa 6.1 - Multiplicacio e Potenciacido na Forma Trigonométrica

Dados os seguintes nimeros complexos z; =a + bi, zz=c + di, com a, b, ce d € R e seu
argumentos Arg(zi) = 0; e Arg(zz) = 0,, defina a multiplicacdo desses dois niimeros complex

trigonométrica.

Sejam dados os nimeros complexos z1 e z2 na forma trigonométrica:

zl =]zl |(cosB1 + isenO1 ) e z2 =| z2 |(cosB2 + isenH2 )

Entao, calculando o produto z1 - z2 obteremos:
zl - z2=|z1]|- |22 |[(cosB] - cosB2 — senB1 - senf2 ) + i(senB1 - cosO2 + senb2 - cosO1
Portanto:

zl -z2=|z1]| |22 |[cos( 01 +02)+isen( 01 + 62 )]

Agora que sabemos multiplicar dois nimeros complexos na forma algébrica e na forma trigono

Questao:

a) Como vocés fariam para resolver z° , sendoz=+vV3 +1?

W) Evicte 111ma fArmiila o111 11m reciilfado nara recalver 9 notAncia 71 com h £ N*X cendo 7 1111 hiime



Entdo, sendo dado o nimero complexo z na forma trigonométrica z = | z |(cosO + isenf ), forn

nos mostra que:

z"= |z|-|z|-...-|z| -[cos (B8 +60+...+0) +isen (0 +6+...+0) ],

] (] “w
multiplicarosnfatores somarosargumentos somarosargumentos
logo
zn =| z [n[cos(nB) + isen(nb)]

Obs: Para elevar um numero complexo a n, n € Nx , devemos elevar seu modulo a n e mu

argumento por n.

Questao:
a) Calcule z&, sendo z = \/E(COS% + isen g)

b) Efetue (1 +1)'2
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Tarefa 6.2 - Radiciacio na Forma Trigonométrica

A forma trigonométrica também nos serd de grande utilidade na radiciacdo. Encontre as raizes c

ou seja, quais sao os numeros que elevados a 3 sdo iguais a 817

Vejamos o seguinte exemplo: Dado um numero complexo z na forma trigonométrica, z = | z |(c
ndo ¢ dificil perceber que para obter uma raiz cubica de z devemos realizar com seu modulo e a
operagdes inversas daquelas que efetuamos quando elevamos z ao cubo: extrair a raiz cibica do médt

de eleva-lo ao cubo - e dividir o argumento por 3 - ao invés de multiplica-lo por 3. Assim fazendo, en

o . 8
wl =3/ |z|(cos < + isen )

Podemos verificar, através da potenciagcdo na forma trigonométrica, que:

(wl)*= (3 |z|)3[cos% + isen?] = |z|(cos@ + isenf) = z



(w2)* = |z|[cos(0 + 2m) + isen(0 + 2m)] = |z|(cosO + isenf) = z

Bu 2
T
3G+3)

21 oo
Acrescentando, agora, — 20 argumento de w2, encontraremos um terceiro nimero complexo:

6  4m . 0  4m
w3 = 3/|z| [cos(S + ) + isen(; + )]

(w3)*=|z|[cos(8 + 4m) + isen(0 + 4m)] = |z|(cosO + isenf) = z

0 4
TT.
3G+3)

2
Observe que se acrescentarmos 3 ao argumento de w3, voltaremos a encontrar w1. Portanto, (
= (W3)*=z, e wl, w2 e w3 sdo raizes clbicas de z= |z|(cosO + isen®).

Propriedade: Todo niimero complexo z, ndo nulo, admite n raizes n=€simas distintas. Todas elas

0
. n ~ . o . .
igual a 4/|z|, enquanto seus argumentos formam uma progressdo aritmética de primeiro termo e

Questao:

a) Com base nessas informagdes, encontre as raizes cubicas de 8i e faga sua representagdo geomeétri
b) Olhando para a propriedade anterior, resolva em C, a equacao x°® — 1 =0.
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Tarefa 6.3 - Resolvendo o Problema Inicial

No inicio dos nossos estudos (Ficha 02) vimos um problema que recaiu em uma equagao d
resolucao desta equagdo pela formula de Cardamo-Tartaglia foi interrompida, pela primeira vez, ac

com a raiz quadrada de um numero negativo.




A questdo da radiciagdo de numeros complexos foi esclarecida, como vimos por mei

trigonométrica. Agora temos todas as ferramentas para resolver o nosso problema inicial.

Resolucdo: Como V=x3e V’=3x + I, o problema leva imediatamente a seguinte equagao: x> -
¢ da forma y* + ay + b = 0 e esta, apds um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as

2° grau, prova-se que ¢ resolvida pela formula que ja vimos na ficha 02:

-b b 1 a b?  a® -3
Temos, nesse caso, a =-3; b=-1, —=—- —=— —=—1, —+ — = —. ¢, portanto,
2 4 4" 27 4 27 4

resolugdo (5) da para a raiz da equagao,

Agora ¢ com voce, encontre a solucao deste problema!

k%



