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RESUMO

O presente trabalho é resultado de uma pesquisa elaborada em mestrado profissional no
Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica da Universidade Federal de Juiz de
Fora/Brasil, inserida na linha de pesquisa Ensino e Aprendizagem da Matematica, Analise dos
condicionantes da sala de aula e Intervencdo Pedagdgica em Matematica. Esta investigacao
compde 0 macroprojeto de pesquisa do Programa Linsiano de Investigacéo intitulado Educacao
Matematica Escolar no século XXI: a formacdo de estudantes e professores da Educagdo
Basica, sendo um dos subprojetos ao tratar da formacéo inicial de educadoras e educadores
matematicos nas disciplinas matematicas, mais especificamente nas disciplinas destinadas as
discussdes de topicos relacionados a numeros complexos e variaveis complexas. Caracterizada
como uma pesquisa qualitativa, seu objetivo foi o de investigar quais devem ser as
caracteristicas de uma disciplina de variaveis complexas, no conjunto das disciplinas de um
curso de Licenciatura em Matematica, para que esteja a servico da formacéo da futura e futuro
professor de matematica, e delimitar tais caracteristicas como uma proposta de sala de aula, em
consonancia com o referencial teérico metodoldgico utilizado, o Modelo dos Campos
Semanticos, proposto por Romulo Campos Lins. Delimitamos caracteristicas para uma
disciplina de variaveis complexas apds realizacdo de analise das matrizes curriculares e projetos
pedagdgicos disponiveis para acesso de onze Universidades Federais mineiras, revisdo de
literatura relacionada a formacdo matemaética na Licenciatura em Matematica e leitura dos
residuos de enunciacdo obtidos ap6s aplicacdo em campo do Produto Educacional formatado
em nossa pesquisa, constituido de Fichas de Trabalho com textos para discussao e tarefas com
intencdo de inserir discentes em uma proposta metodoldgica baseada nos conceitos do Modelo
dos Campos Semanticos, propicia experiéncias ao professor e professora em formacédo para
além do conhecimento matematico, relacionadas a futura pratica docente como vivéncias
metodoldgicas e pedagogicas frente aos conteudos de varidveis complexas. Concluimos
reforcando a necessidade de construcdo de textos que sejam suficientes para integrar
bibliografia base de ementas de disciplinas de conteddo matematico, fazendo-se necessario
realizarem cada vez mais pesquisas com objetivos de criacdo de materiais para a licenciatura

em matematica com uma perspectiva diferente da ja apresentada pelos matematicos.

Palavras-chave: educacdo matematica; formacdo inicial de professores; producdo de
significados; variaveis complexas; ensino superior.



ABSTRACT

This work is the result of a research project carried out in a professional master's degree
program in the Mathematics Education Postgraduate Program of the Federal University of Juiz
de Fora/Brazil, inserted in the research line Teaching and Learning of Mathematics, Analysis
of classroom conditions and Pedagogical Intervention in Mathematics. This investigation is part
of the macro research project of the Linsiano Research Program entitled Mathematics Education
in Schools in the 21st Century: the training of students and teachers of Basic Education, being
one of the subprojects that deals with the initial training of mathematics educators in
mathematical disciplines, more specifically in disciplines aimed at discussing topics related to
complex numbers and complex variables. Characterized as qualitative research, its objective
was to investigate what the characteristics of a discipline of complex variables should be, within
the set of disciplines of a Bachelor's Degree in Mathematics, so that it is at the service of the
training of future mathematics teachers, and to delimit such characteristics as a classroom
proposal, in line with the theoretical methodological framework used, the Semantic Fields
Model, proposed by Romulo Campos Lins. We defined characteristics for a discipline of
complex variables after analyzing the curricular matrices and pedagogical projects available for
access at eleven Federal Universities in Minas Gerais, reviewing the literature related to
mathematical training in the Mathematics Degree Program, and reading the enunciation
residues obtained after field application of the Educational Product formatted in our research,
consisting of Worksheets with texts for discussion and tasks with the intention of introducing
students to a methodological proposal based on the concepts of the Semantic Fields Model,
providing experiences to teachers in training that go beyond mathematical knowledge, related
to future teaching practice as methodological and pedagogical experiences in the face of
complex variables content. We conclude by reinforcing the need to construct texts that are
sufficient to integrate the basic bibliography of syllabuses of disciplines with mathematical
content, making it necessary to conduct more and more research with the objective of creating
materials for the mathematics degree program with a different perspective from that already
presented by mathematicians.

Keywords: mathematics education; initial teacher training; production of meanings; complex

variables; higher education.
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INTRODUCAO

A presente investigacdo é um dos projetos de pesquisa que integram o Programa de
Investigacao intitulado “Programa Linsiano”, em homenagem ao educador matematico Romulo
Campos Lins (1955- 2017). Os objetivos do Programa interinstitucional sdo investigar a matematica
escolar com o propdsito de educar matematicamente estudantes da Educacgdo Bésica no século XXI
e investigar, no interior das licenciaturas em Matematica, a formacéo inicial de licenciandas e
licenciandos em matematica.

Nossa pesquisa integra um dos macroprojetos dp Programa, intitulado Programa de
Investigacdo ao tratar do ensino da disciplina Variaveis Complexas para a Licenciatura em
Matematica a partir da constatacdo de que, a concepc¢do da disciplina, sua ementa e bibliografia
utilizada sdo propostas pela visdo do matematico para a formacéo do futuro matematico, e ndo voltado
especificamente a formacao inicial do futuro professor ou professora da Educacdo Bésica.

Em minha graduag@o, me deparei com perguntas do tipo: “Como o conteudo matematico —
dito “puro” em oposicdo a “aplicado” — agregara na experiéncia de minha futura pratica docente?”,
ou seja, “Para que serve o estudo das disciplinas de matematica pura?”. O educador matematico
Romulo Campos Lins, em 2005, ja havia discutido sobre essa teméatica com o que usualmente eram,
e ainda sdo atribuidas como justificativas para a permanéncia dessas disciplinas na formacé&o inicial

de professores(as) de matematica:

Os papéis usualmente considerados sdo dois: ensinar o contelido a ser ensinado na escola
(que, sempre supomos, ndo foi aprendido direito na escola), e prover os verdadeiros
fundamentos daquilo que se vai ensinar. As duas coisas devem ser consideradas
separadamente, embora certo discurso argumente que ndo, que a pessoa s sabe mesmo a
Matematica se sabe os verdadeiros fundamentos matematicos de cada assunto. (LINS, 20053,
p. 119)

Tais questdes rondavam minha formac&o curricular matematica, causando certo desconforto,
pois ao mesmo tempo em que eu deslumbrava o prazer de conhecer mais da matematica, barreiras se
estabeleciam de alguma forma.

Utilizando termos de Lins, do artigo intitulado Matematica, Monstros, Significados e
Educacdo Matematica (2004a), eu estava, de alguma forma, tentando cruzar um territorio que nédo
era meu, que nado tinha sido pensado e planejado para mim, aquele era um territorio muito bem
demarcado, pelo e para 0 matematico. Era além da matematica como eu entendia, como um campo,
aberto, e eu, como licencianda ndo tinha um convite para entrar e acessar tudo que eu queria da forma
com que eu queria, eu apenas poderia avistar de fora o que ja estava posto, por cima de um muro, 0

muro do jardim do Matematico.
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Foi frustrante, em minha experiéncia, ndo sentir que o Matematico me via além de seus
monstros de estimacao, ndo sentir que havia outras formas de contemplar aquelas criagdes de maneira
a possibilitar a producdo de outros significados. Eu apenas precisava, observando, aprender e
reproduzir como 0s conceitos e objetos se comportavam, como funcionavam. Foi com esses
sentimentos que segui o0 caminho até chegar ao projeto dessa pesquisa.

Essa formagdo matematica, para aléem de uma vivéncia pessoal, aponta caracteristicas da
estrutura curricular dos Cursos de Licenciatura em Matematica. No Brasil as diretrizes tracadas para
a educacdo nacional sdo de responsabilidade do Estado. Em funcéo disto, utilizamos as Diretrizes
Curriculares Nacionais para a formacdo de professores (DCFP)! para embasar nossa discussio
curricular.

Ressaltamos que Diretriz Curricular ndo € o mesmo que o curriculo de um curso. As Diretrizes
Curriculares Nacionais, por exemplo, sdo definidoras dos “marcos curriculares e regulatorios para a
formacédo docente, instituindo normas como carga horaria e estruturacdo curricular das licenciaturas,
além de questdes como principios formativos a serem considerados pelos cursos.” (FICHTER
FILHO; OLIVEIRA; COELHO, 2021, p. 941). Diferentemente do exemplificado, o curriculo de um
curso, inserido no dia a dia da sala de aula, € um processo Vvivo, sujeito a ser submetido por algumas
fases de formatagdo, como “[...] a de prescrigdo e regulamentagdo (ambito politico e administrativo);
a de planejamento (&mbito de materiais, guias, etc.); organizacao (dmbito da escola); acdo (pratica do
ensino); e avaliagdo (ambito do controle interno e externo).” (GOLLO JUNIOR, 2019, p. 2).

Quando voltamos nossa atencdo para as Diretrizes Curriculares para as licenciaturas em
matematica, encontramos as indicacdes no Parecer CNE/CES n° 1.302/2001, aprovado em 6 de
novembro de 2001, primeiro e Ultimo até o momento de escrita deste trabalho. Perfil dos Formandos,
Competéncias e Habilidades, Estrutura do Curso, Conteidos Curriculares e Estagio e Atividades
Complementares sao tdpicos tratados neste documento.

A respeito dos Contetidos Curriculares, mesmo diferenciando o curriculo do bacharelado do
curriculo da licenciatura, o parecer afirma uma perspectiva de que o professor que ensina matematica
¢ um matematico ao afirmar que: os curriculos “devem assegurar o desenvolvimento de conteudos
dos diferentes ambitos do conhecimento profissional de um matematico” (BRASIL, 2002a, p.5) de

acordo com o perfil, competéncias e habilidades descritos no proprio parecer, como por exemplo a

As Diretrizes Curriculares para a formagéo de professores (DCFP), formuladas pelo Conselho Nacional de
Educacgdo (CNE) por meio do Parecer CES 776/97, visava conduzir 0s cursos de graduagdo em uma trajetoria
gue abandonaria a finalidade de apenas transmitir conhecimentos, tratando de investir no oferecimento e
garantia de uma formagcédo basica que preparasse graduandos e graduandas para a pratica profissional em sua
totalidade de atuagdes e desafios.
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“habilidade de identificar, formular e resolver problemas na sua area de aplicacdo, utilizando rigor
I6gico-cientifico na andlise da situagdo-problema” (BRASIL, 2002a, p.3).

A demarcacdo da docéncia ser uma das possibilidades para um profissional dito matematico
é suficiente para justificar os contetudos especificos indicados pelo parecer a Licenciatura em

Matematica.

Os conteldos descritos a seguir, comuns a todos os cursos de Licenciatura, podem ser
distribuidos ao longo do curso de acordo com o curriculo proposto pela IES: - Calculo
Diferencial e Integral; - Algebra Linear; - Fundamentos de Analise; - Fundamentos de
Algebra; - Fundamentos de Geometria; - Geometria Analitica. A parte comum deve ainda
incluir: a) conteidos matematicos presentes na educacio basica nas areas de Algebra,
Geometria e Analise; b) conteldos de areas afins a Matematica, que sdo fontes originadoras
de problemas e campos de aplicacdo de suas teorias; c) conteidos da Ciéncia da Educacdo,
da Histdria e Filosofia das Ciéncias e da Matematica (BRASIL, 20023, p. 6)

Essas disciplinas citadas como comuns a todos os cursos de Licenciatura, em sua maioria,
possuem uma proposta curricular e metodoldgica generalista, 0 que em teoria atende a diferentes
Cursos, como as Engenharias, Fisica, Quimica, Computacdo, ao Bacharelado em Matematica, dentre
outros, ndo atendendo, ao nosso ver, a formacdo profissional da licencianda e licenciando em

matematica.

Enquanto o conteldo matematico ensinado nas escolas, e nos cursos de licenciaturas,
possuirem seu foco principal nas ciéncias modernas, no desenvolvimento tecnolégico da
sociedade, ndo poderemos rumar para 0 ensino de uma matematica que contribua com a
emancipacéo do educando. (GOLLO JUNIOR, 2019, p. 10)

Acreditamos que, na Licenciatura em Matematica, como esta formulada hoje, mesmo que 0s
contetidos ndo sejam diretamente aplicados em nosso dia a dia profissional como professores e
professoras da Escola Bésica, a forma com que lidamos e os manipulamos é que faz com que sejam
ou ndo, nos termos de D’ Ambrdsio (1991, p.1), “obsoletos, desinteressantes e intteis”. Como Lins,

acreditamos que

[...] a Matematica do matematico oferece uma oportunidade Unica de viver o estranhamento
peculiar ao encontro com nog¢des que contrariam em tudo o senso comum do cotidiano, da
rua (LINS & GIMENEZ, 1997). E apenas ao se tornar sensivel a este estranhamento, por té-
lo vivido como aluno-futuro-professor, que o professor poderd ser sensibilizado para a
necessidade de ler seus alunos sempre, ao invés de apenas comparé-lo contra um mapa do
que deveria ser. (LINS, 2005a, p. 121)

Decidir estudar conteudos especificos de disciplinas presentes num curriculo de Licenciatura
em Matematica, no tempo limite permitido a um mestrado profissional, nos restringe a escolha de
uma Unica disciplina para ser analisada minuciosamente. Essa escolha também partiu da experiéncia
pessoal vivida na graduagéo.

A disciplina denominada de Fung6es do Plano Complexo, como é mais conhecida entre 0s
licenciandos e licenciandas em matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora, € uma disciplina

indicada a ser cursada no final da graduacdo. Segui essa indica¢do, mas 0s pré-requisitos cumpridos
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para o ingresso ndo foram suficientes para inibirem o estranhamento que vivi. Foi a disciplina mais
desafiadora que cursei e 0s sentimentos que experimentei iam de um extremo prazer em estudar algo
totalmente diferente do que eu tinha conhecimento para uma extrema impoténcia em internalizar
aquele modo de producdo de significado do matematico.

Realmente ndo internalizei tudo que imaginei que poderia e a oportunidade de escolher uma
disciplina para a pesquisa me despertou de que esse seria 0 momento de sanar, em parte, a vontade
que era ainda muito recente na minha curta trajetoria. Tornou-se necessario para mim, por meio da
analise do proprio curriculo dos cursos de Licenciatura em Matematica, identificar outra(s) maneira(s)
de abordar os contetdos especificos que la estdo identificados.

Assim, chegamos a problematica dessa pesquisa: “quais devem ser as caracteristicas da
disciplina Variaveis Complexas, no conjunto das disciplinas de um curso de Licenciatura em
Matematica, para que esteja a servico da formacao da futura e futuro professor de matematica?”.

Inserida em um Mestrado Profissional, o produto educacional, intrinseco a investigacao, é
formatado como fichas de trabalho compostas de tarefas disparadoras adequadas de serem trabalhadas
no ensino de nimeros complexos, topico este associado a disciplinas de variaveis complexas. Para
alcancarmos nosso objetivo, tracamos trés acdes a serem consideradas e trabalhadas ao longo da
pesquisa.

A primeira agdo realizada foi considerar a disciplina a partir da contribuicdo que ela pode dar
a formacdo da futura e futuro professor de matematica da Educacao Bésica. Com isso sugerimos que
nosso foco ndo esta primariamente e exclusivamente no conteido, mas também numa proposta
metodoldgica em que a/o estudante em formacdo experiencie falar a partir de um texto matematico
tomado como demanda de producdo de significados, e que assim vivencie o estranhamento em novas
situacoes.

A segunda acdo, na continuacdo, caracterizou-se como a identificacdo de possiveis
caracteristicas da disciplina de Variaveis Complexas para um curso de Licenciatura em Matematica.

Tendo essas caracteristicas propostas, seguimos para a Ultima acdo, que seria a de desenvolver
e aplicar o produto educacional, um material didatico para que os professores e professoras possam
utilizar, baseado nas caracteristicas que propomos para 0 curso.

Vale observar que ao mencionar fichas de trabalho para uso em sala de aula estamos sugerindo

um rompimento com a proposta metodoldgica de ensino exclusivamente expositiva/explicativa — a
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qual iremos nos referir neste trabalho como perspectiva tradicional — e que considera como verdade
apenas significados legitimados pela matematica do matematico?.

Em nossa pesquisa, utilizamos como referencial tedrico o Modelo dos Campos Semanticos
(MCS), proposto por Romulo Campos Lins (1999, 2001, 2005), que compartilha ideias com Vygotsky
e Leontiev.

Para atender nossas expectativas, 0 presente trabalho possui seis capitulos. No Capitulo 1,
intitulado O Ensino de Variveis Complexas na Licenciatura em Matematica, analisamos brevemente
propostas de ensino de variaveis complexas de universidades federais mineiras, por meio das matrizes
curriculares e projetos pedagdgicos disponiveis para acesso em suas paginas oficiais.

No Capitulo 2, denominado Revisdo da Literatura, apresentamos uma revisdo de textos, mais
especificamente dissertacGes, referenciadas tedrica e metodologicamente de maneira proxima a nossa
proposta e que tratam do ensino de tépicos relacionados a variaveis complexas.

No Capitulo 3, intitulado Pressupostos Tedricos, esclarecemos noc¢des acerca do Modelo dos
Campos Semanticos (MCS) — nosso referencial tedrico, como significado, conhecimento,
estranhamento e descentramento.

No Capitulo 4, denominado Metodologia de Pesquisa, tratamos a metodologia de nossa
pesquisa e da proposta metodologica caracterizada em nossa investigacdo para utilizacdo em sala de
aula junto de nosso produto educacional.

No Capitulo 5, intitulado A Dinamica da Sala de Aula, relatamos o processo de aplicacdo de
nosso produto educacional, juntamente da apresentacao das tarefas criadas e analise dos residuos de
enunciacao obtidos na aplicacdo delas.

O ultimo capitulo, Capitulo 6, denominado Comentarios Finais, discutimos o que foi
realizado na pesquisa e perspectivas para pesquisas futuras.

2Utilizamos a diferenciacdo entre matematica do professor de matematica e matematica do matematico
proposta por Lins em suas produgdes, de maneira que a do matemético se caracteriza por internalista e
simbdlica — a definicdo de um objeto diz apenas sobre como ele performa e no que dele se pode dizer em
discussdes e problemas internos a matematica —, sendo constituinte da matematica do professor de matematica,
que também contém modos de producdo de significados de quem ndo é matematico, como alunos e alunas, e
que ndo sdo legitimados pelo matemaético.
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1 O ENSINO DE VARIAVEIS COMPLEXAS NA LICENCIATURA EM MATEMATICA

Neste capitulo, analisaremos caracteristicas relacionadas a caracterizacdo, organizacéo e
planejamento curricular do ensino de disciplinas de topicos de varidveis complexas adotadas nos
cursos de Licenciatura em Matematica nas IES do Estado de Minas Gerais. Metodologicamente,
escolhemos analisar apenas universidades federais de nosso estado, considerando o fato de que a
instituicdo onde nossa pesquisa se desenvolve é uma universidade federal mineira.

Assim, dissertamos sobre a presenca da tematica de Variaveis Complexas na formacao inicial

de licenciandos e licenciandas em matematica, incluindo o contetdo relacionado a esse aprendizado.

1.1 Instituicdes e disciplina

Em nosso levantamento das Institui¢des de Ensino Superior mineiras com Licenciatura em

Matematica identificamos onze universidades mineiras, sdo elas:

e Universidade Federal de Alfenas (Unifal - MG);

e Universidade Federal de Itajuba (Unifei);

e Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF);

e Universidade Federal de Lavras (UFLA);

e Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG);

e Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP);

e Universidade Federal de Séo Jodo del-Rei (UFSJ);

e Universidade Federal de Uberlandia (UFU);

e Universidade Federal de Vigosa (UFV);

e Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM);
e Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri (UFVJM).

Ao analisarmos as grades curriculares disponibilizadas na pagina oficial de cada uma dessas
instituicOes, percebemos a presenca de ao menos uma disciplina que aborda temas relacionados a
nimeros complexos ou variaveis complexas.

Identificamos na analise dos planos de curso trés classificagdes em relacéo a obrigatoriedade,
ou ndo, dessa tematica para as licenciaturas em Matematica: eletiva, optativa e obrigatoria.

Na tabela a seguir, organizamos informacdes bésicas sobre as disciplinas analisadas.
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Tabela 1: Disciplinas de Variaveis Complexas nas Universidades Federais Mineiras

Universidades Federais Disciplinas Relacionada a Nimeros Classifica¢ao da

Mineiras Complexos Disciplina
Unifal - MG Funcdes de uma Variavel Complexa Eletiva

Unifei MAT454 - Variavel Complexa Obrigatéria

UFJF MAT162 - Func¢des do Plano Complexo Obrigatéria
UFLA GEX175 - Int. a Variaveis Complexas Eletiva

GEX210 - Trigonometria e Nimeros Complexos Obrigatéria

UFMG MAT118-DIG - VARIAVEL COMPLEXA Obrigatéria

UFOP MTM224 - Fungbes de uma varidvel complexa Obrigatéria

UFSJ Polindmios e Nimeros Complexos Obrigatéria
Anélise Complexa Optativa

UFU GMTO031 - Funcdes de uma varidvel complexa Obrigatéria
UFV MAT343 - Variaveis Complexas Optativa

UFTM Funcdes de Varidveis Complexas Obrigatéria
UFVIM CEX053- F. de Variavel Complexa Eletiva

Fonte: Criado pela autora.

Cada graduanda(o) deve cumprir uma determinada carga horéria, em acordo com as diretrizes
de sua graduacao, de disciplinas ditas eletivas, dentro da grade oferecida para essa finalidade.

Ufla, UFVJIM e Unifal oferecem a tematica dos complexos em disciplinas classificadas como
eletivas, ou seja, disciplinas ndo obrigatdrias. Porém, de acordo com o que consta no Projeto Politico
Pedagdgico (PPP) de cada um de seus cursos de Licenciatura em Matematica, notamos que, mesmo
ndo oferecendo disciplinas obrigatorias que possuam 0s numeros complexos como contetdo
exclusivo, elas garantem o contato das alunas e alunos com esse contetdo ao inseri-lo em outras
disciplinas obrigatdrias de sua grade.

Destacamos na Tabela 1 duas disciplinas da Ufla: GEX175 (Int. a Varidveis Complexas) e
GEX210 (Trigonometria e Nimeros Complexos). A primeira € uma disciplina eletiva, que se propde
a estudar exclusivamente tematicas relacionadas com variaveis complexas. Ja a segunda disciplina
indica que essa tematica divide atengdo com trigonometria, além de ser uma disciplina obrigatoria.

Analisando a ementa das disciplinas da UFVJM e Unifal, encontramos o contetudo de nosso
interesse inserido em disciplinas obrigatorias que ndo levam o termo “nimeros complexos” ou

“varidveis complexas” em seus titulos.
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Na UFVJM, a disciplina obrigatoria intitulada Matematica Elementar 111 é responsavel por
tratar dos nmeros complexos simultaneamente aos contedidos de trigonometria e polinémios. Segue
abaixo as informacdes complementares dessa disciplina.

Figura 1: Ementa da disciplina Matemética Elementar 111

Disciplina: Matematica Elementar 111

Periodo: 2° periodo C.H. Semestral: 60 horas | Créditos: 4
CH Tedrica | C. H. PCCs Estagio PRE-REQUISITOS
60 00 00 Matematica Elementar I

Objetivos: Proporcionar uma visido mais critica e profunda dos contetidos do ensino médio.

Ementa: Trigonometria no triangulo retangulo; Trigonometria na circunferéncia; Fungoes

Trigonométricas; polindémios e nimeros complexos.

Fonte: Projeto Pedagdgico do curso de Licenciatura em Matemaética da UFVIM

Ja na Unifal notamos a presenca do tema em duas disciplinas obrigatorias de sua grade —

Célculo | e Célculo IV.

Figura 2: Ementa da disciplina Cdlculo |

Disciplina: Calculo |
Pré-requisitos: Nao possui.

Pratica como

C.H. Total:

60 Tedrica: 60 |Pratica : componente Estagio:
curricular:

EMENTA: Conjuntos numeéricos. Funcao: definicao, dominio, contradominio,
conjunto imagem e grafico. Funcdo afim. Funcdo quadratica. Inequacoes
produto e quociente. Funcao composta. Funcdo exponencial. Funcédo inversa.
Funcdo logaritmica. Fungdes Trigonométricas. Funcdes trigonométricas
inversas. Numeros complexos: Forma algébrica e polar, potenciacdo e
radiciacao de complexos (1* e 2* formula de Moivre). Limite e continuidade:
conceito, definicao e propriedades. Derivadas: definicao, regras de derivacao,
derivacdo implicita, Teorema do Valor Médio. Aplicag6es da derivada.
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Figura 3: Ementa da disciplina Célculo IV

Disciplina: Célculo IV

Pré-requisitos: Calculo Ill.
Pratica como
C.H. Total: ; : G
& Tedrica: 60 | Pratica : componente Estagio:
curricular:

EMENTA: Séries: Sequéncias, Sequéncias monoétonas e limitadas, Séries
definicao, Séries com termos nao negativos, Convergéncias Absoluta e
Condicional, Séries de Poténcia, Séries de Taylor e Maclaurin. Nimeros
Complexos: Numeros Complexos, Forma Polar, Conjugado, Férmula de Moivre,
Conjuntos no Plano Complexo, Fungdes Complexas: polinomial, exponencial,
trigonométrica, logaritmica e poténcias. Equagdes Diferenciais Ordinarias:
Definicao de equacao diferencial ordinaria e de solugdo, Teorema de Existéncia
e Unicidade. Equacdes lineares de primeira ordem, Equacdes Homogéneas,
Equacoes Exatas, Mudan¢a de Variavel (Equacdoes de Bernoulli Ricatti,
Clairault), Equacdes lineares de ordem superior, Exponencial de Matriz.

Fonte: Projeto Politico Pedagdgico do Curso de Matematica - Licenciatura da Unifal

Essa caracteristica identificada no PPP da Unifal, de tratar de nimeros complexos em
disciplinas de Célculo, nos chamou atencdo para o fato de que a ndo existéncia de uma disciplina
exclusiva para esse tema nédo implica a auséncia dessas discussdes em outras disciplinas, reforcando
a importancia da analise dos Projetos Politico Pedagdgicos além da observacdo das Grades
Curriculares.

A terceira e Gltima classificacdo é a de disciplina optativa. Pelo que notamos por meio do PPP
da UFSJ e da UFV, o termo “optativa” é sinonimo de “eletiva” para esses documentos, entdo nossa
andlise foi proxima a realizada acima para os cursos que disponibilizavam disciplinas eletivas no
tema estudado neste trabalho.

Na UFSJ, os estudos acerca de nimeros complexos estdo restritos nas duas disciplinas ja
identificadas anteriormente — na disciplina obrigatéria o tema esta inserido motivado pela discussao
dos polindbmios, e na disciplina optativa possui um espaco exclusivo, com uma ementa focada no
estudo do plano complexo (funcdes analiticas, teoria da integral, séries de poténcias e singularidades,

residuos e integrais).
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A UFV possui, em uma disciplina obrigatoria indicada para o primeiro periodo, chamada
Fundamentos de Matematica Elementar Il (MAT — 206), uma ementa englobando trigonometria e

nameros complexos, parecida com a da disciplina GEX210 presente na grade curricular da Ufla.

Figura 4: Ementa da disciplina Fundamentos de Matematica Elementar |1

Departamento de Matematica - Centro de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas

Catélogo: 2022

NOmero de créditos: 4

Carga horaria semestral: 60h
Carga horaria semanal tedrica: 3h
Carga horaria semanal pratica: 1h
Semestres: |

Objetivos

« Desenvolver conceitos elementares da Matematica, bem como estudar as suas diversas propriedades.
Compreender métodos basicos e necessarios & resolucio de alguns problemas que envolvam conceitos
de trigonometria e fungdes trigonométricas. Compreender e aplicar as principais propriedades dos
nameros complexos. Estudar as principais propriedades dos polindmios com coeficientes reais.

Ementa

Trigonometria e fungdes trigonométricas. Introdugdo aos ndmeros complexos. Polindmios.

Fonte: Programa Analitico de Disciplina da UFV - MAT 206 - Fundamentos de Matemaética
Elementar II

No capitulo 4, em que discutiremos um design para a disciplina Variaveis Complexas para a
Licenciatura, trataremos das escolhas metodoldgicas que fizemos a respeito da ementa e bibliografia
basica do curso. Por isso, analisaremos a seguir a ementa/plano de ensino indicado para essas

disciplinas, a fim de estabelecer futuramente uma comparagdo com a nossa proposta.
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Por nosso olhar estar voltado para a formagdo bésica do licenciando e licencianda, e

desenvolvermos uma disciplina que trata exclusivamente de variaveis complexas, restringimos nossa

analise as ementas das disciplinas obrigatorias citadas acima que possuem também tematicas

relacionadas exclusivamente a variaveis complexas.

Tabela 2: Ementa das Disciplinas Obrigatdrias de Variaveis Complexas

Universidades Federais

Mineiras

Disciplinas Obrigatérias de

Variaveis Complexas

Ementa das Disciplinas

Unifei

MAT454 - Varidvel Complexa

Plano Complexo; Func@es analiticas; Teoria da integral;
Séries de poténcias. Singularidades, residuos e integrais.

Funcbes homomorfas. Teoria de Cauchy.

UFJF

MAT162 - Funces do Plano

Complexo

Numeros Complexos, Fungdes Analiticas, Funcdes

Elementares, Transformacdes por FuncBes Elementares.

UFMG

MAT118-DIG - VARIAVEL
COMPLEXA

NUmeros complexos. Topologia de C. Fungdes analiticas,
Equacdes de Cauchy-Riemann. Fun¢Ges Harmonicas.
Integracéo. Teorema de Cauchy-Gor sat. Formula integral
de Cauchy. Séries de Taylor. Principio de Mé&ximo.
Teorema de Liouville. Singularidades isoladas. Séries de

Laurent. Teoremas de residuos e aplicagdes.

Ufop

MTM224 - Func¢Bes de uma

variavel complexa

NUmeros Complexos. Topologia do Plano. Fungdes
Holomorfas. Séries. Teoria de Cauchy. Singularidades e

Residuos.

UFU

GMTO031 - Fungdes de uma

variavel complexa

Nameros complexos. Calculo no plano. FungBes

holomorfas. Séries. Teoria de Cauchy. Singularidades.

UFTM

FuncGes de Variaveis

Complexas

Funcdes de Varidvel Complexa. Limite e Continuidade.
Diferenciabilidade. Integral definida. Integral de Linha.
Teorema, Formula de Cauchy. Séries de Poténcias. Séries

de Laurent. Singularidades e Residuos.

Fonte: Criado pela autora.

E possivel notar que, em geral, as ementas se organizam em torno dos mesmos pontos

principais: numeros complexos, alguns tipos de fungdes, séries, singularidades, residuos e integrais.

Em um primeiro momento podemos supor que sao poucos tdpicos a serem trabalhados em um

semestre e que o tempo destinado a disciplina seria suficiente.
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Gostaria de utilizar o tema de fun¢des como exemplo para refutar essa crenga. Essa discusséo
esta presente, mesmo que de maneira reduzida, desde a Educacdo Bésica na formacao discente, ou
seja, alunos e alunas podem chegar ao Ensino Superior familiarizados com essa palavra e,
possivelmente, com o que ela se relaciona.

Ainda assim, boa parte do trabalho realizado nas disciplinas de Céalculo é fundamentado por
funcdes, justamente por ser um tdpico essencial para muitos temas tais como limites, derivada e
integral. Assim, é de se esperar que, quando funcdes sdo trabalhadas num conjunto diferente do qual
usualmente sdo tratadas (conjunto dos nimeros reais), mais tempo sera necessario para sua discussao.
Porém, ao retornarmos para as ementas no quadro explicitadas, notamos que essa tematica divide
espago com outras que demandam tanto tempo quanto para o seu ensino e aprendizagem.

O tempo destinado ao estudo completo de uma ementa é um problema ndo s6 para discentes,
mas também para docentes. Como promover um estudo detalhado e individualizado de um tema como
variaveis complexas tendo que percorrer uma ementa tao extensa?

Torna-se necessario pontuar que nossa perspectiva ndo reflete o posicionamento de extinguir
a matematica do matemaético na formacdo inicial do licenciando e licencianda, pelo contrario,
acreditamos, em concordancia com Lins (2005), que

o0 professor precisa saber mais, e ndo menos Matematica, mas sempre esclarecendo que este
mais ndo se refere a mais conteldo, e sim a um entendimento, uma lucidez maior, e isto
inclui, necessariamente, a compreensdo de que mesmo dentro da Matematica do matemaético
produzimos significados diferentes para o que parece ser a mesma coisa. (LINS, 2005a, p.
122).

A abundancia de tdpicos junto do tempo reduzido podem ser agentes da escolha, por parte
docente, de um ensino tradicional — “o problema ndo ¢ o giz e o quadro negro, mas o uso que muitas
vezes se faz deles” (OLIVEIRA, 2002, p. 100). Nesse formato, torna-se inviavel a proposta
metodoldgica que gostariamos de fazer ao professor e professora dessas disciplinas. Para vivenciar o
estranhamento, é preciso tempo.

Para além dos contetdos previstos de serem abordados, a bibliografia bésica sugerida também
nos indicou a tendéncia existente no que diz respeito a referéncia utilizada pelos professores e
professoras de como trabalhar esses conteldos em sala de aula. Do mesmo modo, segue abaixo a
relacdo dos livros-texto nas ementas indicados e a quantidade de vezes em que aparecem nos

documentos como bibliografia basica:
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Tabela 3: Bibliografia das Disciplinas Obrigatdrias de Variaveis Complexas

Livro Autor(a) Numero de Repeticdes
Variaveis complexas e Aplicacdes AVILA, G. 5
Variaveis Complexas e suas Aplicacdes CHURCHILL, R.V. 3
Introducéo as fungdes de uma variavel FERNANDEZ, Cecilia S.; 2
complexa BERNADES Jr, Nilson C.
Calculo em uma varidvel complexa SOARES, M. G. 2
FuncGes de uma variavel complexa LINS NETO, A. 1
Trigonometria e Numeros Complexos. CARMO, M. P.; MORGADO, A. 1
C.; WAGNER, E.
Introducdo as variaveis complexas COLWELL / MATHEWS 1
Complex Number and Geometry HAHN, L. 1
Matematica Superior KREYSZIG, E. 1
Introducéo as Fungdes Complexas MEDEIROS, L. A. J. 1
Varidvel complexa 1 SHOKRANIAN, Salahoddin. 1
Variaveis complexas SPIEGEL, M. R. 1

Fonte: Criado pela autora.

Mesmo apontando no minimo trés livros como bibliografia bésica, foi possivel identificar o
destaque de quatro obras matematicas, possuindo ao menos duas indicaces em ementas.
Independente da repeticéo, a listagem nos indica um certo padrdo, o texto matematico utilizado para
futuros e futuras educadoras matematicas ainda € escrito por matematicos.

A preocupacdo do matematico ndo passa pelas necessidades de um licenciando e licencianda,
logo, um matemético ministrando uma disciplina de contetdo matematico com textos-base escritos
também por matematicos dificilmente rompera com o tradicional, evitando correr o risco de nédo
cumprir com a ementa prevista no prazo estabelecido.

A Tabela 1 foi resultado da analise das grades curriculares. Esse tipo de exploracdo nos
proporcionou informacgdes baseadas ndo nos contetdos programaticos das disciplinas, e sim nos
titulos atribuidos a elas. A partir da classificacdo de eletivas, optativas e obrigatorias poderiamos
afirmar que aproximadamente 72% dos cursos de Licenciatura em Matematica nas Universidades
Federais mineiras tomam o ensino de temas relacionados a nimeros complexos como obrigatérios,
quando na verdade, apés a analise dos Projetos Politico Pedagdgicos, chegamos a concluséo de que
0 estudo desse tema, em teoria, ocorre em 100% dos cursos identificados.

Esse percentual € muito expressivo para nossa pesquisa. Por um momento é cabivel imaginar

que tratar dos numeros complexos nesse trabalho se justifica apenas por uma escolha pessoal, pois
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ndo é uma tematica de muito destaque comparando com disciplinas de Calculo Diferencial e Integral,
mas por ser tao representativa na nossa regido, sinaliza a necessidade de se falar, estudar e pesquisar
sobre, e é isso que nos propomos fazer.

O padrdo notado pelo levantamento da bibliografia basica indicada estar de acordo com uma
das premissas deste trabalho, a concepcdo de disciplina, sua ementa, metodologia de ensino e
bibliografia utilizada sdo propostas pela visdo do matematico para a formacao do futuro matematico.
Lins (2005a) aponta que no ambito do ensino de matematica, “a questdo central ndo ¢ ‘qual
conhecimento ensinar’ € sim ‘ensinar o conhecimento de quem’”(LINS, 2005a, p. 118).

Ensinar o conhecimento do matematico nao significa precisar agir como um — “ao levar o
futuro professor a passear pelo Jardim do Matemaético, ndo o faco com a intencdo de doutrinacéo, e
sim com a intengdo de permitir que eles experimentem a diferenca.” (LINS, 2005a, p. 121). E
experimentando a diferenca como discente que se torna sensivel a diferenca que sera futuramente
experimentada quando no papel de docente estiver.

Assim, afirmamos nossa posicdo como professores e pesquisadores que o foco ndo deve ser
exclusivo no conteldo, a atencdo deve estar voltada para o processo. Nossa concep¢do vai de encontro
a de Alves (2013), os “cursos conteudistas ministrados com o enfoque da Educacdo Matematica e
que levem em conta a ampliacdo de horizontes do futuro professor de Matematica, podem e devem
contribuir para a sua formacdo pré-servico, enquanto estudante de Graduagdo.” (ALVES, 2013, p.
50).

Nesse sentido, posicionamos nossas escolhas metodoldgicas com um enforque de Educacao
Matematica. N&o pretendemos apontar uma ementa extensa, mas suficiente para criar o
estranhamento pretendido a partir de tdpicos relacionados a variaveis complexas; nossos textos de
apoio provavelmente ndo estdo de todo em direcdo contréria dos anteriormente destacados, mas serdo
lidos e utilizados partindo de outra perspectiva. Ndo seguir o padrdo ndo faz de nossa proposta melhor

ou pior, apenas demarca nossa posicao educacional em apontar outra possibilidade.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Neste Capitulo, apresentaremos a revisdo de literatura resultante de nossa pesquisa no acervo
da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacbes (BDTD), em bancos de teses e dissertagdes -
na area de Educacdo Matematica em sites de Programas de P6s-Graduacdo, e no acervo digital do
Sigma-t - Rede de Pesquisa e Desenvolvimento em Educacdo Matematica.

Visando encontrar trabalhos em que o ensino de variaveis complexas estivesse relacionado a
formagdo da futura e futuro professor, combinagdes como “‘Formagdo Matematica’ e ‘Numeros
Complexos’ e ‘Licenciatura em Matematica’ e “‘Formacdo Matematica’ e ‘Variaveis Complexas’ e

299

‘Licenciatura em Matematica’ foram utilizadas, mas os resultados obtidos, além de ndo serem
numerosos, apés leitura dos resumos notamos gque ndo eram compativeis com nossa expectativa.

Retomamos entdo 0s objetivos deste trabalho cujo foco ndo esta primariamente no contetdo,
mas sim na formacdo matematica de licenciandos e licenciandas.

Além disso, nosso pressuposto tedrico precisava ser um norteador de trabalhos que nos
serviriam de referencial. Assim uma nova string foi criada, e dessa vez retornando pesquisas que
muito nos auxiliaram em nosso levantamento, ¢ foi ela “’Formacgdo Matematica’ e ‘Producdo de
Significados’ e ‘Licenciatura em Matematica’”.

Com esse formato de busca, tivemos como resultado 46 trabalhos, dos quais quatro foram

selecionados como constituintes da revisao de literatura de nossa pesquisa.

Tabela 4: Trabalhos provenientes da pesquisa em banco de teses e dissertagoes

Titulo do Trabalho Autor(a) Ano de Defesa

Fundamentos tedrico-metodolégicos para o ensino do ELIAS, Henrique Rizek 2017
corpo dos nimeros racionais na formacao de professores de
matematica

Algebra linear como um curso de servigo: o estudo das ALMEIDA, Vitor Rezende 2013

transformacdes lineares

Algebra linear como um curso de servico para a ALVES, Aretha Fontes 2013

licenciatura em matematica: o estudo dos espacos vetoriais

Geometria como um curso de servico para a licenciatura de|PROCOPIO, Ricardo Bevilaqua 2011
matematica: uma leitura da perspectiva do modelo dos

campos semanticos

Fonte: Criado pela autora.
Com essas pesquisas, foi possivel compreender a visdo dos autores e autoras sobre tematica

intrinseca de nosso trabalho — A formagdo matemaética do(a) professor(a) de matematica.
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A tese de Elias (2017) traz a problematica do distanciamento entre a matemaética discutida
durante o curso de uma Licenciatura em Matematica e a matematica que compde o dia-a-dia do
trabalho de um docente dessa disciplina na escola. Sua pesquisa, de cunho qualitativo, se enquadra
nas discussdes a respeito da formacéo inicial de professores de matematica, com énfase na formacéo
matematica de docentes de matematica.

Os referenciais teoricos citados por Elias sdo o Perfil Conceitual (MORTIMER, 2000;
MORTIMER; SCOTT; EL-HANI, 2009; MORTIMER et al., 2014a; MORTIMER et al., 2014b), o
Conhecimento do Conteudo no Horizonte (JAKOBSEN et al., 2012; JAKOBSEN; THAMES;
RIBEIRO, 2013) e a diferenciacdo entre Matematica Escolar e Matematica Académica (MOREIRA;
DAVID, 2010).

Com essa bagagem teoérica discutida e énfase em um tdpico matematico especifico - os
nlmeros racionais, desenvolveu em seu trabalho uma sequéncia composta por trés tarefas, a fim de
propor possibilidades para o ensino do corpo dos numeros racionais na Licenciatura em Matematica
que aproximem essa tematica da matematica escolar, favorecendo o desenvolvimento do
conhecimento profissional do futuro e futura professora. Com isto, frisamos que esta pesquisa se
aproxima de nosso estudo pela producéo de tarefas, mas ndo compartilhamos o mesmo referencial
teorico.

As dissertaces de Almeida (2013), Alves (2013) e Procépio (2011), com abordagens também
qualitativas, se assemelham quanto a producao de tarefas e utilizacdo de mesmao referencial tedrico,
com finalidade em aprofundar o estudo entre os processos de ensino e aprendizagem em disciplinas
do Ensino Superior e a formacdo matematica do licenciando e licencianda em Matematica.

O referencial teérico em comum dos trés trabalhos € 0 Modelo dos Campos Semanticos, mas
0 topico matematico em foco nos estudos se diferencia: Almeida (2013) trata de TransformacGes
Lineares em Algebra Linear, Alves (2013) discute Espacos Vetoriais também em Algebra e Procdpio
(2011) se dedica a topicos de Geometria Plana e Espacial.

Os objetivos dessas dissertacfes estavam em torno do mapeamento de caracteristicas para
disciplinas da Licenciatura em Matematica, voltadas para o topico especifico de cada trabalho, de
forma que essas disciplinas desempenhassem o papel de um Curso de Servico para a Licenciatura em
Matematica.

A respeito da nomenclatura Curso de Servico, apontamos que ela “surgiu para denominar as
disciplinas voltadas para a formag¢ao em uma area especifica” (ALMEIDA, 2013, p. 2), mas ¢ preciso
esclarecer que, em pesquisas inseridas na Educacdo Matematica, a “proposta direcionada a Cursos de
Servigo esté voltada as disciplinas de conteido especifico das Licenciaturas em Matemaética e, como

consequéncia, para a formagdo inicial do Professor de Matematica.” (PROCOPIO, 2011, p. 20).
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Por consequéncia de serem disciplinas de conteido matematico atentas a formacéo inicial, se
caracterizam por serem disciplinas “que também se preocupam com a formagao didatica e pedagogica
do futuro professor de Matematica” (ALMEIDA, 2013, p. 2).

Elias (2017), mesmo ndo utilizando o termo Curso de Servico, disserta sobre a licenciatura
ser também um curso profissional. Em seu texto, afirma a necessidade da proposi¢cdo de uma
formacdo que, em seus termos, ndo priorize uma educagdo para a matematica, ¢ sim “ofereca
maneiras de lidar com as demandas da préatica docente e que priorize os valores da Matemaética Escolar
em suas multiplas possibilidades.” (ELIAS, 2017, p. 35).

O termo Matematica Escolar acima € caracterizado por Elias (2017), com apoio teorico de
Moreira e David (2010), “como um conjunto de saberes associados ao exercicio da profissdo docente”
(MOREIRA; DAVID, 2010 apud ELIAS, 2017, p. 35). Assim, seus valores seriam “os significados
produzidos e mobilizados pelos professores naquele contexto da sala de aula da Educacdo Basica,
considerando toda a heterogeneidade dos modos de pensar dos estudantes.” (ELIAS, 2017, p. 35)

Uma observacdo pertinente € a de que o termo significado utilizado por Elias (2017) nédo
possui a mesma conotagdo de quando utilizado em nosso trabalho e nos outros aqui referenciados que
também utilizam o Modelo dos Campos Semanticos como referencial teérico. Para o Modelo,
significado possui definicdo especifica, que discutiremos com mais atencdo no capitulo seguinte.

Voltando a nossa discussao anterior, em resumo, Elias (2017) aponta que a matematica para

a formacdo do futuro e futura professora de matematica deve ser caracterizada como

.. uma matematica a partir da e cujo objetivo seja a Matematica Escolar, que permita ao
professor conhecer, identificar e trabalhar diferentes modos de pensar os conceitos
matematicos em contextos variados da Educacdo Basica, e que possibilite ao professor, ao
mesmo tempo, perceber o potencial desses conceitos ao longo do curriculo escolar e possiveis
relagdes com a Matematica Académica. (ELIAS, 2017, p. 57)

Almeida (2013), ao dissertar a respeito de concepcdes do que seriam competéncias designadas
a professores e professoras de matematica, nos brinda expondo sua concep¢do de que a pratica

docente deve ser guiada pela

... preocupacdo em utilizar metodologias alternativas de ensino que propiciem aos alunos
uma oportunidade de leitura e ampliagdo dos modos de producdo de significados deles,
considerando a prética docente como um processo dindmico, onde ndo s6 os conteldos e
nog¢des matematicas estejam envolvidas. (ALMEIDA, 2013, p. 8)

Na mesma dire¢éo, Procdpio (2011), ao discutir a criagdo de uma conexao e interacao entre a
teoria e a préatica na docéncia, exemplifica metodologias de ensino que sdo conhecidas pela academia
como campos de estudo dentro da Educagdo Matematica, mas é assertivo ao dizer que, “porém, essas

possibilidades ndo tém entrado nas salas de aula das universidades de maneira efetiva.” (PROCOPIO,

2011, p. 14).
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Esses recortes nos possibilitam uma importante reflexdo. Normalmente voltamos nossa
atencdo ao docente escolar, da Educacao Bésica, mas essa pratica docente perpassa todos 0s niveis
de atuacdo, ou seja, € importante que professores e professoras da Educacdo Superior também se
atentem as suas praticas e atuacoes.

E preciso ir além do estudar diferentes metodologias, passando a vivencia-las como
licenciandas(os) para sermos motivadas(os) a, ao menos, tentar também fazer o diferente. “
necessitamos de professores que tenham uma perspectiva ampla de sua sala de aula antes mesmo que
inicie sua docéncia” (ALVES, 2013, p. 81), por isso a atencdo a formagdo inicial segue sendo
reforcada.

As leituras realizadas nos apontam a necessidade de se pesquisar 0 que nos propomos. Muitos
sdo os contetdos matematicos ditos como puros e académicos, pertencentes ao matematico, e quanto
mais eles forem discutidos em perspectivas além da tradicional tedrica/axiomatica, mais rica podera
ser a experiéncia discente e docente.

Além disso, uma caracteristica marcante dessas leituras € o apontamento para a atencdo ao
que vem como producdo de significados da e do discente para o texto matematico. Essas disciplinas
matematicas precisam estar a servigo dessa producdo de significados para e pela(o) discente, como
exercicio para suas praticas futuras, sejam elas académicas ou ndo. Essa demarcacao muito tem a ver
com o referencial tedrico que lanca luz a nossa questdo e objetivos, 0 Modelo dos Campos
Semanticos.

Realizamos busca também em uma plataforma que nos possibilitasse o contato direto com as
publicacBes de autoras e autores que utilizam o Modelo dos Campos Semanticos como referencial
tedrico e/ou metodolégico, denominada Rede de Pesquisa e Desenvolvimento em Educacao
Matematica — Rede Sigma-t, uma rede de pesquisa constituida por oitenta pesquisadores e
pesquisadoras, professores e professoras com interesse no Modelo dos Campos Semanticos.

Ao pesquisarmos em seu acervo digital de teses e dissertacfes disponiveis e digitalizadas, e
restringirmos a busca entre os trabalhos que foram orientados pelo pesquisador Romulo Campos Lins,
encontramos duas dissertacdes que se relacionam com nossa pesquisa € com as tematicas dos quatro
trabalhos discutidos no topico anterior, por restringirem suas investigacdes a uma tematica da

matematica do matematico.
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Tabela 5: Trabalhos provenientes da pesquisa na rede Sigma-t

Titulo do Trabalho Autor(a) Ano de Defesa

Uma leitura da producédo de significados matematicos e JULIO, Rejane Siqueira 2007

ndo-matematicos para dimenséo.

Sobre a producéo de significados para a nocdo de OLIVEIRA, Viviane Cristina 2002

transformagdo linear em algebra linear. Almada de

Fonte: Criado pela autora.

Julio (2007) disserta sobre a producdo de significados para a nogdo de dimens&o, presente nas
discussbes de disciplinas matematicas relacionadas a Algebra Linear. Caracteriza seus interesses
como parte da reflexao tedrica denominada “As idéias fundamentais da Matematica da Educacao
Matematica” por Lins (2006).

Uma das motivagdes do trabalho era divergir da crenca de que antes de saber ensinar
matematica é preciso aprender muita matematica. Suas acdes e pensamentos eram voltados para um

curso de licenciatura que fosse baseado

... em uma educac¢do matematica, que lide com situagdes de sala de aula, tipos de demandas
a que os professores estdo sujeitos na pratica profissional. Além disso, é central que os
professores discutam e experienciem nos cursos de licenciatura os processos de producdo de
significados matematicos, ndo-matematicos e as diferencas entre eles. (JULIO, 2007, p. 13)

Tendo o Modelo como referencial tedrico, ao tratar ndo s6 do que se faz pertinente
experienciar enquanto licencianda(o) num curso de matematica, mas também como fazé-lo, Jalio
(2007) explicita que

... amatematica ¢ o meio pelo qual se pode discutir a produgio de significados matematicos
e ndo-matematicos e suas diferencas, mas, ndo a matematica pautada num internalismo
matematico onde o que é verdade se d& por meio de axiomas, defini¢Bes e teoremas e sim
numa matematica apresentada de modo que dé abertura para se discutir 0s processos de
producéo de significados. (JULIO, 2007, p. 14)

Esse modo de apresentar a matematica, de maneira diferente da dita tradicional, valoriza uma
abordagem em que o contetdo ndo seja justificado por suas aplicacdes, ou apenas por ele mesmo, e
sim pelas possiveis reflexfes que serdo motivadas aos licenciandos e licenciandas (OLIVEIRA,
2002).

Como forma de explicitar a relacdo do Modelo com a abordagem citada, usaremos as palavras
de Oliveira (2002), que em sua dissertacao aponta trés consequéncias de se utilizar o MCS como base
tedrica:

* em qualquer processo cognitivo, em especial naqueles que se dao em sala de aula, o nosso
olhar de pesquisador ou professor deve estar voltado para a producdo de significados,
lembrando que a diversidade dos modos de producéo de significados vem enriquecer o
processo. Explicitar essas diferencas e apontar o que elas acarretam deve fazer parte da acéo
do educador matematico;
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« a diferenga dos significados de que estamos falando ndo ¢ questdo de estilo, preferéncia,
interpretacdo ou versbes de uma mesma esséncia: caracteriza, de fato, conhecimentos
distintos; e

* concebemos que a pratica do professor deve ser na diregdo de criar na de sala de aula um
espago comunicativo compartilhado por todos. (OLIVEIRA, 2002, p. 26)

Oliveira (2002), mesmo investigando sobre transformacdes lineares, aponta que com sua
pesquisa poderd, também, subsidiar discussdes mais amplas sobre a formacao inicial do professor e
professora de Matematica, como a nossa atualmente.

As discussdes seguidas por essas duas dissertagdes nos orientaram na compreensao do que é
0 Modelo dos Campos Seménticos visto no decorrer de uma pesquisa, desde o entendimento a
respeito dos instrumentos da teoria até a utilizacdo desses na analise proposta. Por esse motivo, nao
aprofundarei neste momento a respeito de suas contribuicdes para minha escrita sem antes ter lhes
apresentado os instrumentos do Modelo.

Entretanto, antes de seguirmos para o préximo capitulo, fez-se necessario consultar trabalhos
de nosso conhecimento que tratam de aplicacGes do conteldo relacionado a varidveis complexas e
diferentes formas de aborda-lo em sala de aula para essa determinada finalidade. Seguem informac6es

dos dois trabalhos analisados.

Tabela 6: Trabalhos relacionados a temética de Variaveis Complexas

Titulo do Trabalho Autor(a) Ano de Defesa

Objeto de aprendizagem para o ensino de nimeros PINTO, José Eustaquio 2015
complexos com aplicagdes na area técnica em

eletroeletrénica

Alternativa metodoldgica para ensino e aprendizagem de REIS NETO, Raimundo 2009
nimeros complexos: uma experiéncia com professores e Martins
alunos

Fonte: Criado pela autora.

As justificativas e objetivos desses trabalhos sdo diferentes das existentes em nosso, porém
nos mostrou ser importante ter contato com discussées que envolvem o mesmo conteudo que
escolhemos — variaveis e nimeros complexos.

Pinto (2015) centra sua pesquisa na criacdo de um Objeto de Aprendizagem (OA) que
promova comunicacao e interagdo no processo de ensino e aprendizagem de nimeros complexos na
area técnica em eletroeletrénica. A preocupacdo do autor estd voltada ndo s6 para o docente, mas
também para discentes em Educacédo Profissional Técnica, mais especificamente no nivel médio.

A concepgdo de OA utilizada na dissertacao de Pinto (2015) € que esse objeto “€¢ um recurso

digital reutilizavel [pode-se criar um mais completo a partir de um mais simples] voltado para o
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ensino, de modo que os propdsitos educacionais estejam bem definidos com relacdo aos elementos
de analise, sintese e reflexdes.” (PINTO, 2015, p. 23, grifo nosso). Na pesquisa, 0 OA desenvolvido
é composto de uma sequéncia didatica que totalizou seis atividades digitais e interativas.

A criacdo de um OA advém da necessidade de abordar os nimeros complexos de uma maneira
diferente da dita tradicional. Pinto (2015) afirma que a dificuldade em contextualizar esse conteudo
com avivéncia estudantil, mesmo utilizando aplica¢des da area técnica em eletroeletrénica, e a pratica
docente de trabalhar esse contetdo apenas em final de ano letivo fazem com que o ensino se torne
pouco atraente.

Além disso, para o autor, o topico nimeros complexos “é quase sempre trabalhado de maneira
superficial, enfatizando-se mais a parte algébrica que a geométrica, com calculos repetitivos e poucas
atividades envolvendo aplicag¢des.” (PINTO, 2015, p. 27).

O autor abordou o contetdo de numeros complexos de uma perspectiva que prioriza a
representacdo geométrica, uma alternativa didatica para se trabalhar aplicabilidades da area de
eletroeletronica, diversificando analises de circuitos elétricos antes realizadas por meio da
trigonometria.

Esse recurso, que foi nomeado pelo autor de Descomplicando os Complexos, somado a
liberdade proveniente da tecnologia possibilitou o desenvolvimento da pesquisa com uma
preocupag¢ido também institucional, ja que objetivou “com 0 OA construido minimizar as dificuldades
encontradas pelos alunos das disciplinas que envolvem os nimeros complexos e circuitos elétricos,
bem como buscar a reducdo dos elevados indices de repeténcia e evasao escolar. (PINTO, 2015, p.
16).

Reis Neto (2009), assim como Pinto (2015) possuia preocupacdes relacionadas ao ensino de
Nivel Médio, mas voltadas para a Educacdo Basica, e ndo Educacdo Técnica.

Em sua dissertacdo, o autor procura “investigar, refletir e buscar formas alternativas para o
ensino e aprendizagem desses numeros.” (REIS NETO, 2009, p. 15). A necessidade de uma nova
metodologia advém da crenca do autor na insuficiéncia do ensino mecanizado, que se baseia no uso
de técnicas operatdrias e memorizacao, fazendo “com que os alunos apresentem muita dificuldade ao
trabalhar com numeros complexos e até mesmo se neguem a aceitar sua existéncia.” (REIS NETO,
2009, p. 15)

Produzindo uma proposta de ensino em oposi¢do a visdo tradicional, Reis Neto (2015)
estrutura sua metodologia por meio de uma abordagem geométrica do conteudo, utilizando a
representacdo de numeros complexos como vetores, tendo como foco a unidade imaginaria (i) do
conjunto dos nimeros complexos.

Segundo o autor,
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a unidade imaginaria é sem divida o principal obstaculo para o entendimento dos alunos
(expansdo do corpo dos reais para 0 corpo dos complexos), pois além da dificuldade no
processo de abstracdo, muitos trazem, de forma muito categ6rica, o conceito de que ndo
existe um nimero que elevado ao quadrado seja igual a um nimero negativo. (REIS NETO,
2009, p. 16)

Cabe ressaltar que a opcdo do autor nao foi a de privilegiar uma abordagem em detrimento da
outra, e sim estabelecer conexdes entre a Algebra e a Geometria, mas partindo da Geometria para
esse fim. Em sua pesquisa de campo, Reis Neto (2015) constata que existe uma relacdo entre a
dificuldade de manipulagdo de nimeros complexos e defini¢des existentes para nimeros pertencentes
ao conjunto dos reais (R).

O fato de aprenderem que todo nimero elevado ao quadrado € igual a um nimero positivo se
torna um grande obstaculo no momento de apresentar a unidade imaginaria. A escolha de apresentar
a unidade pelo método vetorial j& permite a visualizacdo da existéncia do niumero, antes mesmo dele
ser definido.

Como recurso, sequéncias de atividades didaticas foram utilizadas na pesquisa, criadas de
modo a impulsionar manipulaces geométricas que desencadeavam manipulacdes algébricas. As
atividades foram desenvolvidas e analisadas com referenciais tedricos de Resolugdes de Problemas e
Aprendizagem Significativa.

Nossa pesquisa possui referencial diferente dos utilizados nas duas pesquisas citadas neste
recorte, e por isso a fase das analises ndo é de nosso interesse. Porém, o modo de tratar a necessidade
de uma nova abordagem de nimeros complexos e as justificativas utilizadas acrescenta e reforca
nosso gquestionamento e posicionamento, ou seja, que a discussdo desse tema é necessaria ndo sé para
nos académicos, é preciso que essa discussdo, textos, e materiais cheguem as salas de aula do Curso

de Licenciatura em Matematica e da Educacéo Bésica.
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3 PRESSUPOSTOS TEORICOS

O referencial tem a funcdo de nos dar embasamento tedrico sobre o assunto que queremos
investigar. Ndo podemos avaliar as situacdes de pesquisa apenas com nossas opinides, € preciso
abordar os assuntos estando fundamentados em preceitos que tomamos COmMo NOSS0S guias.

Neste capitulo esclarecemos “de onde estamos falando” teoricamente, ou seja, qual é a nossa
visdo de mundo, de educacéo, do que é conhecimento, de como se da a aprendizagem, dentre outras
questdes importantes em uma pesquisa educacional dada sua tendéncia, e para isso utilizamos a
literatura ja disponivel e publicada na area em que estamos investigando.

Em nossa pesquisa, utilizamos como referencial tedrico o Modelo dos Campos Semanticos
(MCS), proposto pelo educador matematico brasileiro Romulo Campos Lins (1999, 2001, 2005), que

compartilha ideias com Vygostky e Leontiev.

O objetivo que guia, e guiou, sua criacdo e desenvolvimento [do MCS] é propor um
instrumento (tedrico) que possa oferecer suporte (tedrico) ao professor em suas atividades
profissionais, em particular na sala de aula, ou, mais especificamente, permitir uma leitura
dos processos de producdo de significado que sejam finos o bastante para permitir uma
interacdo produtiva com os alunos. (LINARDI, 2006, p. 31)

Para o0 Modelo, produzir significado é exatamente “falar” a respeito de “algo ”. Utilizando as
palavras de Alves (2013) como suporte, esclarecemos que “quando dizemos falar estamos nos
referindo tanto a fala propriamente dita (oral) quanto a escrita, aos gestos, representacdes gréaficas, ou
seja, a todas as formas que um individuo tem para se expressar.” (ALVES, 2013, p. 37). Esse recorte
trés luz & importancia de conhecer os termos de um referencial tedrico antes de utiliza-lo, pois as
palavras utilizadas para caracterizar situacdes ndo necessariamente possuem seu sentido literal.

Ainda com a fun¢do de elucidar os termos, Almeida (2015) afirma que esse “algo”, dito objeto,
¢ constituido durante a fala do sujeito, acrescentando que “pode ser qualquer coisa sobre a qual uma
pessoa estd falando, seja ela ‘concreta’, por exemplo, uma mesa em nossa frente, ou ‘simbolica’,
como, por exemplo, palavras e desenhos em um livro” (ALMEIDA, 2013, p. 12). Entretanto,
“produzir significados ndo se refere a tudo o que numa dada situa¢do o sujeito poderia ou deveria
dizer de um objeto e sim o que ele efetivamente diz sobre aquele objeto no interior daquela atividade.”
(SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 102).

Esse processo de producéo de significado é uma das nogdes centrais do MCS, até porque, para
Lins, “o aspecto central de toda aprendizagem humana — em verdade, o aspecto central de toda
cognicdo humana — € a produgéo de significados.” (LINS, 1999, p. 86).

Na produgédo de significados podemos identificar o que Lins caracterizou como sendo a

producdo de conhecimento. No MCS conhecimento ¢ “entendido como uma crenca - algo em que o
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sujeito acredita e expressa, e que se caracteriza, portanto, como uma afirmacao - junto com o que 0
sujeito considera ser uma justificacdo para sua crenca-afirmacao” (LINS, 1993, p. 86).

Ou seja, primeiro o sujeito precisa acreditar em algo, e a maneira dele demonstrar essa crenca
por meio de uma enunciacdo é afirmando-a. Ressaltamos que a afirmagao se refere a “alguma forma
de comunicacao aceita por um interlocutor; ndo precisa ser de forma linguistica” (LINS, 2001, p. 42).

J& sobre a justificacdo, é preciso pontuar que diferentes justificacbes representam
conhecimentos diferentes, isso porque a justificacdo esta estreitamente relacionada com a nogéao de
legitimidade. Nem tudo que € legitimo para um leitor (direcdo para qual o autor enuncia) sera legitimo
para um outro.

Com esse pensamento é possivel dizer da auséncia de juizo de valores em uma analise baseada
na leitura positiva — ndo existe uma verdade universal ao discutir sobre producdo de conhecimentos
em uma dada atividade, o que € possivel de ser feito € uma negociacdo de legitimidades, que seria
como uma sugestao de outros modos de produzir significados a partir dos identificados.

Torna-se pertinente ressaltar que até os significados identificados podem nao ser realmente
fiéis ao que o sujeito enunciou, eles dizem respeito a nossa leitura dos residuos. 1sso acontece pois,
de acordo com o Modelo, a no¢do de comunicacéo é diferente da tradicional, como veremos a seguir.

Para 0 MCS, o processo de convergéncia de informacdes de fato acontece apenas ao estarmos
em um espaco comunicativo, que é quando o autor (Sujeito que produz a enunciacao) e o leitor
possuem os mesmos modos de producéo de significados (interlocutores).

O processo comunicativo proposto por Lins possui trés elementos constitutivos ja citados

anteriormente: autor, texto e leitor.

O autor é aquele que, nesse processo, produz a enunciacdo: um professor em uma aula
expositivo-explicativa, um artista plastico expondo seus trabalhos ou um escritor
apresentando sua obra. O leitor é aquele que, ainda nesse processo, se propde a produzir
significados para os residuos das enuncia¢fes como, por exemplo, o aluno que, assistindo a
aula, busca entender o que o professor diz, o critico de arte que analisa a obra de um artista
plastico ou uma pessoa que leia um romance buscando entender a histéria do autor. J4 o texto,
é entendido como qualquer residuo de enunciagdo para o qual o leitor produza algum
significado. (SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 103)

Separando 0 processo nas duas perspectivas possiveis — a do autor e a do leitor — podemos

elaborar a seguinte dindmica:

Quando o autor fala, ele sempre fala para alguém. Porém, por mais que um autor esteja diante
de uma plateia, este alguém néo corresponde a individuos, pessoas nessa plateia e, sim, ao
leitor que o autor constitui: é para este “‘um leitor’ que ‘o autor’ fala (LINS, 1999, p.81).

Este “um leitor”, que denominamos como a dire¢do para qual o autor enuncia, ¢ chamado de

interlocutor.

Por outro lado, em processos comunicativos, na perspectiva do leitor, ele “sempre constitui
um autor, e ¢ em relacdo ao que este ‘um autor’ diria que o leitor produz significado para o
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residuo de enunciacdo e que neste momento se constitui (ou transforma) em texto”. (LINS,
1999, p. 82) Além disso, “¢ apenas na medida que o leitor fala, isto €, produz significados
para o texto, colocando-se na posi¢do de autor, que ele se constitui como leitor” (LINS, 1999,
p. 82). (SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 104)

Ao longo desse processo, a comunicacao efetiva ocorre apenas se existir o compartilhamento
de interlocutores entre autor e leitor. “Numa inversdo conceitual, ‘comunicagdo’ ndo corresponde
mais a algo do tipo ‘duas pessoas falando uma para a outra’, e sim a ‘dois sujeitos cognitivos falando
na direcdo de um mesmo interlocutor.”” (LINS, 2012, p. 24). Para nossa pesquisa — que propoe a
aplicacdo de um produto educacional em sala de aula, seguida de uma analise do material aplicado
juntamente dos residuos de enunciacdo produzidos — o0s processos de impermeabilizacdo,
estranhamento e descentramento serdo incorporados a nossa leitura.

Em sala de aula, é possivel identificar momentos em que alunos e alunas aparentam estar
fechadas ao que esta sendo dito pelo professor ou professora, ou seja, quando as(os) estudantes estdo
em uma posi¢do de “ndo compartilharem novos interlocutores em situacdo de interacdo face a face,
diferente daqueles para o qual eles estavam voltados; de ndo se propor a produzir significados numa
outra dire¢do.” (SILVA, 2012, p. 79).

Esta situacéo foi denominada por Silva (2003) como processo de impermeabilizagdo, “em que
um aprendiz em uma sala de aula, fica impermeavel a tudo o que se diz ali, ndo mudando a sua
maneira de operar.” (SILVA; OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 111).

Silva (2012) nos alerta que “alguns casos de impermeabilidade podem levar a um obstaculo
ou limite epistemol6gico e a menos que o estudante mude sua maneira de operar, ele ndo resolvera o
problema ou situagdo proposta.” (SILVA, 2012, p. 79).

Torna-se necessario um olhar atento e aberto por parte do professor e professora, em
identificar as dificuldades apresentadas, seja ela um obstaculo ou um limite epistemoldgico, durante
as atividades propostas.

O papel docente, mais uma vez, nao serad de fazer juizo de valor, mas sim de mediacdo na
funcéo de apresentar outras formas de operar, diferentes da que o aluno ou aluna em questao estiver
operando, inclusive a legitimada pela matematica, pois “[...] na medida em que o professor néo sabe
lidar com os conhecimentos que os alunos produzem para idéias matematicas a partir de suas
experiéncias fora da escola e até mesmo dentro da escola, torna-se impraticavel criar em sala de aula
um espago comunicativo [...]” (OLIVEIRA, 2002, p. 104).

Quando compreendido o formato de comunicacdo acreditado pelo Modelo, torna-se mais facil
para a parte docente aceitar que 0 mais comum de acontecer vai ser a ndo compreensdo integral do
que ele ou ela esta dizendo pela parte discente. A comunicagdo ndo € direta, como uma transmisséo,

logo nenhum conteddo pode ser transmitido completamente por meio de uma aula, seja ela como for.
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A docéncia carrega uma grande responsabilidade, como se fossemos detentoras e detentores
de um conhecimento e ainda capazes de transp0-lo para quem quer que seja, com apenas palavras,
didaticamente, e sabemos que isso ndo ocorre na prética, 0 que gera inseguranca e frustracéo.
Precisamos aprender a lidar com o erro e dificuldades sem ser pela falta.

“Para Lins (1993b), uma dificuldade deve ser entendida de duas maneiras excludentes: ou ela
caracteriza-se como um obstaculo epistemoldgico ou como um limite epistemoldgico.” (SILVA;
OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 117). Ou seja, a impermeabiliza¢do que gera a dificuldade, mas como
identifica-las e, principalmente, diferencia-las?

Segundo o Modelo, “limite epistemoldgico ¢ a impossibilidade do sujeito produzir
significados para o residuo de uma enunciagdo numa certa dire¢do devido a sua maneira de operar.”.
(SILVA, 2012, p. 88). Assim, “frente a um limite epistemoldgico, ou o aluno ndo consegue mudar
sua maneira de operar (e, portanto, nem mesmo realizando interacdes, altera sua producdo de
significados) ou ele continua sem produzir algum significado.” (ALVES, 2013, p. 28)

Este é o0 caso em que, se 0 sujeito ndo alterar seu modo de operar pode se encontrar em um
local paralisante, onde ndo conseguira produzir novos significados, sendo de total importancia o papel
mediador docente, ja que “o problema ndo esta na diferenca, mas exatamente na recusa em reconhecé-
la e lidar com ela frente a frente. Naturaliza-se a recusa passando ao aluno a responsabilidade de lidar
com ela: decifra-me ou te devoro, nada mais.” (LINS, 2004a, p. 116).

Lins (2001) nos aponta a importancia dessa nocao de limite para a(o) docente, principalmente

em momento de planejamento de sua aula, quando afirma que

i) toda vez que significado é produzido existe uma restricdo no horizonte das posteriores
producdes de significado, implicando que, (ii) se aprendizagem é entendida — corretamente,
eu penso — como aprender a produzir significado, ensinar deve também apontar para uma
discussao explicita dos limites criados nesse processo. ( LINS, 2001, p. 45)

J& o obstaculo epistemoldgico pode acontecer de duas maneiras:

ou o aluno ndo produz significados numa determinada atividade ou produz significados em
uma dire¢do distinta da do professor, mas que num segundo momento, ap0s interagir com
alguém — seja o professor ou a leitura de um livro, por exemplo — ou mesmo sozinho, podera
transpor este obstaculo e produzir significado em alguma dire¢do, mudando seu modo de
operar. (ALVES, 2013, p. 28)

A citacdo acima reforga a importancia da interacdo. Interacdo essa, professor(a)/aluno(a) ou
aluno(a)/aluno(a), que possibilita a “negocia¢io” de modos de operar. E a interagio que possibilita
uma posterior intervengdo nas dificuldades, “a propria percepgdo da sua existéncia, s6 acontece a
partir da interacdo com os estudantes, quando se da espago para que digam o que sabem.” (SILVA,
OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 120), cabendo ao professor exercitar e promover 0 espaco para que

iSSO ocorra.
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A nocdo de estranhamento ja surgiu anteriormente em nossa escrita, N0 momento em que
apontamos o estudo da matemética do matematico, pelo licenciando e licencianda, como uma
oportunidade de se tornar sensivel & sensacdo de estranhamento.

Esse estranhamento é descrito no MCS como “o processo no qual o sujeito, identifica a
enuncia¢do do outro como algo que ndo possa ser dito, como algo que nao seja legitimo.”(SILVA;
OLIVEIRA; ALMEIDA, 2022, p. 112).

Um exemplo cotidiano para qualquer docente ¢ a fala de que “a matematica nao faz sentido”,
ou seja, em algum momento o conteddo enunciado em sala de aula ndo foi legitimado pelo sujeito
enunciador dessa frase. Se ndo foi legitimado, ele ndo produzird significados para a demanda

estabelecida, ndo porque ndo quer, mas, como em Lins (2004a) porque né&o pode:

“o que é que o aluno pode dizer quando o professor afirma - e ‘demonstra’ - que a
cardinalidade dos nimeros reais é maior que a cardinalidade dos nimeros racionais. Um
infinito maior que o outro? Isso é verdadeiramente monstruoso para o aluno, e para o
professor - o representante da Matematica do matematico - embora este ‘fato’ seja
reconhecido como peculiar, ¢ nada mais que um monstro de estimagdo.” (LINS, 2004a, p.
116)

O interessante é notar que esse comportamento ndo é intrinseco de alunos e alunas da
Educacéo Basica.

Os nameros complexos demoraram a serem aceitos como niimeros por matematicos que eram
referéncia na época, e a evidéncia mais facil de ser constatada € retirada da forma com que até hoje
os denominamos: o simbolo 1 ¢ a “unidade imaginaria” e os numeros desse novo conjunto, 0s
“complexos”. Outros nimeros também passaram pelo mesmo processo de repulsio (ou
estranhamento) — irracionais eram os “inexprimiveis” e “quantidades ficticias” nomeavam os
negativos.

Isso ocorreu, pois, a matemdtica lidava, e ainda lida, com objetos que nem sempre
correspondem com a experiéncia real e ndo abstrata, chamada por Tatiana Roque (2012) de
experiéncia sensivel, e qguando a comunidade matematica enxerga a necessidade de transicionar a
noc¢do do que é nimero, algo que significava apenas quantidade, para algum tipo de entidade abstrata,
operacdes com 0 que antes era concebido como monstruosidade se tornam mais confortaveis e, por
consequéncia, aceitas socialmente.

O modelo nomeia como descentramento a acao que “passa pelo esfor¢o de tornar-se sensivel
ao estranhamento do outro, de entender do que o outro fala, almejando que modos de producédo de
significados sejam compartilhados, que se crie um espago comunicativo.” (OLIVEIRA, 2012, p. 214).

A respeito do processo de descentramento como acao docente, faz-se necessario ter em mente

que
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Quando priorizamos manter a interagdo em sala de aula, criando um espag¢o comunicativo, a
utilizacdo de qualquer situacdo (seja ela realista ou ndo) ndo se sustenta se ndo houver, por
parte do professor, a tentativa de compreender de onde o aluno fala, se ndo se buscar entender
o “intrinsecamente” desse aluno, que é o exercicio do descentramento. (OLIVEIRA, 2012,

p. 208)

Jé& para a formacéo docente,

Com o movimento de descentramento pretende-se que o professor/futuro professor de
Matematica evite naturalizar seus modos de produgdo de significados (0 que poderia
impossibilita-lo de conseguir ler o estranhamento acontecendo em sua sala de aula) e, com
isso, possa direcionar suas a¢fes na tentativa de criar em sala de aula um espag¢o comunicativo
(LINS, 1999 apud OLIVEIRA, 2012, p. 212)

A centralidade dessas duas nogodes, de estranhamento e descentramento, justifica a criacdo de
cursos como os que foram propostos nas dissertacdes que aqui utilizamos como referencial e na que
propomos nessa dissertacdo para um Curso de Variaveis Complexas.

Por meio das nocdes gerais descritas e de outras mais internas a teoria, reunimos ferramentas
para desde a criacdo de nosso material didatico até a analise dos residuos de enunciagdo que
obtivemos na aplicacdo de nosso produto educacional.

No préximo capitulo, descrevemos nossa metodologia de pesquisa e também metodologia
proposta para um Curso de Variaveis Complexas para a Licenciatura em Matematica, caracterizando

nosso produto educacional.
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4 METODOLOGIA DE PESQUISA

Neste capitulo, composto de duas secOes, discutiremos na primeira 0s aspectos relativos a
caracterizacdo de nossa pesquisa, abrangendo nossa abordagem metodol6gica, ambiente de pesquisa,
sujeitos da investigacdo e método de coleta dos residuos que foram posteriormente analisados.

Na segunda, apresentamos a caracterizagdo metodologica da disciplina de Variaveis
Complexas formatada durante a pesquisa, pontuando as decisfes tomadas quanto a postura docente

nesta sala de aula, o material didatico utilizado e o formato de avaliacéo utilizado.

4.1 Caracterizacao da pesquisa

Nossa metodologia de pesquisa é caracterizada por uma abordagem qualitativa de
investigacao, na direcdo definida por Bogdan e Biklen (2013). Esses autores demarcam uma pesquisa

como sendo qualitativa desde que ela se aproxime das cinco caracteristicas listadas abaixo:

I) Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados é o ambiente natural, constituindo o
investigador o instrumento principal. 1) A investigacdo qualitativa é descritiva. Os dados
recolhidos sdo em forma de palavras ou imagens e ndo de nameros. I11) Os investigadores
interessam-se mais pelo processo do que simplesmente pelos resultados ou produtos. 1V) Os
investigadores tendem a analisar os seus dados de forma indutiva. N&o recolhem dados ou
provas com o objetivo de confirmar ou infirmar hipoteses construidas previamente. V) O
significado é de importancia vital na abordagem qualitativa. Os investigadores que fazem uso
deste tipo de abordagem estdo interessados no modo como diferentes pessoas dao sentido as
suas vidas. (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 47-51).

Além de notarmos uma identificacdo de nossa pesquisa as caracteristicas citadas acima, somos
capazes de relacionar um dos focos de nossa pesquisa (tornar o texto matematico um recurso de
demanda de producdo de significados por parte discente para vivenciar o estranhamento) ao objetivo
de uma pesquisa qualitativa, que pode ser visto como a agdo de tentar “compreender o processo
mediante o qual as pessoas constroem significados® e descrever em que consistem estes mesmos
significados.” (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 70).

Nosso ambiente de pesquisa foi composto por uma sala de aula do Ensino Superior em um
curso de Licenciatura em Matematica. Essa sala de aula estava localizada em um campus do Instituto
Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Sudeste de Minas Gerais. As aulas da disciplina em
que fizemos nossa observacgéo na pesquisa de campo ocorreram na modalidade presencial, duas vezes

na semana, totalizando quatro aulas semanais (4h) de encontro.

% Nossa concepgéo acerca do entendimento que é significado é baseada no MCS e, por este motivo, preferimos
a utilizacdo do termo producéo de significados ao invés de construgao de significados.
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O professor regente dessa disciplina e coordenador do curso de Licenciatura em Matematica
na ocasido possuia pesquisa em andamento sobre temaéticas intrinsecas ao assunto de Varidveis
Complexas. Assim, a pesquisa de campo foi realizada em colaboragdo de modo a atender os dois
projetos de pesquisa.

A disciplina que observamos, intitulada Introducdo as Varidveis Complexas para a
Licenciatura, foi ofertada como uma disciplina eletiva para estudantes da Licenciatura em Matematica
desse Instituto, possuindo ementa a necessaria para a ocorréncia das duas pesquisas complementares.

Bogdan e Biklen (2013) afirmam que independente do material utilizado para a coleta em
campo, como caderno de campo, equipamento de video ou de audio, as informac6es e dados coletados
sempre passam pelos olhos de quem realizou a pesquisa no momento de andlise, “sendo o
entendimento que este tem deles o instrumento-chave de analise” (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 48).

Essa concepcao reforca a importancia do contato direto ndo s6 com o universo da pesquisa,
mas com 0s sujeitos dessa pesquisa engquanto ela acontece. Aplicamos um Questionario e uma
Avaliacdo Diagnostica, anexos | e Il deste trabalho — respectivamente, antes das aulas de fato
comecarem. Nossa intengdo com esses dois recursos foi de conhecer parte do historico académico e
leituras das(os) estudantes participantes, além de recolher informacdes que poderiam ser Gteis no
momento de analise dos residuos de enunciacdo das tarefas finais da disciplina.

Assim, as proprias tarefas aplicadas nos serviram de recurso para coleta de residuos de
enunciacdo por parte das(os) participantes da pesquisa, além dos registros do caderno de campo,
realizados nos dois encontros que foram possiveis no semestre de aplicacdo da pesquisa.

Visto que precisariamos utilizar registros proprios das(os) participantes, além de relatos
observacionais, diretrizes relativas a ética precisaram ser aplicadas em nossa pesquisa.

Segundo Bogdan e Biklen (2013), existem dois pontos cruciais para uma investigacdo com
sujeitos humanos estar de acordo com preceitos de protecdo de informacdes. O primeiro é que as e 0s
“sujeitos aderem voluntariamente aos projetos de investigacdo, cientes da natureza do estudo e dos
perigos ¢ obrigacdes nele envolvidos.” (BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 75). Para isso, um Termo de
Compromisso Etico (apéndice I11) foi redigido e assinado por todas e todos os participantes da
pesquisa, tendo sido escrito e revisado pela pesquisadora e pelo professor regente da disciplina que
nos serviu de investigacao.

O segundo ponto indica que as e os “sujeitos nao sao expostos a riscos superiores aos ganhos
que possam advir.”. Em nosso Termo, garantimos o sigilo da identidade das(os) participantes, sendo
necessaria a indicacdo do pseuddnimo para utilizacdo no texto dissertativo, ja indicando o caso de

haver publicacdo dos resultados da pesquisa para além da dissertag&o.
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Para Lins (2012), o Modelo apenas existe enquanto estd em movimento, “em agdo”, por isso
dizemos que a construcdo tedrica do MCS visa servir de ferramenta para pesquisadores(as) e
professores(as) produzirem seus significados a partir da analise dos residuos de enunciacdo que
possuem, sejam esses residuos os registros produzidos em meio a uma pesquisa, um desenho ou
enunciac0es feitas por alunos e alunas em meio a uma atividade proposta em sala de aula (mantendo
o conceito de “atividade” no sentido proposto por Leontiev).

E preciso ressaltar que a analise feita pelo pesquisador ou pesquisadora, a partir dos residuos

de enunciacdo coletados, precisa ser realizada a partir de uma leitura positiva dos residuos.

Para nos, a Matematica do professor de matematica é caracterizada por nela serem aceitos,
além dos significados matematicos, significados ndo matematicos. H& os tradicionais
exemplos, como o de que ‘fracdo é pizza', 'decimais s&o dinheiro' e 'nimeros negativos séo
dividas'. Mas isto ndo basta, porque o professor ndo tem que dar conta apenas do que
concorda com o que ele diz, com o que esta 'certo’. O professor precisa ser capaz de ler o que
seu aluno diz, mesmo que esteja ‘'errado’, tanto quanto como quando esta ‘certo’. (LINS,
2004b, p. 3)

A leitura positiva visa uma imersao de quem esta analisando ao que foi registrado, numa busca
de entender de onde o sujeito enunciador esta falando, ou seja, ao invés de analisar os resultados
visando o que ali falta, precisa-se entender como esse sujeito opera e porque diz o que diz. Para essa
imersdo, contamos com as nogoes gerais do MCS que foram discutidas no terceiro capitulo desta
dissertacao.

Na sessdo seguinte, explicitamos nossa proposta metodoldgica, dizendo da aplicacdo e

formatacdo das tarefas até o processo avaliativo do Curso formatado.

4.2 Caracterizacao da disciplina

Nossa proposta para a metodologia de ensino para a disciplina, tomando como referéncia as
premissas do Modelo dos Campos Semanticos, se distancia da acdo docente que, enganada, acredita
numa transmissdo efetiva de conhecimento de uma pessoa para outra. Para nds essa pratica ndo era
possivel. Conhecer a matematica como algo preconcebido e imutavel ndo causaria o estranhamento
aos licenciandos e licenciandas, seria apenas uma repeticao do que acompanhamos que tem sido feito
por anos e anos nas disciplinas matematicas nas Licenciaturas em Matematica.

Queriamos proporcionar em nossa sala de aula aquele primeiro estranhamento, vivido
pelos(as) matematicos(as), quando ainda ndo sentiam seguran¢a de manipular nem ao menos 0s
nimeros negativos, mas dessa vez vivenciado pelos licenciandos e licenciandas que tivessem o

contato com 0 nosso material de variaveis complexas.
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Para isso, precisariam se deparar com o desafio e, inves de aplicar as solugdes ja criadas,
divulgadas e conhecidas pelo mundo matemaético, precisariam por si so, € as vezes em grupo, elaborar
uma estratégia em busca do entendimento. Em suas maos estaria a necessidade de criacdo de uma
nova ferramenta. Isto se relaciona com o nosso objetivo de investigacdo, era preciso analisar 0s
residuos de informacgfes produzidos frente a temas de Varidveis Complexas. Logo, era de suma
importancia receber a reflexdo discente, sem juizo de valor e sem intervencGes ou cortes bruscos as
linhas de raciocinio ali criadas.

Além disso, nossa pesquisa ¢ de cunho qualitativo, abordagem essa que “exige que o mundo
seja examinado com a ideia de que nada é trivial, que tudo tem potencial para constituir uma pista
que nos permita estabelecer uma compreensdo mais esclarecedora do nosso objeto de estudo.”
(BOGDAN e BIKLEN, 2013, p. 49). Nesse exercicio de se ver como um(a) produtor(a) de
significados, assim como em uma sala de aula tradicional, o diverso acontece.

Neste ponto, reforgamos a preocupagdo de que a tarefa possua um texto ndo-usual. Como
Silva (2003) afirma, “o fato de a tarefa ser ndo-usual tem como objetivo nos permitir — enquanto
professores ou pesquisadores - observar até onde a pessoa pode ir falando.” (SILVA, 2003, p. 42).
Logo, ndo basta criar um ambiente propicio e confortavel para que a pessoa fale, € preciso que o texto
a ela entregue mobilize-a a resolvé-lo.

Para essa finalidade, desenvolvemos o que denominamos de fichas de trabalho. As fichas de
trabalho sdo constituidas de tarefas, situacdes problema e textos para discussdo, redigidos com
atencdo em duas caracteristicas centrais de enunciados destinados a producéo de significados: serem
familiares e ndo-usuais. Segundo Silva (2003), um enunciado ¢ “familiar, no sentido de permitir que
as pessoas falem a partir daquele texto e, ndo-usual, no sentido de que a pessoa tenha que desprender
um certo esforco cognitivo na direcdo de resolvé-lo.” (SILVA, 2003, p. 41).

Cada tema trabalhado na disciplina contava com até trés fichas de trabalho. Nessa progressao,
0 processo de apresentacdo e desenvolvimento esperado do tema foi nomeado de ciclo.

A estrutura da primeira ficha de um ciclo contava com a introducdo, em que textos com viés
histérico eram apresentados. Este € um recurso utilizado para aproximar o leitor do contexto em que
surgiram as primeiras discussdes acerca do que seria tratado a diante.

Nas fichas seguintes ao primeiro encontro de um ciclo, a introdugédo passava a desempenhar
a funcdo de recapitulacdo da ficha anterior, muita das vezes realizando a concluséo da antiga
discusséo, ndo deixando de instigar 0 que viria posteriormente.

Seguindo da introdugdo, o problema a ser investigado e resolvido era posto. A partir deste
momento, o desenrolar da resolucéo era iniciado individualmente para, em um momento seguinte, ser

proposto o trabalho em grupo. Apds discussdo em grupo, era aberta a discussao para a turma, em que
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diferentes legitimidades seriam expostas e negociadas. Justificamos metodologicamente essa ordem
de producéo e discussdo a uma influéncia da Assimilagdo Solidaria. Na AS,

... quem “ndo sabe” fala, explica, e quem “sabe” faz perguntas. Se um aluno diz que
entendeu, o resto do grupo deve perguntar de volta: “o qué vocé entendeu?” Apenas nas
ocasides de sintese, aquele que “sabe” explica. O sujeito falante deve ocupar a posigédo central
da sua propria aprendizagem: “o sujeito é ‘ouvido’ e devolve-se a ele aquilo que se entende
do que ele diz, o significado do que disse; ¢ falando que se aprende, € ouvindo que se ensina”.
(SILVA, 1998, p. 163).

Essa dinamica foi benéfica para nossa sala de aula devido nosso entendimento de como se da
a producédo de conhecimento. O trabalho inicial em grupo pode, por vezes, beneficiar um modo de
producdo de significados, e nossa intencdo era gerar a discussdo dos diferentes modos que ali
emergissem, por isso a opcao de organizar o tempo nesses trés momentos.

Porém, mesmo estabelecendo esta dinamica, se a ordem de fala ndo for combinada
previamente, um modo de producéo de significados pode, ainda assim, ser beneficiado no momento
de discussdo em grupo, assim, é preciso propor um novo comportamento. No nosso caso, definimos
que a ordem de fala fosse iniciada por quem tivesse duvidas e incertezas, seguido por quem tivesse
mais confianca de que a resposta obtida era a almejada na tarefa em questao.

Um ponto desafiador nessa dindmica constituida € relacionado ao impulso docente de sanar
as duvidas e muitas vezes orientar nossa turma no caminho de uma solucéo por nos ja conhecida.

E preciso ter em mente que esse comportamento, no ambiente que queremos criar com as
fichas de trabalho, mina toda e qualquer producdo de significados que esteja em uma direcdo diferente
da nossa como regente da aula, pois “se para nos o significado produzido é a fala, ndo ha como
observarmos e interferirmos no seu processo de producdo se ndo dermos voz aos nossos alunos.”
(OLIVEIRA, 2002, p. 100).

Nosso papel nessa sala de aula foi o de mediar a discussdo e, no momento certo, apresentar
uma maneira, a legitimada pelo matematico, de resolver e utilizar os conceitos matematicos
conhecidos academicamente, porém, ‘“conduzir atividades que possibilitem ao aluno produzir
significados exige também do professor certa experiéncia matematica, no que diz respeito ao lidar
com possiveis significados produzidos para idéias matematicas.” (OLIVEIRA, 2002, p. 100).

Em outras palavras, é possivel que, em algum momento, a discussdo iniciada em um topico
de variaveis complexas seja redirecionada para uma discussdo de funcdo do 2° grau, 0 que nédo
significa que devemos também saber discutir com a turma sobre todos 0s assuntos matematicos que
possam surgir, e sim que € preciso termos nogdo de que quando se ouve mais e fala menos, estamos

abrindo portas para certa interdisciplinaridade.
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A nocéo de tempo, de quando agir e quando interferir, tendo o Modelo como referencial, é
adquirida com o uso, como dito por quem compartilha de nosso mesmo referencial tedrico, estudar o
Modelo é colocé-lo em prética.

A teoria matematica vigente era também apresentada e formalizada. 1sso foi necessario para
permitir a utilizacdo das fichas ndo s6 como atividades em sala, mas também como texto basico
tedrico para uma disciplina. Isso implica que a teoria matematica envolvida num determinado ciclo
esta inserida nas fichas de trabalho programadas para essa discusséo, o diferencial € 0 modo com que
ela é apresentada, ap6s 0s momentos de discussao e producao.

Esse movimento metodoldgico faz com que o andamento das discussdes siga o0
desenvolvimento da turma. As defini¢bes nunca sdo apresentadas de antemdo em um ciclo, a
producdo matematica da turma € uma prioridade, seguida do trabalho com a producdo matematica
vigente.

Destacamos desde ja a importancia da adaptacdo frente ao que ocorre em sala de aula. O
produto educacional aqui desenvolvido néo esta fechado e finalizado, cada sala de aula possui suas
préprias caracteristicas e necessidades, sendo necessaria uma leitura por parte docente daquele
ambiente. A nossa proposta € uma das possiveis, e serve para mostrar que esse formato também é
possivel.

A avaliacéo do curso foi inspirada no trabalho desenvolvido por Baldino (1987, 1993b, 19944,
1995¢; Cabral, 1992), denominado Contrato de Trabalho.

O Contrato de Trabalho é um dos instrumentos integrantes da Assimilacdo Solidaria (AS), tal

qual

caracteriza-se como proposta interventora na sala de aula, mudando o conceito de mérito, ou
seja, instituindo valores que vdo além do valor atribuido a competéncia de contetdos.
Considera-se, nessa abordagem, acoplado ao prémio ao saber, o justo prémio ao trabalho
coletivo produzido em sala de aula. (SILVA, 1998, p. 157)

Utilizar os preceitos da AS para avaliacdo implica na projecdo de uma avaliacdo por trabalho
realizado. Isso significa que a producdo ocorrida em sala de aula constitui instrumento avaliativo.

Vale ressaltar que, mesmo existindo discussdes e producdo em grupo, a avaliagdo/pontuacao
da disciplina seria contabilizada individualmente, proporcional ao nimero total de aulas da disciplina
cursada. Em situacGes de auséncia que ndo fosse por motivo de for¢a maior, como em adoecimento,
por exemplo, a pontuacdo da(o) discente ainda poderia ser contabilizada, desde que o material fosse
produzido e entregue na aula seguinte, porém, a presenca ndo era garantia de pontuacéo, ja que a
intencdo avaliativa é o trabalho produtivo.

Esse formato de avaliacdo, ao mesmo tempo que fora do convencional para um curso de

disciplina matematica, ndo € para ser considerado como um método de facil aprovacdo. A producéao
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frente uma nova metodologia, seja individual ou em grupo, é a demanda da disciplina, logo nada mais
justo que a avaliacdo ser sobre a a¢do discente durante esse processo.

Ao adaptarmos nossa proposta metodologica as necessidades que visualizamos para um Curso
de Variaveis Complexas, dividimos o tempo disponivel de um semestre letivo em dois grandes
momentos de estudo.

O primeiro momento era centrado no estudo de Geometria Analitica e Numeros Complexos,
em que pudemos realizar nossa investigacdo e intervencdo. O segundo momento foi destinado as
Equacbes Algébricas e Funcbes Complexas, voltado para a investigacdo do outro pesquisador,
também participante do Programa Linsiano.

Utilizamos textos académicos para consulta, como o Histéria da matematica: uma visao
critica, desfazendo mitos e lendas (2012), de Tatiana Roque, e Conceitos fundamentais da matematica
(2010), de Bento de Jesus Caraca para producdo de nosso material didatico, que constitui nosso
Produto Educacional, composto por 10 tarefas (fichas de trabalho) inseridas em 5 ciclos, apresentadas
a seguir na ordem de aplicagdo por nos escolhida, juntamente de seus respectivos objetivos.

No capitulo seguinte, relatamos nossa experiéncia na pesquisa de campo durante observacéao
da disciplina para ensino de variaveis complexas para Licenciatura em Matematica, e acrescentamos
a discusséo nossa analise a partir dos residuos de enunciacao coletados em nossa aplica¢do do produto

educacional.
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5 A DINAMICA DA SALA DE AULA

Neste capitulo, discutiremos a dindmica da sala de aula em que ocorreu nossa observacao da
disciplina Introducgdo a Variaveis Complexas para Licenciatura. Nosso interesse esteve em identificar
os elementos envolvidos nessa dindmica entendidos como importantes na formacdo matematica,
metodoldgica e epistemologica do futuro professor e professora de matematica. Com isso, afirmamos
que a disciplina ndo foi concebida como apenas de conteddo matematico, como sugere 0 ensino
tradicional, as(os) estudantes vivenciaram uma experiéncia diferente em sala de aula.

Observamos as dimensdes epistemoldgicas, metodoldgicas e cognitivas que envolvem o0s
processos de ensino e aprendizagem. Em particular, nosso interesse esteve em avaliar e analisar as
fichas de trabalho quanto a suas potencialidades para orientar o processo de ensino da disciplina de
maneira alternativa a aulas exclusivamente expositivo-explicativas a fim de elaborar nosso Produto

Educacional.

5.1 A historia da disciplina

Nosso ambiente de pesquisa foi uma sala de aula de Ensino Superior, localizada em um
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Sudeste de Minas Gerais.

A disciplina entdo acompanhada, intitulada Introducdo as Variaveis Complexas para a
Licenciatura, foi ofertada como uma disciplina eletiva para estudantes da Licenciatura em Matematica
desse Instituto. Os topicos indicados na ementa foram divididos em duas temaéticas relacionadas a
varidveis complexas: nimeros complexos e sua representacdo geométrica e funcdes complexas.
Nossa pesquisa se debrucou no primeiro momento da disciplina, trabalhando com os conceitos de
nimeros complexos, operacdes com numeros complexos e representacdo geométrica deles.

Nossa pesquisa contou com nove participantes. Este grupo era composto por alunas e alunos
da Licenciatura em Matematica desse Instituto, estudantes do 7° periodo do curso, identificados pelos
seguintes pseuddnimos: Cristina, Doronice, Jota, Juliana, Lero, Malu, Manoel, Nyna e Sandora.

A disciplina inicia, no primeiro dia letivo, com a apresentacao de cada estudante para a turma,
seguida de uma breve discussdo das motivacOes pessoais em cursar um curso de licenciatura. Em
sequéncia, realizou-se a aplicacdo de Questionario Docente e de uma Avaliacdo Diagnostica -
apéndices | e 1l deste trabalho, realizada pelo professor regente da turma.

No segundo encontro demos inicio ao processo de ensino e 0 processo de producdo de

significados discente, a partir da aplicacdo da primeira ficha de trabalho. No tdpico seguinte
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explicitamos 0s processos postos em marcha, junto do texto das tarefas e anélise realizada pela leitura
por nos realizada em contato com os residuos de enunciagéo coletados nos encontros.

Pontuamos de antemao que os residuos a seguir expostos séo de quatro dos nove participantes.
A escolha de Doronice, Jota, Lero e Sandora ¢ justificada pelo volume de residuos produzidos, ja que
foram as pessoas com menor numero de faltas durante o periodo letivo de aplicacdo, possibilitando
uma leitura com maior continuidade das produgdes individuais e coletivas.

A primeira ficha de trabalho constituida pela tarefa 1, denominada Resolvendo EquacGes
Algébricas, visava discussdo, decorrente de quatro equacdes algébricas propostas, do significado
atribuido a expressao “resolver uma equagdo” e resolug¢do das equagdes propostas. O processo de

producdo de significados das(os) discentes é deflagrado a partir da primeira tarefa proposta:

**k*%

Tarefa 1 - Resolvendo Equacdes Algébricas

Considere as seguintes equacdes:
Q) axe—I12x+7=0;

b) X2 + 4 =0;

C)X2—12x + 36 = 0;
d)x?—4x+13=0.

1. O que significa a expressdo matemética “resolver uma equagdo’?
2. Resolva as equaces acima.
3. Que informac6es vocé pode tirar a partir da resolucéo das equagdes dadas?

*k*

Com essa discussao, tinhamos como objetivo observar o que os alunos podiam falar sobre
resolucdo de equacdes e gerar a necessidade de estender o conjunto dos numeros reais, de modo que
as equacdes admitam solucéo.

A motivacdo da discussdo de propriedades do conjunto dos nlmeros reais esteve presente ao
longo dos ciclos seguintes desde este primeiro, ndo s6 a fim de estabelecer um comparativo com o
novo a ser desenvolvido, mas também porque acreditamos que, ao estudar o novo, aprendemos mais
também sobre o que consideramos conhecido, no caso, 0s nimeros reais. Para a primeira questdo, a
respeito do significado de “resolver uma equagdo”, tivemos as seguintes enunciagoes:

Lero: Confirmar a igualdade.
Jota: Significa encontrar (ou ndo) o valor ou valores que tornam uma expressdo de um lado da
igualdade equivalente ao outro.

Doronice: Expressdo matematica € uma combinacdo matematica que define a igualdade da equacao.
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Sandora: Existem trés coeficientes a, b e ¢, onde o coeficiente angular a, determina se a equagéo é
crescente ou decrescente. O delta pode ser A = 0, Uinica raiz real; A <0, ndo existe raizes reais e sim
complexas; A > 0, existem duas raizes reais.

Lero, Jota e Doronice, ao produzirem seus significados, sugerem novos objetos relacionados
a parte constituinte de uma equacao, tais como a igualdade e expressdo matematica. Ndo apontam
que manipulagdes podem ser realizadas, mas a necessidade de definir/confirmar uma igualdade.

Sandora ja produz significado para um tipo especifico de equacéo, as de 2° grau. Acreditamos
que sua direcdo decorre da exposicdo de quatro equacgdes de 2° grau na propria questdo, mas ainda
assim a exposicdo de suas crencas-afirmacdes nao indica sua producdo de significados para o que
significa resolver uma equacéo.

Apos indagacdo, houve 0 momento dedicado a resolucao da tarefa das quatro equagdes. Nosso
propdsito era o de fazé-los reencontrar uma situacdo comum no estudo de equacgdes do segundo grau,
que € o surgimento de raizes quadradas de valores negativos — casos das letras b) e d).

Nesses dois casos especificos, Lero afirma ndo ser possivel resolver a partir do momento que
se depara com as raizes negativas.

Jota e Sandora justificam de outra maneira, indicando que esses casos sdo de equacOes que
ndo possuem raizes reais ao calcularem o valor de A e encontrarem valores negativos. Ambas as
enunciaces sdo condizentes com o0 que responderam na questdo anterior. Jota diz que resolver
significa encontrar ou ndo os valores que satisfazem a igualdade, ou seja, o fato dele néo ter
encontrado ndo implicou no apontamento de ser impossivel resolver as equagdes. Entretanto, Sandora
em nenhum momento afirmou que o encontro ou ndo de raizes implica em ter resolvido uma equacéo.
Ainda assim, suas afirmacgdes podem ser lidas como estipula¢des locais, ja que a forma de operar na
segunda questdo foi baseada na afirmacéo realizada anteriormente.

Doronice ¢ a tnica participante que ndo encerra os calculos ao encontrar A < 0, utilizando
inclusive notagdo de nimeros complexos, ainda ndo apresentada por nds, na manipulagdo para
encontro de duas raizes complexas como solucdo. Porém, ao solicitarmos na discussao final que
Doronice falasse sobre o surgimento do indice i em seus célculos, nos respondeu que “a gente nao

sabe explicar, mas sabe aplicar”.
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Doronice e Sandora sdo participantes que j& haviam cursado disciplina intitulada
Trigonometria e Numeros Complexos. Por isso, ao analisarmos o questionario oferecido para a turma,
ja contavamos com a possibilidade de obtermos residuos de enunciagdo que apontassem a existéncia
do conjunto dos nimeros complexos, mas é perceptivel a diferenca dos significados produzidos por
cada uma a respeito deste conteddo ao analisarmos seus residuos de enunciacéo.

Em nossa leitura, Sandora utiliza a no¢ao de numeros complexos como uma justificativa para
a existéncia de raizes quadradas de nimeros negativos; Doronice utiliza essa mesma nogdo nao sé
para justificar a existéncia, mas também para manipular os célculos até a notacdo propria desse
“novo” conjunto.

Nosso ultimo questionamento dessa primeira ficha motivava os participantes a refletirem a
partir das resolucGes individuais e do grupo, e em seguida apontarem as informagdes que pode-se
obter a partir dessas resolucdes.

Lero: Eu ndo consegui chegar em um resultado final da igualdade em algumas equacGes.

Nossa leitura perante os residuos de enunciacdo de Lero € de que pode existir um limite ou
obstaculo epistemoldgico em sua producdo de significados. Lero ndo afirmou que as solugdes ndo
existem apenas no conjunto dos numeros reais, apontando a possibilidade de existéncia em um
conjunto numérico ainda desconhecido, mas sim que a resolucdo € impossivel, ou seja, até esse
momento ele ndo havia criado/definido objetos que tornassem possivel as resolucfes propostas.

Nossa leitura partindo da escrita de Sandora nos aponta também para uma nocao de que, se as
raizes ndo forem reais, ndo podem ser consideradas uma solucao:

Sandora: O delta vai determinar se a equacdo tera raizes ou sera complexa.

A afirmacdo nos aponta para uma possivel distin¢cdo entre raiz e resultado, partindo do
principio de que um resultado complexo ndo é considerado uma raiz, sendo apenas um resultado para
a equacéo.

Doronice: Utilizacdo de método sem compreensao.

Doronice, que até 0 momento liamos como a participante que havia produzido significados
relacionados ao conjunto dos numeros complexos nos faz refletir a partir de sua enunciacéo se a
manipulacdo automética, meramente mecénica, poderia ser considerada como conhecimento
produzido. Porém, na auséncia de justificagdo, concluimos a leitura de que é uma crenca-afirmacao.

Para o Ciclo 2, tomamos a posicdo metodoldgica de definir os nimeros complexos pela
motivacao da necessidade de construcdo de um novo conjunto, a partir de um problema geometrico

apresentado.
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Assim, no segundo ciclo, dividimos a discussao em duas tarefas, Tarefa 2.1 — Um problema
geométrico e Tarefa 2.2 — Uma leitura algébrica do problema geométrico. O objetivo dessa tarefa é
uma tentativa da(o) estudante observar, em uma situacdo geométrica, a existéncia de uma raiz

complexa para analisarmos a sua producdo de significados. Segue abaixo o problema motivador.

*k*k

Tarefa 2.1 - Um problema geométrico*

Seja V o volume de um cubo de aresta x, e V' o paralelepipedo retangulo cuja area da base é 3 e cuja altura

é igual a aresta do cubo.

Area=3

T
Verifique experimentalmente se existe uma aresta x tal que V="V’ + [ na tabela abaixo:

X \Y V'+ 1

1
2
3
4

O que vocé pode dizer sobre o valor procurado?

*k*

Tarefa 2.2 - Uma leitura algébrica do problema geométrico

Ao resolvermos uma equacao algébrica do 2° grau
ax2+bx+c=0 (a#0), (1)
cujas raizes podem ser escritas sob a forma

—b+yb*—4
x = T ac’ (2)
2a

deparamos com a seguinte situacdo: e se a expressao que figura abaixo do radical (o chamado discriminante)
for negativa? Neste caso a radiciacdo ndo é possivel em R, por consequéncia a expressao das raizes (2) ndo tem
significado.

Aos algebristas antigos, gregos, hindus e arabes ndo tinha passado despercebido este caso embaragoso.

Mas sempre que ele se dava, o problema concreto que tinha dado origem a equacéo, via-se que era um problema

% Texto e tarefas do segundo ciclo foram adaptados de CARACA, Bento J. Conceitos fundamentais da
matematica. 7 ed. Lisboa: Gradiva, 2010.



sem solucéo. O algebrista interpretava o discriminante negativo como querendo dizer que o problema néo tinha
solugdo; arrumava o caso dizendo que a equagdo ndo tinha, nesse caso, raizes e dormia sossegado porque essa
interpretagdo estava de acordo com a realidade e as necessidades da préatica na época.

Passaram muitos séculos, sobre a resolugdo das equagdes do 2° grau, sem que soubesse como resolver as
do 3° grau. Foi ja em pleno Renascimento, no primeiro quartel ao século XVI, que os algebristas italianos,
herdeiros da cultura que os arabes tinham recolhido no oriente obtiveram, com éxito, a sua resolucgéo.

Os resultados gerais desse estudo (que, a principio, dava-se apenas em casos particulares), empregando a
linguagem e forma de escrita de hoje, pode ser descrito considerando a equac¢éo do 3° grau

axd+axt+ax+a =0 (a#0) (3)

. ~ a ~ N
Por meio da transformagéo, x =y — j reduz-se a equagéo (3) a forma
3

y+ay+b=0 4)
e esta, ap6s um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as equag¢des do 2° grau, prova-se que €

*-b b>  a®  |-b p: | a
e N TR R P ©)

Como podemos observar, a questdo complica-se, porque as formulas de resolucéo se tornam, a medida que

resolvida pela férmula

0 grau aumenta, cada vez menos manejaveis.

Conhecida a resolu¢do da equacao do 3° grau, estava para surgir um fato mais importante e mais grave que
se tornaria um grande embarago para os matematicos da época.

Para aplicarmos, a resolucéo da equacéo do 3° grau, coloquemos o seguinte problema: Seja V o volume de
um cubo de aresta x, e V'’ o paralelepipedo retangulo cuja drea da base é 3 e cuja altura a resta do cubo.
Determine x de modo que V="V"+ 1.

Como V=x’eV’ =3x+ 1, o problema leva imediatamente a seguinte equagdo: x* = 3x + 1, que é da forma

(4).

-b 1 b a -3 A
Temos, nesse caso, a=-3;b=-1; EEat T -1; - T3, = ¢ portanto, a formula de

resolucdo (5) da para a raiz da equagao,

x . . ,—3 e
A resolucéo do problema depende, como se vé, do calculo de - mas esta raiz nao existe.

Estamos no mesmo caso que apontamos anteriormente para as equacées do 2° grau, logo, da experiéncia

. . o . f—3 . - .
anterior concluiriamos que a ndo existéncia da raiz de -, quer dizer que o nosso problema é impossivel.

Porém, uma anélise mais detalhada sugere que o problema proposto néo € impossivel. De fato, quando a
aresta x do cubo é muito pequena, o volume V = x3 é também pequeno e menor que a soma 3x + 1, mas, a medida
que x aumenta V vai se aproximando de V’ + 1 = 3x + 1 e chega mesmo a ultrapassa-lo, por exemplo, para x =
1, temos V=1eV +1=4, masparax =2, temos V=8e V' + 1 =7 Conclui-se deste raciocinio que deve

haver uma altura em que os dois volumes se igualem e o valor de x para o qual isso se der é raiz da equacao do
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problema: x3 = 3x + 1. Pode-se observar, mas detidamente, que essa raiz estd compreendida entre 1, 8e 1, 9
vistoqueparax =1,8; V=15 832<V’'+1=6,4eparax=1, 9, V=63859>V "+1=6,7.

A conclusao é que existe a raiz da equagéo relativa ao problema proposto, mas ndo sabemos calcula-la.

Questdo: Qual é entdo o problema que temos que resolver?

*k*k

Nosso problema motivador pode ser simplificado por uma equagdo. Esta escolha pode ser vista
como mais do que ja é realizado, j& que a existéncia dos nimeros complexos € normalmente motivada
em textos didaticos, considerando o conhecimento relacionado aos numeros reais, como uma
manipulacéo algebrica tendo como finalidade o encontro de uma solucdo para uma equacao que, até
pouco tempo, considerdvamos nao existir.

Porém, o estranhamento aqui gerado é justamente por ndo apresentarmos uma equagdo sem
contexto. A equacdo é proveniente de um problema real, palpavel, envolvendo uma medida linear.
“Se podemos medir o comprimento dessa aresta, como encontra-lo atraves de uma equacgao
considerada sem solu¢do?”, ou ainda, “Se o valor de x precisa estar compreendido entres 1,8 ¢ 1,9,
que sdo dois valores reais, porque ndo encontramos X como uma solu¢do também real da equagao?”

A questdo final desse ciclo aponta para o tracado de uma estratégia, € preciso entender o que € 0
problema e o que precisa ser manipulado, ou o que estad impedindo a manipulagéo, para em seguida
elaborar um método de resolucdo. Esperavamos obter residuos de enunciacdo na direcdo da
insuficiéncia de ferramentas conhecidas, pelo conjunto dos nimeros reais, que permitam a resolucao
da situacdo proposta.

Iniciada a produgdo da Tarefa 2.1, constatamos uma primeira “dificuldade”, relacionada ao calculo
do volume de um paralelepipedo. Neste momento a intervencdo docente foi mobilizada, e como o
objetivo da lista ndo era a utilizacdo da férmula do volume em si, e sim a comparacdo de seus
resultados, ndo vimos problema em motiva-los a discutirem sobre qual seria o formato dessa tal
férmula a ser utilizada.

Lero ndo produziu significado na direcdo que imagindvamos para a primeira demanda solicitada.
Ao indagarmos na Tarefa 2.1 sobre o que poderiam dizer sobre o valor procurado apds preenchimento

da tabela, Lero apenas indicou formalmente os calculos realizados.
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Jota, Sandora e Doronice também indicam seus célculos na tabela fornecida, mas apontam
certa previsdo para o valor x de nosso interesse, ao notarem pelos seus célculos a mudanca de
comportamento de quando x = 1 para quando x > 1.

Jota: O valor de x esta proximo da raiz de 3.
Sandora: O que eu percebo é que o valor de x esta proximo quando X esté entre 1 e 2.
Doronice: Tem solugdo, o nimero € maior que 1,85 e menor que 1,89. Conforme o célculo x = 1,88.

Doronice inclusive indicou formalmente a equacdo algébrica referente a situacdo enunciada,

como podemos notar no recorte de sua ficha a seguir.
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Realizamos entdo em seguida a leitura da Tarefa 2.2. Este momento transformou a expectativa
da turma frente ao que estavam manipulando. Na Tarefa 2.1, por meio de testes individuais e posterior
discussédo em grupo afirmaram existir solucdes reais para o valor x de interesse, inclusive apontando
intervalos para melhor demarcacgéo desse valor até entdo desconhecido.

Quando a producao do matematico para 0 mesmo problema é exposta, surge o questionamento
geral, como através da formula da equacgdo do 3° grau aparentemente ndo existe uma raiz real pela
presenca da raiz quadrada de — ¥ sendo que, por aproximacao, foi possivel determinar um intervalo
de solucdo para o problema proposto?

Com essa nova situacdo instaurada, Lero enuncia que achava mais facil entdo encontrar a raiz
procurada por aproximag&o, ja que ndo tinha conhecimento para achar uma solu¢do. Em sua lista,
relata:

Lero: O problema fica menos dificil de responder se for por eliminacéo, utilizando varias contas com
valores aproximados ao resultado da equacdo. Concluo que eu ndo possuo conhecimento para resolver
tais problemas.

Mesmo com a sugestdo da propria tarefa de que a altura solicitada (valor de Xx) esta
compreendida em um intervalo numérico muito proximo do que alguns estudantes apontaram na
discussédo da primeira tarefa, o contato com a resolucdo matematica muda a direcdo da producéo de
significados, focando a atencdo em dizer sobre a raiz quadrada de — %, quando questionados sobre
“Qual é entdo o problema que temos que resolver?”.

Jota: O conjunto dos reais ndo tem um nimero que atenda a esta raiz, entdo teria que existir outro

conjunto.

7 - -, . -3 .
Sanddra: No problema proposto uma maneira que vejo € retirar o /T da raiz.
. . -3 3
Doronice: Podemos realizar o desmembramento /T = \/; -V—1.

Como continua raiz negativa v—1 crio uma unidade imaginaria (i) ficando v—1 = i. Dessa forma

consigo realizar a operacdo tomando \E ‘.
Entendido o problema apresentado e sabendo da necessidade de desenvolvimento de novas
ferramentas, tratamos no Ciclo 3 da produgéo de um novo conjunto numeérico e o que isso mobiliza.
Utilizamos de uma discussdo a partir das necessidades nascidas pelas “insuficiéncias” de
outros conjuntos numeéricos ao longo da producdo matematica a fim de motivar a producéo discente.
Duas tarefas foram desenvolvidas, Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numérico e Tarefa
3.2 - Construgdo do novo conjunto numérico (parte 1), a fim de inserir a turma em um ambiente de

criagdo. A unidade imaginaria, i, surge pela primeira vez em nosso material nesse ciclo.



*k*k

Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numeérico

Texto para discussio

A necessidade de ampliagéo de um conjunto numérico devido a sua deficiéncia na resolugéo de problemas
ndo é um tema novo em Matematica. A muito tempo atras, se verificou, por exemplo, que no conjunto dos nimeros
naturais, que denotamos por IN, a adicdo de dois nimeros é uma operagdo sempre possivel em IN pois seu
resultado é um nimero natural. Entretanto, 0 mesmo nao ocorre quando a operacéo é a subtracao.

A subtragdo 10 — 2, por exemplo, leva a adi¢do pois a operagdo equivale a perguntar: qual é o numero
natural que devemos somar a 2 para obter 10? Essa pergunta pode ser traduzida na equagéo x + 2 = 10. Cuja
solucdo, existindo em IN, € a resposta procurada; um nimero natural.

Essa questdo motiva outra indagacédo: é possivel calcular a diferenca de dois nimeros naturais quaisquer?

Suponha que para respondermos a essa pergunta comecemos a fazer experimentos com diferentes nimeros
e chegarmos a nos perguntar, qual é o nimero natural que devemos somar a 10 para obtermos 2, 0 que podemos
concluir? Ou expressando em simbolos perguntamos: existe um nimero x € IN tal que x + 10 = 2? Concluiremos
que esse nimero ndo existe.

Logo, concluimos que em IN a operacéo de subtracdo nem sempre é possivel. O que equivale a concluir que
a equacdo x + b = a nem sempre tem solucéo em IN. Essa limitagdo do conjunto IN ndo passou despercebido
historicamente porque impossibilitava a resolu¢ao de muitos problemas praticos.

Como consequéncia, surgiu uma outra indagagdo: sera possivel, ampliando o conjunto IN, construir um
conjunto numérico no qual a subtracdo seja sempre possivel? Dito em outras palavras, é possivel ampliar o
conjunto IN, construindo a partir dele, um conjunto numérico, no qual a equacéo a + x = b tenha sempre solugao,
quando a e b pertencem a IN?

Como sabemos a resposta a essa questéo foi positiva e foi criado o conjunto dos nimeros inteiros, denotado
por Z.

O problema que passaremos a discutir é andlogo ao anterior. A nossa questdo atual é: sera possivel
construir um conjunto numérico, ampliando o conjunto R, dos nimeros reais, no qual a raiz de um ndmero
negativo — como na equacao x? + 1 = 0 — tenha soluc¢éo nesse novo conjunto?

Questdo: Entendido nosso problema, devemos discutir (a) o que devemos fazer? (b) Por onde comegar?

**k*%

Tarefa 3.2 - Construgdo do novo conjunto numérico (parte 1)

Os pontos principais para se construir um novo conjunto numérico a partir do conjunto R sao:

(i) Resolver as deficiéncias que o conjunto numérico anterior. No nosso caso, resolver o problema das
equacdes que ndo possuem solucédo em R, ou seja, que possuem raiz negativa.

(ii) Preservar, ao maximo, as propriedades do conjunto R na construgéo do novo conjunto. Isto quer dizer,
que é desejavel, que tentemos manter as propriedades operatérias dos nameros reais, tais como, a
associatividade e a comutatividade das operacBes de adicdo e multiplicagdo em R, a distributividade da

multiplicacdo em relacdo a adicao e todas as outras propriedades dos nimeros reais.
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(iii) Identificar, no final do processo de construcéo o que se ganhou e o que se perdeu com a ampliacdo do
conjunto R para o novo conjunto.

Assim, nosso ponto de partida é resolver o problema da raiz de um nimero negativo. Para isso consideremos
aequacdox2+1=0.

Sabemos que decorre dessa igualdade que x2 = v—1.

A saida que os pensadores que estavam envolvidos em resolver o problema encontraram foi criar o simbolo
i, chamado de unidade imaginaria, tal que

i=V—1eoiz=(/-1)2 e i2=-1.

E impondo a esse simbolo que obedeca a duas condigdes:

1%) O simbolo i satisfaz ao maior nimero possivel das propriedades operatdrias usuais de R.

29 Satisfaca ainda a seguinte condi¢do: i’ = —1 .

Vejamos alguns exemplos:

SejaaER,a>O,x:\/—_a2 o x:m
o x=JCD V@
o x=J(Da

e X=ia

Assim, operamos com o novo numero i “como se ele fosse um numero real”, isto é, efetuando as

propriedades operatorias dos nimeros reais. Por exemplo,
(5i)2 = (5i) - (5i) =25i2=25- (- 1) = - 25.

Questao:

(a) Com base nessas informagoes, retornemos as seguintes equagoes da tarefa 1, x> + 4 =0ex? — 4x + 13
= 0. Tente resolvé-las com base nas informagdes obtidas.

(b) Com base no item (a) como voceé representaria o caso mais geral de um nimero desse novo conjunto?
(c) Chamaremos a esse novo nimero de nimero complexo e lembrando que representamos o conjunto dos
nameros racionais pela representagao:

Q={ab:a,bezZeb+£0}

Como voceé representaria em simbolos o conjunto dos nimeros complexos?

*k*

A partir da questao (a) “O que devemos fazer?” e da questdo (b) “Por onde comecar?”,
recolhemos os seguintes residuos de enunciagéo.
Jota: Entendendo gque ndo existe raiz de indice par de nimeros negativos em R, poderiamos tentar

“corrigir” este fato utilizando algum argumento algébrico que esteja nos reais.
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Doronice: Sim. Ao identificar os demais conjuntos verificamos que ndo possuimos raiz de um
namero negativo. Entdo criamos um novo conjunto ao qual conseguiriamos realizar a questao.
Surgindo como novo conjunto os numeros complexos C introduzindo a unidade imaginaria (i). i =
raiz quadrada de -1 ficando raiz quadrada de -9 = raiz de nove vezes raiz de -1 = 3 vezes i = 3i.
Lero: Para que a equacdo informada acima possa ter um resultado “aceitavel”, sera necessario a
utilizacdo de um conjunto que é um tanto complexo, pois historicamente sem a utilizacdo deste
“novo” tipo de conjunto, o conjunto dos nimeros complexos C, tal resultado ndo seria possivel, no
caso da equacéo o valor que poderia atender a necessidade seria raiz quadrada de -1.

A partir da forma que Lero enuncia sua conclusdo, realizamos a leitura de que o que ele
enuncia ndo é algo ainda legitimado por ele. Ele aponta o que é necessario de ser feito mas nao
incorpora esse resultado como algo em que ele acredita ou compartilha como verdade, diferente das
enunciagdes de Doronice e Jota, que utilizam as expressdes “verificamos”, “criamos”, “entendo”,
“poderiamos”.

ApO6s motivarmos a investigacao do que € necessario para o novo conjunto a fim de satisfazer
as necessidades matematicas, damos certa direcdo as construgdes ao apresentarmos a solugdo criada
pelos matematicos, que € a unidade imaginaria.

Apontamos essa sequéncia de tarefas como exemplo de nossa escolha metodolégica, primeiro

se constroéi, depois tomamos conhecimento do que 0 matematico construiu.

*k*k
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(a) Com base nessas informagdes, retornemos as seguintes equacoes da tarefa I, x> +4=0ex?>—4x + 13 = 0.

Tente resolvé-las com base nas informages obtidas.
(b) Com base no item (a) como vocé representaria o caso mais geral de um nimero desse novo conjunto?

(c) Chamaremos a esse novo nimero de nimero complexo e lembrando que representamos o conjunto dos

nlmeros racionais pela representacao:
Q={ab:a,bezZeb+0}

Como voceé representaria em simbolos o conjunto dos nimeros complexos?

*k*k

Na primeira questdo ap6s formalizagao do calculo com raizes quadradas de nimeros negativos
obtivemos residuos de enuncia¢do quase que idénticos, dos quais identificamos a legitimacao pela
parte discente da operacdo com a parte imaginaria i, devidamente identificada e operada como o
matematico define.

Entretanto, na representacdo mais geral de um nimero complexo tivemos divergéncias.
Jota: (b) xie X +i
(c) C ={a+bi; a, b pertence R e | = raiz quadrada de -1}

Jota aponta duas representacOes gerais, baseado nos resultados da questdo (a), mas quando
formaliza o conjunto dos numeros complexos apresenta a maneira mais geral possivel de se
representar. Lemos nesse caso que no primeiro momento havia um obstaculo epistemolégico, ou seja,
ele poderia produzir significados para a primeira demanda, mas ndo produziu da maneira esperada.

Notamos que ele poderia produzir significados, denotando como obstaculo e ndo limite,
devido sua enunciacdo na questdo seguinte, onde ele demonstra conhecimento legitimado pelo
matematico a respeito do topico em questdo. Essa situacdo nos aponta novamente um cuidado a ser
tomado na escrita de nossas tarefas ao motivar a producéo de significados.

Doronice: (b) Representaria que os reais estdo contidos no conjunto dos complexos tal que i € a
unidade imaginaria criada para satisfazer z = a + bi (a real e b imaginario).
(c) Simbolo =C, C = {a + bi; a,b pertence R e b diferente de 0 | i € 0 nUmero imaginario}.

Doronice constroi uma representacdo mais geral na primeira questdo, indicando ainda uma
definicdo mais precisa para as constantes a e b, que é divergente da defini¢do estabelecida na questdo
seguinte ( b € um valor imaginario ou real?)

Lero: (b) ?

(c) C = {raiz quadrada de x: a menor ou igual a 0}
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Lero néo produz significado para nossa primeira demanda. Na segunda questéo, nossa leitura
indica que Lero produz significados para a direcdo de que um nimero complexo é apenas a parte
imaginéria, ou seja, apenas a raiz quadrada de um valor negativo.

O quarto ciclo, de tarefa unica [Tarefa 4 — Constru¢do do novo conjunto numérico (parte
I1)], foi utilizado para o trabalho de criacdo e manipulacéo de operagdes basicas (adicdo, subtracao,
multiplicacdo e divisdo), além da validacgdo, ou ndo, pela parte discente, de propriedades pertinentes
a partir das operagdes, como comutatividade, associatividade, distributividade e existéncia de

elementos neutro e simétrico.

**k*

Tarefa 4 - Constru¢do do novo conjunto numérico (parte I1)

Trabalho em grupo:

Os nmeros complexos custaram a serem aceitos, e a evidéncia mais facil de ser constatada é retirada da
forma com que até hoje os denominamos: o simbolo i é a “unidade imagindria” e os niimeros desse novo
conjunto, os “complexos”. Outros numeros também passaram pelo mesmo processo de repulsdo — irracionais
eram os “inexprimiveis” e “quantidades ficticias” nomeavam os negativos. Isso ocorreu pois a matemdtica
lidava, e ainda lida, com objetos que nem sempre correspondem com a experiéncia real e ndo abstrata, chamada
por Tatiana Roque de experiéncia sensivel, e quando a comunidade matematica enxerga a necessidade de
transicionar a no¢do do que é nimero, algo que significava apenas quantidade, para algum tipo de entidade
abstrata, operacfes com o que antes era concebido como monstruosidade se tornam mais confortaveis e, por
consequéncia, aceitas socialmente.

Dando continuidade a constru¢do do nosso novo conjunto numérico é necessario que sejam apresentadas
algumas definicdes e verificadas se algumas propriedades de R continuam a valer em C.

Com isso em mente, siga o roteiro de trabalho:

a) Defina igualdade de dois nimeros complexos.

b) Defina as operacdes de adicio, multiplicacdo, subtragéo e divisdo em C.

¢) Na operacéo de adicao em R sdo validas as propriedades: associativa, comutativa, existe o elemento simétrico
e 0 elemento neutro. Verifique se tais propriedades sédo vélidas em C.

d) Na operacdo de multiplicacdo em R sdo validas as propriedades: associativa, comutativa, existe o elemento
simétrico e o elemento neutro. Verifique se tais propriedades séo validas em C.

e) Em R é vélida a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do. Verifique se é também vélida
em C.

*k*

Projetdvamos que essa tarefa nos daria informagdes de como as(os) discentes estariam
manipulando os elementos do conjunto a pouco construido, além da crenga ou néo crencga do que se

pode ou ndo fazer com 0s mesmos, a partir do que até ali foi discutido e apresentado.
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As producdes quanto a definicdo das operacdes de adicdo e subtracdo foram semelhantes,
indicando a operacdo de parte real com parte real e parte imaginaria com parte imaginaria, como
efetuamos em expressGes algébricas, por exemplo, operando com semelhantes. J& a producao das
defini¢des de multiplicacéo e divisdo trouxe elementos a serem discutidos.

Destacamos que nenhuma producdo de participante aqui analisada utilizou apenas termos
generalizantes, 0 que € interessante para discutir se a forma com gue foi definida pela(o) participante é vélida
exclusivamente para o exemplo utilizado ou se é generalista.

Doronice e Sandora, por exemplo, definem a multiplicagdo de nimeros complexos apenas como a
multiplicacdo de um fator real por um fator complexo, e ndo de dois fatores complexos.

2(7-2i)=14- 4i

Jota j& define a multiplicacdo de duas maneiras, uma semelhante ao processo utilizado na
propriedade distributiva da multiplicacdo, e outro que mantém a forma de operar semelhante com
semelhante utilizada para a adicéo e subtracao.

2+ 3i)x(3+20))=6+4i+9i+6i2=0+ 13i
2+3ix(3+2)=6+6i2=6-6=0

Porém, quando verifica na letra d) as propriedades da operacdo de multiplicacdo em C, utiliza
da primeira definicdo para afirmar que a operacdo de multiplicacdo em C é associativa e comutativa.
Essa escolha é interessante para nos questionarmos se Jota testou as duas definicbes e, como apenas
a primeira verifica a comutatividade e associatividade, manteve essa verificacdo no papel, ou se ao
notar que a primeira defini¢do foi suficiente para verificar as propriedades ja descartou a segunda
producdo. Esse comportamento reflete a producdo matemaética realizada por matematicos por todos
esses anos, o que ¢ definido é assim porque SO existe uma Unica representacdo ou porque é essa que
funciona dentro do interesse do matematico?

Um elemento que ndo havia sido previamente apresentado a turma e que foi importante para
a producéo das verificagdes de propriedades da multiplicagdo foi o conjugado. Doronice e Sandora,
que ja haviam tido contato com a disciplina, lembravam da necessidade de reescrever a fracdo que

indica a divisdo de numeros complexos de forma que o denominador seja formado apenas de parte

real. Em sua ficha, elas registram esse conhecimento partindo da forma geral a/bi :

A partir da discusséo dessa defini¢do, a turma foi motivada a pensar em um padréo generalista
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que permitiria reescrever uma fragdo complexa com denominador apenas real, chegando na

representacdo registrada na ficha de Lero, que nesta aula dividiu sua produgdo com a participante
Malu:

A nogéo de conjugado foi utilizada, mas ndo foi nomeada nem formalizada previamente,
derivada do conhecimento de parte do grupo, sendo discutida e aperfeicoada a partir de testes
numericos até uma formalizacdo mais generalista. Entendemos o que ocorreu na aplicacdo desta
tarefa como um 6timo exemplo do que pode acontecer em uma sala de aula que permite a troca entre
estudantes e que pde em marcha a producao de significados a partir de uma demanda, e ndo apenas a
partir de um conhecimento pronto e imutével.

Por fim, analisamos a producéo discente nas tarefas do Ciclo 5. Composto de quatro tarefas
(Tarefa 5.1 — A representacdo geométrica do conjunto dos nimeros complexos, Tarefa 5.2 —
Interpretac6es de um nimero no Plano de Gauss, Tarefa 5.3 — Traducéo das opera¢des com nimeros
complexos no Plano de Gauss, e Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um namero complexo), pode-
se dizer que o quinto ciclo teve o papel de inserir o Plano para permitir a discusséo da representacao
geomeétrica de nimeros complexos, ao mesmo tempo que encerrou o primeiro momento da disciplina
e a fase de aplicacéo de nossa pesquisa.

Motivadas pela nogdo de que propriedades e caracteristicas sao perdidas em referéncia aos
conjuntos ja conhecidos, essas trés tarefas, a partir de comparag¢fes com o conjunto dos nimeros reais,
demandavam producédo de significados para a visualizacdo dos nimeros complexos agora em um
Plano.

**kk

Tarefa 5.1 - A representacéo geométrica do conjunto dos nimeros complexos
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Texto para discussdo

Como temos experimentado ao longo dos encontros, estudar e investigar a respeito dos nimeros complexos
nos impulsiona a também estudar e investigar algum conjunto numérico por nés ja conhecido, como o conjunto
dos nlimeros reais, junto de suas propriedades.

A comparacao entre esses 0s dois conjuntos citados é uma acdo quase impossivel de ser repelida, e até
Gauss tomou um caminho parecido. Em seus estudos, Gauss obteve resultados para os nimeros inteiros e reais
enquanto explorava a construcao dos complexos, auxiliando seus estudos na Geometria Plana e Algebra.

Agora sabemos que na construgdo de um conjunto, como discutido na Tarefa 3.2, propriedades e
caracteristicas sdo perdidas em referéncia aos conjuntos j& conhecidos, e outras propriedades sdo ganhas.
Podemos dizer que a representacdo geométrica em C deixa visivel a perda de ordenacdo® de elementos no
conjunto dos nimeros complexos, que por consequéncia implica em uma disposi¢ao geométrica diferente da que
estamos habituados.

Os nlmeros reais estdo dispostos no que chamamos de reta real, sendo identificados como todos os pontos
pertencentes a essa reta. No caso desse conjunto, a ordenacao é extremamente necessaria para identificarmos a
posicao de cada nimero real na reta, através das relagcdes de menor que ou maior que entre os reais.

Questao:

(a) Com base nas informacBes anteriores, e na defini¢do geral dada para um nimero desse conjunto, como
poderiamos desenvolver uma representacdo geométrica para 0s nimeros complexos?

(b) De acordo com a representacdo geométrica desenvolvida em (a), identifique geometricamente os seguintes
nimeros complexos:

A2 +i B.2—i C.-4+6i D.V/3+2i
E.5 F.-3i G.1+i Ho-1+i

*k*

Tarefa 5.2 — Interpreta¢es de um nimero no Plano de Gauss

O plano onde representamos geometricamente os nimeros complexos é chamado de Plano de Gauss. Wessel,
um agrimensor, no ano de 1798, ja havia identificado esse modelo para representar nimeros complexos - através
de pares ordenados representando pontos em um plano - porém o reconhecimento de Gauss como um grande
matematico fez com que esse plano incorporasse o seu nome, mesmo tendo demorado mais tempo para chegar
na mesma conclusdo que Wessel.

Nessa representacao, cada nimero complexo z = a + bi é identificado como um ponto do Plano de Gauss
pelo par ordenado (a, b). O eixo Ox é o0 eixo real, onde representamos a parte real de z (a) e 0 eixo Oy é chamado
de eixo imaginario, onde representamos a parte imaginaria de z (b).

Observe um exemplo na imagem, considerandoz =a + bi,talque 1 <a=b < 2.

SA lista de exercicios aplicada apds do 4° Ciclo contava com um exercicio de enunciado “Mostre, com base nas condigdes
adotadas, que o nimero i ndo é positivo, ndo é negativo e ndo é igual a zero, ou seja, que as relagbesi >0,i<0ei=0
ndo tém significado.”, auxiliando o entendimento da impossibilidade em ordenar os nimeros complexos.
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Além de localizarmos um ndmero complexo z = a + bi no plano por coordenadas ditas cartesianas (a , b),

interpretando z como um ponto P, podemos interpreta-lo também como um vetor determinado pela seta OP.

7 P=(ab)=a+bi=z

L

_1__
Com a interpretacdo vetorial, é possivel visualizar transformacfes geométricas por meio das operacfes

usuais que ja foram definidas para os nimeros complexos.

Questao:
(a) Com base nas informacg0es anteriores, e considerando a interpretacéo vetorial de um ndmero complexo,
identifique os seguintes nimeros complexos no Plano de Gauss e, em cada caso, indique o modulo do vetor
determinado pelo nimero complexo em questé&o.
A2+i
B.2—i
C.-4+6i

(b) De acordo com os célculos realizados, vocé acredita que é possivel estabelecer alguma formula para o calculo

do médulo de um vetor gerado por um ndmero complexo z = a + bi para quaisquer valores de a e b?

**k*%

Tarefa 5.3 — Traducdo das operacoes com niimeros complexos no Plano de Gauss

Texto para discussao
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Como citado na Tarefa 5.2, a interpretacdo vetorial de um nimero complexo possibilita visualizar
transformacdes geométricas por meio das operagdes usuais que ja foram definidas para esses nimeros, como a
soma e o produto.

Vamos analisar um desses casos, o produto de um complexo por um numero real.

®  Produto de um niimero complexo por um niimero real
Considere m =2 + i € Ce 3 € R. O produto desses dois nimeros resulta em n = 6 + 3i:
3 m=3-(2+i)=6+3i
Se representarmos esses dois numeros complexos no plano teremos a seguinte representagdo:
m=2+i=(2,1)=4
n=6+3i=(6,3) =8B

Analisando o plano nota-se a ocorréncia de uma transformacdo geométrica chamada homotetia —
ampliag¢do ou redugdo de uma distancia ou drea, a partir de um ponto fixo, que preserva as caracteristicas
originais, como forma e angulagdo.

Podemos verificar a homotetia sabendo o modulo dos vetores envolvidos e a angulagdo de ambos em relagdo
ao eixo Ox das abscissas.

O modulo de um vetor qualquer nesse plano, ou seja, a distdncia de um ponto até a origem do plano, pode

ser calculado da seguinte forma:

|z| = a® + b?

No nosso caso, temos:
Im| =va® +b*=|m| =/ (2)*+ (1) =V4+1=+5
In| =va?+ b*=|n| =/(6)* + (3)> =36 + 9 = V45 = 3V/5

Assim, verifica-se que 0 modulo de n é trés vezes maior que o modulo de m, ou seja, ocorreu uma ampliagdo

da distancia. Agora precisamos verificar se a angula¢do do primeiro vetor, m, foi preservada.
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A angulagdo 0 de um vetor nesse plano, sendo 0 <0 < 2x, é chamada de argumento desse vetor, ou melhor,
argumento do numero complexo dado — Arg (z). Essa angulag¢do é demarcada no sentido anti-horario, a partir

do eixo das abscissas Ox até o vetor indicado.

b
A angulagdo 0 de z complexo é tal que cos(0) = % esen(f) = T
a 2 b 1
E, i Q) =—="—csen(a) = —=—
m relagdo a m,cos(a) =S () =T
; _a_6 _z2 _b_ 3 _1
Em relagdo a n,cos(B) = =3 ﬁesen(ﬁ) = TIET

Assim, como cos (a) = cos (p) e sen (a) = sem (B), a = f5. Esse resultado nos indica que o argumento de m é

o mesmo argumento de n, logo a angulagdo é preservada, verificando a homotetia!

Diferentes operagoes terdo diferentes tradu¢des no plano. Assim, retornaremos no ultimo item da tarefa
anterior, em que tinhamos como objetivo investigar qual a tradu¢do ndo do produto, mas da soma de numeros

complexos no Plano de Gauss.

Questdo: Defina dois nimeros complexos m e n quaisquer. Em seguida identifique-os no plano e calcule o
modulo dos vetores gerados por eles. Apos o cdlculo dos modulos, realize a soma entre m e n e identifique o
resultado obtido no plano. Por fim, analise o numero complexo resultante da soma, a sua localizagdo no plano e
o seu modulo. O que podemos dizer sobre esse resultado geométrico? Se preferir, utilize o plano abaixo para uma
melhor visualizagdo de sua investigacdo. [Na questdo indicada, havia impresso um plano cartesiano com linhas
pontilhadas para facilitar a realizag¢do do que foi solicitado em enunciado]

*k*

Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um niimero complexo

Agora que temos conhecimento da interpretacdo vetorial de um numero complexo, de como calcular o
modulo de um vetor nesse plano e também como encontrar a sua angulag¢do, que chamamos de argumento,
podemos identificar um niimero complexo ndo mais apenas por coordenadas cartesianas, mas também pelo que
chamamos de forma trigonométrica.

A forma trigonométrica de um numero complexo z = a + bi é escrita em fun¢do do argumento desse mesmo

numero, sendo um angulo 0. Até agora vimos duas relagées envolvendo o argumento de um complexo:
a b
cos(8) = o ¢ sen(@) = =

Podemos reescrever essas equacgdes da seguinte maneira:
a = |z|cos(6) e b = |z|sen(8)
Como z = a + bi, podemos substituir o equivalente a a e b, encontrando o que chamamos de forma
trigonométrica:
z=a+bi

z =|z|cos(0) + |z|sen(0)i
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z :|Z|(cos(9) + isen(G))

Vejamos um exemplo de escrita de um niimero complexo em sua forma trigonométrica:

Sejaz=]+\/§i eC.

Temos que |z| = v/ a* + b2, entdo
2l = [12+ (V)2 =IF3=Vi=2

Precisamos ainda encontrar Arg (z), entdo seguindo os calculos...

cos(8) = % e sen(0) = L2

|z]
cos(B) = % e sen(0) = g ecomo 0<0<2m 0 =§

Assim, tendo os valores de |z| e Arg|z|, reescrevemos z como:

=2 (cos (2) +isen (%))

Essa nova forma de identificar um complexo, nomeada de forma trigonométrica, é equivalente ao que
chamam de forma polar de um niimero complexo. Na forma polar ganhamos as coordenadas polares, (1, 8), em
que r representa a distdncia do numero z até a origem, ou seja, |z|, e 6 o argumento desse mesmo numero: Arg(z).

Questdo:

(a) Obtenha a forma trigonométrica dos nuumeros apresentados abaixo.
m=2+2/3i
n=V3+i

(b) Exprima os seguintes numeros na forma trigonométrica e os represente geometricamente no plano, indicando
|z| e 6.

z=1+1i

w=V3 —i

x=2i

**k*

Diferente dos residuos produzidos nas tarefas dos quatro ciclos anteriores, os do quinto ciclo
foram de dificil analise pela auséncia de textos. Pelo relato do professor que ministrou a disciplina,
as tarefas do quinto ciclo demandaram muitas intervencdes docente, o que fez com que a metodologia
que vinha sendo utilizada ao longo das aplicagdes fosse parcialmente modificada. Essa postura indica
uma sala de aula viva e um material em construcdo, que é preciso ser adaptado para as necessidades

das(os) discentes.



67

Interpretamos que a passagem da tematica das operacdes para a tematica da representacéo
geométrica pode ter sido muito abrupta, necessitando um novo olhar para o material para que
alteracdes sejam realizadas a fim de tornar o texto das tarefas ndo usual e familiar, como exercitamos
para que assim fossem desde o inicio da confeccdo de nosso produto educacional.

O sexto ciclo realiza a transicdo dos dois momentos do Curso de Introducédo as Variaveis
Complexas desenvolvido. E composto de trés tarefas (Tarefa 6.1 — Multiplicac&o e Potenciagdo na
Forma Trigonométrica, Tarefa 6.2 — Radiciacdo na Forma Trigonométrica e Tarefa 6.3 — Resolvendo
0 Problema Inicial), que além de serem de extrema importancia para as inferéncias das tematicas
seguintes produzidas pelo trabalho de Tiago de Oliveira, também foram essenciais para a conclusao
de nossa motivacao inicial, o problema do volume, que ap6s obtencao de todas essas ferramentas, ao
longo dos 6 ciclos, pode ser efetuado.

Apresentamos apenas a Tarefa 6.3 — Resolvendo o Problema Inicial, a fim de expor o
fechamento de nossa motivagao inicial, que para resolugdo também contou com o “colocar a mao na

massa” pela turma participante da pesquisa.

**k*

Tarefa 6.3 - Resolvendo o Problema Inicial

No inicio dos nossos estudos (Ficha 02) vimos um problema que recaiu em uma equacéo do 3° grau. A
resolucdo desta equacdo pela formula de Cardamo-Tartaglia foi interrompida, pela primeira vez, ao depararmos

com a raiz quadrada de um nimero negativo.

Esta barreira foi superada com a criagdo dos ndmeros complexos, porém tivemos que interromper,
novamente, a resolu¢do quando chegamos no seguinte calculo (envolvendo raizes cubicas de um ndmero

complexo):

A questdo da radiciacdo de nimeros complexos foi esclarecida, como vimos através da forma trigonométrica.
Agora temos todas as ferramentas para resolver o nosso problema inicial.
Seja V o volume de um cubo de aresta x, e V’ 0 volume de um paralelepipedo retangulo cuja area da base ¢

3 e cuja altura ¢ igual a aresta do cubo.

Area=3
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Encontre os valores da aresta x tal que V=V’ + 1.

Resolugéo: Como V = x3* ¢ V’ = 3x + 1, o problema leva imediatamente "a seguinte equacgdo: x3 = 3x + 1,
que é da forma y3 + ay + b = 0 e esta, apds um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as equagdes

do 2° grau, prova-se que é resolvida pela formula que ja vimos na ficha 02:

Temos, nesse caso, a =-3; b =

resolucdo déa para a raiz da equagao,

Agora é com vocés, encontrem a solucdo desse problema.

**k*

5.2 Nossa andlise para além das fichas de trabalho

A questdo de nossa pesquisa estava em torno da busca das caracteristicas da disciplina
Varidveis Complexas que caracterizassem a mesma como um curso em servigo da formacéo da futura
e futuro professor de matematica.

Ao questionarmos as(0s) participantes sobre o que acharam da metodologia baseada em fichas
de trabalho, obtivemos as seguintes respostas:

Doronice: “Legal pois proporciona uma analise critica.”.

Jota: “Achei muito boa, pois ela permitiu analisar com calma os aspectos relacionados ao contetido,
como o aspecto histérico em torno do problema dos volumes que deu inicio a discussdo do conteldo,
i1sso para mim sem duvida agregou ao conhecimento adquirido.”

Lero: “Interessante e bastante didatico”.

Sandora: “Legal, porém fazer questdes sem compreender o conteudo abordado, perde muito tempo.”.
Percebemos que a experiéncia foi positiva para a turma quando as respostas sdo realmente
relacionadas a forma com que o contetdo foi apresentado, e ndo sobre os topicos que foram ou nédo

aprendidos - 0 aspecto metodologico sobressai.
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Como apontado por Sandora, entendemos que na pratica docente o tempo sempre serd nosso
adversario, seja na pratica, seja no planejamento. Porém quando estamos em um processo de ensino
e aprendizagem, nos questionamos, 0 que seria perder tempo?

Ao questionarmos as(0s) participantes sobre quais as vantagens e desvantagens que viram
nessa metodologia, obtemos as seguintes respostas:

Jota: “As desvantagens acredito que seja o tempo, pois, toda ficha necessita do tempo para resolver,
discutir e isso talvez atrapalhe em praticar o contetido”.
Sandora: “Desvantagem: perda de tempo quando ndo compreende os contetidos.”.

Interpretamos que essa sensacdo pode ter sido despertada pela vivéncia escolar de ndo nos
debrugarmos sobre 0 novo e ja sermos apresentados aos resultados e defini¢cdes prontas, o0 que causa
certa inquietacdo - isto ndo ja foi descoberto? Por que preciso pensar sobre isso?

Produzir a partir de tarefas é trabalhoso e demanda longos prazos, assim como cria-las a partir
dessa metodologia também é. E preciso construir textos que sejam suficientes para integrar
bibliografia base de ementas de disciplinas de contedo matematico, e para isso faz-se necessario
realizarem cada vez mais pesquisas com objetivos de criacdo de materiais para a licenciatura em
matematica com uma perspectiva diferente da ja apresentada pelos matematicos.

Sendo possivel, enquanto ndo tivermos bibliografia suficiente relacionada a educacéo
matematica, incentivamos a utilizacdo de ementas que sejam abertas as necessidades do corpo
discente dentro da temaética trabalhada. No caso de nossa pesquisa, as fichas, que serviram como
nosso material didatico, foram criadas durante a aplicacdo delas, o que nos dava perspectiva do que
acrescentar, ou ndo, nas fichas e listas de exercicio seguintes dentro da tematica que tinhamos
programado.

Entretanto, os ajustes feitos durante o periodo de aplicacdo foram realizados a partir de nossa
leitura do que a turma necessitava a partir dos residuos de enunciacéo. E importante, apos avaliagio
discente, avaliarmos também que seria possivel intercalar listas de exercicios em mais momentos do
curso, e que isso poderia ter minimizado a sensacdo de perda de tempo relatada.

Uma ferramenta que nao foi utilizada em nossa pesquisa e que, se utilizada, seria de grande
valia é a gravacdo das aplicacdes. Os registros do caderno de campo somados aos audios das
gravacOes nos inseririam muito mais, posteriormente, ao ambiente de aplicacdo das tarefas, j& que
algumas falas podem passar despercebidas no momento, influenciando diretamente no que sera
utilizado como base em uma futura intervencao.

Para além da discussao sobre o tempo, a falta de registros de audio pode prejudicar a analise
dos residuos de enunciacdo em tarefas que demandam representacdes geométricas, como as fichas de

trabalho do ciclo 5.
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Lero apresenta outro topico em sua avaliagdo sobre vantagens e desvantagens da metodologia:

0 erro.
Lero: “Vantagem que aprendemos com 0s nossos erros pois iniciamos os trabalhos com as fichas
utilizando o que imaginamos saber e depois discutimos os resultados com o professor e toda a turma
e conseguimos detectar o que fizemos de errado e aprendemos com os erros. A desvantagem é que
ndo sabemos no primeiro momento se o que fizemos esta bem direcionado.”.

Frisamos que nos manter dentro do proposto e ndo apresentar o conteudo de maneira
expositiva foi um desafio. A préatica do professor ser o detentor do conteddo e interferir a todo
momento evitando os erros e direcionando para a producdo de significados por ele desejada é quase
que intrinseca da préatica docente, uma acdo automatica, e vivenciar algo novo foi extremamente
enriquecedor para nossa pratica e pesquisa.

Este desafio se estende para toda a turma, que provavelmente lida com o erro de forma
negativa, ja que socialmente o erro é sinbnimo de equivoco, absurdo e falha. Trabalhar em sala de
forma que o erro ndo seja um fator desmotivador ndo é simples. Em nossa pratica, lidar com a
exposicédo do erro ndo foi tdo delicada pela proximidade das(os) participantes, que se identificavam
como turma e ja se conheciam ha muito tempo, porém é um fator de atencéo ao utilizar metodologias
que demandam mais participacdo e exposi¢do da producao discente.

Doronice inclusive sugere em sua avaliacdo que seja incentivada uma pesquisa prévia a
aplicacdo das atividades de determinado tema, para que a turma esteja mais preparada no momento
de producdo. Entretanto, nos questionamos se a pesquisa prévia ndo seria uma espécie de, novamente,
apresentacdo das definicdes e resultados do topico a ser estudado, o que tornaria o processo de
producdo de significados mais uma vez condicionado ao que o matematico ja produziu.

Por fim, a avaliacdo da disciplina também esteve presente na avaliacdo discente ao ser

apontada como uma vantagem da utilizacdo dessa metodologia.
Jota: “A primeira vantagem do ponto de vista do aluno ¢ ndo haver prova, o que para mim ¢ uma
vantagem, pois tira a preocupacdo com a nota, que geralmente rem disciplinas convencionais
sobrepde a preocupacdo com a aprendizagem, além disso a interagdo com o professor e com 0s outros
alunos nas discussdes sobre as fichas ajudam, pois o colega pode ter uma visdo diferente que contribui
para o entendimento, essa abertura para a discussao dos conceitos, acredito que também proporciona
uma avaliagéo do aluno, pois o professor ira observar o entendimento do aluno pelas interagdes.”.

Acrescentamos que mesmo avaliando com base na producédo discente, a aprovacao da turma
ndo foi total, justamente pelo nimero de faltas, que prejudica o estudo individual e coletivo que é

preciso na metodologia utilizada.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nosso objetivo neste trabalho era o de investigar quais devem ser as caracteristicas de uma
disciplina de varidveis complexas para que ela esteja a servico da formacdo da futura e futuro
professor de matematica. Delimitamos tais caracteristicas como uma proposta de sala de aula a luz
de nosso referencial tedrico, 0 Modelo dos Campos Semanticos, e em nossas consideracdes finais
apontamos tais escolhas, justificadas, juntamente de reflexdes sobre esse processo.

Apds andlise da organizacdo da oferta de disciplinas que tratam de topicos de variaveis
complexas em onze universidades federais mineiras, confirmamos um argumento introdutorio deste
trabalho de que, na licenciatura em matematica, a concepc¢do de disciplina é tradicionalmente, para
além dos documentos oficiais discutidos, proposta pela visdo do matematico para a formagdo do
futuro matematico, e ndo do(a) futuro(a) professor(a) de matematica.

No caso, realizamos analise por meio das matrizes curriculares e projetos pedagdgicos
disponiveis para acesso da Universidade Federal de Alfenas (Unifal —- MG), Universidade Federal de
Itajubd (Unifei), Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF), Universidade Federal de Lavras
(Ufla), Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), Universidade Federal de Ouro Preto (Ufop),
Universidade Federal de Sdo Jodo del-Rei (UFSJ), Universidade Federal de Uberlandia (UFU),
Universidade Federal de Vigosa (UFV), Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM),
Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri (UFVIM).

Nossa revisao de literatura embasou nossa constatacao de que podemos generalizar para além
das disciplinas de topicos de variaveis complexas que muitas disciplinas refletem a visdo do
matematico. Esta constatacdo aponta a necessidade de producdo de materiais didaticos — livros, por
exemplo - que possibilitem uma discuss&o diferente da tradicional do matematico, seja para o trabalho
com ndmeros racionais, topicos de geometria, algebra linear, nimeros complexos ou tematicas de
calculo, andlise, estruturas algébricas, dentre outras.

Fundamentados tedrica e metodologicamente pelo Modelo dos Campos Semanticos, por nossa
revisao da literatura e pela aplicacéo de nosso produto educacional, elencamos as caracteristicas que,
em nossa concepcao, sdo necessarias para a formacgdo ndo sé matematica, mas também metodoldgica
de um licenciando e licencianda em matematica a partir de uma disciplina de variaveis complexas.

Como primeira caracteristica, sugerimos, com base no que constatamos, que € interessante
restringir os topicos a serem trabalhados em uma disciplina de variaveis complexas em quatro grandes
temas: Numeros Complexos e operagGes, Geometria Analitica no Plano Complexo, EquacGes

Algébricas e Fungdes Complexas.
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Reforcamos que essa sugestdo estd baseada na discussdo que realizamos ao longo de todo
nosso trabalho a respeito da impossibilidade de conclusdo de ementas extensas devido a diferenga
existente entre o tempo real de aprendizagem e o tempo institucional de ensino como observado em
Silva (2015). Alem disso, retomamos que é de grande valia trabalhar esses mesmos quatro grandes
temas fazendo referéncias ao que ja é ensinado por anos na Educacéo Bésica, esses mesmos quatro
temas centrados no conjunto dos nlmeros reais.

Acreditamos que a discussdo de algo novo é capaz de elucidar conceitos antes ndo
compreendidos, sendo um recurso para justificar a presenca desse estudo na grade curricular da
licenciatura em matematica. Os documentos oficiais indicam o estudo do tema, torna-se necessario
direcionar esse estudo para a pratica futura docente, e ndo para uma formacéo distinta como a do
matematico.

Em nossa concepcdo de pesquisa, nosso foco ndo estava primaria e exclusivamente no
conteudo, logo buscamos contribuices para além do conhecimento matematico, também
relacionadas a futura pratica docente como vivéncias metodoldgicas e pedagogicas frente aos
contetidos de varidveis complexas, ou seja, buscamos identificar uma proposta metodol6gica em que
a(o) estudante em formacdo experienciasse falar a partir de um texto matematico.

Consequentemente, como segunda caracteristica indicamos que a bibliografia bésica,
mesmo que formada por livros escritos para a formacdo de matematicos, também englobe fichas de
trabalho, semelhante as desenvolvidas nesta investigacdo e na pesquisa desenvolvida pelo Oliveira
(2024), que podem ser utilizadas, modificadas e adaptadas de acordo com a necessidade.

Sabemos que o tempo de planejamento € curto, e que criar tarefas ndo é um trabalho simples,
porém acreditamos que, para que 0 curso esteja a servico de uma formacdo também metodolégica e
pedagogica, as(0s) discentes precisam ser apresentados ao estranhamento, para que assim se tornem
sensiveis aos futuros estranhamentos que vivenciardo sem suas salas de aula, e a maneira que
encontramos em nossa pesquisa de tornar isso possivel é inserir a turma em uma situacdo de mao na
massa, de resolver uma tarefa sem uma orientacdo prévia de como obter uma solugéo, estando atentos
sempre a relagdo de serem tarefas de textos familiares e ndo-usuais.

Esta pratica se relaciona ao nosso referencial tedrico por ndo apresentar o resultado
matematico ja estabelecido como o Unico possivel. O estranhamento vivido pelos matematicos, antes
de terem desenvolvido diversas defini¢des e resultados, pode ser assim vivenciado em menor escala
dentro de sala de aula, e os desafios que seguem essa producdo podem nos apontar as potencialidades
metodoldgicas de determinados conteidos e propostas.

Cientes da necessidade de estabelecer a ementa da disciplina a ser cursada, valorizamos a

possibilidade de disciplina que esta a servigo da formacéo da(o) futura(o) docente ser ofertada como
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uma disciplina de ementa aberta, ou seja, que a(o) docente tenha a liberdade de planejar o contetdo
a ser trabalhado dentro de cada tema, frente a dindmica naquela turma especifica de acordo com a
evolucdo de suas aulas. Isto evita a existéncia de assincronismo, ja que o tempo institucional de ensino
estara alinhado ao processo de aprendizagem em acdo na sala de aula.

Paralelamente, consideramos a terceira caracteristica - a postura docente nesta disciplina,
um fator fundamental para que ela esteja a servigo do licenciando e licencianda em sua formagéo
matematica e pedagdgica/metodologica.

A(0) docente, sendo educador(a) matematico(a) ou matematico(a), é o mediador desta sala de
aula, e por isso cabe a ele(a) a funcdo de proporcionar um ambiente em que diferentes producdes de
significado sejam valorizadas, que o trabalho em grupo e individual seja realizado, que o erro ndo
seja lido com o juizo de valor que ja é normalmente associado, e que diferentes metodologias tenham
espaco de atuacéo.

Em nosso texto, descrevemos o processo metodologico que foi utilizado em nossa sala de
aplicagdo, mas sugerimos, em concordancia com nossa revisdo de literatura, que outros modos
também possam ser experimentados, desde que o trabalho frente ao contetido ndo seja direcionado a
formacdo de matematicos, e sim de futuros e futuras professoras de matematica.

Para a quarta e Gltima caracteristica, apontamos o processo de avaliacdo como merecedor
de atencdo. O sistema de avaliacdo por nota a partir de uma avaliacdo tradicional, com perguntas
relacionadas ao tema, nao foi aplicado por nos, e ndo é o que acreditamos como caracteristica para
uma disciplina neste formato. O trabalho produtivo ser avaliado ja é uma mudanga metodoldgica, ja
que nas disciplinas matematicas esse tipo de valorizacdo ndo é o padrédo, e justamente por isso é
necessario realizar uma conscientizagdo da turma de que, além da frequéncia, o trabalho a partir das
tarefas em sala também é importante, ja que todas as discussdes sdo pautadas a partir do que as(0s)
discentes produzirem. Sem que a turma se aproprie dessa acao € dificil que o curso seja concluido
seguindo seu objetivo formativo.

Acreditamos que as caracteristicas apontadas para o curso podem ser adaptadas e utilizadas
em outras disciplinas matematicas, ja que em nosso texto, propomos e discutimos caracteristicas
possiveis, mais metodoldgicas do que conteudistas, de acordo com nossa premissa de que nosso foco
ndo estava no contetdo matematico, e sim na potencialidade de trabalhar com ele.

A utilizagdo da metodologia explicitada em nosso capitulo 4 juntamente do apoio nas quatro
caracteristicas anteriormente apresentadas nos possibilitou vivenciar o novo como docentes,
presenciando uma experiéncia em campo que consideramos satisfatoria.

Ressaltamos mais uma vez que docentes sdo diferentes e salas de aula também. Incentivamos

que 0 novo seja praticado e vivenciado, e para isso adaptacdes serdo sempre necessarias, 0 que ndo
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inviabiliza a necessidade de pesquisas como a nossa, que podem servir de exemplo e motivacéo a
outras(os) pesquisadoras(es) e professoras(es) a pensarem a formacéo além do contetdo.

A experiéncia desse estudo e pesquisa me elucidaram que, em termos de Lins (2004a), um
monstro monstruoso pode tornar-se de estimacdo, e nds, educadoras e educadores matematicos nao
precisamos apenas reproduzir nossa formacdo ao trabalhar com a matematica do matematico, pelo
contréario, podemos pesquisar, experimentar e implementar diferentes metodologias ndo s6 para
Numeros Complexos, mas para toda a diversidade de topicos matematicos a ser acessada.

Existe a necessidade de construgdo de textos que sejam suficientes para integrar bibliografia
base de ementas de disciplinas de conteddo matematico, com perspectivas diferentes das ja
apresentadas pelos matematicos. Faz-se necessario fomentar pesquisas, desde iniciacao cientifica até
pesquisas mais longas, como os doutorados, para que materiais sejam construidos, como tarefas,
sequéncias didaticas e livros-texto. E preciso que a referéncia exista para que possamos notar que

temos escolha de fazer diferente.
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ANEXOS

ANEXO I: Questionario Discente

DISCIPLINA: Introducdo as Variaveis Complexas para a Licenciatura — MAT06025
PERIODO LETIVO: 2022.1
PROFESSOR: Tiago de Oliveira

Questionario

Nome:

Periodo:

() Licenciatura em Matematica
() Outro curso. Se sim, qual?

E formando neste semestre? () SIM ( )NAO
Disciplinas que cursard em 2022/1:
1)

2)

3)

4)

5)

6)

Marque com um X a(s) disciplina(s) abaixo que vocé ja estudou:
( ) TRIGONOMETRIA E NUMEROS COMPLEXOS
( )CALCULOI

( )CALCULO I

( )CALCULO I

( ) INTRODUCAO A TEORIA DOS NUMEROS

( ) ANALISE REAL I

( ) ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Vocé leciona:

SIM (). Onde:

NAO ().

Quais outras atividades vocé fara no IF Sudeste MG — Campus Santos Dumont neste semestre?

( ) Iniciagdo Cientifica
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() PIBID ou outras atividades com bolsa
( ) Monitoria

() Pratica de ensino

( ) Outra. Qual?

Quantos livros vocé leu, de capa a capa:
(@) No ano de 2020: ()

(b) Noano de 2021: ()

(c) Em toda a sua vida (aproximadamente): ()

ANEXO II: Avalia¢do Diagnostica

Com intuito de nos programar e até mesmo para saber como vamos conduzir nossas tarefas,

gostariamos que respondessem as seguintes perguntas:

1) Descreva o conjunto dos nimeros:

Naturais (N), Inteiros (Z), Racionais (Q), Irracionais (I) e Reais (R).

2) Resolva as seguintes equagdes: (a) x> +x —v3x —vV3=0¢ (b) x* - 3x2 -4 =0.

3) Considere o seguinte Teorema:

Se a soma de dois nimeros inteiros é par, entdo a sua diferenca também ¢é par.
i) Qual € a hipbtese do Teorema?
ii) Qual é a tese do Teorema?

iii) Demonstre o Teorema.

4) Defina com suas palavras o que é funcdo, em seguida apresente alguns exemplos.
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ANEXO I11: Termo de Compromisso Etico

A problematica da pesquisa intitulada O Ensino de Variaveis Complexas na Licenciatura em
Matematica se expressa pela seguinte questdo: “quais devem ser as caracteristicas da disciplina
Variaveis Complexas, no conjunto das disciplinas de um curso de Licenciatura em Matematica, para
que esteja a servigo da formacao da futura e futuro professor de matematica?”’. Um dos objetivos ¢ a
criacdo de um material didatico para que os professores e professoras possam utilizar, baseados nas
caracteristicas que teremos proposto para a disciplina. A aplicacdo desse material didatico,
juntamente da analise de residuos de enunciacdo que serdo coletados, servirdo como material para
embasar as conclusdes da pesquisa.

Durante a aplicacdo e discussdo do material didatico os encontros poderdo ser gravados e
registros escritos de participantes podem ser solicitados, a fim de que seus dados sejam analisados
posteriormente pela pesquisadora e pesquisador. Esses dados respeitardo o sigilo da identidade
das(os) participantes, que poderdo escolher seus nomes ficticios no caso de haver publica¢do dos
resultados da pesquisa.

A participacdo nesta pesquisa € voluntaria, podendo ser interrompida a qualquer momento se
for do desejo da(o) participante. Assim, 0 presente termo torna-se necessario com a perspectiva de
esclarecer e firmar o compromisso de participantes da pesquisa com as a¢des explicitadas acima.

, de abril de 2022.

Nome da(o) licencianda(o) participante da pesquisa

Pesquisadora

Pesquisador



ANEXO 1V: Fichas de Trabalho constituintes do Produto Educacional
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Ficha de Trabalho 1

Para a primeira ficha de trabalho, de tarefa Unica intitulada Resolvendo Equacdes Algébricas, questionamos, a
partir da exposi¢cdo de quatro equacGes algébricas, o significado atribuido a expressdo “resolver uma equagio”

e 0 que pode ser dito apos resolugdo das equagdes propostas.
——
Tarefa 1 - Resolvendo Equacdes Algébricas
Considere as seguintes equacdes:
aA)axe—I2x+7=0;
b) X2+ 4 =0;
C) X2 —12x + 36 = 0;

d)x?—4x+13=0.

1. O que significa a expressdo matemdtica “resolver uma equagdo”?
2. Resolva as equacges acima.

3. Que informaces vocé pode tirar a partir da resolucéo das equagdes dadas?

*k*
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Ficha de Trabalho 2

A discussdo de segunda ficha de trabalho é dividida em duas tarefas, Tarefa 2.1 — Um problema
geométrico e Tarefa 2.2 — Uma leitura algébrica do problema geométrico, ambas com textos
adaptados e tarefas inspiradas no seguinte problema geométrico observado em CARACA, Bento J.
Conceitos fundamentais da matematica. 7 ed. Lisboa: Gradiva, 2010 Este € 0 momento de

apresentacao de um problema, geométrico, que demanda a criacdo de novas ferramentas para que sua solugdo
seja desenvolvida por completo.

*k*k
Tarefa 2.1 - Um problema geométrico

Seja V o volume de um cubo de aresta x, e V' o paralelepipedo retangulo cuja area da base é 3 e cuja altura

é igual a aresta do cubo.

Area=3

T
Verifique experimentalmente se existe uma aresta x tal que V=V’ + I na tabela abaixo:

X \ '+ 1

O que vocé pode dizer sobre o valor procurado?

*k*

Tarefa 2.2 - Uma leitura algébrica do problema geométrico

Ao resolvermos uma equacao algébrica do 2° grau
ax2+bx+c=0 (a+£0), Q)
cujas raizes podem ser escritas sob a forma

—b+yb*-4
x = T aCl (2)
2a



deparamos com a seguinte situacdo: e se a expressao que figura abaixo do radical (o chamado discriminante)
for negativa? Neste caso a radiciacao ndo é possivel em R, por consequéncia a expressao das raizes (2) nao tem
significado.

Aos algebristas antigos, gregos, hindus e arabes ndo tinha passado despercebido este caso embaragoso.
Mas sempre que ele se dava, o problema concreto que tinha dado origem a equacéo, via-se que era um problema
sem solucdo. O algebrista interpretava o discriminante negativo como querendo dizer que o problema néo tinha
solugdo; arrumava o caso dizendo que a equagdo ndo tinha, nesse caso, raizes e dormia sossegado porque essa
interpretacéo estava de acordo com a realidade e as necessidades da pratica na época.

Passaram muitos séculos, sobre a resolugdo das equagdes do 2° grau, sem que soubesse como resolver as
do 3° grau. Foi ja em pleno Renascimento, no primeiro quartel ao século XVI, que os algebristas italianos,

herdeiros da cultura que os arabes tinham recolhido no oriente obtiveram, com éxito, a sua resolugao.

Os resultados gerais desse estudo (que, a principio, dava-se apenas em casos particulares), empregando a
linguagem e forma de escrita de hoje, pode ser descrito considerando a equagéo do 3° grau

axd+ax2+aix+a =0 (a#0) (3)

R ~ a ~ N
Por meio da transformagéo, x =y — j reduz-se a equagéo (3) a forma
3

y*+ay+b=0 (4)

e esta, ap6s um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as equagdes do 2° grau, prova-se que €
resolvida pela férmula

-b b>  a®  |-b p: | a
e N TR R Py ®)
Como podemos observar, a questdo complica-se, porque as férmulas de resolucéo se tornam, a medida que

0 grau aumenta, cada vez menos manejaveis.

Conhecida a resolugdo da equacao do 3° grau, estava para surgir um fato mais importante e mais grave que
se tornaria um grande embaraco para os matematicos da época.

Para aplicarmos, a resolucéo da equacéo do 3° grau, coloquemos o seguinte problema: Seja V o volume de
um cubo de aresta x, e V' o paralelepipedo retangulo cuja drea da base é 3 e cuja altura a resta do cubo.

Determine x de modo que V="V"+ 1.

Como V =xeV’=3x + 1, o problema leva imediatamente a seguinte equagdo: x> = 3x + 1, que é da forma
(4).

-b 1
Temos, nesse caso, a=-3; b =-1; - = E;

1 a b?  a -3 ,
=—-; —=—1; —+4+— = —. ¢, portanto, a formula de
4’ 27 4 27 4

A
N

resolucdo (5) da para a raiz da equagéo,
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~ ~ , -3 . ~ .
A resolucéo do problema depende, como se V&, do calculo de /T’ mas esta raiz ndo existe.

Estamos no mesmo caso que apontamos anteriormente para as equac@es do 2° grau, logo, da experiéncia

. L Y . f—3 . L. .
anterior concluiriamos que a ndo existéncia da raiz de -, quer dizer que o nosso problema é impossivel.

Porém, uma anélise mais detalhada sugere que o problema proposto néo é impossivel. De fato, quando a
aresta x do cubo é muito pequena, o volume V = x3 é também pequeno e menor que a soma 3x + 1, mas, a medida
que x aumenta V vai se aproximando de V’ + I = 3x + 1 e chega mesmo a ultrapassa-lo, por exemplo, para x =
1, temos V=1eV + 1=4, mas parax =2, temos V=8e V' + 1 =7 Conclui-se deste raciocinio que deve
haver uma altura em que os dois volumes se igualem e o valor de x para o qual isso se der € raiz da equacédo do
problema: x3 = 3x + 1. Pode-se observar, mas detidamente, que essa raiz estd compreendida entre 1, 8 e 1, 9
visto queparax =1,8; V=5832<V’'+1=6,4eparax=1,9 V=6859>V "+1=6,7.

A conclusdo é que existe a raiz da equacao relativa ao problema proposto, mas ndo sabemos calculé-la.

Questdo: Qual é entdo o problema que temos que resolver?

*k*
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Ficha de Trabalho 3

Nesta sequéncia, iniciamos a discussdo a partir das necessidades nascidas pelas “insuficiéncias” de outros
conjuntos numeéricos ao longo da producdo matematica a fim de inseri a turma em um ambiente de criacéo.
Duas tarefas foram desenvolvidas, Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numérico e Tarefa 3.2 -
Construcéo do novo conjunto numérico (parte I), que possui fechamento apenas na Ficha de Trabalho 4.

**k*

Tarefa 3.1 - A necessidade de um novo conjunto numérico
Texto para discussao

A necessidade de ampliagdo de um conjunto numérico devido a sua deficiéncia na resolugdo de problemas
ndo é um tema novo na sua vida escolar e académica. Ha4 muito tempo se verificou, por exemplo, que no conjunto
dos nimeros naturais, que denotamos por IN, a adi¢ao de dois nimeros é uma operagdo sempre possivel em IN

pois seu resultado € um nimero natural. Entretanto, o mesmo nédo ocorre quando a operagdo é a subtracao.

A subtragdo 10 — 2, por exemplo, pode levar a adi¢do pois a operagdo equivale a perguntar: qual é o numero
natural que devemos somar a 2 para obter 10? Essa pergunta pode ser traduzida na equagéo x + 2 = 10. Cuja

solugdo, existindo em IN, é a resposta procurada; um ndmero natural.
Essa questdo motiva outra indagacao: é possivel calcular a diferenca de dois nimeros naturais quaisquer?

Suponha que para respondermos a essa pergunta comecemos a fazer experimentos com diferentes nimeros
até chegarmos a nos perguntar, qual € o nimero natural que devemos somar a 10 para obtermos 2, 0 que podemos
concluir? Ou expressando em simbolos perguntamos: existe um nimero x € IN tal que x + 10 = 2? Concluiremos

que esse nimero nao existe.

Logo, concluimos que em IN a operacao de subtracdo nem sempre é possivel. O que equivale a concluir que
a equacdo x + b = a nem sempre tem solucdo em IN. Essa limitagdo do conjunto IN ndo passou despercebido
historicamente porque impossibilitava a resolu¢ao de muitos problemas praticos.

Como consequéncia, surgiu uma outra indagacao: serd possivel, ampliando o conjunto IN, construir um
conjunto numérico no qual a subtracdo seja sempre possivel? Dito em outras palavras, € possivel ampliar o
conjunto IN, construindo a partir dele, um conjunto numérico, no qual a equacao a + x = b tenha sempre solugéo,

quando a e b pertencem a IN?

Como sabemos a resposta a essa questao foi positiva e foi criado o conjunto dos nimeros inteiros, denotado

por Z.

O problema que passaremos a discutir é andlogo ao anterior. A nossa questdo atual é: serd possivel
construir um conjunto numérico, ampliando o conjunto R, dos nimeros reais, no qual a raiz de um nimero

negativo — como na equacdo x2 + 1 = 0 — tenha solu¢éo nesse novo conjunto?

Questdo: Entendido nosso problema, devemos discutir (a) o que devemos fazer? (b) Por onde comegar?
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Tarefa 3.2 - Construc¢do do novo conjunto numérico (parte 1)
Os pontos principais para se construir um novo conjunto numérico a partir do conjunto R séo:

(i) Resolver as deficiéncias que o conjunto numérico anterior. No nosso caso, resolver o problema das

equacdes que ndo possuem solugédo em R, ou seja, que possuem raiz negativa.

(ii) Preservar, ao maximo, as propriedades do conjunto R na construgéo do novo conjunto. Isto quer dizer,
que é desejavel, que tentemos manter as propriedades operatorias dos nimeros reais, tais como, a
associatividade e a comutatividade das operacGes de adicdo e multiplicacdo em R, a distributividade da

multiplicacéo em relagdo a adicao e todas as outras propriedades dos nimeros reais.

(iii) Identificar, no final do processo de construc¢éo o que se ganhou e o que se perdeu com a ampliacéo do
conjunto R para 0 novo conjunto.

Assim, nosso ponto de partida é resolver o problema da raiz de um nimero negativo. Para isso consideremos
aequacdox®?+1=0.

Sabemos que decorre dessa igualdade que x = +v—1.

A saida que os pensadores que estavam envolvidos em resolver o problema encontraram foi criar o simbolo
i, chamado de unidade imaginaria, tal que

i=V-1eoi2=(/-12e i2=-1.
E impondo a esse simbolo que obedeca a duas condices:
1%) O simbolo i satisfaz ao maior nimero possivel das propriedades operatorias usuais de R.
29 Satisfaca ainda a seguinte condi¢do: i’ = —1 .

Vejamos alguns exemplos:
Sejaa €R,a>0,x=/—a®* & x=./(-1)-a*
e x=,/(-1)- \/?

& X=ia

Assim, operamos com o novo numero i “como se ele fosse um numero real”, isto é, efetuando as

propriedades operatérias dos nimeros reais. Por exemplo,
(5i)2 = (5i) - (5i) = 25i2=25 - (- 1) = - 25.

Questao:
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(a) Com base nessas informagoes, retornemos as seguintes equagoes da tarefa 1, x> + 4 =0ex? — 4x + 13

= 0. Tente resolvé-las com base nas informagdes obtidas.
(b) Com base no item (a) como voceé representaria o caso mais geral de um nimero desse novo conjunto?

(c) Chamaremos esse novo nimero de nidmero complexo e, lembrando que representamos o conjunto dos

nlmeros racionais pela representacao:
Q={ab:a,bezZeb=z0}

Como voceé representaria em simbolos o conjunto dos nimeros complexos?

*k*k

88



89
Ficha de Trabalho 4

A Tarefa 4 — Construcdo do novo conjunto numérico (parte I1) foi planejada para o trabalho de criacdo e
manipulacdo de operacdes basicas (adi¢cdo, subtracdo, multiplicacdo e divisao) e de propriedades pertinentes a
partir das operac¢des, como comutatividade, associatividade, distributividade e existéncia de elementos neutro

e simétrico.

**k*

Tarefa 4 - Construcéo do novo conjunto numérico (parte 11)
Trabalho em grupo:

Os nmeros complexos custaram a serem aceitos, e a evidéncia mais facil de ser constatada é retirada da
forma com que até hoje os denominamos: o simbolo i é a “unidade imaginaria” e os niumeros desse novo
conjunto, os “complexos”. Outros numeros também passaram pelo mesmo processo de repulsdo — irracionais
eram os “inexprimiveis” e “quantidades ficticias” nomeavam os negativos. Isso ocorreu pois a matemdtica
lidava, e ainda lida, com objetos que nem sempre correspondem com a experiéncia real e ndo abstrata, chamada
por Tatiana Roque de experiéncia sensivel, e quando a comunidade matematica enxerga a necessidade de
transicionar a no¢do do que é nimero, algo que significava apenas quantidade, para algum tipo de entidade
abstrata, operacfes com o que antes era concebido como monstruosidade se tornam mais confortaveis e, por

consequéncia, aceitas socialmente.

Dando continuidade a constru¢do do nosso novo conjunto numérico é necessario que sejam apresentadas

algumas defini¢des e verificadas se algumas propriedades de R continuam a valer em C.
Com isso em mente, siga o roteiro de trabalho:

a) Defina igualdade de dois nimeros complexos.

b) Defina as operacdes de adicio, multiplicacdo, subtragéo e divisdo em C.

c) Na operagédo de adicdo em R séo validas as propriedades: associativa, comutativa, existe o elemento simétrico

e 0 elemento neutro. Verifique se tais propriedades séo validas em C.

d) Na operac¢do de multiplicagdo em R sdo validas as propriedades: associativa, comutativa, existe o elemento

simétrico e o elemento neutro. Verifique se tais propriedades sdo validas em C.

e) Em R é valida a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagéo a adicdo. Verifique se é também valida

em C.

**k*%
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Ficha de Trabalho 5

A Ficha de Trabalho 5 é a mais longa das 6 constituintes deste trabalho, composta por 4 tarefas: Tarefa 5.1 —
A representacdo geométrica do conjunto dos nimeros complexos, Tarefa 5.2 — Interpretacdes de um nimero
no Plano de Gauss, Tarefa 5.3 — Tradugdo das operagdes com nimeros complexos no Plano de Gauss, e
Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um namero complexo, tendo como objetivo iniciar a discussdo da

representacdo geométrica de nimeros complexos a partir de compara¢des com o conjunto dos nimeros reais.

*k*k

Tarefa 5.1 - A representacgéo geométrica do conjunto dos nimeros complexos

Texto para discussao

Como temos experimentado ao longo dos encontros, estudar e investigar a respeito dos nimeros complexos
nos impulsiona a também estudar e investigar algum conjunto numérico por nés j& conhecido, como o conjunto

dos numeros reais, junto de suas propriedades.

A comparacao entre esses 0s dois conjuntos citados € uma agdo quase impossivel de ser repelida, e até
Gauss tomou um caminho parecido. Em seus estudos, Gauss obteve resultados para os nimeros inteiros e reais

enguanto explorava a construcéo dos complexos, auxiliando seus estudos na Geometria Plana e Algebra.

Agora sabemos que na constru¢do de um conjunto, como discutido na Tarefa 3.2, propriedades e

caracteristicas sdo perdidas em referéncia aos conjuntos ja conhecidos, e outras propriedades sdo ganhas.

Os numeros reais, por exemplo, estdo dispostos no que chamamos de reta real, sendo identificados como
todos 0s pontos pertencentes a essa reta. No caso desse conjunto, a ordenagao é extremamente necessaria para
identificarmos a posi¢do de cada nimero real na reta, através das relagcGes de menor que ou maior que entre 0s

reais.
Questao:

(a) Com base nas informacBes anteriores, e na definicdo geral dada para um nimero desse conjunto, como

poderiamos desenvolver uma representacdo geométrica para os nimeros complexos?

(b) De acordo com a representacdo geométrica desenvolvida em (a), identifique geometricamente os seguintes

naimeros complexos:

A2 +i B.2—i C.-4+6i D.V3+2i
E.5 F. - 3i G.1+i Ho-1+i

**k*%

Tarefa 5.2 — Interpretacfes de um ndmero no Plano de Gauss



O plano onde representamos geometricamente 0s nimeros complexos é chamado de Plano de Gauss. Wessel,
um agrimensor, no ano de 1798, ja havia identificado esse modelo para representar nimeros complexos -
pormeio de pares ordenados representando pontos em um plano - porém o reconhecimento de Gauss como um
grande matematico fez com que esse plano incorporasse o seu nome, mesmo tendo demorado mais tempo para

chegar na mesma conclusao que Wessel.

Nessa representagédo, cada nimero complexo z = a + bi é identificado como um ponto do Plano de Gauss
pelo par ordenado (a, b). O eixo Ox, do Plano Cartesiano, passa a ser chamado de eixo real (Re) no Plano de
Gauss, onde representamos a parte real de z (a) e o eixo Oy passa a ser chamado de eixo imaginario, onde

representamos a parte imaginaria de z (b).

Observe um exemplo na imagem, considerandoz =a + bi,talque l<a=b < 2.

]
O
B
[
e
.

14
Além de localizarmos um nimero complexo z = a + bi no plano por coordenadas ditas cartesianas (a , b),

interpretando z como um ponto P, podemos interpreta-lo também como um vetor determinado pela seta OP.

L

Com a interpretacdo vetorial, é possivel visualizar transformagdes geométricas por meio das

operacdes usuais que ja foram definidas para os nameros complexos.

Questao:
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(a) Com base nas informacdes anteriores, e considerando a interpretacdo vetorial de um nimero complexo,
identifique os seguintes nimeros complexos no Plano de Gauss e, em cada caso, indique o médulo do vetor

determinado pelo nimero complexo em questéo.
A 2+i
B.2-i

C.-4+6i

(b) De acordo com os calculos realizados, vocé acredita que é possivel estabelecer alguma formula para o calculo

do médulo de um vetor gerado por um nimero complexo z = a + bi para quaisquer valores de a e b?

**k*%

Tarefa 5.3 — Traducdo das operages com ndmeros complexos no Plano de Gauss

Texto para discussao

Como citado na Tarefa 5.2, a interpretacdo vetorial de um nimero complexo possibilita visualizar
transformacdes geométricas por meio das operagdes usuais que ja foram definidas para esses ndmeros, como a
soma e o produto.

Vamos analisar um desses casos, o produto de um complexo por um nimero real.

e Produto de um ndmero complexo por um nimero real

Considere m =2 +i € Ce 3 € R. O produto desses dois nimeros resulta em n = 6 + 3i:
3 m=3-(2+i)=6+3i
Se representarmos esses dois nimeros complexos no plano teremos a seguinte representagao:

m=2+i=(2,1)=A
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n=6+3i=(3)=B

Analisando o plano nota-se a ocorréncia de uma transformacdo geométrica chamada homotetia —
ampliacdo ou redugdo de uma disténcia ou &rea, a partir de um ponto fixo, que preserva as caracteristicas

originais, como forma e angulacéo.

Podemos verificar a homotetia sabendo o0 modulo dos vetores envolvidos e a angulagao de ambos em relacao

ao eixo real.

O maodulo de um vetor qualquer nesse plano, ou seja, a distdncia de um ponto até a origem do plano, pode

ser calculado da seguinte forma:

|z| = a® + b?

No nosso caso, temos:
Im| =Va?+b*=|m| =/(2)2+ (1)*=V4+1=+5
Inl =Va*+b*=|n| =/(6)* + (3)* = V36 + 9 = V45 = 3V5

Assim, verifica-se que o médulo de n é trés vezes maior que o modulo de m, ou seja, ocorreu uma ampliagéo

da distancia. Agora precisamos verificar se a angulagdo do primeiro vetor, m, foi preservada.

A angulagdo 0 de um vetor nesse plano, sendo 0 <0 < 2z, é chamada de argumento desse vetor, ou melhor,
argumento do nimero complexo dado — Arg (z). Essa angulacao é demarcada no sentido anti-horario, a partir
do eixo das abscissas Ox até o vetor indicado.

b

A angulagdo 6 de z complexo é tal que cos(0) = % esen(f) = 7

x b
Em relagdo a m,cos(a) = I%I = % esen(a) = ol = %



Em relacédo a n,cos(f) = ﬁ = % = % esen(f) =—= =

Assim, como cos (a) = cos () e sen (a) = sem (P), a = . Esse resultado nos indica que o argumento de m é

0 mesmo argumento de n, logo a angulacgéo é preservada, verificando a homotetia!

Diferentes operacdes terdo diferentes traducfes no plano. Assim, retornaremos no ultimo item da tarefa
anterior, em que tinhamos como objetivo investigar qual a traducéo néo do produto, mas da soma de nimeros

complexos no Plano de Gauss.

Questdo: Defina dois nimeros complexos m e n quaisquer. Em seguida identifique-os no plano e calcule o
mddulo dos vetores gerados por eles. Apés o calculo dos modulos, realize a soma entre m e n e identifique o
resultado obtido no plano. Por fim, analise 0 nimero complexo resultante da soma, a sua localizagéo no plano e
0 seu modulo. O que podemos dizer sobre esse resultado geométrico? Se preferir, utilize o plano abaixo para
uma melhor visualizag¢do de sua investigacdo. [Na questdo indicada, havia impresso um plano cartesiano com

linhas pontilhadas para facilitar a realiza¢cdo do que foi solicitado em enunciado]
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Tarefa 5.4 — Forma Trigonométrica de um nimero complexo

Agora que temos conhecimento da interpretacdo vetorial de um ndmero complexo, de como calcular o
modulo de um vetor nesse plano e também como encontrar a sua angulacdo, que chamamos de argumento,
podemos identificar um nimero complexo nao mais apenas por coordenadas cartesianas, mas também pelo que

chamamos de forma trigonométrica.

A forma trigonométrica de um ndmero complexo z = a + bi é escrita em fungdo do argumento desse mesmo

numero, sendo um dngulo 6. Até agora vimos duas relagdes envolvendo o argumento de um complexo:
cos(8) = Z e sen(0) = L
2| 2|

Podemos reescrever essas equacfes da seguinte maneira:
a = |z|cos(0) e b = |z|sen(O)

Como z = a + bi, podemos substituir o equivalente a a e b, encontrando o que chamamos de forma

trigonométrica:
z=a+ bi
z=|z|cos(0) + |z|sen(8)i
z=|z|(cos(8) + isen(6))

Vejamos um exemplo de escrita de um nimero complexo em sua forma trigonométrica:
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Sejaz=1++/3i €C.

Temos que |z| = v/ a* + b?, entdo

Izl = [12+ (V3)?=VI+3=+4=2

Precisamos ainda encontrar Arg (z), entdo seguindo os calculos...

cos(0) = % e sen(0) = L2

||
cos(8) = % e sen(f) = \/; ecomo0<60<2rx 0 =§

Assim, tendo os valores de |z| e Arg|z|, reescrevemos z como:

z :2(cos(§) + isen(g))

Essa nova forma de identificar um complexo, nomeada de forma trigonométrica, € equivalente ao que
chamam de forma polar de um nimero complexo. Na forma polar ganhamos as coordenadas polares, (r, 8), em

que r representa a distdncia do numero z até a origem, ou seja, |z|, e 8 o argumento desse mesmo numero: Arg(z).
Questao:

(a) Obtenha a forma trigonométrica dos nimeros apresentados abaixo.
m=2+23i

n=v3+i

(b) Exprima os seguintes nimeros na forma trigonométrica e os represente geometricamente no plano, indicando
lz| e 6.

z=1+i
W:\/S_’—i

X =2i

*k*
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Ficha de Trabalho 6

Concluindo nossa sequéncia de Fichas de Trabalho temos a Ficha 6, constituida de trés tarefas: Tarefa 6.1 -
Multiplicacdo e Potenciacdo na Forma Trigonométrica, Tarefa 6.2 - Radiciacdo na Forma Trigonométrica e
Tarefa 6.3 - Resolvendo o Problema Inicial. Com elas, foi possivel realizar o fechamento de nossa discussao
inicial inserida na Ficha de Trabalho 02, envolvendo o volume de dois sélidos geométricos, tendo agora todos

o0s elementos operatdrios necessarios para chegarmos em uma solucéo.
*kx
Tarefa 6.1 - Multiplicacéo e Potenciacdo na Forma Trigonométrica

Dados os seguintes nimeros complexos z; = a + bi, zz=c + di, com a, b, c e d € R e seus respectivos
argumentos Arg(zi) = 61 e Arg(zz) = 02, defina a multiplicacdo desses dois ndmeros complexos na forma

trigonométrica.

Sejam dados os nimeros complexos z1 e z2 na forma trigonométrica:

zl =|zl |(cosB1 +isenf1 ) e z2 = | z2 |(cosB2 + isenh2 )

Entdo, calculando o produto z1 - z2 obteremos:
zl - z2=|zl|-|z2|[(cosBl - cosb2 — senBI - senB2 ) +i(senB1 - cosB2 + senbH2 - cosO1 )]
Portanto:

z1 - 22 =|z1 || z2|[cos( 01 + 02 )+ isen( 01 + 62 )]

Agora que sabemos multiplicar dois nimeros complexos na forma algébrica e na forma trigonométrica.

Questao:

a) Como vocés fariam para resolver z° , sendo z=+vV3 +1 ?

b) Existe uma férmula ou um resultado para resolver a poténcia zn, com n € N*, sendo z um nimero complexo

daformaz=a+ bi?

Quanto a potencia zn, com n € Nx , ela nada mais é que um produto de n fatores iguais a z:

w
nfatores



Entdo, sendo dado o nimero complexo z na forma trigonométrica z = | z |(cos6 + isenf ), formula anterior

nos mostra que:

zZ"= z|-|z| ... |z] -[cos (B4 6+...4+0) +isen (0 +6+...40) ],
multiplicarosnfatores somarosa?gumentos somarosa\;gumentos

logo
zn = | z |[n[cos(nB) + isen(nb)]

Obs: Para elevar um nimero complexo a n, n € Nx , devemos elevar seu médulo a n e multiplicar seu

argumento por n.

Questao:
a) Calcule 7%, sendo z = \/f(cosg + isen g)

b) Efetue (1 +i)2
***
Tarefa 6.2 - Radiciaco na Forma Trigonométrica

A forma trigonométrica também nos sera de grande utilidade na radiciacdo. Encontre as raizes cubicas de 8i,

ou seja, quais sdo 0s numeros que elevados a 3 sdo iguais a 8i?

Vejamos o seguinte exemplo: Dado um nimero complexo z na forma trigonométrica, z = | z |(cos6 + isenf),
ndo é dificil perceber que para obter uma raiz ctbica de z devemos realizar com seu médulo e argumento as
operaces inversas daquelas que efetuamos quando elevamos z ao cubo: extrair a raiz ctbica do médulo - ao invés

de elevé-lo ao cubo - e dividir o argumento por 3 - ao inves de multiplica-lo por 3. Assim fazendo, encontraremos:

o, . 8
wl=73/ |z|(cos 5 + isen?)

Podemos verificar, através da potencia¢do na forma trigonométrica, que:

(wi)2 = (3/ |z|)3[cos¥ + isen?] = |z|(cosO + isenf) = z

2 ,
No entanto, se acrescentarmos ? a0 argumento de w1, encontraremos outro nimero complexo:

0 N
w2 =3/ |z|[cos (5 + 2?”) +isen(5 + 2?ﬂ)]

Constate que:
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(W2)2 = |z|[cos(6 + 2r) + isen(0 + 2m)] = |z|(cosO + isenB) = z

9\—” 2
TT.
3G+

21 . ,
Acrescentando, agora, ? ao argumento de w2, encontraremos um terceiro nimero COfTIplEXOZ

=3 TTTcos(® 4+ ) + isen(® 4+ 4
w3 = |Z|[cos(3 +3 ) + lS€Tl(3 +3 )]

(w3)3=|z|[cos(8 + 4r) + isen(6 + 4m)] = |z|(cosO + isenb) = z

Gu 4
TT.
3G+3)

2
Observe que se acrescentarmos ?” ao argumento de w3, voltaremos a encontrar wl. Portanto, (w1)3 = (w2)3
= (w3)3 =2z, e wl, w2 e w3 séo raizes clbicas de z = |z|(cos8 + isend).

Propriedade: Todo nimero complexo z, ndo nulo, admite n raizes n=ésimas distintas. Todas elas tém maodulo

. o . L 6 ~ 2T
igual a \/|z|, enquanto seus argumentos formam uma progressao aritmética de primeiro termo e de razéo —

Questao:

a) Com base nessas informagdes, encontre as raizes cubicas de 8i e faca sua representacdo geométrica.
b) Olhando para a propriedade anterior, resolva em C, a equagdo x° —1 =0.
*k*k
Tarefa 6.3 - Resolvendo o Problema Inicial

No inicio dos nossos estudos (Ficha 02) vimos um problema que recaiu em uma equacéo do 3° grau. A
resolugdo desta equacéo pela férmula de Cardamo-Tartaglia foi interrompida, pela primeira vez, ao depararmos

com a raiz quadrada de um nimero negativo.

Esta barreira foi superada com a criagdo dos ndmeros complexos, porém tivemos que interromper,
novamente, a resolu¢do quando chegamos no seguinte calculo (envolvendo raizes cubicas de um ndmero

complexo):



A questdo da radiciacdo de numeros complexos foi esclarecida, como vimos por meio da forma

trigonométrica. Agora temos todas as ferramentas para resolver o nosso problema inicial.

Resolugdo: Como V=x*>e V’=3x + 1, 0 problema leva imediatamente a seguinte equacdo: x>=3x + 1, que
é da forma y3 + ay + b = 0 e esta, apds um artificio conveniente, mais longo e trabalhoso do que as equagdes do
2° grau, prova-se que é resolvida pela férmula que ja vimos na ficha 02:

Agora é com vocé, encontre a solucdo deste problemal!

**k*%

99



