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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principa
metria tropical para contar o niimero de curvas algébris
de género g e grau d, que passam por 3d + g — 1 porn
por Nepix(d, g). Para isso, primeiramente introduzirems
algébrica necessarias para a compreensao do trabalho. L
de Caporaso-Harris, utilizada para calcular Nepix(d, g). A
tropicais, definindo o semicorpo tropical e as hipersupe
Teorema da Dualidade, que relaciona curvas tropicais co:
Newton. Ademais, exibiremos as curvas tropicais como gr:
definiremos os caminhos reticulados A-crescente e explic
possuem com o calculo de Ny (d, g), utilizando as curva
que os caminhos reticulados também satisfazem a Férmu

o principal resultado do nosso trabalho.

Palavras-chave: Formula de Caporaso-Harris; geometria



ABSTRACT

The main objective of this work is to present some 1
for counting the number of algebraic curves in the co:
g and degree d, which pass through 3d + g — 1 points
Nepix(d, g). To do this, we will first introduce some notion
for understanding the work. Then we will present the C
calculate Nepix(d, g). Next, we will introduce tropical curv
and tropical hypersurfaces, and prove the Duality Theorer
subdivisions of their Newton polygon. We will also show t
Afterwards, we will define the A-crescent lattice paths ar
the calculation of N.,(d, g), using tropical curves. Fina

paths also satisfy the Caporaso-Harris Formula, which i

Keywords: Caporaso-Harris formula; enumerative geome



2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2

0.1
5.1.1
0.2

6.1
6.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . . o v vttt
CURVAS ALGEBRICAS ... .....
PLANO PROJETIVO . . . . .. ... ...
CURVAS ALGEBRICAS PROJETIVAS

A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS .
HIPERSUPERFICIES TROPICAIS E
DADE . . ... .
SEMICORPO TROPICAL . . .. ... ..
POLINOMIOS E HIPERSUPERFICIES TF
A ESTRUTURA POLIEDRICA DE HIPER
TEOREMA DA DUALIDADE . . . . . ..
CURVAS TROPICAIS COMO GRAF
GRAFOS . . . . . .
CURVAS TROPICAIS . .. ........
CAMINHOS RETICULADOS E CUR
CAMINHOS RETICULADOS . ... ...
Multiplicidade de caminhos reticulado:s
CONTANDO CURVAS . . . ... .....
A FORMULA DE CAPORASO-HARI
CAMINHOS RETICULADOS GENERALI?
A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS F
DOS GENERALIZADOS . . . . ... ...
REFERENCIAS ... ..........



1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentaremos importantes res
da geometria tropical na geometria enumerativa. A |
relativamente novo da geometria algébrica, tendo em 1
algébricas sao trocadas por certos objetos em R”, line
estudados com ferramentas combinatérias. Por sua ve
como principal objetivo contar objetos geométricos que
incidéncia. Neste trabalho exploraremos o problema e
Nepix(d, g) de curvas algébricas em P?(C) de grau d e géi
pontos em posicao geral. Esses niimeros, para d e g inte;
como invariantes de Gromov-Witten. Tendo como prir
matematicos alemaes Andreas Gathmann e Hannah Mark
a traducao do problema de contar curvas no plano projet:

usar algumas técnicas da geometria tropical para encont

Definimos a algebra tropical, que é obtida consid
tropicais T = R U {—oo} munido de duas operagoes t1
maximo entre os elementos e a multiplicacao, que con
Anteriormente, a algebra tropical era denominada de alg
nome em homenagem ao matematico e cientista da com
Simon, que foi pioneiro no uso da algebra tropical na te

tropical ¢ uma geometria sobre essa algebra tropical.

Além disso, podemos definir as curvas tropicais,

geometria tropical no R?, como grafos equilibrados que s



grau e género que satisfazem condigoes de tangéncia
processo de especializacao, movendo os pontos um a um
esse processo relacoes recursivas que permitem calcular .
sucinta de como esse algoritmo funciona, tomando como
que consiste em contar o nimero de cubicas de género 0
em posicao geral. Vamos mover os pontos p; um a um
ponto p; e na sequéncia o ponto py para a reta L, nao te
com uma cubica passando pelos 8 pontos. Os pontos p; e

como ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Cubica e reta

ps
P3

P1

P1

Pe

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Agora, movendo o ponto p3 para a reta L, nec
componente da cibica. A outra componente da cubica se

pelos pontos py, ..., pg, como ilustrado na Figura 2.

Figura 2 — Reta L e conic



diminuir o grau das curvas, utilizando apenas que existe

pontos no fim da recursividade.

Em 2005, o matematico russo Grigory Mikhalkin
determinar os nimeros Neyix(d, g) usando a geometria
mostrou que Nepix(d, g) coincide com o niimero de curv:
que passam por 3d + g — 1 pontos em posicao geral tr
Teorema da Correspondéncia. Além disso, Mikhalkin d
corresponde ao numero de caminhos reticulados no tri:
(d,0) que satisfazem certas condigoes e, utilizando a rela
tropicais e a sua subdivisao dual, Mikhalkin mostrou, ]
uma abordagem geométrica, que o nimero Ny (d, g)
Npatn(d, g). Ambos os resultados descritos aqui utilize

calculos, assim como na férmula de Caporaso-Harris.

O principal objetivo deste trabalho é demonst:
Harris também é valida para os caminhos reticulados

Caporaso-Harris para o mundo tropical.

O presente trabalho esta dividido em 4 capitulos
intitulado “Curvas Algébricas”, tem como objetivo introd
da geometria algébrica classica que serao utilizadas no c
neste capitulo apresentaremos a férmula de Caporaso-Har:

a recursividade através de um exemplo.

No Capitulo 3, definiremos o semicorpo tropical
superficies tropicais no R". Depois, mostraremos que t

consico uma estrutura de complexo poliédrico. que subdi



o numero Np.h(d, g) e enunciaremos o resultado encont
que o numero Nyop(d, g) coincide com o nimero Npuin (

exemplos como esses nimeros sao encontrados.

Por fim, o Capitulo 6 tem como principal objet:
férmula de Caporaso-Harris e os caminhos reticulados
anterior. Para isso, generalizaremos a definicao de caminh
Ng;fh(d, g), e definiremos uma férmula nao-recursiva para
caminhos, mostrando a equivaléncia entre essa e a que

. Vi a,/B . -
Por mim, mostraremos que o ntimero N (d, g) satisfa



2 CURVAS ALGEBRICAS

Neste capitulo vamos introduzir de forma sucinta
geometria algébrica classica e contar um pouco sobre o
interesse. Depois, apresentaremos a formula de Caporas
que sera utilizada no nosso problema enumerativo. As
foram o livro do Fulton, (5), para a parte de geometrie

para a féormula de Caporaso-Harris.

2.1 PLANO PROJETIVO

Seja k um corpo algebricamente fechado. Chaman

3 sobre k e o denotamos por A%(k) ou simplesmente A3

Definimos a relacao de equivaléncia ~ em A%\ {((

(%0, Yo, 20) ~ (x1,y1,21) < I € k\{0}; (0,

Defini¢ao 2.1. O plano projetivo P?(k), ou simplesmer

Py = p2 = P M0,0,0

Y

O ponto de P? correspondente ao ponto (z,y, z)

(x:y:2)e (z,y,2) € A’ sdo chamadas coordenadas hon

Dado

Uy={(z:y:2)€P}2#0}={(z:y:



f(xayaz) — Z ai,j,lajiyjzl7a
i+j+=d
Definicao 2.3. Dado um polinémio homogéneo f € k[a

projetiva, denotada por V(f), o conjunto de zeros do pc

V() ={(z:y:2) € P f(a,y,

Definicao 2.4. O grau de uma curva plana projetiv
homogéneo f que a define. Curvas de grau 1, 2, 3 e 4 sa

retas, coOnicas, cubicas e quarticas.

Seja V' (f) uma curva plana projetiva e P = (xq : 1
(ou nao-singular) de V(f) se
of of

%(P) # 0 ou 8_y(P) #+ 0 ou

oy
0z

Um ponto P que nao é simples é chamado de ponto mz

que possui somente pontos simples é chamada de curva

Definigao 2.5. Seja f € k[x,y, z] um polindmio homogén

de f com respeito a variavel z como sendo o polinémio

folz,y) = fz,y,1).

As desomogenizacoes do polinédmio f com repeit

de forma analoga.



onde cada f; é um polinémio homogéneo em x e y de g1
multiplicidade de V (f,) em P = (0,0) € A? e escrevemos

um ponto duplo, se m = 3, P é dito um ponto triplo, e a

As defini¢oes acima podem ser estendidas a qualqu
basta considerar a translacao T'(x,y) = (x+a,y+b), onde

Definimos mp(fi) como sendo mq o) (f).

Definicao 2.7. Seja V(f) uma curva plana projetiva.
em P=(z:y:1)€ Uy, mp(f), como sendo mp(fy), or
na variavel z. O mesmo pode ser feito para P = (1 : y

desomogenizando f nas variaveis x e y, respectivamente

Como f,, € um polindbmio homogéneo, podemo:

L;’s sao polinémios homogéneos lineares distintos. Esses
chamadas de retas tangentes a f, em P e r; é a multiplici
pode ser feita para cada ponto P € V(f), bastando para i
adequada. Dizemos que as retas L} sao retas tangente :
que um ponto P € V(f) é um ponto mailtiplo ordindrio de

distintas em P.

Definicao 2.8. Uma curva plana projetiva é dita nod

apenas pontos duplos ordinarios (nos).

Definimos o corpo de funcoes de P?, denotado pc

1.(TP2Y) . Ji £f A~ c Lkl 21 ~l fartmace de



Proposigcao 2.11. Seja V(f) curva plana projetiva de
pontos maltiplos ordindrios. O género de V(f) é dado p

(d_1)2(d_2)_ Z mp(f)(

g:=
PeV(f)

onde mp(f) € a multiplicidade do ponto P.
Demonstracao. Ver (5), Proposicao 5 do Capitulo 8.

Notemos que para uma conica (grau 2) com pont
g é dado por:

(2 - 1)2(2 -2 3 mp(f)))

g:

Definicao 2.12. Dizemos que uma colecao finita de pon
se qualquer subcolecao contendo trés (ou menos) desses p

como vetores em R?.

Definicao 2.13. O ntmero de curvas planas no plano pr:

e género g que passam por 3d + g — 1 pontos em posicac

Os nimeros Nepix(d, g) sdo chamados invarian:

complexo e tem sido objetos de interesse de muitos gedme
sa0 Nepix(1,0) =1 e Npi(2,0) = 1. Eles dizem que ex

- - o~



Defini¢ao 2.15. Dadas duas sequéncias a = (aq, ao, . . .

‘Oz‘ I:Oél+(12+053‘|—"';

la = 1lay + 209 + 3a3 + - - +;

]a ::1041.2&2,3043....;

a+ f:= (a1 + P1,a0 + By, 3+ Ps, .. .);

()= () () (5)

Dizemos que o > § < «,, > [, para todo n. Denotam

k-ésima coordenada sendo 1 e as demais 0.

Definicao 2.16. Sejam d > 0 e g niimeros inteiros,
Ia+ I3 = d. Fixemos uma reta L C P2, Denotamos pc
planas projetivas nodais e nao necessariamente irreduf

satisfazem as seguintes condicoes:

e intersectam L em «; pontos genéricos fixados com
1> 1

e intersectam L em [3; pontos arbitrarios, com multi;

« passam adicionalmente por 2d + g + |5| — 1 ponto

Em sintese, o nimero N (d, ) conta a quantida

cplx

R A D Y T S A R S I A S



o < q,
B>,
I+ 13 =d—1,
g—g =18"-08]-1,
d—2>g—g.

A importancia da férmula de Lucia Caporaso e .
os niimeros N*?(d, g) sejam calculados recursivamente

unicamente determinados por seus valores em d = 1.

Teorema 2.18 (O algoritmo de Caporaso e Harris). Os

formula de Caporaso-Harris.
Demonstragao. Ver (3).

Observemos que o Teorema 2.18 permite calcular

da informacao de que existe exatamente uma reta passa

Exemplo 2.19. Sejam a = (0), 5 =(3),d=3 e g =

utilizando a férmula da Definicao 2.17.

e Primeiro passo: Notemos que a primeira coore
de zero, garantindo que o primeiro somatoério € tc

. ~ . / / / /
disso, nao existe o/ e §' tal que o/ < (0), 5/ > (3) ¢

segundo somatorio da férmula é nulo. Logo,

N(O)a(3)(3 O) —1. N(0)+(1)a(3)_(1)(3 O)

cplx cplx



o Terceiro passo: Agora, aplicaremos a féormula p.
primeiro somatoério teremos a contribuicao somente
passos anteriores, neste caso temos dois pares de sec
condigoes o < (2), /> (1) e [a/ + I = 2, sendc

= (1), 5/ = (1) e ¢’ = 1, ambas satisfazendo d —

cplx cplx

e )

_ NOO(3 0y L2 NOO(

cplx plx

N()()(3 O) - 1. N()(>(3,0)—|—](2)_(1)<

Novamente, como nao existe conica de género 1,

N0 )(3)(3 0) = N(3)’(0)(3, 0) + 2

cplx cplx

e Quarto passo: Vamos aplicar a recursividade em
acima. Na primeira parcela, temos que 3 nao possui
que o primeiro somatorio ¢ nulo. J& no segundo so:
que satisfazem as condicoes exigidas, juntamente co
a seguir: o = (0), 8/ =(2)e g = —1; o/ = (0)
B'=1)eg =0;a=(2),8 =(0)eg =1. Com

NG 60 = 10 () (O v e -0+
(B ()
= NP2 —1)+2. NOOY 2 0)



NOG (3 0y = NOWD g 1) 4 4. NODC

cplx cplx cplx
e« Sexto passo: Novamente, para cada uma das pai

N(l)’(l)(Q _1> _ N( ),(0 )(2 _1)

cplx cplx

0,1),(0
NGO 0) = NOW(@,0)
NEO©2,0) = 2. NP1

Sabemos que por 2 pontos no plano passa exatai
NOM(1.0) = 1. Além disso, NP (1,1) = 0. Lo

cplx cplx

cplx cplx

e Sétimo passo: Vamos aplicar novamente o algori

N O @ 1) = 2. NUO(1,0) + 1

cplx cplx

Portanto,

NO® (3 0)=24+1+4+5

cplx

garantindo que existem 12 curvas de grau 3 e género 0 p

geral.



3 HIPERSUPERFICIES TROPICAIS E O TE

Neste capitulo, definiremos os objetos geométricos
hipersuperficies tropicais em R”. Veremos que tais obje
do R"™ em subconjuntos que sao poliedros (alguns limitac
dual correspondente do poligono de Newton associado a

hipersuperficie. As principais referéncias utilizadas forai

3.1 SEMICORPO TROPICAL

Definicao 3.1. Sejam a,b € R. Definimos as operacoes

(denotadas por & e ®, respectivamente) como:

a @ b= max{a,b}
a®b=a-+b.

Ou seja, a soma tropical é o maximo de dois nime

soma usual dos mesmos.

Exemplo 3.2. « 2® 3 =max{2,3} = 3;
« 203=2+3=5:
e 10® 15 = max{10,15} = 15;

e 10015 =10+ 15 = 25.

Notemos que a adicao tropical nao possui elementc



Defini¢ao 3.4. Dado um polinémio tropical f(x) = €
J¢
definimos o grau de f como méaximo das somas j; + - - -

Exemplo 3.5. O polinémio tropical em uma variavel
funcao afim por partes, f : R — R, dada por f(z) = ma;

representado na Figura 3.

Figura 3 — f(z) =2°® 1 ® 4

21

r+1

o /|

| 1

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definicao 3.6. Seja f(z) = @ a; ® 2/ um polindmio t1



Demonstragdo. Notemos que se f(x) atinge o maximo &
funcao é localmente afim, e, com isso, diferenciavel. Lc

monomios atingem o maximo em .

Por outro lado, seja x € R" tal que existem 1, j €
f(z) =a;+iz=a; + ja

Suponhamos, por absurdo, que f é diferenciavel em x. Te
com ¢ # j. Absurdo. Logo, se f(x) atinge o méaximo

xr € V(f), provando a proposicao.
Exemplo 3.8. Considere a reta tropical definida pelo
fle,y) =002000y®1=ma

Entao, V(f) é formada pelos pontos (z,y) € R?

e x=yex>1={(z,z);x>1} CV(f).
e x=1lel>y={(Ly);y <1} C V().

e y=lel>z= {(z,1);2<1} C V(f)

Assim, a reta tropical V(f) é a unido de trés semi

Figura 4 — Reta tropical p(x,y) =0

S/



Figura 5 — Conica tropical g(x,y) :
YO40r0y0507050

Fonte: Elaborada pela autora (2023

3.3 A ESTRUTURA POLIEDRICA DE HIPERSUPE

Uma fungdo k : R — R da forma k(x) = a + jz,
funcao inteira afim ou mondmio tropical.

Dada uma funcao inteira afim, £ : R" — R, «

semiespacos racionais H e H, , respectivamente, como

H, ={xeVk(z)=0}={z eV
Hf ={zeV;k(z)>0}={zeV
H, := HY,, onde (—k)(z) = —k(a



Lema 3.11. Seja f(z) = @ a; © 27 um polindmio tro
jeA
jEA o, :={x R f(x)=a; ®a’} é poliedro racion

Demonstracdao. Fixado j € A, definimos para cada ¢ € 4
Hlj;z = {ZE < Rn, ]‘Cﬂ(l’) = (ij — CLZ') —+
Entao,
reo; & f(r)=a; 0’
a; ®1! > a; © 2", Vi
a; +Jjx — a; + 1 >
e Hf Vie A
7t

i€ A

¢t ¢ T 0

Definicao 3.12. Seja ¢ um poliedro racional em R". Un
onde k é uma funcao inteira afim tal que o C H,  ou o

denotada por do, é definida como a uniao das faces pro;

Notemos que a face de um poliedro racional tamb
disso, se k = 0, entao H; = H, =R" e c NR" = o, gt
mesmo.

Lema 3.13. Seja f(x) = ) a; ® 27 um polinémio tropic
JEA



intersecao o; N o; for diferente de vazio ela produzir ur
i,7 € {1,...,m}. Os elementos o; € & sdo chamados
dimensao 1 e 0 sao chamadas, respectivamente, de are

contém apenas um vértice é chamada de raio. Definimo:
|<@| = U 0;.
i

Se |Z| é igual a um poliedro P (por exemplo, R"), dj
poliédrica de P (ou R™, respectivamente).
Seja f(z) = €P a; © ¥’ um polindmio tropical en
jEA
3.13, a colecao de poliedros

Z(f) = {faces 7 de 0, para

¢ um complexo poliédrico. Além disso, .7 (f) forma uma

fato, para todo zo € R”,
max{a; + izo, ¢ € A} = a; + jxg, par:
Logo, xy € 0, para algum j € A, garantindo assim que R

da definicao que o; C R", para todo j € A. Portanto,
R" = U O'j.
JEA
Exemplo 3.14. Considere o polindmio tropical f(z) =

Entao,



Figura 7 — Complexo poliédric

9(0,2)

7(1,1)

9(0,1)

0(1,0)

9(0,0)

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Aqui é importante chamar a atencao para o fato

filz) = Pa; @’ e fo(z) = EPb; ®a?, onde A, B C
JeEA jeEB
todo ¢+ € A e para todo 3 € B, podem definir a mesn

filr)=0@zxzdz*e fo(r) =0® (—1) ® z ® 2? definem

fi(x) = max{0, z, 2z} = max{0, -1 + z,2a

Fntao devemos moctrar alie a <ciibdivieao noliédric



Nesse caso, A = {(1,1),(2,0),(0,2)} C Z? e

oy = {(z,y) € R% 2 +y=max{2r,z +y, 2y}
o0 = {(z,y)€ R?; 22 = max{2x,z + vy, 2y}}
{(z,y) € R 2y = max{2z,z +y,2y}}

9(0,2)

E facil ver que dim(o()) = 2, dim(o(pa)) = 2

frd(z) = 22 ® % Além disso, como funcoes em R?,

Y (z) = max{2z, 2y} = max{2x, x +

Vamos mostrar mais adiante que, como funcoes c

que . (f) = L (f4). Porém, antes disso, vamos ver qua
Lema 3.18. Seja f(z) = Pa; © 2/ um polindmio 1

jEA
dim(o;) < n se, e somente se, 0; C 0;, para algum i € £

Demonstragao. Fixado 7 € A, temos, pelo Lema 3.11, o
Hy ={z € R (a; —a;) + (j —

Primeiro vamos mostrar que dim(o;) < n se, e

algum hiperplano Hj,, = {x € R"; (a; —a;) + (j — 1)z =

De fato, se o; C Hy,,, para algum i € A,

L(oj) C L(Hy,,) ={z € R"; (j —



dim(o;) = n. Absurdo. Para ver que x definido em (3.

[ € A diferente de j. Entao,

1
= — { Z kj(x;)| >0,
M liea—15)
uma vez que k;(z;) > 0, para todo i € A — {j,[} pois :
e kj(x;) > 0 (x; € 04, logo pertence ao semiespaco fec
hiperplano Hy,). Assim, € N;ca H,fj Logo, se dim(c
para algum i1 € A, i # j.

Finalmente, podemos concluir a demonstracao dc

contido em Hy,,, para algum i € A, i # j, entao, pela ig

o =0; N Hy, =0;N0; = 0; Coj, para

Com um argumento analogo ao usado na demonst
que oS 0}3 de dimensao menor que n sao faces de o;, p

que as faces proprias de o; sao intersegoes de o; com un

Lema 3.19. Seja f(z) = €D a; © 27 um polinémio trop



pois H ,fj . ¢ um subconjunto aberto em R". Absurdo po
pode ser ponto interior de o; (que esta contido, por d

T C Hy,,, para algum 1 € A, i # j e
T=0;NHy C Hy,, = 7=0; NVH, N Hy

Isso mostra que 7 ¢ uma face de o, N o;, que por sua vez

nada mais temos a fazer. Caso contrario, 7 sera uma fac

O'jﬂO'z' :O-jﬂiji = (ﬂH]j;z)

i#]
Repetindo o argumento para 7 como face de (N;.; Hy,)N.
para algum [ # 7, 7. Como o, é intersecao de um numere
o processo € finito e termina quando 7 é uma intersecao

de 0;.

Observacao 3.20. Vimos até aqui que dado um pol

flx)=EPa; 027,

jEA

R'=Jo;= U o

]EA jeAred
onde a ultima igualdade segue do Lema 3.18. Também p
que todo o, de dimensao méaxima n tem interior nao v

interior de o, isto é, para qualquer = € o, tal que x ¢ V

A= {j € A;dim(o;) = n} = {d.f; 2

T o oA O £\ /TN ~ 7 e A e 4.



a mesma funcao se, e somente se, as suas representacoe
pelo Lema 3.18, cada o; de dimensao menor que n esté co
(A é finito) e portanto é uma face de o; (0, = 0;No;). L

que . (f) é independente da representacao de f.

3.4 TEOREMA DA DUALIDADE

Nessa secao associaremos a um polinomio tropical
poligono de Newton de f. Veremos também que esse pc

que é dual a subdivisao poliédrica do R"™ definida pela h
Definicao 3.22. Seja X = {z1,...,x,,} C R™. Defini

denotada por Conv(X), como

Conv(X) := {Z bir;:0<b, <1,Vi=1,.

=1

Em outras palavras, Conv(X) é o menor subconjunto cc

Seja f(z) = € a; ® 27 um polindmio tropical em
jEA
de Newton de f, denotado N P(f), como a envoltéria co

A'={j€e Aja; #—o0
Exemplo 3.23. Consideremos o polinémio tropical em

9(2,9) =2 D10y P40r0YD5C

[— N . N 4 0 C 7/ ~ T~ \ /o~ T~ \ ya e\ VA ~ \ /o~



Figura 8 — Poligono de Newton

Fonte: Elaborada pela autora (2024

~

A=1{(2,0,0),(0,2,—1),(1,1,—4),(1,0,-5),

A envoltéria convexa de A, em varias perspectivas, esta

Figura 9 — Envoltoria convexe

‘E




Figura 10.

Figura 10 — Subdivisao
SD(g).

Fonte: Elaborada pela autora
(2024).

Lema 3.26. Seja f(z) = @ a; ® 2/ um polinémio tro
jEA
célula o € L (f), definimos o conjunto

A, ={je Ao Co;}.

Temos o = ﬂ 0;.

ficCc A



Demonstragdo. (=) Sejam o € L (f) e xz € int(o). Pri

A, C A,. Sabemos que, em particular, x € o, garantind

Agora, suponhamos, por absurdo, que A, € A,
o ¢ o;. Entao, o No; é uma face prépria de o e o, nac

o No; C do, o que é um absurdo, pois = € int(o). Port:

(<) Reciprocamente, sejam o € .(f) e x € R™

para todo j € A, e, como o = ﬂ oj, temos = € o.
JEAs
x € Jo. Entao, x pertence a alguma face prépria de o,

equivalentemente, [ ¢ A,. Isso implica que [ € A,, cont

Portanto, = € int(o), como queriamos.

O teorema a seguir nos da a relacao entre a subdi
hipersuperficie tropical V' (f), que denotamos por .7 ( f)
de NP(f).

Teorema 3.28 (Teorema da Dualidade). As subdivisées

sao duais no sequinte sentido: existe uma bijecao inverte

D: ZL(f) — SD(f)

o — D, := Com

tal que dim(c) + dim(D(0)) =n e L(o)* = L(D(0)). A

da representagdo de f e o conjunto de vértices de SD(f)

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que a fun

T\ / 1 1 1 Y TN/ r\ e ) - —7 / )\ -



Logo,
f@) =aj +h@ == aj, + 2 > a;, + i
Notemos que essa desigualdade é estrita, pois, caso co

| € A,, contrariando fato de que x € int(o).

Para simplificar a notacao, denotemos L := ¢
L;:=aj +jx,Vie {m+1,...,k}. Entdo, (x,—1)(5;, —

Como P = Conv(A), podemos escrever

k

=1

Assim, dado z € P, temos:

(z,—1)z = (z,—1)(bij1 + - + brJ, 1
= b1z + -+ bpJrx + blajl .
= bi(aj, + j12) + -+ bn(aj,

bm+1 (&jm+1 + jm—i-lx) + e
= (by+ -+ by)L+ b1 Ly

Como L; < Le0<b <1, Vie{m+1, -, k}, temos
(x,—1)z < L(by+---+ by

Logo, para todo z € P, temos (x,—1)z < L. Ademais,



Logo, H,, N P = Conv(A,). Portanto, Conv(A,) é uma -
O poliedro P + p, pode ser descrito como P+ 0
Assim, dado (a,b+ \) € P + p, temos,
k(a,b+A)=zxza—b—AN—L<L—-X—L=-)
Além disso, para todo (a,b+\) € P+ p

k(a,b+N)=0za—b—A—L=0sza—b=Le

Logo, H, N (P + p) = Conv(A,), garantindo que Conv(~
Portanto, Conv(A,) é uma face inferior de P. Como a pr

garantimos que D, é, de fato, uma célula de SD(f).

Ademais, D é uma bijecao bem definida com inv

D™t SD(f) — Z(f)
C — )

jeCnA

De fato,

D(D7H(C)) = D ( CAJJ) -

j€Con (A )NA

Além disso, a bijecao acima inverte inclusao, pois dadc

temos



Notemos que

a—F = aji+- A+ amjm — (Orj1r+ A bjim)
— ((1_a’2__am)_(l_bQ__bm))]l
= (J2—Ji)(az = b2) + -+ + (Jm — J1)(am — bpn)
Como L(D,) = (a« — B;a,8 € D,), temos L(A,) D 1
vetorial gerado por A, é igual ao espaco vetorial gerado

Além disso, como o = ﬂ 0j, podemos escrever
JEAs

oc={reR"a;+ jr =0a;+ix > a +lz,Vi,,
Assim, dados =,y € o,

(aj—a;))+(j—1)z=0 e
(aj —a;) + (j — i)y = 0,1,
= (j —i)(x —y) =0,Vi,j €

Ou seja, todo vetor de L(o) = (x —y;z,y € o) é ortogona

Portanto, L(c) C L(D,)*. Para a inclusao contréria,ve
(7).

Ademais, sabemos que
dim(L(D,)*") + dim(L(D,)) = n = dim(L(c

como queriamos.

™ R . S R, I A T I



Exemplo 3.29. Consideremos o polinomio tropical
9(2,9) =" ®1O Y ©402 0y 5C

A conica tropical V(g) esta representada na Figura 5.

O conjunto
A={(2,0),(0,2),(1,1),(1,0), (0,
Assim, a subdivisao do R? associada a g é dada por
S (g) = {faces de o(;;);(%,7) € {(2,0),(0,2), (-

onde as faces dos o(; j’s sao os proprios o(; ;)’s € as inter

sao justamente as arestas e os vértices da curva tropical

Notemos que para cada célula o ;) € S(g), o
como oy; jy ¢ uma célula de dimensao 2, nao esta contide
Teorema da Dualidade, cada célula o(; j) € dual a Conv
vértice da subdivisao dual SD(g).

Por outro lado, se a célula de .#(f) for uma arest:
ela serd a intersecao das duas regioes que essa aresta perte
caso, A,, = {(4,7),(n,0)} = Conv(A,,) é o segmento de
seja, se a célula for uma aresta, ela se relaciona com um

Agora, se a célula é um vértice v,, da curva tro
trés regioes o(; j), digamos, o(; jy, O(n,0) € T(pq)- Neste cas

Conv(A, ) é o triAnculo de vértices (7. 7). (n.o) e (p.q).



Figura 11 — Curva V(g) e subdivisac

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Observacgao 3.30. Seja V(f) uma curva tropical e SD
um vértice da curva tropical. Sabemos, pelo Teorema 2
a um poligono P na subdivisao dual SD(f). Além dis
fronteira desse poligono P sao duais as arestas adjace
Denotemos essas arestas na curva tropical V(f) de aq, -
subdivisao dual de Ay, ---, A,,. Lidando com essas areste

¢ um poligono fechado, garantimos que

m
\N "4 —0



4  CURVAS TROPICAIS COMO GRAFOS E(

O nosso principal objetivo é contar o niimero d
género g no plano projetivo passando por um determinac
definicoes do capitulo anterior serem todas para hipersup:
agora vamos nos restringir apenas as curvas tropicais. In

de curvas tropicais utilizando grafos ponderados, tendo ¢

(1).
4.1 GRAFOS

Definicao 4.1. Sejam I, ..., I; uma colecao de k interx

ilimitados). No conjunto

LU---Ul, = O (I; x {i}) (unido disjun
i=1
escolhemos P, ..., P. e Q1,...,(Q), pontos de fronteira n.
é, pontos da forma (x,7) € I; x {j} tais que x é extren
LU---Ul}, a relacao de equivaléncia ~ que identifica P,
seja
P~Q& P=PF, e =(Q; para algu

Chamamos de grafo o conjunto I' = (I;U---Ul)/
aplicagdo quociente w: [1U--- Ul — ([LU---UlL)/ ~ (c

Exemvplo 4.2. Dados os intervalos



Figura 12 — Intervalos I; e gr

—
J

I3 Q;=0Q
se ¢4

Iy
Q1
P =P
@
/1(;')
I4 I5
£ /
/

7

I

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Para o que segue, faremos as seguintes convencoe

identificamos o conjunto I; x {i} com o intervalo |

chamamos os pontos de fronteira dos intervalos I,

de flags é denotado por I".

as imagens dos flags de I', em I', sao chamados de

denotamos por OF o vértice de I' que é imagem de

1. 4 1. 710



Definicao 4.3. Um grafo I' é chamado conexo se I' é cc

género de um grafo é definido como

() = 1 — 4T + 4T}
Definicao 4.4. Um grafo I', com uma funcao w : I'' —

dito ponderado. Para cada aresta F € I'!, w(FE) é cham

Nas representacoes geométricas de um grafo I, i

respectivo peso, quando este for diferente de 1.

4.2 CURVAS TROPICAIS

Seja T' um grafo ponderado sem vértices de valér
valéncia 1 de T, definimos I" := T'\I"0_.

Seja h : I' = R? uma funcao continua tal que, pa
h(FE) esta contida em uma reta afim com inclinagdo racic
aplicacao u : FI' — Z?* que leva o par ordenado (OF, [F])
(a,b) € Z* e mdc(a, b) = 1), que inicia em h(OF) e apon

Definicao 4.5. Uma curva tropical plana parametrizade

como acima, tal que

(a) Para cada aresta E € "', a restri¢ao h|g é injetiva

(b) Para cada vértice V € '’ vale a condicao de balax

\ \ /' "1\ / N w—= I’



|Fi] = E;, paratodo i =1,...,r e u(OF;, [Fi]) = (a;, b;)

que (—b;, a;) é um vetor perpendicular ao vetor (a;, b;), em
suponhamos que o segmento [(F;) comece no ponto (7
descrito acima, o segmento [(FE;) terminard em (m,n)
0 l(Es). O segmento [(F5) terminard em (m,n) + w(E)
comegara o segmento [(F3), e assim por diante. Usando

r

> w(lF]) - (ai,bi) = (w([F])ar+ -+ w([F])a,

1=1

= (0,0),
temos que o segmento [(F,.) terminara no ponto:

(m,n) +w(E)(—by,a1) + -
= (m— (byw(Ey) + -+ bw(E))),n+ (aw(E

Ou seja, os segmentos [(E;), para i = 1,...,r, formam
Fazendo esse processo em todos os vértices e mantendo
arestas comuns a dois vértices, desenhamos um poligono .
de Newton de C, subdividido em poligonos menores, chas
que raios da curva C nao estao entre dois vértices e, por

dois poligonos na subdivisao dual, logo correspondem a se
de Newton de C.

Exemplo 4.6. A Figura 13 representa uma curva tropi

Figura 13 — Curva tropical C' e a sua ¢



Teorema 4.7. Qualquer curva tropical C C R? € w:
algum polinomio f. Reciprocamente, toda hipersuperfi
parametrizada por uma curva tropical, isto é, V(f) =1

parametrizada h : I’ — R?.

Demonstracao. Ver (4), Corolario 3.16.

Definicao 4.8. Uma curva tropical plana parametrizad

todos os vértices de I' tem valéncia 3,

a aplicacao h é injetiva no conjunto de vértices,

dados um vértice V' e uma aresta F, temos h(V')

dados duas arestas F; e Fso, temos #{h(FE;) N h(E

para todo p € R? temos #h ! (p) < 2.

Uma curva tropical plana C é dita simples se admite un

Observacao 4.9. Na linguagem dual, uma curva é simple

dual contém apenas tridngulos e paralelogramos.
Exemplo 4.10. A Figura 14 mostra uma curva tropica

Figura 14 — Curva tropical parametr:

S S



onde ' é o conjunto de vértices de I" e I'} é o conjunto
de uma curva tropical plana simples é o menor género d

curva permite.

Proposicao 4.12. Uma curva tropical simples C C R? ¢
tropical simples. Além disso, qualquer outra parametriza.

estritamente maior que o género da parametrizacao Simj

Demonstracao. Ver (4) Proposicao 4.3.

Observacao 4.13. Na linguagem dual, o género de
¢ o numero de pontos do reticulado internos na subd

paralelogramos.

Definicao 4.14. O grau A de uma curva tropical plan:
raios juntamente com a soma dos pesos para cada direg

apenas o poligono de Newton.

Para facilitar a notacao, se o grau de uma curve
(0,—1) e (1,1) cada um d vezes (contados com 0s respec

da curva C' é d.

Exemplo 4.15. Consideremos a curva tropical C' represe
que temos dois raios na direcao (—1,0), mas um deles t

(1,1) e trés raios na diregao (0, —1). Logo, o grau A des

A={3-(=1,0),3(1,1),3- (C



Note que a definicao de multiplicidade de um vért

tropical parametrizada (I', h) estd bem definida pois,
’UJ(El)U(V, El) + U}(EQ)U(V, EQ) + ’UJ(Eg)U(V, Eg) =0 e,

w(ED)w(E)u(V, B) AV, B)| = w(EBs)w(,

Observacao 4.19. Na subdivisao dual, a multiplicidad

uma curva tropical parametrizada (I', h) é 2 vezes a are:

Definigcao 4.20. A multiplicidade mult(C) de uma cu
produto das multiplicidades de todos os vértices de val

parametrizacao simples de C.

Observacao 4.21. Na linguagem dual, a multiplicida

simples C' é o produto de todos os dobros das areas dos

Definicao 4.22. Dizemos que os pontos pi,ps, ..., Pk
geral se para qualquer curva tropical h : I' — R? de

P1,DP2,---,DPk € h(F) e k> g+ x — 1 valem as seguintes

(i) a curva C' = h(I") é simples;
(ii) as imagens inversas h=*(p1), ..., h~*(pg) sao disju
(iii) k=g+2x— 1.

Definicao 4.23. Sejam d > 0 e g inteiros, Ay := {(x,1

e P =1{pi.-- pa._t C R2um conjunto de pontos ¢



5 CAMINHOS RETICULADOS E CURVAS '

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de ca
mostrar como sao calculadas as suas multiplicidades. L
que esses caminhos possuem com 0 nosso problema enum

utilizadas foram o artigo (1) e a tese de doutorado (9).

5.1 CAMINHOS RETICULADOS

Defini¢gao 5.1. Um caminho v : [0,n] — R? é chamado
j=1,...,n, é funcao afim e (j) € Z*,Vj =0,...,n.

Observacao 5.2. A imagem de um caminho reticuladc

e, portanto, v|j;;+1) fica completamente determinado
=0,1,...,n—1.

Vamos fixar uma aplicacao linear A : R? — R de
é um numero irracional positivo e pequeno. Com essa

irracional.

Definicao 5.3. Um caminho reticulado v é dito A-ci

crescente.

Definicao 5.4. Dado um caminho reticulado v A-cres
de nosso caminho a imagem de um intervalo entre dois 1

seja, um passo é dado por 7|;j_1,,j =1,...,n.



o (g, Yr) € (Tga1,Yre1) estdo em colunas diferentes

1,9 € Z. Com isso,

i—eyk < j—€yk+]

i—7 < elypr — U

Como ¢ é um numero irracional pequeno, podem:

[Yr — Yry1| < d, pois yi € yry1 estdo em Ay, Com |

5(% — yk—i—l) < 5\% — yk+1\ <1=

Sabemos ainda que 7,7 € Z e 1 # j. Assim, i —

Tri1 = j. Logo, a relagao entre yp e yr1 € irrelevs

Portanto, podemos ter dois tipos de passos: um que «
comeca na reta {x =i} e termina na reta {x = j}, com

podendo ser crescente ou decrescente).

Exemplo 5.5. A Figura 15 representa um caminho ret
A5, onde podemos observar os passos mencionados acim
desce verticalmente na reta = 0, e 0 passo 7|2 comeg:

r=1.

Figura 15 — Caminho reticulado )

N



5.1.1 Multiplicidade de caminhos reticulados \-

Consideremos o triangulo A4. Denotemos por p o
ou seja, p = (0,d) e g o ponto onde A5, atinge o maximc

e ¢ dividem a fronteira 0A; em dois caminhos reticulads

o um caminho que liga p a ¢ e que percorre 0A; n
0y 2 [0,n.] — 0A4, onde ny é o nimero de pontos

menos um;

e um caminho que liga p a ¢ e que percorre 0A4 no s
d_ :[0,n_] — 0A4, onde n_ representa o nimero

fronteira menos um.
Exemplo 5.6. A Figura 16 representa os caminhos 6,

Figura 16 — Caminhos 0, e 0_




o ¥{:10,n] = Ay tal que v (j) :=(j), para tc
VY (ET) =y (kT — 1) + (kT + 1) —y(kT).

Os caminhos v/, e 7/ estao representados na Figur

Figura 17 — Caminhos 7/, e

/

v v,

k+

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Seja T' o triangulo com vértices y(k™ — 1), y(k™ +

cidade positiva p(y) como:

pry(y) =2 - drea de T - pi (7]

Se a imagem de 7/ nao estd em A,, definimos i (

Por fim, se ndo existir k™ € [0,n] inteiro tal q

definimos i (y) = 0.

o~ " ~



Figura 18 — Caminhos 7/ €

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Se a imagem de ~” nao estd em Ay, definimos p_(

E se nao existir k= € [0,n] inteiro tal que vy vir

p-(v) = 0.

A multiplicidade u do caminho v é dada por:

() = pa (V)= (7).

Exemplo 5.7. Seja v : [0,8 — Aj indicada na Figural

Figura 19 — Caminho v em

N



e AL(5) =), para todo j < 2 e Y4 (j) = () + 1
na Figura 20.

Figura 20 — Caminho v/,

Fonte: Elaborada pela autora (2

e Notemos que
71(2) =7(1) +7(3) —7(2) = (0,2) + (1,
Logo, a multiplicidade do caminho ~/ ¢ nula.

Notemos que o triangulo 1T', neste caso, ¢ o triangulo de v

1
assim area 3" Com isso, a multiplicidade positiva de 7y ¢



Figura 21 — Caminho (v/,

Fonte: Elaborada pela autora (2

. . / /
Vamos repetir o processo para o caminho (/)
primeiro k7 tal que (7)) faz uma curva a esquerda é

caminho ((7}.))’. Novamente, temos a multiplicidade do
(v}))"(3) = (L, 1) +(2,1) = (1,0) 5

Figura 22 — Caminho ((v/




construido como nula (pela mesma justificativa do caso |

como sendo 3" Representamos os caminho resultantes d

Figura 23 — Proximos caminhos da 1

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Notemos que o dltimo caminho encontrado na re

possui multiplicidade 1. Portanto, a multiplicidade posit

() = py(04) = 1.

Agora, vamos calcular a multiplicidade negativ
caminho da Figura 19, temos que o primeiro k= € [0,

k~ = 3. Construindo os caminhos 7" e ~”, temos:

o O caminho 7" é construido “esquecendo” o pontc

ﬂC“i’é ‘V‘D‘I’\Y‘DC‘QY\‘*‘QA(\ Y ) p‘;(\"117"0 ‘)/I



e O caminho +” é construido mantendo todas as imz

tuido por:

Y2 (3) = 7(2) +7(4) —¥(3) = (0,1) +

Este caminho esta representado na Figura 25.

Figura 25 — Caminho +”

Fonte: Elaborada pela autora (2

O triangulo T' é formado pelos vértices (0,1),(1,2) e (1,



Figura 26 — Caminhos (7 )" e

()

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Figura 27 — Caminho ((7"

Fonte: Elaborada pela autora (&



Figura 28 — Caminho ((v"

()"

Fonte: Elaborada pela autora (2

Figura 29 — Caminho +/




5.2 CONTANDO CURVAS

Definicao 5.8. Sejam d > 0 e g inteiros. Denotamos por
reticulados A-crescente 7 : [0,3d + g — 1] — A, com ~(0)

com as suas multiplicidades.

Utilizaremos os caminhos reticulados A-crescentes
calculo do nimero Ny,op(d, g), relacionando-os com possiy
de Newton, que sao duais as curvas tropicais. Mais detalk

na demonstracao do teorema abaixo, como referenciado.

Teorema 5.9. Para todo d,g € Z, d > 0, temos Npatn (¢

Demonstragao. Ver (4), Teorema 2.

Exemplo 5.10. A Figura 30 mostra o tinico caminho reti

Figura 30 — v : [0,5] — A




Figura 31 — Multiplicidade positiva de

7/+ (’)/+)/

k‘+

k+

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Figura 32 — Multiplicidade ne
de Y- [0,5] — AQ.

Fonte: Elaborada pela autora (2



Logo, existem 12 curvas de grau d = 3 e género g = 0 que

geral no plano projetivo complexo.

Figura 33 — Caminhos reticulados A-crescente

po=2 p=3 p=4

Fonte: Elaborada pela autora (2023) com base em (1).



6 A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS P

Neste capitulo generalizaremos a Definicao 5.1 de
como (1), e mostraremos que o nimero N;fh(d, g) també
Harris, definida na Secao 2.3, sendo esse o principal r

principais referéncias utilizadas foram o artigo (1) e a te

6.1 CAMINHOS RETICULADOS GENERALIZADOS

A generalizagao da Definicao 5.1 de caminho re

secao, permitirda um maior niimeros de caminhos reticul:

o,

os numeros N

(d, g) para caminhos.

Em todo o capitulo, d e g serao nimeros inteiros
denotara o o triangulo de vértices (0,0), (0,d) e (d,0) e se

de ntimeros inteiros nao negativos.

Definicao 6.1. Sejam «a e [ duas sequéncias tais que
por A\(z,y) = = — €y, onde € é um numero irracional |
um caminho reticulado A-crescente v : [0,n] — Ay, n
generalizado A-crescente se v(0) = (0,d — Ia) = (0,13)

Vamos definir uma multiplicidade para um camin
ao que foi feito no Capitulo 5, usando o produto de un

multiplicidade negativa as quais definiremos a seguir.

Defini¢ao 6.2. Seja g : [0, || + d] - Ay um caminho



e nos pontos da fronteira de Ag em que y = 0, exist

A Figura 34 mostra todos os possiveis caminhos d(; 2) nc

Figura 34 — Caminhos 0(; ) no tri

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definimos a multiplicidade negativa de um can
crescente 7y : [0,n] — Ay, denotada por ug (), usando ¢
Subsecao 5.1.1, sendo dg o caminho final da recursividade.

positiva precisamos fazer um ajuste.

Definicao 6.4. Dado um caminho reticulado A-cresce:
definimos o caminho 7, : [0, |a| + n] — Ay, chamado
etapas de comprimento inteiro ¢ no lado de A, sobre

Yo(la]) = (0, 18). Calculamos j4 (7,) como na Subsecaa



Figura 35 — Caminho v

Fonte: Elaborada pela autora (2

Figura 36 — Caminho ~/




Figura 37 — Caminho (v"

Fonte: Elaborada pela autora (Z

Portanto, py —(v) = 2.

Por fim, vamos calcular a multiplicidade positiva
o caminho v para o caminho (1) : [0, 7] = As, adicion

em {x = 0}. O novo caminho esta representado na Figu

Figura 38 — Caminho (7,




Figura 39 — Caminho v, ,

k‘+

Fonte: Elaborada pela autora (-

Logo,

iy (Vo) =2 Area de T - ﬂ+(720,1)+) + i (

e Observando agora o caminho 7{0,1) L, temos kT =1
Figura 40.

Figura 40 — Caminho (v,

N



o Vamos repetir este processo, onde os caminhos v e

e ambos os caminhos ~” possuem multiplicidade 0

Figura 41 — Caminhos ~y

k+

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Notemos que durante o processo surge mais um t

assim que py(y01)) =2-2-1=4.

Logo,
1
HO.D+ = o) (Vo) =

o DO | —

Portanto, a multiplicidade 4 1),1)(7) =22 =

Definicao 6.7. Suponhamos fixados d e ¢ inteiros,

tais que Ia + I8 = d. Definimos Ngéfh(d, g) como o N



Figura 42 — N\% (03 ¢

p

[ ] [ ] [ ] [
[
H,1),+ = 2 Ho,1),+ = 2 H,1),+ = 1
K- = 2 pay-=1 K- =1
Koy, =4 Ko,1),(1) = 2 Koy, =1

Fonte: Elaborada pela autora (2023) com base em (9).

6.2 A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS PARA
GENERALIZADOS

¢ Oé,B
Para provar que os niimeros N} (d, g) da Defin
Caporaso-Harris, vamos expressar a multiplicidade neg
reticulado generalizado de maneira nao recursiva. Par

seguir.

Lema 6.9. Sejam d e g inteiros, d > 0, a e 5 duas se
v :|0,n] = Ay um caminho reticulado generalizado. Se
reta x = 1 e termina na reta r = j, para algum par i,

"move pelo menos duas colunas para a direita”), entdo |



que movem no maximo uma coluna para a direita. Por

nos passos da recursividade.

Pelo lema anterior, garantimos que qualquer cax
crescente com multiplicidade diferente de zero tem aper
desce verticalmente e outro que se move exatamente ui

variacao na coordenada y podendo ser crescente ou decr

Para o que segue, faremos a seguinte definicao.

Definigao 6.10. Seja v : [0,n] — Ay um caminho A-cres

0 <17 < n, denotamos por:

(a) h(i) a coordenada y do ponto mais alto de v na re

(b) o' a sequéncia que descreve os comprimentos dos p
ou seja, a sequéncia o = (a4, ab,...) é tal que o} 1
de tamanho 1 na coluna x = 7, o, representa a qu:

na coluna x = ¢, e assim sucessivamente.

Exemplo 6.11. Para o caminho ~ ilustrado na Figur.
h(2) =2, h(3) =1, h(4) =0 e a® = (0), o' = (1,1), a* ;

Figura 43 — Caminho v




(a) A multiplicidade negativa de v € dada pela formul

d—1
ai—l—l +1_ 21
(89,...,84) \=0

onde a soma € calculada sobre todas as (d+ 1)—upl
que a° + 8 = 8 e Ia* + 13" = h(i) para todo i.

(b) A multiplicidade positiva de v € dada pela formula

1=0

1 S iigig
ua,+(7):]—a Z (H[a+66+1

onde a soma € calculada sobre todas as (d+ 1)—upl

que 3° =a ed —1i— 15" = h(i) para todo i.

Demonstracao. Vamos provar somente a afirmacao (a), |
(b) é andloga. A demonstracao sera por indugdo no nii
o calculo de pg_. Primeiramente, observemos que os
recursao, dz (Definicao 6.2), satisfazem a férmula. De f
caminhos d3, temos que 3° = (0). Além disso, como n
do caminhos estao somente na fronteira do triangulo Z

h(z) = 0, e, portanto, a’ = 0, concluindo que 3* = (0) ps

Z (Cﬁ ]a¢+1+5¢+1_5¢ (Ozi

1=0



e ou y(k+ 1) estd na mesma coluna ¢ de y(k), comc

Figura 44 — Primeiro cas

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

e ou y(k+ 1) estd uma coluna a direita de y(k), cor

Figura 45 — Segundo cas

/

V—

- -



5”_{ 0,se [ # 1; |

1,sel =1.
[~%i+1i¢s = 1 /s e as condigdes nas variaveis de soma 37 ;
[(Oéj — (5j,7;es) + 15‘7 = h(]) — 5j,z'5 S

Ou seja, a soma é tomada sobre as mesmas condigoes d:

J&4 o caminho +” tem os valores de h(j) e o’ igu

serd substituido por h(i) — s, a por a’ — e, e a'~! por

allpl_po @1+51 =l f
) = 5 (P ()
)

0
(8Y,...,84 b

JoHBI=BT e (O‘Z O e | et
67;—1

Usando que I = s e que 7% = 1/s, temos

[Oéi_l-i-ﬁi_l—ﬁi_Q-i-es[Oéi-i-ﬁi—ﬁi_l—es _ ]ai—1+5i

d—1 . . . j+1 J
adtlipgitli_gi [ ‘|‘6
() = 3 (Hl 8 ﬁ(

(/BO"")Bd> ‘7:0

onde as condicoes nas varigveis de soma [3* sao:

Oéo + 5O,i—168 N
](Oéj — 5]',@'63 + 5]',@'—165) + [59 — h(.]

Podemog tornar ac condicoee (6 2) io11aie age da m™m



Porém, para deixarmos os somatorios (6.1) e (6.4) nas me

novamente como

o rgng [ ot 4

pp—(V1) = Y (H [T A6 ( |
Substituindo (6.1) e (6.5) na definicdo de multiplicidade
po,—(v) :==2-dreade T - pg (1)

onde T o tridngulo de vértices y(k~ — 1), v(k~ + 1) e

pe—(v) = s-pp—(v)+ pp-(7")

d—1 +1
— 51 Z (H [ajHJrﬁjH—Bj ( ol 4

+ (dHl eIt BT ( o+ B
) 6] —

- ¥ Cﬁl]aj“wj“—ﬂf (O‘l T 51)
) ch

. <ozd+/3d> ((oﬂ + B — €5> N (o/ +
-1 gi-1 Bi-

'+ B — e, ol + B — ey
B >+< B

&l
Vamos analisar o termo . .
61—1 Bz—l — e
s

¢ it B ey = (af + B al b B - Lokt

o A1 _ o — (Rl . pm—-1_ 1 ... Ri—-1}



—1 —1
Usando a identidade binomial ( " " ) + ( Z ) )

S B ST A1
(50 ) (B ) -

(ozz +5€3@1— es> N (ozﬁ—k 15_—6 Ses> _

garantindo que em (6.6) vale a igualdade,

() = % (H155<@;ﬁ>(a
)

j=0

(oszrﬁd) ((ozinLﬁi—eS) N (o/+ﬁi
gd-1 gi-1 Bi-1_

d—1 1 1
— aitisgitiogi (00 + 0 ) (O‘
s (1 "5

j=0

L) 2 i
( Bd-1 Bi-1 (Bozﬁd) jl;lo

.....

k= 1 temos

Com isso,

como queriamos.

Ja no segundo caso, a ideia é semelhante ao caso

o caminho 4" nao contribui para o calculo de pg (7).

g, —(v) = pp,— (7).



e A==+ 30 =8= 3 =3O

e & =al,Vy.

 RG) =B = Gials = 1), = { }:;E?)) M7

Com isso, 37 = 87, Vj #£ i e 5 é tal que
Iol + 16" = h(i) — (s —t

Como o caminho v é A-crescente, sabemos que

existirem, sao sempre decrescente na segunda coordenac

e naretaxr =1—1, se existirem deslocamentos vertic:
de yr_1. Assim, yr_1 € a menor coordenada de ur

1—1

xr=1—1. Como Ia'"" é o comprimento de v qu

Ia' ' =h(1 — 1) — yp_1. Logo,
Ia '+ 187 =h(i—1)=h(i —1) —yp_1 + 10

e na reta x = 7, nao temos deslocamento vertical de

seja, 18" = h(i) = .

e nareta xz =1+ 1, o deslocamento vertical do camir

Yrs1. Assim, h(i + 1) = yp,1, garantindo que Ta'"

Temos,



sendo substituido por

Ozi € BZ + (ﬁi_l + az’—i—l + Bi—i—l . 25@)
g1 B+ (B

Porém esses termos sao os mesmos pela identidade

n-+k-+m n+ k B n-+k-+m
n+k n B n+ 1
onde n=f"" k=p—f" em=a" + 5" = B, p:

sequéncias. Lembremos que o' = (0).

Portanto,

a—1 . .
pe-(1) = ). (H JOTHAT B ( ¢

(89,...,84) \#=0

como queriamos demonstrar.

Notemos que as férmulas acima nos oferece uma |

multiplicidade de um caminho reticulado, como podemco

Exemplo 6.13. Sejam a = (0,1), 8= (1), d=3 ey : |l
representado na Figura 46. Vamos calcular a multipl
as formulas demonstradas na Proposicao 6.12. Notemxc

representado na Figura 42.

Ficura 46 — Claminho ~



Primeiramente, vamos calcular a multiplicidade n

todas as 4—uplas de sequéncias (S, ..., 3°) tais que o -

todo?=0,...,3.

'+ 5 =8= 1)+ =(Q1Q)= 5" =(0).
Notemos ainda que Ia® +13° =1+ 0= 1= h(0).

Ia'+ I8 =h(l) = 1+ 18 =2= [B' =1 = j

[+ 1B2=h2)=1+1=1=I5>=0= B>

I3+ 13 =h(3)=0+1I8=0=13=0= 3

Aplicando os valores acima na férmula apresentada na lef

2 1+1
,LLB’_(”)/) _ Z (H ]ai+1+5¢+1_5¢ ( 87 é

(89,8%,82,83 \1=0

]a1+51—50 (Ckl —|_ 51>]a2+52_51 (Cl’2 ‘I‘
B o)

()

Agora, vamos calcular a multiplicidade positiva d
nemos todas as 4—uplas de sequéncias (3°,...,3%) tais

para todo:=20,...,3.

e 3%=a=1(0,1).



"lo)o)6)"

-1-1-1-1-1=1

[\')lr—k [\')lb—\

Portanto, a multiplicidade p 1)1 (y) =1-1=1

Teorema 6.14. Sejam d e g inteiros, d > 0, e «, 8 dua
nao negativos tais que lao+ 1B =d. O numero Ng‘&fh(d, 9
Harris. Em particular, temos Ng‘afh(d, g) = N*2(d, g) p

cplx

Demonstracao. Seja v :[0,2d+ g+ |5| — 1] = Ag um ca
(0, 153) e terminando em ¢ = (d,0). A ideia da demonstrac

para o primeiro passo do caminho . Temos apenas dois

(i) o ponto (1) esta na reta {x = 0};

(ii) ou o ponto (1) estd na reta {x = 1}.

pois, nos demais casos, o primeiro passo de v move pelo 1

e, pelo Lema 6.9, a multiplicidade de v é 0.
No caso (i), o ponto (1) = (0,15 — k), para &

que é imagem do intervalo [0, 1] se manterda durante
da multiplicidade negativa. Se esse passo de tamanho
recursividade nao encontrariamos o caminho 0g, tornar
restricao v := 7|[1’2 dtg-+15]—1] ¢ um caminho comecando e1
Além disso, I(a +e;) + I(5 —er) = d. Fagcamos & = ¢



e = 7 X

d_ ~.
1_[1]&"*51‘—51‘“ a’ +,
s Bi+1
1=

— Z (Cﬁ ]OéiJr@i—ﬁiH—(si,o'
]oz—l—ek

1=0

_ l Z dl:[l]oci—kﬁi—ﬁi“—&,o
kI

1=0

onde o somatério em (6.8) é sobre todas as d 4+ 1-uplas
d—i— 15" = h(i) e 0 somatério em (6.9) sobre todas as
BO=a+e,ed—i— 18" = h(i) — d;ok. Fazendo a mud
para todo ¢, temos 19 = o e d — i — In* = h(i). Portantc

1 1 d—1 i i il (Ozi —+ 771>>
. Je T —n ,
by (T e
Logo,

~

tas(v) = pg—(Vta+(v) =pz_(7) - k-4
Mo, (’7) = k- Ho+er,B—es (;5/)

Portanto, os caminhos 7 tais que y(1) pertence a reta x

S k- NogeeP = (d, g)
k;Br#0



onde a soma ¢é tomada sobre todos os 5’ e ¢’, possiveis. .

s ) = 32 (&

Oé/

Hap(y) = D 1777 (@ <&>u

/
o B @’

onde a soma é tomada sobre todos os 3, o e ¢’, possiv

e, portanto,

sao esses possiveis valores. Notemos que, pela construca
I/ +168 =(d—1—h(1))+ h(1

Como 4 tem um passo a menos que vy, temos
2d+ g+ 18| —1—-1=2(d—1) 4 ¢

garantindo que g — ¢’ = |8’ — B] — 1. O caminho A-cresc

(d,0) que passa por todos os pontos possiveis do reticule

B+ (d—1)+(d—2)+ - +1=

passos. Como ~ tem 2d + g — 1 + |§| passos,

d(d +1)
2

(2d+g-1+18) = &

8] +
pontos do reticulado sao perdidos por v. Notemos que o ca
pontos do reticulado e esse nimero é necessariamente

perdidos por ~v. pois em ~ 0os pontos da coluna r = 1 err



Portanto, N, aJth(d, g) satisfaz a férmula de Capor
Finalmente, sabendo que N, ath(al, g)eN, plx(d qg)

Harris, para todo «, 3, d, g e que ambos coincidem parz

Npath(d g) Ncplx(d g)
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