UNIVERSIDADE FEDERAL DE J
INSTITUTO DE CIENCIAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAOQO |

Francielle Alves Rodrig



Francielle Alves Rodrig

Construcoes de Emparelhamentos de Arestas

Dissertacao ar
Graduacao en
Federal de Jui:
a obtencao da
tica. Area d
Topologia.






Francielle Alves Rodrigues

Construgoes de emparelhamentos de arestas de poligoi

Dissertacdo apresentada at
Federal de Juiz de Fora «
Matemadtica. Area de conce

Aprovada em 29 de outubro de 2024.

BANCA EXAMINADORA



e
.j'el! j Documento assinado eletronicamente por Lonardo Rabelo, Professor(a), em 01/11/2024, as 10:01,
sssinatura | 49 do Decreto n2 10.543, de 13 de novembro de 2020.

||L eletrbnica

e
Jel! ) Documento assinado eletronicamente por Esther Sanabria Codesal, Usuario Externo, em 20/12/202
assinatura § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

||L eletrbnica

e
I i Documento assinado eletronicamente por NELSON BERROCAL HUAMANI, Usudrio Externo, em 20/1
) (3

assinatura fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

||L eletrbnica

& A autenticidade deste documento pode ser conferida no Portal do SEI-Ufjf (www?2.ufjf.br/SEl) através
i verificador 2068329 e o cddigo CRC D2DAACD1.







AGRADECIMENTO

Agradeco a Deus por ser meu sustento em todo f

oportunidades que me trouxeram até este momento.

Agradeco a minha familia pelo carinho e pela tor
Marta e Jorge, pois com muito esforco e dedicacao me pe
nao era realidade para nossa familia. Aos meu irmaos,
cunhada Nathalia, pelo incentivo e suporte que me dera:
apoio emocional e mental que eu precisei durante este

que com apenas um sorriso me concedia a disposicao qu

Agradeco a minha amiga Gabriela, que esta comig
lar em um nova cidade, pelos momentos de diversao, acol
soltado minha mao. A minha amiga e parceira de muito
nosso cantinho e me garantiu bons momentos de desco
fiz durante o mestrado, vocés foram essenciais neste te

especial, Walter e Thiago, pela ajuda com as incontaveis

Por fim, aos professores do departamento de Maten
de ser aluna ou assistir alguma palestra, pois contribuiran
formacao. Em particular, a minha orientadora, professora
ajuda e ensinamentos durante este tempo. Ao meu coorie:
por aceitar o convite, pela disposicao nos nossos encontt

dissertacao.



RESUMO

Este trabalho tem como estudo principal a obtenc
veis por meio do emparelhamento de arestas de poligonos
definir grafos de emparelhamento e verificar a nao unicid:
poligonos na construcao de uma dada superficie. Estuda
grafos de emparelhamento, definidos por Mendes e Romer
a construcao de novos grafos de emparelhamento de are
dado esta associado a algum emparelhamento de arestas.
de emparelhamento (5), que permite construir novos g
especificamente, familias de grafos de emparelhamentos
conhecidos. O processo inverso, denominado decomposic
nos permite verificar se um dado grafo pode ser associe
arestas de um poligono regular. Essas técnicas, além d
emparelhamento de arestas, garantem que sua aplicacao

resultam em novos grafos de emparelhamento de arestas

Palavras-chave: Topologia Quociente. Emparel

Regulares. Superficies.



ABSTRACT

This work aims to obtain closed and orientable su
polygons (17), with the aim of defining pairing graphs &
of the identification of polygon edges in the constructi
the extension and contraction of pairing graphs, defined
techniques that allow the construction of new edges-pai
whether a given graph is associated with some edges-pairi
surgery (5), which allows the construction of new pairing
of trivalent pairing graphs from already known graphs. T
decomposition, allows us to verify whether a given gra
edge pairing of a regular polygon. These techniques, in
given graph is an edge-pairing graph, lead to results that

between edge-pairing graphs results in new edge-pairing

Keywords: Quotient Topology. Edge Pairing. Re



LISTA DE ILUSTRACC

Figura 2.1 — Exemplos de topologias no conjunto X = {
Figura 2.2 — R com a identificacao definida pela funcao
Figura 2.3 — Construcao de um cilindro a partir de um 1
Figura 2.4 — Vizinhanca dos pontos do retangulo e do ci
Figura 2.5 — Exemplo de um grafo conexo. . . . . . ..
Figura 2.6 — O grafo conexo (G; e o grafo desconexo GS.
Figura 2.7 —(a) Lago; (b) arestas paralelas; (c¢) orientagé
Figura 2.8 — Grafo arvore. . . . . .. . . .. ... ...
Figura 2.9 — Exemplo de uma 0-célula, 1-célula e uma 2-
Figura 2.10-Exemplo de uma 0-célula, 1-célula e uma 2-
Figura 2.11-Exemplo de distintos complexos celulares e
Figura 2.12-Exemplos de complexos celulares. . . . . .
Figura 2.13-Intersecoes nao permitidas em um complex
Figura 2.14—Superficie nao orientavel. . . . . . . . . ..
Figura 2.15-Soma conexa entre dois toros. . . . . . . .
Figura 2.16—Soma conexa com uma esfera. . . . . . . .
Figura 2.17-Superficies Homeomorficas. . . . . . . . .
Figura 3.1 — Emparelhamento de aresta de um quadrilat
Figura 3.2 —(a) Emparelhamento da esfera, (b) garrafa de
Figura 3.3 — Emparelhamento de arestas de um Fg sobre
Figura 3.4 — Curvas formadas sobre a superficie M,. . .
Figura 3.5 — Soma conexa do diagrama planar entre dois

Figura 3.6 — Emparelhamentos do tritoro a partir de Ps-



Figura 4.1 — Extensoes do grafo Io. . . . . ... .. ..
Figura 4.2 — Extensoes do grafo 1,. . . . . . ... ...
Figura 4.3 — Grafos estendidos sobre o bitoro. . . . . .
Figura 4.4 — Poligono apés a extensao. . . . .. .. ..
Figura 4.5 — Exemplos de extensoes de grafos sobre o to
Figura 4.6 — Exemplo local de extensoes de grafos sobre
Figura 4.7 — Extensoes do grafo I4 sobre o Toro. . . . .
Figura 4.8 — Possibilidades de extensao de um vértice pa
Figura 4.9 — Possibilidades de extensao de um vértice pa
Figura 4.10-Exemplos de extensoes de grafos sobre o Bi
Figura 4.11-Diagramas e grafos de emparelhamento triv
Figura 4.12—Grafos de emparelhamento trivalente do Tr
Figura 4.13-Diagramas e grafos de emparelhamento 4-r¢
Figura 4.14—Contracao dos grafos de emparelhamento tr:
Figura 4.15—Contracao dos grafos de emparelhamento tr
Figura 4.16—Extensoes de um grafo de emparelhamento
Figura 4.17-Grafo de emparelhamento trivalente sobre ¢
Figura 4.18-Visualizacao local da troca de arestas.
Figura 4.19-Exemplo de troca de arestas. . . . . . ..
Figura 4.20-Exemplo de troca de arestas. . . . . . ..
Figura 5.1 — Diagramas e grafos de emparelhamento triv
Figura 5.2 — Emparelhamento de arestas com seus respe
Figura 5.3 — Soma conexa simultanea entre superficies e

Figura 5.4 — Soma conexa de grafos. . . . . . . . .. ..

Fiotira 5 5 — (ir1iroia S5 noge noliconoe de emnarelhamer



2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2

5.1
0.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . ... ... ...,
PRELIMINARES . ...........
TOPOLOGIA . . . . . .. ... ... ...
TEORIA DE GRAFOS . . .. ... ....
COMPLEXOS E CARACTERISTICA DE |
SUPERFICIES . . ... ... .......
EMPARELHAMENTO DE ARESTAS
EMPARELHAMENTO DE ARESTAS DE |
GRAFOS DE EMPARELHAMENTOS

DIAGRAMAS DE EMPARELHAMENTOS
EXTENSAO DE GRAFOS DE EMPA
EXTENSAO DE GRAFOS . . . ... ...
EXTENSAO DE GRAFOS SOBRE M, . .
CIRURGIAS DE EMPARELHAMEN'
SOMA CONEXA DE EMPARELHAMENT
DECOMPOSICAO DE EMPARELHAMEN
CONCLUSAO. . . . . oo v iii .
REFERENCIAS ... ... .......



1 INTRODUCAO

A teoria de grafos é um ramo da matematica que
areas do mundo real. Em especial, no mundo tecnolog
de forma significativa para as teorias de informacao e c
a tesselacao, uma técnica de recobrimento de uma sur
poligonos regulares, sem que haja sobreposicao ou espag
tesselagao é denotada por {p, g}, onde p é o nimero de I:

grau do vértice do grafo associado.

Em (6), Faria e Palazzo mostram que os c6digos
baixa probabilidade de erro, estao relacionados com o
esferas cuja a densidade ¢ maxima. Os autores exibem qu
g € o género de uma superficie compacta, € a responsavel
esferas com a maior densidade possivel. Por isso, estudar
de arestas de poligonos hiperbolicos associados a tais tesse
12g — 6 arestas, permite obter informacoes necessarias p:
Em virtude disso, ha um interesse topolégico na tesselaca.
estd associada a uma superficie compacta, estamos intere;

tais superficies (com género g) e os grafos associados a ¢

Em (9), Jorgensen € Nddtinen mostram que pa
g = 2, um poligono composto por 18 lados identifica su
Tais emparelhamentos estao associados a cinco grafos tr
que qualquer outro emparelhamento (ou grafo) estara rele

por Jorgensen & Ndadatanen. Ja para g = 3, 0os empar



auxilia na determinacao de possiveis grafos de emparelh
trabalhos sobre emparelhamentos em (5), (9), (16) e (18
construidos a partir de poligonos regulares, focando e
resultados obtidos por esta analise podem, posteriormen
Geometria Hiperbdlica, contribuindo para a teoria de si

em especial, a construcao de constelacoes de sinais geom
em (3).
Neste trabalho, iniciamos descrevendo no Capitu

serao utilizados no desenvolvimento da dissertacao, cor

basicos sobre Teoria de Grafos e a Caracteristica de Eul

No Capitulo 3 é abordada a construcao do empas
a relacao dos grafos com os emparelhamentos de arest

diagramas de emparelhamentos.

No Capitulo 4 explicamos o conceito de extensao
fechada sobre uma superficie, apresentando os resultado

dado esta associado a algum emparelhamento de arestas

Concluimos o trabalho com o Capitulo 5, onde e:
a construcao de familias de grafos de emparelhamento c
e outra para verificar quando um grafo dado pode ser d

poligonos regulares.



2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é descrever os conceito;
trabalho. Serao abordados alguns tépicos de topologia

xos/celulares e finalizando com superficies.

2.1 TOPOLOGIA

Nesta secao serao apresentados os conceitos basic
discutido o que é uma topologia quociente dado que a c«

arestas é feito através de tal topologia. As principais re
(17), Lee (11) e Kinsey (10).

Definicao 2.1.1. Uma topologia sobre um conjunto X ¢

de X com as seguintes propriedades:

1.0, XeT.

2. A uniao dos elementos de qualquer subcolecao de
elemento de T, V¢ € J, entdo U{U;}ics € T.

3. A intersecao dos elementos de qualquer subcolec:

Uy, -, U,€T,entao Uy N---NU, €T

O conjunto X para o qual é definida a topologia T é
denotado pelo par ordenado (X, 7).

Y L. °* ~ 1 o O AN TN\ couii i r i 12 .0



Figura 2.1 - Exemplos de topologias no con

(a) Discrete topology (b) Trivial topology
Fonte: Retirada de (11), p

1. Qualquer intervalo fechado [a,b] C R é um subcon

2. No espago topolégico X = {1,2,3} do Exempl
{3},{2,3} e {1,2,3} sdo fechados.

Definicao 2.1.7. Seja X um espaco topolégico e S

Dizemos que a topologia Tg em S é dada por
Ts ={U CS:U =SnNYV, para algum subcor

Em outras palavras, os subconjuntos abertos de Tg sao ir
abertos em X. A topologia Ts é chamada de topolo

relativa) em S.

Defini¢ao 2.1.8. Seja (X,7T) um espacgo topologico. U

de cstibconiuntos de X (denominados elementos basicc



1. Todo espago métrico é de Hausdorff: seja r = d(x,1

L

bolas abertas de raio 5

em torno de z e y sao disju

2. A topologia trivial em qualquer conjunto contend
Hausdorff. Ainda, o espaco X = {1,2,3} com a toy

também nao é um espaco de Hausdorft.

Definigao 2.1.12. Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos top
sobre X X Y ¢ a topologia que tem como base a colecao |

UxV,ondeU € Tx eV € Ty.

Exemplo 2.1.13. ((11), p.60) No plano R* =R x R, a
conjuntos I x J, onde I e .J sao subconjuntos abertos de |

é um retangulo aberto.

Definicao 2.1.14. Sejam X e Y espacgos topologicos
sobrejetiva. A aplicacao ¢ é dita aplicacao quociente s

Y é aberto em Y se, e somente se, ¢~ (U) é aberto em

Definicao 2.1.15. Seja X um espacgo topoldgico, A 1
aplicagao sobrejetiva. Entao existe exatamente uma topa

é uma aplicacao quociente, 7 é denominada topologia

Exemplo 2.1.16. ((10), p. 51) Um exemplo da construc

a funcdao f: R — S! dos ntimeros reais para S' = {(z, y)
f(t) = (cos(2nt),sin(27t)) -

Note que f(t) € S', visto que cos?(27t) + sen?(27t)



Exemplo 2.1.17. ((10), p.52) A Figura 2.3 ilustra cor
cando as duas bordas opostas de um retangulo. Para este
do retangulo para o cilindro, em que é facil identificar
podemos descrever da seguinte forma: os pontos do interi

do retangulo sao deixados "sozinhos'e os pontos da borde
da borda direita.

Figura 2.3 - Construcao de um cilindro a pa

Fonte: Retirada de (10), p.

Para realizar tal colagem ¢é necessario seguir algu

e« Nenhum ponto x pode descolar-se de si mesmao.
e« Se x ¢é colado em vy, entao y é colado em x.

e Se x € colado em y e y é colado em 2z, entao x é cc

E evidente que a colagem realizada é uma relaca



colados a nenhum outro ponto do quadrado, e ainda, par

Assim,

(z,y)] = { {(z,v)}, se x # (
| {(0,9) ~ (Ly)}, sex=C

Com isso, concluimos que se X é um espaco tog

identificacao obtido através de X, entao existe uma func

O conjunto X/ ~ com a topologia quociente induzida
de identificagdo em X/ ~ e é um caso particular da Defi
lz] € X/ ~ ¢é definida como um conjunto tal que a image

vizinhancas de todos os pontos y com y ~ =.

Exemplo 2.1.19. ((10), p.54) A Figura 2.4 ilustra o qu
ao quadrado unitario a topologia padrao herdada de um

as vizinhancas sao discos intersectados com o quadrado.

1. Discos no interior do quadrado (onde nao hé nenh

2. Meios discos (abertos na topologia relativa) sobre

inferior, como o ponto z.

3. Como os pontos (0,y) e (1,y) sdo identificados n
quadrado, uma vizinhanga de [(0,y)] = [(1,y)] s

topologia relativa do quadrado) centrados em (0,



Definicao 2.1.21. Sejam X e Y espacos topolégicos ¢
funcao f e a funcao inversa
1y - X

sao ambas continuas, entao f é dita um homeomorfisr

Definicao 2.1.22. Sejam X e Y espacos topolégicos e f
injetiva. Tome Z o conjunto imagem de f(X), onde f(X)
do subespaco. Entao a funcao g : X — Z é bijetiva. Se g
dizemos que a aplicacao f : X — Y é um mergulho toj
de X em Y.

Definigao 2.1.23. Seja A = {A1, As, - -+ } uma colegao «
X = UA;, a colecao A é denominada cobertura de X.
aberta de X se cada A; for aberto em X.

Definicao 2.1.24. Um espaco X é dito compacto se tc

subcolecao finita que também cobre X.

Exemplo 2.1.25. Se X é um espaco topologico com nu

trivialmente compacto, pois qualquer cobertura por abe

Teorema 2.1.26. (Haine-Borel, (10)) Um conjunto A C

é fechado e limitado.

Demonstracao. A demonstracao pode ser encontrada en

Teorema 2.1.27. (Teorema Principal da Compacidade)

el < < r 4 e ~ 4 M < yd



Geometricamente, um grafo conexo G (ou G(V,.
que representam os vértices V = V(G) e curvas que re
Um grafo é finito se o seu conjunto de vértices e arest:

todo grafo mencionado é finito.

Exemplo 2.2.2. A Figura 2.5 é um exemplo de grafo: c
sao as arestas e o conjunto {x,y, z, w} sdo os vértices. Ne
extremos das arestas e; e ey, w e z sao extremos das ares

€5, 0 vértices x e y sao extremos da aresta eg e, por fim

Figura 2.5 - Exemplo de um graf

é3 €7

Z
Fonte: Retirada de (22), p.

Observacao 2.2.3. Tem-se que a aresta que une os vért
ou abreviada para vw (ou wwv). No caso do Exemplo 2.2.

conexo consiste em e; = zw, e9 = TW, €3 = WZ, €4 = WZ,



Figura 2.6 - O grafo conexo G; e o graf

G
Fonte: Retirada de (21), p

vértice. A Definicao 2.2.5 apresenta o conceito para cas

que ¢ um grafo orientado.

Defini¢ao 2.2.5. Seja G um grafo, onde v,w € V(G) «

1. Se a = vv, entao essa aresta sera chamada de lacga
2. Se a = vw = b, entao a e b sao ditas arestas mul

3. Se a = vw # wv = b entao as arestas a e b sao d

isto é, se a aresta é formada por um par ordenado

4. Se (G possuir todas as arestas orientadas, entac

orientado, ou dirigido).

Figura 2.7 - (a) Laco; (b) arestas paralelas; (c) ¢

() | <




Definicao 2.2.9. Um ciclo em um grafo é um caminhc

que v; = Up41-
Definicao 2.2.10. Um grafo que nao possui ciclos ¢ de

Observacao 2.2.11. A Figura 2.8 exibe grafos tipo ar:

Figura 2.8 - Grafo arvore

e T

Fonte: Retirada de (21), p

Definicao 2.2.12. ((15), p. 2) O numero de ciclos |
numero minimo de arestas que podem ser retiradas de

vértices. Este nimero é o primeiro niumero de Betti e se

Proposicao 2.2.13. (Primeiro nimero de Betti, (17)) O
grafo G(V, A) é dado por:
BG)=5S-V+A

onde S é o nimero de componentes conexas do grafo G.

Observacao 2.2.14. Como neste trabalho serao tratados

de Betti sera dado por:
BG)=1-V+A



3. Uma célula 2-dimensional (bidimensional) é um pc

4. Uma célula 3-dimensional (tridimensional) é um

arestas e vértices como faces. A Figura 2.9 ilustra c

Observacao 2.3.3. Pela Definicao 2.3.1, tem-se que a
sao células de dimensao inferior. Isto é, uma 1-célula
extremidades, em que tais pontos sao O-células. A frontei
é formado pelas arestas (1-célula) e vértices (0-células). I
3-célula composto por 2-células, 1-células e 0-células. (
2.10 nao é uma célula, visto que sua fronteira nao é pa
de células cuja a dimensao é menor. Ja o circulo a direit

uma reuniao finita de 1-células e 0-células.

Figura 2.9 - Exemplo de uma 0-célula, 1-cé

L] ® o

Fonte: Retirada de (10), p.

Figura 2.10 - O circulo a direita é uma n-célula, enquazi




A dimensao de um complexo K coincide com a

contida nele, ver Figuras 2.11 e 2.12.

Figura 2.11 - Exemplo de distintos complexos ¢

S WA

Fonte: Retirada de (

Figura 2.12 - Exemplos de complex

/,.‘.

1\ ;
Fonte: Retirada de (10), p

Embora seja 6bvio, vale destacar que casos con
acontecer, devido ao item 2 da Definicao 2.3.4. Por

apenas um conjunto de pontos, dado que a distribuicao

~Al1ilae Ae svrariadac dimmeneane B cada 117 doge cacna A



Seja S um conjunto finito qualquer e considere #

Definigao 2.3.6. (Caracteristica de Euler, (10), p. 97)
ristica de Euler de K, denotada por X (K), é dado pela

X (K) = #(0—célula)—#(1—célula)+#(2—células)—#(

Para um 2-complexo, sejam F = #{faces}, A = #{are;

caracteristica de Euler pode ser escrita como
X(K)=V —-A+F

Observacao 2.3.7. Note que os grafos definidos na secaxc

forma, a Definicao 2.3.8 exibe a caracteristica de Euler ¢

Definicao 2.3.8. Seja G um grafo composto por V
caracteristica de G é dado por:
X(G)=V-A

2.4 SUPERFICIES

Nesta secao sera apresentado o conceito de uma s
utilizadas Kinsey (10), Massey (13), Ellis-Monghan e M

Definigcao 2.4.1. (n-variedade, (10)) Uma variedade
n-dimensional) é um espago de Hausdorff tal que ca

topologicamente equivalente a um disco aberto n-dim
D" Y=Ly cR™ - ||lr — yll <« b



Defini¢ao 2.4.4. (Orientacdo, (4)) Uma superficie ¢ .
caminho fechado preserva a orientacao, e € nao orien

invertendo o caminho fechado na sua superficie.

Exemplo 2.4.5. O toro e a esfera sao exemplos de sup

Faixa de Mobius é uma superficie ndo orientavel (ver

Figura 2.14 - Superficie nao ori

Fonte: Retirada de (4), p.

Definigao 2.4.6. ((10), p. 68) Uma superficie fechada .

contiver uma faixa de Mobius.

Defini¢ao 2.4.7. (Soma conexa, (10), p.69) Sejam S; e
disco em cada uma das superficies e cole os bordos form

nova superficie chamada soma conexa de S; e Sy, den

Exemplo 2.4.8. (Soma conexa entre dois toros) Sejam

ilustra a soma conexa entre 7% e 75, Em cada um dos



Exemplo 2.4.9. (Soma conexa entre uma superficie e
qualquer n-variedade, entao a soma conexa M#S" é hon
Seja By C S™ o hemisfério inferior aberto, entao (S")" =
fechado, que é homeomoérfico a uma bola fechada. Entao
bola aberta B; e colando de volta uma bola fechada ao Ic

nao alteramos nada.

Figura 2.16 - Soma conexa com u

id ——

Fonte: Retirada de (11), p. :

Proposicao 2.4.10. ((10), p. 107) Seja S uma supe
pela soma conexa de duas superficies compactas S1 e

caracteristica de Fuler de S é dada por

X (S) = &X(S1) + X(S2) -

O Teorema de Classificacao enuncia que toda s

soma conexa de n toros ou m planos projetivos, sua de
A (17) »wéairna 41R0



Assim, através do género e da orientabilidade,

classificacao completa de superficies fechadas:

Teorema 2.4.14. ((4}), p. 4) Sejam Sy e Sy superficies cc
S1 e Sy sao homeomorficas se, e somente se, ambas sao

e, tem o mesmo géenero.

Exemplo 2.4.15. As duas superficies S; e Sy possuem gé

pelo Teorema 2.4.14 sao homeomorficas.

Figura 2.17 - Superficies Homeo

Fonte: Elaborado pela autora (



3 EMPARELHAMENTO DE ARESTAS

Neste capitulo abordaremos o conceito de empare
regulares, baseado na topologia quociente (17). Os cc

baseados no trabalho de Mendes e Romero em (16).

3.1 EMPARELHAMENTO DE ARESTAS DE POLIC

Nesta secao sera abordada a construcao de uma
da identificagdo (em pares) das arestas de um poligono re

é realizada por uma aplicacao quociente.

Definicao 3.1.1. Seja M, uma superficie fechada com g;

com n lados. Um emparelhamento de arestas sobr
¢ Pn — My, que

(i) leva pares de arestas (a;,a;) do bordo de P,, e1

superficie M;
(ii) leva v vértices do bordo de P, sobre um ponto v,

Exemplo 3.1.2. A Figura 3.1 apresenta a superficie fecl
um emparelhamento, nela é mostrado a identificacao
o intervalo I = [0,1] tal que X = I x I e seja R a r¢
(,0) ~ (x,1), Ve e le 0,y ~ (l,y), Vy el

resultante X /R é homeomorfo ao toro, denotado por T?



(a) Esfera (S?), onde R é dado por
(0,y) ~(1—2x,1) e (z,0) ~ (1,1 —
(b) Garrafa de Klein (K?), no qual R é definido por
(2,0) ~ (1 =2,1), e (0,y) ~ (L
(c) Plano projetivo (P?), em que R é determinado por

(2,0) ~ (1 —z,1) e (0,y) ~ (1,1 —

Figura 3.2 - Emparelhamento da esfera (a), garrafa de

3
A
a9 bl
A 4
by
(a)

214 YN

\\«

a1 A A Q9 A

by



Observacao 3.1.4. Uma representacao simbolica é adc
serao “coladas” no poligono utilizado. Os lados a serem ic
mesmos indices (no caso dos Exemplos 3.1.2 e 3.1.3, con
quais as identificacoes devem ser executadas de maneira
Em virtude disso, como trabalharemos apenas com suj

serem identificadas devem possuir direcoes opostas.

Exemplo 3.1.5. A Figura 3.3 evidencia que uma mesr
por diferentes poligonos. Através de um Pg, ao identificar
das arestas conforme indicado é possivel gerar um toro. .

entre este exemplo e o Exemplo 3.1.2

Figura 3.3 - Emparelhamento de arestas de

S o
S Q
P >~

L
-G

Fonte: Reproduzido de (19),

(.



Figura 3.4 - Curvas formadas sobre a

by
>

a9

Fonte: Elaborado pela autora (

emparelhamento de poligonos para este caso. Neste tre

poligonos com numero par de lados.

Na Secao 2.4 do Capitulo 2 é definida a soma cone
é dado como exemplo que a soma de dois toros resulta er
o que ocorre ao poligono de emparelhamento P, do tor
Ao retirar os discos sobre as superficies em que sao ger.
poligono um laco sobre um dos vértices. Em seguida, e
nova aresta e em cada um dos poligonos e, logo apds, o

arestas gerando um poligono com 8 lados. Com isso,

anlicacan altaciente definida de P. e A~ Do mecimn



detalhado em (16), ha outros. Tais emparelhamentos se:

Figura 3.5 - Soma conexa do diagrama pla

a d

=)
Bt

Fonte: Retirada de (10), p.

Figura 3.6 - Emparelhamentos do tritorc




3.2 GRAFOS DE EMPARELHAMENTOS

No Capitulo 2 a teoria de grafos foi brevemente
sentamos os grafos de emparelhamento de arestas, que «
de alguma superficie M,. A Definicao 3.2.1 estabelece q

uma determinada superficie

Definicao 3.2.1. Seja GG um grafo conexoel: G — |
imagem [(G). Dizemos que G é um grafo de emparelh:

o complemento M, \ G é uma regido simplesmente cone:

O grafo de emparelhamento G sobre a supertici

bordo de um poligono regular P,, mapeado por uma apl

Definicao 3.2.2. Seja G um grafo sobre a superficie A
grafo G ¢ dito grafo de emparelhamento de arestas

aplicacao quociente ¢ : P, — M,, onde G ¢ a imagem dc

Segue da definicao acima que as arestas e vértices s
nados na se¢ao anterior como o conjunto dos arcos de cus
v; (j=1,---,V) gerados sobre a superficie, correspond

arestas e aos vértices do grafo G, com A arestas e V vér

A Definicao 3.2.2 especifica como verificar se un
algum poligono, enquanto a Definicao 3.2.1 estabelece

quando um grafo qualquer é de emparelhamento.

Exemplo 3.2.3. A Figura 3.7 (b) ilustra um grafo G



Exemplo 3.2.4. Os grafos da Figura 3.8 mergulhados
lhamento, pois cada um deles ¢ composto por mais de u
em (a) o grafo mergulhado divide M; em duas regioes: v

nao. J4 em (b), M; foi dividido em trés faces simplesme

Figura 3.8 - Mergulho de um grafo que nao ¢ de en

( a ) AN S \3\\ ]

Fonte: Adaptado de (16).

Exemplo 3.2.5. A forma com o qual o grafo é mergulha
se o grafo é ou nao de emparelhamento. A Figura 3.9 exil
necessariamente tnicas) de se mergulhar sobre o toro u
vértice e duas arestas. Note que em (a) o grafo nao é d
seu complemento sao duas regioes simplesmente conex:
ocorre em (b) e (¢), em ambos os casos o complemento
simplesmente conexa e a outra nao. Isso significa que nac
que leva o bordo de um poligono regular sobre a supertic
situacoes. Por outro lado, o grafo é de emparelhamento s

em (d), visto antes no Exemplo 3.1.2.

Figura 3.9 - Mergulho de um grafo sot



Figura 3.10 - Grafo mergulhado sol

Fonte: Adaptado de (16).

Exemplo 3.2.7. A Figura 3.11 ilustra seis exemplos de
sobre o bitoro e trés sobre o tritoro. Analisando o com
que todos sao constituidos por uma regiao simplesmen
nimero de arestas de um poligono de emparelhamento ¢
o poligono utilizado para os emparelhamentos foram:

Enquanto para o tritoro, em (d), (e) e (f) foi emparelha

Figura 3.11 - Exemplos de grafos de er




Figura 3.12 - Exemplos de grafos de empar:

Fonte: Adaptado de (16).

Observacao 3.2.9. O grau do vértice de um grafo de
ou igual a 3. Isso se da pelo fato de um grafo de grat
nao ser o suficiente para obter o seu complemento como
Como exemplo, o circulo decompoe a esfera em uma es

um cilindro, onde ambos nao sao regioes simplesmente c

Proposicao 3.2.10. Seja G(V, A) um grafo de empar
Entao, V — A=1-—2g.

Demonstracao. Temos que G ¢ um grafo de emparelha:
complemento de M, \ G é uma regidao simplesmente cones

2.3.6 e 2.4.13 temos a seguinte igualdade

- Y A —_—— o~ o~ -~ Y



ponto de M. Este aspecto é garantido pelo Corolario

n = 4gq.
Corolario 3.2.12. O grafo de emparelhamento G é uma
Demonstracao. Primeiramente, queremos mostrar que s

¢ uma arvore, entao a superficie M, ¢ homeomortfa a es

arvore significa que nao admite ciclos, entao pela Defini
B(G)=1-X(G)=0= X(G

Pela Proposicao 3.2.10, obtemos:
V—-A=1-2g=X(G)=1—-29g=":

Logo, M, = S?.

Agora, queremos mostrar que se M, = S?  en

homeomorfo a esfera, entao nao ha buracos, isto é, g = |
V—-A=1-29g=V — A-

Assim,
B(G)=1-V —-A=0.

Portanto, G € uma arvore.

Proposicao 3.2.13. Seja G um grafo de emparelhament
uma superficie M,. Se o grafo G possui vértices V; com ¢

r

2A:yKi"/z’ e Y(Ki—m%



A Proposicao 3.2.13, posteriormente, se torna um

verificar se um grafo k-regular é de emparelhamento, en

Proposicao 3.2.14. Se M, \ G tem F regioes simplesn
disco), entio X(G) =2 —2g — F.

Demonstracao. A caracteristica de Euler da superficie
X(M,) =V -A+F=X(G

quando tem todas as regides F' de M,\G simplesmente con

de Euler também ¢é dada por
X(Mg) =2-12g

Portanto, pelas duas igualdades, concluimos que X (G) -

Um caso especial dos grafos de emparelhament
sentam importantes propriedades. A Figura 3.11 (a), (
de emparelhamentos k-regulares sobre o bitoro, no qu:
5, enquanto em (c) o valor para k é 4. J& nos itens (
de emparelhamentos 7-regulares sobre o tritoro. Em (1(

importantes sobre tais grafos e que sao também discutic

Definicao 3.2.15. Um poligono regular P sera dito um
k-regular se existir um par (M,,G), onde G é um gra

sobre uma superficie M.

Proposicao 3.2.16. Seja G um grafo de emparelhamen



g V. A k n
1 1 2 4 4
2 3 3 6
2 1 4 8 8
2 o5 5 10
3 6 4 12
6 9 3 18
3 1 6 12 12
2 7 7T 14
5 10 4 20
10 15 3 30

Tabela 1 — Tabela com valores de g,

Demonstracao. Tem-se que G é um grafo de emparelhan

(i) como n = 2A, pela Proposicao 3.2.16, segue que

k(4g — 2
. _ k(g );

k—2

(ii) ainda, 2A = k -V, substituindo V', obtido na Prop

QA:k.%%—l)
k — 2
2QA(k — 2
4g = (k )+2

9= —=[(k—2)A+



Para k£ > 3, temos
24> 3V = A > ;V

Como A é um numero natural, concluimos que A > 2.

3.3 DIAGRAMAS DE EMPARELHAMENTOS

Na Secao 3.1, no emparelhamento de arestas d

quais sao identificadas. Para indicar as arestas emparell

Definicao 3.3.1. (Diagrama de emparelhamento, (14
emparelhamento de arestas do poligono regular P. Um c
de arestas associado a G(V, A) (ou a G) é o conjunto de
cada segmento de reta conecta um par de arestas no borc

aplicagao quociente ¢ : P — M, .

Exemplo 3.3.2. A Figura 3.13 ilustra os quatro possive
(7). O emparelhamento em (a) resulta no bitoro exibido

identificadas possuem direcoes opostas e estao conectad.

Figura 3.13 - Quatro emparelhamentos distintos




Figura 3.14 - Emparelhamentos do trit

@

Fonte: Adaptado de (16),

Figura 3.15 - Maneiras equivalentes de se rep:

TN [




Figura 3.16 - Exemplos de diagramas de empare

Fonte: Retirado de (14), p.

Figura 3.17 - Dois diagramas nao equivalentes ass

@6@@ 8%E

Fonte: Adaptado de (16), p.

Proposicao 3.3.7. (16) Todo poligono reqular P,, com
A > 1, € um poligono de emparelhamento para algum pa
G tem A arestas e V = A+ 1 — 2g vértices.



no grafo uma espécie de galho de arvore, que esta

(ver a direita na Figura 3.18).

Figura 3.18 - Exemplo de como um poligono qualc

AN AR

Fonte: Retirado de (16), p.

Exemplo 3.3.8. Pelo Corolario 3.2.11, para g = 4, o gr
sobre a superficie M, é composto por 8 lacos. A Fi

emparelhamento do poligono de 16 lados que resulta no

Figura 3.19 - Emparelhamento canonice



4 EXTENSAO DE GRAFOS DE EMPARELI

Em (16), os conceitos de extensao e contracao
Mendes e Romero demonstraram que os grafos de emr
ser obtidos por meio da extensao de grafos canonicos.
acrescentou, em (14), a troca de arestas de grafos sobre
ferramenta que contribui na determinacao de novos gr.
como em (14) e (16), neste capitulo serdo apresentadas

suas propriedades.

4.1 EXTENSAO DE GRAFOS

Em termos gerais, uma extensao diz respeito a :
elemento em sua dimensao linear ou espacial numa dir:
Definicao 4.1.1 apresenta uma maneira de obter um g

Quando isso acontece, dizemos que G; é uma extensao d

Definicao 4.1.1. Uma aresta uv € G; é dita uma extens:
um “alongamento” de w obtem-se os vértices u,v € G;
que que G; é uma extensao do grafo G ou que G é u
Figura 4.1).

Exemplo 4.1.2. A Figura 4.1 ilustra duas extensoes

vértice no grafo G em (b), obtém-se a aresta ¢ nos grafo

Figura 4.1 - Extensoes do gre



Figura 4.2 - Extensoes do gre

6L — &. &~

() (a) (b) (i)
0

(iv) (v)

Fonte: Reproduzido de (16),

Tem-se que a caracteristica de Euler e o nimero d¢

X(I,)=1-4=-3
B(I)=1-X(I)=1+3

Note que o grafo (i), obtido pela extensao do graf
igual a:

B(i)=1—X(G)=1—(2—

Analogamente, para o grafo (7ii), tem-se:
Bliil) =1—(3—6) =4

Segue igualmente para os demais grafos decorrentes de ex

a caracteristica de Euler e o niimero de ciclos livres sao |



Demonstracao. Pela Proposicao 2.2.13 o nimero de ciclo
funcao dos vértices e arestas. Procedendo como na demc

G(Vi, Ay) é obtido através da extensao (ou contragao) d.
BG)=1-Vi+A =1—(V+M)+(A+M

Portanto, o nimero de ciclos livres nao é alterado af

grafo.

Corolario 4.1.7. ((16), p. 4) Todo grafo conexo com |

em um grafo Ig. Consequentemente, toda drvore pode se

Demonstracao. Seja G um grafo conexo com [ ciclos li
vértices em G existe um caminho entre eles. Assim, dadc
o caminho que os conecta em um tunico vértice. Pelo C

livres nao é alterado. Portanto, G pode ser contraido en

4.2 EXTENSAO DE GRAFOS SOBRE M,

Todas as extensoes de grafos feitas na secao ant:
Em vista disso, é esperado se perguntar: as extensoes ou
de emparelhamento podem ser também um grafo de em:
Desde que a extensao ou contracao seja feita sobre a sug
objetivo da presente secao, mostrar que: se G é um gra
e G, um grafo obtido pela extensao ou contracao de ¢

também ¢ um grafo de emparelhamento sobre M,.



Figura 4.3 - Grafos estendidos sob

Fonte: Retirado de (19), p.

Exemplo 4.2.4. A Figura 4.4 ilustra um exemplo de
superficie. Em (b), é dado o grafo Iy mergulhado sobr:
ocorre a extensao de I sobre M;. Além disso, a figur
localmente préximo aos vértices, para assim, evidenciar a
no grafo mergulhado sobre a superficie na extensao de
por 1 continua conectada a aresta 4, o mesmo ocorre
vértices que foram estendidos no poligono sao aqueles inc
4, gerando as novas arestas 5 e 6. O mesmo se d& na exte
e 2 permanecem conectadas, assim como 3 e 4. Dessa for
vértices que sao incidentes pelas arestas 2 e 3, e, 1 e 4. F

grafo sobre a superficie mantém-se na condi¢ao de ser si

Figura 4.4 - Poligono apds a e>



a Figura 4.5 evidencia a extensao do grafo I, cujo o c
simplesmente conexas, resultando em grafos que nao
complemento de cada extensao também é composta por t
O grafo (d) da Figura 4.5 ja foi discutido no Exemplo

niimero de componentes conexas ao mergulha-lo sobre o

Figura 4.5 - Exemplos de extensoes de g1

)

(
Fonte: Reproduzido de (14),

Observacao 4.2.6. A razao pela qual um grafo perman
mento, consiste no fato de que o nimero de componentes .
nao ¢ alterado no decorrer das extensoes. A Figura 4.6 i
proximo aos vértices das extensoes de I, realizadas na Fi
local (ou visao local), as extensdes podem ser efetuadas
sem que haja variagao do raio. Em cada um dos enfoc

representam as arestas, onde cada regiao foi nomeada cc



Proposicao 4.2.7. ((16), p.5) A extensdo e contracdo

nao altera o numero de componentes conexas do comple:

Demonstracdo. Ao estender um vértice de um grafo so
uma unidade o numero de vértice e uma unidade o nim
na Observacao 4.1.3. Este processo altera somente o
simplesmente conexas do complemento do grafo, sem
simplesmente conexa, como visto na Observacao 4.2.6
evidéncia a alteracao sobre o poligono, em que cada n
aumenta duas unidades de arestas no poligono original

componente simplesmente conexa.

Lema 4.2.8. ((16), p. 8) Seja G um grafo de emparell
extensdao ou contracao sobre M, do grafo G, entao G, tamb
sobre M,.

Demonstracao. Se G é um grafo de emparelhamento sobs
nentes simplesmente conexas ¢ igual a 1, isto ¢, F' = 1.
pela Proposicao 4.2.7 o nimero de componentes simplesn

é igual a 1. Portanto, G; é um grafo de emparelhamentc

Exemplo 4.2.9. A figura 4.7 ilustra o mergulho das
na Figura 4.1) sobre o Toro. Em (b) é exibido um gra
sobre M —1, onde a extensao obtida em (a) a partir de (1
enquanto o grafo em (c) ndo o é. Para nao entrar em ¢

extensao deve ser feita na superficie e nao no espaco, co



Exemplo 4.2.10. A Figura 4.8 exibe todas as possibili
de grau 4, resultando em dois vértices com k = 3.

possibilidades de extensao de um vértice de grau 8, desc

« Em (a) sdo exibidas oito extensdes ao alongar c

incidente sobre ele, em que sao gerados dois vértice

o O vértice em (b) é estendido com duas arestas inc

vértices com grau 4 e 0.

« Em (c) o vértice é estendido com trés arestas inci

dois vértices com grau 5 cada um.

Figura 4.8 - Possibilidades de extensao de u

+
s

Fonte: Elaborado pela autora (

Figura 4.9 - Possibilidades de extensao de u

N



Teorema 4.2.11. ((16), p. 9) Todo grafo de emparelh.

ser obtido por extensao do grafo canonico de emparelhar

Demonstracao. Seja G um grafo de emparelhamento so
3.2.10, temos:
V-A=1-2g

Dali,
29 =1-V+A=p(9)

Dessa forma, como G dispoe de 2¢ ciclos livres, pelo Cc

em um [,. Portanto, ao realizar o caminho inverso, ob
]290

Corolario 4.2.12. ((16), p. 9) Todos os grafos de emy

podem ser obtidos por alguma extensao do grafo I,.

Teorema 4.2.13. ((16), p.5) Todo grafo conero merg

ciclos livres, pode ser contraido no grafo do tipo Ig, com

Exemplo 4.2.14. (Extensoes de grafos de emparelhar
como ponto de partida um grafo de emparelhamento car
sequéncia de extensoes de grafos de emparelhamento d
dessas extensoes, obtém-se tinicos cinco grafos trivalentes

determinados em (9).

Figura 4.10 - Exemplos de extensoes de gr:

e | ——TTT TN P



Exemplo 4.2.15. Pela Proposicao 3.2.16, para k = 3
emparelhamento com 6 vértices e 9 arestas e, conseque
o poligono de emparelhamento tera 18 lados. A Figur
emparelhamento trivalentes nao isomorfos da Figura 4.10

respectivos diagramas.

Figura 4.11 - Diagramas e grafos de emparelham




Figura 4.12 - Grafos de emparelhamento t1




Exemplo 4.2.17. A Figura 4.13 exibe algumas extensc
4-regulares nao isomoérficos do Tritoro com seus respect
Exemplo 4.2.16, um grafo pode estar associado a mais
forma em que o grafo é mergulhado sobre a superficie :

relevante.

Figura 4.13 - Diagramas e grafos de emparelhan

'y

I

G

Fonte: Retirado de (16), p.







Contracao dos grafos de emparelhamento

Figura 4.15 -

A
B
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=
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trivalente é composto por 14 vértice e 21 arestas, e ainda,

formado por 42 lados. A Figura 4.17 ilustra o mergulho

Figura 4.16 - Extensoes de um grafo de emparelhame:
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Figura 4.17 - Grafo de emparelhamento triv:

)

Fonte: Elaborado pela autora (

Figura 4.18 - Visualizacao local da tre

/ ) a /

Fonte: Retirado de (14), p.

Definicao 4.2.19. O grafo G’ é obtido pela troca de a
grafo G sobre a superficie M, se ao efetuar a troca da ir

para o vértice v, nao houver interceptacao de a com nen

Exemplo 4.2.20. A Figura 4.19 ilustra a troca de are
distintos. Em (a), (b) e (c¢) sdo mergulhados, respectivamn

sobre o bitoro. A parte inferior da figura exibe a visao



Figura 4.19 - Exemplo de troca c

~~1

Fonte: Elaborado pela autora (

Perceba que a troca de aresta é uma extensao
alongamento e contracao de um vértice. Dessa forma, o n
alterado, dado que o acréscimo de suas unidades serao

isso, a Proposicao 4.2.21 ¢ uma consequéncia direta da |

Proposicao 4.2.21. ((14), p. 8) Todo grafo obtido por

Y DY ) NN Y o S A A I B & 4 1.z



Figura 4.20 - Exemplo de troca ¢
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5 CIRURGIAS DE EMPARELHAMENTO D

No Capitulo 4 foi abordado como determinar n
através de extensoes ou contracao de um grafo de en
capitulo, serd discutido como a partir de grafos de empare
construir novos grafos de emparelhamento. Este proce:
cirurgia de emparelhamento de arestas, introduzido em (7
apresentaram dois tipos de cirurgia. Enquanto em (14)
modalidade cirdrgica. Sendo assim, o objetivo deste cap

de cirurgia e demonstrar alguns resultados importantes t

5.1 SOMA CONEXA DE EMPARELHAMENTO

Nesta secao utilizaremos dois emparelhamento:
a esfera para a construcao de novas superficies e, con

emparelhamento.

O processo que descreveremos logo a diante sera c.
mento de arestas que engloba, simultaneamente, a soma
com os respectivos grafos associados. Com o proposito de

os passo de 1 a 3 delineiam o procedimento a ser seguid
12 Passo:

Sejam N uma superficie homeomortfa a esfera e E
em N, em que H tenha dois vértices u e v e trés aresta

obtém-se uma nova superficie com dois bordos, denotad



Observacao 5.1.3. Ao retirar os discos da superficie N

tendo a aparéncia de haver uma entrada e uma saida em

8.

Figura 5.1 - Diagramas e grafos de emparelhame

N/

I//u /l} \\ u
\\‘ // U

(a)

Fonte: Adaptado de (16).

22 Passo:

Sejam ¢ : P, = M, e ¢ : Py, = M, emparelhe
e Gy grafos de emparelhamento associados a ¢, e ¢9, resj
de M,, (i =1,2), de forma que esteja centrado sobre u
obtém-se uma nova superticie com um bordo, denotad:

obtido de G; pela retirada dos arcos (Figura 5.2).



2. conectam-se H; e Hs, respectivamente, aos grafos

Figura 5.3 - Soma conexa simultanea entre superfic




S1 : ocorre quando o grafo H; é mergulhado em N.
Sy 1 ocorre quando o grafo Hy é mergulhado sobre a ;

Observacao 5.1.5. Nas duas cirurgias 57 e .Sy, os dois

estao centralizados cada um sobre um dos lagos de H; (:

Observe que a mesma superficie M,, (i = 1,2)
utilizada nos dois tipos cirargicos. No entanto, os g1
superficies sao distintos devido o grafo mergulhado e1
superficies resultantes da construcao realizada, a Definic

especifica para descrever as superficies construidas.

Defini¢cao 5.1.6. Sejam ¢y : P, = My, e ¢ 1 Py, — |
com os respectivos grafos Gy (Vi, A1) e Go(V5, As). Der

realizadas nos poligonos, superficies e grafos, respectivai

1. P, Ws, Pp.
2. M91#51M92'

3. G1(V1, A1) @5, Go(Va, Ag) ou Gy Bg, Go.

As cirurgias serao chamadas soma conexa de e

denotadas por:
¢1 @Si ¢2 — (PTL L-USZ' Pm? Mgl #Sngi

Definicao 5.1.7. Sejam G e G5 dois grafos conexos «



Figura 5.4 - Soma conexa de

I
N
l&e

(a) G G,

Fonte: Retirado de (5), p |

Esbocamos na Figura 5.3 a superficie e o grafo
1 = 1,2. Vejamos agora nos Exemplos 5.1.9 e 5.1.10 o

emparelhamento para S;.

Exemplo 5.1.9. (Cirurgia S; nos poligonos de empare!
processo de cirurgia realizado no poligono. Considere
dois emparelhamentos associados aos respectivos grafos
de P,, e B os vértices de P,,.

e Seja p um ponto sobre G; e seja D; o disco ret;
centrado em p. Dessa forma, como M, ¢ um empa
pertence a duas arestas do poligono P,,, sejam elas

esta adjunto a aresta a; e a outra metade a aresta

e O mesmo ¢ valido para M,,, onde o disco D; es
q < g2.

o Agora, note que o grafo H; com vértices u e v,



Figura 5.5 - Cirurgia S; nos poligonos de

Fonte: Elaborado pela autora (

Mediante os Exemplos 5.1.9 e 5.1.10, verificamos .

mento de arestas permanece sendo uma tunica regiao sit



Figura 5.6 - Cirurgia S5 nos poligonos de

Fonte: Elaborado pela autora (

(i) O género da superficie M é dado por g = g + ¢-.



H], isto é,
V(G)=Vi+Vo+ V(H,
=49, — 2+ 492 —
= 4(91 + 92) — 2

(iii) O nimero de arestas A de G é dado por 6(g; + ¢
Ay as respectivas arestas de Gy e Gy. Assim, pela
A; = 6g; — 3, 5 = 1,2. Por outro lado, o nimer

arestas de Gy, Gy e H, ou seja,

:691—3+6gg—
=6(g1 +92) — 3

O Exemplo 5.1.13 apresenta a construcao de dois
o grafo trivalente mergulhado sobre M, é obtido a par
arestas trivalentes. De acordo com isso, o Lema 5.1.1¢
um caso particular deste exemplo. A Figura 5.7 ilustr:

emparelhamento de arestas: a soma conexa das superfic

Exemplo 5.1.13. (Cirurgia sobre um grafo trivalente n
ilustra as cirurgias S; e Sy em (a) e (b), respectivamer

grafos de emparelhamento sao trivalentes.

Lema 5.1.14. ((5), p. 8) Se ¢1 e ¢po sao emparelhamena

soma conexa @1 Bg, P2, © = 1,2, é um emparelhamento



Figura 5.7 - Diagramas e grafos de emparelhame

(b)

Fonte: Adaptado de (14).

isto é, o resultado final serd o mesmo independente da a
mais uma cirurgia no Exemplo 5.1.13, notamos na Figura
para S;. Isso também é valido em (b), havendo trés opgoe

serao obtidos mais grafos a partir de uma mesma ciru

1 1R vvvactra acta fat+ A



Figura 4.11 (a) um grafo de G(2,3) &g, (G(2,3) Bs, Gl
G(2,3)Ps, (G(2,3)Ds, G(2,3). Ainda, dois grafos de G(2,
4.11 (a)) sao isomorfos a dois grafos de G(2,3) ©g, (G(2

Portanto, dos 12 grafos obtidos pelas cirurgias S; e S5 9

Exemplo 5.1.16. A Figura 5.8 ilustra os 9 grafos de
Proposicao 5.1.15. Realizar a cirurgia entre trés grafos
cirurgia com um grafo G(2,3) e os dois grafos mergulh
Figura 5.7. Esta é a maneira pela qual os 9 grafos da |
Note que alguns dos grafos resultantes sao grafos de
Tritoro, exibidos na Figura 4.12. A seguir detalharem

especificando a cirurgia, a aresta no qual foi realizada
4.12.

Figura 5.8 - Cirurgias S; e S5 em gra:

B —2 «




s

Nesse sentido, considere ¢; : P, — My, e ¢g -
arestas associados, respectivamente, aos grafos G; e Go. S
a esfera e Hy um grafo mergulhado em N. Assim como
cirurgia S3 ocorre quando o grafo Hs; possui um Unico °
das cirurgias S; e S5 é realizada a soma conexa entre
que também é executado a soma dos grafos. Do mesmo
M, ©s, M,,, em que cada M, (i =1,2) é obtido ao reti
de forma que D esteja centrado sobre uma das arestas ¢

entre os grafos G; e Gy, resultando no grafo denotado pc

Observacao 5.1.17. A notacao estabelecida na Defin:
1= 3.

Figura 5.9 - S3: Soma conexa simultanea ent:



pedacos marcados pelos discos, adquire-se o poligono res
por P, Ws, Pp,.

Figura 5.10 - Cirurgia S5 nos poligonos d¢

Fonte: Elaborado pela autora (



Definicao 5.1.21. Um grafo trivalente composto por dois

esses vértices ¢ dito grafo gerador.

Exemplo 5.1.22. Os grafos de emparelhamento ilustrad
soma conexa de S7 e Sy entre dois grafos geradores. Alé

grafos resultantes da cirurgia entre trés grafos geradores,
B—-5 B—10,B—11e B — 14.

Lema 5.1.23. Se ¢1 e ¢ sao emparelhamentos de aresta

para 1= 1,2 e 3, é um emparelhamento de arestas.

Demonstracao. Sejam ¢1 : P, — Mgy, e ¢ 2 Pp, — M,
g1 e Gy. Pela Definicao 5.1.6 tem-se que

¢1 @Sz ¢2 — (PTL H‘JS@ Pm7 Mgl#Sngzj gl EE

Queremos obter M, #gs. M,, \ G1 & G2 uma regiao simple
5.1.11, G; @g, G € grafo de emparelhamento sobre M, 44,
5.1.12, My, 4+ g, = My #s, M,, (i =1,2). Do mesmo modo
¢ grafo de emparelhamento sobre M, , e, pela Observa

Portanto, podemos afirmar que ¢1@g, 2, parat = 1,2 e 3,

Usando o método de inducao finita, pelo Lema
resultantes da soma conexa finita de emparelhamentos ¢

emparelhamento de arestas.

Teorema 5.1.24. ((5), p. 8) Seja {¢1, ¢, -+, Pp} u



B —4e B—10 (Figura 4.11 (a)) preservam essa caracterf
de ciclos com duas e quatro arestas e, o tinico grafo que
a cirurgia é o grafo B — 14 (Figura 4.11 (b)). Dito isso,
compartilham essa caracteristica, alterando somente a q
tanto G quanto B — 10 possuem a mesma quantidade de

medida que B — 4 possui 2 ciclos com duas arestas e 4 ci

que G).

Definicao 5.1.26. As familias de grafos trivalentes ilust

serao denotadas por:

a) A, ¢ do tipo "arvore de cone', com ¢ ciclos com

arestas.

b) B, é um grafo do tipo 'fita de tridngulos", conte

2q — 2 ciclos com trés arestas.

c) C, é um grafo do tipo "fita de quadrados', possu:

2q — 2 ciclos com quatro arestas.

Figura 5.11 - Familias Ay, By, e C}, de g




A Proposicao 5.1.28 apresenta um importante res
C, em relagao as tesselagoes {12g — 6,3}. Em que tais
empacotamento de esferas resultando em codigos 6timo

minima (6).

Proposicao 5.1.28. ((5), p. 9) As familias de grafos

emparelhamento com tesselagio {129 — 6,3}, para g = q

Demonstragao. As familias A, e B, podem ser construid
é realizada a soma conexa de g grafos geradores. Enquan
cirurgia S, aplicando a soma conexa de g grafos geradore
tais familias estao associadas a algum emparelhamento

construidas a partir de 2 grafos geradores, o nimero de
é 12g — 6.

Através do Teorema 5.1.25 e da Proposicao 5.1.2

seguinte resultado.

Corolario 5.1.29. ((5), p. 10) Todo grafo resultante da

C, € um grafo trivalente de algum emparelhamento de a;

No término do Capitulo 4, a troca de arestas
extensao de grafos, no qual abordamos até o momento qu
contribuem de maneira a determinar possiveis grafos de
cirurgias colaboram para a construcao de familias de gra;

conforme o género g da superficie aumenta demanda-

I R Y AT I N T ) VR A I



efetuar primeiramente a troca de arestas e logo apos, :

duas técnicas intercaladas.

Exemplo 5.1.31. No Exemplo 4.2.18 é exibido uma m
de emparelhamento trivalentes sobre o 4-toro por meio d
lado, Figura 5.12 ilustra como obter o mesmo grafo atrax

bitoros gerados por emparelhamentos trivalentes.

Figura 5.12 - Grafo de emparelhamento triv:




Figura 5.13 - Soma conexa de grafos de emparelhamentos
grafo gerador.

ST D) =

B —15

Fonte: Elaborado pela autora (

Com a finalidade de obter grafos de emparelh

superficie M, recomenda-se seguir os passos abaixo:

12 Passo: Escolher g e k.

1.1 Se M, pode ser obtido pela soma conexa de M, e



6°2 Passo: Determinar os diagramas de empare

encontrados.

7° Passo: Determinar o conjunto de diagramas n

grafo.

82 Passo: Determinar as somas conexas G =

G, G1 e Gy estao associados, respectivamente, a M,, M,

92 Passo: Determinar todos os possiveis grafos

arestas dos grafos determinados no 8° passo.

5.2 DECOMPOSICAO DE EMPARELHAMENTO

Através das cirurgias S, .59 e S3 discutidas na se
novos grafos de emparelhamento por meio de emparelhar
creveremos uma técnica que reverte o processo da cirurgia
decomposicao de emparelhamento. O interesse sobre ess:
uma superficie muito grande em pequenas superticies, n
de emparelhamento sobre essa superficie é de emparelh
fragmentar um grande grafo G em pequenos grafos G;
emparelhamento, teriamos pela Teorema 5.1.24, G con

associado a algum poligono regular.

Seja ¢ um emparelhamento trivalente associado a
um subgrafo de GG constituido por uma aresta com ext:
em M tal que Q C D. Se o complemento de () em G fo

disjuntos, A e B, tem-se que o bordo do disco D intercept



O processo de decomposicao da-se do seguinte moc
de cilindro) em M, denotado por C, contendo o subgraf
conexos, denotados por M4 e Mg, incluindo os subgratf
uma dessas superficies tera um bordo. Agora, tomando ¢
um com um bordo de My e Mp serd gerado, respectiva;
indicadas por M; e M,. Além disso, estendendo e ide

arestas dos subgrafos de A e B obtém-se, respectivamen
(ver Figura 5.14).

Figura 5.14 - Decomposicao de emparelh:

i
-’
D1 | =
A
(a) ‘

Fonte: Retirado de (5), p.

Definicao 5.2.2. A decomposicao descrita acima sera

relhamento quando os poligonos P; e P, forem simpl
5.14.

Prono<icao 52 2 SQeia H 21m emnorelhaomento de arecte



pelos procedimentos de decomposicao de emparelhament
operacoes inversas do emparelhamento, nosso objetivo ¢

conexa de grafos, denominada decomposicao de grafos. I
5.2.4.

Observagao 5.2.4. Seja G(V, A) um grafo trivalente con
Como cada vértice de G possui grau trés, pela Propos:
A = 6g— 3. Considere o subgrafo I de G composto por u
o complemento de I em G contendo 4g — 4 vértices e 6g —
dos vértices u e v, e pela aresta uv), for composto por
I1(4ky — 2,6k — 3) e I5(4ky — 2,6k — 3), tal que ki + ko
par de aresta de I; e Iy que estao conectados ao subgrafo

respectivamente, dois grafos trivalentes G; e G5. Process

Definicao 5.2.5. A cirurgia que decompoe um grafo (
Observacao 5.2.4 é chamada decomposicao de grafos.

somas conexas S; e S9 da Definicao 5.1.7 e sao denotad:

D1: ocorre quando os pares de arestas de I; e I conect

mente.

D5: acontece quando duas arestas de I; e I estao cone

O Corolario 5.2.6 é uma consequéncia imediata dc

Sl e SQ.

Corolario 5.2.6. Se G for um grafo que pode ser de



Figura 5.15 - Decomposicao de um grafo de em;

gerador

<<



6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudada a construcao do empar
regulares resultando em uma superficie fechada e orie
topologia quociente, mostramos a relacao das aplicagoe

aos grafos, denominados grafos de emparelhamento.

Através dos grafos grafos de emparelhamento son
uma superficie é obtida utilizando um poligono regular. I
quando um grafo qualquer é de emparelhamento. Além d;
determinam os diagramas de emparelhamento sobre o pc

o grafo pode ser mergulhado sobre a superficie.

Com o objetivo de determinar quando um grafo é
extensao e contracao de grafos no espaco e sobre a superfic
obtido pela extensao (ou contragao) de um grafo de emy
também, grafo de emparelhamento. O que nao é garanti
no espaco. Ainda, demonstramos que todo grafo de emp:

M, (onde g é o género) pode ser obtido por extensao do g
Iy,

Ademais, sao definidos as cirurgias de emparelham
construir familias de grafos de emparelhamento para qualc
que todo grafo de emparelhamento trivalente obtido pc
de emparelhamento também é um grafo de emparelh
construimos familias de grafos de emparelhamento de ar

que tais familias estdo associadas a tesselagao {12g —



6

REFERENCIAS

ALBUQUERQUE, C. D. Analise e Construcao d
Topoldégicos sobre Variedades Bidimensionais.
Engenharia Elétrica) - UNICAMP-FEEC, Sao Paulc

ALVES, A. F. Analise dos Emparelhamentos de
Hiperbdlicos para a Construcao de Constelacc
Geometricamente Uniformes. 2011. Tese (Douto
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacao,

ALVES, A. F.; LOPES, A. O.; TAVARES, G. P. & 1
emparelhar as arestas dos poligonos hiperbdli
resultados na construcao de constelacoes de s

uniformes. In Anais do Congresso Nacional de Mat
(CNMAI), Caldas Novas, Goiés.

ELLIS-MONAGHAN, J. A.; MOFFATT, I. Graphs
Polynomials, and Knots. Springer Science & 1

FARIA, M.B.; MENDES DE JESUS, C.; ROMERO.
Edges associated to trivalent graphs. Bulletin c
Society, New Series, 47(4) (2016), 1085-1095.

FARIA, M. B; PALAZZO, R. J.(2009). Emparelha:
Associados da Tesselagao {129 — 6,3}. Congress
Aplicada e Computacional, CNMAC 2009.

FERREIRA, B. S. Emparelhamento de Arestas
Grafos Regulares. 2020. Dissertagdo (Magister Sc
Gerais, 2020.



15

16

17

18

19

20

21

22

23

MENDES DE JESUS, C. (2022). Grafos e aplicage
da X Bienal de Matematica.

MENDES DE JESUS, C.; ROMERO, P.D. Graphs
associated a pairing of edges for Regular Poly
Matthematical Society, New Series, 51(2) (2020), 52’

MUNKRES, J. R. Topology: a First Course Jan
1974.

NAKAMURA, G. Generic fundamental polygon
Kodai Mathematical Journal, 27(1) (2004), 88-104.

SILVA, H. C. Extensao de grafos sobre superfic
mestrado, PPMAT/UFYV, Vigosa, MG, 2020.

SILVA, G. F. Emparelhamento de arestas de poligonc
de mestrado, PPMAT/UFV, Vigosa, MG, 2011.

VOLOSHIN, V. I. Introduction to Graph and H
Science Publisher, Inc., New York, 2013.

WEST, D. B. Introduction to Graph Theory (2
2001.

WILSON, R. J. Introduction to Graph Theory |
1996.



