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RESUMO

A primeira parte deste trabalho é dedicada ao estudo das curvas tropicais planas,
definidas como a projecdao em R? dos pontos nao diferencidveis dos graficos de funcdes lineares
por partes cujos coeficientes sao nimeros reais. Neste contexto, uma ferramenta muito 1til
para o estudo de curvas tropicais é a subdivisao dual, que possibilita dotar a curva de uma
estrutura combinatoria. Nesta parte, o principal resultado é o Teorema da Dualidade. Na
segunda parte, estudamos curvas tropicais como limites de amebas e uma técnica conhecida
como Patchwork, usada para construir curvas algébricas reais por meio de curvas tropicais.
Essa técnica permite responder, em alguns casos particulares, ao 16° Problema de Hilbert que,
em linhas gerais, propoe a construcao de uma lista de possiveis arranjos de curvas algébricas

reais de um dado grau.

Palavras-chave: Geometria Tropical. Dualidade. Patchwork. 16° Problema de Hilbert.



ABSTRACT

The first part of this work is dedicated to the study of flat tropical curves, defined as
graphs of piecewise linear functions whose coefficients are real numbers. In such a context, a
very useful tool for studying tropical curves is the dual subdivision, which makes it possible to
provide the curve with a combinatorial structure. In this part, the main result is the Duality
Theorem. In the second part, we study tropical curves as amoeba limits and a technique
known as Patchworking, used to construct real algebraic curves through tropical curves. This
technique allows us to respond, in some particular cases, to Hilbert’s 16th Problem which, in
general terms, proposes the construction of a list of possible arrangements of real algebraic

curves of a given degree.

Keywords: Tropical Geometry. Duality. Patchworking. Hilbert’s 16th Problem.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, apresentaremos um estudo sobre Geometria Tropical, uma area de
pesquisa cujas defini¢oes basicas foram consolidadas em meados de 1990 e que tem ligagoes com
muitos ramos da matematica, como por exemplo, geometria algébrica, geometria simplética,
analise complexa, sistemas dinamicos, légica e combinatéria. Suas raizes remontam pelo
menos ao trabalho de G. Bergman (1) em conjuntos de limites logaritmicos do inicio da
década de 70, mas a sua atual ascensao deve-se principalmente a M. Kapranov, M. Kontsevich,
G.Mikhalkin, O. Viro e B. Sturmfels.

A geometria tropical é uma geometria sobre a algebra tropical, obtida considerando-se
o conjunto T = R U {—o0} munido de duas operacoes tropicais: a adi¢do, que consiste em
tomar o maximo e a multiplicacao, que é soma usual. Originalmente, usava-se o nome mais
intuitivo dlgebra maz-plus, mas pesquisadores da ciéncia da computagao da Universidade
de Paris VII cunharam o adjetivo “tropical” em homenagem ao brasileiro Imre Simon, um

cientista também da computacado que foi um dos pioneiros a escrever sobre a area.

E comum nos perguntarmos porque é interessante trabalhar com a &lgebra tropical ao
invés da algebra classica. A resposta principal é a unido de dois fatos importantes: no mundo
tropical os objetos sao sempre lineares por partes e o mundo classico pode ser degenerado
até o mundo tropical. Isto significa que podemos ver os os objetos tropicais como limites de
objetos classicos e que podemos obter enunciados no mundo tropical similares aos do mundo
classico, o que ¢é interessante pois objetos lineares por partes sao mais simples de se estudar.
Porém, para trabalhar no mundo tropical, precisamos entendé-lo mais a fundo, o que por sua

vez, nao é um trabalho tao simples.

No Capitulo 2 dessa Dissertacao, vamos comegcar o estudo da geometria tropical usando
muito dos argumentos algébricos. Com ferramentas da geometria poliédrica, vamos definir os
polindmios tropicais e as hipersuperficies definidas por eles. A partir disso, nosso objetivo
sera mostrar que uma hipersuperficie definida por um polinémio tropical f traz consigo uma
estrutura poliédrica que subdivide o R™ e que é dual a uma subdivisao do poligono de Newton
definido pelo polinémio tropical f. Esse resultado é conhecido como Teorema da Dualidade e
nos fornece ferramentas capazes de simplificar muito os objetos tropicais, em particular, as

curvas tropicais, cujo estudo sera aprofundado nos proximos capitulos.

Como dissemos anteriormente, objetos tropicais podem ser vistos como limite de
objetos classicos. No Capitulo 3, apresentaremos a definicao de um objeto classico muito
importante neste trabalho, as amebas de curvas algébricas planas complexas. Em seguida,
mostraremos que as curvas planas tropicais podem ser vistas como limite de amebas e,

dessa forma, veremos que podemos construir a geometria tropical a partir da geometria
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classica. O resultado estrela deste capitulo é o Teorema de Kapranov, que é crucial para o

desenvolvimento das ideias do capitulo seguinte.

O titulo desse trabalho, Geometria Tropical e Patchwork, ja nos prepara para uma
divisao do mesmo em duas partes. Ja falamos muito de geometria tropical até aqui, entao nos
Capitulos 4 e 5 vamos nos dedicar ao patchwork e a motivacao para o estudo do mesmo. O
Patchwork Combinatério foi uma técnica desenvolvida por Oleg Viro na década de 1970 para
construcao de curvas algébricas planas com topologia controlada. Hoje, sabemos que essa
técnica nos fornece um método puramente combinatério de construcao de curvas algébricas
reais a partir de curvas tropicais. Como estamos falando de topologia de curvas, nesses
capitulos os argumentos usados para desenvolver e estudar o método de patchwork sao menos

algébricos e mais topoldgicos.

Utilizando conhecimentos apresentados nos capitulos anteriores, iniciaremos o Capitulo
4 mostrando como realizar o patchwork de uma reta tropical atribuindo pares de sinais para
os arcos de uma ameba que converge para ela. Em seguida, definiremos as curvas tropicais
nao-singulares com conjuntos de arestas finitas torcidas e generalizaremos o patchwork da

reta para essas curvas, o que sO sera possivel gracas ao Teorema da Dualidade.

No ltimo capitulo, apresentaremos nossa motivagao para o estudo do patchwork: o
162 Problema de Hilbert. Ele trata da topologia de curvas e superficies e pode ser enunciado
como: “Dado um inteiro positivo m, estabeleca a lista dos arranjos realizaveis por curvas
projetivas reais planas de grau m”. Para tratar este problema, olharemos para o patchwork
tropical como um quebra-cabegas com muitas simetrias cujas pecas sao codificadas por pares
de sinais. Desse modo, para cada par de sinal atribuido a um arco de uma ameba que converge
para uma curva tropical de grau m, somos capazes de construir uma topologia realizada por
uma curva algébrica projetiva real de grau m. Ou seja, o patchwork nos permite encontrar
arranjos que sao realizaveis por curvas algébricas projetivas reais e nos permite resolver alguns
casos particulares do 16° Problema de Hilbert. Terminaremos este trabalho construindo
por meio do patchwork a M-séxtica de Gudkov, que realiza um arranjo conjecturado ser

impossivel por Hilbert na época em que ele enunciou o problema.

As principais referéncias usadas na pesquisa desta Dissertacao foram os trabalhos de
Erwan Brugallé, Grigory Mikhalkin, Johannes Rau, Andreas Gathmann, Kristin Shaw e Ilia
I[tenberg, encontrados em (2), (3), (5) e (11).
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2 ALGEBRA TROPICAL

Neste capitulo, estudaremos algumas nogoes basicas de geometria poliédrica que serao
utilizadas para definir conceitos e demonstrar importantes resultados da geometria tropical.
O nosso principal objetivo aqui é estudar as hipersuperficies tropicais (em especial, as curvas
tropicais) e suas subdivisoes duais. Mais especificamente, uma hipersuperficie tropical V'(f)
traz consigo um poligono de Newton N P(f) dotado de uma subdivisdo, que é dual a subdvisao
do R™ definida por V'(f). O principal resultado deste capitulo é o Teorema da Dualidade e a

principal referéncia para ele é livro do Mikhalkin (3).

2.1 O SEMICORPO TROPICAL

Na algebra tropical definimos sobre R as operagoes de adi¢ao e multiplicagao tropicais

b}

(denotadas por “+ 7 e ¢ x 7, respectivamente) da seguinte maneira:

“a+b” =max{a,b} e “axb’=a+b.

Podemos verificar que estas operagoes sao comutativas e que a multiplicacdo tropical é
distributiva em relagao a adicao tropical. Porém, diferentemente da sua correspondente
classica, a adig¢ao tropical ndo possui elemento neutro em R. De fato, ndo existe e € R tal
que “a + e” = max{a,e} = a para todo a € R, pois neste caso terfamos e < a para todo
a € R, o que é um absurdo, pois R ¢ ilimitado inferiormente. No entanto, podemos estender

naturalmente as duas operagoes tropicais para o conjunto T =R U {—o0}, onde Va € T,

13

“a + (—00)” =max{a,—0} =a e “ax(—00)"=a+ (—00) = —00.

Dessa forma, a adigao tropical em T passa a ter —oo como elemento neutro. Ja o elemento
neutro da multiplicacao tropical em T ¢é o zero de R, isto é, “a x 0” = a + 0 = a, para todo

a€eT.

Outra diferenca entre a adi¢ao classica e a tropical é que um elemento de T nao possui
simétrico para a operacao “ + 7, ou seja, a “subtracao tropical” nao esta definida. De fato,

b

o simétrico de a € T seria (—a) € T tal que “a + (—a)” = max{a, (—a)} = —o0, 0 que 86
acontece se a e (—a) forem iguais a —oco. Na verdade, a adi¢do tropical é idempotente, ou

seja, “a+a” = max{a,a} =a,a €T.

2 (13

A menos deste tltimo fato, o conjunto T munido das operacgoes “ + 7 e “ x 7 satisfaz
7w«

todas as demais propriedades de um corpo. Por isso, chamamos (T, “ + ", x ”) de semicorpo

tropical.

Observacao 2.1.1. Omitiremos o simbolo “ x ” na multiplicagao tropical e escreveremos

apenas “ab” para representar “a x b”. Escreveremos “z’” para representar a multiplicagao
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tropical de x por ele mesmo j vezes e, como a multiplicagao tropical é a soma usual, temos

“ad? — ]l‘

2.2 POLINOMIOS TROPICAIS E HIPERSUPERFICIES

Como na algebra classica, definimos um polinémio tropical em n variaveis como sendo
uma expressao da forma “37c4 a;jx?”, onde A C N" ¢ finito e a; € T, para todo j € A.
Reformulando a expressao “3;c 4 a;x?” em termos das operagoes candnicas, um polindmio

tropical também pode ser visto como uma funcao f : R™ — T definida por
flz) =43 aje’” = max{a; + jo},
jeA jea

onde jx = (j,x) = jix1 + - -+ + juTy, OU seja, um polindmio tropical é uma fungdo convexa
afim por partes. Vale a pena observar que diferentes polindmios tropicais podem determinar
a mesma fungao. Por exemplo, fi(z) = “0+ z + z*” e fo(z) = “0 + (—1)x + z*” definem a

mesma fungao em R.

Figura 1 — Graficos das fungoes fi(x) e fao(x), respectivamente

Y Y

y=0 y=0

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definigao 2.2.1. O grau de um polinomio tropical “Y e a;a?”; j = (j1,...,jn) € ACZ" e

x € R" € definido como o mdzimo das somas ji + - - -+ j, referentes aos coeficientes a; # —oo.

Os objetos basicos da geometria algébrica sao os conjuntos formados pelos zeros
de polinémios, V(F) = {z € K"; F(z) = 0}, para algum F € K[z,...,z,]. Aqui, as
particularidades da geometria tropical comecam. Como o zero tropical é —oo e nenhuma
funcao definida por um polinémio tropical assume o valor —oo, precisamos de uma defini¢ao

alternativa para os “zeros” de um polinémio tropical.
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Definicao 2.2.2. Seja f um polinomio tropical em n varidveis. Definimos a hipersuperficie
V(f) € R™ como sendo o conjunto de pontos do R" onde a fungio f é ndo diferencidvel

(considerando a derivada convencional).

Neste texto, vamos nos restringir a geometria tropical em R" = (T\—o00)™ ao invés
de T". Em termos classicos, isso corresponde a variedades em (K*)™ ao invés de K™. Por
isso, em alguns momentos trabalharemos com polindémios de Laurent, isto é, consideraremos

expoentes negativos.

Proposigao 2.2.1. Seja f =3 c4 a;x?” um polindmio tropical. A hipersuperficie V(f) é
igual ao conjunto de pontos x € R™ onde f(x) € atingido em pelo menos dois mondmios, ou

seja,

V(f)={z €R" Ji,j € A, comi#j, tais que f(x) = “a;x"” = “a;z’"}.

Demonstracio. Se f(x) é atingido em apenas um monoémio, entdo f é localmente afim e
portanto diferencidvel, ou seja, = ¢ V(f). Agora, se f(z) é atingido nos monomios “a;z"” e
“a;z?”, com i # j, entdao f(z) = a; +ir = a; + jz. Se f fosse diferencidvel em z, terfamos
i =d,f =7, 0que é um absurdo. Portanto, se f(z) é atingido em pelo menos dois mondmios,

entdo z € V(f). |

Definicao 2.2.3. Quando n = 2, chamamos V(f) de curva tropical e quando temos
f(z,y) = “ax + by + ", com a,b,c € R, chamamos V(f) de reta tropical. Assim como no
mundo cldssico, curvas tropicais definidas por polinomios tropicais de graus 2, 3, 4, etc., sao

chamadas, respectivamente, de conicas tropicais, ciubicas tropicais, qudrticas tropicais, etc.

Exemplo 2.2.1. Seja f(x,y) = “ar+ by +¢” = max{a+x,b+y,c}, onde a,b,c € R. Temos
que V(f) é formada pelos pontos (x,y) € R? que satisfazem:

(d) atx=b+y e a+x>c queresultaem y=xz+a—>b e = >c—a. Assim, os

pontos da semirreta

{(z,z+a—-"0)| x> (c—a)}

fazem parte da curva tropical V(f).

(b) a+z=c e c>b+y queresultaem z=c—a e y <c—b. Assim, os pontos da

semirreta

{lc—a,y)ly<(c-b)}

fazem parte da curva tropical V(f).
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(c)b+y=c e c>a+x queresultaem y=c—>b e x <c—a. Assim, os pontos da

semirreta

{(z,c—b)z<(c—a)}

fazem parte da curva tropical V' (f).

A unido das semirretas dos itens (a), (b) e (c¢) forma a reta tropical V(f), representada

na Figura 2.

Figura 2 — Reta tropical V(f) definida por
f(z,y) = “ax + by +¢”

{(z,z+a—0b)|x>(c—a)}

(e—b)

{@,e=b)||jz < (c—a)}

{c—a,y)ly < (c—b)}

(c—a)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Observe que o grafico da fungao definida por f(z,y) = “ax + by + ¢” é a regido do
plano z = a 4+ x que esta acima dos planos z = b+ y e z = ¢, uniao com a regiao do plano
2z = b+ y que estd acima dos planos z = a + x e z = ¢, unido com a regiao do plano z = ¢
que esté acima dos planos 2 = a+x e 2 = b+ y. A reta tropical V(f) ¢ a projegao em R?
das semi-retas obtidas como intersecoes das superficies planas que compoem o grafico de f,

como podemos ver na Figura 3.

Exemplo 2.2.2. De forma andloga ao exemplo anterior, obtemos o grafico da conica tropical
glx,y) =“(-D2® + (-1 y* + lay + 2+ y + 0" =max{—1 + 22, —1+2y, 1+ +y,z,y,0}

e a curva tropical V(g) definida por ela. Observe a Figura 4.



Figura 3 — Gréfico de f em R? e a reta tropical V(f)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 4 — Gréfico de g em R? e a curva tropical V(g) em R?

¥

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Exemplo 2.2.3. Na Figura 5, podemos ver o grafico da quartica tropical
h(z,y) = “0+ (—D)z + (=3)2* + y + lay + 2%y + (-2)y° + 2y’ +

e a curva tropical V(h).

2. 2%

Y

15
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Figura 5 — Gréfico de h em R3 e a curva tropical V(h) em R?

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

2.3 ESTRUTURA POLIEDRICA DAS HIPERSUPERFICIES

Nessa secao, veremos que as hipersuperficies tropicias sao objetos da geometria
poliédrica que serd descrita a seguir. Porém, mesmo que seus calculos sejam mais simples do
que no caso classico, para polindomios mais complicados, pode ser uma tarefa muito tediosa
trabalhar com uma hipersuperficie tropical. Nesse contexto, uma ferramenta ttil é a chamada
subdivisdo dual. E a subdivisao dual do politopo de Newton de f que da uma estrutura

combinatoéria a V(f).

2.3.1 Poliedros e Hipersuperficies

Uma fungao k : R* — R da forma: k(z) = a + jx, paraalgum j € Z"ea € R
(onde jz denota o produto escalar canonico de R"), é chamada uma funcao inteira afim (ou
um monoémio tropical). Para cada fun¢ao inteira afim k sobre R", o semi-espago aberto, o

semi-espago fechado e o hiperplano associados a k, sdo, respectivamente, os conjuntos:

H ={z € V;k(z) >0}, Hf ={z € V;k(z) >0} e H, ={x € V;k(z) = 0}.

Para simplificar as notacdes, definimos: Hy = H>, e H, = H',.

Definicao 2.3.1. Um subconjunto o C R™ é chamado poliedro racional se é a intersecio
de um niimero finito de semi-espagos fechados. Se k é uma fungio inteira afim tal que o C H
ouw o C Hy , dizemos que 7 = o N Hy é uma face do poliedro racional o. A fronteira relativa
de um poliedro o, denotada por 0o, é a unido de todas as faces proprias de o. O conjunto

int(c) := o\do é chamado de interior relativo de o.

Observacio 2.3.1. Note que para k =0 temos H;" = H, =R" e c NR" = 7, ou seja, o é

uma face dele mesmo.
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Durante o texto, omitiremos a palavra “relativo” quando nos referirmos a fronteira e

ao interior relativos de o.

Defini¢ao 2.3.2. Denotamos por L(c) o subespago vetorial do R™ gerado por o, ou seja,

L(o) € o espago vetorial gerado por todas as diferencas x —y; x,y € o. Definimos a dimensao
de o por dim(o) := dim(L(0)).

Exemplo 2.3.1. Considere o poliedro 0 = H,, N H,), N H;} N H;| C R?, representado na
Figura 6, onde

ol

zy) = -1+ (=1, )@y =y -z -1
ko(z,y) =1+ (1, =D(zy) =1 -y +z
ks(z,y) =3+ (1, 1) (z,y) =y +x+3

ky(z,y) = =3+ (-1,-1)(x,y) =3 -2 —y.
Entdo, o é um conjunto limitado com fronteira igual a do = {(—2,—1),(1,2)}. As faces
proprias de o sdo 0 N Hy, = {(—=2,—1)} e o N Hy, = {(1,2)} e dim(c) = 1, jd que L(o) é
gerado pelo vetor (1,1).

Figura 6 — Poliedro unidimensional

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Exemplo 2.3.2. Na figura 7 esté representado o poliedro racional 0 = H, ,jl NH ,j; NnNH ,j; em
R? onde ki(z,y) = 0+ (—1,1)(z,y) =y — x, ka(z,y) =2+ (-1, —-1)(z,y) =2 -z —y e
ks(xz,y) = (2,1)(z,y) = y + 2z. Observe que ¢ é um poliedro limitado e do = ¢; U ¢3 U 3.
Além disso, dim(o) = 2 ja que os vetores (—2,4) e (1,1) estdao em L(o) e sao linearmente

independentes.
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Figura 7 — Poliedro limitado

C3 o

G

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Lema 2.3.1. A soma de Minkowski de dois poliedros o,0’ C R", isto é,
o+o ={rx+y, x€0,ycdl

¢ um poliedro.

Demonstragio. Ver (4), Teorema 1.30. |

Defini¢do 2.3.3. Seja f(r) = “Xca a;x?” um polinomio tropical em n varidveis. Para
cada j € A, definimos o conjunto o; dos pontos v € R" onde o mdzimo de f é atingido no

monomio “a;x?”, ou equivalentemente, onde f(x) = a; + jx, isto €,

oj={r €R"; f(z)="“a;a’"} = {z € R a; + jo > a; +ix, Vi € A}.

Segue da definicao que R" = U 0j.
jEA
Exemplo 2.3.3. Na Figura 8 podemos ver os conjuntos o(; ;) definidos a partir do polinomio
tropical g(z,y) = “(—=1)z* + (=1)y* + lzy + = + y + 0” do Exemplo 2.2.2.
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Figura 8 — Subdivisao do R? dada pela curva tropical

Vi(g)
3]y
7 (0,2)
. O(1,1)
0 (0,1)
700 - 7 (2,0
lowo

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Teorema 2.3.2. Seja f(x) = “Xjca a;a?” um polindmio tropical em n varidveis.

(i) Para cada j € A,
O'j = m H]:;I,
icA
onde kj;(x) = (a; — a;) + (j —i)z. Ou seja, para todo j € A, o; é um poliedro racional do R".
(it) Dados j,l € A, com |l # j, 0; N oy € vazio ou uma face comum de o; e oy.

(iii) Para cada j € A, dim(o;) < n se, e somente se, 0; C Hy,,, para algum i € A, com i # j.

. _ . . . . ,
(iv) As faces proprias de o; sao intersegoes de o; com uma quantidade finita de o;’s.

Demonstracao.

(i) Para a demonstragao do primeiro item, basta observarmos que:
reo; e flr)=aj+jrsa;+jr>a,+ix, Vie A
& (aj—a)+(j—9)r >0, VieA

@er,j;i, VicAs e ﬂH,;
€A
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o + , . ’ . ~ ; .
Logo, 0; = Nica H, P Como A ¢ finito, temos que o; ¢ a interse¢ao de um nimero finito de

semi-espacos fechados, portanto, o; ¢ um poliedro racional do R".
(7i) Para a demonstracao do segundo item, dados j,1 € A, j # [, considere o conjunto
F={xeR" aj+jr=a+x>a+iz, Viec A}

Observe que Hy,, = Hy,, = {r € R";a; + jx = a; + lz} e, portanto, segue da defini¢do de
F que, F'=0;N Hy, = 01N Hy,;, = 0;N0o;. Como 0; = Nica Hl:;w temos, em partitcular,
o; C H,j;_l, donde segue que o; N Hy, ¢ uma face de g;. Logo, ou F' = () ou F é uma face

comum de o; e 0.
(it) Pelo item (i) temos, para cada j € A, 0; = Nica H,jji, onde

Hy ={z €R"; kji(z) = (a5 — a;) + (j — i)z > 0}

Suponhamos o; ¢ Hy,,, para todo i € A — {j}. Entao, para cada i € A, i # j, existe
r; € 0j tal que x; ¢ Hyy, (como 0 = Nica H,j;i, xT; € H,fji, para todo i # j). Sejam m o

nimero de elementos do conjunto A — {j} e = a seguinte soma convexa dos x;’s,

iea—{j3 ™"

Como o; é convexo (intersecao de conjuntos convexos é convexa e semi-espacos fechados,

abertos e hiperplanos sdo subconjuntos convexos de R"), x € 0;. Além disso,
. 1 1 .
k() = (aj —a) + (G =0 > —x|= > %[(%’ —a)+ (J — D] >0,
i€A—{j} i€A—{j}
pois x; € H,?jl ex; €0; C H,:;l, para todo [ # j. Logo,

ze () H,fjiCJj e H,;iéabertoemR”,
icA—{j} i€A—{j}
o que implica dim(o;) = n. Assim, se dim(o;) < n, 0; C Hy,,, para algum i # j. Reciproca-

mente, suponhamos o; C Hy,, para algum ¢ # j. Como,

jio
L(Uj) - L<Hk]z> = <$ —Y; T,y € ij¢> = {1} € Rn; (] - Z)x = 0}7
segue que dim(L(Hy;,)) = n — 1 e, portanto, dim(o;) <n —1 < n.

(iv) Sejam H," um semi-espago fechado contendo o, e 7 = 0; N Hy uma face prépria de o,
isto é, ajﬂHk;é(Z)eajﬁHk?éaj.
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Afirmamos que 7 C do;. De fato, se Hy Nint(o;) # 0 ambas as inclusdes o; C H;"
e 0; C H; seriam impossiveis, pois nenhum dos dois semi-espagos fechados contém uma

vizinhanca de x € Hy, Nint(o;).

Agora, sabendo que 7 é convexo ( 0; e Hj, sdo convexos) e que 7 C do;j C ﬁiGAH,;;i,
vamos mostrar que 7 C Hy,, para algum i € A. Suponhamos 7 ¢ Hy ;, para todo i € A,
i # j. Entao, para cada i € A, i # j, existe x; € 7 tal que z; ¢ Hy, (logo, x; € H,fji, para

todo ¢ # j). Sejam m o nimero de elementos do conjunto A — {j} e

i€A—{j}

Analogamente a demonstracao do item (iii), mostramos que = € 7 (que é convexo) e

T € ﬂ#jH,?ji que é aberto em R". Assim,

s (ﬂ H,;) (oj = = € int(o;).
17
Absurdo, pois 7 C doj, ou seja, 7 Nint(o;) = (). Logo, 7 C Hy,,, para algum i € A, i # j e
T=0;NH, CHy, =7=0;NHyNHy,, =0;No; N Hy,

sendo a ultima igualdade obtida do item (éi). Isso mostra que 7 é uma face de o; N o;.
Se 7 = 0 N 0;, nada mais temos a fazer. Caso contrario, 7 serd uma face propria de
oj N Hy, = (N Hi ) 0 Hi

face de (M, H,;E ,) N Hy,,, concluiremos que 7 C Hy,,, para algum [ # j. Caso contrario,

> para algum [ # j. Repetindo o argumento para 7 como
produziriamos x € 7 tal que x € (ﬂ#m H,?jl) Noj, isto é, x € int(o;), o que é um absurdo,
pois faces de poliedros estao na fronteira dos poliedros. Como o; ¢ intersecao de um nimero
finito de semi-espagos fechados, o processo ¢ finito e termina quando 7 é uma intersecao de

oj com uma quantidade finita de o;’s. [ ]

Observagao 2.3.2. Segue dos itens (ii) e (ii7) do Teorema 2.3.2 que se dim(o;) < n, entdo
0; = 0; N Hy,, = 0; N0y, para algum i # j, ou seja, 0; C 0y, para algum i # j. Logo, os 0;’s

de dimensao maxima n cobrem R".

Além disso, segue da definigdo de V(f) como lugar dos pontos x € R™ tais que

f(z) =“a;a?" = “a;2"”, com i # j, que

r € R"\V(f) & z € int(o;), para algum o; e dim(o;) =n < j = d, f para algum j € A.

Definicao 2.3.4. Uma colecio P = {o1,...,0,} de poliedros racionais de R" é chamada de
complexo poliédrico se para cada o; € P todas as faces de o; também estao contidas em P e se

cada intersecio o; N o ou € vazia, ou produz uma face em comum entre o; e 0. Chamamos
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de células os elementos o; de P e de suporte de P (denotado por |P|) a uniao das células de P.
Se |P| € igual a um poliedro o (por exemplo, R™), dizemos que P é uma subdivisao poliédrica
de o (ou de R™, respectivamente). As células de P com dimensao n, 1 e 0 sio chamadas
de facetas, arestas e vértices, respectivamente. Uma aresta que contém apenas um vértice é

chamada de raio.

Segue do Teorema 2.3.2 que dado um polinémio tropical f(z) = “3;ca a;x?7, a
colecao
8(f) .= {faces T de 0j;5 € A}

¢ um complexo poliédrico com suporte igual ao R"™.
Definigao 2.3.5. Seja f =“3ca a;x?” wm polindmio tropical. O conjunto
A= {j € A; dim(o;) = n} = {d.f; € R\V(f)}
¢ chamado de suporte reduzido de f. O polinomio
pred .« ) a;z”
jeAred

¢ chamado de representacdo reduzida de f.

Lema 2.3.3. Seja f um polinomio tropical. Como funcoes em R™, temos que f = fred.
Além disso, dois polindmios tropicais descrevem a mesma fungdo se, e somente se, suas
representacoes reduzidas coincidem. Em particular, a subdivisio 8(f) € independente da

representagdo de f.

Demonstracao. Pela Observacao 2.3.2, todo ponto z € R" estd contido em algum o; com
dim(o;) = n, entdo
flz) = “ajxj” = fr(z), Vo € R"™

Além disso, para cada j € A",

f(x)=a;+jr=qa;+ (d.f)x = a; = f(z) — (d.f)z,

o que implica que o coeficiente de “27” fica unicamente determinado pelo valor de f em x.
Logo, a representagao reduzida de f (que depende de A™ e dos a;; j € A™?) fica unicamente
determinada pela fungdo f. Assim, se dois polinémios descrevem a mesma fungao, eles
possuem o mesmo suporte reduzido (pela segunda descri¢do de A™?) e a segunda afirmacio
segue. Finalmente, S(f) = 8(f°?) (pela primeira descricio de A™?) e segue que 8(f) é

completamente determinado pela funcao f e independe de sua representacao. [ |
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2.4 SUBDIVISAO DUAL

Na se¢ao anterior vimos que uma hipersuperficie tropical traz consigo uma estrutura
poliédrica que subdivide o R"™. Agora, veremos que um polinémio tropical também define
uma subdivisao do poligono de Newton de f, que definiremos a seguir, dual a estrutura

poliédrica.

Dado X = {x1,29,...,2,} C R" definimos a envoltéria convexa de X, denotada por

Conv(X), como sendo o menor subconjunto convexo do R™ contendo X, isto é,

Conv(X) = {Zaixi; 0<;<1L,Vi=1,....,me Zozi: 1}.
i=1

i=1

Dado um polindmio tropical em n varidveis, f = “3>>;c4 a;x?”, chamamos de poligono
de Newton de f, NP(f), a envoltéria convexa de todos os expoentes j tais que a; # —o0, ou
seja,

NP(f)=Conv{j e ACZ"; a; # —c0} C R"™

Definicao 2.4.1. As faces inferiores de um poliedro o sao aquelas que também sdo faces do
poliedro o + p, onde p :== {0} x R5¢ e {0} = (0,0,...,0) € R™.

Defini¢ao 2.4.2. Sejam “3 ;o4 a;x?” um polindmio tropical e P = Conv(A), onde

A={(j,—a;) EZ"xR: jEACL" ea; #—o0} CR"™.

A projecio das faces inferiores de P em R™ produz uma subdivisio SD(f) do NP(f), que

chamamos de subdivisao dual de f.

Exemplo 2.4.1. Para o polindémio tropical g(z,y) = “(—=1)2* + (=1)y* + lay +x+y+0", 0

poligono de Newton N P(g) é a envoltéria convexa do conjunto de pontos:

{(27 0)7 (O7 2)’ (]‘7 1)7 (17 0)7 (O’ 1)7 (07 0)}7

que esta representada na Figura 9, e o conjunto A ¢ dado por:

A={(2,0,1),(0,2,1),(1,1,-1),(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,0)}.

A envoltéria convexa de A estd representada nas imagens de cima da Figura 10, por
dois angulos diferentes. Nas imagens de baixo da mesma figura, deixamos apenas as faces
inferiores da envoltéria convexa de A. Na Figura 11 temos S D(g), a projegao dessas faces
em R?. Note que, de fato, SD(g) forma uma subdivisao de N P(g).



Figura 9 — Poligono de Newton de g(z,y)

y
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N
©

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 10 — P = Conv(A) e faces inferiores de P

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

24
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Figura 11 — Subdivisao dual SD(g) de
NP(g)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Nos resultados a seguir, vamos considerar f = “3;c 4 a;z’” um polindmio tropical,
o ={x €R%a; +jr>a;+ix,Vie A} e 8(f) = {faces T de 0;; j € A}.

Lema 2.4.1. Para cada célula 0 € 8(f), seja A, :={j € A: o Co,}. Entdo,

o = mO'j.

JEAs

Demonstragio. Como o C o; para todo j € A, € claro que o C (4, 0;. Por outro lado, se
o € 8(f), entao é uma face de o; para algum j. Pelo Teorema 2.3.2, 0 = Njc /0, para algum

A" C A. Como o C g, para todo j € A, temos

cC (o, C()o=0.

JEAS JEA!

Proposigao 2.4.2. Para um ponto x € R", seja A, = {j € A; = € 0;}. Entdo,
z €int(o) & A, = Ay,

onde o € 8(f).

Demonstra¢io. (=) Seja z € int(o). Em particular, x € 0. Entao, para todo j € A,, temos

cCoj=>x€0;,=>j€A, = A, CA,.

Suponha que A, # A,, ou seja, existe j € A, tal que © € 0;, mas 0 € ;. Como

o ¢ 0;, 0 ndo é uma face de o; e, obviamente, nio ¢ ;. Entdo, como z € o N oy, segue que
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o No; é uma face prépria comum de o e 0. Logo, 0 No; C do, o que é uma contradicao,

pois € o Noj e x € int(o). Portanto, A, = A,.

(<) Sejam o € $(f) e x € R™ tais que A, = A,. Escreva A, = {j1,...,jm} = Ao
com m € N tal que m > 1. Assim, temos que

m
T € ﬂ 0j, = mjeAgO'j = 0.
i=1
Suponhamos que z € do. Entao, z pertence a uma face prépria de o, ou seja, z € o0 N oy,
para algum [ tal que [ # 1,...,m. Mas, isso implica que j; € A,, o que é uma contradicao.
Portanto, x € int(o). [

Teorema 2.4.3 (Teorema da Subdivisao Dual). Dado um polinémio tropical em n
varidveis, f = “Ycaa;277, as subdivisoes 8(f) do R™ e SD(f) de NP(f) sao duais no

sequinte sentido: existe uma bijecao de células, invertendo inclusao, dada por

D :8(f) — SD(f)

o+— D, := Conv(A,),

tal que dimo + dim D, = n e L(o)t = L(D,). Além disso, SD(f) ndo depende da represen-

tagao de f e o conjunto de vértices de SD(f) é igual ao suporte reduzido de f.

Demonstrag¢io. Primeiramente, vamos verificar que D, é de fato uma célula de SD(f). Dado
x € int(0), cosidere a forma linear (z,—1) sobre P C R™*!'. Para cada vértice (j, —a;) de
P, temos (, —1)(j, —a;) = aj + jx. Nosso objetivo é mostrar que os pontos de P nos quais
(z,—1) atinge o valor méximo sio exatamente os pontos da envoltéria convexa de A, (onde

Ay :={(j,—a;) € A; j € A}) e que Conv(A,) é uma face inferior de P.

Seja A" = {j € A;a; # —oo}. Como A’ possui um nitmero finito de elementos,

podemos escrever A" = {j1, ..., jm, Jmit, -, Jk} € A = {J1,- -, Jm}- Assim,

ced8(f)=0o= () aj:ﬁaji.
i=1

JEAs
Logo, x € 0, para todo ¢ = 1,...,m, ou seja,
f(x) =N =aj, +j1x = =aj, +jmx > a; + jx, Vj € A\A,.
Essa desigualdade é estrita, pois se existisse | # j;, para todo i = 1...,m, tal que
a;, +h7r == aj, +jnr=qa +lz,

terfamos A, = {J1,...,Jm,} # A, e T nao estaria em int(o).
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Portanto, (x, —1)(j, —a;) = N para todo (j, —a;) € A,. Como P = Conuv(A), isto é,
- k k
i=1 i=1
para um ponto z € 15, temos que
(r,~1)z = (2, =1)(bijr + - + bpjr, —braj, — - -+ — bray,)
= bz + -+ begex + braj, + - + bray,

= by (a5, + 1) + -+ + b (@5, + Jin®) +0ms1 (5,00 + Jmar®) + -+ bi (@, + )
—_———— —_——— —_——

N N M My,
=(b1 4+ +bu)N + b1 My + -+ + b M.

Suponha que (x,—1)z > N. Entdo,
(bl+"'+bm)N+bm+1Ml+"'+bkMk > N

= b1 My + -+ 0 My > [1— (by + -+ - + b)) |N

= bpa My + -+ + My > byt N + -+ + b, N,

Como M; < N para todo 7 =1,...,k, a desigualdade acima é impossivel. Logo, para
todo z € P temos (x,—1)z < N. Além disso, note que a igualdade sera verdadeira apenas
quando b,,11 = --- = b, = 0, ou seja, quando tivermos b; + --- 4+ b,, = 1. Mas, isso implica

que z € Conv(A,). Portanto, (x,—1) atinge o méximo em P exatamente nos pontos da

envoltéria convexa de A, e esse valor maximo é .

Agora, vamos mostrar que Conv(ﬁg) é uma face inferior de P. Seja a: R* x R — R

definida por
ala,b) = (z,—1)(a,b) — N =xa —b— N.

O hiperplano gerado por a é H, = {(a,b) € R" x R; a(a,b) = 0} e um dos semi-espagos
fechados gerado por o é H, = {(a,b) € R" x R; a(a,b) < 0}.

Para qualquer (a,b) € P, temos

alz(a,b) = (2, -1)(a,b) =N <0 = PCH, e
(R ——
<N
alz(a,b) =0« (z,—1)(a,b) = N & (a,b) € Conv(A,).

Logo, H, N P = Conv(A,). Portanto, Conv(A,) é uma face de P.

O poliedro P + p é o conjunto

k
{<b1j1++bk]k,—b1a]1——bkajk—i—)\), Ogbzgl, Z:]_,,k’, sz:]_, )\ZO}

i=1
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Para qualquer (a,b+ \) € P + p, temos:

alp, (a,b+A) = (z,=1)(a,b+A) =N = (z,-1)(a,b) A - N < 0= (P+p)C H, e
<N

a,b+ ) =0« (z,-1)(a,b) =Ne A=0< (a,b) € Conv(A,).

a|ﬁ+p(

Portanto, Hy, N (P + p) = Conv(A,). Logo, Conv(A,) é uma face de P + p.

Como Conv(A,) é uma face comum de P e P + p, segue da definicdo, que Conv(A,)
6 uma face inferior de P. Como a projecao de Conv(;{a) em R" é exatamente D,, temos que

D, é, de fato, uma célula de SD(f).

Segue que a fungao D esta bem definida. Veremos a seguir que D é uma bijecdo. Para

isso, mostraremos que a inversa de D é dada por

D71 SD(f) — 8(f)

O'—) ﬂ ;.
jeCNA

De fato,
DD C)=D| ) oj]=Conv(CNA)=C,
jecnA

pois, como C' € SD(f), segue que C' = Conv(A,) para algum o e nesse caso A, = C' N A.

Além disso,

D Y(D(0)) = D™ (Conv(A,)) = N oj= () o5 =0
j€ Conv(As)NA JjEAs

E simples verificar que essa bijecio inverte inclusio, pois se o1, 03 € 8(f) € 01 C 09,
entdo, A,, C A,,. Logo, Conv(A,,) C Conv(A,,) e Dy, C D,,. Por outro lado, se
C1,Cy € SD(f) e Cy C Cy entao,

Dil(Cb) = ﬂ 0j C ﬂ 0; = Dil(Cl).

JECINA JECINA

Para mostrarmos ortogonalidade e dimensoes de L(o) e L(D,), escrevemos ¢ na

formas

o= () oj, com Ay = {i1,..., i}

JEAs

Sabemos que:

D, = COTLU(AJ) = {Z Qglg , Qp € [Oa 1] € Zak - ]‘} ’
k=1

k=1
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L(o) ={x —y; z,y € 0),
L(D,)={(m—n;m,n€ D,)e
L(Aq) = (j —i; j,i € Ag).
Para todo i € A,,i = 1-i € Conv(A,). Entdo, A, C D, e L(A,) C L(D,).
Reciprocamente, se m € D, temos:
m = a1+ Fasls; 0<a, <1, Vke{l, ... ,s}e Zakzl
k=1
= m=(1—a;— - —ap)i; + agis + -+ + asis
= m:i1+a2(i2—i1)+---+a8(i5—i1).
Logo, Vm,n € D,, podemos escrever:
m—mn = iy +ag(iy —i1) + -+ as(is —i1) — (i1 + ba(do — i1) + -+ + bs(is — 41))
= ((1,2 — bg)(lg — Zl) + -+ ((Is - bs)(ls — il),

onde 0 < ag, by < 1,Vk e {l,...,s}, a1 =1e > jar=1. Assim, L(D,) C L(A,) e,
portanto, L(D,) = L(A,).

Para todo i,j € A, e para todo z,y € o, temos:

U —i)(@) =a—q

(J—)(y) = a; — a;

}:»u—w(x—y):o.

Entao, todo vetor de L(o) é ortogonal a todo vetor de L(A,) = L(D,). Logo,
L(o) C L(Dy)* (e L(D,) C L(o)1).

Para a inclusdo contréria, citamos a Proposigao 1.67 em (4).

Para mostrar que dim(L(0)) + dim(L(D,)) = n, usamos que

dim(L(D,)) + dim(L(D})) = n e que L(o) = L(D,)*.

Por fim, vamos mostrar que o conjunto de vértices de SD(f) é igual a A™?. De fato:

j €A™ & dim(o;) =n < A, =1{j} & /Lj ={(j, —a;)} & Conv(As;) = {(J, —ay)},

e, como Conv(;lgj) é uma face inferior, Conv(;loj) = {(j, —a;)} se, e somente se, a projecao

em R” de Conv(A,;) éigual a j. Como j € A e j é uma célula de SD(f), temos que j é um
vértice de SD(f). Logo, SD(f) depende apenas da funcao f. |
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Exemplo 2.4.2. Considere o polinémio
glx,y) =“(=Da® + (=)y* + lay + v +y + 0.
A subdivisao associada a g é:
8(g) = {faces de 0 ), com (4, 7) € {(0,2),(0,1),(0,0),(1,0),(2,0),(1,1)}}.

As faces dos o0y; j)’s sdo os proprios 0(; j)’s e as interse¢oes préprias e ndo vazias entre eles sao:

ai = 00,2 N 0(©,1); ag = 0(1,1) (1 0(0,2); V2 = 0(0,1)(10(0,0)10(1,1);
ag = 0(0,1) M 0(0,0); a7 = 0(0,1) N o@1);
as = 0(0,0) N 0(1,0); ag = 0(0,0) N 0(1,1); U3 = 0(0,0)010(1,000(1,1);
ay = 0(1,0) N 02,0); a9 = 0(1,0) N 0(1,1);
as = 0(2,0) N 01,1); vy = 0(0,2)00,1) 0 (1,1); Vg = 01,002,000 (1,1)-

Em outras palavras, as células o de 8(g) s@o as arestas da curva tropical V(g) definida

por g, os vértices de V(g) e as regioes do R? definidas por V(g), conforme a Figura 12.

Figura 12 — Conjunto 8(g)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Para cada célula o(; ;y de 8(g), o conjunto A é formado apenas pelo ponto {(7,7)}.

9(i.9)
De fato, 0(; j) ¢ uma face de dimensdo 2 e nao estd contida em nenhuma outra célula de 8(g)

a nao ser ela mesma. Assim, temos que:

AU(o,z) ={(0,2)}; AU(o,o) ={(0,0)}; AU(z,o) ={(2,0)};
7(0,1) = {(O’ 1)}7 A (1,0) = {(1 O)} AO’(1,1) = {(17 1)}

E, como mostrado no Teorema da Dualidade, cada o(; jy de 8(g) é dual a um vértice,
Conv({(i,7)}) = {(7,7)}, da subdivisao dual SD(g).

Para cada aresta a; de 8(g), o conjunto A,, é formado por dois pontos correspondentes

as duas regioes que esta aresta pertence:

Ay ={(0,2), (0, 1)}; Aay = {(1,0),(2,0)}; Aar = {(1,1),(0,1)};
Aa, = {(0,1),(0,0)}; Aoy ={(2,0), (1, D)} Ay = {(1,1),(0,0)};
Aay = {(0,0), (1,0)}; Aag = {(1,1),(0,2)}; Aay = {(1,1), (1,0}

Como a envoltéria convexa de dois pontos é o segmento de reta que liga estes dois

pontos, temos que cada aresta da curva tropical V' (g) é dual & uma aresta da subdivisdao dual

SD(g).

Por fim, para um vértice v; da curva tropical V(g), o conjunto A,, é formado por trés

pontos, correspondentes as trés regioes nas quais este vértice esta contido:

AUI = {(07 2)7 (07 1)7 (17 1)}; Avs = {<07 O)? (17 0)7 (17 1)};
Ay, = {(07 1)7 (07 O)a (17 1)}; Ay, = {(17 O)v (27 0)> (17 1)}

A envoltoria convexa de trés pontos é um tridngulo. Entao, cada vértice da curva

tropical V(g) é dual & um tridngulo na subdivisao dual SD(g).

Na Figura 13, podemos ver geometricamente a dualidade entre 8(g) e SD(g). Note
que, cada vértice de V(g) estd associado a um tridngulo de SD(g) (vértices e tridngulos de
mesma cor sao correspondentes), cada aresta de V(g) estd associada & uma aresta de SD(g)
e este par é perpendicular (arestas de mesma cor sao correspondentes) e cada regiao definida

por V(g) esta associada & um vértice de SD(g) (regioes em branco e vértices em preto).



Figura 13 — Curva V(g) e sua subdivisao dual SD(g)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

32
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3 CURVAS TROPICAIS COMO LIMITE DE AMEBAS

Neste capitulo apresentaremos curvas tropicais como limites de amebas de curvas
complexas e veremos que podemos construir a geometria tropical a partir da geometria
classica. O principal resultado deste capitulo, que conecta essas duas geometrias, é o Teorema
de Kapranov. As principais referéncias deste capitulo sao (5), (6) e (7), e a referéncia para a

demonstracao do Teorema de Kapranov pode ser encontrada em (9).

3.1 AMEBAS DE CURVAS COMPLEXAS

Podemos construir a geometria tropical a partir da geometria algébrica classica
(complexa) usando as amebas de variedades algébricas. Para isso, vamos restringir uma
curva algébrica plana complexa C', definida como o conjunto de zeros de um polinémio
f(z1,22) € C|z1, 22, ao conjunto aberto (C*)? do plano (afim ou projetivo) e depois leva-la

para o plano real pela aplicagao:
Log: (C*)* — R?
z=(z1,29) — (X, Y) := (In |z, In|2]).
Definigao 3.1.1. Chamamos de ameba de uma curva algébrica plana complera C' o subcon-
junto Ac = Log(C N (C*)?) C R%
Como veremos no proximo exemplo, as amebas de curvas complexas sao subconjuntos

bidimensionais do R?, uma vez que curvas complexas tém dimensao real dois.
b

Exemplo 3.1.1. Considere a reta complexa C' definida pela equacao z; + 2o = 1. Note que

(21, 22) € C' se, e somente se, |z1| # 0 ou |z2| # 0 satisfazem:
|21| + |22| Z ]_, 1+ |Zl| Z |22|, 1+ |ZQ| Z |21|
De fato, se (z1, z2) € C, temos que:
(i) 1 =214 20 = |21 + 20| < |21] + |22| = |21] + |22| > 1;

(i) 1 —z1 =20 = |1 — 21| = |22] = 1+ |z1| > |22|;

(111) l—2z=2=> |1—ZQ| = |Zl| = 1+|ZQ| > |le.

Por outro lado, é possivel mostrar que se u, v sdo reais positivos tais que u+v > 1, u+1 > v

e 1+ v > u, entdo existem z;, 2o € C tais que |z1| = u, |22] = v e 21 + 25 = 1 (ver, por
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exemplo, (8), Proposigao 2.1). Assim, a ameba da reta complexa z; + 2o = 1 é a imagem do

dominio
D = {(|z1l,|2]) € [0,00)% |a1] + 22| > 1,1+ |21 > |20], 1+ [22] > [z}
pela aplicagao (|z1], |z2]) — (In]z1], In |25]).
Observe que se X =1In|z1]| e Y = In |z, entao
21|+ |22] > 1= e +e¥ > 1= Y > In(1l —e¥);

14+ ]z > |zl = 1+ef >e¥ =YV <In(1 +€¥);
I+ |z >lal=1+e" >e¥ =Y >n(eX - 1).

Logo, como mostra a Figura 14, as equagoes dos arcos que limitam a ameba sao:

Y=In(l-¢e¥), Y=In(1+e*) e Y =In(e* -1).

Figura 14 — Ameba Ac dareta C: 21+ 20 =1

Log(z, 29)
_

1+ |z = |z

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definigao 3.1.2. Quando dois arcos da ameba Ac = Log(C N (C*)?), isto €, duas curvas
na fronteira do conjunto Ac, tem uma reta | de equacao aX + bY + ¢ = 0 como assintota,
dizemos que o vetor (b, —a) é uma direcao assintética desses arcos. Chamamos de tentdculos

as partes da ameba que se estendem para o infinito nas diregoes assintoticas.

Exemplo 3.1.2. De forma andloga ao Exemplo 3.1.1, obtemos a ameba da reta
L ={(z1,2) € C?; &2, + e*z = 1},

que pode ser observada na Figura 15.
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Figura 15 — Ameba da reta L : €32 + €2z = 1

Y

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

O formato dos graficos dos exemplos anteriores é o que justifica o nome de amebas.
Esse formato pode ser explicado analisando, por exemplo, a equacao da reta C' no Exemplo
3.1.1. L&, o ponto (21,22) = (0,1) € C' e, como
lim In|z|=—00 e lim In|z|=I|1] =0,
|21|—>0 ‘Z1|—>O
temos que X — —oo e Y — 0 quando |z;| — 0, ou seja, uma vizinhanga do ponto (0,1) € C

¢ levada no tentaculo da ameba que aponta para esquerda e y = 0 é uma assintota dos arcos
Y=In(l+eX)eY =1In(l —e¥).

Analogamente, para uma vizinhanga do ponto (z1, 22) = (1,0) € C' temos:

lim In|z;|=In[l] =0 e lim In|z| = —o0,
|z2|—>0 |z2|—>0

o que implica em X — 0 e Y — —oo quando |z| — 0, ou seja, uma vizinhanga do ponto

(1,0) € C é levada no tentaculo da ameba que aponta para baixo e X = 0 é uma assintota

dos arcos Y =In(eX —1) e Y = In(1 — &¥).
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Figura 16 — Tentaculos da ameba de uma reta tropical

z, Y

\ Y =In(1 + %)

s - x

Y =In(eX —1)

Y =In(1—€%)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Para pontos do tipo (z1,1 — z1) com |z;| — oo, temos que:

lim In|z| =00 e lim In|l — 2] = oo,
|z1|—00 |z1|—00

o que implica em X — oo e Y — o0, ou seja, pontos de uma vizinhanga de (21,1 — 21)
com |z1| — oo sdo levados no tentaculo superior direito e X =Y é uma assintota dos arcos
Y =In(eX —1) e Y =1In(1+¢%*). Em resumo, os tentdculos da ameba de uma reta aparecem
como imagens de uma vizinhanga de trés tipos de pontos: ponto no eixo zy (tentaculo
apontando para a esquerda), ponto no eixo z; (tentdculo apontando para baixo) e ponto no

infinito da reta (tentaculo apontando para a diregao (1,1)).

Exemplo 3.1.3. No Exemplo 3.1.2, os arcos A; e Ay tém a reta Y = —2 como assintota
e diregao assintética (1,0), os arcos As e Az tém a reta X = —3 como assintota e direcao
assintética (0, —1) e os arcos A; e Az tém diregao assintética (1,1).

Para transformar as amebas em objetos combinatoérios, vamos reduzir a zero a “largura”
delas, ou seja, diminuir a distancia entre as fronteiras de C'. Para isso, ao invés da aplicacao

Log consideramos a aplicacao:

Log,: (C*)* — R?

In |2 _ln|22|>

(s050) > (X.Y) = (= o ] o ) = (=352 =15

para t € R pequeno e positivo. Vamos entdo tomar o limite das amebas Log,(C N (C*)?)

quando t tende a zero.
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Exemplo 3.1.4. No Exemplo 3.1.1, a ameba Log,(C N (C*)?) serd limitada pelos arcos
Y = —log,(1 +¢t ) para X € R, Y = —log,(t ™ — 1) para X > 0e Y = —log,(1 — t=¥)
para X < 0. Vamos analisar a convergéncia do arco Y = —log,(1 +¢=) quando ¢ tende a

zero por valores positivos.

Se X > 0:

t—0+ Int

1
oy (N e
lim (_ln(Ht)> — i _NLtX 1( ) — lim (Xt>
L t—0+
t

Se X <0:
-X —X (4X X
lim (—ln(Ht )> — lim (Jn(t (t +1))> — X 1 lim <_1n(t +1)> 0
t—0+ Int t—0+ Int 50+ Int
——X

Ou seja, quando t — 0%, 0 arco Y = —log, (1 +¢=) converge para Y =0se X <0 e
para Y = X se X > 0. Veja a Figura 17.

Figura 17 — Convergéncia do arco

Y = —log,(1+¢tX) quando ¢t — 0.

Y

Y = —log,(1+t%)

/ x

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Para analisar a convergéncia do arco Y = —log,(t~* — 1), note que ele também pode
ser escrito como X = —log,(t™¥ + 1). Assim, um calculo analogo ao anterior nos leva a
concluir que, quando ¢ tende a zero, este arco converge para X =0se Y <0 e para X =Y
se Y > 0. Veja a Figura 18.

Figura 18 — Convergéncia do arco
Y = —log,(t X — 1) quando t — 0.

Y

Y = —log,(t X —1)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Jé o arco Y = —log,(1 — =) para X < 0, pode ser escrito como:
_ In(1 —t=) In(t* — 1)
YV=-log(l-t*)=-""——"=X-"—"——

og( ) Int Int '

e também como:

_ In(1 —t¥ In(t¥ —1

In(tX —1)
Int

— =Y. Portanto, o arco converge para o ponto (0,0), quando t — 07 (veja a

— —X e

Neste arco sempre temos X < 0 e Y < 0 quando ¢t — 07, —
_In(t¥-1)
Int

Figura 19).

Assim, a ameba da curva C' do Exemplo 3.1.1 converge para o grafico da Figura 20,

que é a curva tropical determinada por C.
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Figura 19 — Convergéncia do arco
Y = —log,(1 —t~) quando t — oo.

Y

Y —log,(1 —t )

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 20 — Curva tropical determinada
por C.

Y

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Aplicando Log, na reta L do Exemplo 3.1.2 e fazendo ¢t — 0, ndo s6 reduzimos a
largura da ameba Aj a zero mas também transladamos seu “vértice” para a origem, ou
seja, obtemos a mesma curva tropical do Exemplo 3.1.1. Para evitar isso, consideramos a
familia de retas C; = {(z1,22) € C? ¢ 32, +t 229 = 1}, para t € R, pequeno e positivo.

As curvas da familia C; passam pelos pontos (0,t%) e (¢3,0) para todo ¢, entdo todas as
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amebas Log, (Cy N (C*?)) possuem seus tentaculos horizontal e vertical em X = —3e Y = —2,
respectivamente, ou seja, possuem vértice em (—3, —2). A diferenga das curvas da familia C;
para a curva do exemplo 3.1.2, é que, agora, se tomarmos o limite quando t — 0, estaremos
reduzindo a largura de C} a zero, mas mantendo o “vértice” em (—3,—2). A curva tropical

determinada pela familia C; esta representada na Figura 21.

Figura 21 — Curva tropical correspondente as
amebas da familia Cy = {z; t32; + t229 = 1}

Y

-7

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Como no caso da reta tropical, veremos que uma curva tropical plana pode ser vista
como subconjunto do R? obtido como limite das amebas Log,(C; N (C*)?), onde C; é uma

familia adequada de curvas algébricas planas. Formalizaremos essa ideia na préxima secao.

3.2 SERIES DE PUISEUX E O TEOREMA DE KAPRANOV

Para mostrar que toda curva tropical é igual ao limite das amebas de uma familia
C, de curvas algébricas planas, vamos precisar trabalhar com o corpo de séries de Puiseux

generalizado.

Definicao 3.2.1.

(a) Usamos o simbolo «, ,* oo para representar a sequéncia de niumeros reais (ou,)nen

estritamente crescente e ilimitada.

(b) Definimos o conjunto

M =: {(an)nen | S 00} U{B|B CR e B tem finitos elementos},
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ou seja, M é a unido do conjunto de todas as sequéncias de niumeros reais estritamente

crescentes e ilimitadas com o conjunto de todas as sequéncias finitas.

(¢) Dado A € M e a,, € C*, para cada o € A, escreveremos Y. e 4 aat® para denotar a fungdo
ffR—C

(o, S€ € A,
o —
0, sea ¢ A.

O conjunto K de todas as fungoes deste tipo é chamado de conjunto das séries de Puiseux

generalizado, isto é:

K:{Zaato‘\A € M}.
acA

Definigao 3.2.2. Para [ =3 ,ca0al® € g = > pep bgt?, definimos

f+g= > (ay+b)t", ondea,=0sev¢ Aeb,=0sey¢ B e
YyEAUB

f-9= Z Z aa'bg t7,
v€A*B \a€A,BeB: a+f=y

onde Ax B={a+p|a€ A, e B}

Teorema 3.2.1. O conjunto (K,+,-) € um corpo algebricamente fechado.

Demonstragio. Ver Teorema 6 em (6). [

Definigao 3.2.3. Aplicagoes v: K — RU {0}, com K um corpo qualquer, satisfazendo
(i) v(a) = 0o se, e somente se, a =0;

(i7) v(ab) = v(a) + v(b);

(i7i) v(a +b) > min{v(a),v(b)},
sao chamadas valorizagoes em K.

Seja K o corpo das séries de Puiseux generalizado. A fungao

v: K¥ — R

fr—=o(f) = min{a € R[ f(a) # 0},

satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) v(f-g) =v(f) +v(g);
(ii) v(f + g) > min{v(f),v(g)}.

Definimos v(0) = oo. Logo, v é uma valorizacao em K*.

Observacao 3.2.1. Nos expoentes das séries de Puiseux generalizadas usamos niimeros reais

quaisquer, para que a valorizagdo seja uma fungdo sobrejetiva.

Definicao 3.2.4. Definimos:

Val: (K*)> — R?

(21, 29) —> (21, x2) = (—v(2z1), —v(22)).
Definicao 3.2.5. Dado F(z1, z2) € K[z1, 22], considere o conjunto

Zp ={(21,2) € K*; F(z1,2) = 0}.
Chamamos Val(Zp) de ameba nao arquimediana de Zp.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Kapranov). Seja K o corpo das séries de Puiseux generali-

zado. Considere o polinomio

F(z1,22) = Z cmz}'zé € K[z, 22},
(i.)€l
tal que ¢;; € K* e I C Z? € finito e ndo vazio. Entdo, a ameba ndo aquimediana de Zp,

Val(Zr), coincide com a curva tropical V (Fi,p) C K? definida pelo polinémio

Erop(xlax2> = Z _U(Ci,j)ﬁilxé 7
(i,9)el

Demonstragio. Seja z € K2 tal que 3, cwz® = 0, onde w = (i,7) € I. Escolha wy € I tal
que:

0 (cay2™) = min{v(c,2")} = minfo(c,) + wol)}
onde v(z) = v(21, 22) = (v(21),0(22)) e wv(z) = (4, 7)(v(21),v(22)) = 1w(21) + ju(zz).

Note que

Cug2’ = — Z w2
wel\{wo}

Logo,

v(cwozwo):v(— > cwz“’> > min {v(c,z")}.

wel\{wo} wel\{wo}



43

Mas, pela escolha de wy, temos que v(Cy,2"°) < minyep fwe} {v(cwz™)} e, portanto,

) = min {v(cyz")}.

V (CyoZ
(Cuy wel\{wo}

Assim, existe pelo menos um w; € I\{wp} tal que v(cy,2*) = v(cy, 2""). Assim, existe r > 1

tal que
V(Cup2™) = -+ = v(cy, 2") < v(cwz"), Yw € I\{wo, ..., w,}, ou ainda,
V(Cus) + wov(2) = -+ = v(cw,) + ww(2) < v(cw) + wo(z),Yw € I\{w, ... w,}.
Logo,
—0(Cuy) + wo(—v(2)) = -+ = —v(cw,) + wr(—v(2)) > —v(cw) + w(=v(2)),

para todo w € I\{wy, ..., w,}. Pela Proposigdo 2.2.1, temos
—v(z) = (—v(z1), —v(22)) = (21, 22) € V(Firop) = Val(Zp) TV (Firop)-
Para a inclusdo contraria, como I é finito, escrevemos I = {wy,...,wi}. Seja
r = (s1,52) € R? satisfazendo
pi=—0(Cy,) +wix =+ = —v(cy,) + wx > —v(cy,) + we, (3.1)
para algum r > 2 e todo w € I\{wy,...,w,} (ouseja, x € V(Fypp)).

Sejam mq,...,my todos os valores distintos assumidos por iy,...,%, lembrando
que wy = (i1,71),---,wxg = (ix,Jx). Note que, a menos de uma reordenagao, existem
ti,toy .oyt .t € {1,..., k} tais que

I<ti<te<..<tpu<tp=r<..<tii1<tt=d<ke

W =1 = =1 =M
Zt1+1 = Zt1+2 == Ztg = M2
Up ol = Uy o2 = 0" = U,y = My
ltp,1+1 - ZtT_,,l—‘rQ == = mp
th+1 = th+2 — e e e — th+1 = mp+1

Uy_1+1 = tyy_142 = - = 1qg = Mq.
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Escolha 20 € K* tal que —v(29) = s9. Sejam by, . . . , by, 0s coeficientes de 21", ..., 27",

respectivamente, no polinémio
‘:0(21) = F(zla Zg) = bmlzinl +eeet bmpzinp +oe At bmd'z{nd € K[Zl]
Por exemplo, o b,,, é igual a soma:
0

bm, = Cw1(z2)j1 T+t Cuyy (Zg)jtl'

Note que:

0 (G (D)) = 0(ewn) + j10(2) = —(=vlew,) + Gr(~v(0)))
= —(—v(cw,) + j152 +mys1) + mys;

= —(—v(cw,) + wix) + mysy = —p + mysy.

Analogamente, verificamos que todas as parcelas de b,,, possuem a mesma valorizacao,

entao v(by,,) = myis; — p.

Da mesma forma que fizemos para b,,,, verificamos que —v(b,,,) = p — m;s;, para

todo ¢ € {1,...,p}, ou ainda,

mis1 — v(bm,) =p, Vi €{1,...,p}. (3.2)

Além disso, usando a equagao 3.1 verificamos que —v(b,,,) < p — m;s1, para qualquer

by, com i € {p+1,...,d}.

7

Assim, no poligono de Newton de ¢ gerado pelos pontos (i, —v(b;)), os monoémios de
graus my, ..., m, formam uma aresta de inclinacdo s; (veja equacao (3.2)). Portanto, existe
uma raiz z{ de ¢ tal que v(2¥) = —s;. Mais detalhes sobre o poligono de Newton de ¢ e sua

relagdo com as raizes de ¢ pode ser encontrados em (10), Corolario 1.2.
Logo, T = (s1,82) = (—v(2?), —v(29)) = Val(2?, 29) € Val(Zr) = V(Fi,0p) C Val(Zp).
[

Observagao 3.2.2. A escolha de um corpo K onde a fun¢ao valorizagao é sobrejetiva em R,
faz com que a ameba nao arquimediana Val(Zr) coincida com a curva tropical V (Fj,.,p,) sem
que seja necessario trabalhar com o fecho topolégico do corpo, assim temos uma classe maior

de variedades tropicais, por exemplo os pontos com coordenadas irracionais.

A seguir temos um exemplo do Teorema de Kapranov, onde veremos que, de fato, a

ameba nao arquimediana de uma reta algébrica real é igual a uma reta tropical.



45
Exemplo 3.2.1. Considere a curva C C K? dada pela equacdo t 3z +t 225 = 1. Se
(21,22) € C'N (K*)?, entao
Val(z, 20) = Val(zy, (1 — t72)t?) = Val(z, 1% —t 1 21),
que pode ter trés resultados diferentes:
o Se v(z1) > 3, entdao v(z) = v(t? —t71z;) = v(t* — t7), onde ¢ > 2, ou seja, v(zy) = 2.
Assim, sendo

(1, m9) = Val(z1, 22) = (—v(z1), —v(22)),

temos 1 < —3 e 19 = —2, que ¢é exatamente a aresta horizontal da curva tropical da

Figura 21.
o Se v(z) > 2, entdo v(21) = v(t® — tzg) = 3. Assim:
(x1,22) = Val(z1, 20) = (—v(21), —v(22)) = 21 = =3 e 15 < —2,
que é a aresta vertical da curva tropical da Figura 21.
e Se v(z1) < 3, entao v(t7'z;) < 2. Logo,
v(z) =v(t? —trz)=v(z) —1<2 e

(21, 22) = Val(z1, 25) = (—v(21), —v(22)) = (—v(z1), —v(z1) + 1),

que é ro = x1 + 1, com x; > —3, ou seja, ¢ a aresta superior direita da curva tropical
da Figura 21.

Assim, vimos que a imagem da curva C' pela aplicagao Val é exatamente a curva tropical da
Figura 21.

Lema 3.2.3. Toda curva tropical plana € limite de amebas de curvas planas complexas.

Demonstracio. Dada a curva tropical definida por

f(xy, z2) Z ;T y] ”

(i,5)€A

onde A C Z? ¢ finito, considere um polindémio

21722 Z "}/,th aZJZIZQ € K*[”Zl’ZQ]v
(i,)eA

onde, v;; € R* sao quaisquer e a variedade

Vi = Z(F) = {(21, ) € (K*)*; F(z, 25) = 0}.



46

Se z1, zo € K, podemos escrever

= 3" bpt? = byt (1+ 3 bbﬁ tﬁ—”(zﬂ) e
peB BeB\{v(z1)} "0(=1)

20= D ept) = cyo ' (1 +y ﬂ—”w) :
BeB ~eC\{u(z2)} CV(22)

Considerando z; e z5 como fungoes convergentes numa vizinhanca de ¢ = 0, entdo quando

t—0
BeB\{v(z1)} “v(21) yeC\{o(z2)} Co(z2)

Logo,

. IR T U(zl) T o
tlir(% log, |z1| = tlirg}r log, |by)t" | = tlirg}r(v(zl) + log, |byzy)|) = v(z1) e

lim log, |25] = v(22).

Donde segue,

lim Log, (21, 21) = lim(—log, |21, —log, |22]) = (=v(21), —v(22)) = Val(z1, 25).

Ou seja, o limite anterior nos diz que interpretando o polindémio F'(z1, z3) € K*[21, 2]

como uma familia de polindémios,

fi(z122) = Z Vit “”zizé € R*[z, 29],
(i,j)€A
para t € R" pequeno, a familia de curvas C; = {(21, 22) € C?; fi(z1, 20) = 0} ¢ tal que que as
amebas A; = Log,(C}) convergem para Val(Z(F')), que pelo Teorema de Kapranov, é igual a

curva tropical definida pelo polinémio

flanm) =% Y —v(ygt™™)a'y’ 7 =< 3 aya'y’ ",

(i,)eA (i,4)eA
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4 PATCHWORK

O patchwork consiste em uma forma moderna de construcao de curvas algébricas
planas reais com topologia controlada. Essa técnica foi desenvolvida por Oleg Viro no final da
década de 1970 e, embora na época a geometria tropical ainda nao existisse e a técnica tenha
sido enunciada em uma linguagem diferente, hoje sabemos que ela nos fornece um método

puramente combinatério de construgao de curvas algébricas reais a partir de curvas tropicais.

Neste capitulo, mostraremos inicialmente como realizar o patchwork de uma reta
tropical. Depois, iremos generalizar a técnica de patchwork para curvas tropicais nao-singulares

de grau maior que um. A principal referéncia deste capitulo pode ser encontrada em (11).

4.1 PATCHWORK DE UMA RETA TROPICAL

Antes de descrever o método de patchwork de uma reta tropical, precisamos observar

algumas propriedades das amebas que convergem para ela.

Definigao 4.1.1. Uma curva algébrica real em (C*)* é uma curva, com valores em C2,
definida por um polinémio com coeficientes reais. Dada uma curva algébrica real €, chamamos
deRE = ¢ N (R*)? o conjunto dos pontos reais de € .

Seja . : az + bw + ¢ = 0 uma reta algébrica real em (C*)?. O conjunto dos pontos
reais de .Z, R¥, é a reta ax + by + ¢ = 0 em (R*)%. Como abc # 0, a reta RZ passa por
exatamente trés quadrantes, que sao determinados pelos sinais de a,b e c¢. De fato, temos

que R.Z corta os eixos = e y nos pontos —c/a e —c/b, respectivamente, e:

(1) se ac > 0 e bc > 0, temos —c/a < 0 e —c/b < 0. Logo, RZ passa pelo 2°,3° e 4°

quadrantes;

(2) se ac > 0 e be < 0, temos —c/a < 0 e —¢/b > 0. Logo, R.Z passa pelo 1°,2° e 3°

quadrantes;

(3) se ac < 0 e be < 0, temos —c/a > 0 e —¢/b > 0. Logo, RZ passa pelos 1°,2° e 4°

quadrantes;

(4) se ac < 0 e be > 0, temos —c/a > 0 e —c/b < 0. Logo, R.Z passa pelos 1°,3° e 4°

quadrantes.

Seja o/ (RZ) a ameba de R.Z, considerando a, b, c € R*, ou seja,

-(55))-

' (RZ) = Log(RZ) = (ln|az[,ln
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Entao, &7 (R.Z) possui trés arcos, cada um deles obtido calculando a fungao Log nas
duas semirretas e no segmento de reta de R.%, contidos em cada um dos quadrantes do R?

que contém R.Z.

Vamos nomear cada arco de o/ (R.Z) pelo par de sinais do quadrante correspondente &
semirreta (ou segmento de reta) que deu origem a ele. Podemos fazer isso de quatro maneiras

diferentes, dependendo dos sinais de a,b e c. Observe a Figura 22.

Figura 22 — Amebas com arcos nomeados pelos sinais correspondentes

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Na Figura 22 podemos perceber que, se dois arcos A; e Ay de o/ (R.%) possuem uma
direcdo assintotica (u,v) em comum, entao os pares de sinais de A; e Ay (que vamos escrever
como (£1(A1),e2(A1)) e (e1(A2), e2(Az2)), respectivamente) diferem um do outro por um fator

(e((—=1)*),e((—1)")), onde e(x) é a notagao usada para “sinal de z”. Isto é:

(e1(A1),22(A1))(e((=1)"),e((=1)")) = (e1(A2), e2(A2)).

Por exemplo, na primeira ameba, os arcos (+, —) e (—, +) possuem a direcao assintética (1, 1)

em comum e diferem por um fator (e((—1)'),e((—1)')) = (—, —), pois
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Os arcos (+,—) e (—, —) possuem a direcao assintética (1,0) em comum e diferem por um
fator (8((_1)1)75((_1)())) = (_7 +>7 pOiS

Resumindo, em cada caso, podemos nomear os arcos da ameba de R.Z como mostra

a Figura 23.

Figura 23 — Distribuicao de sinais nos arcos
da ameba da reta ax + by + ¢ = 0.

(e(ac), —&(be))

(—¢(ac),e(be))
(—e(ac), —e(be))

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Dada uma reta algébrica real, ja sabemos como determinar os arcos de sua ameba e
qual par de sinais cada arco deve ter. Tentaremos fazer o processo inverso, isto é, de posse
da ameba de uma reta algébrica real e dos pares de sinais de cada arco, vamos tentar obter

(a menos de isotopia) a reta algébrica real que a originou.

Definicao 4.1.2. Sejam X e Y espagos topoligicos e I C R um intervalo limitado e fechado.
Uma isotopia de X em 'Y ¢é uma funcao continua H : X x I —'Y, tal que para todot € I,
Hi(x) = H(x,t) € um homeomorfismo de X em Y. Neste caso, dizemos também que X e Y

sa0 isotopicos ou que estao numa mesma classe de isotopia.

Exemplo 4.1.1. Como fizemos no Exemplo 3.1.4, para t € R™ pequeno, considere a ameba
formada pela unidao dos arcos A; : Y = —log,(t™X + 1), Ay : Y = —log,(t7X — 1) e
Az Y = —log,(1 — t=%), com pares de sinais (+,—), (—,+) e (—, —), respectivamente.

Lembremos que para obter a ameba de uma reta real, aplicamos a fun¢ao logaritmo no



50

modulo das coordenadas dos pontos da reta. Como queremos realizar o processo inverso,

vamos aplicar a fungdo exponencial nas coordenadas dos pontos da ameba. Assim:

(1) Para o arco (+,—), temos:

(X,Y) = (eX,—e¥) = (e, _eflogt(t‘XH)) = (z,y) =y = _plog (e 41y

(17) Para o arco (—,+), temos:

(X7 Y) = (_eXyey) - (_eX’ e_lOgt(tix_l)) = (Qj’y) = Y= 6_10gt(t71n(71)—1)_

(7i1) Para o arco (—, —), temos:

(X, Y) — (—GX, —GY) = (—@X7 _6_IOgt(1—t_X)) — (ff,y) =y = _e—logt(l—t_ln(—w))'

A unido dos gréficos da fungoes de (i), (i7) e (ii7) para ¢ pequeno fixado pode ser vista

na Figura 24.

Figura 24 — Grafico isotopico a uma
reta algébrica real obtido com patchwork
para t pequeno

y

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

A funcao da Figura 24 nao é uma reta, mas é uma curva isotopica a reta algébrica

real z +y + 1 = 0, cuja ameba e os sinais de seus arcos sao os que tinhamos inicialmente.

O exemplo anterior é uma motivacao para a descricao do método de patchwork de
uma reta tropical, que segue o mesmo raciocinio para obter uma curva isotrépica a uma reta

algébrica real a partir de uma reta tropical.
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Seja I' uma reta tropical. O Teorema de Kapranov garante que existem amebas <7,
com t € Rt e t pequeno, que convergem para I' quando t tende para zero. O patchwork da

reta tropical I' consiste em seguir os seguintes passos:

(1) Fixe t € RT pequeno. Como j& sabemos, a ameba 7 possui trés arcos. Escolha um

arco de &7 e nomeie-o com um par de sinais (qualquer);

(2) Nomeie os outros dois arcos seguindo a regra: “dois arcos com diregao assintética (u, v)

”,

em comum diferem por um fator (((—1)"),e((—1)"))";

(3) Para cada arco A; C @ nomeado por (g1(A4;),e2(A;)), desenhe sua imagem sob o mapa
(z,y) = (e1(Ai)e”, e2(4;)e)

em (R*)2.

O interessante do patchwork é que ele pode ser realizado a partir de uma reta tropical
qualquer. Além disso, a topologia da curva construida nao depende da equacao explicita que
define a reta tropical e nem das equagoes das amebas que convergem para ela. De fato, como
visto no Capitulo anterior, uma ameba que converge para uma reta tropical possui trés arcos

e estes arcos estao dispostos como na Figura 25.

Figura 25 — Reta tropical e arcos de uma ameba que
converge para ela

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Seguindo o segundo passo do patchwork de uma reta tropical, podemos nomear o arco
vermelho com o par de sinais (+, —) e os outros ja ficam determinados pela regra (2), sendo
o verde (—,+) e o azul (—, —). Para o dltimo passo, estamos interessados apenas no tipo
de isotopia da curva, ndo nos interessa saber exatamente qual o formato da curva obtida
ao tomar a imagem de cada arco pelo mapa (z,y) — (£1(A4;)e”, £2(A4;)e?), mas sim como as

imagens dos arcos se conectam e em qual quadrante do plano x e y elas estdo. A curva imagem



52

de cada arco estara no quadrante correspondente ao par de sinais recebido por cada arco.
Além disso, note que os arcos azul e verde possuem uma assintota em comum de coordenada
x constante. Isso significa que esses arcos se encontram no infinito da reta x = c e, portanto,
ap6s a aplicagdo do mapa exponencial eles vao se encontrar no ponto (—e® e~>°) = (—e, 0).
De forma analoga, vemos que os arcos vermelho e azul vao se encontrar, depois da aplicacao
do mapa exponencial, no ponto (0, —e?), onde d é uma constante. Em relacdo as imagens
pelo mapa exponencial dos arcos vermelho e verde, cuja dire¢ao assintética é (1,1), veremos
mais adiante que elas se encontrardo apenas quando compactificarmos o R?, ou seja, quando

estivermos trabalhando em P?(R).

Com essas observagoes, podemos fazer um esbog¢o de como ficard a curva resultante

apés o patchwork. Observe a Figura 26.

Figura 26 — Resultado do patchwork sem pos-
suir a equagao da curva tropical

y

(—e*,0)

(0’ _ed)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

4.1.1 PATCHWORK DE CURVAS TROPICAIS NAO-SINGULARES

Definicdo 4.1.3. Dizemos que uma curva tropical em R? é ndo-singular se sua subdivisdo

dual é formada apenas por triangulos de drea 1/2.

Exemplo 4.1.2. A primeira curva tropical da Figura 27 é nao-singular, pois sua subdivisao
dual é formada por quatro tridngulos de area 1/2. As outras duas curvas tropicais da Figura 27
sao singulares, pois a primeira possui um poligono que nao ¢ um triangulo em sua subdivisao

dual e a segunda possui um tridngulo de area 1 em sua subdivisao dual.
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Figura 27 — Exemplos de curvas tropicais singulares e nao-singulares
, S
- / /

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Proposicao 4.1.1. Uma curva tropical em R? definida por um polinémio tropical f é

nao-singular se, e somente se, tem ezatamente 2-Area( N P(f)) vértices.

Demonstragio. (=) Suponha que a curva tropical C' definida por f é nao-singular. Entao,
sua subdivisdo dual SD(f) é formada apenas por tridngulos de drea 1/2. Se SD(f) possui k
triangulos, pelo Teorema da Subdivisao Dual, C' possui k vértices. Assim, podemos escrever
a area total de NP(f) como

2 - Area(NP(f)) = 2;k =k,

ou seja, C' possui 2-Area(NP(f)) vértices.

(<) Agora, suponha que C possui k = 2- Area( N P(f)) vértices. Entdo, pelo Teorema
da Subdivisao Dual, SD(f) é formada por k poligonos, Pi,..., P, de vértices inteiros.

Podemos escrever:

k= 2(Arca(P)) + - - - + Arca(P)).

Como cada P; é um poligono de vértices inteiros, a menor area que cada um deles pode
atingir é 1/2, o que acontece apenas quando temos um triangulo de base 1 e altura 1. Se
Area(P;) > 1/2 para algum i entre 1 e k, entdo 2(Area(P,) + - - - + Area(P,)) > k. Portanto,

cada P; é um triangulo de area 1/2 e C' é nao-singular. |

Proposigao 4.1.2. Todo triangulo T com vértices em Z? e drea 1/2 pode ser levado, via
composi¢ao de uma translagio com um elemento de SLy(7Z), no tridngulo de vértices (0,0),
(1,0) € (0,1).

Demonstragio. Sejam A = (my,ny), B = (ma,ny) e C = (ms, n3) os vértices em Z? de um
tridngulo 7" de drea 1/2. Considere o paralelogramo P, ABC'D, tal que 1@ I ﬁ e B | @
(Figura 28).
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Figura 28 — Triangulo ABC' de area 1/2 e parale-

logramo ABCD.

oD

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Como T tem drea 1/2, temos que o paralelogramo P tem &rea 1. Assim:
1= A3 =| AB | | AC |* —(AB - ACY’

= [(ma—my)*+(na—n1)?|[(ms—m1)*+(ng—n1)?| = [(ma—my ) (M3 —ma) +(na—ny) (ns—m1 ).

Usando T : R? — R?, definida por T'(z,y) = (x—m1, y—n,), podemos supor A = (0, 0).
Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que B = (mg, ny), C' = (mg,n3) com

1 = (mang — nams)?, ou seja, | manz — nams |= 1.

Considere a transformacao linear S : R? — R2, definida pela matriz

S = (_”2 mQ).
—Nng M3

S(m n ) - —MNgo My meo - —NoMo + MaoNg
2, 102 - -
—MNg Mg No —nN3Mme + msno

0
1) , S€ MoNg — Nomz = —1

Entao,

0

1) , S Mang — Nomsz = 1,



95

S(m n ) o —MNgo My ms - —MNoMmsg + mong
3, 143 - -
—MNg M3 ng —Mn3ms + msns

1
0) ,8€ Mong — Nomg = 1

-1
0 ) ,5€ MoNg — Nz = —1.

Caso 1: Se mans — nams = 1, temos S(mg,n2) = (0,—1) e S(ms,n3) = (1,0), veja a

Figura 29(a). Seja R : R* — R? a rotagao de 90° no sentido anti-hordrio, isto é,
0 -1
R = .
0 -1\ (- —
RoS = S I e S A
10 —n3 ma3 —N2 My

é tal que (Ro S)(ms,n3) = (0,1) e (Ro S)(mz,n2) = (1,0). Observe a Figura 29(b).

Entao,

Caso 2: Se mgng—nams = —1, temos S(mg,ny) = (0,1) e S(ms,ng) = (—1,0). Observe

a Figura 30(a). Seja R : R? — R? a rotacio de 270° no sentido anti-horério, isto é,

1
R (0 )
10
RoS— (0 1) (_"2 m2> _ (_”3 m3) € SLy(Z),
-1 0 —ng M3 Ny  —My

é tal que (Ro S)(mg,n3) = (0,1) e (RoS)(mag,nz) = (1,0), figura 30(b).

Entao,
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Figura 29 — Rotacao do tridngulo para maons —namsz =1

"'(Ro §)(ms, ns)

o o ~

(Ro S)(m2,n2)

S(mg, ’ng)

b
S(mz, nz)

(a) )

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 30 — Rotagao do tridngulo para mons — noms = —1

S(ma,
1 (M2, n2) (Ro S)(ms,n3)
° 10

S(ms, ns)_ o

@ ® >

(R o S)(ma,nz)

(a) (b)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Considere uma curva tropical C' em (C*)? cujo poligono de Newton é um tridngulo
de drea 1/2. Pela Proposicao 4.1.2, vimos que este tridngulo pode ser levado no tridngulo
de vértices (0,0), (1,0) e (0,1) que é que é o poligono de Newton dual de uma reta tropical.

Entao, em coordenadas adequadas, a curva tropical C' é uma reta tropical.

Em uma curva tropical nao-singular ', cada poligono da subdivisao dual é um
tridngulo de area 1/2. Isso significa que, em coordenadas adequadas, cada conjunto formado
por um vértice de (' e pelas trés arestas conectadas a ele é, localmente, uma reta tropical.
Usaremos este fato para generalizar a técnica do patchwork de uma reta tropical para curvas

tropicais nao-singulares.

Seja C' uma curva tropical nao-singular em R?. Seja (C})scr uma familia de curvas
algébricas reais cujas amebas convergem para C' no sentido do Teorema de Kapranov. Entéo,

para t suficientemente pequeno, temos:
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« para qualquer vértice a de C'; em uma vizinhanga pequena U, de a, a ameba % (RC})NU,
¢ formada por trés arcos, como esté representado na Figura 31a, correspondentes a trés

arcos em RC};

o para cada aresta limitada e de C, em uma vizinhanca pequena U, de e, a ameba
22, (RCy) N U, é formada por quatro arcos, correspondentes a quatro arcos em RCy. As
possiveis posigdes dos arcos em relacao a aresta estdo representadas nas Figuras 31b e
31lc. Além disso, se e tem vetor diretor inteiro (u, v), entdo os dois arcos de @%(RCy)NU,
que convergem para e correspondem ao arcos de RC; contidos em quadrantes de R?

cujos pares de sinais correspondentes diferem por um fator (e((—1)*),e((—1)")).

Figura 31 — «(RC}) para t pequeno

(a)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definicao 4.1.4. Seja e uma aresta finita de C'. Se em uma ameba que converge para C'
0S8 arcos que convergem para e Sse cruzam como na Figura 31c, dizemos que e é uma aresta

torcida ou marcada.

Exemplo 4.1.3. Considere a curva tropical C' definida pelo polinémio

1
flo,y) ="2y+a+y+ (—)

2
Pelo Lema 3.2.3, as amebas das curvas planas C; definidas pelos polinémios
fi(z,y) = 2y — x — y + t'/? convergem para C quando ¢ vai para zero. Na Figura 32
representamos esta ameba para t = 1/2. Note que dois arcos da ameba se cruzam sobre a

aresta finita de C', assim como na Figura 31c. Entao, esta aresta finita é torcida.
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Figura 32 — Curva tropical C' e ameba da curva zy — « — y + t'/? para
L= 1/2.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Nem toda aresta finita de uma curva tropical C' pode ser uma aresta torcida. No

entanto, as possiveis distribui¢oes de arestas torcidas sao faceis de descrever.

Definicao 4.1.5. Dizemos que um subconjunto T' do conjunto de arestas limitadas de uma
curva tropical C' admite torcao quando, para qualquer ciclo v de C, isto é, um conjunto de
arestas que formam um caminho fechado, se ey, ..., ey sio as arestas em yNT e se (u;,v;) €
um vetor diretor inteiro primitivo (mdc (u;,v;) = 1) de e;, entao

k

> (ui,v;) =0 mod(2).

i=1

A seguir apresentamos uma reformulacdo do Teorema de Kapranov para curvas
tropicais com conjunto de arestas que admitem tor¢cao. Uma ideia da demonstracao sera

dada no final desse capitulo.

Teorema 4.1.3. Sejam uma curva topical C' nao-singular em R? e T um conjunto de arestas
de C' que admite tor¢ao. Entao, existe uma familia de curvas algébricas reais nao-singulares
(Cy)ier em ((C*)2 que converge para C, tal que o conjunto de arestas torcidas correspondente
eT.

Observacao 4.1.1. Se T é o conjunto vazio, entao, por vacuidade, T" admite torcao.
Observagao 4.1.2. Se C' é uma arvore, isto é, existe apenas um caminho entre cada par de

vértices, entao qualquer conjunto de arestas limitadas admite torcao.

A seguir, apresentamos a ideia do patchwork de uma curva tropical nao-singular

C' C R? com um conjunto 7' de arestas finitas que admite torcio.
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Na vizinhanga de cada vértice de C', desenhamos trés arcos como os da Figura 31a;

Na vizinhanca de cada aresta limitada e, adjacente aos vértices v e v/, conectamos os
arcos correspondente a v aos arcos correspondentes a v’ da seguinte forma: se e ¢ T,
apenas conectamos esses arcos como na Figura 31b; se e € T', entdo conectamos esses
arcos como na Figura 31c. Denotamos por & a curva obtida apds conectarmos os arcos

em todas as arestas limitadas de ('
Escolhemos arbitrariamente uma componente de & e um par de sinais para ela;

Associamos pares de sinais as demais componentes de & usando a seguinte regra:
“Dada uma aresta com vetor diretor inteiro primitivo (u,v), o par de sinais das duas

M.

componentes de & correspondentes a e diferem por um fator (((—1)*),e((—1)"))”;

Aplicamos o mapa exponencial (z,y) — (e1(A;)e”, e2(A;)e?) a cada componente A; de
P, onde (£1(A;),e2(4;)) é o par de sinais associados a A;. A uniao das imagens de

todas as componentes de &2 é uma curva em R2.

Exemplo 4.1.4. Na Figura 33(a) podemos ver uma curva tropical I" ndo-singular de grau 3

com T = (). Para cada vértice desta curva vamos desenhar trés arcos, como mostra a Figura

33(b). Como nao temos nenhuma aresta limitada que seja torcida, vamos conectar os arcos

como na Figura 31(b). Assim, obtemos uma ameba que converge para I, como pode ser visto
na Figura 33(c).

Figura 33 — Dois primeiros passos do patchwork aplicado a uma
cubica tropical

(a) (b) (e)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Agora, escolhemos um arco da ameba e atribuimos a ele um par de sinais qualquer.
Por exemplo, podemos escolher o arco de cor roxa da Figura 34(a) e atribuir a ele o par de
sinais (—, ). Assim, pela regra “se uma aresta e tem vetor diretor inteiro primitivo (u,v), o
par de sinais das duas componentes conectadas de & correspondentes a e diferem por um
fator (e((—1)*),e((—1)"))”, conseguimos atribuir sinais a todos os outros arcos da ameba,

como mostra a Figura 34(a).

O tltimo passo do patchwork é aplicar a fun¢ao exponencial (x,y) — (e1(A;)e”, e2(A;)eY)
a cada arco A; de &Z. Nao sabemos exatamente como serd o traco das imagens de cada arco,
pois nao temos a equacao de nenhum deles. Mas, sabemos que cada arco dara origem a um
subconjunto da curva que estard no quadrante correspondente ao par de sinais atribuido a ele.
Além disso, como estamos trabalhando com curvas tropicais nao-singulares, na vizinhancga
de cada vértice a curva tropical é uma reta, em coordenadas adequadas. Vimos no caso
do patchwork da reta tropical que quando os arcos da ameba tém assintota comum em y
constante, depois do patchwork eles se conectam sobre o eixo y; quando os arcos possuem
assintota comum em z constante, depois do patchwork eles se conectam sobre o eixo x; e
quando a assintota em comum é x = y, ou uma translacao desta, depois do patchwork eles se
encontram em um ponto no infinito do plano projetivo, como veremos no préximo capitulo.
Assim, no patchwork da curva tropical I', “copiamos” cada arco da ameba no quadrante
correspondente ao seu par de sinais seguindo as observagoes anteriores. A Figura 34(b)

mostra o tipo de isotopia da curva real obtida pelo patchwork em R2.

Figura 34 — Patchwork cubica tropical e tipo de isotopia da curva
real obtida

NG

(a) (b)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Exemplo 4.1.5. Na Figura 35(a) temos uma ctbica tropical ndo-singular I';, a mesma do
Exemplo 4.1.4, com um conjunto 7" de arestas torcidas marcadas com um “x”. A ameba que
converge para [y é obtida como no Exemplo 4.1.4, porém, os arcos das arestas marcadas
serao conectados como na Figura 31(c). De modo anélogo ao ja feito, atribuimos um par de
sinais para um arco qualquer e os pares de sinais dos demais arcos ficam determinados. Na
Figura 35(c) vemos a curva obtida pelo patchwork quando atribuimos ao arco roxo o par de

sinais (+, —).

Figura 35 — Patchwork cubica tropical com trés arestas marcadas e tipo de isotopia da curva
real obtida

(a) (b) (c)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Exemplo 4.1.6. Na Figura 36(a) temos uma curva tropical I'y, ndo-singular e de grau 4,
com T igual ao conjunto das arestas marcadas com um “x”. Na Figura 36(b) temos uma
ameba que converge para ['s e na Figura 36(c) vemos a curva real obtida pelo patchwork

quando atribuimos ao arco preto o par de sinais (+, —).
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Figura 36 — Patchwork curva tropical de grau 4 com dezoito arestas marcadas e tipo de
isotopia da curva real obtida

(a) (b)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Agora daremos uma ideia da prova do Teorema 4.1.3.

Demonstragio. (Teorema 4.1.3) Vamos mostrar como encontrar explicitamente as equagoes

das curvas da familia (C});cr dada no Teorema 4.1.3.

Considere uma curva tropical C, nao-singular e definida pelo polinémio tropical
flz,y) = “3XL, a;a™y™”. Considere também a familia (C});cp+ de polinémios reais
fi(z1,22) = S5 Yoot %2725 com Yy, € R*. Para cada escolha de Y,,.,,, a fami-
lia resultante vai convergir para C' no sentido do Lema 3.2.3. O conjunto de arestas torcidas,

por sua vez, depende apenas dos sinais de 7, »,, como vamos mostrar abaixo.

Para cada aresta limitada e de C', denote por p{ e p§ os dois vértices do segmento
A, € SD(f), dual a e. Pelo Teorema da Subdivisao Dual, temos que o segmento A, é
adjacente a exatamente dois tridngulos da subdivisao dual, pois e é limitada por dois vértices
em C. Sejam p§ e p§ os vértices nao iguais a pj e p§ dos dois tridngulos adjacentes a A..
Como a curva é nao-singular, os poligonos da subdivisao dual de f, SD(f), sao tridngulos de
area 1/2 com vértices inteiros. Portanto, as coordenadas de p§ e p§ podem coincidir médulo
2 ou diferir médulo 2, pois esses tridngulos terao sempre base e altura iguais a 1. Observe a
Figura 37.
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Figura 37 — Triangulos em que as coordenadas dos pontos p§ e
p§ coincidem moédulo 2 e diferem moédulo 2, respectivamente.

2 2 jon
P4 Py Ps Ps Py

(a) (b)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Sejam (m;,n;) as coordenadas de p¢, com i € {1,2,3,4}. Primeiramente, vamos

analisar o caso em que as coordenadas de p§ e p§ coincidem médulo 2 (Figura 37(a)). Pelo

Teorema da Subdivisao Dual sabemos que, para cada vértice (m;,n;) € SD(f), a regido do

R? dual a ele é definida pelos pontos (z,y) € R? que satisfazem a equagao a; +m;x + n;y = 0.

Em uma vizinhanca da aresta e a curva C' delimita quatro regides em R?, como mostra a

Figura 38.

Figura 38 — Vizinhanca de e para p§ = p§ (mod 2).

(M2, nz)
az + mex + nay

U1 V2

ag + myx + ngy az + mazx + nzy

a; + mix + ny

(Mg, ny) (mi,n1)  (ma,mg)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Entao, na vizinhanca do vértice vy € C', a curva tropical é definida pelo polinémio

o« mi, N1 mo, N2 ms, n3»
ri(z,y) = “ax™y"™ + apx™y"? + aza™ Y™

Pelo Lema 3.2.3, as amebas das curvas C; definidas pelos polinémios

ai ,.mi, ni

(2, y) =Ygty A gt T Y" et By
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convergem para r1(x,y) quando t vai para zero, quaisquer que sejam Vo € R*.

Como o tridngulo de vértices (mq,ny), (me, na) e (M3, ng) tem area 1/2, pela Proposicao
4.1.2, podemos supor que (mq,ny) = (0,0), (ma2,n) = (0,1) e (m3,n3) = (1,0). Assim, em

coordenadas adequadas, as curvas C; sao retas definidas pelos polinémios
r,(z,y) = Yps b+ Ypgt Py + Yt P

cujas amebas convergem para r1(x,y). A ameba de ry,, para t fixado, possui trés arcos, cada
um contido em uma regiao. Ja vimos que podemos nomear esses arcos com pares de sinais que
dependem apenas dos sinais de 7,e, Yp5 € Ype, Uma vez que t~% > 0 para todo i € {1,2,3,4}.
Denotando por €(7) o sinal de v, temos, conforme a Figura 23:

« 0 arco contido na regido dual ao vértice (0,0) tem sinal (—&(Vpevpe ), —€(VpsVpe));

« 0 arco contido na regido dual ao vértice (1,0) tem sinal (—&(peYpe ); €(VpgVpe));

« o arco contido na regido dual ao vértice (0,1) tem sinal (£(ypsVpe), —€(VpgVpe))-

Seguimos o mesmo raciocinio para uma vizinhanca de v;. Ap6s uma translagio seguida

de uma rotacao, podemos supor que (mq,ny) = (0,0), (mg,n2) = (0,1) e (my,nq) = (1,0).

Assim, as amebas das retas

To, (2, Y) = Ypst " A Yt T2y + et
convergem para o(z,y) = “a1™ Y™ + asx™y"? 4 agx ™y

Assim, temos que:

« 0 arco contido na regidao dual ao vértice (0,0) tem sinal (—&(Vpevpe ), —€(VpeVpe));
« 0 arco contido na regido dual ao vértice (1,0) tem sinal (—&(peYpe); €(VpgVps));
« o arco contido na regido dual ao vértice (0,1) tem sinal (£(ypeVpe), —€(VpgVpe))-
Note que, se ypeype < 0, entao e(ypevpe) = —€(peYpe) € 08 pares de sinais nas amebas
que convergem para 71 € 2 ficardo dispostos como na Figura 39. Por outro lado, se ypey,e > 0,

entao (YpeYpe) = €(YpgVpe) € 08 pares de sinais nas amebas que convergem para 7 e 7y ficardo

dispostos como na Figura 40.
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Figura 39 — ey < 0.

(E(rps¥ps)s =€ (YpsYpe)) (—e(vps7ps) s —€(Vps¥ps))

-
-
-
--

(75(’Yp§7pﬁ) ’ E(’Yp'j’Ypﬁ))
(_€(7p§7pf) sy —€ (713‘2’71)?))

(€(7p§7pi) s € (’Yp‘z’YPi))
(e(rpsvps)s —€(Yps¥ps))

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 40 — ey > 0.

(e v 708)> =€ (Vo5 7e)) (e(vpsYps) s —€ (Vs ps))

(—e () € ()

(= (r5p1)s =€ (o))
p3 'p1/? Py Py (_s(fypgfypi)’s('ypg'yp;))

(—5(’7,;3’7’,;7)’ _6(7p§7pﬁ))

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Podemos ver na Figura 39 que, para conectar arcos com o mesmo par de sinais,
precisamos “cruzar” a aresta finita e. J4 na Figura 40, vemos que conseguimos conectar arcos

com mesmo par de sinais sem “cruzar” e. Portanto, a aresta e vai ser torcida se, e somente

se, YpsVpg < 0.

Agora vamos analisar o caso onde e é uma aresta limitada de C' tal que p§ e pj nao
coincidem moédulo 2. Analogamente ao caso anterior, temos que numa vizinhanca de e a

curva C delimita quatro regides em R2, como mostra a Figura 41.
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Figura 41 — Vizinhanca de e para p§ # p§ (mod 2).

; ay + myx + n4y (m2’ nz) (m4’ n4)
2

az + max + noy

on ai +mix + nyy

msz, N, mi,n
a3—|—m3:1:—|—n3y ( 3 3) ( 1 1)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Se olharmos para uma vizinhanca do vértice v; € C' e seguirmos o mesmo raciocinio

do vértice vy do caso anterior, vemos que as amebas das retas
— —ai —a2 —as
Ry, (z,y) = pst ™ @ + st "y + st
convergem para 71(z,y) = “a1 2™ y" + asx™2y"2 + agx™3y"s”.

Assim,

« oarco contido na regiao dual ao vértice (0, 0) = (m3, n3) tem sinal (—&(YpeVpe ), —€(VpgVpe));

« oarco contido na regido dual ao vértice (1,0) = (m1, 1) tem sinal (—&(vpeVpe ), € (Vo) );

e oarco contido na regiao dual ao vértice (0, 1) = (mz, na) tem sinal (£ (vpeVpe ), —€(VpgVpe))-
Neste caso ha uma diferenca ao olharmos para uma vizinhanca de v,. Aqui, a

transformagao sobre o tridngulo da subdivisao dual leva (my, ny) em (0,0), (m2, ng) em (1,0)

e (my,nq) em (0,1). Assim, as amebas das retas

T2, (T,Y) = Ypet Y + Ypst T T + et M
na

convergem para 7o(z,y) = “a12™ x¥ng + ax™?*y"? + aqx™y

Portanto,

« 0 arco contido na regido dual ao vértice (0,0) tem sinal (—&(Vpevps ), —€(VpeVpe));

« 0 arco contido na regidao dual ao vértice (1,0) tem sinal (—&(ypsype )s €(VpeVpe));
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« o arco contido na regido dual ao vértice (0,1) tem sinal (£(YpsVpe), —€(VpeVpe))-

Note que, se Ve Vps Vp§ Vs > 0, entao E(Vp‘f%g) = 5(7}?57}?2) e 5(7p§7p§) = 5(7}?‘{‘7}?2)'
Assim, os pares de sinais dos arcos das amebas que convergem para 71 e ry ficardo dispostos
como na Figura 42. Por outro lado, se 7pevpevpe¥pe < 0, entdo e(ypevpe) 7 €(Vpsyps) ©
€(VpsMps) # €(Vpeype ). Assim, os pares de sinais dos arcos das amebas que convergem para 7,

e ro ficardao dispostos como na Figura 43.

Figura 42 — Vs Vs Vg Vs > 0.

(—e(Vps7pe) s —€ (Yps¥ps))

(—e(VpsYps) s €(VpsTps))

V2

(e (’Yp';’ng) s —E (’ng’)’pg))

(E (’Yp‘;’7p§) sy —€ (7p§’Yp§) )

(—e(Vpe7pe) s € (Vps¥pe))
(—e(YpsYps) s —€ (YpsYps))

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Figura 43 — e Yps Vps vpg < 0.

(e(psps) s €(VpsYps))

(EVpeTps)s —€(VpsYps))

(—e(Vpevpe) s €(Vps¥pe))

(e(VpsVps) s —€(VpsVps))

V1

(—e(Vpe¥pe) s €(VpsVps))
(—e(psVps)s —€(VpsYps))

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Podemos ver na Figura 42 que, para conectar arcos com o mesmo par de sinais,
precisamos “cruzar” a aresta e. Ja na Figura 43, vemos que conseguimos conectar arcos com
mesmo par de sinais sem “cruzar” e. Portanto, a aresta e vai ser torcida se, e somente se,

Ve Vpg Vo Vo > 0.

Na demonstracao do Teorema 4.1.3, mostramos mais do que a existéncia de uma
familia de curvas algébricas reais que converge para C' com conjunto de arestas torcidas

correspondente T', mostramos também quais as condigoes sobre os 7;;’s para que as arestas
sejam torcidas ou nao.

Veremos no exemplo a seguir como escolher os 7;;’s de uma familia de curvas conver-

gindo para uma curva tropical com arestas marcadas, conforme Teorema 4.1.3.
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Exemplo 4.1.7. Considere a curva tropical V (f) definida pelo polinémio
f(z,y) = “3+ 22 + 2y + 3zy + y* + 227
e sua subdivisao dual, SD(f), representadas na Figura 44.

Figura 44 — V(f) e SD(f)

0,2)

11

| / (0,0) (1,0) (2,0)

€3

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Pelo Lema 3.2.3, temos que as amebas da familia de polindmios
fi(21,22) = Y00t > + Y10t 221 + Y0t P22 + Yiat 2120 + Y0228 + Y2027

convergem para V' (f) quando t — 0.

Como V(f) é uma arvore, qualquer conjunto 7" de arestas limitadas de V' (f) adimite
torgao. Neste exemplo, escolheremos valores para os 7; ;’s, de modo que T' = {ey, ez, €3} seja

o conjunto de arestas torcidas.

Vamos comegar olhando para a aresta limitada e;. Na Figura 45, destacamos a aresta
e; e o segmento A,, dual a ela em SD(f). Seguindo os passos da demonstraciao anterior,
vamos chamar os vértices do segmento A, de pj' e de p3', como mostra a Figura 45. O
segmento A., é adjacente a exatamente dois tridngulos da subdivisao dual, o de vértices
(0,2), (0,1), (1,1), e o de vértices (0,1), (0,0), (1,1). Chamamos de p5' e pg* os vértices desse

triangulo que nao sao iguais a pi* e p5'.
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Figura 45 — Aresta e; em V(f) e A, em SD(f)

ps' = (0,2)
¢

(0,1) = p5' ¢

(0,0) = pg’ (1,0) 2,0)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Como as coordenadas de ps' = (0,2) e p§' = (0,0) coincidem mddulo 2, e; vai ser uma

aresta torcida se, e somente se, Ypst Vpst = V02700 < 0. Entao, tomemos 792 =1 € 70 = —1.

Agora, vamos olhar para a aresta es de V(f) e para a aresta A., dual a ela em
SD(f). Os vértices (0,0) e (1,1) de SD(f) serdo chamados, respectivamente de p¢ e pS2.
Os vértices (1,0) e (0, 1) serao ps? e p§*. Observe a Figura 46. Note que p5? e pg? diferem
modulo 2, logo, es é torcida se, e somente se, Vo2 Vps2 V2 Vpe2 = 70,071,171,0%0,1 > 0. Temos que
0,0 = —1, entao, para que ey seja torcida, precisamos ter 171,07, < 0. Escolha v, ; = —1

e Y0 = Y1 = 1.
Figura 46 — Aresta eo em V(f) e A, em SD(f)

0,2)

(Os 1) = P?

. (2.0)
(0,0) = py’ ps’ = (1,0)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Por fim, vamos olhar para a aresta e3 de V(f) e para a aresta A., dual a ela em SD(f).
Os vértices (1,0) e (1,1) de SD(f) serao chamados, respectivamente de p* e p5*. Os vértices
(0,0) e (2,0) serao pS* e ps®. Observe a Figura 47. Note que p$® e pg® sdo iguais médulo 2.
Portanto, e3 é torcida se, e somente se, Vps Vps = V0,072,0 < 0. Novamente, ji temos que

7,0 = —1, entao, para que e3 seja torcida, precisamos ter 7,9 > 0. Escolha v59 = 1.
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Figura 47 — Aresta es em V(f) e A, em SD(f)

0,2)
L

(0,1) ¢ P’ = (1,1)

® P.'f‘ =(2,0)

(0,0) = p§’ Py = (1,0)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Assim, as amebas de
fi(z1,20) = —t 2+ 722 + 122 — t 32129 + 25 + 27

convergem para V (f), com conjunto de arestas torcidas 7' = {ey, €2, €3}, quando t — 0.

De fato, a Figura 48 mostra uma ameba de f;(z1, 22) para t pequeno, onde podemos

ver claramente que as arestas ey, e; e e3 sao torcidas.

Figura 48 — Ameba de f;(z1, 22) para t pequeno

Ve

/.

-2 -1 0 1 2 3

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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5 PATCHWORK DE CURVAS TROPICAIS E O 16° PROBLEMA DE
HILBERT

Neste capitulo vamos trabalhar na compactificacdo do plano real, isto é, no plano

projetivo real. As principais referéncias podem ser encontradas em (12) e (13).

5.1 PLANO PROJETIVO REAL E CURVAS PROJETIVAS

O plano projetivo real, denotado por P?(R), pode ser definido como sendo o conjunto

de retas no R? passando pela origem. Mais especificamente, P*(R) := R3\{0}/ ~, onde

(v,y,2) ~ (2,9, 2) & (z,y,2) = A2/, ¢/, 2'), para algum )\ € R*.

O ponto de P?(R) definido pelo ponto (x,y, z) € R*\{0}, serd denotado por (z : y : 2).
Assim, (z:y:z) = (\x:Ay: \z), para todo A € R*.

As retas de R? passando pela origem e nao contidas no plano z = 0 estdo em bijecao
com o conjunto dos pontos da esfera unitdria 22 +y? + 22 = 1, com z > 0, e as retas no plano
z = (0 passando pela origem interceptam a esfera em exatamente dois pontos diametralmente
opostos. Assim, podemos identificar o plano projetivo real com o disco unitario no plano
2z = 0, onde os pontos no interior estao em bijecio com plano afim R? e a fronteira, com os

pontos diametralmente opostos identificados, é o conjunto de pontos no infinito.

Figura 49 — Representacio hemisférica de P?(R)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Dizemos que um polinémio F(z,y, z) € Rz, y, z| é homogémeo de grau m se
F(A\z, \y,\z) = A" F(z,y, z), para todo A € R*.

Definicao 5.1.1. Uma curva real projetiva plana C, de grau m, € definida como sendo o

conjunto de pontos de P?(R) que sio zeros de um polindmio homogéneo com coeficientes reais
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de grau m, isto €, F(x,y,z) € Rz, y, 2],
C=Z(F)={(z:y:2) €P? F(x,y,2) =0}.

Exemplo 5.1.1. Considere a curva projetiva C definida por P(x,y, z) = 2% + 22 — 2yz + 2°.
Na Figura 50 representamos as intersecoes de C' com os planos x = 1, y = 1 e z = 1,
dadas respectivamente por P(1,y,2) = 22 —2yz + 2+ 1, P(z,1,2) = 2> + w2 — 2z + 2% e
P(z,y,1)=2*+2—2y+1.

Figura 50 — P(1,y,2) =0, P(x,1,2) = 0e P(z,y,1) = 0, respectivamente

\

|

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Utilizando as representagoes hemisféricas do P?(R) nos planos x =0, y =0 e 2z = 0,

respectivamente, obtemos trés desenhos da curva projetiva C' como na Figura 51.

Figura 51 — Tracos de C' em P?(R) com relacigo a x =0, y =0 e 2 = 0,
respectivamente

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Note que, nessa representacao, o trago da curva é o mesmo quando identificamos os

pontos antipodais da fronteira.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Bezéut). Sejam Cy = Z(F) e Cy = Z(G) duas curvas reais
projetivas planas de graus m e n, respectivamente, sem fator em comum. Entdo, o nimero

de pontos na intersecio C; N Cy € no mdximo mn.
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Demonstragio. Ver (12), pagina 57. [ |

Defini¢do 5.1.2. Um ponto p € C' = Z(F) C P*(R) ¢ chamado um ponto singular de C' se

o) = ) = ) = .

Clurvas reais projetivas planas sem pontos singulares sio chamadas curvas nao singu-

lares.

Definicao 5.1.3. Um subconjunto C; de uma curva real plana projetiva C € chamada
uma componente conexa se dois pontos quaisquer de Cy podem ser ligados por um caminho

inteiramente contido em C.

5.2 0O 16° PROBLEMA DE HILBERT

No ano de 1900, no Congresso Internacional de Matematicos realizado em Paris, David
Hilbert apresentou uma lista de 23 grandes temas de pesquisa em Matematica para o novo
século. O décimo sexto problema, que trata da topologia de curvas e superficies, permanece
ainda hoje nao totalmente resolvido. A primeira parte deste problema pode ser enunciada

CcOomao:

“Dado um inteiro positivo m, estabelecer a lista dos arranjos realizdveis por curvas projetivas

reais planas de grau m.”

Chamamos de arranjo de uma curva projetiva plana a posi¢ao relativa de suas
componentes conexas no plano. Ou seja, no estudo do 16° Problema de Hilbert ndo estamos

interessados na posicao exata da curva no plano, mas sim no seu trago.

5.2.1 Componentes conexas de uma curva plana

A partir de agora, quando dissermos “curva” estaremos sempre nos referindo a uma
curva real projetiva plana nao-singular. Inicialmente, vamos assumir os seguintes fatos sobre

os tipos de componentes conexas que uma curva plana pode ter.

Uma curva simples (sem auto-intersecao) e fechada no plano projetivo real pode ser
de dois tipos: ou é uma pseudo-reta, que é uma deformagao continua de uma reta projetiva,
e, portanto, seu complementar no plano projetivo é homeomorfo a um plano afim; ou é uma
oval, ou seja, seu complementar no plano projetivo consiste de duas "componentes”, o interior,

que é homeomorfo a um disco, e seu exterior, que é homeomorfo a uma faixa de Mdbius.
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Figura 52 — Exemplos de ovais: interior em bege,
exterior em branco.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 53 — Exemplo de
pseudo-reta

Fonte: Elaborada pela autora
(2023).

Duas pseudo-retas em P?(IR) sempre se interceptam (portanto, a unido delas é uma
curva singular) , entdo, ao considerarmos curvas nao-singulares, concluimos que estas curvas

possuem no maximo uma componente do tipo pseudo-reta.
Proposicao 5.2.1. Curvas de grau par sao formadas apenas por ovais e em curvas de grau
impar exatamente uma de suas componentes € uma pseudo-reta.

Demonstragao. Ver (13), pagina 15, Proposigao 4 e Proposigao 5. |

Assim, podemos concluir que uma curva projetiva é uniao de ovais ou uniao de ovais
com uma pseudo-reta. O 16° Problema de Hilbert propoe um estudo das posigoes relativas

entre essas ovais para curvas de grau m.

Vamos fixar uma notagao para a posigao relativa das ovais na representagao do arranjo

de uma curva:
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« (0) denota a curva vazia;
e (1) denota 1 oval e (I) denota a uniao disjunta de [ ovais;
o (J) denota uma pseudo-reta;

o O arranjo formado por 1 oval com um arranjo A no seu lado de dentro é denotado por
(1{4));

« Duas ovais encaixadas formam um ninho de profundidade 2, que é denotado por (1(1));

« O arranjo formado pela unido de dois arranjos (A) e (B) tais que nenhuma oval de um

contenha uma oval de outro, serd denotado por (A||B);

e Se (A) denota um arranjo, o arranjo formado por A[|AL]...[ A, onde A ocorre n

vezes, ¢ denotado por n(A).

Exemplo 5.2.1. Na Figura 54 temos representacoes dos arranjos (1(2) [ | J 1] 1(1) ] 1(1(1))
e (2(1(1U1(1))) LU J 1), respectivamente.

Figura 54 — Exemplos de arranjos
S

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

(o

5.3 PROIBICOES

Para limitar os casos de estudo no 16° Problema de Hilbert, é preciso excluir con-
figuracoes de curvas que sao impossiveis de serem realizadas. Até grau 5, basta usarmos
o Teorema de Bezout, mas para curvas de grau maior ou igual a 6 é preciso consideracgoes

topoldgicas mais elaboradas.

Considere uma curva C' com k ovais encaixadas. Uma reta passando por um ponto no
interior de todas essas ovais intersecta C' em pelo menos 2k pontos. Assim, pelo Teorema de

Bezout, o grau de C' tem que ser maior ou igual a 2k.
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Exemplo 5.3.1. Seja C' uma curva com um ninho de profundidade 3 em seu arranjo. Entao,
ao tragarmos uma reta L por um ponto no interior de todas as ovais desse ninho, L vai

intersectar C' em exatamente 6 pontos. Portanto, por Bezout, C' tem grau maior ou igual a 6.

Figura 55 — Reta passando por um ponto no interior de
um ninho de profundidade 3

N
ey

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Proposicao 5.3.1. Por w pontos no plano em posicio geral, passa uma unica curva de
grau m.
Demonstragio. Ver (13), pagina 7, Proposigao 2. [ |

Teorema 5.3.2 (Desigualdade de Harnack). Uma curva projetiva plana real de grau m

tem no mdximo . 5
= 0=

componentes conexas.

Demonstracdo. Seja C' uma curva de grau m. Suponhamos que C possui H,,+1 componentes
conexas, dentre as quais, ao menos H,, sao ovais. Vamos mostrar que existe uma curva de
grau m — 2 cuja intersecao com C' contradiz o Teorema de Bezéut. Pela Proposicao 5.3.1,
uma curva de grau m — 2 é determinada por
(m—2)(m+1)
2

pontos, de tal modo que, se escolhermos um ponto no interior de cada oval, temos ainda a

possibilidade de escolher

(m=2)(m+1) (m-Dm-2)
9 2

pontos pelos quais tal curva pode passar. Escolhemos esses m — 3 pontos na componente

conexa sobrando e contamos os pontos de intersecao dessa curva com C'. Obtemos no minimo

2H,, +(m—=3)=(m—-1)(m—-2)+2+(m—-3)=m(m—2)+1
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pontos, o que contradiz o Teorema de Bezout. Logo, C' tem no maximo H,, componentes

conexas. |

5.3.1 Arranjos possiveis para curvas de até grau 5

Usando a Desigualdade de Harnack, podemos listar todos os arranjos que sao possiveis

de serem realizados para curvas de grau m = 1 até m = 5:

e m=1= H, =1, ou seja, C' tem no maximo uma componente conexa. Como m ¢
impar, pela Proposicao 5.2.1, C' necessariamente tem uma pseudo-reta, entao o tnico

arranjo possivel para C é (J);

e m=2= H, =1. Como m é par, pela Proposi¢ao 5.2.1, C' ndo possui pseudo-retas, e

portanto seus Unicos arranjos possiveis sao (0) e (1);

e m=3= H, = 2. Entao, C' possui necessariamente uma pseudo-reta e os possiveis
arranjos sao (J) e (J[]1);

e m =4 = H, = 4. Sabemos que C nao possui pseudo-retas, entdao C' é o conjunto
vazio ou é formada apenas por ovais. Sabemos que o ninho de maior profundidade
que C' pode ter em seu arranjo é o ninho de profundidade 2, pois se tivéssemos 3 ou 4
ovais encaixadas, a curva C teria que ter grau 6 ou 8, respectivamente. Pelo mesmo
motivo nao podemos ter uma oval com duas ou trés ovais disjuntas dentro. Portanto,
os possiveis arranjos sao: (0), (1), (2), (1(1)), (3), (4);

e m=5= H, = 7. Nesse caso, C possui uma pseudo reta, nao pode possuir um ninho
de profundidade maior do que 2 e nem uma oval com duas ou mais ovais disjuntas
dentro. Portanto, os possiveis arranjos sao: (J), (J11), (JU2), (JLU1(1)), (JLI3),
(JU4), (JU5), (JLI6).

Note que para curvas de grau 6 temos H,, = 11, o que faz a lista dos arranjos possiveis
para esse grau ser muito grande. Portanto, vamos restringir nosso estudo as M-sézticas:
curvas de grau 6 que possuem o numero maximo de componentes conexas, ou seja, curvas de
grau 6 com exatamente 11 componentes conexas. Porém, aplicando as mesmas proibi¢oes que
fizemos para curvas de grau até 5, ndo vamos conseguir descartar muitos arranjos irrealizaveis
para M-séxticas. Um resultado importante que nos ajuda a reduzir significativamente essa

lista é o Teorema de Rokhlin.

Definicao 5.3.1. Dizemos que uma oval € par (respectivamente impar) quando estd contida

numa colegio par (respectivamente impar) de outras ovais.
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Teorema 5.3.3 (Teorema de Rokhlin). Seja C' uma M-curva real projetiva plana de grau
par m = 2k. Entao
P — I = Kk*(mod 8),

onde P (respectivamente 1) é o nimero de ovais pares (respectivamente impares) de C'.
Demonstragio. Ver (14). |

No caso de uma curva C de grau 6, temos 11 ovais e 32 = 9 = 1 mod(8). Entao, pelo
Teorema de Rokhlin, podemos ter P — I =1, 9 ou —7. Nao podemos ter dois ninhos nao
encaixados, pois se tivéssemos, poderiamos escolher um ponto no interior de cada ninho e
uma reta passando por eles intersectaria C' em no maximo 6 pontos (Bézout), o que nao

acontece, como podemos ver na Figura 56.

Figura 56 — Intersecdo de C' com uma reta passando por
dois ninhos

N S
\—

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Também nido podemos ter ninhos com profundidade maior do que 2. E claro que um
ninho de profundidade maior ou igual a 4 é impossivel, pois qualquer reta passando num
ponto do seu interior intercecta C' em 8 pontos ou mais. Para um ninho de profundidade 3
podemos escolher um ponto em seu interior e outro ponto no interior de outra oval qualquer
do arranjo. Uma reta passando por esses dois pontos também intersectaria C' em 8 pontos ou

mais. Observe a Figura 57.

Figura 57 — Intersecao de C' com uma reta passando por um ninho
de profundidade 3 e por outra oval

S i
NP4 N
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Essas observacoes nos levam a concluir que as ovais pares da M-séxtica serao somente

as ovais que nao estao contidas em nenhuma outra oval, pois caso contrario teriamos um
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ninho com profundidade maior do que dois. E as ovais impares estdao todas contidas em uma

Unica oval, pois caso contrario, teriamos dois ninhos nao encaixados.

Assim, como P+ [ = 11:

e Para P—1 =1 temos P =6 ¢ [ =5. Isso nos dd um unico arranjo possivel: (1(5)]5).

Observe a Figura 58.

Figura 58 — Unico arranjo realizavel de
uma M-séxtica com para P — [ =1

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

e Para P—1 =29, temos P =10 e I = 1. O unico arranjo possivel é: (1(1)]9). Observe
a Figura 59.

Figura 59 — Unico arranjo realizével de uma
M-séxtica com para P — [ =9

O

O
O O
000

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

o Para P— 1= —T7temos P=2e ] =9. O tinico arranjo realizavel é: (1(9)1). Observe

a Figura 60.
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Figura 60 — Unico arranjo realizavel de
uma M-séxtica com para P — [ = —7

O~0O0
O
QOQOQ

O

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

5.4 PATCHWORK NO 16° PROBLEMA DE HILBERT

As proibigoes nos ajudam a reduzir a lista dos arranjos possiveis de serem realizados,
mas ainda precisamos mostrar que existem curvas que realizam os arranjos que nao consegui-
mos proibir, para que eles sejam, de fato, realizaveis. O método do patchwork é uma maneira

de fazer isso.

Por exemplo, no Exemplo 4.1.4 do capitulo anterior, fizemos o patchwork de uma
cubica tropical e obtivemos uma curva real, como podemos ver nas Figuras 61(a) e 61(b). O
tipo de isotopia da curva obtida em P?(R) estd representado na Figura 61(c). De fato, os
arcos roxo e preto possuem diregao assintética (1,1) em comum na ameba da curva tropical, o
que significa que quando olharmos para a curva real obtida pelo patchwork, na representacao
hemisférica do P?(R), os pontos marcados com a cor preta na Figura 61(b) serdo pontos
antipodais e, portanto, identificados. Da mesma maneira, os arcos preto e cinza também
possuem diregao assintética (1,1) em comum na ameba da curva tropical, assim como os
arcos cinza e amarelo. Dessa forma, identificaremos os pontos em azul e os pontos em
vermelho. Assim, em P?(R) o tipo de isotopia da curva real serd uma pseudo-reta e uma oval.
Isso significa que (J||1) é um arranjo realizdvel para uma curva de grau 3, uma vez que

comegamos com uma curva tropical de grau 3.
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Figura 61 — Curva real obtida pelo patchwork de uma cubica tropical e tipo de isotopia
dessa curva real em P2R.

(a) (b) (e)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Observe que a curva obtida apdés o patchwork no Exemplo 4.1.5 possui a mesma

representacio em P?(R) que a curva do Exemplo 4.1.4, ou seja, também possui o arranjo

(JU1).

Na quartica tropical do Exemplo 4.1.6, obtemos apés o patchwork uma curva real
cujo tipo de isotopia realiza o arranjo (1(1)). Observe a Figura 62(d). De fato, observando
os arcos com diregao assintética (1,1) em comum na Figura 62(b) e identificando os pontos
de mesma cor da Figura 62(c), obtemos como arranjo um ninho de profundidade 2. Ou seja,

(1(1)) é um arranjo realizdvel para uma curva de grau 4.

Figura 62 — Patchwork curva tropical de grau 4 com dezoito arestas marcadas e curva
projetiva isotopica

(a) (b)

(d)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Para os graus m = 1 até m = 5 nao é muito dificil encontrar curvas que realizam os
arranjos que listamos serem possiveis e, na época de Hilbert, essas curvas ja eram conhecidas.
Porém, naquela época as proibi¢cdes do Teorema de Rokhlin eram desconhecidas e Hilbert
pretendia provar que os dois inicos arranjos possiveis para as M-séxticas eram (1(9)[|1) e

(1(1) J9), conhecidas como M-séxtica de Hilbert e M-séxtica de Harnack, respectivamente.

Em 1954, Gudkov provou na sua dissertagao de candidato a Ph.D. a afirmacao de
Hilbert: a curva (1(5)|]5) ndo é realizdvel. Porém, 15 anos mais tarde, na preparacao para
publicacao, Gudkov invalidou sua prova e construiu a curva que realizava esse arranjo. Abaixo,
vemos que podemos obter os trés arranjos realizaveis de M-séxticas fazendo o patchwork de

uma mesma curva tropical de grau 6, mudando apenas o conjunto de arestas torcidas.

Figura 63 — M-séxtica de Harnack

i g s e iy el B sl s r s

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Figura 64 — M-séxtica de Hilbert

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 65 — M-séxtica de Gudkov

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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