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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos duas das ferramentas que servem para determinar o
comportamento hiperbodlico dos campos vetoriais diferenciaveis e nao diferenciaveis que
preservam elemento de volume definidos sobre variedades riemannianas de dimensao 3
(suaves compactas e conexas), os quais respectivamente chamaremos expoente de Lyapunov
“classico"e novo expoente de Lyapunov. Mostraremos algumas das semelhancas e diferencas
que estes apresentam: a invariancia do novo expoente de Lyapunov ao longo da orbita de
quase todo ponto em M e a densidade do conjunto de campos diferenciaveis com expoente
de Lyapunov zero no conjunto dos campos de classe C° Lipschitz que preservam elemento

de volume.



ABSTRACT

In this work we will present two tools that are used to determine the hyperbolic
behavior of differentiable and non differentiable vector fields that preserve volume element,
defined over riemannian manifolds with dimension 3 (smooth, compact and connected),
which we will denote, respectively, by classical and new Lyapunov exponents. We will show
some of the similarities and differences they present: the invariance of the new exponent
along the orbit of almost every point in M and the density of the set of differentiable
vector fields with zero Lyapunov exponent in the set of the C° Lipschitz vector fields that

preserve volume element. Keywords: Keyword. Keyword.
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1 Introducao

1.1 Introducgao Histérica

A teoria de estabilidade de sistemas dinamicos passa pela contribuicdo de matema-
ticos renomados dos séculos XIX e XX, como Henri Poincaré e Aleksandr Lyapunov, que

pesquisavam sobre o problema geral da estabilidade no movimento.

Henri Poincaré é considerado por muitos o fundador dos sistemas dinamicos, com
seus dois trabalhos classicos sendo "New Methods of Celestial Mechanics'e "Lectures on
Celestial Mechanics', que incluiam resultados importantes como o Teorema de Recorréncia
de Poincaré, que nos diz que sistemas dinamicos munidos de uma medida invariante vao,
apoOs uma certa passagem de tempo, retornar a um estado muito préximo a seu estado
inicial. Poincaré desenvolveu tais trabalhos a partir de seus estudos do famoso "Problema
dos 3 Corpos', um problema em aberto desde a época de Isaac Newton (século XVII),
que ainda no século XIX era considerado extremamente relevante e desafiador. De fato,
em 1887, o Rei Oscar II da Suécia anunciou que daria um prémio para quem resolvesse o
problema, ou ao menos fizesse avancos significativos. Henri Poincaré acabou ganhando o

prémio, mesmo nao tendo dado a solugao completa de tal problema.

Aleksandr Lyapunov por sua vez desenvolveu métodos de aproximacgao que permitem
definir a estabilidade de conjuntos de equagoes diferenciais ordinarias, criando assim a
teoria moderna de estabilidade de sistemas dinamicos. Um de seus resultados mais
conhecidos e marcantes ¢ o Teorema de Lyapunov, que serve como método para determinar
a estabilidade dos pontos préximos a um ponto de equilibrio. Atualmente, uma das
ferramentes mais importantes para se determinar o comportamento assintético de sistemas
dinamicos é o Expoente de Lyapunov, que é um nimero que nos fornece a taxa de separacao
entre duas trajetorias infinitesimalmente proximas. A partir dos expoentes de Lyapunov de
um sistema dinamico, podemos determinar o carater divergente, dissipativo ou conservativo

do sistema.
As informacgoes apresentadas até aqui foram retiradas de [16].

Um exemplo de uso dos expoentes de Lyapunov esta no livro de Barreira e Pesin [3],
onde o expoente de Lyapunov é introduzido com o objetivo de caracterizar a estabilidade
da solugao trivial de uma equagdo diferencial linear & = A(t)z, onde x € C" e A(t) é uma
matriz de dimensao n limitada com entradas complexas que dependem continuamente de
t. Além disso, neste trabalho é exposta a teoria dos sistemas dinamicos com expoentes de

Lyapunov nao nulos.

Devido a essa importancia dos expoentes de Lyapunov no estudo de estabilidade
de sistemas dindmicos, é interessante buscarmos resultados em espagos de fungoes sobre

0s quais existem conjuntos de aplicacoes com o mesmo comportamento dos expoentes de
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Lyapunov.

Nesse sentido, J. Bochi demonstrou em 2002 [12] o chamado Teorema de Bochi-
Mané, enunciado por Ricardo Mafié, que afirma que no espaco dos difeomorfismos definidos
em uma variedade M que preservam densidade de area, denotado por Diff, (M), existe
um subconjunto residual G5 (isto é, uma interse¢ao de abertos densos) do conjunto dos
difeomorfismos definidos em M que preservam densidade de area de classe C*, denotado
Diff}t(M ), no qual os elementos ou sdo difeormorfimos de Anosov ou possuem expoente
de Lyapunov classico igual a zero. Além disso, Bochi mostra que para qualquer sistema
dinamico discreto composto de um homeomorfismo f : M — M e p uma medida ergodica
para f, existe um subconjunto residual na topologia C° dos cociclos lineares A : M —
SL(2,R), onde cada elemento ou é uniformemente hiperbdlico, ou tem expoente de
Lyapunov nulo para quase todo ponto, usando a semicontinuidade superior da seguinte

aplicacao:

A :Diff, (M) — R
£ [ ()

Inspirado por tais resultados, principalmente pelo Teorema de Bochi-Mané, em
2005, M. Bessa explorou o caso dos sistemas dindmicos em tempo continuo, fazendo as
adaptacoes naturais e desenvolvendo técnicas de perturbagido de campos vetoriais [6].

Nesse trabalho, os principais resultados sao:

Teorema 1: No espaco dos campos vetoriais de classe C! definidos em uma variedade
compacta tridimensional M que preservam volume e que nao possuem singularidades,
denotado por %L(M )*, existe um subconjunto residual R , no qual os elementos ou
sao campos vetoriais de Anosov ou possuem expoente de Lyapunov classico igual a

Zero.

Lema 2.10: A funcao entropia, definido como a integragao sobre um conjunto invariante
pelo fluxo do expoente de Lyapunov superior do campo vetorial, é semicontinua

superior.

Note que o Teorema 1 acima é um analogo do Teorema de Bochi-Maifié no caso de
tempo continuo, e o Lema 2.10 é analogo a outro resultado que havia sido provado por J.
Bochi.

Por outro lado, o expoente de Lyapunov classico é definido para aplicagoes di-
ferenciaveis, pois seu calculo depende da transformacao derivada. Sendo assim, para

homeomorfismos a funcao y* nao estd bem definida.
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Para contornar esse problema, M. Bessa e C. Silva em 2010 definiram a nocao
de novo expoente de Lyapunov, sendo uma definicao que nao depende da transformacao
derivada, e portanto estd bem definida para homeomorfismos [10]. Ente os resultados

provados, estao os seguintes:

« Caso a aplicacao seja diferenciavel, o novo expoente de Lyapunov coincide com o

classico.

o Assumindo que algumas fungoes sao integraveis, o novo expoente de Lyapunov

permanece invariante pela érbita de quase todo ponto em uma superficie M.

» Existe um subconjunto denso do conjunto de homeomorfismos que preservam area
definidos em uma superficie compacta, sem bordo e conexa, no qual todo elemento

tem expoente de Lyapunov igual a zero, para Lebesgue quase todo ponto.

o A funcdo que associa um homeomorfismos que preserva densidade de area munido
da topologia C? & integral do seu novo expoente de Lyapunov superior em toda a
superficie ndo é semicontinua superior. Note que esse resultado difere do caso em

que a func¢ao associada é um difeomorfismo.

Nossa inspiragao para este trabalho vém dessas fontes, de onde visamos adaptar os
resultados obtidos por M. Bessa e C. Silva em 2010 para o caso de sistemas dinamicos em
tempo continuo. Ou seja, temos como objetivo definirmos o que seriam os novos expoentes
de Lyapunov para campos vetoriais nao diferenciaveis e obtermos resultados similares
aos comentados, considerando campos vetoriais de classe C° Lipschitz definidos em uma

variedade tridimensional compacta, conexa e sem bordo.

1.2 Estrutura

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2: Daremos uma visao geral das ferramentas e resultados necessarios para
seguirmos em frente com o trabalho. Entre os topicos mais relevantes, definiremos
variedades diferenciaveis e campos vetoriais, além de trabalharmos com formas
diferenciais a fim de definirmos forma de volume em uma variedade. Em seguida,
passaremos por alguns dos resultados mais relevantes de Teoria da Medida e Teoria
Ergodica. Terminamos esse capitulo definindo cociclos lineares e expoentes de

Lyapunov para tais objetos.

Capitulo 3: Aqui, nos aprofundamos no estudo de expoentes de Lyapunov para campos
vetoriais, apresentando alguns dos resultados mais importantes, como por exemplo o

Teorema de Oseledets, que nos garante a existéncia de tais expoentes, e em seguida
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elaboramos as demonstracoes do Teorema 1 e Lema 2.10 comentados na segao

anterior, devido a M. Bessa.

Capitulo 4: No capitulo final, definimos o novo expoente de Lyapunov para sistemas
dindmicos em tempo continuo e buscamos demonstrar resultados analogos aos obtidos
por M. Bessa e C. Silva em 2010, como comentado acima. Para isso, devemos adaptar
alguns argumentos e dependemos fortemente de um Lema de Colagem para campos

vetoriais de classe CV.
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Preliminares

2.1 Variedades Diferenciaveis

2.1.1 Variedades

Definigao 2.1.1. Seja M um espago topologico. M € dita uma variedade topologica

de dimensdo n quando, para todo p € M, existem abertos U C M eV C R"™ e um

homeomorfismo ¢ : U — V.

Quando um espaco topologico satisfaz essa condicao, dizemos que ele é localmente

euclidiano. O aberto U é chamado um aberto euclidiano e o homeomorfismo ¢ de carta

local ou sistema de coordenadas.

e Observagao: A partir daqui, sempre que falarmos de uma variedade topoldgica,

iremos assumir que a topologia de M é Hausdorff e possui base enumeravel.

Uma carta local ¢ : U — V define n funcoes 27 : U — R, onde
o(p) = («'(p),....2"(p)) € R",

chamadas coordenadas locais em U.

Exemplo 2.1.2. 1. Qualquer conjunto M tem uma estrutura de variedade topologica.

Com efeito, considere em M a topologia discreta. Para todo p € M, o conjunto

unitario {p} C M é aberto, e a aplicacao

bp 3{]?} — {0}
p—0

é um homeomorfismo. Entdao, M é uma variedade topoldgica de dimensao zero.

. Sejam U C R™ aberto e f: U — R™ uma aplicagdo continua. Considere o grafico de

f:
gr(f) ={(z, f(z)) e R" xR™z € U},

Sejam 7 : R™ x R" — R™ a proje¢ao na primeira coordenada e ¢ : gr(f) — U
a restricdo de m a gr(f), isto é, ¢ = miley. Temos que ¢ assim definido é
um homeomorfismo. Com efeito, ¢ é a restricdo de uma aplicacao continua e
aberta, entdao ¢ é continua e aberta. Note que m; nao ¢é injetora, pois ao tomarmos
(a,b),(a,c) € R™ x R™ com b # ¢, m(a,b) = a = m(a,c). Porém, ao restringirmos a
projecao ao grafico de f, obtemos que ¢ é injetora, e portanto, € um homeomorfismo.

Logo, mostramos que gr(f) é uma variedade topoldgica de dimensao n.

Denotaremos as cartas locais ¢ : U — ¢(U) como um par (U, ¢). M no que se

segue é uma variedade topoldgica de dimensao n.
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Definigao 2.1.3. Sejam (U, ¢) e (V, ) duas cartas locais em M tal que UNV # (. Assim,
d(UNV) ep(UNV) sao abertos, nao vazios em R™ e a aplicagio

Yoo lip(UNV)—=(UNV)
¢ um homeomorfismo denotado mudancga de coordenadas de ¢ para 1.

Um atlas em M ¢é uma familia de cartas locais A = (U;, ¢;)icr tal que (U;)ier

forma uma cobertura de M.

Agora, iremos construir o conceito de variedade diferenciavel. Para tal, usaremos
o fato de uma variedade topoldgica ser localmente euclidiana, o que nos permite usar o
conceito de diferenciabilidade em R™. Lembremos que uma aplicagao f : R™ — R” é dita

um difeomorfismo quando ela ¢é diferenciavel, inversivel, e sua inversa ¢é diferenciavel.

Defini¢ao 2.1.4. Seja A um atlas em M. Duas cartas locais (U, ¢) e (V,¢) sao ditas
compativeis de classe C" (ou C"-compativeis) quando UNV =0 ou quando UNV # ()
e a mudanca de coordenadas v o ¢~1 é um difeomorfismo de classe C". A é um atlas de

classe C" quando as cartas de A sao duas a duas C"-compativeis.

Denotemos 2" (M) o conjunto de todos os atlas de classe C" na variedade M,

munido da relacao de ordem parcial dada pela inclusao de conjuntos.
Definigao 2.1.5. Um atlas A € 20" (M) é dito maximal quando para todo B € A" (M)
tal que A C B, temos A = B.

Uma estrutura diferencidvel de classe C" em M é um elemento mazimal de
A7 (M).

Uma variedade diferencidvel de classe C" é um par (M, D) onde M é uma

variedade topoldogica e D € uma estrutura diferenciavel de classe C™ em M.

Exemplo 2.1.6. 1. Seja M uma variedade topolégica de dimensao zero (como visto

no exemplo 2.1.2). Dado p € M, a aplicagao

¢p {p} — {0}
p—0,

¢ uma carta local em M, e a familia A = {({p}, ¢p);p € M} é um atlas de classe

C> em M, que determina uma estrutura diferenciavel.

Isto mostra que todo conjunto tem estrutura de variedade diferenciavel de classe C'™

e dimensdo zero.

2. Seja U C R™ aberto e f: U — R™ uma aplicagao de classe C". Vimos no exemplo
2.1.2 que o gr(f) é uma variedade topoldgica de dimensao n. Novamente tomando

¢ = T1lar(p), segue que {(gr(f), )} ¢ um atlas de classe C" em gr(f).
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Portanto, A determina uma estrutura diferenciavel em gr(f). Isto prova que o gréfico

desta aplicacao é uma variedade diferenciavel de classe C" e dimensao n.

Definicao 2.1.7. Uma variedade M ¢é dita compacta quando ela é compacta como um

espago topologico, ou seja, quando toda cobertura aberta de M admite subcobertura finita.

Da defini¢ao acima, podemos fazer a seguinte caracterizacao de variedades compac-

tas:

Proposicao 2.1.8. Toda variedade compacta admite um atlas finito.

Demonstragao. Sejam M uma variedade compacta e A = {(U;, ¢;) : i € [} um atlas
em M. (U;)ier é uma cobertura de M. Por M ser compacta, admite uma subcobertura

finita (U;)}7_,. Assim, a familia

{Uj,¢5): g=1,....,n}

forma um atlas finito em M. O]

Temos agora como objetivo definir aplicagoes diferencidveis entre variedades. Note
que, como as variedades tém a propriedade de serem localmente euclidianas, podemos
relacionar o conceito de diferenciabilidade nesse contexto ao de diferenciabilidade entre
abertos em espagos euclidianos, ou seja, um conceito que ja conhecemos bem. Sejam M e
N variedades diferenciaveis de classe C" e dimensao m e n, respectivamente, e tome uma
aplicacao f : M — N. Vamos construir a partir de f uma aplicacao entre abertos de R™
e R". Considere A e B atlas em M e N, respectivamente. Dizemos que f: M — N tem
representacao local em p € M quando existem cartas locais (U, ¢) € Ae (V ) € B
tais que p e U e f(U) C V. A aplicagao

fivofog™:o(U) = u(V)

¢ chamada representacao local de [ nas cartas ¢ e . Este conceito é

representado pelo seguinte diagrama:
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M N
f %
/_\
¢ (G
(V)
U
SR SRS
R"™ R™

A partir desse conceito, podemos definir aplicacao diferenciavel entre variedades.

Definicao 2.1.9. Dizemos que f : M — N ¢é diferencidvel em p € M quando existe
uma representacdo local 1o fo ¢t de f diferencidvel em ¢(p). Se f € diferencidvel em
todo p € M, dizemos que f é diferencidvel. f é dita de classe CF, com k < r, quando

para todo p € M existe uma representacio local de classe C*.

Dada M uma variedade diferencidvel, dizemos que v : (—¢,¢) — M com y(0) =p é
uma curva diferenciavel em M se, e somente se, dada uma carta local contendo p € M

(U, ¢), temos que ¢ oy : (—e,e) — R™ é uma aplicagao diferencidvel no ponto 0.

Duas curvas diferencidveis 71,7 sdo ditas equivalentes quando (¢ o 7,)'(0) =

(¢ 072)'(0) para toda carta local (U, ¢) contendo p. A relacao ~ definida por
Y1 ~ Y2 Se, € somente se, 7, € Y2 sao equivalentes

¢ uma relacao de equivaléncia no conjunto das curvas em M passando pelo ponto
pemt=0.
Assim, denotamos por [y] a classe de equivaléncia de uma curva v pela relagao ~,

isto é,



21

(V] :=={B: (—&,&) = M[B ~~}.

O vetor tangente de uma curva v : (—¢,¢) — M com ~(0) = p é, por definigao,

a classe de equivaléncia de v, ou seja, [v] .

Definicao 2.1.10. O espago tangente a M em p € M ¢é o conjunto de todos os vetores
tangentes de curvas v : (—e,e) — M tal que v(0) = p, e é denotado T,M. Isto é,

LM = A{Dlly: (=e.6) = M,7(0) = p}.

Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensao m e n, respectivamente. Dada
uma aplicagao diferencidvel f: M — N, p € M e cartas locais (U, ¢) e (V,4) de p e f(p)

respectivamente, com f(U) C V', a derivada de f no ponto p é a aplicacao linear

Dfp ZTpM — Tf(p)N
] = [f el
As aplicacoes D¢y, : T,M — R™ e Dy, : T,N — R" sao isomorfismos, e podemos

escrever

Df, = (Dtpsp)) 0 D(tho fod™ ) ym 0 Doy

Teorema 2.1.11. Se f: M — N e g: N — P sao diferenciaveis em p e f(p) respectiva-

mente, entdo go f € diferencidvel em p, e
D(go f) = Dgsp) o Df.

Demonstragao. Sejam (U, ¢), (V,¢) e (W, a) cartas locais em torno de p, f(p) e g(f(p))
respectivamente, e de modo que f(U) C V e g(V) C W. Assim, como f e g sao

diferencidveis em p e f(p) respectivamente, entao segue que as representagoes locais
f=vofod™:p(U)— (V)
g=aogop (V) = a(W)

sao diferencidveis em ¢(p) e 1(p(p)), respectivamente.

Dali, a composta

gof=ao(gof)og™ :6(U) = a(W)



22

¢ diferenciavel em ¢(p).

Por definicao, go f : M — P é uma aplicacao diferenciavel em p € M. Resta

mostrar que vale a regra da cadeia. Para cada [y] € T,M, temos

D(go fp([7]) =[(go f)on] = [90 (fo)]
= Dgsp)([f o) = Dgsp) (D fp([7]))
—Dw>0DﬁQD

Logo, D(go f) = Dgys) o D fp. [

Definigao 2.1.12. Seja M uma variedade topoldgica e considere duas cartas (U, ¢) e (V1))
de M. Dizemos que as cartas sio coerentes quando UNV =0 ou quando UNV #0 e
det J( o ¢~ (p(p))) > 0 para todop e UNV.

Um atlas de M ¢é coerente quando as suas cartas sao duas a duas coerentes.

A wvariedade M € dita orientdvel quando existe um atlas coerente em M.

Se A é um atlas coerente em M, entdo existe uma unica estrutura diferenciavel
coerente O em M tal que A C O, chamada orientagao de M. Neste caso, dizemos que

M esta orientada.

Definicao 2.1.13. Seja M uma variedade de classe C". O fibrado tangente de M ¢ o

espaco T'M definido como a unido disjunta dos espagos tangentes a M, isto é,
™ = || T,M = | {p} x T,M = {(p,v)| p € M,v € T,M}.
peEM peM

Denotaremos por 7 : TM — M a aplicagao sobrejetora m(p,v) = p, denominada

projecao de T'M sobre M. Para cada p € M, a aplicagao dada por

o:T,M —TM, v~ (p,v)

¢ injetora. Por meio desta aplicacao, cada vetor v € T,M ¢ identificado com o

par (p,v). Assim, podemos usar a notagao v, para simbolizar o vetor v € T,,M tal que

a(v) = (p,v).

Definicao 2.1.14. Um campo vetorial em M ¢é uma aplicacao

X :M—=TM

p— (p,vp).
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Note que mo X = idy;, donde dizemos que X é uma seg¢ao do fibrado tangente
TM.

Pela identificacao de v, com p por meio da aplicagao injetora o, podemos considerar

a aplicacao

oo X M —T,M

D = Up.

Quando for conveniente, iremos cometer um abuso de notacao, chamando X =

o0~' o X, donde segue que iremos considerar X (p) = v,,.

Seja X um campo vetorial em M. Dada uma carta local (U, ¢) com p € U e onde

0
——|,} forma uma base para T,M. Dai, segue

3x1‘p””’8xn

que existem funcgoes a; : U — R tais que

¢ = (x1,...,x,), o conjunto {

" 0
X = - *
=Y oG ()

Proposicao 2.1.15. Seja X um campo vetorial em M. X é de classe C" se, e somente

se, para toda carta local (U, ) de M, as fungées a; definidas em (%) sao de classe C".

Demonstracao. [15, Proposicao 1.6.4]. O

Defini¢ao 2.1.16. Um fluxzo é uma familia (X')cr de difeomorfismos X' : M — M de
classe C" para todo t € R satisfazendo:

1. XO=did: M — M

2. X5 = X'o X5, Vt,seR.
Dizemos que o fluro (X')er € gerado pelo campo vetorial X quando

4 X (@)lty = X(X(0)

para todo q € M e todo ty € R.

Agora, vamos fazer uma definigdo (2.1.18) que sera ttil na proxima se¢do, quando

discutiremos sobre Variedades riemannianas.

Definigao 2.1.17. Sejam M uma variedade topologica, E um espagco normado e f : M —

E uma aplicagio. O suporte de f é o conjunto supp(f), definido como

supp(f) = {p € M|f(p) # 0}
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Definicao 2.1.18. Uma particio da unidade de M é uma familia & = (&;)ier de
fungoes & € C°(M), i € I, tal que:

1. 0<&((p) <1,¥Vpe M.
2. A familia dos suportes (supp(&;))ier € localmente finita em M.

9. Y G(p) =1,V pe M.
iel
Seja C uma cobertura de M. Dizemos que uma particdo da unidade (&;);c; esta

subordinada a cobertura C quando (supp(¢;));e; ¢ um refinamento de C.

Denotamos por X"(M) o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis na variedade
M de classe C", com 1 < r < oco. O conjunto dos campos vetoriais continuos em M
¢ denotado por X°(M). O conjunto dos campos vetoriais de Lipschitz sdao denotados
por XL(M), e o conjunto dos campos vetoriais continuos de Lipschitz em M ¢é denotado
por X%L(M). Caso qualquer uma dessas notacgdes venha acompanhada do subscrito p,
por exemplo, %%L (M), isso significa que os campos vetoriais desses conjuntos também

preservam a forma de volume p.

Para o caso de difeomorfismos em M, Diff" (M) denota o conjunto dos difeomor-
fismos de classe C" em M, com 1 < r < oo, enquanto Hom (M) denota o conjunto dos

homeomorfismos em M.

2.1.2 Variedades riemannianas

Em 1827, o brilhante matematico Carl Friedrich Gauss provou seu Theorema

Egregium(do latim, Teorema Notével), o qual podemos enunciar da seguinte forma

Teorema 2.1.19. A curvatura Gaussiana de uma superficie em R® é invariante por

1sometrias locais.
Demonstracao. [14, pag. 280] [

Heuristicamente, o Teorema nos diz que a curvatura de uma superficie pode ser
totalmente determinada por meio de medigoes de distancias ao longo de caminhos sobre a
superficie. Ou seja, a curvatura é uma propriedade intrinseca da superficie, nao dependendo

de como a superficie estd mergulhada em um espaco tridimensional.

Em 1854, Bernhard Riemann introduziu o conceito que veio a ser conhecido
como Variedade riemanniana, estendendo a teoria de Gauss para dimensodes maiores de
modo que nos permita definir o conceito de curvaturas em variedades (antes um conceito
extremamente vago e com resultados focando, principalmente, em consideragoes locais),
novamente de maneira que a curvatura seja intrinseca a variedade. Para fazermos tal

construcao, precisamos primeiro definir uma métrica riemanniana.
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Seja M uma variedade C'°. Para cada p € M, o espaco tangente T,,M é um espago
vetorial e, portanto, admite um produto interno. Dado p € M, considere g, um produto

interno fixado em M, isto é,

9o T,M x T,M — R

tal que g, ¢ uma forma bilinear, simétrica e positiva definida, ou seja,

1. g, ¢ linear nas duas coordenadas;
2. gp(u,v) = gp(v,u),¥Y u,v € T,M;

3. gp(u,v) >0,V u,vel,M.

Com isso feito, podemos finalmente definir métrica riemannianas:

Definicao 2.1.20. Uma métrica riemanniana na variedade M € uma aplicagdo g de

classe C™ tal que

peM& g, T,M x T,M — R,
ou seja, a cada p € M a aplicaciao g associa um produto interno g, em T,M.

Definicao 2.1.21. Uma variedade riemanniana é um par (M, g) onde M €é uma

variedade e g uma métrica riemanniana em M.

Observacao: Note que a partir do produto interno g,, podemos definir uma norma

induzida em 7,M, dada por ||v|| = 4/g,(v), para todo v € T,M.

Se (U, = (z',...,2")) é uma carta de M, uma expressao local para g pode ser

dada por

9= gjds' @ da’,

i.j
0

onde g;; : U — R tal que g;; = g (W’@:ﬁj

>. Tais aplicagoes g;; sao chamadas

fungoes coordenadas de g.

Proposicao 2.1.22. Toda variedade de classe C*° pode ser munida de uma métrica

TIeMmanniana.

Demonstracao. Seja M = U U; uma cobertura de M por dominios de cartas (U;, ¢;)ier-
iel
Para cada ¢ € I, considere a métrica riemanniana g; em Uj;, ou seja,
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p e Ui (g)y : T,Us x T,U; — R,

cuja expressao local ((g;)r;) é matriz identidade. Seja (§;);e; uma particdo da

unidade C'* de M subordinada a cobertura (U;);es, e defina

g= Z&'Qi-

1€l
Como a familia de suportes de &; é localmente finita, a soma acima é localmente

finita, e assim g estda bem definido e é C*°. Além disso, g é bilinear e simétrico em cada

ponto.
Como & > 0 para todoi € [ e Zfi =1 e (gi), € positivo para todo p € M, segue
1€l
que g é uma métrica riemanniana em M. O

2.1.3 Formas Diferenciais

Sejam F e F espacos vetoriais reais. Uma aplicacdo ¢ : £ X --- x ' — F, definida

no produto cartesiano de r fatores iguais a F, diz-se r-linear quando

(U1, .V F Wy 0) = (V1 U ) (U1, Wy Uy

e
(U1, AV 0) = Ap(V1, - U e ),
para quaisquer que sejam vi,...,v;, W;,..., 0. € Fe X € R.
Definicao 2.1.23. Uma aplicag¢io r-linear € dita alternada quando se tem p(vq,...,v,) =
0 sempre que (v, ...,v,) possuir repeticoes, isto €, quando existirem i # j com v; = v;.

Proposicao 2.1.24. A fim de que uma aplicagdo r-linear seja alternada, € necessdrio e

suficiente que seja anti-sitmétrica, isto ¢, que

O(U1, o VU 0) = — (V1 U U Yy,
para quaisquer vy, ...,v, € E.
Demonstragao. [20, pag. 397]. O

O conjunto das aplicagoes 7-lineares alternadas de E em F sera denotado A,.(F; F).
No caso em que F' = R, denotamos A,.(F;R) = A,.(F) e chamamos os elementos desse

conjunto de r-formas.
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Note que as 1-formas sdo os funcionais lineares de F, ou seja, A (E) = E* (o dual

de E). Convencionamos que Ag(E) = R.

A partir de r funcionais lineares fi,..., f, € E* obtemos a forma r-linear alternada
fin--Af,: Ex---x E — R chamada de produto exterior desses funcionais, e definida

como

Jin A fr(v, o ve) = det (fi(vy)).

Dados v € F e w € A,(E), definimos a forma v Jw € A,_;(F) como

v dw(vy, ..., 0) = w(v,vg, ..., 0).

A forma v _J w é chamada produto interior de v por w, e a aplicacao

ExA.(E)—= A1, (vyw)—vJdw
¢ chamada multiplicagao interior.

Exemplo 2.1.25. Seja E um espaco vetorial de dimensao n orientado e munido de um
produto interno. Definiremos uma forma w € A, (F) a qual chamaremos de elemento de

volume de E. Tome uma base {ej,...,e,} ortonormal positiva em E. Dados n vetores
n
Ui, ..., 0, € B, temos v; = Zaijei para cada j=1,...,n.
i=1
Denotamos por A = (a;;) a matriz n-dimensional assim obtida, e definimos

w(vy,...,v,) = det A.

Isso define uma forma w € A,,(E). Provemos que w independe da escolha de uma

base. Para isso, considere a matriz de Gram g = ((v;,v;)). Note que

(i, v5) = O agier, Y agjes) = Y arity;,
k S k

donde g = A"+ A. Dai segue que det g = (det A)%

Em particular, det g > 0, sendo det g = 0 se, e somente se, os vetores vy, ..., v,

sao linearmente independentes. Concluimos que

w(vy,...,v,) = t4/det g,

onde o sinal depende do sinal da matriz A. Isso mostra que w independe de uma

escolha de base.
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Definigao 2.1.26. Uma forma diferencial de grau r(ou r-forma diferencial) numa

variedade n-dimensional M € uma aplicacao

w:p€eM—w(p) e A(T,M).

Ou seja, para cada p € M, w(p)(ouw,) é uma r-forma alternada no espago tangente
wp : TyM x -+ x TyM — R.

Se r =0, uma 0-forma diferencial em M ¢é simplesmente uma fungdo real f: M —

R. Denotemos por 0,.(M) o conjunto das r-formas diferenciais em M.

Seja (U, ¢) uma carta local de M com ¢ = (x1,...,2,). Em cada ponto p € U

temos a base

{ail(p), ey 85; (p)} C T,M.

Denotaremos por {dxy,...,dz,} C (I,M)* a base dual. Note que dz1,...,dz, sao
1-formas diferenciais em U: para cada x € U, temos os funcionais lineares dz1(p), . . ., dx,(p) €
(T,M)*. Simplificamos a notacdo ao denotarmos os funcionais lineares como dz; em vez

de dz(p).

Dados w; uma r-forma diferencial e wy uma s-forma diferencial, definimos wq A wy :
M — A, (T,M) por

(w1 Awa)(p) = wi(p) A wa(p).

Temos que wy A we é uma (r + s)-forma diferencial em M e é chamado produto

exterior de w; e wy. Isso define uma aplicagao

A QT‘(M) X QS(M) — Qr-i—s(M)

(wl,wg) — wi A\ w2,
que goza das seguintes propriedades:

1. Bilinearidade sobre R:

o (w14 w)) Awy=wi Awy +w] Aws
o wi A (wg +wh) =wp Awy +wy Awh

o wi A (Awa) = (Awy) Awe = Awy Aws),

para todos wy,w) € Q. (M), wa,w) € Q(M) e X € R.
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2. Associatividade:

(CL)l A (,LJQ) /\Ldg = W1 VAN (CUQ A wg).

3. Anticomutatividade graduada:

w1 Awy = (—1)"we A wy, para todos wy € Q,.(M) e wy € Qg(M).

Em cada ponto p € U, as r-formas dx; = dx;, A+ Ndz;,, com [ = {iy < --- <i,}
formam uma base para A, (T,M). Dada uma r-forma diferencial w em M podemos escrever,

para cada ponto p € U,

w(p) =Y ar(x)de;.

1

As fungbes a; : U — R sdo chamadas coordenadas(ou componentes) da forma w

relativamente a carta local (U, ¢).

Seja M uma variedade de classe C*°. Uma r-forma diferencial em M diz-se
continua, diferenciavel ou de classe C* quando M pode ser coberta por cartas (U, ¢) tais
que as componentes a; de w nessas cartas sao continuas, diferenciaveis ou de classe C*°,

respectivamente.

Dados um campo vetorial X € X(M) e uma r-forma diferencial w € ,.(M),

definimos a (r — 1)-forma diferencial X Jw € Q,_1(M) como

(X Jw)(p) = X(p) Jw(p).

A forma X _w é chamada produto interior de X por w, e a aplicagao

X(M)xQ.(M) = Q,1(M), (X,w)—X Jw

¢ chamada multiplicacao interior.

Agora, sejam N outra variedade de dimensao n e f : M — N uma aplicacdo de
classe C*. Dada uma r-forma diferencial w em N (r > 1) temos que f e w induzem uma

r-forma diferencial na variedade M, denotada f*w e definida por:

(fr@)@) (o1, . vp) = w(f () (dfp(v1), - - dfp(0r)).

A forma f*w é chamada pull-back de w para M por meio de f.

Agora, nosso objetivo é definir a forma elemento de volume numa variedade

orientada M de dimensao n. Para todo ponto p € M o espago vetorial tangente T, M
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possui um produto interno e é orientado. Logo, podemos introduzir uma n-forma diferencial
w da seguinte forma: para cada p € M, w(p) = elemento de volume do espago vetorial

T,M, nos moldes do exemplo 2.1.25.

Se M é de classe C* e (U, ¢) é uma carta local em M, entdo para cada p € U temos

w(p) = \/g(p)dxy A -+ Adxy,

onde g(p) = det (g;5(p)), gi5(p) = <ail(p), c ain(p)> e {dxy,...,dr,} é a base

0
dual de (8(1))) Isto mostra que a forma w é de classe C*~1.
T

2.1.4 Integracao em Variedades

Consideremos M uma variedade topologica orientada, (U, ¢) uma carta positiva
em M ew € Q,(M) tal que supp(w) é compacto e supp(w) C U. Definimos a integral

de w em M por

/Mw = /QS(U)(¢1)*w.

Essa definicao de integral ndo depende da escolha de carta local, o que nos permite
estender o conceito de integral a variedade, mesmo quando o suporte da forma diferencial

nao esta contido no dominio de uma carta.

Seja O = {(U;, ¢;);i € I} um atlas coerente de M e w € Q,(M) tal que supp(w) é
compacto. Seja & = (&;);e; uma particao da unidade estritamente subordinada a cobertura

aberta C = (U;);e;. Para cada i € I, seja w; = &w. Assim,

Zwi :Z@w = (Z&)w = w.

i€l il il
Para todo i € I, supp(w;) C supp(&;) C U; e supp(w;) é compacto, pois é fechado

no compacto supp(w). Logo, a integral [,, w; faz sentido.

Como supp(w) é compacto e C é uma cobertura aberta, existem iy,...,7, € I tais
que
supp(w;) CU;; U---UU;,.
Assim, para cada s € {1,...,r} ecadai € I\ {iy,...,i,}, valem as respectivas
igualdades

Juwi, = fUi wi, € [y wi = 0.
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Logo, a soma Z / w; tem um namero finito de parcelas nao nulas. Definimos a
ier M
integral de w em M por

/Mw B Z/Mwi'

iel

Tal definicdo nao depende da escolha de particdo da unidade.

Agora, consideremos o caso em que a forma diferencial w € Q,(M) nao possui
suporte compacto. Suponhamos que w > 0 e consideremos O = {(U;, ¢;);i € I} um atlas
coerente em M tal que cada U; tem fecho compacto. Como feito antes, consideremos uma
particao da unidade £ = (&;);es estritamente subordinada & cobertura C = (U;);c;. Para

cada 1 € I, seja w; = &w. Note que, para todo ¢ € I, temos

supp(w;) C supp(&;) C U; C U;.

Assim, supp(w;) é compacto, donde a integral [,, w; faz sentido.

Nesse caso, a soma Z /M w; € enumerdvel, pois a familia (supp(w;))ier, sendo
i€l
localmente finita, é enumeravel. O fato da série convergir ou nao independe da particao da
unidade. Dizemos que w > 0 é integravel quando Z / w; converge, e definimos a integral
el M
de w em M por

/MWZZ/M%'

iel
No caso geral, escrevemos w = w, —w_, onde w, e w_ denotam a parte positiva e

negativa de w, respectivamente, e sao definidas por

I

wy(p) =

{w(p), se w(p) >

0, sew(p) <

Como wy,w_ > 0, as integrais [,; ws e [;; w— estao bem definidas. Dizemos que w

¢é integravel quando w, e w_ forem integraveis, e definimos a integral de w em M por

fom o fon

Proposigao 2.1.27. Sew € Q,(N) é uma forma diferencial integrdvel em M e f : M — N

¢ um difeomorfismo positivo, onde M é uma variedade topoldgica orientada, entdo
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e

Demonstragao. [19, pag. 242]. O

2.2 Campos Vetoriais Anosov

Considere um sistema dindmico continuo (X*);cg em uma variedade diferencidvel
M. Fixado um ponto p € M, ao qual chamaremos de condicao inicial do sistema dinamico,
nosso objetivo é identificar se as condigoes iniciais ¢ € M proximas de p tém evolugao ao
longo do tempo suficientemente préxima a do ponto p, isto ¢, se X*(q) estd proximo de

X*(p) para um determinado ¢, € R.

Uma ferramenta importante nesse contexto é o comportamento assintético das
aplicagoes lineares (DX"), quando t — oo ou t — —00, o que reflete o comportamento
assintético de condigoes iniciais muito proximas de p. Isso motiva a primeira defini¢ao

desta secao.

Definicao 2.2.1. Uma transformacao linear T' : R™ — R™ ¢ dita hiperbolica se, para
todo X € R tal que det(A — AId) =0, temos |\| # 1.

Os elementos A € C que satisfazem tal condicao sao chamados autovalores de T, e

os vetores v € C" tal que (A — A d)v = 0 sao denominados autovetores de T

O conjunto chamado de espectro de 7' é denotado Spec(T") e definido como

Spec(T') := {\ € C|\ é autovalor deT'}.

A proposicao a seguir nos mostra que Spec(7') nao "explode'ao sofrer uma pequena

perturbacao.

Proposicao 2.2.2. Seja T € L(R™). Dado € > 0, existe § > 0 tal que se S € L(R™) e
|S —T|| <9, entao para cada N € Spec(S) existe X € Spec(T) com |X — N| < e.

Demonstragao. Seja A\ € Spec(T'). Por um resultado de algebra linear [13, pag. 125],

segue que A\ é um autovalor do operador complexificado T”. Portanto,

A< 1T = (1T

Logo, se S € L(R") ¢ tal que ||S — T|| < 1, o conjunto Spec(S) esta contido no

interior do disco D com raio 1 + ||T’|| e centro na origem de C.

Seja V. a unido das bolas de raio ¢ e centro nos elementos de Spec(T), isto é,
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V.= |J BWe).
A€ Spec(T)
Seja o € D\ V;, entao det(7T" — ald) # 0. Por continuidade do determinante,

existe uma vizinhanca aberta U, de « em C e § = §(«) > 0 a depender de «, tal que se
1S =TI <ded €U,, entao det(S" — o’Id) # 0. Portanto, o’ ¢ Spec(S’). Note que

U U.2D\V,
a€D\Ve

donde (Uy)aep\v. € uma cobertura aberta de D\ V.. Como D \ V, é compacto, segue que

existe uma subcobertura finita (U,,)%_;.

i

Tome § = 1Iili£1k6(ai) > 0, entao se |[S—T|| <dea e D\V,, temos det(S—ald) #

Como Spec(S) C D, segue-se que Spec(S) C V., o que demonstra a proposi¢ao. [

Proposigao 2.2.3. Se A\ é um autovalor de T' € L(R™) de multiplicidade m, entdo existem
e>0ed >0 tal que, se||S—T|| <6, a soma das multiplicidades dos autovalores de S

contidos na bola de raio € e centro em A é no mdximo igual a m.

Demonstragao. Veja a pagina 93 de [18]. O

Definigao 2.2.4. Dados M uma variedade e (X');er um fluzo em M, dizemos que p € M
¢ um ponto periddico de (X'),cp+ se existe tg € R tal que X™(p) = p.

Se ty for o menor numero real positivo com essa propriedade, dizemos que ty € o

periodo do pontop € M.

Dado um fluxo (X');eg em M, dizemos que um ponto p € M é um ponto

hiperbdlico periédico para (X?);cg se p é um ponto periddico de periodo ¢y e a aplica¢ao

DX : T,M — T,M

é uma aplicacao linear hiperbdlica. A segunda condicao nos fornece uma estrutura

hiperbdlica local na variedade.

Definicao 2.2.5. Dado um ponto p € M, a orbita de p é definida como o conjunto
O(p) = {X'(p)|t € R}. Caso p seja um ponto (hiperbdlico) periddico de periodo ty,
definimos a orbita (hiperbdlica) periddica de p como o conjunto {X*(p)|t € [0, o]}

Definigao 2.2.6. Dizemos que um campo vetorial X € X" (M) é Anosov se existem
C >0, A € (0,1) e para todo x € M existe uma decomposicio do espago tangente
T.M = E:® [ X]® EY, onde [ X] € a dire¢io do fluzo, tal que:
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e DX'(E;) = Xt (z) e DX'(E}) = Xt(z)
o ||[DXLv%|| < CN|v¥||, para todo v € ES et >0

o Tt < v*||, para todo v € et >
DX oM < CX o] dov" € By et >0

A defini¢do de campo Anosov nos diz que ha uma decomposicao do espaco tangente
em cada ponto da variedade de modo que essa decomposicao é DX'‘-invariante, um
subespaco é uniformemente contraido por DX' e o outro é uniformemente expandido por
DX,

2.3 Conceitos de Teoria Ergddica

A partir da definicao de campo vetorial de Anosov, conseguimos uma estimativa
para a média da taxa de variagao na norma da derivada de uma funcao com respeito a
evolucao no tempo. Vamos apresentar outras ferramentas a partir do estudo da Teoria

Ergédica para obter informacao sobre o comportamento da derivada.

Para isso, precisamos apresentar antes alguns resultados e definicoes de Teoria da
Medida.

2.3.1 Teoria da Medida

Definicao 2.3.1. Dado um conjunto X, uma colecio X nao vazia de subconjuntos de
X € dita uma o-algebra de subconjuntos de X, ou simplesmente o-dlgebra de X,

quando satisfaz as sequintes propriedades:

1. 0eX.
2. Se E C X, entao E¢ € X.

3. Se {E,}nen € X, entdo U E, e X.

neN

Os elementos de X sdo chamados conjuntos mensuraveis, e o par (X, X) é

chamado espago mensuravel.

Exemplo 2.3.2. 1. Dado um conjunto qualquer X, a colecio X = {X,0} é uma

o-algebra de X, denominada a o-algebra trivial de X.

2. Dado um conjunto qualquer X, o conjunto das partes de X, definido como P(X) =
{A; A C X} é uma o-élgebra de X.

3. Seja X C R™. A menor o-algebra B contendo todos os abertos de X é chamada

o-algebra de Borel, e seus elementos sdo chamados de borelianos.
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Defini¢ao 2.3.3. Dado um espago mensuravel (X, X), uma fungao definida na o-dlgebra
com valores reais nao negativos j : X — [0,00] é dita uma medida quando satisfaz as

sequintes propriedades:

1. (@) =0.
2. Para qualquer cole¢io enumerdvel {Ey,}neny € X de conjuntos dois a dois disjuntos,

tem-se [ (U En) => wkE,).

neN neN

Note que, caso exista ao menos um conjunto mensuravel £ com medida finita, ou
seja, u(F) < 0o, entdao a condigao 1 da definicio acima segue diretamente da condigao 2.
De fato,

u(E) = (B U ) = pu(E) + pu(0),

donde segue que u(() = 0.
Uma 3-upla (X, X, 1) é chamada espago de medida.

Exemplo 2.3.4. 1. Considere (X, X) um espaco mensuravel, onde X é a o-algebra
trivial de X. A fungdo p : X — [0, 00] definida como p(X) =1 e pu(f) = 0 é uma
medida. Na verdade, (X)) pode ser definida como tomando qualquer valor na semi

reta positiva.

2. Seja (X, X) um espago mensuravel. Definimos a seguinte funcao:

wX — [0, 00]
E s u(E) = #E.

onde consideramos p(E) = oo caso E seja um conjunto infinito. Temos que p é uma

medida, denominada medida de contagem em (X, X).

Agora, queremos construir uma nogao de volume (a qual chamaremos medida de

Lebesgue) de subconjuntos em geral de R™, em vez de apenas em retangulos ou cubos.

Se denotamos por L(R™) a cole¢ao dos conjuntos ditos Lebesgue-mensuraveis e
denotamos por u : L(R™) — [0, 00] a medida de Lebesgue em R™, queremos que a partir
da nossa construcao o conjunto L(IR™) contenha todos os retangulos n-dimensionais e p(R)

deve ser igual ao volume usual do retangulo R.

Infelizmente, nao é possivel definirmos diretamente o conceito de medida de Le-

besgue em R" de forma consistente. Por exemplo, em [2] foi provado que, para n > 3,
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pode-se dividir uma bola em um ntmero finito de pedagos e usar isometrias (translagoes e
rotagbes) para reorganizar os pedagos em uma bola de qualquer volume desejado. Isso é

chamado usualmente de paradoxo de Banach-Tarski.

Para realizarmos a construcao desejada, serd necessario o conceito de medida

exterior.

Definigao 2.3.5. Uma fungio u* : P(X) — [0,00] é chamada de uma medida exterior

quando satisfaz as sequintes propriedades:

1. p*(0) =0.
2. Para qualquer cole¢io enumerdvel {Ey,}neny € X de conjuntos dois a dois disjuntos,

tem-se p* (U En> <> pH(En).

neN neN

Ou seja, a medida exterior substitui o conceito de aditividade da medida por uma
espécie de subaditividade. A partir disso serd possivel definirmos de maneira consistente
uma medida de Lebesgue, como comentada anteriormente. Isso acontece pois a propriedade
de aditividade é muito forte. Ao enfraquecermos essa propriedade, podemos sair do

paradoxo de Banach-Tarski.

Nossa ideia é construir uma medida exterior atuando sobre todos os subconjuntos
de R™ que aproxime o volume de um subconjunto pela unido enumeravel de retangulos
contendo o subconjunto. Em seguida, restringimos essa medida exterior a uma sigma-

algebra onde ela seja aditiva, obtendo portanto uma medida.
Defini¢ao 2.3.6. Um retdngulo fechado n-dimensional (ou simplesmente reténgulo)
¢ um subconjunto R C R"™ da forma

R = [al,bl] X o X [an,bn]

onde —00 < a; < b; < oo parai=1,...,n. O volume u(R) de R é

w(R) = (by —ay)(ba — ag) ... (b, — ay).

Sen =1oun = 2, ovolume de um retangulo é seu comprimento ou area,
respectivamente. Consideramos () como um retangulo de volume zero. Denotamos por

R(R™) a colegao de todos os retdngulos em R™. Entdo, R — p(R) define uma aplicagao
i R(R™) — [0, 00].

Defini¢ao 2.3.7. A medida exterior de Lebesgue é uma aplicag¢io p* : P(R™) — [0, o0],
onde p*(E) de um subconjunto E C R™ é definida como
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(*(E) = inf {i n(R); E C fj Ri, R; € RGR")} ,

i=1
onde o infimo € tomado sobre todas as colecoes enumerdveis de retangulos cuja unido cobre
E.

A prova de que a medida exterior de Lebesgue, como definida acima, é de fato uma

medida exterior, pode ser encontrada em [17, Teo. 2.4].

Definicao 2.3.8. Um subconjunto A C R™ ¢é dito Lebesgue mensurdvel se

pH(E) = p (ENA) + p (BN A°).

para todo subconjunto E C R™. Denotamos a colecao dos conjuntos Lebesque mensurdveis
em R™ por L(R").

Teorema 2.3.9. A colecao L(R™) € uma o-dlgebra de subconjuntos de R" e a fungdo

definida como ju = p*|pwny € uma medida.
Demonstragdo. [17, Teo. 2.9] O

Definigao 2.3.10. A medida definida como p = p1*|wn) € chamada medida de Lebesgue

em R™.

Finalmente, conseguimos definir uma nog¢ao de volume em R™. Como era esperado,

valem as seguintes propriedades:
Teorema 2.3.11. 1. Todos os retangulos em R™ sdo Lebesque mensurdveis.
2. Se R é um retangulo em R™, entao u(R) = pu*(R) = vol (R).
3. Se ACRYN e h R, e definimos a translagio de A por h como
A+h={z+h; z € A},

temos
p(A+h) = p (A).

Além disso, A+ h é Lebesque mensurdvel se, e somente se, A é Lebesque mensurdvel.
Demonstragao. [17, Prop. 2.7, Prop 2.11, Prop. 2.16] O

O item 3 no Teorema acima implica que a medida de Lebesgue é invariante por

translagoes. Portanto, nao caimos no paradoxo de Banach-Tarski.

Agora, faremos algumas tltimas defini¢oes relevantes antes de entrarmos de fato

na Teoria Ergddica.
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Definicao 2.3.12. Dizemos que (X, X, 1) é um espago de medida finita quando u(X) < oo.

Caso tenhamos w(X) = 1, dizemos que p € uma medida de probabilidade.

Note que dado um espago de medida finita qualquer (X, X', 1), existe uma medida
de probabilidade definida em X. De fato, basta considerarmos

v:X — 0,00, El—)y(E):@.

pu(X)
Sejam (X, X', ;1) um espago de medida e P uma propriedade em X. Dizemos que
P ¢ satisfeita em p-quase todo ponto de X (u-q.t.p. em z) se P é satisfeita em um
conjunto Y C X tal que u(X \ Y) = 0. Ou seja, a propriedade P é satisfeita em P exceto

por um conjunto de medida nula.

Definigao 2.3.13. Uma aplicacio f : X — X € dita uma aplicagdo mensurdvel quando
[~YE) € X sempre que E € X. Isto é, quando a pré-imagem de conjuntos mensurdveis

sao também conjuntos mensurdveis.

2.3.2 Teoria Ergddica

A Teoria Ergddica se ocupa em estudar o comportamento de sistemas dinamicos
relativamente a medidas que permanecem invariantes sob a acao da dinamica. Mais
precisamente, busca-se descrever as propriedades validas para p-quase toda trajetoria,
onde p é uma medida invariante. Comegamos, entdao, por definir essa nog¢ao de medida

invariante, e enunciar alguns resultados importantes.

Definigao 2.3.14. Seja (M, X, ) um espago de medida e f : M — M uma transformagao

mensurdvel. Dizemos que a medida p € invariante por f (ou que f preserva u) se

para todo conjunto mensurdavel 2 C M.

Heuristicamente, essa defini¢ao nos diz que a probabilidade de um ponto pertencer

a um conjunto ¢é igual a probabilidade de sua imagem estar no mesmo conjunto.

E natural buscarmos estender tal defini¢ao a sistemas dinamicos de tempo continuo,
isto é, fluxos. Dizemos que uma medida p é invariante por um fluxo (X*);cgr se ela é

invariante por cada uma das transformacoes X' : M — M, ou seja, se

para todo conjunto mensuravel £ C M e para todo t € R.

Seja M uma variedade riemanniana qualquer de dimensao n > 2. Por simplicidade,

supomos que M é uma variedade orientavel. Neste caso, a medida de Lebesgue é dada por
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uma n-forma diferencial 1 chamada forma de volume, a qual foi descrita anteriormente.

Dada uma carta local (U, ¢) com ¢ = (x1,...,x,), podemos escrever

= pdry \--- A\dx,.

Assim, o volume de qualquer conjunto mensuravel B contido em (U, ¢) é dado por

vol(B) = / p(x1, ... xpn)dry A N dxy,.
B

Seja X um campo vetorial em M de classe C'. Em coordenadas locais, escrevemos

X1, ) = (Xao(zr, ooy zn)s oo, Xz, oo my))

Desta forma, definimos o divergente de X como sendo

opX dpX
o0xq Tt ox,,

divX =

Tal definicao independe da escolha de coordenadas locais.

Teorema 2.3.15 (Teorema de Liouville). Sejam M uma variedade riemanniana orientada
e X € XL(M) um campo vetorial de Lipschitz que gera um fluzo (X")ier. O fluzo (X')icr

preserva a medida de volume p se, e somente se, divX =0 em todo ponto de M.

Demonstracao. Seja F um conjunto mensuravel contido na variedade M e considere
By = XY E), para cada t € R. Assim, temos

11(By) :/Bt d“:/x_t(E) duz/E(X‘t)*dM-

Como o integrando a direita depende suavemente de (t,p) em M, podemos dife-
renciar essa expressdo. Para isso, usamos a férmula de Cartan para a derivada de Lie da

forma de volume usual ([19, Pag. 344]):

Lxdp=X Jd(dp) +d(X Jdp) = (divX)dp,

pois d(dp) é uma (n + 1)-forma diferencial em uma n-variedade. Dai, segue que

leot(B) = [ S (X = [ (X)"(Lxdp)

[E (X' ((divX)dp) = / (divX)dp.

Xto
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Isso posto, suponha que divX = 0. Segue da expressao (2.1) que u(B) = u(X4(F))
¢ uma fungao constante de ¢ para todo F mensurdvel. Portanto, u(F) = pu(X *(F)), para
todot € R e £ C M mensuravel.

Para provarmos a reciproca, suponha que divX # 0. Entao, sem perda de gene-
ralidade, existe um ponto p € M tal que divX(p) > 0. Assim, existe U uma vizinhanga
aberta de p tal que divX >0 em U.

Portanto, pela expressao (2.1), u(X *(F)) é uma fungdo crescente em relagao a t,

e portanto o fluxo (X*);cr nao preserva medida de volume. O

Exemplo 2.3.16 (Rotagoes em Toros). Considere a relagao de equivaléncia em R?

('le"'axd)N(yla--'ayd)@(l‘l_yla"'axd_yd)EZd

Chamamos de d-toro o espaco quociente T¢ = R¢/Z<.

A rotagao associada a um vetor 6 = (6, ...,0,) do toro é dada pela aplicagao

Ry : T4 — T Ry([]) = [2] + [6].

Seja A a medida de volume em R? e seja 7 : [0,1]¢ — T? a projegdo candnica, ou
seja, m(z) = [z]. Definimos a medida de Lebesgue no toro por u(B) = A(7~(B)), para

todo B C T¢ tal que 7~ !(B) é mensurdvel.

Afirmamos que g é uma medida invariante por Ry para todo 6. De fato, queremos
mostrar que p(B) = u(R,*(B)), ou seja, A(7~(B)) = A7~ (R, (B))). Note que

N Ry;NB))={z€[0,1]*: [x+6] € B}.

Provemos que 7 (R, (B)) = 7~'(B) — 6.

Seja v € 7 1(R, " (B)). Entao, segue que v + 6 = 77 ([z + 6]) € 7 *(B), o que
implica que x € 7' (B) — . Reciprocamente, se z € 7' (B) — 0 entao [z + 0] € B, donde
segue que z € T (R, (B)).

Como A é invariante por translacoes, temos

Uma questao que surge de forma natural é a seguinte: quando podemos garantir a
existéncia de medidas invariantes por uma fungdo em um determinado espaco? O seguinte

Teorema nos fornece essa resposta, e nos mostra que é bastante comum a existéncia de tais
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medidas, pois nao precisamos pedir muitas hipoteses, apenas a compacidade do espaco e a

continuidade da uma funcao.

Teorema 2.3.17. Seja f: M — M uma transformacao continua em um espaco métrico

compacto. Entao existe pelo menos uma medida de probabilidade em M que € invariante

por f.
Demonstragao. [26, Pag. 42] O

Uma consequéncia de termos uma medida invariante finita é que quase todo ponto
de qualquer conjunto mensuravel é recorrente, ou seja, quase todo ponto em um conjunto
mensuravel E regressa infinitas vezes a F ao longo da evolucao do sistema. Tal fato é

enunciado e provado a seguir para sistemas dinamicos discretos:

Teorema 2.3.18 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja f : M — M uma transfor-
magao mensuravel e p uma medida finita invariante por f. Seja E C M mensurdvel com
w(E) > 0. Entao, para p-qtp x € E, existem infinitos valores de n para os quais f™(x)

também esta em E.

Demonstracao. Seja Ej o conjunto dos pontos que nunca regressam a k.
Afirmagao: Suas pré-imagens F~"(FEj) sao disjuntas duas a duas.

De fato, suponha que existe m > n > 1 tal que f~™(Ep) intersecta f~"(Ey).
Seja x um ponto na intersecdao, e y = f"(z). Entdo, y € Ey pois z € f"(Ep) e
™ (y) = f™(z) € Ey, o que contradiz y € Fy. Logo, a afirmacao é valida.

Como p é invariante, u(FEo) = pu(f~"(Ep)),Vn > 1, conclui-se que
1( Ql [ (Eo)) = Z:lﬂ(fin(Eo)) = Z:lﬂ(Eo)

o
Como p é medida finita, a expressao a esquerda é finita. A fim de que Z w(Ep) < oo,
n=1
¢ necessario que todas parcelas sejam nulas, pois sao todas iguais e positivas. Logo,

1(Eo) = 0.
Agora, seja F' o conjunto de pontos que regressam a £ apenas um ndmero finito de

vezes. Como consequéncia da definicdo, todo = € F tem algum iterado F*(z) € Ey. Dai,
Fc Y E).
k=0

Como p(Ey) = 0 e u é invariante, segue que

[e.e] o oo

p(F) < u(J F(E) < D0 u(f ™ (Eo) = 3 u(Eo) = 0.

k=0 k=0 k=0



42

Portanto, u(F') = 0. O

Para provarmos o caso continuo deste Teorema, suponha que p seja uma medida
invariante finita de um fluxo (X*);cg. Por definicdo, p é invariante pela transformagao X*.
Aplicando o Teorema de Recorréncia de Poincaré no caso discreto a essa transformagao,
concluimos que, dado £ C M com u(E) > 0, para quase todo p € E existem uma

sequéncia (t;);er, onde t; — oo, tal que X% (p) € E.

Definigao 2.3.19. Dado um conjunto £ C M, para cada ponto x € E, o tempo médio

de visita de x a E ¢ definido como:

1 )
T(z, E) = lim — > pro f(x) (Caso Discreto)
m—00 1, 4
g=1
1T ¢ ,
7(z, FE) = Tlgrgo T ), wE° X*(x)dt (Caso Continuo)

quando os limites existem, onde g € a funcdo caracteristica do conjunto E.

A existéncia de tais limites é fonte de resultados importantes chamados Teoremas

Ergédicos. A préxima definicao e os seguintes resultados sao nesse sentido.

Definicao 2.3.20. Uma sequéncia de fungoes (gn)n, onde g, : M — R para cada n € N,

¢ dita subaditiva por uma transformacdao f: M — M se

Imin < gm + gn o f™ para todo m,n > 1.

FEquivalentemente, uma familia (gs)ser, gs : M — R para cada s € R, é dita

subaditiva por um fluzo (X")icr se

st < gt + gs o X' para todo s,t € R.

Denotamos por L'(1) o conjunto das fungdes p-integraveis, ou seja, o conjunto das

fungdes g : M — R tal que [, |g|ldp < oo.

Teorema 2.3.21 (Teorema Ergddica Subaditivo de Kingman). Seja p uma probabilidade
invariante para uma transformacao f: M — M e seja g, : M — R, n > 1, uma sequéncia
subaditiva de fungoes mensurdveis tal que g € L*(p). Entdo a sequéncia (g,/n), converge
em p-quase todo ponto para uma funcgao f-invariante g : M — [—o00,+00). Além disso,
gt € Li(p) e

o1
/gndu = ;gg;/gndu € [—00,+00).

1
/gd,u: lim —

n—oo n,

Demonstracao. [26, Pag 74]. O
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Teorema 2.3.22 (Teorema de Kingman para Fluxos). Seja u uma probabilidade invariante
por um fluzo (X')ier € seja (gs)ser uma familia de fungoes aditivas pelo fluzo tal que a

fungio ® = sup gf € L'(u). Entdo, (1/t)g, converge em p-quase todo ponto para uma
0<s<1

funcio g tal que gt € L*(p) e

1
/Muzgg;/wmh
Demonstragiao. Tome g = lim,, ,.(1/n)g, onde (g,) é uma sequéncia com as mesmas

hipoteses do Teorema anterior. Para ¢ > 0 nao inteiro, escrevemos t =n+ scomn € N e
s € (0,1). Entao,

G < gnt+gsof"<gn+®Pof" (2.2)

Gt > g1 — G1-s0 X' > g, — Do X" (2.3)

Pelo Lema 3.2.5 de [26], a desigualdade (2.2) implica que

) 1
lim sup Egt <g.

t—o00

Analogamente, a desigualdade (2.3) implica que
lim inf L >
im inf —g; > g.

1 1 1
Dai, lim;_, ;gt = ¢g. Também segue que lim;_, . n J g¢dpi coincide com lim,, oo — [ g,dp =
n

du pelo Teorema anterior. O]
Jgdp p

Sejam (X');er um fluxo que preserva a medida de probabilidade p e ¢ : M — R

uma funcao integravel. Note que a familia indexada pelos reais definida por

or(e) = [ wX (@)

satisfaz
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Portanto, (pr)rer é uma familia subaditiva para o fluxo. Pelo Teorema de Kingman

para Fluxos, concluimos que

existe em p-quase todo ponto e

.1 .1
[ s = Jim 7 [ ondis = int 7 [ ord € [=o0.+00).
Esse resultado da origem ao seguinte Teorema:

Teorema 2.3.23 (Teorema Ergddico de Birkhoff para Fluxos). Se pu é uma probabilidade
invariante por um fluro (X')cr € o € L' (1), entdo a fungdo
. I ;
P(w) =7 [ p(X @)t
0

estd definida em p-quase todo ponto, e

/ odp = / pdju.

2.4 Cociclos Lineares e Expoentes de Lyapunov

Seja GL(n,R) o conjunto das transformacoes lineares inversiveis de R”. Dada uma
aplicacao mensuravel inversivel f : M — M que preserva uma medida u, para qualquer
fun¢do mensuravel A : M — GL(n,R) a fungdo A : M x Z — GL(n,R) definida como

A(z,m) = A(fm= (@) A(fm2(2)) ... Alz), m > 0,
Az, m) = A(f™ (@) A(™ @) 7 AT @) m<,

¢ denominada cociclo linear mensuravel sobre f, ou simplesmente cociclo.

Note que, dado z € M e m, k € Z o cociclo A satisfaz
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A(l‘7 m + k) = A(fm(x)v k).A(ZL‘, m)

De fato, se m, k > 0, temos:

A(z,m + k) = A(f" () ... A(f™ (@) A(f" (@) - Al)
AU @) - A (@) A (@) - Alz)
= A(f"(x), k) Alz, )

Se m, k < 0, temos:

Az, m+ k) = A(f™ (@)~ AT @) A (@) A T (@)
=AM @) T AT @) A @) AT @)
= A(f" (), k) Az, m).

Além disso, se considerarmos m > 0 > k e m + k > 0, por um lado temos

A(z,m+ k) = A(f"(2)) .. A(f*(2)) A(f (2)) A(2).

Por outro lado,

A(f™ (@), k) = A" @)™ AT @))) 7
Az, m) = A(f" (@) A(f" (@) ... Al).

Logo, tomando 7 = m + k > 0, temos

A(f™(2), k) Az, m) = ACFE(F™ ()7 AT (@) TTAG™ @) A (@) - Ale)
A(f (@)™ A (@) A @) A T () -

AT ) AP () AP (=) -

= A(x,m + k), pois

A (@) AU @) A (@) - AP (@) = Td

Além disso, note que A(z, 1) = A(z).

A aplicacao A é chamada o gerador do cociclo A.



46

Definicao 2.4.1. Para um cociclo A : M x Z — GL(N,R) sobre a transformag¢dio
f:M — M e para (x,v) € M x R"\ {0}, o nimero
ot . ot : 1
X =X (x,v) :=limsup — log || A(xz, m)v||
m—oo 1N
¢ chamado de expoente de Lyapunov superior de (x,v) com respeito ao cociclo A.

Por definigio, escrevemos X' (x,0) = —oo. Se, além disso, existe o limite

1
- ot
Jim, —Jog | A(z, m)el| = x*(z,0),

entao esse nimero é chamado de expoente de Lyapunov de (x,v) com respeito ao

cociclo A.

Lema 2.4.2. Dado um cociclo A sobre f, valem as sequintes propriedades:

1. Para (x,v) € M xR™ e A € R\ {0} temos X" (x,v) = x1(z, \v).
2. Sev,w € R", entio XT(z,v + w) < max{x"(z,v),x"(z,w)}.
3. Se xt(x,v) # X (x,w), vale a igualdade no item anterior.

4. O conjunto {x*(z,v); (x,v) € M x R"} € finito, com cardinalidade menor ou igual

a dimensdao de M.

Demonstracao.

1
X (z, W) := limsup — log || A(z, m)\v||
m—oo 1N
1
= limsup — log |A| - || A(z, m)v||
m—oo 11

1
= limsup —[log [A| + log [|A(z, m)vl|] =X"(z,v).
m—r0o0

2. Suponha, sem perda de generalidade, que |[A(z, m)v|| < || A(x, m)w||. Entao, como

1
er(x,v) := lim sup — log || A(z, m)v||
m—oo TN
1
< limsup — log || A(z, m)w|
m—oo T

= Y+(x>w)'

Usando a linearidade de A(z,-) e a propriedade 1, temos:
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1
X" (z,v +w) = limsup — log || A(z,m)(v+ w)]|

m— 00

1
< limsup — log [[|A(w, m)v|| + [|A(z, m)w]]

m—00

1
< lim sup — log ||2A(z, m)wl|
m—oo 1

()

=X"(z,2w) =X
= max{x"(z,v), X" (z,w)}.

3. Suponhamos que |[A(xz,m)v|| < |[A(z,m)w]|| e, portanto, Xt (z,v) < X' (z,w).

Usando as propriedades 1 e 2, temos:

X (2,0 +w) <Y (z,w) =Y (2, w+0v—0)
< max{x " (z,w +v),x (z,—v)}
= max{x"(z,w +v), X" (z,v)}. (2.4)

Além disso, note que Yt (z,v 4+ w) > X" (z,v). Caso contrario, terfamos

X' (2, w) < max{X"(z,v+w), X" (z,0)} = X" (2,v),

0 que por sua vez implicaria em Y (z,w) = X (x,v), o que contraria a hipditese.

Portanto,
X' (v +w) <X (2, w) <X (w0 +w).
Dai,
X' (20 +w) = X" (2, w) = max{x" (z,v), X" (z,w)}.
4. Primeiro mostremos que o conjunto A = {vy,...,v; v; € R"\ {0} ek < n}

satisfaz X (x,v;) # X (x,v;) sempre que i # j, entdo o conjunto A é linearmente
independente. De fato, suponhamos por absurdo que existem aq,...,a, € R nao

todos nulos tal que ayv; + ... apvr = 0. Entao,

X (2, qv1 + ... pup) = —00.

Pela propriedade 3, podemos mostrar indutivamente que
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X (z, 101 + ... oqop) = max{x " (z,v;); i=1,...,k}.

Portanto,

X (2,101 + ... oqop) = max{x " (z,v;); i =1,...,k} # —o0,

o que é um absurdo. Logo, A é linearmente independente.

]

Seja f : M — M uma transformagdo mensuravel e seja p uma probabilidade
invariante por f. Sejam 0 : M — GL(n,R) e 7' : M — GL(n,R) a aplicagdao definida

por 0~!(z) = matriz inversa de 6(z). Consideremos também

¢ ™ (x) = inversa de ¢"'(f"(x))

para todom > 1 e x € M, os cociclos gerados por 6 e 871, respectivamente. Nestas

condicoes, temos o seguinte teorema:
Teorema 2.4.3 (Teorema de Furstenberg-Kesten). Se log™ ||0]| ¢ integrdvel, entdo
Amaz = i L 1 m
mar — ml_{r(l)oa Og“¢ (l’)H
existe em p-quase todo ponto. Também, A, € integravel e
[ Aoattie = Jim_ [ 1og |l¢™|dp = inf - [1og]|¢™|dn.
m—00 1, m m
Além disso, se log™ ||¢p7Y|| € integrdvel, o limite
Amin = i L 1 -m
existe em p-quase todo ponto. Também, A, € integravel e
Amindp = 1i 11 “|dp = 1l —|d
[ Amindie = Jim_ —— [1og|l6™"|dp = sup—— [ log] |6~ ld

Demonstracao. Note que, pela definicao de cociclos, as sequéncias definidas por

P (x) = log||¢™(x)]] e o™ (x) = log |~ ()]
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sao subaditivas para f. Logo, do Teorema Ergddico de Kingman, segue o resultado.
m

Corolario 2.4.4. Dado A um cociclo, para cada nimero real x e cada x € M, o conjunto

Ey(z) :={v € R X" (2,v) <x}
¢ um subespago vetorial de R™, e se x1 > X2, entdo E,,(v) C E,,(x).
Demonstracao. Segue do Lema 2.4.2. O

Além disso, como consequéncia, para cada x € M existe um inteiro s(z) < n, uma

colecao de ntimeros

X1(7) < xa(®) < < X (@),

e subespacos vetoriais

{0} C E\,(2) C Ey,(x) C - C By, (z) =R"

s(x)
tais que, para qualquer v € E,, () \ Ey,(x), temos x*(z,v) = xit1(x).

Chamaremos de:

1. Expoente de Lyapunov superior em x com respeito ao cociclo A os nimeros

Xi(x) parai=1,...,s(x).
2. Filtracao em z associada ao cociclo A a cadeia encaixada de subespagos E,,.

3. Multiplicidade do expoente ;(x) o nimero:

li(z) =dim E,,(z) — dim E,, ,(x).

4. Espectro de A em z a cole¢ao de pares dada por

Sp.A = {(xi(x),li(x)); i=1,...,s(z)}.

Exemplo 2.4.5. Seja M = {x} um conjunto unitério. Se A € GL(n,R), entao A(x,m) =
A™(x) e os expoentes de Lyapunov superiores sdo dados pelo logaritmo dos autovalores

da matriz A. Mais ainda, temos que o limite sempre existe.

De fato, suponhamos que {1, ..., \s} sdo os autovalores sem multiplicidades da

matriz A(z), com s < n e sejam vy, com i = 1,...,s os respectivos autovetores. Entao,
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1
X (2, v,) = lim sup — log || A(z, m)o,
m

m—o0
1
= lim sup — log || A™ (x)vy, ]|
m—oo TN
1
= limsup — log || A{"vy, |
m—oo 1

1
= lim sup — log |\[""|
m—oo TN

= lim sup log | A7'[Y™ = log | Ay
m—ro0

Agora, considere o cociclo derivada sobre f, definido por

A(m,m) = Df:;n

que tem como transformagao geradora Df : M — GL(n,R), tal que x € M — Df, :
R" — R"™.
Assim, para cada x € M e v € T, M, o expoente de Lyapunov para f do par

(x,v), considerando o cociclo derivada, é dado por
+ : 1 m
X" (f,z,v) :=limsup — log || D f," - v||.
m—oo T
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Exemplo 2.4.6. A = (1 1) induz uma transformacao linear T no 2-toro T? = R?/Z2.

Os autovalores de A sdo A\ = 3 +2\/3 e Ny = 3 _2\/5

. Seus respectivos autovalores sao

denominados vy e vs.

Sejam (z,y)mod 1 as coordenadas locais de um ponto (2’,y") € T?. Pela definigao
da diferencial entre superficies, nessas coordenadas a derivada de T', D1, ), coincide com

a matriz A.
Como |[\]| > 1 e || < 1, concluimos que:
1. A é uma transformacao linear hiperbdlica.
2. O espago E; gerado pelo autovetor associado a A; é tal que DT(E)) = Ej.
3. O espago E, gerado pelo autovetor associado a Ap é tal que DT'(E,) = Es.

4. T(%y)M =F & E,.

Também, note que:
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« [IDTE) - ol = [[A™(av)[] = faf - [[A™ ()] = |a[AT[|]] = A[[v]], para todo
vE Fyem e Z.
« [|[DT,) - vl = A3'|[v]|, para todo v € Ey e m € Z.

e T(T?) =T

Portanto, 7' é um difeomorfismo Anosov. Por outro lado, considere A : T? —

GL(2,R) tal que (z,y) € T* — DT,,) = A. Tomando o cociclo derivada, temos:

1
+ — 1 - s
X" (z,v) = limsup - log ||DT($,y)UH

1
= limsup — log || A" v]|,
m

ou seja, os expoentes de Lyapunov para T' em qualquer ponto (z,y) € T? e v € R™ sdo
equivalentes aos expoentes de Lyapunov dados pelo cociclo gerado pela matriz A, avaliado

nos autovetores vy € vs.

Pela propriedade 4 acima, qualquer vetor v em T(,,T? pode ser escrito como
v = awy + [vg, para Unicos v; € Fq e vy € Ey. Pelo Lema 2.4.2, o expoente de Lyapunov

para v é dado por:

xH(z,v) = xT(x, avy + Buy) = max{x" (x,v1), x (z,v2)}.

Assim, para ¢ = 1 ou 2, temos:

1 1
lim sup — log || A™v;|| = lim sup — log || A" v;]|
m—oo 1N m—oo 1N
1
= limsup —([log |\"| + log [[vs][]
m—oo 11
1
= lim sup[log |\ Y™ 4+ — log ||vi||] = log |A|.
m—00 m

Portanto, os expoentes de Lyapunov de T" sao

3446
x1(x) = log \ :log< 5 ),

x2(z) = log Ay = log (3 _2\/5> ,

Definimos expoente de Lyapunov de um fluxo X como

1
xT(X,z,v) := limsup glog IDXT - ]|
t—o0
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Note que, para t suficientemente grande, temos

(

1
X (z,v) ~ glogHDX;-vH,

donde

@) | |IDXE ).

Assim, vemos que o expoente de Lyapunov serve para estimar a taxa de expansao

dos vetores no espacgo tangente.

Exemplo 2.4.7. Seja (X');er um fluxo Anosov em uma variedade tridimensional M, que
¢ definido por um campo vetorial e preserva o volume Riemanniano p. Fixamos um ponto
po € M e introduzimos um sistema de coordenadas ¢ = (z,y, z) em B(pg, d) com d > 0 de

modo que ¢(py) = 0, o que simplificamos a notagao botando py =0, e X = 9/0z.

Para cada € > 0, seja T. = S* x D. C B(0,d) o toro sdlido obtido ao se rotacionar

o disco

D. = {(x,y,2) € B(0,d); z=0¢e (y —d/2)* + 2* < (ed)*}

em torno do eixo z. Um ponto no toro sélido pode ser representado como (6, y, z), com
e Se(y,z2)€D..

Para todo 0 < a < 27, consideramos a se¢ao transversal do toro sélido II, =

{(0,y,2); 0 =a} e construimos um novo campo vetorial em M \ T, o qual denotaremos

X.
Lema 2.4.8. Existe um campo vetorial X de classe C™ em M \ 1% tal que o fluzo Xt
gerado por ele satisfaz as sequintes propriedades

1. Xz = X,

2. Para qualquer 0 < o, f < 2w o campo vetorial X\Hﬁ ¢ a imagem do campo vetorial

X|Ho¢ pela rotagao ao longo do eizo z que leva I1, em Ilg.

3. Para todo 0 < a < 27, os unicos 2 pontos firos do fluxo Xt|na sao aqueles na

intersecdo de Il, com os planos z = +ed.

4. Para todo 0 < a < 27 e (y,2) € Dy \ int D., a trajetéria do fluvo X*|, passando

pelo ponto (y,z) € invariante pela simetria (o, y, z) — (o, y, —=2).

5. O fluzo Xt|na preserva a medida condicional induzida por p no conjunto I1,.

Demonstragdo. [3, Pag 71]. O
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No conjunto T5. \ int 7., introduzimos as coordenadas 61, 65,7 com 0 < 61,0y < 27
e ed < r < 2ed tal que o conjunto dos pontos fixos de X* é composto daqueles em que

r=edet; =0o0ub =m.

Considere o fluxo em Ty, \ int 7. definido por

(01,02,7,t) = (01,05 + [2 —1/(ed)]*t cos Oy, 7)

e seja X o campo vetorial correspondente. Defina

X(x), x € M\ int Ty,
Yir) =1 . 3
X(z)+ X(x), x € int Ty \ int 7.

O campo Y assim definido gera um fluxo Y* em M \ int 7.

Proposigao 2.4.9. O fluro Y preserva a medida u, é ergddico, nao tem pontos fizos e é

nao-uniformemente hiperbélico. Além disso, para p-quase todo ponto x € M \ Tye, temos
x(z,v) <0 seve E*(x) ex(z,v) >0 sev e E%x),

onde E*(x) e E*(x) sao os subespacos estdvel e instdvel do fluro X' no ponto x, respecti-

vamente.

Demonstragao. Pela construciao de Y?, ele preserva a medida pg. Como os campos
vetoriais X e X comutam, Y é ergédico. O fato de Y nao ter pontos fixos também surge

da construcao do fluxo. Provemos a ultima afirmacao.

Considere a seguinte funcao:

T(e,t) = [ or. (X*(@)ds,

onde ¢p,. denota a funcao caracteristica de T5.. Do Teorema Ergddico de Birkhoff para

fluxos, temos

T(t, )

. .1t s
fim ——— = lim — /0 e (X°(2))ds

1
= lim -t / o1y dp = p(The).

para u quase todo ponto x € M.

Fixe um ponto x € M \ T,.. Considere um momento de tempo t; no qual a

trajetéria Y(x) adentra o conjunto Ty, e o préximo momento ¢, onde essa trajetéria sai
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de Ty.. Dado um vetor v € E*(x) denote por 0; a projecao ortogonal do vetor D,Y"' v no

plano (z,y) para i =1,2.

Segue da construcao de X* e Y que ||5y|| > ||52]|. Como E*(z) depende continua-

mente de x, existe k > 1 (independente de z, t; e t) tal que

1D:Y 0] = k|| D, X0,

Segue que, para p-quase todo ponto x € M \ Ty, e v € E"(x),

1
x(z,v) = limsup ~ log || D, Y"v||

t—oo T
1
> limsup - log k|| D, Xt~ T@1y||
t—oo T
1
= lim sup _[log | D, X || — log || Dp X T@1y||]
t—00
1
= lim sup — [log || Do X v|| = p(Toc) log || Do X0
t—00

1
= (1 — p(Tye)) lim sup glog ||D.X"|| >0,
t—00

quando ¢ é suficientemente pequeno. Ao repetirmos o argumento com Y~ obtemos

x(x,v) < 0 para p-quase todo ponto z € M \ Ty. e v € E*(z). ]

Defina M; = M \ T. e considere (M, Y*) uma cépia do fluxo (M, Y?). Pode-
mos colar as variedades M; e M; ao longo das fronteiras 07T, obtendo uma variedade

riemanniana D com bordo. Definimos um fluxo F** em D por:

Yt(l‘), T € Ml,

Fi(z) =1 _ N
Yt(l’), T € Ml.
Claramente, F"' é nao-uniformemente hiperbdlico e preserva a medida .

Neste exemplo, construimos um fluxo com expoentes de Lyapunov nao nulos, a

partir de um fluxo Anosov.
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3  Expoentes de Lyapunov em Campos Diferenciaveis

3.1 Introdugao e Definicoes

Todo o desenvolvimento deste capitulo tem como objetivo demonstrarmos o seguinte
Teorema, devido a J. Bochi [12]:

Teorema 3.1.1. Existe um subconjunto residual R C %L(M)* tal que, se X € R, temos
que ou X é Anosov ou para u-q.t.p. p € M, todos os expoentes de Lyapunov de X' sdo

nulos.

Seja M uma variedade riemanniana compacta de classe C* sem bordo e tridi-
mensional. Denotamos p uma forma de volume em M, X : M — TM um campo vetorial
em M e X': M — M seu fluxo associado, isto é, dd—)ﬁpzs = X(X*(p)). Denotamos X" (M)
o espago dos campos vetoriais de classe C" em M e X7 (M) o subespago dos campos
vetoriais de classe C" que tém divergente nulo em M, e portanto, preservam a forma de
volume p. Assumimos que o espago XJ,(M) estd munido da topologia C'. O fluxo X!
possui um mapa tangente DX; que € a solugao da equacao diferencial linear nao autéonoma
u(t) = DX xi(pu(t)

O Teorema a seguir é de grande importancia para o estudo de expoentes de
Lyapunov de campos vetoriais, pois nos da as condigoes para a existéncias dos mesmos. A

demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [22].

Teorema 3.1.2 (Teorema de Oseledets). Considere X € X,(M) e seu fluzo associado
X' M — M. Temos, para p- q.t.p. © € M, uma decomposicao mensurdvel do espaco

tangente em x
T.M=E'&E*®- @& E

denotada decomposicio de Oseledets, e nimeros reais A\i(z), ..., Ay (x) chamados Expo-

entes de Lyapunov, tal que:
« DXL(E}) = Exy)
) 1 .
o limy o n log || DXL - v'|| = A\i(z)
para qualquer v; € EL\ Oei=1,..., k(x).
A partir do Teorema de Oseledets enunciado acima, podemos concluir que

1 k(z) ‘ .
tllglo i log [det(DXL)| = > Ni(z)dim(EL).

=1
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Corolario 3.1.3. x"(X,z) = sup,cr, 1 X(X, 2,0)

Dizemos que o € M é uma singularidade de X se X (o) = 0, e S(X) denota o
conjunto das singularidades de M. O complementar de S(X) é o conjunto dos pontos

regulares do fluxo de X. Para um ponto regular de X, denote por
N, ={veT,M;{v,X(z)) =0}

o complemento ortogonal da dire¢do do fluxo [X], = [X(z)] em T,M. Denote por
O, :T.M — N, a projecao ortogonal de T, M em N,. Para todo t € R, defina

P%(2) : N, = Nxt(y) por Py (z) = Oxt(,) o DXL,
Note que P = {P%(2);t € R, X(z) # 0} satisfaz a identidade do cociclo:
P (2) = P5(X4(2)) o P4 (2), para todo t,s € R.

A familia P é chamada fluxo linear de Poincaré de X.

Definicao 3.1.4. Seja A um subconjunto Xt-invariante de M. Uma decomposicio do
fibrado normal N = N' @ N? ¢ dita m-dominada para o fluzo linear de Poincaré se ela
¢ Pl -invariante e podemos encontrar m € Z tal que, para todo x € A, temos

_ PR @)INY] _ 1

S,

AEEm) = B ve < 2

Neste contexto, podemos reenunciar o Teorema de Oseledets para os Expoentes
de Lyapunov associados ao fluxo linear de Poincaré, de acordo com [5, Teorema 2.1], da

seguinte maneira:

Teorema 3.1.5. Seja X € S{}L(M) Para p-q.t.p. p € M, existe o Fxpoente de Lyapu-
nov superior X¥(X,p) definido pelo limite limHoo%log [|P%(p)|| que € uma fungdo de p

mensuravel e nao negativa.

Seja X7,(M)* o subconjunto de X7, (M) de campos sem singularidades. Usaremos a

seguinte proposicao para demonstrar o Lema 3.1.7:

Proposicao 3.1.6. Seja X € %Z(M)* e A, um conjunto X'-invariante com uma de-

composi¢io m-dominada para o fluro linear de Poincaré. Entao, p(A,,) = 0 ou X €

Anosov.

Demonstragao. Veja a Proposi¢ao 2.5.1 em [6]. ]
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Lema 3.1.7. Eziste D C X (M)* tal que D é C' — denso e, se X € D, entdo X' é
aperiddico (isto é, u(Per(X")) =0), X € de classe C*, com s > 2, e todos os conjuntos

com decomposicio m-dominada para o fluxo linear de Poincaré tem medida nula ou total

Demonstragao. Por uma versao do Teorema de Kupka-Smale dada por Robinson em
[24, Teorema 1], existe um conjunto C*-residual de campos vetoriais tal que os fluxos
gerados possuem uma quantidade enumeravel de pontos periédicos. Como %Z(M ) munido
da topologia C® é um espago de Baire , segue que temos um conjunto D C*-denso, e em
particular um conjunto C'-denso, de campos vetoriais com uma quantidade enumerével
de orbitas periddicas em X5 (M). Sabemos que X5 (M) é C'-denso em X, (M), entao D é
C'-denso em %}L(M ) por transitividade, e todos os campos vetoriais em D sao de classe C*

Como D possui uma quantidade enumeravel de 6rbitas peridédicas, segue que

X € D = X! é aperiddico. Usando a Proposicao 3.1.6, estd demonstrado o Lema. O]

3.2 Estratégia Para a Demonstracao do Teorema 3.1.1

. _ 1
Dado X € X, (M), seja A" (X, p) := lim;_, i log || P%(p)|| o expoente de Lyapu-
nov superior, cuja existéncia é garantida pelo Teorema de Oseledets no contexto de fluxos

lineares de Poincaré.

Definimos a fungao entropia sobre qualquer conjunto I' C M como

LE(.,T) :X,(M) — [0, +00)

XH/FA*(X,p)du(p)

Observacao 1. Seja f : W — R, onde W é um espago topoldgico. A funcao f é
semicontinua superior se, e somente se, para todo ¢ > 0 o conjunto {z € W; f(z) < d§} é

aberto. Além disso, o infimo de fungoes continuas é uma funcao semicontinua superior.

1
Lema 3.2.1. LE(X,T) = inf,>1 — [plog ||P%(p)||du(p). Portanto, LE(.,T') é uma fungio
= n

semicontinua superior.

Demonstragao. Temos:

LE(XT) = [ (X p)du(p) = Jim - [ 1og|1PE(0)ldp(p).

Note que a sequéncia definida como z,(X) = [; log ||P¥(p)||du(p) é subaditiva. De

fato,
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Taim(X) = [ Log 1P (0)]du(p)
= [1og | P(X™(9)) o P )l dn(p)
< [ og1P (X" ()| - 1% @)l ldap)

= [ log I PEX™ () lldpa(w) + [ 1og 1P (0)]|da(p)

1 1
Assim, lim —z,(X) = inf —z,(X).
n—oo n,

n>1ln
Como cada z,(X) é uma funcao continua, pela observagao anterior segue que

LE(X,TI') é semicontinua superior. O

Proposicao 3.2.2. Seja X € %i(M)*, com X aperiédico e com conjuntos hiperbélicos
de medida nula. Sejam dados £,0 > 0. Entdo, ezxiste um campo vetorial Y conservativo de
classe C' que estd e-C'-prézimo de X tal que LE(Y) < §.

Agora, apresentamos a demonstracao do Teorema 3.1.1:

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.7, temos um conjunto denso D tal que todo X em D é
de classe C?, X' é aperiddico e com conjuntos hiperbélicos tendo medida nula ou total.
Denotemos por A o conjunto dos campos vetoriais conservativos Anosov, e temos que A é

um conjunto aberto.

Para todo k € N, definimos o conjunto Ay, := {X € X,(M)*; LE(X) < 1/k}. Pelo
Lema 3.2.1 temos que a fun¢ao entropia, LE, é uma fun¢ao semicontinua superior, donde
os conjuntos Ay sao abertos para todo k € N. Fixemos algum k € N e tome 6 = 1/k > 0.
Seja X € A°, e note que neste conjunto, todos os conjuntos hiperbdlicos tém medida nula,
pela Proposi¢ao 3.1.6. Entao, dado € > 0, pela Proposicao 3.2.2, existe um campo vetorial
Y conservativo de classe C! que estd e-C'-préximo de X de modo que LE(Y) < 1/k, o
que implica que Y € Ay. Isto prova que Aj é C'-denso em A€ para todo k£ € N. Logo, o

conjunto definido por

R = mAUAk

keN
é um subconjunto C'-residual, pois int(A U Ag) = int(A) Uint(Ax) = AU Ay, que é
C'-denso em X,,(M) pois A ¢é denso em si mesmo e A é denso em A° para todo k € N.
Por outro lado, R = AU (MgenAr) = AU{X € X,(M); LE(X) = 0}, logo, para
X € Q tem-se que ou X é um campo vetorial Anosov ou LE(X) = [, ATdu(p) = 0. Esta

igualdade implica que p-quase todo ponto p € M possui todos os expoentes de Lyapunov

nulos, e portanto, o Teorema estda demonstrado. O
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4 Novo Expoente de Lyapunov

Em 2010, Bessa e Silva definiram um novo expoente de Lyapunov para homeo-
morfismos (ver [10]), ndo dependendo da transformagao derivada, e provaram que existe
um subconjunto denso do conjunto de homeomorfismos que preservam area definidos em
uma superficie compacta, sem bordo e conexa, no qual todo elemento tem expoente de
Lyapunov igual a zero, para Lebesgue quase todo ponto. Além disso, em outro resultado
também mostraram que a fungdo que associa um homeomorfismo que preserva densidade
de 4rea munido da topologia C & integral do seu novo expoente de Lyapunov superior em

toda a superficie nao é semicontinua superior.

Inspirados nesse trabalho, para campos vetoriais de classe CY, isto é, que nao
necessariamente sao diferencidveis, iremos definir um novo expoente de Lyapunov, que nao
depende da derivada do campo, e mostraremos que no caso em que o campo ¢é diferenciavel,
a nova defini¢do do expoente de Lyapunov coincide com a classica, apresentada no capitulo
anterior. Apos estabelecida a defini¢do, vamos buscar demonstrar resultados analogos aos

de Bessa e Silva.

Assuma que M estd munida de uma métrica riemanniana (podemos assumir isso
devido a Proposi¢ao (2.1.22)) e denote por ||.|| a norma induzida nos espagos tangentes.
Seja %2(]\4 ) 0 espago dos campos vetoriais C° que preservam volume. Munimos este

€spaco com a norma

| X [ = sup || X (p)]]-
peEM

Tal norma é chamada norma C°. Pediremos neste capitulo que os campos vetoriais
C? sejam de Lipschitz com relacdo a norma C°, pois assim temos a garantia de que tais
campos geram fluxo. Denotaremos por X),"(M) o espago dos campos vetoriais C® Lipschitz
em M.

4.1 Definicao e Resultados Preliminares

Definicao 4.1.1. Dado um campo vetorial X € X" (M), 0 <r < oo, e x € M, para cada

0>0eteR, uma bola dindmica de X no ponto x é o conjunto
B.(8,1) = {y € MId(X (), X(y)) < & para j € [0,1]}.

Ou seja, a bola dinamica B,(0,t) € a interse¢ao das pré-imagens de bolas centradas

em XI(z), para j € [0,t], de raio 6. Em simbolos, isto é

B,(6,t)= (| X7/B(X(x),0).

J€[0.t]
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Definigao 4.1.2. Seja X € X"(M), 0 <r < oco. Para cada x € M ev € T,M, 0 novo

expoente de Lyapunov de X em x ¢é definido por

1
X4 (X, z,v) := limsup lim ~ log sup A(X, t,x,y)
too 0901 ye(Be @)\ e La

onde

X () = X' (W)l
|z = yl|
L, :={z+ kv|k € R}.

A(X, tz,y) =

?

Para cada x € M, definimos o novo expoente de Lyapunov superior como

1
X&(X,z) :=limsuplim ~log  sup  A(X,t z,y).
t—oo” 0208 T yen, (50)\{x}

Das definicoes, seque que X3 (X,z,v) < x§(X, ).

Os seguintes resultados nos mostram que a nova definicao de expoente de Lyapunov
esta, de certa forma, coerente com a classica. Primeiro, mostraremos que sob condicao
de diferenciabilidade do campo, a nova definicao coincide com a classica. Em seguida,
mostraremos que o novo expoente de Lyapunov ¢, assim como o classico, invariante pelas

orbitas de quase todo ponto da variedade M.

Teorema 4.1.3. Se X € X" (M), 1 < r < oo, entdo para todo x € M ev € T,M, o

expoente de Lyapunov classico coincide com o novo expoente de Lyapunov.

Demonstragao. Sejam (x,v) € TM arbitrario e X € X"(M). Primeiro, mostremos que
XA (X, z,v) < xT(X,z,v). Como X é um campo vetorial diferencidvel, segue que para

todo t € R, existe uma funcao r; tal que

X! (z) = X' W)l = [IDX*(y — =) + ey — 2)]], e

lim "=
v=z ||y — ]
Dai, temos
DX!(y —
sup A(X 12, y) < sup |IDXL(y — )|
ye(Ba(6,)\{z})NLa. yeBa G\ Lew 1Y — 2]
sup |[re(y — )]
veBr (6N )Ly ||Y — 7]
<IDX! |+ swp =l
ye(BaGt\eP)NLew Y — 7|

- ‘ |DXat?|Lm,v

+ ¢r.2(9).
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onde $.(6) = sup b= ol
ve(Bo GO\ La ||y — 2]

Dados §; < d2 ntimeros reais positivos, note que B, (d1,t) C B;(d2,t), donde segue
que ¢ () é decrescente, e portanto, %in(l) ¢1(6) = 0. Assim, se 6 — 0, temos que y — z,
%

donde concluimos que

1 DX (y—
Y& (X, z,v) < limsup - log |lim sup DXoly — ) + lim ¢, ,.(0)
T U RN CIN 8 oV | | I

1
= limsup - log || DX"|| = xT(X, z,v).
t—oo L

Para a desiguldade contraria, considere v € T,,M e € > 0 suficientemente pequeno

de modo que x + ev € B,(t,). Dai,

X () = X' (W)l

sup A(X, t,x,y) = sup
ye(Ba(6,)\ {2} Lo, ye(Ba(6,)\{z})N Lo ||z — ]|
o X (@) = XMzt ev)|| _ [|X(2) = X'z +ev)|
~ g = (z4ev)] e '

[ X () = X'(x + ev)]
le]

Pela diferenciabilidade de X em z, temos que liH(l) = ||DX!v]|, e
e—

note que quando § — 0, € — 0. Assim,

1 Xt Xt
(X, 2,) > limsup lim ~ log L&) = X (@4 ev)l]
t—oo 001 |6|

1
= limsup — log || DX v|| = xT (X, z,v).
t—oo L

Ou seja, das duas desigualdades obtemos x4(X, z,v) = x (X, z,v).

Resta mostrarmos que x (X, z) = xT(X, z). Note que

1
X&(X,z) =limsuplim —log  sup A(X,t,z,y)

t—oo 001 yEBL(6,t)\{z}
1 DXt (y —
<limsup - log |lim  sup DX,y = 2)l] + lim ¢y ()
tooo b [050yen 6oy |y — 2] 050

1
= lim sup — log || DX;0]| = X" (X, 2, v) < X*(X, 2).
t—o0
Pelo Corolario 3.1.3, temos

YT(X,z) = sup xT(X,z,v) = sup x}H(X, z,v).
VET M veT, M
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Como Y4 (X, z,v) < x4 (X, z), segue que

X" (X 2) = sup xn(X,z,v) < xp(X,2).
veT, M

]

Teorema 4.1.4. Seja X € %%L(M). Se para todo 6 > 0 suficientemente pequeno e todo
t € R a fungio g? : M — R dada por

@x)= sup log A(X,t,z,y)
yGBx(é,t)\{$}

é integravel, entao para p-qtp x € M temos

1
XH(X,z) = lim lim —log  sup  A(X,t,z,y)
t—005—0 ¢ yEBL (5,)\{z}

e x4 (X, z) = x4 (X, X3(z)), para todo s € R.

Demonstracao. Sejaz € M, >0et e R. Seja e > 0 qualquer. Temos

X*(Bu(6,t +¢)) = X° ( Q X~(B(X*(z), 5))
= se[gﬂj[):ia(B(Xs(x), 9))
c [m] X (B(X* (), 9))
= Tef[jt] X7T(B(X"(x),9))
= ﬂy XT(B(X"(X5(x)),0)) = Bx=()(0,1).

r€(0,t]

Assim, para todos t, s € R temos

g (x)=  sup  logA(X,t+s,2,y) =
YEBy (,t45)\{z}
Xtts — Xtts XS — X3
L e | IX@ - X E) - X ]
yEB, (8t+5)\{x} || X5 () — X5(y)| ||z —yl|

X)X X @) - X )

< sup log
Xl yeBa(btts)\{a) ||z —yl|

YEB, (5,t+5)\{x} || X5 (e

Além disso, como B,(d,t+ s) C B,(d,t), e
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@ (0,t) ={ue M| d(X"(X°(x)), X" (u)) <6, € [0,t]}
={ue M| d(X"(z), X" (u)) <4, r€[0,t]}
2 {y € M d(X™"(x), X"(X*(y))) <9, r € [0, ]}
D{ye M| d(X"(x),X"(y)) <o, r€]0,s+t]}
B.(d,s+1).

obtemos que

5 X (X (@) — X' (u)]]
girs(x) < sup  log . + sup logA(X,s,z,y) =
- uE€Bxs () (0,t) || X5 () — ull y€Bx(J,5)

= sup logA(X,t, X?(x),u) + sup logA(X,s,x,y) =
uEBXs(z)(&t) YyEBz(d,s)

= g, (X°(2)) + g3(2).

Portanto, (¢?)er ¢ um fluxo subaditivo. Pelo Teorema Ergédico Subaditivo para

fluxos (2.3.22), concluimos que o seguinte limite existe para p-quase todo ponto x € M

1
lim — sup log A(X,t, x,y).
=00 1 yeB,(5:) ( )

Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff para fluxos, segue que ¢2(X*(z)) = ¢’(x), V

s € R. Por consequéncia,

1 1
lim lim — loggt (X?*(x)) = lim lim — loggt( ),

t—00 §—0 ¢ t—o00§—0

ou seja, Y& (X, X*(2)) = x&(X, z) para todo s € R. O
4.2 Densidade dos Campos com Novo Expoente de Lyapunov Nulo em %g’L (M)

Lema 4.2.1. Sejam M uma variedade diferencidvel com ou sem fronteira e g € X+,
com k +a >0, tal que [,;g=0. Entdo existe v € X*T1(M) tal que

divv(z) = g(x), sex € M,
v(z) =0, sex € OM.

Além disso, eziste C = C(a, k, M) > 0 tal que ||v||15k+a < C||9]lk+a- Se g é de

classe C*, entdo v também o é.

Demonstracao. A demonstracao deste Lema pode ser vista em [25, Lema 1]. O
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Fixemos X € %L(M), 7 > 0 e um ponto p € M tal que X*(p) # p, para todo
t € [0, 7]. Defina

L(p, 1) :={X"(p);t € [0,7]}.

Por uma mudanga de coordenadas conservartiva (¢, U), podemos considerar que

1 0
Xl ® = o =

estamos trabalhando no espaco euclidiano R”, que p = 0 e que
v(veja [21]).

Dado r > 0, B,(p) denota a bola de dimensao n — 1 centrada em p de raio r e
contido em N, = X (p)*. Parar >0 e § > 0, definimos

T=Tprrd)= |J X(B(®).

te(—6,7+9)

If r and § are sufficiently small, the set T is an open neighborhood of I'(p, 7). By
definition, such a neighborhood is leafed by flow orbits. Therefore, we call T a flowbox.

Fixamos uma isometria linear ¢, : NV, = N, e escolha uma familia

(it)te(~s.7+0)
tal que, para cada t € (=0, 7 + 0), 4, € uma isometria linear de Nxt(,) em N,, ig = iy, €
esta familia ¢ de classe C! no pardmetro t.

Tal familia de isometrias pode ser obtida ao considerarmos a variedade M mer-
gulhada em R", para algum n, e escolhendo 7; uma familia de um parametro em R"
de isometrias de classe C' neste parmetro, tal que 7(Nxt(,)) = N, e 79 é a identidade.

Finalmente, definimos

’it = ’io O Tt‘NXt(p).

Nas coordenadas locais fixadas (¢, U), para qualquer ¢ € T, podemos escrever

q = AU + wy,

onde w, € N, e A\, € R. Defina

(€0 = [ IXCCE)lds

Entao, ¢, é o comprimento do pedaco da érbita do ponto p entre os tempos 0 e ¢.

Existe t, € (—d,7 + 0) tal que {(t,) = A\;. Note que t, = 0. Agora, definimos o

fluxo de Poincaré associado a X em 7, o qual denotaremos X*.



65

Para t tal que t, +t € (—0,7 + ¢), defina

X!(q) = Uty + v+ [igr40) 0 PLX(p)) 037, (wy)]
onde Pl é o fluxo linear de Poincaré. Por definicao, (X*), é um fluxo, isto é, X'o X's = X+s,
para todo £, s € R e X0 = id.

Seja X o campo vetorial associado ao fluxo (X*). X ¢ de classe C? e tem divergente
zero. Para vermos isso, calculemos a matriz de DX t(q) relativa a decomposi¢ao R™ =
N, & (v) :

O(l(ty +t)v) _ |IX(X " (p))l

oz, [|X(Xt(p))]]
oLty +t)v) 0
@1’2 e
Ai(t,+1) © Po(X* Oit_lwq . oyt 1
( (tg+1) P (‘;(xQ(p)) q ( )) = i1, 41) © P$<X q(p)) o th (wq>
i, +1) © PLX*(p)) 0 iy, (wy))

nao é relevante aqui, pois no

Note que o termo

8271

calculo do determinante esse termo é multiplicado por zero. Organizando esses termos na

matriz, temos

X (X ()] 0
X (X ()]
, ity 0 P(X'9(p) o'i7)

Como X' preserva volume e os i’s sa0 isometrias, temos

X (Xt (p)
X (X ()]

A férmula de Liouville nos da o seguinte:

det(DX*(q)) ! x det(Py (X" (p))) =1, V t.

exp ( / ' div (X(XS(q)))ds> — detDX'(q) = 1,

A

donde div(X) = 0.

Lema 4.2.2. Dado um campo vetorial X € %Z(M) e um ponto nao periodico p € M,

existe um difeomorfismo U conservativo de classe C? definido em uma vizinhanca de p tal

0
que T' =V, X, onde T = —.
81'1

Demonstragao. Usando as cartas de Moser [21, Lema 2|, assuma que p = 0 e que
X(p) =(1,0,...,0). Para r > 0 pequeno, denote por B,(p) a bola de dimensao (n — 1)

centrada em p de raio r contida em N,. Defina
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fﬂg:BT’(p)%R7

f=1,g(xq,...,2z,) = X1(0,29,...,2,) onde X; é a projegao na primeira coorde-

nada do campo vetorial X.

Aplicando o Teorema 1 de [21] obtemos um difeomorfismo C?

¢ : Br(p) = ¢(B.(p))

tal que

g((zp(x% <o 7xn))det DSD(ZQ ,,,,, Tn) — )\7

para todo (z,...,2,) € By(p), onde A= [g/ [ f e plap, @) = 1d.

Enfim, definimos a mudanca de coordenadas C? ¢ : R x B,(p) — R™ como

(T2, ..., 20)) = X0, 0((za, . .., x0)))-

A matriz jacobiana de ¢ relativa a decomposicao R* = R @ R"! ¢ dada por:

1 _
XXl()(m Y0, (2, ... x))) 0
* l))(g”l)‘_l(()7 gp((xg, .. ,J}n)))D(p(m ,,,,, Tn)
Avaliada no ponto (0, zs,...,x,), a matriz jacobiana de ¢ fica:
1
XXI(O’ 90<x2a 7$n)) 0
* Id- DQO(IQ ..... zn)

Dai,
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1
det Jo(0,zo,...,2,) = XXI(O’ ©(x2,...,0,)) - det Id - det Do, 2.)
det Doy, o
= Xl(oa(p(x% ) n)) SO)E vstn)
1

V(0,x9,...,2,) € R x B.(p).

Agora considere (Z7,73,...,%,) € RT x B,(p). Note que

X7 Gy — 71,7, T)] = X7 (X0, (73, ., 7))
= X0, 0(T3, ..., Tn)

= qb(xlaxi??"'vxin)'

Portanto,

TiA !
Do, az,...5m) = DX o125 73,50 D Plar—71.73,...5%)

-----

Avaliando em x; = 77, obtemos

TIA L
Do, z3....500) = DXy(075,...am PP077....o0)

.....

Usando que det (J¢(0,Z3,...,7,)) =1 e que X' é um fluxo que preserva volume,

segue que

77777

A
Note que podemos tomar T = (0) . Tome (z1,...,2,) = ¢(71,...,T,). Por uma

conta simples, obtemos que

¢:T(1,.. 2n) = Dé(ay,.. e T, -, Tn)
= (X0, 92, ) XX (0, (2, )
= X(¢(@1, ..., 7).
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Assim, tomando ¥ = ¢!, obtemos T' = ¥, X.
]

Lema 4.2.3. Seja X € X, (M), 7 >0 ep € M tal que X*(p) # p, para todo t € [0, 7].
Eziste uma mudanca de coordenadas conservativa C? denotada ®, definida em uma

vizinhanga de I'(p, T) tal que
X =9,X e d(X!(p)) = X0), Vtelor].

Demonstracao. Pelo Lema anterior, sabemos que existe um difeomorfismo conservativo

0
C? ¥ definido em uma caixa de fluxo contendo I'(p, 7) tal que T'= ¥, X, onde T = —.
I

Da mesma forma, existe um difeomorfismo C? conservativo ¥ definido numa caixa
de fluxo contendo I'(0,7) tal que T = ¥, X.

1
A menos de translagoes definidas no hiperplano <8> e encolhendo as vizi-
I

nhangas das definigdes destes mapas, podemos assumir que ¥(p) = 0 e que \TJ(O) = 0.

Finalmente, definimos & = U1low. Dai, por um lado,

U loT = X.
Por outro lado,

A

X=U'loT=(0"0o0),X.
Assim, ®,X = X. Para provar que ®(X*(p)) = X*(0), note que
d®(X"(p))

dXx?t
= Dy —_— _
o Xt(p) < dt (p)) |t_0

_ Do, (@fwt:o) — D&, (X(p))

= 3, X(D(p)) = X (D(p)).
]

O Teorema a seguir nos mostra que a partir de um campo vetorial, podemos colar
um campo de modo que a transformacao de primeiro retorno de Poincaré seja igual a
identidade numa vizinhanca de um ponto periédico, de forma conservativa, tal que este

campo que colamos esteja CP-préximo do campo original, mas nao C*-préximo.

Teorema 4.2.4. Dado € > 0 e um campo vetorial X € X, (M), existe § = (e, X)

tal que para todo T € [1,2], para qualquer ponto periddico p de periodo maior que 2,
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para qualquer caiza de fluzo suficientemente pequena T de I'(p,T) e para a familia linear
{A; = P<'(p) befo.n), existe Y € X\ (M) tal que

1. Y estd ¢ — C'—prézimo de X.
2. Y'(p) = X'(p), VteR.
3. Py(p)=1d

LY

TCEX

Tc

Demonstragao. Pelo Lema 4.2.3, temos uma mudanca de coordenadas de classe C?,
denotada ®, definida numa caixa de fluxo 7 = T (p, 7,7, 6), tal que X = &, X e ®(X*(p)) =
X (0), V t € [0, 7]. Para obter o campo Y, vamos construir Y de classe C?, divergente zero,
definido em ®(7) de modo que

(a) Y estd é — CO—préximo a X.

(b) Y*(0) = X*(0), quando definido.

(c) PL(0) = P%(0)o By, onde By =i, 0 Ay, t € [0,7]

@) Vi =X

fixados.

Teo onde T = (T (p,7,72,02)) para 0 < 1y < 7 e 0 < 0 < 0 a serem

¢ depende apenas de ® e T e assegura que se um campo Z estd é — C°—préximo a
X em ®(T), entdo ®;'(Z) estd ¢ — C°— préximo de X em 7.

Em seguida, definimos ¥ = ®;1(Y) ¢, como Y = X em T\ T(p,7,7/2,6/2),
consideramos Y =Y em T e Y = X em T°.

Por essa construgao, os itens (1), (2) e (4) do Teorema sdao uma consequéncia direta
das propriedades (a), (b) e (d) em Y, respectivamente. Para obtermos (3) note que nossa

construgao de Y implicara que
Pi(p) =i, 0 PL(p)oi,*

Como P%(p) =i; 0 Px(p) oi,' e By =i, 0 A, se o item (c) vale, temos

(0) = PL(0)odpo0 Ar =
:iToP}((p)oi;loipoAT

=1i,0P%(p)o A,.

ir : Nxv(p) = Np, iy " 0 PL(0) = Py(p), donde
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Py(p) = Px(p) o A-.

Agora, expliquemos como construir o campo vetorial ¥ definido em O(T).

Para isso, consideremos a equacao linear variacional associada ao fluxo linear de
Poincaré de X, que é a equacao diferencial cuja solucao nos fornece o fluxo linear de

Poincaré, dada por

[Pt 0)] = (0% Xt(0) © DXXt(o))(P)tz(O))7
onde " denota a derivada temporal e D a espacial. Para simplificarmos a notagiao, denotemos

IT = O (g a projecao ortogonal em NXt(O)

Para obter Y consideremos uma equacgao linear variacional analoga associada a

P;?,(O) para obtermos DY ao longo da 6rbita de 0 e definamos de modo linear o fluxo vt

Como pedimos que Pf(0) = P%(0) o By, temos

[PL(0)] = [p oBt}’:[Pé(o)]’oBtJrPi(o)oB;:
— (ITo DXy, 0))(Pt (0)) o B, + P%(0) o B, =
= (ITo DX ¢y 0 PL(0)) + PL(0) 0 Bj o P7'(0) 0 PL(0) =
= [To DX g1y + (P4 (0) 0 By) o (B; ! o P! (X'(0)))] o PL(0).

Essa equacgao nos permite definir, ao longo da orbita Xtde0,0 gerador infinitesimal

—

DX + H da perturbacio desejada, onde Hyii)(v) =0, e

Lo Hyi) = (P5(0) 0 By) o (B! o PL(X'(0))) = C (4.1)

Assim, a equacao diferencial anterior pode ser escrita como

u/(t) = o (DX + H) g0 (u(t)). (4.2)

Seja P(A, v, w) = (0, Cy(w)), onde t é tal que [ || X(X*(0))||ds = A. Note que

D, P(X'(0)) = oMy (4.3)

e que

DyP(X*0))(0,u) = ITo DPyg. (0, u). (4.4)
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Agora, definimos o campo vetorial de classe C2, Y(q) = (X + P)(q), para ¢ €
O(T(p,7,7m1,01)) onde 0 < 1y <7 e 0 < <6 serdo fixados. Provemos que este campo é

de divergente zero. Como ¥ = X + P e X tem divergente zero,

div (DY) = div (DP) = tr (o H g = tr (C) =
=tr (B]oB; ") =tr (4,0 A1),

Como div (4;) =1,V t € R,

0 = (det (A)) =tr (A, 0 A;V)det (A4;) = tr (A, 0 A)7 Y,

donde div (DY) = 0.

Para estender Y para um campo vetorial conservativo, aplicamos o Lema de
Colagem devido a Arbieto e Matheus (4.2.1) que garante a existéncia de 0 < r; <71y <71 €
0 < &, <8y < tal que Y possui uma extensao C? de divergente zero a ®(T (p,7,7,6)), a
qual também denotamos Y, com f/(q) = X(q), Vqe (T (pT,rd))\ 2T (p,1,12,0)).

Provemos que esta extensao satisfaz (a)-(d).

A condigao (d) segue direto da construgao. Para (b), note que

A A

P (R(0)) = X(X(0)) + P [ 1X(X4(0)]|ds, 0) =

X(X'(0)) + (0, C(0) = X(X*(0)).

Para (c), note primeiramente que o fluxo linear de Poincaré de Y em 0 , P;E,(O), é

a solucao da equacao diferencial

u'(t) = o DYy g (u(t))

Por (4.3) e (4.4), temos

t  _ pt

Por (4.1) e (4.2), PY(O) = PX(O) o By.

Para provarmos o item (a), dado £ > 0, note que como vV = X + P, que
P(X(0),0) = 0 e que P é continuo, podemos escolher r, e d, suficientemente pequenos de
modo que ||Y — X|| < & em T5.

O
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Teorema 4.2.5. O conjunto X;°(M) é C°-denso em X" (M).

Demonstragao. Esta demonstragio estd contida na prova da Proposi¢ao 1 de [7].

]

Proposicao 4.2.6. Dados um campo Anosov X € %i(M) e e > 0, existe um campo
Y € X}, (M) ndao Anosov € — C°—prézimo de X.

Demonstracao. Seja p € M um ponto periédico de X. A existéncia de tal ponto
periédico é garantida pelo Closing Lemma, para fluxos C! conservativos devido a Pugh e
Robinson [23, Secao 8]. Pelo Teorema anterior, existe um campo X; € X,(M) de classe
C> g/2 — C%—préximo de X.

Como o campo X; ¢ de classe C*, ele tem um ponto periddico p; € M. Tome V;
uma vizinhanca de p; suficientemente pequena para que, ao aplicarmos o Teorema 4.2.4
obtemos uma vizinhanga U D V; e um campo X, € X, (M) £/2 — C°—proximo de X, tal
que Tx,|vnx, = Id.

Pelas duas desigualdades obtidas, temos

| Xo = X|| < | Xe = Xa|| + || X1 — X]|| <e/24¢/2=¢.

Note que X5 nao é um campo Anosov, pois como o mapa de Poincaré coincide com
a identidade em uma vizinhanca transversal ao fluxo, nao existe decomposicao do espaco

tangente nesta vizinhanca satisfazendo as condigoes de hiperbolicidade.

]

Teorema 4.2.7. Dado um campo X € X)"(M) e e > 0, existe um campo Y € X},(M)
tal que Y tem expoente de Lyapunov (novo) nulo para p-quase todo ponto de M e estd

e-CP-prézimo de X.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.5, temos que existe um campo X; € %ff(]\/[ ) tal que

X, — X|| < /3.

Pela Proposicao 4.2.6 segue que existe um campo X5 ndo Anosov tal que || X, —
Xi]| < ¢/3.

Por ultimo, como X, nao é Anosov, pela densidade do conjunto residual R no
Teorema 3.1.1 existe numa vizinhanca de X5 campos que nao sdo Anosov. Assim, pela
densidade do conjunto residual R no Teorema 3.1.1 existe um campo X3 de classe C!

conservativo com expoentes de Lyapunov nulos para p-quase todo ponto p € M, de modo
que || X3 — Xs|| < &/3.
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Usando as trés desigualdades obtidas e tomando Y = X3, temos

Y — X|| <Y = Xo|[ + [ Xo = X | + || X1 — X]|| <e/3+¢/3+¢/3.

Como Y é de classe C!, o novo expoente de Lyapunov coincide com o cléssico,

donde x%(Y,p) = 0 para p-quase todo ponto p € M.
U]

Defina

A X)) (M) — [0, 00],

X — [ (X 2)du().

Definicao 4.2.8. Seja A um espaco topoldgico. Uma funcao f : A — R € dita semicontinua
superior num ponto a € A se, para cada € > 0 dado, existe uma vizinhanga V, de a tal que
se x € V,, entio f(a)+¢e > f(x).

Teorema 4.2.9. A funcao A nao é semicontinua superior.

Demonstragao. Considere o campo nulo X = 0. Pelo Coroldrio 3 de [11], existe uma
érbita periddica v e-CY-préxima de X. Seja X a secdo transversal a essa 6rbita v num

ponto p € M.

Em , considere D um disco de raio 1. Pela construcao de Katok, existe um
difeomorfismo x : D — D ergddico que preserva area, e cujos expoentes de Lyapunov sao

nao nulos, digamos, iguais a y > 0 e —x.

Considere uma familia de n? discos 2 a 2 disjuntos {Dl}ﬁl tais que cada disco
tem raio k/10n, onde k ¢ fixo a depender de . A 4rea de cada disco é 7k?/100n?. Para
cada i € {1,...,n?}, tome a homotetia linear ¢; : D — D; que deforma D em D;. Assim,

construimos um homeomorfismo conservativo g, : > — X tal que:

1. g, = id fora de U", D;.

2. gn =Vl;orkol;" em cada D;.

Note que g, estd k/10n-C°-préximo de id. Temos:



4

Algn) Z/Zxﬁ(gmx)duz/uﬂ o X (gn, x)dps

X" (gns v)dp = /

= 2 2
U::l Di U?:l Di
mk

= XM Di| =x)_ m(Ds) = X7
(02 - xEumo-

i=1

xdp

Isso mostra que, para todo n € N, A(g,) = wk/100. Por outro lado, g, — id

quando n — oo.

Considere, para cada n, o fluxo ¢! tal que ¢! |s = g, (note que isso é possivel
devido ao Lema 4.2.3). Assim, provemos que os expoentes de Lyapunov coincidem no caso

continuo e discreto. Note que

gn = ngl(x) © Dg;xx)?
onde Oy () ¢ a projecao na secao transversal ¥. Assim,
(

| 1 "
X" (gn, x) = limsup — log || Dy’ () - v||
m—oo 1N

1
= limsup — log ||Ogt (2) © Dy, (x) - ||
t—o0 t "
) 1
= limsup ~ || Dg}, (z) - v|| = x (g}, ®).
t—o0 t

Temos que cada ¢!, gera um campo que denotaremos por Z,. Note que A(gl) =

k
A(gn) = Xlﬁo—o, donde A(Z,) = wk /100, enquanto que A(X) =0e Z, — X quando n — oo.
Logo, A nao é semicontinua superior. n
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