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o professor precisa saber mais, € ndo menos Matematica, mas sempre
esclarecendo que este mais ndo se refere a mais contetido, € sim a um
entendimento, uma lucidez maior, e isto inclui, necessariamente, a
compreensdo de que mesmo dentro da Matematica do matematico
produzimos significados diferentes para o que parece ser a mesma coisa

(Lins, 2005a, p. 122).



RESUMO

A presente pesquisa teve como objetivo investigar a produgdao de um conjunto de
tarefas, referenciadas tedrica e metodologicamente, para o ensino de fungdes complexas em
disciplinas cuja ementa trate do tema variaveis complexas, como parte do processo de formacgao
de estudantes de uma Licenciatura em Matemadtica no projeto de educa-los matematicamente.
A investigacdo foi fundamentada teoricamente pelo Modelo dos Campos Semanticos, que
compartilha ideias com a Teoria histérico-cultural, em particular, com Vigotski e Leontiev.
Enquanto projeto de pesquisa, caracteriza-se como uma abordagem qualitativa de investigacao
em que sera desenvolvida uma pesquisa de campo. Enquanto projeto de desenvolvimento foi
produzido um produto educacional constituido por uma sequéncia didatica, composto por fichas

de trabalho, para uso nas salas de aula no ensino superior.

Palavras-chave: Educagdo Matematica, Modelo dos Campos Semanticos, Varidveis

Complexas, Ensino e Aprendizagem, Fungdes Complexas.



ABSTRACT

The present research aimed to investigate the production of a set of tasks, theoretically
and methodologically referenced, for the teaching of complex functions in courses whose
syllabus addresses the topic of complex variables, as part of the process of training students in
a Mathematics Teaching Degree with the goal of educating them mathematically. The
investigation was theoretically grounded in the Model of Semantic Fields, which shares ideas
with the cultural-historical theory, particularly with Vygotsky and Leontiev. As a research
project, it is characterized as a qualitative research approach in which field research will be
developed. As a development project, an educational product was produced consisting of a

didactic sequence, composed of worksheets, for use in higher education classrooms.

Keywords: Mathematics Education, Model of Semantic Fields, Complex Variables, Teaching

and Learning, Complex Functions.
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Esta dissertacdo ¢ parte do macroprojeto de pesquisa intitulado Educagdo Matematica
Escolar no Século XXI: a formagdo de estudantes e professores da Educac¢do Basica
desenvolvido no Programa de Pé6s-Graduagdo em Educacdo Matematica da Universidade
Federal de Juiz de Fora e no Nucleo de Investigacao, Divulgagdo e Estudos em Educacao
Matematica/NIDEEM.

Este macroprojeto estd inserido em um programa de investigag¢do interinstitucional
denominado Programa Linsiano de Investigagdo em homenagem ao educador matematico
Romulo Campos Lins (1955-2017), que foi produzido com o propoésito de investigar duas
questdes: (i) Como formar um(a) estudante educado(a) matematicamente ao longo da Educagao
Basica no século XXI7?; (i1)) Como deve ser a formacao inicial de professores(as) no interior das
licenciaturas em Matematica e Pedagogia para educar matematicamente os (as) estudantes da
Educagado Bésica neste século? (Silva; Oliveira; Bastos, 2024, p. 95)

Segundo os pesquisadores que estdo a frente da pesquisa as questdes foram
propositalmente formuladas como questdes abertas, porém, direcionadas aos interesses de
pesquisa do grupo em que os macroprojetos sdo desenvolvidos nas diferentes institui¢des de
pesquisa que fazem parte do projeto e que responderdo localmente as perguntas orientadoras
acima apresentadas.

Nossa dissertacdo se insere na segunda pergunta orientadora do programa e esta

vinculado ao macroprojeto de pesquisa cujos interesses sao:

- Investigar uma estrutura alternativa para a Licenciatura em Matematica;

- Investigar o design para as disciplinas de matematica do matematico para
que estejam a servico da formagdo de professores. Em particular, as
disciplinas Calculo Diferencial e Integral, Teoria dos Numeros, Estruturas
Algébricas e Analise Matematica.

- Investigar o design para as disciplinas de contetidos estatisticos para que
estejam a servigo da formagao de professores. Em particular, as disciplinas de
Probabilidade e Algebra Matricial (Silva; Oliveira; Bastos, 2024, p. 102).

Além disso, como observam Silva, Oliveira e Bastos (2024):

Nesta frente de pesquisa também investiremos no processo de
desenvolvimento de material didatico para as disciplinas matematicas, ditas
de matemadtica pura, cujo ensino baseado em livros-textos do matematico
promovem alto indice de reprovacao e consequente retengdo na formagdo do
licenciando retardando sua entrada no mercado de trabalho (Silva; Oliveira;
Bastos, 2024, p. 102).

Assim, nossa pesquisa se insere nesse Programa ao tratar do ensino de Varidveis

Complexas para um curso de Licenciatura em Matematica a partir da constatacdo de que, a
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concepg¢do de disciplinas que tratam desse tema, suas ementas, as metodologias de ensino e
bibliografias utilizadas historicamente sdo propostas a partir da visdo do matematico para a
formacao do futuro matematico e, por isso, ndo voltadas especificamente a formagao do futuro
professor da educagao basica.

Nossa investigagdo teve como objetivo analisar a produg@o de um conjunto de tarefas,
referenciadas tedrica e metodologicamente, para o ensino de fungdes complexas em disciplinas
cuja ementa trate de temas que envolve o que os matematicos designam pelo titulo de Variaveis
complexas, como parte do processo de formacdao de estudantes de uma Licenciatura em
Matematica no projeto de educad-los matematicamente. E, portanto, tem como finalidade
intervir na formagao inicial do futuro professor de Matematica.

Como consequéncia, por ser uma pesquisa em um Mestrado Profissional, o produto
educacional, decorrente de nossa investigagado, sera a produgao de um material didatico para o
ensino de fungdes complexas em licenciaturas de Matematica.

A proposta da pesquisa esta alinhada com a nossa trajetdria académica e profissional,
marcada por varias inquietacdes que nos trouxeram ao Mestrado Profissional em Educagdo
Matematica da Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF). Para situar o leitor sobre tais
inquietacdes, farei uma breve explanago a respeito do que considero os principais pontos desta
caminhada.

Minha formagdo académica aconteceu em uma Licenciatura em Matematica, na
Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), na qual participei de varios projetos como o
Programa de Estimulo a Docéncia (PED), projetos de extensao e iniciagdo cientifica.

Apobs a conclusdo da graduagdo, em 2013, ingressei na Pds-Graduagdo (Mestrado
Profissional em Matematica — Profmat), pela Universidade Federal de Sao Joao del-Rei (UFSJ),
finalizado em 2016.

Como experiéncia profissional, venho atuando como professor que ensina matematica
desde 2010. Ao longo da minha jornada como professor trabalhei em escolas estaduais,
lecionando matematica para o Ensino Fundamental, Médio, Técnico, em programas do governo
federal, tais como, o Programa Acelerar para Vencer (PAV); na Educagao de Jovens e Adultos
(EJA) e em escolas particulares, lecionando para o Ensino Fundamental.

Minha trajetoria académica iniciou na Universidade Federal de Ouro Preto, como
professor substituto lecionando nos cursos de Quimica Industrial, Ciéncias da Computagao,
Ciéncias Biologicas ¢ em cursos de Engenharias (de Minas, Civil, Metalargica, Ambiental e
Geologica), lecionando as seguintes disciplinas: Calculo Diferencial e Integral I e 11, Geometria

Analitica e Introdugdo a Algebra Linear e, atualmente, no Instituto Federal Sudeste de Minas
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Gerais (IF Sudeste MG), como professor efetivo. Tomei posse no IF Sudeste MG - campus
Santos Dumont em 2016 e fiquei por 14 até o final do primeiro semestre de 2023, atuando nos
cursos técnicos e de graduacdo, dando énfase aos cursos de Licenciatura em Matematica e
Engenharia Ferroviaria e Metroviaria, com as seguintes disciplinas: Fundamentos de
Matematica Elementar I e II, Trigonometria e Numeros Complexos, Geometria Analitica e
Sistemas Lineares, Algebra Linear, Calculo I, IT e III, Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO),
Andlise Real I e Introducao as Varidveis Complexas para Licenciatura, em seguida, no ano de
2023, fui para o campus Juiz de Fora, onde continuo atuando como professor.

Ainda no campus Santos Dumont, vivenciei minha primeira experiéncia
administrativa ao coordenar o Curso de Licenciatura em Matemadtica, no periodo de novembro
de 2018 a abril 2023, fazendo parte do Nucleo Docente Estruturante (NDE) e do colegiado do
curso. Durante o periodo de atuagdo no campus Santos Dumont, fui também professor
orientador do programa Residéncia Pedagogica, no qual participei duas vezes (2020-2022 e
2022-2023), coordenador geral de graduacdo e Pesquisador Institucional do campus Santos

Dumont por um ano. Participei da comissdo para elaboragdo e reformulagdes do Projeto
Pedagogico do Curso (PPC) da Licenciatura em Matematica e do PPC da Pds-Graduacao Lato

Sensu em Praticas Pedagodgicas na Educagdo Contemporanea, além de orientar monitores e
participar em projetos de extensao e de ensino.

Atualmente, no campus Juiz de Fora, estou lecionando disciplinas de matematica na
Licenciatura em Matematica, Licenciatura em Fisica, Engenharias ¢ no Ensino Médio
Integrado’, além de fazer parte do NDE da Licenciatura em Matematica.

Considerando minha trajetoria académica e profissional, o interesse em pesquisar o
ensino de contetudos ligados a disciplinas de matematica surgiu depois de diversas dificuldades
de ordem didatica como professor de disciplinas matematicas, tais como Céalculo Diferencial e
Integral I, IT e III, Geometria Analitica e Algebra Linear, lecionadas na Universidade Federal
de Ouro Preto e posteriormente no IF Sudeste MG campus Santos Dumont.

Ao longo dos anos constatamos, pratica letiva o elevado indice de retengdo e evasao
de estudantes nos cursos superiores nas areas consideradas exatas, o que esta diretamente
relacionado as dificuldades enfrentadas pelos alunos nessas disciplinas, algo que me preocupa

profundamente. Barreto observa que:

1 L, . . , . L, 1. , . . ~

O curso técnico integrado, também chamado de ensino médio técnico integrado, oferece a formagao geral de
forma integrada a formagao profissional. O aluno tem as disciplinas do curriculo normal do ensino médio e as
especificas do curso técnico escolhido. A duragdo é de trés ou quatro anos, dependendo de cada curso ou campus.
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O ensino de Calculo nas universidades brasileiras tem sido objeto de
questionamento em diversos foruns em funcdo das dificuldades apresentadas
pelos alunos na sua aprendizagem, bem como pela alta evasao dos estudantes
dos primeiros periodos, matriculados nesta disciplina (Barreto apud Reis,
2005, p. 4).

As dificuldades enfrentadas pelos alunos nas disciplinas de matematica do ensino
superior, bem como a evasao estudantil e os debates sobre os métodos de ensino e aprendizagem
dessas disciplinas, permanecem como um tema atual e objeto de pesquisa nos meios
académicos. Outras discussdes como elaboragao de curriculo e ementas, materiais utilizados

pelos docentes e referéncias bibliograficas de disciplinas da matemética também sdo assuntos

de trabalhos e pesquisas que nos interessam, Reis (2001) comenta:

Uma questdo que precede a elaboracao de curriculos e ementas, a escolha de
bibliografias e livros-textos e a op¢do por uma determinada metodologia ou
recursos metodoldgicos, € que a pratica pedagdgica do professor de Célculo
deve se pautar, primeiramente, na reflexdo e compreensdo do papel
fundamental do Calculo Diferencial e Integral na formagdo matematica de
seus alunos. Somente estabelecendo elementos que esclaregam a real fungao
do Calculo na formagdo matematica do aluno, o professor tera condi¢des de
refletir sobre que objetivos tracar, que conteudos e metodologias estabelecer,
enfim, que pratica pedagogica desenvolver! (Reis, 2001, p. 23).

A forma como o professor atua nas disciplinas de matematica do ensino superior e sua
metodologia podem ter um impacto substancial na aprendizagem do aluno. Por isso,
entendemos que ¢ essencial analisar em nosso estudo as ementas das disciplinas, com vistas a
procurar identificar quais materiais didaticos podem transformar, o escopo vigente do Ensino
Tradicional de Matematica (ETM) (Chaves, 2004), no que se refere aos processos de ensino
assim, compreender o papel da discussdo desse tema na formagao do aluno e, em seguida,
estabelecer os objetivos a serem alcangados e selecionar recursos e metodologias que possam
se contrapor ao quadro vigente (ETM e a apropriagdo da matematica focada na formacao do
matematico em detrimento a formagao do professor que ensina matematica na educagao basica).

Para além desses quesitos, o trabalho também nas disciplinas de matematica na
Licenciatura requer, como sugeriu Lins (1999), escutar (ler) o aluno, entender o porqué de ele
agir assim e procurar promover oportunidades para que aluno produza significados para o que
lhes estamos ensinando.

Por ter trabalhado e participado da reformulagdo de cursos de formagao de professores
do IF Sudeste MG, percebo que existem muitos desafios e dificuldades encontradas na oferta

de disciplinas de matematica desses cursos, como na constru¢ao de uma ementa, escolha da

referéncia bibliografica, escolha de qual disciplina deve existir no curso, seja de forma mais
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introdutoria ou mais avangada, analises dos documentos norteadores para reformulacdes dos
PPCs e posteriormente em como trabalhar com essas disciplinas no curso. Além disso, ¢
perceptivel que a velha e a0 mesmo tempo atual forma de se ensinar conteiddos matematicos,
aula expositiva\explicativa, lousa e giz, mantendo a passividade do aluno, promovendo a

meritocracia, continua sendo um desafio, como (Chaves, 2004) comenta:

[...] a aula expositiva ou expositivismo professoral ¢ o principal dispositivo de
controle daquilo que conhecemos como ensino tradicional de matematica
(ETM), onde o conteido programatico ¢ o elemento central, principal e
irrefutavelmente é colocado além do bem e do mal. A aula expositiva, nos
moldes do ETM, ¢ o lugar-comum da prega¢do enunciativa do expositivista
ou de praticas educativas expositivistas; uma aula onde o professor — ser
falante — ocupa grande parte do tempo envolvido com a exposi¢ao, e, o aluno
— ser ouvinte — aceita passivamente as verdades apresentadas (Chaves,
2004, p. 79).

O ambiente citado em Chaves (2004) ¢ pautado no ensino tradicional e, geralmente,
nele se pauta a pratica de professores que ofertam disciplinas de matematica dos cursos de
Licenciatura em Matematica.

Com base nessas reflexdes e discussdes — que abordam a influéncia de uma disciplina
de matematica na vida académica do aluno, bem como as dificuldades de ordem didatica, o
curriculo das licenciaturas, os materiais didatico-pedagogicos e as bibliografias utilizadas pelos
docentes — surgiram meus primeiros questionamentos em nossa pesquisa: Como podemos
abordar o ensino de conteudos matematicos de forma diferente da tradicional, dando voz ao
aluno e promovendo sua participacao ativa no curso? Como podemos prepara-lo para adotar
abordagens nao tradicionais em suas futuras aulas? Entendemos que a busca por metodologias
alternativas e seu potencial impacto nas futuras aulas dos licenciandos, assim como o
desenvolvimento de materiais didaticos alternativos aos tradicionais livros-textos, sdo aspectos
que podem contribuir para o desempenho dos alunos, com o propdésito de reduzir a evasao e a
reten¢ao nos cursos de Licenciatura em Matematica.

Assim, optamos em adotar neste trabalho uma abordagem que envolva contetudos
matematicos de disciplinas presentes no curriculo de Licenciatura em Matematica. Devido aos
prazos regulamentares do mestrado profissional, decidimos restringir nossa analise a disciplina
intitulada Variaveis Complexas. Essa escolha também foi influenciada pela minha experiéncia
pessoal durante a graduagao e pela relevancia das disciplinas que envolvem numeros complexos

no contexto das Licenciaturas. Ao longo do trabalho, vamos detalhar essa importancia de forma

mais clara. Sendo assim, investigaremos, mais localmente o ensino das fungdes complexas, um
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dos temas que constitui a referida disciplina, propondo, a partir do produto educacional, uma
possibilidade de abordar o referido tema para licenciandos em Matematica.

Ao refletir a respeito dos questionamentos apresentados e a escolha do tema,
formulamos o seguinte problema de pesquisa: “Investigar a producao de um conjunto de tarefas,
referenciadas tedrica e metodologicamente, para o ensino de fungdes complexas em disciplinas
cuja ementa trate do tema Varidveis Complexas, como parte do processo de formagdo de
estudantes de uma Licenciatura em Matematica”. E para isso delineamos trés acdes a serem
consideradas e trabalhadas ao longo do estudo.

A primeira agdo consiste em pensar na disciplina a partir da perspectiva de como ela
pode contribuir para a formagao do futuro professor de Matematica da Educacao Basica. Nesse
sentido, buscamos sugerir que nosso foco nao se restringe apenas as unidades curriculares
usualmente apresentadas, mas também abarca uma proposta metodologica na qual o estudante
em formacao seja desafiado

A segunda agdo, refere-se a identificacdo das caracteristicas da referida disciplina para
um curso de Licenciatura em Matematica que, segundo nosso entendimento, esta centrada no
processo, na producao de significados, enquanto que, para engenheiros e matematicos aplicados
o interesse se centra no resultado.

Com base nessas caracteristicas identificadas, passamos a ultima a¢do, que consiste no
desenvolvimento de fichas de trabalho que abordem nossa questdo de pesquisa. Em outras
palavras, buscamos elaborar um material didatico que os professores possam utilizar, embasado
nas caracteristicas que propusemos para o curso. E importante ressaltar que ao mencionar fichas
de trabalho, sugerimos uma ruptura com a abordagem peculiar ao ETM.

Para procurar atacar nossas questdes de investigacdo, usamos como referencial
tedrico-epistemologico o Modelo dos Campos Semanticos (MCS) elaborado pelo professor
Romulo Campos Lins. Assim, entendemos que este referencial possa vir a ser um possivel
direcionador (ou base) para os docentes de como objetos matematicos possam vir a ser
trabalhados e discutidos em sua sala de aula.

Com esses objetivos de nosso referencial, esta dissertagdao esta organizada em sete
capitulos, sendo o primeiro esta introdugao.

No segundo capitulo, apresentamos uma analise de como o ensino de Variaveis
Complexas aparece em diferentes Licenciaturas em Matemadtica nas diferentes institui¢cdes

publicas da zona da mata mineira que ministram as disciplinas.
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No terceiro capitulo, apresentamos uma revisao de literatura, onde usamos a Biblioteca
Digital Brasileira de Teses (BDBT), o acervo do Mestrado Profissional em Educacao
Matematica da UFJF e o acervo digital da Rede Sigma-t.

No quarto capitulo tratamos da fundamentagdo teorica desta pesquisa, que utiliza o
Modelo dos Campos Semanticos proposto e elaborado pelo educador matematico Romulo
Campos Lins, além do nosso problema de pesquisa.

No quinto capitulo temos a metodologia da pesquisa, a qual se enquadra na pesquisa
qualitativa e investigativa na perspectiva de Bogdan e Biklen (2013), dentro da modalidade da
pesquisa de campo. A pesquisa de campo ocorreu na cidade Santos Dumont/MG, localizada na
Zona da Mata mineira, em um curso de Licenciatura em Matematica. Atuamos como
professores da disciplina Optativa denominada Introdugdo as Variaveis Complexas para a
Licenciatura. Nesta disciplina, utilizamos uma série de tarefas apresentadas sob a forma de
fichas de trabalho, todas centradas nos numeros complexos e nas fung¢des complexas. Os
detalhes especificos desse trabalho sdo discutidos ao longo deste texto

Ainda no capitulo 5, trazemos a caracterizagao da disciplina onde ocorreu a pesquisa,
leitura das tarefas realizadas pelos discentes e por fim como foram produzidas as tarefas.

No sexto capitulo apresentamos a analise da producao de significados dos participantes
da pesquisa a respeito das tarefas aplicadas. Foram aplicadas duas fichas de trabalho, cada uma
com um objetivo especifico e a analise foi feita de forma individual com cada tarefa através das
falas dos proprios alunos.

No sétimo capitulo trazemos algumas consideragdes finais a respeito da pesquisa de
maneira geral, as dificuldades encontradas no decorrer e realizagdo da mesma e as contribuigdes

do estudo a formacao de professores de Matematica.
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2
O ENSINO DE VARIAVEIS COMPLEXAS
NA LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Neste capitulo, apresentamos inicialmente algumas reflexdes e caracteristicas do
ensino da disciplina Variaveis Complexas nas Institui¢des Federais da Zona da Mata Mineira.
Em seguida dissertamos a respeito da presencga deste assunto na formacao dos licenciandos em
Matematica.

Uma disciplina de matematica académica presente no curriculo da Licenciatura em
Matematica, segundo nosso entendimento, ndo deve limitar a ensinar a matematica pela
matematica pois, como Lins observou, “[...] a demanda a que o sistema escolar devera
responder, ¢ que a educagdo matematica de nossos alunos deve corresponder a uma ‘educagao
PELA Matematica’ e ndo uma ‘educagdo PARA A Matematica’ (Lins, 2020, p. 15).

O pesquisador considera o impacto deste tipo de educagdo, tomando como exemplo o
ensino de Calculo no seguinte comentario: “[...] ndo se pode negar que este [...] oferece para os
alunos — como acontece em qualquer outro curso — um certo modelo de aula, um modelo de
como ensinar matematica” (Lins, 2005, p. 118).

De fato, muitos alunos acabam reproduzindo o que aprenderam nas disciplinas de
matematica que, muitas vezes sdo ofertadas pelos matematicos, baseadas em defini¢des
axiomaticas, método dedutivo e demonstragcdes mais propicia a pratica de pesquisa deste
profissional.

Entendemos que seja relevante que, a formacdo matematica do professor continue
sendo estudada e que algumas perguntas continuem sendo feitas, tais como: O enfoque dado a
matematica académica para os licenciandos de matematica ndo poderia ser diferente daquele
que pretende formar o aluno de bacharelado em matematica? Qual metodologia de ensino seria
mais adequada a formacao do futuro professor em oposi¢ao ao ensino tradicional. Por exemplo,
uma metodologia que escutasse o aluno, dando-lhe voz, fazendo uma escuta ativa (Silva, 2022)
€ que possuisse um “instrumento” de leitura das agdes enunciativas dos estudantes a partir da
analise epistemologica do MCS (Silva, 2022), fazendo assim com que ele participe de forma
efetiva das aulas. Quais contribui¢cdes uma disciplina que pretende ensinar os temas relativos a

matematica pura pode trazer para formagao do estudante? A tal respeito, Lins (2005) observa:

A existéncia de cursos de “conteido matematico”, desarticulados teorica e
praticamente do que seja a profissdo do professor de Matematica, se apresenta
como um enorme desafio para comunidade de formadores (Lins, 2005, p.117).
Sabendo de tal dificuldade em lidar com a matematica pura, procuramos investigar

uma possivel maneira de tratar o estudo de fungdes complexas num formato diferente do Ensino

Tradicional Vigente (ETV), como proposto em Baldino (1995), oferecendo uma possibilidade



23

de aprendizagem diferente das metodologias tradicionais que os licenciandos estdo
acostumados nas disciplinas da matematica académica.

A unidade programatica relativa a fungdes complexas ¢ um dos temas de uma
disciplina de Variaveis Complexas. Em algumas instituicdes, em um curso de Licenciatura em
Matematica temos uma disciplina basica de nimeros complexos nos primeiros anos de curso

e/ou uma disciplina de Variaveis Complexas obrigatdria ao final do curso ou como optativa

(OPT).

Nossa proposta se constituiu analisar os cursos de institui¢des de publicas de ensino

que possuem Licenciatura em Matematica fazendo a delimitagdo de selecionar as instituigdes

da Zona da Mata Mineira do Estado de Minas Gerais.

O quadro 1 apresenta o resumo de nosso levantamento:

Quadro 1 - Disciplinas que envolvem niimeros complexos

Disciplina Instituicao Ementa
Numeros Complexos; Fungdes
N o Analiticas; Fungoes Elementares;
Fung¢des do Plano Complexo (6°P) UFJF ~ ~
Transformagdes por Fungdes
Elementares.
Fundamentos de Matematica Elementar II i Trigor’101.netria © fung:f)Nes
. UFV trigonométricas; Introdugdo aos
(1°P) numeros complexos; Polindmios.
Numeros complexos; Limite e
Variaveis Complexas (OPT) UFV continuidade; Derivadas; Integragao;

Séries de poténcias; Residuos.

Numeros Complexos e Polindmios (8°P)

IF Sudeste de MG

campus Juiz de Fora

Numeros complexos; Polinomios;
Equagoes polinomiais.

Célculo com variavel complexa (OPT)

IF Sudeste de MG

campus Juiz de Fora

Funcdes Analiticas; Fungdes
Elementares; Integrais; Séries de
Poténcias.

Trigonometria e Nimeros Complexos

(2°P)

IF Sudeste de MG

campus Santos Dumont

A Trigonometria do Tridngulo
Retéangulo; Extensdes das Fungoes
Trigonométricas; As Leis do Seno e
do Cosseno; Equacdes e Inequagdes

Trigonométricas, Numeros
Complexos; Trigonometria e
Numeros Complexos;
Transformacdes nas Fungoes
Trigonométricas.

Introdugdo as Variaveis Complexas para a

Licenciatura (OPT)

IF Sudeste de MG

campus Santos Dumont

Ementa contemplada no quadro 02
da préxima secao.
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Razdes trigonométricas no tridngulo
retangulo. Angulos notéveis. Ciclo
trigonométrico. Relagdes
fundamentais. Transformagdes

IF Sudeste de MG trigonométricas. Identidades.
campus Rio Pompa. Equagdes e inequacdes. Forma
algébrica dos nimeros complexos.
Operagodes. Plano de Argand-Gauss.
Forma trigonométrica. 1* ¢ 2*
formulas de Moivre.

Trigonometria e Numeros complexos (2°P)

Numeros Complexos. Fungoes

complexas de uma variavel
complexa: continuidade e

IF Sudeste de MG derivabilidade. Fungdes analiticas e

campus Rio Pompa. Equagdes de Cauchy-Reimann.
Fungdes complexas elementares.

Func¢des harmonicas e a Equacao de

Laplace.

Variaveis Complexas (8°P)

Fonte: Criado pelo autor

Observamos que em todos os cursos de Licenciatura em Matematica dessas
institui¢cdes (Quadro 1) hd uma disciplina que trabalha com os niimeros complexos, o que
implica que o estudo desse tema estd presente em 100% dos cursos, cujas ementas analisamos.
Esse dado ¢ relevante para nossa pesquisa, pois evidencia a importancia atribuida a esse topico
naregido. Embora os nimeros complexos possam nao receber tanto destaque quanto disciplinas
como Calculo Diferencial e Integral, sua presenga em nossa area de estudo indica a necessidade
de investigacao e aprofundamento nesse tema, o que também motivou nossa escolha de aborda-
lo neste trabalho.

Para nossa pesquisa, desenvolvemos nossa pesquisa lecionando a disciplina optativa
denominada Introdugdo as Variaveis Complexas para a Licenciatura no IF Sudeste MG,
campus Santos Dumont, destinada a uma turma que ja havia estudado nimeros complexos no
segundo periodo do curso, na disciplina obrigatdria Trigonometria € Numeros Complexos.

Ainda a respeito das ementas das disciplinas que envolvem Numeros Complexos e
Variaveis Complexas, ¢ possivel realizar uma analise detalhada dos PPCs de qualquer IES para
identificar as disciplinas e contetidos abordados. Atualmente, observamos a existéncia de uma
disciplina especifica dedicada aos Numeros Complexos, Variaveis Complexas ou Célculo IV,
que pode receber diferentes denominagdes em varias IES, especialmente nos cursos de
Engenharia, Fisica e Matematica.

Decidimos, no entanto, restringir nossa pesquisa a regiao da Zona da Mata Mineira,

onde estamos localizados. Essa escolha foi motivada pela familiaridade e proximidade com o
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contexto local, o que nos permitiu uma analise mais minuciosa e contextualizada das questdes
investigadas. Passemos entdo a analisar mais detidamente as ementas e suas referéncias das
disciplinas do Quadro 1.

Antes de analisar/discutir as ementas dos cursos apresentadas na Quadro 1, falemos
como uma disciplina de Varidveis Complexas ¢ introduzida em um curso de Licenciatura em
Matematica. E importante citar que a implementagdo da disciplina de Varidveis Complexas
passa pela decisao dos Nucleos Docentes Estruturantes (NDEs) em oferecer uma disciplina
mais basica nos anos iniciais de curso ou uma com mais amplitude de aspectos abordados ao
final, ou até mesmo como optativa, como vimos na se¢do anterior. Para entendermos como
funciona a inser¢do de uma disciplina de matematica na Licenciatura em Matematica temos
alguns passos.

Primeiramente, para criar um curso de Licenciatura em Matematica, segue-se os
documentos internos das institui¢cdes que estdo pleiteando a oferta do curso e os documentos
externos, como as resolucdes e leis que definem as Diretrizes Curriculares Nacionais para a
Formagao Inicial de Professores para a Educacdo Basica. Existem muitos desafios na
implementag¢do de um curso para formacao de professores, sendo alguns deles as mudancas e
atualizagOes das resolugoes.

Atualmente, temos a resolu¢do CNE/CP N° 2, DE 20 DE DEZEMBRO DE 2019
(BRASIL, 2019), que define as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Formagao Inicial de
Professores para a Educacao Basica e institui a Base Nacional Comum para a Formagao Inicial
de Professores da Educacao Basica (BNC-Formacao) que estd em vigor. A resolugdo citada
segue a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (LDB) (BRASIL, 1996) e estabelece que os
curriculos dos cursos da formagao de docentes terdo por referéncia a Base Nacional Comum

Curricular (BNCC-Educagao Basica):

A Base Nacional Comum Curricular ¢ um documento normativo para as redes

de ensino e suas instituigdes publicas e privadas, referéncia obrigatéria para

elaboragdo dos curriculos escolares e propostas pedagogicas para a educacao

infantil, ensino fundamental e ensino médio no Brasil (BRASIL, 2018, (s.p)).

Atualmente, ndo estdo completados alguns temas matematicos que sao trabalhados no

ensino médio, como Geometria Analitica, Nimeros Complexos, Polindmios e outras unidades
curriculares que ainda sdo abordados nas Licenciaturas, seja como disciplinas ou partes de
alguma disciplina. Em alguns cursos de Licenciatura em Matematica do Brasil, a disciplina de

Variaveis Complexas nao ¢ obrigatoria. De acordo com a resolugdo CNE/CP N° 2, DE 20 DE
DEZEMBRO DE 2019 (BRASIL, 2019) sao destinadas 1600 horas as disciplinas especificas
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das areas, componentes, unidades tematicas e objetos de conhecimento da BNCC, e para o
dominio pedagogico dessas unidades curriculares. Sendo assim, os NDEs analisam as
competéncias e habilidades propostas na resolucao juntamente com os conteudos abordados no
ensino basico para a oferta das disciplinas de matematica em seu curso.

O nosso interesse nao ¢ fixar qual disciplina de matematica “deve” (ou ndo) ser
obrigatdria, ou qual “deve” (ou ndo) ser optativa, e sim trabalhar com a disciplina de Variaveis
Complexas, sendo mais especifico, com o estudo das fun¢des complexas, que € considerado um
dos ramos importantes da matematica. Estudiosos como Augustin-Louis Cauchy (1789-1857),
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), Karl Wilhelm Theodor Weierstral3,
conhecido como Karl Weiertrass (1815-1897) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855) trouxeram
expressivas contribuigdes para o desenvolvimento desse estudo, que resultaram em deixar de
se entender as raizes complexas de uma equagdo como mero recurso algébrico a resolugao,
passando, ja no século XIX, a entende-las como um niimeros em um campo numérico que nao
se encontra mais na reta, mas no plano: o plano complexo.

Mesmo que o estudo dos numeros complexos nao seja obrigatdrio em uma
Licenciatura em Matematica, ¢ perceptivel sua importancia nos cursos de Matematica e por isso
entendemos que uma disciplina de Varidveis Complexas ¢ relevante aos licenciandos, pois
muitos estudantes do Ensino Médio ja tiveram algum contato com os nimeros complexos ou,
pelo menos, ouviram falar sobre eles, mesmo que atualmente ndo sejam um conteudo
obrigatorio no curriculo.

Uma situagao comum ¢ a resolucdo de uma equagao do 2° grau com discriminante
negativo que, erroneamente, muitos propagam como sendo o mote para o desenvolvimento dos
complexos. Do ponto de visto histdrico ¢ relevante destacarmos tal visdo equivocada, pois
foram as tentativas de resolugdo de equacgdes cubicas reduzidas (x3+cx=d ©
Um cubo de coisas igual a nimeros), tanto no Ocidente, a partir do método proposto por
Scipione del Ferro (1465-1526) e “plagiada” por Gerolamo Cardamo (1501-1576) que a
publicou em sua obra “Ars Magna”, mostrando sua aplicagdo a Equacdes Cubicas gerais,
quanto no Oriente, pela resolu¢do de equagdes cibicas da forma x3 + px? + gx = N ou
biquadraticas do tipo x* + px + g = 0, propostas por Wang Xiaotong (580-640 DEC.) na obra
Jigu Suanjin (Continuagdo da Matematica Antiga) (C. 626 DEC.), ou ainda pela proposta do
persa Omar Khayyam (1048-1113) que resolvera tais equagdes usando as curvas conicas de
Apolonio, no século XI e previra uma futura solu¢do mesma por métodos algébricos.

Nesse caso, o professor do Ensino Médio provavelmente explicara que a equagao nao

possui solugdo no conjunto dos nimeros reais, mas que existe um conjunto chamado conjunto
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dos ntimeros complexos, onde a solu¢do ¢ possivel. E provavel que o professor também
explique que o conjunto dos nlimeros reais esta contido no conjunto dos nimeros complexos.
Mesmo nao sendo um assunto obrigatdrio, ha boas oportunidades para o professor introduzir e
motivar o estudo dos numeros complexos.

Para que o professor do Ensino Médio consiga abordar ou responder a
questionamentos relativos aos nimeros complexos, ¢ fundamental que ele tenha estudado esse
topico durante sua graduacao. Para um curso de Formagao de Professores, ¢ crucial incluir o
estudo dos niimeros complexos, pois em algum momento da carreira docente, ¢ possivel que
venha a trabalhar com esse assunto ou discutir sobre ele e, como apresentamos em nossa
epigrafe,

o professor precisa saber mais, € ndo menos Matematica, mas sempre
esclarecendo que este mais ndo se refere a mais contetido, € sim a um
entendimento, uma lucidez maior, e isto inclui, necessariamente, a
compreensdo de que mesmo dentro da Matematica do matematico
produzimos significados diferentes para o que parece ser a mesma coisa
(Lins, 2005a, p. 122).

Além disso, em uma sociedade em que o desenvolvimento tecnoldgico é cada vez mais
presente, o estudo dos nimeros complexos € relevante em diversas areas, como fisica quantica,
teoria do caos, engenharias e matematica avancada.

As disciplinas mencionadas na Tabela 1, sejam introdutorias ou avangadas, comegam
com o0s numeros complexos. As ementas geralmente sdo semelhantes, abordando inicialmente
os nimeros complexos e suas diversas representagdes, seguidas por fungdes complexas, limites
e continuidade. Outros topicos incluem diferenciacdo complexa e as equagdes de Cauchy-
Riemann, integracao complexa e o Teorema de Cauchy, finalizando com séries e o Teorema do
Residuo. Algumas ementas podem variar, incluindo mais ou menos assuntos dos topicos
citados.

Lembrando que as fungdes reais de uma variavel real estdo presentes na vida escolar
do aluno desde a educagdo basica, ou seja, alunos podem chegar ao Ensino Superior
familiarizados com essa tematica e, possivelmente, com o que ela se relaciona. Ainda assim,
boa parte do trabalho realizado nas disciplinas de matematica dos cursos de exatas, em especial
nos calculos ¢ dedicado a esse tema, justamente por ser um topico essencial para muitas
discussoes dentro dos seus respectivos cursos.

Porém, olhando para as ementas do Quadro 1, notamos que o assunto de fungdes

complexas divide espaco com outros temas que sdo na maioria das vezes mais extensos,
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sobrando pouco tempo a abordagem introdutoria do assunto. Em nossa pesquisa trabalhamos
com as fungdes complexas de uma forma mais lenta (no sentido de focada), discutindo
atentamente as definigdes, as transformacodes e as fungdes elementares.

A ementa da disciplina Introdugdo as Varidveis Complexas para a Licenciatura
(Quadro 02) em que a pesquisa foi realizada ficou um pouco mais flexivel, dando mais

oportunidade ao docente abordar o que considera mais relevante. Segue a ementa:

Quadro 2 - Ementa criada (Introdugdo as Variaveis Complexas para a Licenciatura)

Periodo:

Carga Horaria: 60 horas

Natureza: Optativa

Pré-Requisitos: Nao ha

Ementa: Esta disciplina aborda a constru¢do dos numeros complexos a partir da
insuficiéncia do conjunto dos niimeros reais em determinar as raizes de equagdes com
radicais negativos, aprofundando a discussdo com o estudo da teoria das equacdes e a nogao
de fungdo complexa. Com base no aprendizado das ideias basilares de variaveis complexas,
o processo historico de emergéncia dos nimeros complexos ¢ trazido a discussdo com o
objetivo de que os estudantes entendem a necessidade que gerou a ampliagao do conjunto
dos nimeros reais ¢ com objetivo de produzir uma comparagdo entre esse processo € a
apresentacao atual no ensino.

Bibliografia Basica:
1- AVILA, G. Variaveis Complexas e Aplicacées. Rio de Janeiro: LTC, 1990.

2- CARACA, Bento J. Conceitos Fundamentais da Matematica. 7. ed. Lisboa: Gradiva,
2010.

3- DOMINGUES, H.H. Sintese da Historia das Equacdes algébricas. Sao José do Rio
Preto, SP: Sociedade Brasileira de Educacao Matematica — SBEM-SP, 2000.

Bibliografia Complementar:

1- CARMO, Manfredo P. et al. Trigonometria e nimeros complexos. Rio de Janeiro:
SBM, 1992.

2- CHURCHILL, R.V. Variaveis Complexas e suas Aplica¢des. Sao Paulo: Mc Graw Hill,
2001.

3- FERNANDEZ, C.S.; BERNARDES JR., N. Introducao as funcées de uma variavel
complexa. SBM, Rio de Janeiro, Brasil, 2006.

4- GARBI, Gilberto G. O romance das Equacdes Algébricas. Sao Paulo: Makron Books,
1997.
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5- ZIL D. G., et al., Curso introdutério a analise complexa com aplicacdes, 2. ed., Rio
de Janeiro: LTC, 2011.

Fonte: PPC 2020 — Licenciatura em Matematica do IF Sudeste MG — campus Santos Dumont

Inferimos que uma disciplina com ementa mais aberta seja mais interessante a
discentes e docentes, que na maioria das vezes tém um tempo escasso para trabalhar o assunto
ja fixado na ementa. A quantidade extensa de coisas a serem tratadas a partir de uma ementa,
junto com o tempo reduzido podem ser pontos de escolha, por parte do docente para um ensino
tradicional. Nesse sentido propusemos trabalhar com uma ementa do nosso ponto de vista mais
aberta, com mais tempo e com uma metodologia diferente da tradicional.

Aqui ¢ importante destacarmos que, o fato de termos adotado uma proposta
metodoldgica, nao significa que a defendemos como algo permanente (como um produto), visto
que: (1) na perspectiva do MCS, em um processo de analise de producdo de significado e em
sua leitura, o interesse se destina a leitura do processo e ndo na permanéncia (no produto); (2)
uma proposta metodologica € entendida por nds como um objeto e, na perspectiva vigotskiana,
segundo Lins (1993), um objeto ¢ secundario em relacao ao sujeito € ao outro.

As referéncias bibliograficas em disciplinas que envolvem o assunto Variaveis
Complexas sdo parecidas, a maioria dos livros utilizados nas referéncias bibliograficas ¢
conteudista, assim como a maioria dos livros de Calculo, Algebra Linear, EDO, dentre outros.
A questao ¢ que ¢ dificil encontrar livros sobre o assunto voltada a Licenciatura em Matematica.
Com o proposito de facultarmos uma possivel leitura mais abrangente, seguem as referéncias

mais usadas nos cursos que foram citados no Quadro 1:

Quadro 3 - Bibliografia das disciplinas do Quadro 1 que foram citadas mais de uma vez.

Basica
Livros Instituicoes (B)/Complemen.(C)
AHLFORS, L.V. Complex analysis; UFV - IF/JF c-C
AVILA, G. Variaveis Complexas e Aplica¢es. | UFJF - IF/SD - IF/RP B-B-B
AVILA, G.S.S. Fung¢des de uma variavel
complexa UFV - IF/JF B-B

CARMO, M. P.; MORGADO, A. C.; WAGNER,
E. Trigonometria e Numeros Complexos.

UFJF - UFV - IF/JF - IF/SD - IF/SD
- IF/RP

C-B-B-B-B-B

CHURCHILL, R. V. Variaveis Complexas e
suas Aplicacdes.

UFJF - UFV - IF/JF |- IF/SD - IF/RP

B-B-B-C-B




FERNANDEZ, C. S.; BERNARDES JR., N. C.
Introducao as Func¢des de uma Variavel
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Complexa UFJF - IF/SD - IF/RP B-C-C
GARBI, G. G. O romance das equagdes

algébricas IF/JF - IF/SD C-C
1EZZ1, G. Fundamentos da Matematica

Elementar, Complexos, Polinomios, Equacées | UFV - IF/JF - IF/SD - IF/RP B-B-B-B
1EZZ]1, G. Fundamentos da Matematica

Elementar, Trigonometria. UFV - IF/SD - IF/RP B-B-B
LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P.; WAGNER,

E.; MORGADO, A. C. A Matematica do

Ensino Médio, vol. 3 UFV - IF/JF - IF/SD C-B-C
LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P.; WAGNER,

E.; MORGADO, A. C. A Matematica do

Ensino Médio,, vol 1 UFV - IF/JF - IF/SD C-C-C
MEDEIROS, L.A.J. Introducao as funcdes

complexas UFV - IF/JF C-B
SOARES, M. G. Calculo em uma Variavel

Complexa UFJF - UFV - IF/JF - IF/RP C-B-C-C
SPIEGEL, M. R. Variaveis Complexas. Sao

Paulo: McGraw-Hill UFJF - UFV - IF/JF C-B-C

Fonte: Criado pelo autor

Fazendo um levantamento, temos que as obras mais usadas sdo: Churchill (2001

[1960]), Avila (1996 [1990]), Soares (2003 [1999]), lezzi (2013 [1983]) e Carmo (2005 [1992]),

ou seja, sdo obras do século passado que abordam objetos relativos a Variaveis Complexas.

Com base nas referéncias citadas, nao encontramos nenhuma obra que trabalhe com as

Variaveis Complexas para Licenciatura em Matematica e poucos que abordem a Historia dos

nimeros complexos.

Para a construcao das fichas de trabalho que utilizamos em nossa pesquisa, também

usamos alguns livros citados anteriormente. Porém, tomamos o cuidado de nao deixar as fichas

parecidas com os livros, procurando construir um material voltado para a Licenciatura em

Matematica que desse espago ao didlogo e a producdo de significados relativos aos temas

abordados. Sendo assim, toda a constru¢do foi pensada através do nosso referencial tedrico.

No capitulo seguinte apresentaremos a revisao da Literatura.
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Neste capitulo, exploramos a literatura consultada durante nossa pesquisa, a qual
incluiu o acervo da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD), bancos de
teses e dissertacdes na area de Educacdo Matematica disponiveis nos sites de Programas de
Pos-graduacao, bem como o acervo digital da Sigma-t - a Rede de Pesquisa e Desenvolvimento
em Educacdo Matematica a qual estamos filiados.

Encontramos desafios ao criar nossa string de busca na BDTD. Nossa intencdo era
encontrar trabalhos que explorassem o ensino de varidveis complexas no contexto da formacgao
de futuros professores. Tentamos diversas combinacdes, como "Formacdo Matematica" e
"Variaveis Complexas" e "Licenciatura em Matematica", mas ndo obtivemos nenhum
resultado.

Retomamos entdo os objetivos deste trabalho. O foco ndo deveria estar primariamente
no conteudo de varidveis complexas, mas sim na formacdo, também matematica, de
licenciandos.

Além disso, nosso referencial teérico - 0 Modelo dos Campos Semanticos - precisava
ser um norteador de busca por trabalhos que fossem compativeis com nossos pressupostos.
Assim novas strings foram criadas, e dessa vez retornando pesquisas que de muito nos
auxiliaram nessa caminhada, e foi ela “’Formagdo de professores’ e ‘Modelo dos Campos
Semanticos’ e ‘Célculo” ou apenas ‘Formacdo de Professores’ e ‘Ensino de Calculo’.
Colocamos o conteudo de célculo apenas por ser um contetido que também ¢ trabalhado na

licenciatura e por ser um assunto que normalmente existem mais trabalhos.

Quadro 4 - Trabalhos provenientes da pesquisa em banco de teses e dissertagdes

Titulo do Trabalho Autor Trabalho - Ano
Um olhz}r sobre as 1de1a§ mater.nat.lcas em um curso Barto, Maria Cecilia Dissertacio,
de calculo: a produgdo de significados para a
- Arena Lopes 2004
continuidade
Delineando uma pesquisa: legitimidades para a
disciplina de calculo na formacao do professor de | Lais Cristina Viel Gereti Tese, 2018

matematica

Uma abordagem didatico-pedagdgica do calculo Diogo, Maria das Gragas

diferencial e integral I na formagdo de professores . Tese, 2015
.- Viana de Sousa
de matematica
As contribui¢des dos mapas conceituais para a . . ~
.. - . , . . Santos, Luan Danilo Dissertacao,
(re)significacdo de conceitos em calculo diferencial .
Silva dos 2019

e integral I na formacao docente
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A 1mportanc1'c} do calculo diferencial e 1’nt.egra1 para Alessio, Amanda Dissertacio,

a formacao do professor de matematica da 2019
educagdo basica

O comprometimento do estudante e a Santos, Guilherme Dissertacdo,

aprendizagem em calculo diferencial e integral | Mendes Tomaz dos 2014
Um estudo das atividades propostas em um curso

de licenciatura em matematica, na disciplina de Alves, Antonio Dissertacdo,

introducdo ao célculo diferencial e integral, na Fernando Silveira 2011
modalidade a distancia

Fonte: Criado pelo autor

Com esse formato de busca, tivemos como resultado 6 trabalhos, dos quais duas
pesquisas foram selecionadas como constituintes da revisao de literatura de nossa pesquisa.
Elas ndo tratavam diretamente sobre varidveis complexas, mas versavam sobre ensino de
matematica académica na formagao de professores.

A dissertagao intitulada Um olhar sobre as ideias matemdticas em um curso de
calculo: a produgdo de significados para a continuidade de Barto (2004), que teve como
objetivo investigar a dindmica da produgdo de significados para a continuidade de funcdes de
uma variavel real.

A pesquisa de Barto (2004) trata-se de uma pesquisa qualitativa, do tipo estudo de caso
e foi realizada em uma universidade de Sao Paulo, envolvendo dez alunos e a professora de um
curso de Poés-graduacdo em Educacdo Matematica. A coleta de dados incluiu filmagens,

anotacdes da pesquisadora, trabalhos escritos pelos alunos e entrevistas. Barto cita que

Este estudo permitiu observar e entender um pouco mais como alunos utilizam
suas experiéncias cotidianas, impregnadas e as vezes inconscientes, para
produzir significados para conceitos abstratos da Matematica (Barto, 2004,

n.p).

A nossa proposta de trabalho se assemelha com a de Barto, no sentido de se tratar de
uma pesquisa qualitativa, de se relacionar um contetido de matematica que normalmente ¢
abordado no ensino superior e que esses alunos do curso eram professores de matematica.

E a segunda pesquisa, uma tese, intitulada Delineando uma pesquisa: legitimidades
para a disciplina de calculo na formagdo do professor de matematica de Gereti (2018), que
teve como objetivo produzir uma discussao a respeito da legitimidade da disciplina de Calculo

na formacao inicial de professores de matematica.
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O trabalho de Gereti (2018) apresenta um levantamento de pesquisas acerca do Célculo
para Licenciatura em Matematica, entrevistas com professores formadores e da educacao basica
e discussoes sobre o curriculo e a formagao matematica de professores de matematica. Ainda

sobre o curriculo, o pesquisador, afirma que o

[...] curriculo do curso de Licenciatura em Matematica foi e ¢ pensado por
grupos que tém considerado algumas disciplinas como legitimas para se
formar o professor da Educacdo Basica. Apesar de muitas mudangas que vém
ocorrendo no curriculo, as disciplinas “tradicionais” sdo mantidas, como o
Célculo Diferencial e Integral (e todas as demais relacionadas com ela),
porque, na verdade, ndo se questiona sobre a permanéncia delas (Gereti, 2018,
p.105).

Em nossos estudos também faremos uma analise sobre a importancia das disciplinas
de matematica no curriculo da Licenciatura em Matematica e para formacao matematica dos
futuros professores de matematica.

Ainda procurando por trabalhos que envolvessem as variaveis complexas voltadas ao
ensino, com a seguinte string ‘“Variaveis Complexas” e “Ensino” e “Aprendizagem”, na BDTD
encontramos alguns trabalhos, mas apenas um estava dentro do assunto:

Encontramos uma dissertacdo intitulada Numeros complexos e fungoes de varidavel
complexa no ensino médio: uma proposta didatica com uso de objeto de aprendizagem
(Monzon, 2012). O objetivo deste trabalho foi apresentar uma proposta didatica para o ensino
de Numeros Complexos e Fungdes de Variavel Complexa, utilizando um objeto de
aprendizagem.

A proposta de Monzon (2012) foi implementada em um terceiro ano do Ensino Médio
e teve como objetivo, “[...] aprimorar o ensino de nimeros complexos dentro do ensino médio”
(Monzon, 2012, p.17). Apenas o inicio do trabalho de Monzon (2012) que se assemelha com a
nossa proposta usada na primeira parte da disciplina de Introdugdo as Varidveis Complexas
para Licenciatura, como por exemplo o contexto histérico que explica a necessidade da criagao
dos nimeros complexos. Em seguida o autor utiliza as tecnologias como recurso para a
aprendizagem e como ferramenta motivacional para os alunos.

Continuando nossa busca, fizemos uma consulta em bancos de dissertagoes defendidas
no acervo do Mestrado Profissional em Educacao Matematica da UFJF e no Sigma-t, na qual
ndo encontramos nenhum trabalho com o tema que pretendemos pesquisar usando o Modelo

dos Campos Semanticos. Todavia, trés trabalhos se destacaram pela natureza da proposta, que

foram:
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Quadro 5 - Trabalhos provenientes da pesquisa no acervo do Mestrado em Educacdo Matematica da

UFJF
Titulo do Trabalho Autor Trabalho - Ano
Algebra linear como um curso de servigo para Dissertaciio
a licenciatura em matematica: o estudo dos Alves, Aretha Fontes 20139 ’
espagos vetoriais
Algebra linear como um curso d@ Servigo: o Almeida, Vitor Rezende Dissertagao,
estudo das transformagdes lineares 2013
Geometria como um curso de servico para a N . ~
. . e cop Procopio, Ricardo Dissertacao,
licenciatura em Matematica: uma leitura da .
. a Bevilaqua 2011
perspectiva do modelo dos campos semanticos

Fonte: Criada pelo autor

Assim como nos trabalhos de Alves (2013) e Almeida (2013), nossa proposta de
pesquisa foi dividida em duas partes: a primeira voltada para o Ensino dos Numeros Complexos
na Licenciatura e foi realizada pela professora Lecticia Sobreiro Rezende de Souza, outra
orientanda do professor Amarildo Melchiades da Silva. Ja a segunda parte, voltada ao ensino
de funcdes complexas para Licenciatura, sendo importante destacar que as duas propostas de
trabalho foram realizadas na mesma disciplina, Introdug¢do as Varidveis Complexas para
Licenciatura no curso de Matematica. Sendo assim, temos que o nosso trabalho acontece de
forma complementar ao trabalho da professora Lecticia, ajudando em uma proposta comum, ou
seja, apresentando o Ensino das Varidveis Complexas depois do Ensino dos Numeros
Complexos para Licenciatura em Matematica, de forma diferente da tradicional, utilizando o
Modelo e fichas de trabalho.

As dissertagoes de Almeida (2013), Alves (2013) e Procopio (2011), com abordagens
também qualitativas, se aproximam em diversos aspectos por estarem inseridas em um mesmo
grande projeto, com finalidade em profundar o estudo entre os processos de ensino e
aprendizagem em disciplinas do Ensino Superior e a formagao matematica do licenciando em
Matematica. O referencial tedrico em comum dos trés trabalhos e o Modelo dos Campos
Semanticos, mas o topico matematico em foco nos estudos se diferencia: Almeida (2013) trata
de Transformacgdes Lineares, Alves (2013) discute Espagos Vetoriais ¢ Procopio (2011) se
dedica a topicos de Geometria Plana e Espacial.

O objetivo dessas dissertagdes consistia em mapear as caracteristicas das disciplinas
da Licenciatura em Matematica, cada uma voltada para um topico especifico, de forma que

essas disciplinas desempenhassem o papel de Curso de Servigo.
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Sobre o termo "Curso de Servigo", ¢ pertinente mencionar que ele "surgiu para
denominar as disciplinas voltadas para a formac¢do em uma area especifica" (Almeida, 2013, p.
2). Entretanto, ¢ fundamental esclarecer que, no contexto da Educacao Matematica, a "proposta
direcionada a Cursos de Servico esta voltada as disciplinas de contetido especifico das
Licenciaturas em Matematica e, como consequéncia, para a formacao inicial do Professor de
Matematica" (Procopio, 2011, p. 20).

Por serem disciplinas de conteido matematico voltadas para a formagdo inicial,
caracterizam-se por serem disciplinas "que também se preocupam com a formagdo didatica e
pedagdgica do futuro professor de Matematica" (Almeida, 2013, p. 2).

As leituras realizadas ressaltam a importancia de pesquisar o que nos propomos.
Muitos sdo os contetdos matematicos ditos como puros e académicos, pertencentes ao
considerado matematico. Quanto mais esses contetudos sao discutidos em perspectivas além da
tradicional tedrica/axiomatica, mais rica pode ser a experiéncia tanto do aluno quanto do
professor.

Por fim, conduzimos uma busca na plataforma que nos permitisse entrar em contato
direto com as publicagdes de autores que utilizam o Modelo dos Campos Semanticos como
referencial tedrico e/ou metodoldgico. A Rede de Pesquisa e Desenvolvimento em Educagdo
Matematica — Rede Sigma-t ¢ uma rede de pesquisa, constituida pesquisadores e professores
com interesse no Modelo dos Campos Semanticos.

Ao explorarmos o acervo digital de teses e dissertagdes, € ao restringirmos nossa busca
aos trabalhos orientados pelo proprio Romulo Lins, identificamos dois trabalhos que se

relacionam com nossa pesquisa:

Quadro 6 - Trabalhos provenientes da pesquisa na rede Sigma-t

Titulo do Trabalho Autor Trabalho - Ano
Sobre a producio de significados para a nogdo de Oliveira, Viviane Dissertagao,
transformacao linear em algebra linear. Cristina Almada de 2002

Calculo diferencial e integral: uma abordagem

) . SAD, Ligia Arantes. Tese, 1998
epistemoldgica de alguns aspectos

Fonte: Criado pelo Autor
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Oliveira (2002), apresenta sua leitura da producao de significados de alunos de uma
Licenciatura em Matematica em relagdo as transformagdes lineares, € mesmo investigando
sobre transformagdes lineares, Oliveira aponta que com sua pesquisa podera, também, subsidiar
discussdes mais amplas sobre a formagao inicial do professor de Matematica, como o queremos.

Além dessa leitura, Oliveira realizou um estudo histdrico juntamente com uma analise
de livros didaticos, com a intengdo de verificar como influenciaram e influenciam os
significados produzidos para a ideia de transformagéo linear em Algebra Linear.

Sad (1999) trabalha com investigag¢des centradas na produgdo de conhecimento a partir
do Célculo. A pesquisa de Sad esta ligada ao ensino e aprendizagem de Calculo com bases
epistemologicas, e tem como motivo principal as experiéncias vividas em termos de sala de
aula. Uma das preocupacodes citadas em (Sad, 1999) € na contribui¢cdo ‘para a compreensao do
desenvolvimento do pensamento diferencial e integral do estudante em meio as atividades
pertinentes ao Calculo’.

As discussoes apresentadas nessas duas dissertagdes foram fundamentais para elucidar
termos do Modelo dos Campos Semanticos ao longo de minha pesquisa, desde a compreensao
dos fundamentos tedricos até a aplicagdo pratica desses conceitos na analise proposta. Além
disso, as leituras realizadas indicam a necessidade de investigar e buscar novas alternativas para
trabalhar com conteudos matematicos, que sdo frequentemente considerados puros e
académicos, pertencentes ao matematico. Aborda-los sob perspectivas além da abordagem
tedrica/axiomatica tradicional pode enriquecer significativamente a experiéncia de estudantes

e professores.
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Neste capitulo, apresentamos inicialmente o referencial teérico que fundamentou
nossa pesquisa, isto €, orientara nossa proposta de elabora¢ao de uma sequéncia de ensino com
vista a aprendizagem da noc¢do de funcdo de variaveis complexas. Em seguida, na segunda
secdo, apresentaremos o problema de pesquisa e a proposta do produto educacional, como

consequéncia do nosso desenvolvimento de projeto.

4.1 O Modelo dos Campos Semanticos

Em nossa investigagao tomaremos como referencial tedrico-epistemoldgico o Modelo
dos Campos Semanticos, elaborado pelo professor e pesquisador Romulo Campos Lins a partir
do ano de 1993; um ano apos a sua defesa da tese de doutorado intitulada 4 Framework For
Understanding What Algebraic Thinking Is.

O MCS trata-se de um modelo epistemoldgico, pautado nas nogdes de conhecimento,
significado e campo semantico, inspirado nas pesquisas de Lev Semionovitch Vigotski (1896-
1934), Alexis Nikolaevich Leontiev (1903-1979), Vasily Vasilovich Davydov (1930-1998),
Nelson Goodman (1906-1998), dentre outros.

Passemos entdo a descrever as principais nog¢des constitutivas do MCS que utilizamos
em nossa pesquisa, a saber: as no¢des de significado, producgdo de significados, conhecimento,
produgdo de conhecimento, processo comunicativo € campo semantico.

Para Lins, significado ¢ tudo que o sujeito da enunciagdo pode e efetivamente diz sobre
algo em uma determinada atividade (no sentido proposto por Leontiev);

Segundo Silva (2022) a nogao de atividade, proposta por Leontiev:

E um processo psicolégico consciente do sujeito e, portanto, uma atividade
interna em que as seguintes condicdes devem ser satisfeitas: (i) Surge de uma
necessidade; (ii) Existe por parte do sujeito, um objetivo preciso que o
estimula a executar a atividade para satisfazer uma necessidade determinada,
denominada o motivo da atividade; (iii) Motivo e fim devem coincidir na
atividade (Silva, 2022, p. 77)

Lins (1999) ao comentar sobre a sua formulagao de significado observa:

[...] o significado de algo ¢ aquilo que digo deste algo. Grosso modo,
significado, para mim, é o que a coisa é. Mas este ¢ ndo se refere a uma
esséncia da coisa. Talvez isto fique mais claro com a seguinte formulagdo: os
objetos sdo constituidos enquanto tal precisamente pela producdo de
significados para eles. N2o se trata de ali estdo os objetos e aqui estou eu, para
a partir dai eu descobrir seus significados; ao contrario, eu me constituo
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enquanto ser cognitivo através da produgdo de significados que realizo, ao
mesmo tempo em que constituo objetos através destas enunciagdes (Lins,
1999, p. 86).

No MCS a produgao de significados € o centro da aprendizagem pois, ¢ através da
analise da produgao de significados, das a¢des enunciativas dos alunos, que podemos perceber
como esta acontecendo a producdo de conhecimento, ou seja, “[...] ensinar € sugerir modos de
producdo de significados e aprender ¢ internalizar modos legitimos de produgdo de
significados” (Lins, 2008, p. 543)

Como parte do processo de produgao de significados o MCS considera o processo de
producdo de conhecimento no seguinte sentido: o conhecimento ¢ algo do dominio da
enunciagdo, ou seja, conhecer algo faz com que as pessoas sejam capazes de falar sobre
determinado assunto. Procurando responder “o que € conhecimento?” Lins (1993) propde uma

formulagao essencial do MCS:

conhecimento ¢ entendido como uma crenca — algo em que o sujeito acredita
e expressa, € que caracteriza-se, portanto, como uma afirmagéo — junto com o
que o sujeito considera ser uma justificagdo para sua crenga afirmacao (Lins,
1993, p.86).

Ou seja, primeiro o sujeito precisa acreditar em algo, e a maneira dele demonstrar essa
crenca por meio de uma enunciagdo e afirmando-a. Crenga, afirmacdo e justificacdo sao
elementos constituintes do conhecimento, s6é produzido quando acreditado, afirmado e
justificado. Para Lins “um conhecimento ndo € nem mais, nem menos, que isto. Existe em sua
enunciagdo e deixa de existir quando ela termina” (Lins, 2012); j& a justificagdo, ndo ¢ uma
justificativa ou uma explicagdo para o que um sujeito diz, mas sim, aquilo em que o sujeito
acredita que o autoriza a dizer o que diz. Para o MCS, produzir significado ¢ exatamente “falar”
arespeito de “algo”, em que o verbo “falar” a respeito de “algo” seria equivalente a producdes
acOes enunciativas, e “algo” seria um objeto interno a determinada atividade.

Na pratica letiva, entender o que o aluno esta falando ndo ¢ uma tarefa simples. Quando
um aluno fala algo que consideramos estar “correto”, na maioria das vezes, simplesmente
aceitamos e continuamos com nossas aulas; mas quando um aluno fala algo que nao
compartilhava um mesmo espago comunicativo, que o0 nosso ou que consideramos “nao estar
correto”, normalmente corrigimos sem tentar entender como ele chegou naquele pensamento.
O espago comunicativo, ¢ quando o autor (sujeito que produz a enunciagdo) e leitor possuem

os mesmos modos de producao de significados (interlocutores).
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O processo comunicativo proposto por Lins possui trés elementos constitutivos: autor,

texto e leitor.

O autor e aquele que, nesse processo, produz a enunciagdo: um professor em
uma aula expositivo-explicativa, um artista plastico expondo seus trabalhos
ou um escritor apresentando sua obra. O leitor e aquele que, ainda nesse
processo, se propde a produzir significados para os residuos das enunciagdes
como, por exemplo, o aluno que, assistindo a aula, busca entender o que o
professor diz, o critico de arte que analisa a obra de um artista plastico ou uma
pessoa que leia um romance buscando entender a histéria do autor. Ja o texto,
e entendido como qualquer residuo de enunciacdo para o qual o leitor produza
algum significado (Silva; Oliveira; Almeida, 2022, p. 103).

Como caracterizar e entender o que os alunos estavam pensando quando “erravam”,
sem um julgamento de estar “certo” ou “errado”, foi o ponto de partida para o desenvolvimento
da nossa pesquisa em sala de aula e, para isso, usamos o referencial teérico Modelo dos Campos
Semanticos (MCS), que partiu dessa mesma pressuposicao em sua elaboragdo pelo educador
matematico.

Portanto, o processo comunicativo nos permite observar o processo de interagdo
comunicativa entre duas pessoas quando, por exemplo, autor e leitor estdo produzindo
significados na mesma direcao, ou seja, no compartilhamento de um espago comunicativo ou
quando isto ndo esta ocorrendo. Por isso, em nosso estudo, nosso olhar se dirige a este processo
como proposto pelo MCS e ndo a partir da chamada transmissdo de conhecimento presente no
ensino tradicional.

Segundo o MCS, “o ntcleo de um campo semantico ¢ constituido por estipulagdes
locais, que sdo, localmente, verdades absolutas, que ndo requerem, localmente, justificagao”.
(Lins, 2012, p.26).

Para articular os processos de producgdo de conhecimento e a producao de significados
temos a no¢do de campo semantico. Lins denotou a nogdo de campo semantico como sendo
“um processo de producdo de significado, em relagdo a um nucleo, no interior de uma
atividade” (Lins, 2012, p.17).

Por fim, o0 MCS nos sugere que ¢ crucial que o professor adote uma postura atenta e
receptiva para identificar as dificuldades que surgem durante as atividades propostas, sejam
elas obstaculos especificos ou limitagdes epistemoldgicas. Mais uma vez, o papel do docente

ndo ¢ julgar, mas sim mediar, apresentando alternativas de abordagem diferentes daquelas que

o aluno estd empregando.
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Por meio das nogdes gerais descritas e de outras mais internas a teoria, reunimos
ferramentas desde a criacdo de nosso material didatico até a anélise dos residuos de enunciagao
que obtivemos na aplicacao de nosso produto educacional.

Ao longo do nosso trabalho, vamos apresentar como as principais nogdes constitutivas
do MCS serdo utilizadas em nossa pesquisa, por exemplo, temos que a analise de producdo de
significados fornece uma maneira dos professores com seus alunos, realizarem uma leitura do
que os alunos estao dizendo e fazendo. Dessa forma, as atividades nas fichas de trabalhos que
propusemos e desenvolvemos voltaram-se a aprendizagem e, consequentemente, a producgado de
significado.

Pensamos que, entender como ocorre a producdo de significados do aluno ao que lhe
¢ proposto vem a ser o foco principal de qualquer professor. Desta forma, pensamos que o foco
em um conteudo programatico, dirigido “[...] uma educacdao PARA A Matematica” (Lins, 2020,
p. 15) e ndo vislumbrando “[...] uma educagdo PELA Matematica” (/bid, p. 15), “esconde”
particularidades de processos de producdo de significados que acontecem em sala de aula;
sendo assim, elaboramos fichas de trabalhos para apresentagao das fungdes complexas, de modo
que o aluno oportunizasse participar de uma metodologia diferente das que vivenciou até o
presente momento e que possamos identificar em suas falas o que eles produziram de
significados sobre os conceitos abordados, na tentativa de estimular a producdo de

conhecimento desses alunos.

4.2 O Problema de Pesquisa e o Produto Educacional

A presente pesquisa foi motivada pela nossa vivéncia na realidade da sala de aula de
um instituto federal ministrando aulas numa Licenciatura em Matematica, onde o desinteresse
dos alunos pelo curso, suas dificuldades de aprendizagem fruto de uma formacgao deficiente, a
evasao para iniciar no mundo do trabalho e a retencdo nas disciplinas de matematica do ensino
superior se tornaram cada vez mais comuns. Sabemos que mudar essa realidade ¢ um desafio,
e para nos, educadores preocupados com os processos de ensino e aprendizagem, ¢ importante
refletir sobre esses problemas e como podemos ajudar nesse processo. Acreditamos que, por
meio da introdugdo de materiais ¢ metodologias alternativas, podemos explorar novas
possibilidades para o ensino superior, especificamente nas disciplinas de matematica, e, quem

sabe, contribuir para uma mudanga no futuro proximo.
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Portanto, nosso problema de pesquisa consiste em desenvolver um conjunto de tarefas
fundamentadas teoricamente, que introduzam as fun¢des complexas no contexto da sala de aula
de matematica, juntamente com uma proposta metodologica escolar diferente da aula
exclusivamente expositiva/explicativa, incentivando os futuros professores a pensarem em
novas metodologias para suas futuras aulas.

Assim, a proposta de investigacdo ¢ fundamentada nas premissas do MCS com o
objetivo de mudar o status quo no ensino de Licenciatura de modo que em relagdo aos discentes,
pretendemos com a proposi¢ao das tarefas:

(1) Dar voz aos alunos de modo que o professor possa identificar de que “lugar” eles dizem o
que dizem e operam;
(i1) Estimular a interacdo entre eles de modo que a cooperacdo acontega na busca por
aprendizagem do assunto em discussao;
(ii1) Estimular a interacdo entre os alunos e o professor de modo que o docente, a partir das
acOes enunciativas dos estudantes possa intervir em suas dificuldades de aprendizagem
(obstaculos e limites epistemoldgicos).

Com relagao a disciplina, ela sera elaborada a partir das tarefas propostas de modo que:

a) Aconteca uma diminui¢ao de aulas expositivas e explicativas em que o professor € o
unico detentor do conhecimento e o aluno € um receptor passivo dos contetidos que lhe
sdo apresentados;

b) Fichas de trabalho, contendo as tarefas, possibilitam que, frente a novas nogdes e ideias
matematicas, os alunos possam se debrucar sobre elas e iniciar, cada um, seu processo
de producdo de significados e que a discussao seja estimulada a partir daquela tarefa;

¢) Inspirado na proposta de metodologia de ensino denominada Assimilacdo Solidéaria
proposta pelos Cabraldinos?, minimizar o valor da prova escrita como tinica forma de
avaliacdo, incluindo o trabalho produtivo em sala de aula também como elemento
constitutivo da avaliacao.

Dado que nossa pesquisa esta inserida em um Programa de Mestrado Profissional em
Educagao Matematica, direcionamos nossa atengdo para dois projetos complementares: o
projeto de pesquisa, que consiste na elaboragao da dissertagdo de mestrado e o produto
educacional, que no nosso caso ¢ a elaboragdo de um conjunto de fichas de trabalho com tarefas

cujo objetivo ¢ introduzir o estudante de licenciatura no estudo de fungdes complexas em uma

2 Roberto Ribeiro Baldino e Tania Cristina Baptista Cabral se autodenominaram Os Cabraldinos, termo que
usaremos quando fizermos mengdo ao trabalho que desenvolvem em conjunto.
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turma de Licenciatura em Matematica cuja finalidade ¢ que os estudantes aprendam a

matematica em discussao.
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Neste capitulo, dividido em quatro secdes, apresentaremos inicialmente a
caracterizacdo da pesquisa utilizada em nosso processo de investigagdo. Em seguida na segunda
se¢do, apresentaremos a caracterizacao do curso. Ja na terceira secao, trabalharemos com a
leitura epistemologica das agdes iniciativas dos estudantes. Por fim, na quarta sec¢do
apresentaremos um conjunto de tarefas que foram desenvolvidas e utilizadas em nosso processo

investigativo.

5.1 Caracterizacdo da Pesquisa

Esta pesquisa caracteriza-se por uma abordagem qualitativa de investigacdo. Para
entendermos melhor como funciona essa abordagem, vejamos sua caracterizagdo de acordo

com Bogdan e Biklen:

I) Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados ¢ o ambiente natural,
constituindo o investigador o instrumento principal. II) A investigacdo qualitativa ¢
descritiva. Os dados recolhidos sdo em forma de palavras ou imagens e ndo de
numeros. III) Os investigadores interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos. IV) Os investigadores tendem a analisar
os seus dados de forma indutiva. Nao recolhem dados ou provas com o objetivo de
confirmar ou infirmar hipdteses construidas previamente. V) O significado ¢ de
importancia vital na abordagem qualitativa. Os investigadores que fazem uso deste
tipo de abordagem estdo interessados no modo como diferentes pessoas dao sentido
as suas vidas (Bogdan; Biklen, 2013, p. 47-51).

Na abordagem qualitativa optamos pela pesquisa de campo como caminho para validar
nosso produto educacional a partir da analise das potencialidades das tarefas para uso dos
professores em sala de aula.

Em relagdo ao ambiente em que foi realizada a pesquisa, temos que a institui¢ao de
ensino ¢ situada na Zona da Mata Mineira. Sendo mais especifico, a pesquisa foi realizada na
disciplina de Introdu¢do as Variaveis Complexas para a Licenciatura, no 7° periodo do curso
Licenciatura em Matematica de um Instituto Federal. Os desdobramentos dessas etapas serdo

apresentados nas se¢des seguintes.

5.2 Design da disciplina

Nossa preocupacao com a formagao matematica do futuro docente de Matematica, em

relagdo as disciplinas consideradas de matematica pura, em particular a disciplina intitulada
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Variaveis Complexas, e pelos motivos apresentados no texto, nos fez escolher a disciplina de
Introducdo as Varidveis Complexas para o nosso objeto de pesquisa. Esta disciplina foi
ministrada pelo professor Tiago de Oliveira e observada pela professora Lecticia Sobreiro
Rezende de Souza, como parte de sua pesquisa de campo no que diz respeito a primeira parte
da ementa destinada aos nimeros complexos.

A disciplina Introducdo as Variaveis Complexas para Licenciatura ¢ uma disciplina
optativa para o curso de Licenciatura em Matematica na IES escolhida para o estudo e foi
oferecida no primeiro semestre de 2021, primeiro periodo presencial apds periodo de
isolamento devido a Covid-19. Na criac¢do desta disciplina, os docentes envolvidos colocaram

0s seguintes objetivos a serem cumpridos:

e Ampliar os modos de produg¢do de significados dos alunos sobre numeros complexos a
partir da geragdo de situagoes problemas;

e Desenvolver uma leitura dos numeros complexos a partir de uma perspectiva historica
e de problemas geradores observando as transformagoes ocorridas até se chegar a ser
objeto de ensino;

e Experenciar a construgdo de um conjunto dos numeros complexos em comparagdo com
o conjunto dos numeros reais avaliando as perdas e os ganhos obtidos com a expansdo
efetivada.

e [Introduzir o estudante na ampliagdo da nogdo de fungdo do plano real para o plano
complexo.

e Exercitar a escrita do texto matematico a partir da possibilidade de produzir defini¢oes,

teoremas e justificagoes para as proposigoes (demonstragoes, por exemplo).
A disciplina em questdo foi criada para que o professores que fossem lecionar,
pudessem fazer um trabalho diferente do tradicional, sendo assim sua ementa foi construida de

forma aberta, dando liberdade para o professor trabalhar da forma que achasse melhor.

Quadro 7 - Ementa: Introdugdo as Variaveis Complexas para Licenciatura

Ementa

Esta disciplina aborda a constru¢do dos nimeros complexos a partir da insuficiéncia do
conjunto dos nimeros reais em determinar as raizes de equacdes com radicais negativos,
aprofundando a discussdo com o estudo da teoria das equag¢des € a nocao de funcao
complexa. Com base no aprendizado das ideias basilares de variaveis complexas, o processo




48

historico de emergéncia dos nimeros complexos ¢ trazido a discussdo com o objetivo de
que os estudantes entendam a necessidade que gerou a ampliagdo do conjunto dos nimeros
reais e com objetivo de produzir uma comparagdo entre esse processo € a apresentacao atual
no ensino.

Fonte: PPC da Licenciatura em Matematica — IF Sudeste MG — Campus Santos Dumont

Desta forma, a disciplina foi dividida em duas partes. Na primeira parte foram
trabalhados os Numeros Complexos e na segunda as Fungdes Complexas. Para as duas partes
foram criadas as fichas de trabalhos e aplicadas aos alunos.

No inicio do curso foi aplicado um termo de compromisso para os discentes assinarem
e informado que as discussoes e os possiveis resultados seriam publicados posteriormente. Em
relagdo aos discentes, foram 09 alunos matriculados e eles podiam escolher os nomes que
seriam usados na pesquisa ou manter os proprios nomes, sendo assim tivemos os seguintes
pseudonimos: Malu, Lero, Manoel, Jota, Juliana, Doronice, Nyna, Cristina ¢ Sandora. Para

exemplificar os dados dos alunos, temos a seguinte tabela:

Quadro 8 - Pseudonimos dos discentes

Nomes Periodo que se encontrava no curso Idade

Cristina 7°P — 2% turma do curso 22 anos
Doronice 7°P — 2? turma do curso 36 anos
Jota 1* turma do curso 25 anos
Juliana 7°P — 2% turma do curso 44 anos
Lero 7°P — 2% turma do curso 45 anos
Malu 7°P — 2% turma do curso 23 anos
Manoel 7°P — 2% turma do curso 29 anos
Nyna 7°P — 2? turma do curso 41 anos
Sandora 7°P — 2? turma do curso 32 anos

Fonte: Autor

Uma observagao € que praticamente todos os discentes matriculados ja tinham feito
uma disciplina (Trigonometria ¢ Numeros Complexos) no inicio do curso que trabalhava com
o contetido de nimeros complexos.

Os alunos na disciplina de Introducao as Variaveis Complexas para Licenciatura foram

avaliados de acordo com as fichas de trabalhos e discussdes em sala, os alunos que respondiam
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as fichas e participavam das discussdes ganhavam os pontos referentes ao encontro. Ao todo
foram aplicadas seis fichas na primeira parte do curso e duas na segunda parte, muitas dessas
fichas foram divididas em dois ou trés encontros. As fichas foram aplicadas em quatorze
encontros, tendo 0,75 ponto em cada encontro, assim totalizando 10,5 pontos. Nossa
preocupacdao ndo era saber se o aluno resolvera errado ou certo, mas sim aprofundar nas
discussoes e refinar nosso olhar a respeito de possiveis contribui¢des da disciplina de Varidveis
Complexas a pratica profissional desses professores e para um pensamento alternativo em
outras metodologias de ensino.

Na proxima secdo apresentaremos a analise da producdo de significados dos

participantes da pesquisa a respeito das tarefas aplicadas.

5.3 Leitura Epistemologica das A¢oes Enunciativas dos Estudantes.

Realizar uma leitura ap6s a produgdo de significados dos estudantes ¢ uma acdo
importante que sera realizada ao final de cada tarefa. Para entendermos como serd feita essa
analise ou leitura epistemoldgica precisamos falar das nogdes-categorias. Segundo Silva

(2022):

No momento em que um estudante se propde a produzir significados para o
problema proposto (entendido como gerador da atividade) observamos da
perspectiva do MCS o desencadeamento de um processo — o processo de
producdo de significados — que envolve as seguintes no¢des-categorias: i) A
constituicdo de objetos — coisas sobre as quais aquele estudante sabe dizer algo
e diz. Isto permite ao pesquisador observar tanto novos objetos que estdo
sendo constituidos quanto os significados produzidos para esses objetos. ii) A
constituicdo e a transformagao de um nucleo (processo de nucleagdo): suas
estipulagdes locais, as operagdes e suas logicas associadas ao nucleo; iii) A
producdo de conhecimento: enunciagdo de crencas-afirmagdo e suas
respectivas justificagdes; iv) A fala na dire¢do de um interlocutor; v) As
legitimidades, isto é, o que € legitimo ou ndo dizer (para quem esta produzindo
significados) no interior daquela atividade (Silva, 2022, p.133)

Percebemos que essa analise/leitura ¢ constituida de véarias etapas e que elas serdo
iniciadas apos a produgao de significados dos estudantes. Silva ainda comenta que “[...] a partir
dos residuos de enunciagao produzidos por ele (o autor da enunciagdo), desenvolvida com as

nogoes-categorias, ¢ o que designamos, em termos linsianos, de andlise ou leitura

epistemologica” (Silva, 2022, p. 134).



50

A lista de elementos apresentadas por Silva, que usualmente ¢ chamada de nogdes-
categorias, ndo precisa ser apresentada necessariamente na mesma ordem, como ele mesmo
comenta: “[...] mas queremos dizer que € o conjunto dessas coisas que estaremos considerando
quando estivermos fazendo nossa leitura” (Silva, 2022, p. 134).

Nosso interesse estd em identificar os elementos envolvidos na dindmica da sala de
aula entendidos como importantes na formacao matematica, metodoldgica e epistemologica do
futuro professor de Matematica. Com isso, queremos sugerir que a disciplina ndo foi concebida
como apenas de conteido matematico, como sugere o ensino tradicional.

O interesse esta em analisar a produ¢do de significados dos alunos para as tarefas
propostas. A avaliagdo da disciplina foi feita baseada no trabalho produtivo dos alunos em sala
de aula, inspirado na proposta de avaliagao da metodologia assimilagao solidaria proposta por
Baldino (Silva, 1998), denominado Contrato de Trabalho, em oposi¢do a avaliacao exclusiva

por provas.

O Contrato de Trabalho ¢ um dos instrumentos integrantes da Assimilagao
Solidaria (AS), tal qual caracteriza-se como proposta interventora na sala de
aula, mudando o conceito de mérito, ou seja, instituindo valores que vao além
do valor atribuido a competéncia de contetidos. Considera-se, nessa
abordagem, acoplado ao prémio ao saber, o justo prémio ao trabalho coletivo
produzido em sala de aula. (Silva, 1998, p. 157)

Utilizar os preceitos da AS para avaliagdo implica na projecao de uma avaliagao por
trabalho realizado. Isso significa que a produgdo ocorrida em sala de aula constitui instrumento
avaliativo.

A disciplina foi conduzida a partir de fichas de trabalho constituidas por um conjunto
de tarefas que tratam dos temas de interesse de variaveis complexas.

Na proxima se¢ao vamos apresentar como foi a producao das tarefas nas fichas de

trabalho.

5.4 A producio das Tarefas

A elaboragao das tarefas, que resultaram nas fichas de trabalhos e que constitui no
produto educacional foi elaborada com a finalidade de analisar a produ¢ao de significados dos
participantes. As fichas foram aplicadas durante a pesquisa de campo e tiveram uma proposta

baseada na sequéncia inspirada na metodologia de ensino denominada de Assimilagdo Solidaria
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elaborada pelos Cabraldinos, sendo referenciadas teoricamente, pois as fichas foram produzidas
tendo como base o0 MCS.

O produto educacional foi formado com quatro fichas de trabalhos, todas envolvendo
objetos matematicos relativos ao tema fungdes complexas e compora o nosso produto
educacional, porém apenas duas fichas foram aplicadas na turma. Como as discussdes gastaram
um tempo maior do que o esperado em sala de aula, ndo nos preocupamos em finalizar todas as
fichas.

As fichas de trabalhos desempenhavam o papel de texto basico da disciplina e as
tarefas nas fichas foram criadas de forma que fossem: familiares e ndo-usuais. Segundo Silva
(2003) “familiar, no sentido de permitir que as pessoas falem a partir daquele texto e, ndo-usual,
no sentido de que a pessoa tenha que desprender um certo esfor¢co cognitivo na direcdo de
resolvé-lo.” (Silva, 2003, p.41). Ao trabalharmos com as fichas de trabalho, sugerimos um
rompimento com a proposta metodologica escolar de aulas exclusivamente
expositivas/explicativas.

Além disso, na producao das tarefas teremos em mente o que foi proposto por Silva
(2022) que indica que o processo de interagdo do professor seus alunos tem a tarefa como

instrumento de mediagdo a partir do seguinte esquema:

Pesquisador ------- > TAREFA —— > Suyjeito

(Residuo de Enunciagdo)

Ele sugere ainda que no processo de producdo de significados do sujeito, o esquema
passa a ser como proposto no esquema abaixo (em que a seta seccionada sugere o sujeito da

enunciagdo e, a0 passo em que a seta continua indica o leitor no processo):

.. Acoes .
Sujeito  ------- > §o¢t ——  Pesquisador
enunciativas

Assim, a partir das agdes enunciativas do sujeito, tanto o professor quanto o
pesquisador desenvolve sua leitura considerando os residuos de enunciagdo (fala, gestos,
desenhos), que recebe do participante e que ¢ fundamental para entender sua producao de
significados.

Tanto para a pesquisa, quanto para a sala de aula Silva (2022) sugere ter as seguintes

orientacdes metodoldgicas em mente:
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- Dar voz aos participantes da pesquisa: a esta altura o leitor ja deve ter clareza
da importancia de dar voz aos participantes da pesquisa. E a tarefa proposta ¢
o instrumento para desencadear o processo de enunciacao desses participantes
quando buscam explicar a resolu¢do da situagdo-problema que t€ém em maos.

- Estimular a produgdo de significados e garantir que diferencas, nos modos
de producdo de significados singulares de cada participante, sejam
explicitadas e se tornem objeto de atengdo do pesquisador: ndo se trata de
explicitar o diferente, mas trazer a luz a diferenca, isto ¢, ndo identificar apenas
o significado produzido (o produto) mas levar em consideragdo o processo em
curso.

- Desenvolver uma escuta ativa: o pesquisador precisa desenvolver e
aprimorar o ato de ler as a¢des enunciativas do sujeito, na medida do possivel,
enquanto elas acontecem (ou registrando, por exemplo, em video), buscando
identificar a partir das nogdes-categorias o que emerge das enunciagdes.

- Realizar uma leitura plausivel e/ou positiva da produgao de significados dos
informantes no sentido que discutimos anteriormente.

- Identificar, se for interesse da investigacdo, a partir da producdo de
significados dos sujeitos, evidéncias que ajudem na analise das dificuldades
de aprendizagem (obstaculos e limites epistemologicos) e de possivel
processo de impermeabilizagdo que possam estar ocorrendo (SILVA, 2022, p.
138).

Com estas ideias em mente, conduzimos metodologicamente a producdo das tarefas e
consideramos a dindmica da sala de aula para a discussao do tema fungdes complexas com os
licenciandos.

Para iniciar os trabalhos da segunda parte do curso, que ¢ o nosso foco de pesquisa, foi
apresentada a primeira ficha das fun¢des complexas que focou em tarefas relacionadas as
fung¢des reais de uma variavel real.

Na tarefa 1.1, intitulada "Funcao real de uma variavel real", foi solicitado aos discentes
que definissem o que sdo funcdes reais de uma varidvel real. Apds discussdes entre os alunos e
a apresentacao de suas defini¢des, o professor apresentou algumas definigdes de fungdes reais
de uma variavel real que sdo utilizadas em alguns livros.

Dando continuidade na primeira ficha, foi solicitado aos discentes na tarefa 1.2
“Introducao a Fungdes Complexas”: a) Defina uma funcio f: C — C. Como vocé representaria
essa transformacao (fungdo)?; b) D€ dois exemplos de fungdes do tipo f: C — C. ¢) Defina uma
funcdo f: C — R. Como vocé representaria essa transformagao (fungdo)? D€ dois exemplos de
funcdes do tipo f:C — R. A primeira ficha de trabalho foi criada com intuito de iniciar os

estudos das fungdes complexas.
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Ja na segunda ficha de trabalho, Tarefa 2.1 Fun¢des Complexas, foi apresentada a
defini¢do de fungdes complexas seguido de alguns exemplos para os alunos praticarem e para
serem discutidos em sala. Exemplo 1) Seja f(z) = z? + 1. Encontre u(z) = u(x,y) e v(z) =
v(x,y). Exemplo 2) Seja f(z) = 2z3 — z + i. Encontre u(z) = u(x,y) e v(x,y).

Ainda na mesma ficha, temos um texto que traz reflexdes em relag@o aos graficos das
fungdes complexas: Dada uma fung¢do complexa de varidvel complexa f:A - C, ACC,
definida por w = f(z), podemos trabalhar algebricamente, como vimos nos exemplos
anteriores, porém, pensando no grafico dessas fungdes, vemos que para representar apenas os
valores da variavel independente z - que ¢ complexa - precisamos do plano de Gauss (duas
dimensdes); e assim, para fazer um daqueles graficos necessitariamos, no total, de quatro
dimensodes, o que ¢ simplesmente impossivel, pois o espago fisico em que vivemos possui
somente trés dimensoes.

Um recurso para visualizar geometricamente uma fungdo w = f(z) ¢ representar
imagens de curvas ou regioes do dominio, que estd contido em um plano que identificaremos
como plano xy, no contradominio, que identificaremos como plano uv. Deste modo, a fungao
¢ considerada como uma “transformac¢ao”. Essa ideia de pensar na fungdo complexa de variavel
complexa como uma transformacdo entre dois planos ¢ atribuida ao matematico alemao
Riemann.

Sendo assim, dada uma fungdo w = f(z), é usual imaginar-se z = x + yi variando
em um plano denominado plano dos xy e w = f(z) = u + vi variando em outro plano
denominado uv. Tem-se, desta forma, a seguinte visdo geométrica de uma aplicacao f: A = C,

A < C. Exemplo:

-
-

Figura 1: Aplicacdo: f:A - C,A c C.
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Em seguida foi apresentado um exemplo para os alunos resolverem: Considerando
w=2z% em que w=u+vi ¢ z=x + yi. Encontre a imagem do ponto (1,2) € xy. Ainda na
Ficha 02, temos a Tarefa 2.2 — Dominio das Fun¢des Complexas, com o seguinte texto inicial:
Sabemos que, para caracterizar uma fun¢ao ndo basta dar a lei de correspondéncia f, € preciso
especificar também o dominio de definicdo A. “Pense como os livros abordam os exemplos e
exercicios de fungdes reais de uma variavel real, serd que eles trazem essa caracterizagdo
completa?”’. Entretanto, frequentemente consideramos fung¢des dadas em termos de relagdes
analiticas bem definidas w = f(z), sem especificar o dominio de defini¢do. Nestes casos fica
subentendido que o dominio da funcdo ¢ o conjunto de todos os valores de z para os quais faz

sentido a expressao analitica f(z). Por exemplo, quando falamos "seja a fungao

_ 3z —5i
YEE- D@+

estamos usando esta relacdo para especificar a lei de correspondéncia f que liga z a w; ao
mesmo tempo fica subentendido que o dominio desta funcdo ¢ o plano complexo, exceto os

pontos z =1 e z = —7. Por fim, temos o ultimo exemplo: Encontre o dominio das seguintes

3z-2
z2+4

fungdes a) f(z) = eb)g(z) =23 -5z +1.

E importante ressaltar que a abordagem que trouxemos para iniciar os estudos das
fungdes complexas ¢ parecida com as abordagens dos livros didaticos para as fungdes reais de
uma variavel real. Porém a maioria dos livros de Varidveis Complexas trabalham de forma
rapida o assunto das fungdes complexas, inviabilizando uma discussdo aprofundada sobre o
tema.

As fichas de trabalho 03 e 04 traziam assuntos complementares as fungdes complexas,
como as fungdes univocas e plurivocas, fungdes inversas e algumas fungdes elementares
(fungdes exponenciais e fungdes logaritmicas). Porém nao foi possivel aplicar as duas ultimas
fichas devido ao tempo que gastamos nas duas primeiras fichas.

Em relagdo a dinamica de nossa sala de aula, basecada no Modelo, estabelecemos
alguns pontos importantes:

1. Estimular a produ¢do de significados do(a)s estudantes, sugerindo a discussdo
conjunta na dire¢do de atender as demandas das tarefas de maneira colaborativa;

2. A aula seria dividida em trés momentos. O primeiro, de producao individual. O

segundo, de producdo em grupo, € o terceiro momento se da pelo compartilhamento das
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produgdes realizadas com a turma, gerando a discussdo e posterior formalizacao das ideias ali
presentes;

3. A ordem de fala no terceiro momento seria a seguinte: quem tiver dividas e nao
tiver certeza de como chegar a uma resposta, ou nao tiver certeza se o que fez sera aceito pela
turma, sempre falard primeiro. Quem na turma tiver alguma certeza de como chegar a uma
reposta ou que chegou a alguma resposta da tarefa, falara por tltimo;

4. Nos como docentes poderiamos fazer intervencdes nos momentos de discussao, mas
falas referentes a algum tipo de explicagdo ou esclarecimento de questdes matematicas
relacionadas ao tema da tarefa trabalhada precisariam ser evitadas.

Assim, na dindmica de sala de aula a proposta foi gerar a discussdo dos diferentes
modos de produgdo de significados que ali emergissem vindo dos alunos.

No préximo capitulo apresentaremos uma analise de cada uma das tarefas junto a nossa

leitura da produgao de significados dos participantes da pesquisa.
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6
UMA LEITURA DA DINAMICA DA SALA
DE AULA
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Neste capitulo, analisamos a produg¢do de significados dos alunos que participaram da
disciplina de Introducdo as Variaveis Complexas para Licenciatura, registradas durante nossa
pesquisa de campo. Esta analise foi feita de acordo com a descricdo apresentada em nossa
metodologia. Através dessa leitura, pretendemos transformar os residuos de enunciagdao dos
sujeitos em textos para nos, com objetivo de obter consideracdes a respeito da metodologia
utilizada, ao propormos uma abordagem diferente da tradicional em uma disciplina considerada
da matematica pura, ou seja, diferentes das aulas expositivas/explicativas. Em nossa leitura da
producao de significados, apresentamos a avaliacdo diagnostica que foi aplicada no inicio do

curso e duas fichas de trabalhos relacionadas ao conteudo de fungdes complexas.

6.1 Avaliacao Diagndstica

No inicio da disciplina aplicamos uma avaliacdo diagnostica com intuito de nos
programar em relacdo as tarefas, reconhecer as etapas de aprendizagem em que os alunos
estavam inseridos, além de identificar significados e conhecimentos produzidos pelos alunos,
bem como possiveis limites (ou obstaculos) epistemologicos ou ainda possiveis processos de
impermeabilizagdo em curso, na qual cada estudante possa ter se deparado no decorrer da
dinamica proposta.

Como primeira pergunta, solicitamos que os discentes descrevessem os conjuntos
numéricos: Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais. Dos oito alunos que responderam,
dois representaram os conjuntos na forma que usualmente ¢ esperada pelos professores. Alguns
produziram significados para representacao dos complexos através de diagramas, outros através
de representacdes de conjuntos:

Como segunda pergunta, solicitamos aos discentes que resolvessem duas equagdes
(uma do segundo grau e outra biquadrada): a) x> + x —V3x —vV3 =0eb) x* — 3x%2 — 4 =
0. A primeira equagdo envolvia numeros irracionais € nao estava na forma sincopada (Haper,
1987) ax? 4+ bx + ¢ = 0, a segunda resultava em solugdes reais e complexas. Queriamos
observar que significados produziriam em relagdo as solugdes complexas, visto que alguns
desses alunos fizeram a disciplina de nimeros complexos no inicio da graduacdo. Dois
discentes encontraram as raizes reais da segunda equacao, sendo que um deles informou que as

outras raizes seriam complexas, ndo as apresentando. Houve quem deixasse a questao nimero
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dois em branco. A tarefa foi elaborada com intuito de verificar que significados seriam
produzidos pelos alunos.

Na terceira questao estavamos interessados em analisar os significados produzidos por
esses alunos, diante da proposta de demonstrarem um teorema aleatorio, identificando hipdtese
e tese. Colocamos o seguinte teorema: Se a soma de dois nimeros inteiros ¢ par, entdo a sua
diferenga também ¢ par. i) Qual ¢ a hipotese do teorema? ii) Qual € a tese do eorema? iii)
Demostre o teorema. Trés alunos identificaram a hipotese e a tese. Mas colocou-se em curso
um processo de impermeabiliza¢ao no que se refere a uma possivel demonstragao do que fora
solicitad. Pensamos em colocar um teorema para analisar os significados produzidos pelos
discentes ao lidarem e trabalharem com os teoremas que possivelmente aparecam na disciplina.

Por fim, na quarta questao, solicitamos que os discentes definissem com suas palavras
o que ¢ funcao, em seguida pedimos que eles apresentassem alguns exemplos.. Algumas das
enunciagdes relativas ao que pedimos foram:: (i) possui dominio e imagem,; (ii) tem entrada e
saida; (iii) fungdo ¢ a lei que esta ditando o movimento de uma determinada curva, podendo
essa ser uma reta, parabola etc. Foram apresentados exemplos em diagramas, fungdes
especificas através da lei de formagdo, dentre outras. Percebemos que todos os discentes
conseguiriam produzir significados na dire¢do da defini¢do de fungdo, citando exemplos de
quando teriamos uma fun¢ao ou ndo. A questao quatro foi inserida na atividade com o proposito
de analisar o que os discentes conseguiam falar de fungdes pensando nos estudos das fungdes
complexas.

Nossas consideragdes sobre a avaliacao diagnostica € que a maioria dos discentes nao
lembravam de assuntos ja estudados como os conjuntos numéricos, resolugcdo de equagoes,
formula de Bhaskara, hipdtese e tese de teoremas e defini¢dao de fungdo. Como foi a primeira
disciplina depois do ensino remoto emergencial (ERE), alguns discentes informaram que nao
estudaram com muita frequéncia no ERE, outros informaram que trancaram o curso € uns
finalizaram informando que nao precisavam de tanto estudo no ensino remoto. Outro ponto que
nos chama atengdo ¢ que sete dos oito alunos fizeram uma disciplina introdutéria no curso
chamada Numeros Complexos e Trigonometria, e que cinco desses alunos. Uma aluna afirmou
que numeros complexos € quando envolve o numero i e outra ja citou a questao de envolver
raiz quadrada de um numero negativo. Sabendo da dificuldade apresentada pelos alunos,
construimos nossas fichas de trabalho de forma que fosse possivel voltar em algum conteudo
introdutorio para dar continuidade ao contetido que seria proposto. Por exemplo, antes de
apresentar as fung¢des complexas, apresentamos algumas atividades de fungdes reais de

variaveis reais como introducao.
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Na primeira parte da disciplina foi abordado o assunto dos numeros complexos, de
uma maneira diferente da que é proposta nos livros-texto. Os detalhes e as tarefas propostas
estao no trabalho da professora Lecticia. Agora apresentaremos nossa analise em relagao as
Fichas 01 e 02 que foram abordadas na parte final da disciplina relacionada as fungdes

complexas.

6.2 Tarefa 1.1 — Funcio real de uma variavel real

Sobre a segunda parte do curso, fizemos uma analise da producao de significados dos
discentes, que tiveram como tarefas as fichas de fun¢des complexas. Na primeira ficha de
trabalho colocamos as seguintes informagdes de como a aula e as tarefas seriam conduzidas: A
tarefa a seguir deve ser resolvida individualmente e posteriormente discutida com a turma de
modo que cada aluno possa apresentar suas ideias durante a resolugdo, suas davidas e como
chegou a resposta. Como combinamos, a proposta da dindmica das nossas aulas sera conduzida
pela seguinte proposta negociada anteriormente com a turma: quem tem duvidas e ndo tem
certeza de como chegar a resposta ou ndo tem certeza de que o que esta afirmando ¢ satisfatorio
para resolver a tarefa, fala primeiro. Por outro lado, o (a) aluno(a) que acredita que sua resolugao
e justificagdo resolve a tarefa, fala por ultimo.

As tarefas de funcdes complexas foram criadas de maneira que o licenciando
conseguisse falar sobre o assunto, por exemplo na Tarefa 1.1 — Funcdo real de uma variavel
real, foi solicitado aos discentes definirem uma fungdo real de uma varidvel real e em seguida
para eles citarem alguns exemplos. Ainda sobre a Tarefa 1.1 vamos apresentar as acdes
enunciativa e nossa leitura em relagdo a producao de significados dos discentes.

A discente Cristina apresentou uma fungao do tipo f(x) = ax + bx + cx, em que a, b
e ¢ sdo numeros inteiros, supondo um conjunto qualquer da fun¢do f(x) . Nao conseguimos
produzir significados em relacao ao que foi escrito. Em seguida, foi apresentado um diagrama
com dois conjuntos (um x e outro f(x)), onde os elementos do conjunto x foram relacionados
a um unico elemento no conjunto f(x). Sendo assim, sugerimos que Cristina produziu
significados para fungdo. O que nos pareceu ¢ que isto ¢ tudo que ela poderia dizer sobre a

questao proposta naquele momento.
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Figura 2 - Escrita Cristina - Tarefa 1.1

Em seguida, Cristina escreveu: “fun¢do de uma varidvel real, determinam a relagdio
de dependéncia entre uma quantidade e a outra”. Analisando as a¢des nunciativas da discente,
percebemos a dificuldade em se trabalhar com as defini¢des dos objetos da matematica.

Doronice escreveu “Uma funcgdo real é formada por dominio e contradominio, cujo
os elementos do dominio sdo ligados as imagens do contradominio. Cada elemento do
dominio so pode ter uma unica imagem do contradominio.” Em seguida, a discente fez uma
representacao em diagrama para citar o exemplo de fungdes: Dois conjuntos, um chamado de
dominio e outro de contradominio, sendo que os elementos a, b e ¢ pertenciam ao dominio e
os elementos d, e e f pertenciam ao contradominio. Cada elemento do dominio foi levado em
um unico elemento do contradominio. Por fim, a discente relatou: “Uma variavel real é uma
funcdo cuja sua lei de formagdo é formada por elemento de niimeros reais cujo os resultados
sdo numeros reais”’. Entendemos que Doronice produziu significados na direcao da defini¢ao
de uma fungdo, apresentado algumas dificuldades na escrita e na formalizacao da defini¢ao de
uma fung¢ao real de uma variavel real.

Continuando apresentado as agdes enunciativas dos discentes em relacdo a Tarefa 1.1,
temos a seguinte escrita do aluno Jota: “E uma funcio onde relacionamos niimeros reais a
niimeros reais, como uma funcio f:R = R; f(x) = ax + b, onde estamos relacionando um
x real que pertence ao dominio, e f(x) é a imagem que pertence aos reais.” Das respostas
nas fichas de trabalho, o discente Jota produziu significados na direcdo do que foi solicitado,

mesmo nado apresentando uma definicdo completa. O discente apresentou um exemplo
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especifico, dando énfase que tanto o elemento do dominio quanto a imagem pertenciam ao
conjunto dos reais.

O discente Lero apresentou o seguinte exemplo: “f(x) = x + 2, onde x pertence aos
R”. Em seguida o discente fez um diagrama representando dois conjuntos, o primeiro com os
numeros 1,2,3 e 4 e o segundo com 3,4,5 e 6. O elemento 1 do primeiro conjunto estava sendo
levado no elemento 3 do segundo conjunto, 0 2no 4,03 no 5 eo04no 6. A definicdo apresentada
foi: “Fungdo é a intersecio do conjunto dominio com o destino de forma que exista apenas
um resultado do destino para cada item do dominio”. Entendemos que o aluno teve
dificuldades em citar os exemplos de fungdes e para representar a defini¢do solicitada, usou a
palavra “interse¢ao” no lugar de outra para dar sentido ao que queria explicar.

Em seguida, temos as a¢des enunciativas da aluna Malu: “Sejam A e B subconjuntos
de R, tal que x € A e y € B. A funcdo f é a lei que possibilita que todo x € A tenha pelo
menos um y correspondente em B”. Em seguida foi apresentado um diagrama com dois
conjuntos, chamando um de A (Dominio) e outro de B (contradominio), ligando um elemento
x de A em um elemento y de B. Continuando a estrita, temos: “Dentro do contradominio B
estda contido o subconjunto Imagem. A Imagem é todo valor y que é correspondente aos

valores definidos pelo dominio.

Im(f)={yeB|f(x) =y V x€ A}

O dominio de f é descrito como o intervalo em que f esta definida, que nada mais é do que

todos os valores de x que possuem um correspondente y”’ A discente citou dois exemplos:

1) “f(x) =2x+4, f(2) = 8. Sendo o dominio e o contradominio pertencentes a R”.

2) “f(x) =V2x + 4. O dominio é o intervalo em que 2x + 4 > 0.” Ela fez as contas,
chegando em x > 2 . Por fim a discente finalizou o exemplo escrevendo “logo a

varidvel x pode assumir qualquer valor real no intervalo [—2, +0)”.

Em nossa leitura em relagdo a tarefa da Malu, percebemos que a discente teve um bom
entendimento de fungdes, produzindo significados na direcdo do que foi solicitado. Um ponto

que nos chama atencao foi a escrita “A funcdo f ¢ a lei que possibilita que todo x € A tenha
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pelo menos um y correspondente em B”, pois o elemento x tem que ter apenas um
correspondente.

O discente Manoel apresentou o seguinte relato: “Para que seja funcdo é necessdrio
que os elementos de um determinado conjunto esteja ligados a um elemento de um outro
conjunto, gerando a imagem-" Em seguida, apresentou um diagrama para citar o exemplo de
fungdes: Dois conjuntos, um chamado de A e outro de B, no dominio tinha trés pontos e no
contradominio tinha outros trés pontos. Cada ponto do dominio foi levado em um unico ponto
do contradominio. Manoel continuou “onde, A é 0 dominio, B o contradominio e a imagem
dos elementos é refletido pelos elementos do dominio e contradominio. Por exemplo: uma
fungdo real pode ser na forma de visualizar o que reflete no nosso dia-a-dia como, o valor do
Kg de um determinado produto custa x, caso compramos 5kg desse produto iremos pagar
5x, ou seja o valor sofrerd variagdo conforme a quantidade que for comprada”. O discente
apresentou dificuldade para escrever a defini¢dao de fungdo e produziu significados na dire¢ado
do entendimento da defini¢do de func¢do e de quando temos uma fung¢ao, dando énfase que cada
elemento do dominio seria levado em um Unico elemento do contradominio. Por ultimo, o
discente apresentou um exemplo especifico de uma funcao linear.

As agdes enunciativas da discente Nyna comeca com: “A fung¢do é uma regra que
relaciona cada elemento a um unico elemento de outro”. Em seguida foi apresentado trés

diagramas para exemplificar o que seria fung¢ao ou nao.

Figura 3 - Escrita Nyna - Tarefa 1.1
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Entendemos que a discente ndo conseguiu apresentar a defini¢ao de funcdo; entretanto,
consideramos que, através dos diagramas, ela produziu significados que indicam o que acontece
em uma fungao, diferenciando quando hé ou nao uma funcgao.

Finalizando nossa leitura, temos a escrita da aluna Sandora: “Func¢do real é a relacdo
de elementos reais onde existem varidveis reais que dependem uma da outra. Exemplo: Na
fungdo afim, temos: y(x) = ax + b, onde temos dois elementos a e b, duas varidveis, onde
y depende x . A discente se atentou aos detalhes do que foi pedido, mas teve dificuldade para
colocar no papel. O exemplo ficou vazio, ela escolheu uma funcio afim e ndo escreveu mais
nenhuma informagao.

Depois que os alunos responderam a tarefa 1.1, demos um tempo para eles
conversarem entre si € pedimos para eles responderem o que acharam da questdo. A Doronice
apresentou um estranhamento em relacdo a questdo de “uma varidvel real” e afirmou que
normalmente nas defini¢des de fungdes ndo aparecem dessa forma. A Sandora disse que pensou
em exemplos reais, indo para uma outra linha de pensamento. A Malu disse que tentou
apresentar uma definicao mais formal e que ndo foi tdo facil quanto ela imaginava. Perguntamos
para os discentes o porqué a maioria pensou em uma fun¢ao afim para colocar como exemplo.
A Malu respondeu que ¢ pelo fato de a fun¢@o afim ser uma das primeiras func¢des que eles
aprenderam, sendo uma das que eles mais usaram e, portanto, a que veio no pensamento. Por
fim, depois de varios relatarem o que considerava ser uma fun¢ao real de variavel real,
solicitamos que eles investigassem em casa o que seria uma funcao real de varidvel para

proxima aula.

6.3 Outras Definicoes de Funcoes

Comecamos a aula do dia 20/07/22 perguntando se eles tinham pensado nas fungdes
reais de variaveis reais. Os alunos presentes relataram que ndo conseguiram pensar. A discente
Malu disse que manteve o pensamento dela sobre o que foi feito na tarefa anterior. Em seguida,
apresentamos duas defini¢des de fungdes reais de uma varidvel real®: 1) Livro de Célculo -
Guidorizzi e 2) Definigdo que criamos. A primeira defini¢do ¢ mais formal e, para ela, fizemos

uma leitura com os discentes, eles acharam a defini¢ao muito complexa. Ja a segunda definigao,

3 As definigdes estdo apresentadas no anexo.
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os discentes acharam mais simples e informaram que haviam entendido. Por fim, apresentamos

trés exemplos de fungdes e solicitamos que os discentes analisassem cada uma delas

Exemplos:

1) fR->R
x e f(x)

2) ffQ-R
x e f(x) = Vx2+1, sex=>0

x+1, se x<0

3) f:X->R
1

x - flx) = —m

Em relacdo ao primeiro exemplo, alguns discentes apresentaram um estranhamento
quanto ao dominio ser o proprio conjunto dos reais, pois na defini¢do informava que o dominio
teria que ser um subconjunto X € R. Lembramos aos discentes que cada conjunto ¢ um
subconjunto de si mesmo, ja que todos os seus elementos sdo elementos dele mesmo. No
segundo exemplo, eles informaram que se tratava de uma funcdo de duas sentengas e que era
uma fungao real de varidvel real. Também informaram que o os valores do dominio pertenciam
ao conjunto dos racionais. Nosso objetivo nao era nos estender nos exemplos nem fazer uma
analise detalhada como nas fichas de trabalhos, mas sim ver alguns exemplos de fungdes reais
de variaveis reais. Na parte final da aula, ao olhar para o terceiro exemplo, pedimos que
identificassem quais eram os possiveis valores de x do dominio X, de modo que a fung¢ao fosse
real de uma variavel real. A discussao foi calorosa: alguns tentaram fazer célculos, outros
ficaram “chutando valores” e, por fim, fizemos as contas com eles no quadro, chegando aos

possiveis conjuntos para X:

Xi={x€eR|x<0 ou x>1}, X, ={xeR|x>1} e X3={xeR|x<0}
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Informamos que qualquer um dos conjuntos acima poderia ser o dominio da fungdo e
que, normalmente, os livros de calculo solicitam para o discente encontrar o dominio de
algumas funcgdes referindo-se ao dominio maximal.

Na aula seguinte, apresentamos a segunda folha da Tarefa 01, que comegava com a

definicao de func¢do real de uma varidvel real:

6.4 Tarefa 1.2 — Introducido a Fun¢des Complexas

Uma fun¢do f:X — R que possui como dominio um subconjunto X € R e cujos
valores f(x), para todo x € X, sdo nimeros reais, chamamos de fung¢do real de uma varidvel
real ou fungdo de uma variavel real a valores reais.

Em seguida apresentamos a tarefa 1.2 — Introdugao a Fun¢des Complexas. Iniciando o

texto com a seguinte frase: Vamos pensar em fungdes complexas:

a) Defina uma fungdo f: C — C. Como vocé representaria essa transformacao (fun¢ao)?

Iniciaremos apresentando as seguintes agdes enunciativas: A aluna Cristina apresentou
a seguinte defini¢do: “Seja f: C — C, onde no seu dominio seja um conjunto dos niimeros
complexos e a sua imagem também:"" Ainda na tarefa, a discente fez um diagrama com dois
conjuntos (X e Y), no conjunto X tinha os elementos 2i, 4i e i, no conjunto Y tinha os elementos
5i,8i e 3i. O elemento 2i estava sendo levado no 3i, o elemento 4i no 8i e o i no 5i. Em
relagdo a tarefa 1.1, percebemos que a discente Cristina produziu significado a partir da tarefa
proposta e trouxe um exemplo com dois conjuntos e nesses conjuntos tinham apenas niumeros
imagindrios puros. A discente trouxe a relagdo usada na funcdo real de uma variavel real: Para
todo elemento do dominio vamos ter um unico elemento do contradominio. Mas sabemos que
isso ndo acontece nas funcdes f:C — C, temos o caso das func¢des plurivocas que seriam
abordadas na ficha de trabalho 03.

Em seguida, temos a defini¢do da discente Doronice: “Uma f:C — C é definida
quando o elemento do dominio é formado por numeros complexos tal que a imagem do
contradominio também seja um numero complexo”. Doronice abordou que o dominio e
contradominio eram formados por nimeros complexos, apresentando algumas incoeréncias,

como “a imagem do contradominio” e nao apresentou a fung¢ao através de simbolos.
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O aluno Jota, apresentou a seguinte defini¢do: “Uma funcdo em que o dominio é o
conjunto dos complexos e a imagem pertence também aos complexos”. Em seguida o discente

fez a seguinte representagao:

f:C->C

x =y =fx)

O discente apenas trocou o conjunto C por R, mas teve a percep¢ao de que o dominio
e contradominio eram formados por numeros complexos.

A defini¢do descrita por Lero foi: “Fun¢do complexa formada por X (dominio) e Y
(contradominio) onde X e Y € C e os elementos x e y € aos conjuntos X e Y de forma que a
lei de formacao seja x — f(x) = y-” O discente Lero informou que o dominio ¢ contradominio
eram formados pelos niimeros complexos, explicando quem eram os conjuntos X ¢ Y. O
discente produziu significados na dire¢do do que foi solicitado usando uma notagao mais formal
do que os demais colegas de sala.

Quanto a discente Malu, temos a seguinte definicdo “Seja x € A e y € B, sendo
A,B c G f é uma lei de formacio que faz com que todo x chegue a um correspondente
y.Sendo x e y numeros da forma a + bi”. Malu usou a ideia apresentada na defini¢do de
uma funcdo real de variavel real para definir a fun¢do f: C = C, destacando que os numeros x
e y sdo nimeros complexos da forma a + bi. A discente Malu produziu significados na dire¢ao
do que foi solicitado, destacando que os nimeros desses conjuntos sdo da forma a + bi.

Manoel elaborou sua defini¢do nos seguintes termos: “A fungdo f:C— C, é
representada pela parte real e imagindria. Como exemplo: 3 + 5i. Que é definida pela lei de
formacgdo dos niimeros complexos a + bi. Onde o dominio é complexo e o contradominio
também um complexo”. O discente se apresentava diante de um limite epistemologico para
definir a fungdo f: C = C, (Nao conseguimos produzir significado a sua enunciagao relativa a
parte abordada que a funcdo é representada pela parte real e imaginaria), mas ele produziu
significados na direcdo da defini¢do, deixando claro que tanto o dominio quanto o
contradominio seriam formados por nimeros complexos e que a lei de formagao da funcgao teria
que envolver nimeros da forma a + bi.

Nyna, por sua vez, apresentou a seguinte defini¢do: “E uma funcio da varidvel z no

conjunto A. O A é usualmente usado como dominio da fung¢do”. Acreditamos ser uma frase
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vaga, incompleta e que a discente ndo tenha conseguido produzir significados para o que foi
solicitado.

A nossa expectativa era que eles utilizassem a defini¢ao de fungao real de uma variavel
real para construir a defini¢ao da funcao solicitada e que tivessem mais facilidade para trabalhar
com o tema de fung¢des, conseguindo produzir significados para aquele assunto. Percebemos
que a maioria dos discentes usou a defini¢do de fungdo apresentada nas aulas anteriores e que
nao foi capaz de justificar, com suas proprias palavras, a defini¢ao solicitada e de apresentar os
exemplos também requeridos.

Na letra b) da mesma atividade, foi solicitado para os discentes citarem dois exemplos
de fungoes do tipo f: C — C. A aluna Cristina colocou a fung¢do f(x) = 5i + x, mas enunciou
quem seria 0 x. Sendo assim, ndo produzimos significado para o fato dela estar pensando em
um x real que ndo deixa de ser um nimero complexo ou se 0 x seria um nimero complexo da
forma a + bi. A discente Doronice deixou a tarefa em branco, ja o Jota apresentou apenas um

exemplo:

f:C->C

xPpy=f(x)=2x

emque x =a+ bi ey = ¢ + di. Aqui, destacamos que o discente se atentou em deixar claro
que tanto o elemento x do dominio quanto o elemento y do contradominio eram numeros

complexos.

Quanto ao aluno Lero, ele apresentou os seguintes exemplos:

Dé dois exemplos de fungoes do tipo f: C— C.

. \ . | 3\ o
EXY F )= xiv ) | Ex ) { il

= /

Figura 4 - Escrita Lero - Tarefa 1.2
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Observamos que o discente se confundiu em apresentar os elementos do
contradominio no primeiro exemplo, pois teriamos que ter as respectivas imagens i + 1,2i + 1
e 3i + 1, somando xi com o 1 como se o numero 1 fosse o i. O segundo exemplo foi bem
parecido com o primeiro.

Analisando as acdes enunciativas da Malu, temos que a discente apresentou dois
exemplos diferentes, apresentando um numero complexo sendo levado em outro nimero
complexo. Produzindo significados na direcao do que foi solicitado.

D f()=2c+i e 2)f(c)=c? sendo ¢ € C um numero na forma a + bi.
Paral) f(2+3i) =2Q+3))+i=4+6i+i=4+7i,
Para2) f2Q+i)=Q+i)?=4+2i+i*=3+2i.

O discente Manoel escreveu f:a + bi. Percebemos que o discente tentou elaborar
alguns exemplos e depois apagou, pois € possivel ver pela marcagdo na folha.
Quanto a aluna Nyna, ela apresentou os seguintes exemplos:

D) “f(z) =z% = (x +iy)? = x> —y? + 2yi é uma funcio complexa da varidvel z.”

2) f(x) = |zl = (x* + y*)'/2.

Percebemos que a discente produziu significados na direcdo do que foi solicitado
(exemplos de fungdes do tipo f:C — C). Porém esqueceu de alguns detalhes em sua
justificativa. No exemplo 1) faltou a variavel x no ultimo termo 2yi. No exemplo 2),
acreditamos que ela quis dizer f(z) ¢ nao f(x), de acordo o primeiro exemplo apresentado,
além de ter trocado o sinal (x? + y?), pois (iy)? = —y?2.

Por ultimo, tinhamos a letra ¢): Defina uma fungao f: C — R. Como vocé representaria
essa transformacao (func¢ao)? Dé€ dois exemplos de fungdes do tipo f: C = R. Devido ao nosso
tempo, a maioria dos discentes nao conseguiriam finalizar a letra c), optamos por deixar a letra
¢) em nossas discussdes.

Tinhamos como objetivo apresentar as diversas possibilidades de se trabalhar com as
funcdes complexas e através dos exemplos apresentados discutir algumas possibilidades: Na
letra a) tinhamos uma fungado f: C — C, em que o dominio e o contradominio seriam formados
pelo conjunto dos nimeros complexos. J& na letra c¢) tinhamos outra fun¢do complexa f: C —

R, s6 que aqui apesar do contradominio ser formado pelo conjunto dos numeros complexos,

existia uma restri¢do, teria que ser formado apenas pelo conjunto dos nimeros reais.
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Depois de responderem as perguntas, demos um tempo para eles interagirem e
conversarem sobre as trés questdes colocadas na tarefa 1.2. Logo apos esse breve dialogo,
pedimos aos sujeitos que discutissem a respeito do residuo de enunciagdo da defini¢ao na letra
a) e ¢) e dos exemplos solicitados, para que eles produzissem significados.

Os discentes informaram que a defini¢do das fungdes f:C - C e f:C — R seriam
parecidas com a definicdo de uma funcao real de varidvel real, s6 que os dominios das duas
seriam formados pelo conjunto dos numeros complexos, o contradominio da primeira seria
formado pelo conjunto dos complexos e o contradominio da segunda pelos reais. Perguntamos
sobre a representacao desses conjuntos e eles informaram que poderia ser feito de forma andloga
ao da funcao real de uma variavel real. Sobre os exemplos, eles informaram que pensaram muito
e que tiveram muitas dificuldades. Sandora e Doronice relataram que elas pensaram em um
numero real para a funcdo f: C = C, elas falaram que um niimero real também era complexo.

Por fim, como foi colocado em nossa proposta da dindmica “Quem da turma tem
alguma certeza de como chegar a resposta ou que chegou a resposta da tarefa, fala por ultimo”.
Jota e Malu apresentaram suas defini¢cdes e exemplos aos demais colegas e eles concordaram
com o que foi apresentado.

Percebemos que os discentes tiveram muita dificuldade para relatar o que foi solicitado
e para pensar nos exemplos. Entendemos que os alunos conseguiram produzir significados na
direcao da defini¢ao solicitada, sendo que as discussoes e falas ajudaram no entendimento. Nas

aulas dos dias 02/08, 03/08 e 05/08 trabalhamos com a Tarefa 2.1 — Fun¢des Complexas.

6.5 Tarefa 2.1 — Funcdoes Complexas

Iniciamos a aula do dia 02/08 dando um tempo para leitura da definicdo das funcdes
complexas. Ressaltamos na ficha que quando estudamos fungdes reais de uma variavel real,
usamos a notagcdo y = f(x). Assim por analogia, adotariamos a notagdo w = f(z) para fungdes

complexas de variavel complexa. Em seguida na ficha, tinhamos:
Como w = f(z) € C, podemos escrever
w=f(z) =u+iv, u,vER

Desse modo, podemos representar uma fungdo f: A - C, A c C, com
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f(z) = u(z) +1iv(z).

Antes da realizacdo da primeira tarefa, discutimos a definicdo apresentada com os
discentes. Alguns alunos tiveram um estranhamento na defini¢ao apresentada, uns ficaram em
siléncio, outros disseram que ndo entenderam bem. Sandora informou que a defini¢do era
basicamente a mesma apresentada para fun¢do real de uma variavel real e que “os numeros
complexos estavam escritos na forma completa”. Em seguida solicitamos para os discentes
realizarem a primeira tarefa: Seja f(z) = z2 + 1. Encontre u(z) = u(x, y) e v(z) = v(x, y).
Em relagdo as acgoes enunciativas dos dicentes, temos que Cristina e Nyna substituiram z por
x + yi. Em seguida elas fizeram as contas, chegaram em f(z) = x? — y + 2yi e apresentaram

o seguinte resultado:

u(z) =ulx,y) =2xyi e v(z)=v(xy)=x%—1y.

Percebemos que elas esqueceram do + 1 na func¢do, trocaram o u com v e colocaram
0 [ junto com o 2xy. Mesmo ocorrendo algumas trocas, entendemos que as discentes
produziram significados na direcao do que foi solicitado.

Os discentes Lero, Malu e Sandora, substituiram z por x + yi. Apresentaram o0s

calculos e chegaram nos mesmos resultados:

e————— - et ST — - e ——

Figura 5 - Escrita Malu - Tarefa 2.1

Percebemos que os discentes produziram significados na mesma dire¢do do que foi

solicitado através de suas contas. Os alunos Doronice e Manoel, mesmo fazendo o exercicio



71

separadamente, o fizeram de forma analoga, no lugar do z eles substituiram por x + yi. Eles

fizeram os célculos e chegaram no seguinte resultado:
u@) =ulx,y)=x*—-y+1 e v(z)=v(xy)=2xy.

Os discentes esqueceram de colocar o y ao quadrado no u(x, y). Percebemos também
que os discentes entenderam a proposta, produziram significados na direcdo do que foi
solicitado através das suas contas.

O aluno Jota iniciou o processo substituindo z por (x + yi), elevou ao quadrado o
(x + yi),no lugar de (yi)? colocou o —y e depois voltou com o —y?. Por fim, ele deu a seguinte
resposta

f(z)=x2—y2+1+2_921i
Re Im

De forma geral, os discentes conseguiram fazer o exemplo proposto. Eles se reuniram
depois do exemplo e os que ndo chegaram na mesma reposta entenderam onde tinham errado.
Um ponto que nos chamou atencao foi em relagdo a notagao, quando eles trocavam o z por x +
yi, a maioria continuava usando o f(z).

O segundo exemplo da tarefa era parecido com o primeiro. Foi dada a fungdo f(z) =
2z3 — z + i e em seguida solicitamos aos discentes que encontrassem a parte real u(x,y) e a
parte imaginaria da funcdo v(x,y). Como essa questdo envolvia muito célculo, a maioria dos

discentes chegaram a respostas parecidas, acontecendo alguns erros de sinais:

Malu e Sandora: u(x,y) = 2x3 —6xy? —x e v(x,y) =6x*y—2y3—y+1;
Lero: u(x,y) =2x3—6xy?2—x e v(x,y)=6x’y—y3+y—1;

Jota: f(z) = 2x3 — 6xy? — x + (6x%y — 2y3 + y)i;

Cristina e Doronice: u(x,y) = 2x3 —6xy? —y3—x e wv(x,y) =6x’y—y+1;
Manoel: u(x,y) = 2x3 —6xy?> —x e v(x,y) =6x%y—2y3+y+1.

Ao finalizarem as tarefas, os alunos conversaram entre si e perceberam que apenas o
da Sandora e da Malu estavam corretos. Os demais discentes encontraram os seus erros e depois
relataram onde tinham errado. O objetivo desses dois primeiros exemplos era contribuir para
os discentes se familiarizarem mais com as fungdes complexas, olhando para o dominio, para

lei de formacao em fungdo de x e y, analisando a parte real e imaginaria da fungao.
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Dando continuidade na ficha de trabalho 02, apresentamos um texto falando dos

graficos das fungdes complexas:

Dada uma fung¢do complexa de variavel complexa f: A = C, A c C, definida por w =
f(z), podemos trabalhar algebricamente, como vimos nos exemplos anteriores, porém,
pensando no grafico dessas fungdes, vemos que para representar apenas os valores da variavel
independente z — que ¢ complexa — precisamos do plano de Gauss (duas dimensdes); e assim,
para fazer um daqueles graficos necessitariamos, no total, de quatro dimensdes, o que ¢

simplesmente impossivel, pois o espaco fisico em que vivemos possui somente trés dimensdes.

Um recurso para visualizar geometricamente uma fungdo w = f(z) ¢é representar
imagens de curvas ou regides do dominio, que esta contido em um plano que identificamos
como plano Xy no contradominio, que identificaremos como plano uv. Deste modo, a fungao ¢
considerada como uma “transformag¢ao”. Essa ideia de pensar na fungdo complexa de varavel
complexa como uma transformacdo entre dois planos ¢ atribuida ao matematico alemao

Bernhard Riemann.

Sendo assim, dada uma fungdo w = f(z), € usual imaginar-se z = x + yi variando em
plano denominado plano dos xy e w = f(z) = u + vi variando em outro plano denominado uv.

Tem-se desta forma, a seguinte visdo geométrica de uma aplicagdo A - C, A c C.

¥y , v

X U

Como atividade, solicitamos aos discentes que considerassem w = z2, em que w =

u+vi e z=x + yi e depois para encontrarem a imagem do ponto (1,2) € xy.
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Os discentes Lero, Jota, Malu, Manoel e Sandora substituiram z por (x + yi) fizeram
os calculos, chegando em w = x% — y? + 2xyi em que u(x,y) = x? —y% e v(x,y) = 2xy.
Alguns fizeram

w(1,2) =12 —-22+4212i= -3 +4i
e outros fizeram:

hiomairlaranman 90 — = e la T s A e v | oo o e— 6 BnoennFre & v aoar e e 1. 9 o 5
Considerando w = z*, em quem w = u+ vi e 2 = x + yi. Encontre a imagem do ponto (1,2) € xy.

23

Figura 6 - Escrita dos alunos - Tarefa 2.1

Os discentes conversaram entre si € perceberam que todos haviam chegado na mesma
resposta. Percebemos que os discentes estavam com mais facilidade para trabalhar com a parte
algébrica das fungdes complexas e que eles estavam produzindo significado na dire¢ao do que
foi solicitado usando as contas como justificativa.

Como estdvamos na parte final da disciplina, trés discentes ndo finalizaram as
atividades dessa ultima ficha de trabalho e apenas duas alunas responderam a tarefa 2.2 —
Dominio das Fungdes Complexas:

Sabemos que, para caracterizar uma fungdo nao basta dar a lei de correspondéncia f, ¢
preciso especificar também o dominio de definigdo A. Entretanto, frequentemente
consideramos fung¢des dadas em termos de relagdes analiticas bem definidas w = f(z), sem
especificar o dominio de defini¢do. Nestes casos fica subentendido que o dominio da fungao ¢
o conjunto de todos os valores de z para os quais faz sentido a expressao analitica de f(z). Por
exemplo, quando falamos “seja a fungao

3z — 5i .
z-1.z+7)

W =
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Estamos usando esta relacdo para especificar a lei de correspondéncia f que liga z a w,
ao mesmo tempo fica subentendido que o dominio desta fun¢do ¢ o plano complexo, exceto os

pontosz=1iez = —7.
Como exemplo pedimos para os discentes encontrarem o dominio das seguintes
fungoes:

3z-2
z2+4

a) f(z) = e b)g(z) =z3—-5z+ 1.

As duas discentes Malu e Sandora que resolveram o exemplo anterior, responderam que

o dominio da letra a) seria:
D={zeC|z=+t2i}.

Em relacdo a letra b), as duas informaram que o dominio seria o conjunto dos nimeros

complexos.

Figura 7 - Escrita Malu e Sandora — Tarefa 2.2

As duas alunas chegaram na mesma resposta, produzindo significados, possivelmente
numa mesma direcao.

Para concluir, apresentaremos um detalhamento das perguntas formuladas aos alunos
ao final da disciplina, juntamente com as respostas que eles forneceram. Essas questdes foram

elaboradas para avaliar a percepg¢ao dos discentes sobre a proposta de trabalho desenvolvida ao



75

longo do curso, bem como sua opinido sobre a dindmica aplicada. Nosso objetivo ¢ compartilhar
esses insights para oferecer uma visdo mais ampla das diferentes percepg¢des sobre o método
utilizado e o impacto que ele teve no processo de aprendizagem dos alunos.

Em relagdo a primeira pergunta: O que vocé€ achou da metodologia de ensino baseada

em fichas de trabalhos? Temos as seguintes respostas:

Doronice: “Legal, pois proporciona uma anadlise critica.”

Jota: “Achei muito boa, pois ela permitiu analisar com calma os aspectos relacionados ao
conteudo, como o aspecto historico em torno do problema dos volumes que deu inicio a

discussdo do conteudo, isso para mim sem duvida agregou ao conhecimento adquirido”.
Lero: “Interessante e bastante diddtico”.
Sandora: “Legal.”

Dando continuidade nas perguntas, temos: Quais vantagens e desvantagens que vocé
viu nessa metodologia?
Doronice: “Vantagens: Visdo critica e uma melhor compreensdo”. “Desvantagens: Poderia

haver uma pesquisa posterior as propostas direcionais”.

Jarbas: “A primeira vantagem do ponto de vista do aluno é, ndo haver prova, o que para mim
é uma vantagem, pois tira a preocupacdo com a nota, que geralmente em disciplinas
convencionais sobrepoem a preocupacdo com a aprendizagem, além disso a interagcdo com o
professor e com os outros alunos nas discussoes sobre as fichas ajudam, essa abertura para
a discussdo dos conceitos, acredito que também, proporcione uma avaliacdo do aluno pois,
o professor ird conseguir observar o entendimento do aluno pelas interagoes. As
desvantagens acredito que seja o tempo pois, toda ficha necessita do tempo para resolver,

discutir e isso talvez atrapalhe em praticar o conteudo.”

Lero: “Vantagem que aprendemos com os nossos erros, pois iniciamos os trabalhos com as
fichas utilizando o que imaginamos saber e depois discutimos os resultados com o professor
e toda a turma e conseguimos detectar o que fizemos de errado e aprendemos com o0s erros.
A desvantagem é que ndo sabemos no primeiro momento se o que fizemos esti bem

direcionado’.



76

Sandora: “Vantagens: Com as fichas se pratica mais. Desvantagens: Perda de tempo quando

ndo compreende os conteudos.”

Por fim, perguntamos: Vocé acha que ¢ possivel aplicar essa metodologia em outras

disciplinas, como os célculos, algebra linear e outras disciplinas da matematica?

Doronice: “Sim. Caso houvesse direcionamento para pesquisas prévias em que os alunos

encontrassem solugoes propostas pelos direcionamentos”.

Jota: “Acho que depende, pois o cdlculo geralmente tem muitos alunos; talvez isso atrapalhe
e o conteudo distribuido nas fichas pode acabar sendo extenso, porém acredito que depende
do objetivo da disciplina, utilizar este método em outras disciplinas também pode trazer
beneficios, e particularmente acho que, com essa metodologia pode-se conseguir fazer com

que o aluno entenda melhor os procedimentos que sdo feitos nestas matérias”.
Lero: “Acredito que sim, pois é muito valido.”

Sandora: “Sim, pois é um conteudo que embora ndo seja muito trabalhado nas disciplinas de
matemdtica, é um conteudo muito importante para compreender a parte dos numeros

complexos.”

Ao analisar os comentarios e a postura dos alunos em sala de aula, foi evidente que a
metodologia adotada em sala diferia do que estavam acostumados. A maioria expressou
apreciagdo pela abordagem baseada em fichas de trabalho, destacando a utilidade das
discussdes em sala e a importancia das interagdes para o processo de aprendizado.

Entretanto, alguns alunos mencionaram desafios, como o tempo dedicado as tarefas e
a preocupacao em cobrir todo o contetudo. Isso sugere uma ligacao dos alunos com o modelo
tradicional de ensino, apesar do reconhecimento da eficicia do modelo proposto na disciplina.
Esse cendrio pode representar um ponto de partida para a exploracao de novas metodologias
em suas futuras praticas de ensino.

Observamos de perto a evolugao dos alunos ao decorrer do curso. Inicialmente, muitos
estavam timidos e inseguros, mas ao longo do tempo, tornaram-se mais confortdveis e
participativos. Percebemos também, que a estratégia de revisitar contetidos anteriores mostrou-
se relevante, permitindo aos alunos relembrarem de conceitos que antes pareciam simples, mas
que hora das tarefas muitos ndo conseguiam produzir significados na direcdo do que foi
solicitado, como a defini¢cdo e exemplos de uma funcao real. Outro ponto relevante em nossa

pesquisa foi o referencial tedrico junto com a proposta de dinamica em nossas aulas, que
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possibilitou mais abertura para um didlogo com os alunos e para fazer uma leitura em relagao

a producao de significados dos alunos.
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Ao longo deste estudo, nosso trabalho foi fundamentado pelas no¢des do Modelo dos
Campos Semanticos. Cada etapa do processo, desde a formulacio da pesquisa até a analise dos
dados, foi cuidadosamente orientada pelas premissas tedricas que fundamentaram nossa
abordagem.

Assim, encerramos este trabalho com a certeza de que as escolhas metodologicas
adotadas, em consonancia com o referencial tedrico, foram essenciais para alcancar os
resultados obtidos. Esperamos que as reflexdes aqui apresentadas possam contribuir para
futuras pesquisas e discussdes sobre o tema.

Para fornecer uma visdo geral do nosso estudo, apresentamos de forma sucinta as
etapas que compuseram este trabalho, destacando nossa percepcao ao longo dessas fases.

As dificuldades enfrentadas pelos alunos de Licenciatura em Matematica nas
disciplinas de matematica, a alta taxa de evasdo, e os debates sobre métodos de ensino e
aprendizagem sempre despertaram meu interesse. A partir dessas reflexdes, que examinam a
influéncia de uma disciplina de matematica na trajetéria académica dos alunos, tive como
objetivo trabalhar com uma disciplina da Licenciatura em Matematica para minha pesquisa.
Acreditamos que a exploragdo de metodologias alternativas e seu potencial impacto nas praticas
pedagdgicas dos futuros professores, assim como o desenvolvimento de materiais didaticos
alternativos, além dos tradicionais livros-textos, sdo aspectos que podem melhorar o
desempenho dos alunos e, possivelmente, reduzir a evasao nos cursos de Licenciatura em
Matematica.

Dessa forma, optamos por adotar neste trabalho uma abordagem focada em conteudos
matematicos das disciplinas presentes no curriculo da Licenciatura em Matematica. Como
apresentado ao longo do texto, decidimos restringir nossa andlise ao estudo das variaveis
complexas.

Uma das primeiras etapas foi investigar como a disciplina de Varidveis Complexas ¢
abordada nos cursos superiores das institui¢des publicas na Zona da Mata mineira. Como ja
mencionado anteriormente, identificamos que em todos os cursos ha, pelo menos, uma
disciplina que aborda os nimeros complexos no inicio do curso ou uma disciplina de Variaveis
Complexas ao final, sendo que, em alguns casos, ambas sdo oferecidas. Constatamos também
que, nas ementas desses cursos, o tema de fungdes complexas ¢ abordado de maneira
superficial, dividindo espagco com outros conteudos, geralmente mais extensos, o que resulta
em uma abordagem introdutoria limitada. Em nossa pesquisa, nos empenhamos em trabalhar
as fungdes complexas de maneira mais detalhada, com foco nas defini¢gdes, nas transformagdes

e nas funcgdes elementares.
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No que diz respeito as referéncias bibliograficas dos cursos de Varidveis Complexas,
observamos que elas sdo bastante semelhantes entre si, sendo compostas majoritariamente por
livros-textos de contetdo denso, assim como ocorre com as bibliografias de Calculo, Algebra
Linear, Equagdes Diferencias Ordinarias entre outros.

Um desafio identificado foi a escassez de livros-texto de Varidveis Complexas
voltados especificamente para a Licenciatura em Matematica. Diante disso, estabelecemos
como objetivo desenvolver um material alternativo a esses livros-texto, no que diz respeito ao
ensino de fungdes complexas, mais adequado as necessidades dos cursos de licenciatura.

Em nossa revisdo da literatura, verificamos que ndo existem muitos estudos
relacionados a Varidveis Complexas e a formacao de professores. No entanto, encontramos
trabalhos que abordam disciplinas matematicas do ensino superior olhando para formagao de
professores. Com isso, vislumbramos a possibilidade de, ao lecionar a disciplina de Introdugao
as Variaveis Complexas para Licenciatura em Matematica, adotar uma abordagem diferente
das tradicionais aulas expositivas/explicativas, utilizando uma dindmica de sala de aula
alternativa, como a que empregamos. Nosso foco ndo era apenas desenvolver os conteudos
matematicos, mas também contribuir para a formacao pedagogica dos licenciandos, intervindo
na produc¢do de significados a partir dos conceitos matematicos.

Assim, ao longo do trabalho, tivemos como problema de pesquisa, desenvolver um
conjunto de tarefas, referenciadas tedrica e metodologicamente, para o ensino de fungdes
complexas em disciplinas cuja ementa trate do tema variaveis complexas, como parte do
processo de formagao de estudantes de uma Licenciatura em Matematica no projeto de educa-
los matematicamente. O material que contém essas tarefas sdo as fichas de trabalho utilizadas
em sala de aula, que também representam o produto educacional desta pesquisa.

Em relacao ao trabalho de campo, especificamente a aplicacao das fichas de trabalho
e a dinamica adotada na disciplina de Introdugdo as Variaveis Complexas para Licenciatura,
destacamos alguns pontos. Inicialmente, foi desafiador seguir a dindmica proposta,
principalmente para nos, docentes, que estdvamos acostumados a métodos mais tradicionais. A
tendéncia natural ¢ a de sanar as duvidas dos alunos e orientar o caminho para solugdes ja
conhecidas. Contudo, nosso papel em sala de aula deve ser o de mediar discussoes e, quando
necessario, apresentar maneiras de resolver e utilizar os conceitos matematicos conhecidos
academicamente. Para os discentes, a adaptacdo a nova proposta também foi um desafio no
inicio, mas, com o decorrer da disciplina, eles foram se adaptando e se engajando na proposta.

Com base em nosso referencial tedrico, compreendemos que uma disciplina de

matematica pode ser vista como um residuo de enunciagio para o qual os alunos podem ou nao
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produzir significados. Nesse contexto, consideramos que o papel do professor de Matematica ¢
o de sugerir tarefas e analisar a producdo de significados de seus alunos. O mecanismo,
metodologia ou dindmica utilizados pelo professor variam conforme suas preferéncias e
experiéncia, mas acreditamos que a interacao entre professor e alunos nos processos de ensino
e aprendizagem ¢ essencial.

Por fim, esperamos que o material didatico e a proposta de ensino que desenvolvemos
para Fungdes Complexas possam servir como ponto de partida para os professores refletirem
sobre novas tarefas, de acordo com suas experiéncias e interesses, € que possam incentiva-los
a pensar em novas metodologias e dindmicas para suas futuras aulas. Desejamos que esses
professores ampliem este material ou criem novos recursos didaticos com propostas alternativas

ao modelo tradicional vigente.
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I - Termo de Compromisso Etico

UNIVERSIDADE ﬁjf

FEDERAL DE JulZ DE FORA

Programa de Pos-Graduacio em Educacio Matematica

Termo de Compromisso Etico

A problemadtica da pesquisa intitulada O ENSINO DAS VARIAVEIS COMPLEXAS NA
LICENCIATURA: O CASO DAS FUNCOES COMPLEXAS

A problematica da pesquisa intitulada O ENSINO DAS VARIAVEIS COMPLEXAS NA
LICENCIATURA: O CASO DAS FUNCOES COMPLEXAS se expressa pela seguinte
questao: “de que forma podemos propor um curo de Varidveis Complexas para os Licenciados
que tenha uma contribuigao significativa para sua formacao?”’. Um dos objetivos ¢ a criacao de
um material didatico para que os professores e professoras possam utilizar, baseados nas
caracteristicas que teremos proposto para a disciplina. A aplicacdo desse material didatico,
juntamente da analise de residuos de enunciagdo que serdao coletados, servirdo como material
para embasar as conclusodes da pesquisa.

Durante a aplica¢do e discussdo do material didatico os encontros poderdo ser gravados e
registros escritos de participantes podem ser solicitados, a fim de que seus dados sejam
analisados posteriormente pelo pesquisador. Esses dados respeitardo o sigilo da identidade
das(os) participantes, que poderdo escolher seus nomes ficticios no caso de haver publicagdo
dos resultados da pesquisa.

A participagdo nesta pesquisa ¢ voluntaria, podendo ser interrompida a qualquer momento se
for do desejo da(o) participante. Assim, o presente termo torna-se necessario com a perspectiva
de esclarecer e firmar o compromisso de participantes da pesquisa com as acdes explicitadas
acima.

, de julho de 2022.

Nome da(o) licencianda(o) participante da pesquisa

Pesquisador
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II — Avaliacao Diagnostica

UNlVERmDADE‘m
FEDERAL DE JUIZ DE FORA

Programa de Pos-Graduacio em Educacio Matematica

Avaliacio Diagndstica

Com intuito de nos programar e atd mesmo para sabor como vamos condozir nossas tarefas,
gostarfamaos que respolidlessem as sequintes pergimntas:

1} Descreva o conjunto dos nimeros:

Maturais (M), Inteiros (£), Racionais (), Irracionais (I) & Reais ().
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2) Resolva as seguintes equacies: (a) ¥+ —v3z —v3=0e(b) r* — 32 —4=0.
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3} Considere o seguinte Teorema:

Se n soma de dois niimeros inteiros & par, entao a sun diferenca também & par.

i) Qual & a hipdtese do Teorema?
i) Qual & a tese do Teorema?

1) Demonstre o Teoreme.
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4} Defina com suas palavras o que é fungao, em seguida apresente alguns exemplos.
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III — Defini¢oes de Funcoes Reais de Uma Variavel Real
Funcoes de uma Variavel Real a Valores Reais - Guidorizzi

Entendemos por uma func¢ao f uma terna
(A,B,a ~ b)

em que A e B sao dois conjuntos e a = b, uma regra que nos permite associar a cada elemento
a de A um unico b de B. O conjunto A ¢ o dominio de f e indica-se por Dy, assim A = D¢. O
conjunto B ¢ o contradominio de f. O unico b de B associado ao elemento de a de A ¢ indicado
por f(a) (leia-se: f de a): diremos que f(a) ¢ o valor que f assume em a ou que f(a) é o
valor que f associa a a.

Uma fungdo f de dominio A e contradominio B ¢ usualmente indicada por f:A — B
(leia: f de A em B).

Uma fun¢@o de uma varidvel real a valores reais ¢ uma fungdo f: A — B,emque A e B
sdo subconjuntos de R.

Seja f: A — B uma fung¢do. O conjunto

Gr = {(x,f(x))| x € A}

denomina-se grafico de f; assim, o grafico de f ¢ um sibconjunto do conjunto de todos
os pares ordenados (x,y) de nimeros reais. Munindo-se o plano de um sistema ortogonal de
coordenadas cartesianas, o grafico de f pode ser pensado como o lugar geométrico descrito

pelo ponto (x, f(x)) quando x percorre o dominio de f.

E usual representar uma funcdo f de uma variavel real a valores reais € com dominio 4,

simplesmente por

y = f(x), x € A.
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Neste caso, diremos que x ¢ a variavel independente, e y, a varidvel dependente. E

usual, ainda, dizer que y ¢ fun¢do de x.

Observacao: Por simplificacdo, deixaremos muitas vezes de explicitar o dominio e o
contradominio de uma fung¢do; quando tal ocorrer, ficara implicito que o contradominio ¢ R e
0 dominio o “maior” subconjunto de R para qual faz sentido a regra em questao.

E na sequéncia apresentamos a seguinte definigao:
Definicao de Func¢ao Real de Variavel Real
Seja X um conjunto ndo vazio e f uma lei ou regra que associa a cada elemento x € X um tnico
elemento y € R. Assim, dizemos que
f:X—>R

¢ uma fung¢do real de variavel real quando X c R.

Exemplos:

1) fiIR->R
x P f(x)

=x2

2) ffQ-R
x,_,f(x):{\/x2+1, se x>0

x+1, se x<0

3) f:X->R
1

£ ) =
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IV — Fichas de Trabalho

Ficha de Trabalho 01

Caro estudante,

A tarefa a seguir deve ser resolvida individualmente e posteriormente discutida com a
turma de modo que cada aluno possa apresentar suas ideias durante a resolucao, suas duvidas e
como chegou a resposta.

Como combinamos, a proposta da dindmica das nossas aulas serd conduzida pela
seguinte conduta: quem tem duvidas e ndo tem certeza de como chegar a resposta ou nao tem
certeza de o que fez estd correto, fala primeiro. Quem na turma tem alguma certeza de como
chegar a reposta ou que chegou a resposta da tarefa, fala por ultimo.

Recordamos também que o importante em nosso trabalho de sala de aula ndo é que vocé
saiba sobre todas as coisas ou apresente sempre a resposta correta, mas ¢ que todos digam o
que estdao pensando e do resultado de nossa reflexdo e discussao conjunta todos aprendam de

maneira colaborativa.

Tarefa 1.1 - Funcao real de uma variavel real

Defina fungao real de uma varidvel real. Dé exemplos:
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Uma funcdo f:X — R que possui como dominio um subconjunto X < R e cujos
valores f(x), para todo x € X, sdo numeros reais, chamamos de fung¢do real de uma variavel

real ou fun¢ao de uma variavel real a valores reais. Em simbolos:

fiR->R
x =y =f(x)

Tarefa 1.2 - Introducio a Funcées Complexas

Vamos pensar em fungdes complexas:

a) Defina uma fun¢do f: C — C. Como vocé representaria essa transformagao (fungio)?;

b) D¢ dois exemplos de fungdes do tipo f: C — C.
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¢) Defina uma funcdo f: C — R. Como vocé representaria essa transformac¢ao (fungdo)? D&

dois exemplos de fungdes do tipo f: C — R.




97

UNIVERSIDADE ‘“Jf

FEDERAL DE JUIZ DE FORA

Programa de Pos-Graduacao em Educagio Matematica

Ficha de Trabalho 02 — Fun¢des Complexas — 1* parte
Tarefa 2.1 — Definicao de Fungdes Complexas

Quando estudamos fungdes reais de variavel real, isto é, f:A — R com A C R, usamos
a notacdo y = f(x). Assim, por analogia, adotamos a notacdo w = f(z) para fungdes
complexas de variavel complexa.

Como w = f(z) € C, podemos escrever
w=f(z)=u+ir, u,v € R
Desse modo, podemos representar uma fungdo f: A - C, A c C, com
f@) =u(z) +iv(2),

onde u e v sdo fungdes de A em R.
Temos u(z) = Re(f (z)) ev(z)=Im (f (Z)) e, de forma mais usual, escreveremos
u(z) = u(x,y), v(z) =v(x,y), z=x+yi, pensando em u e v como fungdes de um

subconjunto do R? em R.

Exemplo: Seja f(z) = z2 + 1. Encontre u(z) = u(x,y) e v(z) = v(x,y).




Exemplo: Seja f(z) = 223 — z + i. Encontre u(z) = u(x,y) e v(z) = v(x, y).
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Dada uma funcdo complexa de varidvel complexa f: A —» C, A c C, definida porw =
f(z), podemos trabalhar algebricamente, como vimos nos exemplos anteriores, porém,
pensando no grafico dessas fungdes, vemos que para representar apenas os valores da variavel
independente z - que ¢ complexa - precisamos do plano de Gauss (duas dimensdes); e assim,
para fazer um daqueles graficos necessitariamos, no total, de quatro dimensdes, o que ¢
simplesmente impossivel, pois o espaco fisico em que vivemos possui somente trés dimensdes.

Um recurso para visualizar geometricamente uma fungdo w = f(z) ¢ representar
imagens de curvas ou regioes do dominio, que estd contido em um plano que identificaremos
como plano xy, no contradominio, que identificaremos como plano uv. Deste modo, a fungao
¢ considerada como uma “transformac¢do”. Essa ideia de pensar na funcao complexa de variavel
complexa como uma transformagao entre dois planos ¢ atribuida ao matematico alemao
Riemann.

Sendo assim, dada uma fungdo w = f(z), ¢ usual imaginar-se z = x + yi variando
em um plano denominado plano dos xy e w = f(z) = u + vi variando em outro plano
denominado uv. Tem-se, desta forma, a seguinte visdo geométrica de uma aplicagdo f: A — C,

A c C. Exemplo:

Exemplo: Considerando w = z2, em que w = u + vi e z = x + yi. Encontre a imagem do

ponto (1,2) € xy.
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Tarefa 2.2 — Dominio das Fun¢des Complexas

Sabemos que, para caracterizar uma fungdo ndo basta dar a lei de correspondéncia f, é
preciso especificar também o dominio de definicdo A. Entretanto, frequentemente
consideramos fung¢des dadas em termos de relagdes analiticas bem definidas w = f(z), sem
especificar o dominio de defini¢do. Nestes casos fica subentendido que o dominio da fungao ¢
o conjunto de todos os valores de z para os quais faz sentido a expressao analitica f(z). Por

exemplo, quando falamos "seja a fungao

3z—-50
z-1D(=z+7)

w =

estamos usando esta relagdo para especificar a lei de correspondéncia f que liga z a w;
ao mesmo tempo fica subentendido que o dominio desta fungao € o plano complexo, exceto os

pontosz =iez = —7.

Exemplo: Encontre o dominio das seguintes fungdes

3z-2,

a) f(z) = 214
b)g(z) =2z3 -5z + 1.
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Ficha 03 — Funcoes Complexas — 2? parte

Tarefa 3.1 — Fungdes Univocas e Plurivocas

Em relacdo as fungdes reais de uma variavel real, cite alguns exemplos que ndo podem

acontecer para termos uma fungao:

Em relacao as fungdes complexas ¢ possivel obter imagens diferentes para o mesmo

cara do dominio? Caso a resposta seja positiva, cite pelo menos um exemplo:
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Se a cada z corresponde somente um valor de w, dizemos que w ¢ uma fun¢ao univoca
de z, ou simplesmente uma funcao de z. Se a cada valor de z corresponde mais de um valor de
w, dizemos que w ¢ uma fungao plurivoca de z.

Uma fungao plurivoca pode ser considerada como uma colegao de fungdes univocas, e
cada uma delas ¢ chamada um ramo da fun¢@o. Dentre todos os ramos, existe um, ao qual damos
o nome de ramo principal da funcdo plurivoca e o valor da fung@o correspondente a esse ramo

¢ o valor principal da fung¢do plurivoca.

Exemplo: Identifique se as seguintes fun¢des sdo univocas ou plurivocas:

aw=2z%
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Tarefa 3.2 — Fungdes Inversas

Em relagdo as fungoes reais de uma variavel real, defina funcao inversa.

E possivel encontrar a fun¢ao inversa das seguintes fungoes?

a) y=x?

b)y=x+1.

Quando for possivel, encontre sua inversa.
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Seja f uma fungdo de varidvel complexa definida em f: A = B, com A, B c C, bijetora
e tal que f(z) = w. Chama-se fungdo g inversa de f, com g:B — A tal que g(w) = z.
Notagdo: g = f~L.

Temos também que

fof@D=fTeof(@)=2 (FOH'=Ff

Observacgao: Podemos fazer o mesmo procedimento feito para encontrar a fungdo

inversa das fungdes reais no caso das fungdes complexas.

Exemplo: Obtenha a inversa da fungdo f(z) = 5z + 2 — 4i;

Exemplo: Obtenha a inversa f~! da fun¢io f: C - C, definida pela lei f(z) = z* de modo que

ey =Las.
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Ficha de Trabalho 04 — Funcdes Elementares — 1° parte

Func¢odes Exponenciais

Em relagdo as fungdes reais de uma variavel real, apresente a defini¢cdo e as principais

propriedades da Func¢ao Exponencial:

Como vocé definiria fun¢do exponencial complexa?
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Antes de apresentar a defini¢do da funcdo exponencial complexa ¢ importante
lembrarmos da formula de Euler®:

e = cos@ +isen 6.

Um caso especial da formula de Euler, também conhecida como identidade de Euler ¢
quando 8 = m:

e =cosm+isenm = —1.

Defini¢do: Seja f : C —» C uma fungdo. Se z = x + iy ¢ um numero complexo com

x,y € R, a funcao exponencial complexa ¢ definida da seguinte maneira:

f(2) = e? = e**W =¥ e = e*(cosy + i seny),

onde e = 2,71828 ... ¢ base natural dos logaritmos.

Observacoes:
1) Se a ¢ real e positivo, definimos

zZ _ ,zlna

onde In a ¢ o logaritmo natural a.

1) As fungdes exponenciais complexas tém propriedades semelhantes as das fungdes
exponenciais reais. Por exemplo,
e“1

e?1,e%2 = eZ1t22 ¢ — = %1722,
e?2

iii) A fungdo exponencial complexa nunca se anula. Se z = x + iy, entdo e* = e*(cosx +
i seny). Como e* > 0 para todo x € R, a fungdo e” so se anularia se cosy + i seny fosse
nulo para algum y real. Mas isso nunca ocorre, pois as fungdes seno e cosseno nao se anulam
simultaneamente ja que cos? y + sen?y = 1 para todo y € R. Portanto, o contradominio da

fungdo exponencial complexa € o conjunto dos nimeros complexos nao nulos.

4 Demonstra¢do da Formula de Euler no Final da Ficha de Trabalho.
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Exercicios:

1) Mostre que se z forreal (z = x +i-0), entdo f(z) = e”*.

2) Em relagdo a fungdo f(z) =e? o que acontece quando z = x + in? Que conclusdo

podemos tirar em relagdo a funcao exponencial real?

3)Se e? =e" com z,w € C podemos afirmar que z = w?

4) Calcule o médulo de e com z € C.

5) Encontre as solugdes da equacdo e? = —1.
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Funcgdes Logaritmicas

Em relacdo as fungdes reais de uma variavel real, apresente a definicdo e as principais

propriedades da Funcao Logaritmica:

Como vocé definiria Logaritmica Complexa? Podemos afirmar que a funcao logaritmica

complexa ¢ a func¢do inversa da fun¢do exponencial complexa? Explique:
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Sabemos que a fungdo logaritmica real ¢ a funcdo inversa da fung¢do exponencial real.
J& para as fungdes complexas temos que tomar um certo cuidado. Vimos anteriormente, que a
funcao exponencial complexa ndo € injetora (periddica de periodo 2mi), portanto, ndo admite
inversa em C.

Para definirmos a fung¢do logaritmica complexa, vamos primeiramente fixar um niimero
complexo z # 0 da forma z =¢e", em que w =a+ bi € C e a,b € R. Lembrando que o
numero complexo z = e” = |z|e'?, assim

eV = ea+bi — ea_eib — |Z|ei9
o que implica que

{ea=|z| _ {a=1n|z|
b — i b=86+2knr, keZ

Portanto, w = In|z| + i (6 + 2kn), k € Z.

Definicdo: Se z = e € C, z # 0, entdo escrevemos w = In z, e chamamos logaritmo natural

de z. Assim, a fun¢do logaritmica natural pode ser definida por

w=Inz=In|z|+i (6 + 2kn) , k €Z.

argumento de z

em que In |z| indica o logaritmo natural real de um nimero positivo |z| e 8 medido em radianos.

Observacoes:

1) Temos que Inz ¢ uma fungdo plurivoca (tem infinitos ramos) e valor principal ou ramo
principal de In z é definido comumente por In |z| + i 8, onde 0 < 6 < 2m. Entretanto, qualquer

outro intervalo de comprimento 27 pode ser tomado, por exemplo —m < 6 < 7, etc.

i1) A fungdo logaritmica pode ser definida para bases reais, diferentes do e. Assim, se
z=a", entdiow =log, z, ondea>0 ¢ a# 1,

neste caso, z = e¥ne,
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iii) Dados dois nimeros complexos ndo nulos z; € z,, temos que:

a) log(z,z,) = log z; + log z,;
b) log (j—:) =logz, —logz,;

¢)log(z;)™ = mlogz, paratodom € Z".

Exercicios:

1) Calcule os seguintes logaritmos:

a) In(7);
b)In (1 +1i);
¢) In(—2).

2) E possivel calcular In 1 e In 0? Quando for possivel, resolva o logaritmo.

3) As propriedades apresentadas na observacao iii) também sdo validas para o logaritmo

principal?
4) Por meio do logaritmo complexo, resolva a seguinte equacao:

e?? +eZ4+1=0.
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Apéndice — Formula de Euler

A série de poténcias

G O)" i202 {393 *p*
i0 — — i
e —z — =1+4+i0+ o1 + T + 2 + (D
=0
Agora, i?=-1, i3=—i, i*=1, i =1 e assim por diante. Logo, (1) pode ser

separada em parte real e parte imaginaria:
. 0% 6* 0° 0 65 o7
ele=<1——+———+--->+i(G——+———+---) (2)

Mas, lembramos que

D" n e send = (D" 2n+1

cst=") i 2n+ 1)! '
n=0 n=0

em que cada série converge para todo nimero real 8. Portanto, (2) pode ser escrita como

e® = cosf +isenb. (3)

Esse ultimo resultado ¢ conhecido como formula de Euler. Note que, em vista de (3), a
forma polar z = |z|(cos @ + i sen 8) de um nimero complexo pode ser expressa de maneira

compacta:

z = |z|e',



