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RESUMO

No presente trabalho sdo apresentados os Modelos Aditivos Parcialmente Lineares
Multivariados, isto é, modelos que abrangem relacoes tanto lineares, quanto nao lineares
entre a variavel resposta e as variaveis explicativas. Como é um modelo multivariado, temos
que a variavel resposta é apresentada como um vetor de variaveis. O objetivo do trabalho é
estudar tal modelo e implementar um algoritmo que possibilite a estimagao dos parametros.
Para descrever as componentes nao paramétricas sao utilizados os B-Splines. Afim de obter
os estimadores dos parametros do modelo, utilizamos o método de maxima verossimilhanca
penalizada, e os pardmetros de suavizacao, dado por A, sao escolhidos através do método de
Validacao Cruzada. Por meio da fungiao de verossimilhanca penalizada também obtemos a
matriz de informacao, a qual nos dara as estimativas dos desvios-padrao dos estimadores
dos parametros. Quando a mesma nao é inversivel, aplicamos o método de bootstrap.
Por fim, para avaliar o modelo proposto, foram realizados estudos de simulagao e uma
aplicagdo em um conjunto de dados da edigao do PISA de 2003, uma avaliagao realizada
a cada trés anos e organizada pela Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento
Econémico (OCDE) que mede o desempenho dos alunos de 15 anos em leitura, matematica
e ciéncias.

Palavras-chave: modelos aditivos parcialmente lineares multivariados; b-splines; maxima

verossimilhancga penalizada.



ABSTRACT

In the present work, Multivariate Partially Linear Additive Models are presented,
that is, models that encompass both linear and nonlinear relationships between the response
variable and the explanatory variables. As it is a multivariate model, the response variable
is presented as a vector of variables. The objective of the work is to study such models and
implement an algorithm that allows for the estimation of the parameters. To describe the
non-parametric components, B-Splines are used. In order to obtain the estimators of the
model parameters, the penalized maximum likelihood method is used, and the smoothing
parameters, given by A, are chosen through the Cross Validation method. Through the
penalized likelihood function, we also obtain the information matrix, which will provide
the standard deviation estimates of the parameter estimators. When the information
matrix is not invertible, we apply the bootstrap method. Finally, to evaluate the proposed
model, simulation studies were carried out, and an application was made to a dataset from
the 2003 edition of PISA, an assessment conducted every three years by the Organisation
for Economic Co-operation and Development (OECD) that measures the performance of

15-year-old students in reading, mathematics, and science.

Keywords: multivariate partially linear additive models; b-splines; penalized maxi-

mum likelihood.
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1 INTRODUCAO

Um modelo estatistico é uma representacao matematica baseada em dados obser-
vados ou teoria subjacente. O mesmo é usado para descrever, entender e fazer previsoes
sobre o comportamento de variaveis em um sistema. Modelos estatisticos sao fundamentais

em varias areas de conhecimento, e podem variar em sua complexidade.

Modelos de regressao sdo uma classe de modelos estatisticos que tém como objetivo
estudar a relacao entre uma ou mais variaveis independentes e uma variavel dependente.
O modelo mais simples e de extensa utilizacdo é o modelo de regressao linear, o qual
supoe que a relacdo entre as variaveis explicativas e a variavel resposta é linear. Podemos

representar tal modelo para o i-ésimo individuo da seguinte forma:
Yi=p+Biza+...+B+xpteai=1,...,n,

onde Y denota a resposta do experimento, X1, ..., X, denotam as varidveis explicativas,
B = (Po,--.,Bp) é o vetor dos coeficientes de regressao relativo as varidveis explicativas

(ou preditores) e ¢; é o erro aleatério.

Em algumas situagoes, através de graficos de dispersao, podemos observar uma
relacdo nao linear entre uma ou mais variaveis explicativas e a variavel resposta. Nesse caso,
o modelo de regressao linear nao ¢ suficiente para estudar tais variaveis, sendo necessério
considerar um modelo mais geral que inclua tanto relagoes lineares quanto nao lineares
na componente sistematica do modelo. Tais modelos sao denominados modelos aditivos

parcialmente lineares (APLM), cuja expressao é dada por
Yi=fo+ Biwia + ...+ Bprip + f1(ta) + .o+ fo (tis) i =1,...,n,

onde fi (.) é uma fungdo suave univariada que quantifica o efeito da k-ésima varidvel
explanatéria ¢, (k =1,...,$) que contribui ndo parametricamente para a variavel resposta
Y;. Modelos semiparamétricos e modelos aditivos sdo um caso particular de APLM. No
primeiro, existe apenas uma componente nao-paramétrica, enquanto os modelos aditivos

sao formados apenas por componentes nao-paramétricas. Para maiores informacoes, ver
Wood (2017, Cap. 6).

Modelos semiparamétricos tém sido aplicados em diversas situacgoes. Ibacache-
Pulgar, Paula e Cysneiros (2013) utilizam esses modelos para modelar a taxa de retorno de
uma companhia de fundos de pensao do Chile através do indice de precos e tempo. Ferreira
e Paula (2017) modelam a concentracao de polén de Ambrosia usando como varidveis
explicativas temperatura, velocidade do vento, tempo e ocorréncia de chuva. Relvas e
Paula (2017) modelam as temperaturas da cidade de Ubatuba (SP) correlacionando tempo

e a temperatura da cidade de Cananéia (SP).
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Modelos aditivos tém sido aplicados em diferentes areas do conhecimento. Hastie
e Tibshirani (1990, Cap. 4) modelam o nivel de C-peptideos através da idade e défict
base. Ruppert, Wand e Carroll (2003) ajustam modelos aditivos em dados de temperatura,
nos Estados Unidos utilizando como varidveis explicativas nao-paramétricas a latitude e a
longitude. Racine, Su e Ullah (2014, Cap. 5) estimam a taxa de crescimento do produto
interno bruto (PIB) entre paises através da participagdo média do comércio e escolaridades
média dos paises. Faraway (2016) modela concentragao de Ozonio na atmosfera através

das componentes altura de base de inversao e temperatura superior de inversao.

Por fim, destacamos algumas aplicagoes em modelos aditivos parcialmente lineares.
Liu, Wang e Liang (2011) aplicam APLM para estudar a relacao entre beta-caroteno e
tipos de cancer utilizando como componentes nao-lineares a idade e indices de colesterol.
Ibacache-Pulgar, Paula e Cysneiros (2013) modelam o prego de casas em Boston utilizando
a taxa de imposto como relagdo linear e como nao-lineares as variaveis porcentagem de
menos status da populagao e distancia ponderada a cinco centros de emprego da cidade.
Wang et al. (2019) estudaram o valor médio aplicado pelo plano de satide Medicare nos
50 estados dos Estados Unidos utilizando diversas varidaveis demograficas de forma linear
e como nao lineares o nimero de beneficiarios distintos do plano, niimero de servigos
prestados e nimero de beneficiarios distintos do Medicare por dias de servico. Boente e
Martinez (2023) modelam a concentracao de ozbnio utilizando como varidveis explicativas

o0 més, a temperatura, a velocidade do vento e a radiacao solar.

Os modelos citados até agora tem como objetivo o estudo de somente uma varidvel
resposta, mas, em muitos casos, vemos a necessidade do estudo de variaveis respostas
correlacionadas. Tais modelos sao chamados de multivariados, os quais lidam com a
analise simultanea de multiplas variaveis dependentes e independentes. Os mesmos podem
capturar interacoes complexas que podem ser perdidas em analises univariadas, fornecendo

uma compreensao mais completa do sistema.

Desse modo, no presente trabalho estudaremos os Modelos Aditivos Parcialmente

Lineares Multivariados (MAPLM), extensdo de um APLM, no qual a varidvel resposta é

um vetor.
Modelo de Regressido Modelo Semi- Modelo Aditive Modelo Aditivo Modelo Aditivo
Linear paramétrico Parcialmente Linear Parcialmente Linear
+ 1 ou + variavel Multivariado
« 1 ou + varidvel = 1 ou + varidvel explicativa nio = 1 ou + varidavel
explicativa linear explicativa linear linear explicativa linear + 1 ou + variyel
« 1 variavel resposta « 1 variavel « 1 variavel resposta « 1 ou + uma variavel explicativa linear

« | ou + uma variavel
explicativa nio linear

+ | ou + variavel
resposta

explicativa nio explicativa ndo linear
linear = 1 variavel resposta
« 1 variavel resposta

— Resumo dos modelos



14

O objetivo desse trabalho consiste na implementagao de um algoritmo que possibilite
a estimacao dos parametros do modelo, o desenvolvimento de estudos de simulagao afim
de verificar as propriedades assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhanca e, por
fim, o ajuste do modelo proposto em dados reais afim de ilustrar a utilidade do mesmo.
Este trabalho se destaca por abordar o Modelo Aditivo Parcialmente Linear Multivariado,
uma vez que, até o momento, nao encontramos referéncias na literatura que explorem

especificamente essa abordagem em um contexto multivariado.
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2 MODELOS ADITIVOS PARCIALMENTE LINEARES MULTIVARIA-
DOS

Modelos Aditivos Parcialmente Lineares Multivariados sdo uma extensao dos
Modelos Aditivos Parcialmente Lineares, em que a varidavel resposta resposta passa a ser

um vetor, permitindo, assim, o estudo de mais de uma variavel dependente.

A representacao geral de um MAPLM segue-se dessa forma:

Y;j = BOJ' + /Bljxlij +..F Bpjxpij + flj (tlij> +.o.F fq]‘ (tqm) + €, (2'1)

em que, temos que ¢ = 1,...,n e n representa o nimero de observagoes; j = 1,...,m,

sendo m o numero de variaveis resposta; Y;; € a observagao i da varidvel resposta j;

T1;, T2, - - - Ty, A0 as varidveis preditoras que tém relagao linear com Yij; ¢y, 8o, - - -, Ty,
sao as varidveis preditoras que tém relacdo nao linear com Yj;; So,, 51, ..., By, sdo os
coeficientes associados as variaveis x1,;, Ta,., - . -, Tp,;; f1; (hij) s Jag (tqij) sao fungoes nao
lineares que modelam as relacoes entre as variaveis ¢, , o, , ..., 4, € as varidveis respostas;
J ] ]
e €; ¢ o termo do erro, tal que ¢;; ~ N (0, 0;).
Podemos escrever o modelo (2.1) na forma matricial
Y =XiB+ Ny +e,
T z L . 7/ .

em que Y; = (Yi1,...,Yin) € o vetor de varidveis respostas; X; é a matriz m x p de
variaveis preditoras que se relacionam linearmente com Y;; 8 = (f54,...,03,)" € o vetor de

coeficientes associado a matriz X;; N; é uma matriz m x [ de incidéncia bloco diagonal,

sendo [ =377, >y dj,, e dj, o nimero de nos associado a s-ésima variavel explicativa da
T
j-ésima componente da variavel resposta; y = (’le, e ,'yST) é o coeficiente associado a
T
matriz N;, onde v; = (fyjl, o ,fyjdj) yJj=1,...,8;e€ = (€1,...,€m) é o termo do erro,

tal que €; ~ N, (0,X).
Nas secoes ESTUDO DE SIMULACAO e APLICACAQ, daremos uma visao mais detalhada

da construcao da matriz N;.

O principal desafio quando usamos métodos nao paramétricos é a escolha da
funcao de suavizagao e o parametro subjacente. No presente trabalho foi empregado a
representacao por splines, que sera discutido na secao a seguir. A estimacao dos pardmetros

serd apresentada na secao 4.
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3 SPLINES

Splines sao uma técnica matematica usada em estatistica e andlise numérica para
aproximar ou suavizar uma fungdo desconhecida, dividindo-a em segmentos menores, mais
simples e suaves. Esses segmentos individuais sdo polinomios de baixa ordem (diferente do
que ¢ feito nos modelos polinomiais, que utilizam polindmios com alto grau para obter o
ajuste) que sdo combinados de forma continua para formar uma curva suave que se ajusta
aos dados. Existem varios tipos de splines, sendo mais comuns os splines lineares, ciibicos
e naturais. Nesse trabalho, utilizamos B-splines cibicos. Segundo Wood (2017), uma
spline cibica é uma curva construida a partir de se¢oes de polindomios ctibicos unidas de

modo que a curva seja continua até a segunda derivada.

3.1 B-splines

Os Splines basicos, mais conhecidos como B-splines, foram propostos por De Boor
(1978). Esses splines sao construidos a partir de pedagos de polinémios que se unem de
forma suavizada em pontos chamados de noés, evitando que entre esses pontos ocorram

mudancgas abruptas na funcao.

Um B-spline de grau ¢ possui as seguintes propriedades:

o Consiste de d+1 pedacos polinomiais, cada um de grau q.

e Os pedagos polinomiais se juntam nos d nds interiores.

» Nos pontos de jungao, derivadas de ordem igual ou inferior a ¢-1 sdo continuas.
o O B-spline é positivo em um dominio abrangido por d+2 nés; caso contrario é 0.

« Exceto nos limites, ele sobrepoe com 2d pedagos polinomiais vizinhos (d a direita e

d a esquerda).
Os B-splines, Bj(-q) (x), sdo definidos recursivamente como

]_, Se tj §x§tj+1

B (w) = -
0, caso contrario
r—t; -1 Litgt1 — -1
B () = ——-B" V() + =BV (),
Jtq — Y Jj+g+1 7 Y+l
em que z € [a,b],d é o nimero de nds sendo que a < ty,ts,...,tg < b, qg=1,2,... é0

grau dos B-splines, d =1+ q+ 1 é o nimero de nos e B]<q) (x) é o valor do j-ésimo B-spline

de grau ¢ no ponto z para uma malha de nés equidistantes, j =1,...,[.
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A escolha de quantos nos serao utilizados no ajuste e seus respectivos posiciona-
mentos ¢ muito importante, pois essa escolha determinaréd a qualidade do ajuste do modelo.
Green e Silverman (1994) usam como nés todos os distintos pontos enquanto Eilers e Marx
(1996) adotam a metodologia de escolher d pontos igualmente espagados, com d < n. Yu
e Ruppert (2002) propde que os noés sejam equidistantes e posicionados nos quantis das

variaveis preditoras. Ja Vanegas e Paula (2016) definem o nimero de nds como d = ni +3,

do est icionad t; (t 1 ) P I I TR i
Sendo estes 0OSs1c10Nnados nos uantis e g ey [ (&} i ara mals
p 4 A ] N\t

detalhes de como selecionar o niimero de nés e onde posiciona-los, consultar Ruppert,
Wand e Carroll (2003). Nesse trabalho, utilizamos 3 nds para cada curvatura identificada

no grafico de dispersao entre a variavel resposta e a variavel preditora.

3.2 Critério de penalizacao

A utilizagdo de um grande niimero de nés pode deixar a curva obtida superajustada
aos dados, isto é, a qualidade do ajuste sera 6tima, porém a curva terd muita variabilidade.
Em contrapartida, se a curva for muito suave havera perda de informagao. Com isso, faz-se
necessario a introducao de uma penalty que ird controlar esse trade-off de viés e variancia,
afim de encontrar o melhor ajuste do modelo aos dados. Neste trabalho, utilizamos a
penalty

J(f) =l ff @)% dt, =15

J

onde f} (t) é a segunda derivada de f; (t), sendo que o intervalo [a;, b;] contém todos os
noés. Dependendo da escolha dos nés, podemos ter expressoes analiticas (e matriciais) para
J (f;). Green e Silverman (1994) mostram que podemos expressar a penalidade acima da

seguinte forma:
J () = K5,

onde K; ¢ a matriz penalty obtida como funcao apenas dos nos.

3.3 Escolha do parametro de penalizacao via Validacao Cruzada

O principal desafio quando usamos métodos nao-paramétricos é a escolha da fungao
de suavizagao e o pardmetro subjacente. Gu e Ma (2005a,b) propuseram validagao cruzada,
generalizada utilizando splines para a fungao de suavizacao. Xu e Zhu (2005) propuseram
validacao cruzada para o kernel baseado em modelos com efeitos mistos nao paramétricos.
Manteiga et al. (2013) comparam diferentes métodos de estimagao nao paramétricos para
estes modelos. Neste trabalho, utilizamos o método de Validacao Cruzada para selecionar

o valor 6timo dos parametros de suavizacgao.
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Essa penalty que serd incorporada na verossimilhancga tera um parametro que
controlara a quantidade de penalizagdo ou suavidade da curva, dado por A. O método de
validagao cruzada (ver, por exemplo, Hastie, Tibshirani e Friedman (2009)), utiliza parte
dos dados para o ajuste do modelo e o restante para avaliar a adequabilidade do ajuste.

Definimos esse método por

n
VOA) =3 (5= 8:)",
i=1
em que as estimativas sdo obtidas por meio do processo iterativo dado um valor fixo de .
Nesse método, o conjunto de dados ¢ dividido em k subconjuntos, e em cada iteragao k-1
subconjuntos sao utilizados para treinamento, isto ¢, calculo das estimativas dos parametros
do modelo, e um subconjunto é utilizado para validagao, calculando VC(X). Esse processo
se repete k vezes, cada vez utilizando um subconjunto diferente para validagao. Assim, o

A 6timo escolhido sera aquele que minimize VC (X).
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4 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA PENALIZADA

4.1 ESTIMACAO DOS PARAMETROS

O método de maxima verossimilhanca é uma das técnicas mais utilizadas para
estimacgao de parametros devido as suas propriedades estatisticas desejaveis. Ele é consis-
tente, garantindo que o estimador converge para o verdadeiro valor do parametro conforme
o tamanho da amostra cresce, e assintoticamente normal, permitindo a realizacao de
inferéncias estatisticas. Além disso, é invariante, ou seja, se 0 ¢ o estimador de maxima
verossimilhanga para um parametro 6, entao, para qualquer transformagao continua g(6),
o estimador correspondente sera dado por g(é) Isso significa que o método de maxima
verossimilhanga preserva as relagoes entre parametros quando ha reparametrizacoes. Por
fim, é eficiente assintoticamente, atingindo a menor variancia possivel entre os estimadores
nao viciados. Essas caracteristicas fazem da maxima verossimilhanca um método robusto

e amplamente aplicado em modelagem estatistica.

Segundo Casella e Berger (2002), se W7, ..., W, sdo uma amostra independente e identica-
mente distribuida de uma populagdo com funcao densidade de probabilidade f (w|f, ..., 6),

a funcao de verossimilhanga é definida por
i=1

e o estimador de méxima verossimilhan¢a (EMV) é definido como o ponto do espago para-

métrico para qual a amostra observada é a mais provavel. Se a funcao de verossimilhanga

é diferenciavel (em 6;), possiveis candidatos para o EMV sao os valores de 6y, ..., 0 que
solucionam
0
L(0|w)=0.
L 61w

Pontos nos quais a primeira derivada é zero podem ser um minimo local ou global, um
maximo local ou global ou, ainda, pontos de inflexdo. Nesse sentido, afim de comprovar
que a solucao da equagdo acima é um ponto de maximo global, devemos verificar que
82
0000

L (8w) |y < 0.

Neste trabalho, avaliamos se a matriz hessiana ¢ definida negativa. Conforme descrito na
se¢ao 1, supomos que os erros sao independentes e seguem distribuicao Normal multivariada,

dessa forma, obtemos a seguinte funcao de log-verossimilhanca

1

((B,y,a) = —*109 (2m) — *109 (1%]) 5 (Y —XiB— Ny)" 271 (Y — XiB — Niy),
=1

(4.1)
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onde a é o vetor de itens da matriz 32, utilizados para efeito de calculos. Maximizar
a equagao (4.1) sem impor restrigoes sobre as fungdes fi, ..., fs pode causar sobre-ajuste
ou nao-identificabilidade no pardmetro B; vide, por exemplo, Green e Silverman (1994)
e Ibacache-Pulgar, Paula e Cysneiros (2013). Um procedimento bem conhecido é o de
estimacao de méxima verossimilhanga penalizada, que consiste em incorporar em ¢ (8,7, o)

uma fungao penalty, denotada anteriormente como J (f;) .

Dessa maneira, temos que a fungao de log-verossimilhanca penalizada é dada por

1
gp (ﬂJ’YJ «, A) - 6 (:3777 Of,A) - §7TK*’Y7

onde K* é uma matriz bloco diagonal formada pelas matrizes K x A\, Ko Ao, ..., K % A,
e \; ¢ o parametro de suavizacao. Quando \; — 0, temos que a penalizacao tem pouca
influéncia no modelo, de forma que a prioridade seja o ajuste 6timo da curva. Em
contrapartida, quando \; — oo a suavidade da curva ¢é priorizada, resultando em uma

reta.

Afim de encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca para 8 = (8,7, a),

derivamos £, (f) em relagdo a cada um dos pardmetros, assim temos as seguintes escores

a n

550 0) =2 XiE (Y = XiB = Ni),
ﬁ =1
50 ) = YNIE (Y- X - Ny~ Ko e
=1
0 1 & : . .
a—zﬁp 0) = 5 > {22 —diag (X)) — (Y; — X;B8—N#H) (Y, — X, — Ni'Y)T]-
=1

Dessa forma, os estimadores de maxima verossimilhanca penalizada sao

n _1 n
5 (Z X;TFE‘lXZ) S XIS (Y, - Niy).
i=1 =1

_1n

=Y N/Z'N, + K) SIN/Z (Y —XiB) e
=1

. A R . AT
= Z (Yi - XiB - Ni')’) (Yi - XiB - Nz")’) .
i=1
Os estimadores sao obtidos através de um método iterativo, descrito pelos seguintes passos:

1. Definir os valores iniciais

-1 n

B = (z X;ffx@-) SXTY;,
=1

i=1

dado por B , retirando X! e Ny da equacao,

40 = (Z NTN; + K) S NT (Yi — XZB(O)) ,
i=1 i=1

~ (0 ~
dado por 4, retirando 7! da equacao e utilizando © no lugar de 8 e



21

~ 1 ~ ~ T
50 = =5 (vi- X8 - NA®) (Yi- X8 -N4©)

iz
~ ~ (0 ~
dado por X, utilizando ,B( ) e 4% no lugar de B e 4.

2. Calcular os valores dos estimadores

n 1 n
pY = (Sxrm X)L XIS (N,
i=1

=1

n -1 n

4 (Z NS, | K) SNTE (Y, - XB) e
=1 =1

$6 = 237 (Yi - X8 - NA) (Yi - XB-NA)"

n;3

, C A Ak+1)  AGRNZ . .
até que a distancia 1/>; (Hi —0; ) seja suficientemente pequena, por exemplo,

menor que 107°, ou se 5000 iteracoes tenham sido realizadas.

4.2 MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER

A matriz de informagao de Fisher I'r (f) para uma fungao de log-verossimilhanga

diferenciavel é dada por

os(75)

Reescrevemos a funcao de log-verossimilhanga da seguinte forma
n 1 1
14 0:——A—f§ i — =0,
»(0) 9 2 & w 29

sendo A = [n|X|, w; = (Y; — X;8 — Niy)" 71 (Y, — X;8 — Niy) e g = yTK*y.
Primeiramente, encontramos a matriz Escore, dada por

U®) = a% go) (4.2)

ndA 1 0w, 10g

= ——— — = - = 4.3
200 2 ; 9 200 (43)
Esses resultados estao disponiveis no Apéndice A.
Assim, a matriz Hessiana é dada por
0?0, (9)
H(@0) = 2 4.4
0) 50007 (4.4)
2A 1.7 82w, 1 82
_n 0 0" w; 0°g (4.5)

200007 2 ; 90007 200007

Dessa forma, temos que a matriz de informacao de Fisher é igual a
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n 0?A 1 0%w; 1 9%g
Ir0) =3E (aoam) Ty b <aoaeT> ok (aoam)'

i=1

Resolvendo os seguintes valores esperados, obtemos o resultado final

0%w;
E L] =2XI'e N,
(8,38’)'T> 1 I
0%w;
E L) =2NTYIN
(8’787T> 7 (2]

Note que

82wi

T
—e; Aie;
Gozj@ak A

onde 4, = B™(B,B~!B,B~! + B,B'B;B~! + B;,B?B; + B,B~?B, + B"'B,B'B;
+B*1BjB*1Bk)B*1, tal que B, é uma matriz de zeros m x m com 1 na posi¢cao da matriz

B (a) relativa a ay,.

Teorema 1 Seja X um vetor de varidveis aleatorias com vetor de médias p e matriz de
covariancia V, positiva definida. Seja também uma matriz A, simétrica, de constantes

reats. Entao,
E[X'AX] =Tr (AV) + ' Ap.

Este resultado é encontrado em Montgomery et al. (2012, Pg. 580).

Pelo Teorema 1 e dado que F (e;) = 0, temos

E(eiAjkei) = tr(AjkC’ov(ei)) (46)
— tr(ApD) (4.7)

Assim,
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XI's=1X; XI'Z7IN; 0
Ir(0)=>_ 0 NN, +K* 0 |,
= 0 0 Ip

-[Oqu e -[Oqozpo

(tr (B'ByB'B;) + tr (AuX) ), j, k =

SRS

onde Ig = : : e loja, =
‘[OépOOél ‘[OépOOépO

1,...,po, onde pg =m (m+1) /2.
Para mais informacoes, ver Apéndice A.

Nos casos em que a matriz de informacao de Fisher nao é inversivel, uma outra
abordagem ¢ utilizada para o calculo dos erros padrao das estimativas dos parametros, o
bootstrap paramétrico. Utilizando esta técnica, sao feitas reamostragens dos erros aleatorios
sob os parametros estimados e a partir das estimativas obtidas nestas reamostragens, sao
calculados os erros padrao de cada parametro. Para maiores informagoes sobre a técnica

bootstrap, ver Davison e Hinkley (1997), por exemplo.

4.3 ANALISE DE RESIDUOS

A analise de residuos é uma técnica estatistica usada para avaliar a adequacao de
um modelo aos dados observados. Ela envolve a investigacao dos residuos do modelo, que
sao as diferencas entre os valores observados e os valores preditos da varidvel resposta,
chamado residuo ordinario. Neste trabalho utilizamos os residuos ordinarios padronizados,
denominados de distancias de Mahalanobis, sendo calculados da seguinte forma

A,

ri=(yi—y:) 27 (yi — %)

onde r; segue distribuicao X%m)'

Utilizamos a distancia de Mahalanobis para construgao de gréaficos envelopes
simulados afim de verificar a suposi¢cao de normalidade dos erros. Além disso, plotamos os
valores de r; adicionando um ponto de corte dado pelo quantil 100 (1 — o) % de uma X%m),

para verificar possiveis pontos influentes ou mal ajustados.
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5 ESTUDO DE SIMULACAO

Este estudo tem como objetivo a estimacao por Maxima Verossimilhanca Penalizada
(EMVP) de um Modelo Aditivo Parcialmente Linear Multivariado considerando o modelo
(1) utilizando a teoria de B-Splines. A simulacao foi realizada através do método de Monte
Carlo com 1000 replicacoes para os tamanhos amostrais iguais a 500, 1000 e 2000. O
modelo simulado é composto de duas variaveis explicativas nao lineares e quatro variaveis

explicativas lineares. Isto é,

Yii = Bixo + Boxsi + Baxa + f1 (21,) + €1,
Yo, = Bax1; + Bsx3i + Boxai + fo (22,) + €2,
Y3 = Brawii + Bsxai + Boxsi + BioTai + €3,

onde ¢ = 1,...,n, x; é uma sequéncia igualmente espagada no intervalo (0,27), o é
uma sequéncia igualmente espagada no intervalo (0.6,1.6), z3 ~ N (0,1), x4 ~ U (0,1),
fi (1) = cos (1), fo(2) = cos (4may) e /2 B ~ N (0,1), €& = (i, €25, €3) | ~ N, (0, ).
Destacamos que uma mesma variavel pode se relacionar linearmente com uma das va-
ridveis resposta e nao linearmente com uma outra variavel resposta. Os valores de a;,
componentes da matriz £/2, sao gerados usando a funcio genPositiveDefMat do pacote
clusterGeneration. Ademais, utilizamos 12 nds para ambas as componentes nao lineares
do modelo.

A matriz de incidéncia N; e a matriz X; sdo construidas da seguinte maneira

ng; 0

N,=10 nyp (5.1)
0 0
e

Tio X3 T4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Ti1 T2 T3 Tiq

Cada linha das matrizes correspondem a cada varidvel resposta e as colunas correpondem

as variaveis explicativas.

As Figuras 1, 2 e 3 abaixo mostram as 1000 curvas estimadas (em cinza) e a curva

real fi (x1) (em preto) para cada um dos trés tamanhos amostrais.

As Figuras 4, 5 e 6 abaixo exibem as 1000 curvas estimadas (em cinza) juntamente com a

curva real fo (z9) (em preto) para cada um dos trés tamanhos amostrais.
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it1)
0

it1)
0
fit1)
0

— Figura 1: Grafico das — Figura 2: Grafico das — Figura 3: Grafico das
curvas estimadas e da curva curvas estimadas e da curva curvas estimadas e da curva
real fi (1) = cos (xq1) para  real fi (z1) = cos (z1) para  real fi (z1) = cos (x1) para

n = 500. n = 1000. n = 2000.

— Figura 4: Grafico — Figura 5:  Grafico — Figura 6: Grafico
das curvas estimadas e das curvas estimadas e das curvas estimadas e
da curva real fy(z3) =  da curva real fy(xy) =  da curva real f(xg) =
cos (4mxy) e~ ™2/2 para n = cos (4mxy) e~ ™2/2 para n = cos (4mxy) e~ ™2/2 para n =

500. 1000. 2000.

Observa-se nas Figuras 1 a 6 que, em ambas as curvas, conforme o valor de n
aumenta, as curvas estimadas convergem para a curva real. Esse comportamento indica

um desempenho adequado do modelo.



26

Pela Tabela 1, nota-se que, conforme o valor amostral n aumenta, os vieses, dados por

oo (5 S0\
> N e (‘9’“ 1000 )
r — ———— e os desvios padrao das estimativas, dados por
diminué?x?.o 1000
Tabela 1 — Vieses e desvios padrao das estimativas.
n = 500 n = 1000 n = 2000

Valor Real  Viés DP Viés DP Viés DP
Q1 0.851 0.008 0.028 0.004 0.019 0.002 0.013
Q9 0.050 0.001 0.019 0.001 0.013 0.001 0.009
Q3 -0.006 -0.001 0.021 -0.001 0.015 0.000 0.010
Qy 0.859 0.008 0.028 0.003 0.019 0.000 0.013
Qs -0.001  0.000 0.021 0.000 0.015 0.000 0.010
Qg 0.999 0.004 0.032 0.003 0.021 0.001 0.016
o1 2.287 -0.003 0.060 -0.001 0.042 0.021 0.032
B -1.197 -0.026 0.037 -0.006 0.028 -0.026 0.020
B3 -0.694 -0.004 0.117 -0.007 0.085 -0.055 0.062
Ba -0.412 -0.034 0.015 -0.034 0.011 -0.036 0.008
Bs -0.971  0.009 0.039 0.016 0.027 0.002 0.019
Be -0.947 0.213 0.100 0.215 0.070 0.225 0.052
Br 0.748 0.000 0.053 0.000 0.036 0.000 0.026
Bs -0.117  0.001 0.204 0.000 0.140 -0.001 0.098
By 0.153 0.002 0.043 0.001 0.032 -0.001 0.022
B1o 2.190 -0.008 0.152 -0.004 0.110 0.000 0.076

Tabela 2 — Média dos pardmetros de suavizagao.

n =500 n=1000 n = 2000

A
Ao

0.128 0.0332 0.0204

0.008

0.006 0.004

)
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6 APLICACAO

A aplicagao do modelo MAPLM foi realizada em uma amostra de 1795 observagoes
do PISA de 2003 referente ao Brasil. O Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes
(PISA) é um estudo mundial realizado pela Organizagao para a Cooperagao e Desenvol-
vimento Econémico (OCDE) em paises membros e ndo-membros. O objetivo é avaliar
os sistemas educacionais medindo o desempenho de alunos de 15 anos em matematica,

ciéncias e leitura.

Como variaveis resposta utilizamos o desempenho dos alunos nas trés disciplinas e como
variaveis explicativas selecionamos duas com relagao linear com as variaveis resposta
(HISEI e ESCS) e trés com relacao nao linear com as variaveis resposta (RATCOMP,
RMHMWK e PROPQPED). Isto é,

MATEMATICA; = BiHISEI + B2ESCS; + fi (RATCOMP,) + fo (RMHMWK;) + f3 (PROPQPED;) + €1,

CIENCIAS; = ByHISEI + B2 ESCS; + fi (RATCOMP;) + f» (RMHMWK;) + fs (PROPQPED;) + €2,

LEITURA; = BiHISEI + B2ESCS; + fi (RATCOMP;) + f» (RMHMWK,) + fs (PROPQPED;) + €s:.

A matriz de incidéncia N; e a matriz X; sdo construidas do seguinte modo:

ng Ny niz 0 0 0 0 0 0
Ni = 0 0 0 n;1 N;o N3 0 0 0 (S
0 0 0 0 0 0 ng, N, N3

Ti1 T2 0 0 0 0
X—i = 0 0 i1 T2 0 0
0 0 0 0 Ti1 T2

Cada linha das matrizes correspondem a cada varidvel resposta e as colunas correpondem

as variaveis explicativas.

Abaixo, temos o dicionario dessas variaveis e em seguida, os graficos de dispersao

contra as variaveis respostas.

« HISEIL: Mais alto indice sécio-econémico (do pai ou da mae),
« ESCS: Indice de status cultural e sécio-econdmico,

o« RATCOMP: N° total de computadores / tamanho de escola,



« RMHMWK: Tempo gasto com licao de casa e
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« PROPQPED: Proporg¢ao de professores com ISCED 5A em Pedagogia.
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— Figura 7: Grafico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis matema-
tica e hisei.
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— Figura 10: Gréfico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis matema-
tica e escs.
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— Figura 8: Grafico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis leitura e
hisei.
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— Figura 11: Gréfico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis leitura e
escs.
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— Figura 9: Grafico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis ciencias
e hiset.
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— Figura 12: Gréfico de dis-
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— Figura 13: Grafico de dis-

persao mostrando a relacao

entre as variaveis matema-
tica e ratcomp.
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— Figura 14: Grafico de dis-

persao mostrando a relacao

entre as variaveis leitura e
ratcomp.
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— Figura 15: Grafico de dis-

persao mostrando a relacao

entre as variaveis ciencias
e ratcomp.
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— Figura 16: Grafico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis matema-
tica e rmhmwk .
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— Figura 19: Gréfico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis matema-
tica e propgped.
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— Figura 17: Grafico de dis-
persao mostrando a relagao
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— Figura 20: Gréfico de dis-
persao mostrando a relagao
entre as variaveis leitura e

propgped.
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— Figura 18: Grafico de dis-

persao mostrando a relagao

entre as variaveis ciencias
e rmhmuwk.
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Para a estimacao das curvas, padronizamos as variaveis explicativas, utilizamos 6 nos
para a variavel RATCOMP e 12 para cada uma das variaveis RMHMWK e PROPQPED.

Além disso, para o vetor A, ou seja, os parametros de suavizacao, utilizamos o valor minimo

igual a 0.00001, valor maximo igual a 0.001 e valor inicial igual a 0.0001 na funcao optim

do software R Core R Core Team (2023), isto é, uma fungao de otimizagdo numérica, que

¢é usada para encontrar os valores dos parametros que minimizam ou maximizam uma

funcao de objetivo. Nesse caso queremos encontrar os valores de A que minimizam o valor

de VC(X), abordado na secao 3.2.

Abaixo temos os graficos das curvas estimadas com suas respectivas bandas de confianga.

A Tabela 2 das estimativas e erros padrao de a e 8 e a Tabela 3 das estimativas de X. As

curvas estimadas representam bem a relagao entre as variaveis respostas e as variaveis

explicativas, uma vez que as mesmas se assemelham aos graficos de dispersao apresentados

acima. Além disso, os erros padrao das estimativas assumem valores baixos, mostrando a

eficacia do modelo.

f(RATCOMP)
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—  Figura 22: Gra-
fico da curva estimada
f (ratcomp) para a variavel

resposta matematica .
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—  Figura 25: Gra-
fico da curva estimada
f (rmhmwk) para a varia-
vel resposta matematica .
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—  Figura 23: Gra-
fico da curva estimada
f (ratcomp) para a variavel
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—  Figura 26: Gra-
fico da curva estimada
f (rmhmwk) para a varia-

vel resposta leitura.
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—  Figura 24: Gra-
fico da curva estimada
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f(PROPGPED)
f(PROPQPED)
f(PROPQPED)
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PROPQPED PROPQPED PROPQPED

—  Figura 28: Gré- —  Figura 29: Gra- —  Figura 20: Gra-
fico da curva estimada fico da curva estimada fico da curva estimada
f (propgped) para a varia-  f (propgped) para a varid-  f (propgped) para a varia-

vel resposta matematica. vel resposta leitura. vel resposta ciencias.

Salienta-se que os erros padrao, nesse caso, foram obtidos via bootstrap, uma vez

que nao foi possivel inverter a matriz de informacao de Fisher.

Tabela 3 — Estimativas dos parametros e seus erros padrao.

Parametro Estimativa FErro Padrao

a 74.996 1.278
s 18.539 0.929
as 21.349 0.923
ay 91.917 1.499
as 23.746 0.937
ag 75.426 1.361
B 11.693 2.800
B 10.425 3.036
B 10.727 3.695
B 8.299 4.076
Bs 11.070 2.902
B 9.941 3.421

Podemos afirmar que as variaveis preditoras com relagoes lineares contribuem de
forma positiva para as variaveis resposta. As variaveis nao lineares ratcomp e propgped
possuem uma relagdo crescente com as variaveis resposta e a variavel rmhmwk possui uma

relagdo decrescente com as variaveis resposta.

Tabela 4 — Estimativas do parametro de suavizacao A

HISEI ESCS RATCOMP RMHMWK PROPQPED

Matematica - - 0.00001 0.0001 0.0001
Leitura - - 0.0001 0.0001 0.0001
Ciéncias - - 0.0001 0.0001 0.0001

Como forma de avaliarmos o ajuste do modelo, abaixo apresentamos o grafico

envelope.
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— Figura 31 - Grafico Envelope.

Foram identificados 25 pontos fora dos limites na Figura 31. Considerando que o
tamanho da amostra é de 1975 observacoes, isso representa cerca de 1.27% dos pontos.

Esse resultado sugere que o modelo estd bem ajustado aos dados.

O gréfico de residuos apresentado na Figura 32 inclui uma linha de corte no
valor critico correspondente ao quantil 95% da distribuicao qui-quadrado com 3 graus
de liberdade. Observamos que a maioria dos residuos esta abaixo dessa linha, sugerindo
que o modelo se ajusta bem a maior parte dos dados. No entanto, identificamos alguns
pontos que ultrapassam esse limite, indicando potenciais outliers ou dados com grande
influéncia. No total foram 87 pontos acima dessa linha, isto é, aproximadamente 4.8%
do total. Uma alternativa é retirar tais pontos influentes do conjunto de dados, estimar
novamente os parametros do modelo e avaliar a mudanca nas estimativas. Se os pontos
influentes causam variagoes significativas nas estimativas, isso pode ser um sinal de que

esses pontos nao sao consistentes com o restante dos dados.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, exploramos a implementacao e a aplicacao de Modelos Aditivos
Parcialmente Lineares Multivariados (MAPLM) como uma abordagem eficaz para a andlise
de dados. Através da utilizacdo de B-Splines, conseguimos suavizar e ajustar as curvas
estimadas, permitindo uma melhor representagao das relagoes nao lineares entre as variaveis
explicativas e as variaveis resposta. Utilizamos o método de Maxima Verossimilhanca
Penalizada afim de encontrarmos os estimadores dos parametros de um MAPLM. Além
disso, demonstramos a construgao da matriz de informacao para obten¢ao dos erros padrao
dos estimadores e desenvolvemos um algoritmo de bootstrap, caso nao seja possivel a
inversao da matriz. Para estimacao do parametro de suavizacao, utilizamos a técnica
de Validagdo Cruzada, evitando o problema de superajuste e mantendo um equilibrio

adequado entre viés e variancia.

Os resultados das simulagoes demonstraram que quanto maior a amostra, melhor
é o ajuste do modelo, avaliando a eficiéncia e comprovando as propriedades do EMVP.
Na aplicacao, também verificamos um bom comportamento do modelo e a andlise de
residuos confirmou a adequagao do mesmo, evidenciando que as suposi¢oes estatisticas

foram atendidas.

Por fim, este estudo nao apenas valida a eficacia dos MAPLM na anélise de dados
educacionais, mas também sugere que essa abordagem pode ser aplicada em diversas areas,
como economia, saude e ciéncias sociais, onde as relagdes entre variaveis sao frequentemente

complexas e nao lineares.
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APENDICE A — Matriz de Informacéo
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