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Resumo

Neste trabalho, iniciamos com a construcao da acao efetiva para espago-tempo curvo
e sua expansao em loops. A partir da expressao para a acao efetiva de 1-loop, mostramos
uma forma pratica de calcular a parte divergente dessa agao, conhecida como Técnica
de Schwinger-DeWitt ou heat-kernel, utilizando a representacao de tempo proprio de
Schwinger-DeWitt.

Em seguida, aplicamos essa técnica em dois exemplos: primeiro, para a teoria de
calibre com dois escalares reais e interacao Ap?, e depois para o modelo de Yukawa.
Especificamos como utilizar a técnica para diferentes tipos de campos, tanto bosoénicos
quanto fermidnicos, e para a representacao matricial do operador bilinear nos campos

quanticos da acao.

Palavras-chave: Schwinger-DeWitt; Heat-kernel; Acao efetiva; Teoria de calibre; Mo-

delo de Yukawa, Escalares reais.



Abstract

In this work, we begin by constructing the effective action for curved spacetime and
its loop expansion. From the expression for the one-loop effective action, we present
a practical approach to computing its divergent part, known as the Schwinger-DeWitt
technique or heat-kernel, using the proper-time representation of Schwinger-DeWitt.

Next, we apply this technique to two examples: first, to gauge theory with two real
scalar fields and a Ap? interaction, and then to the Yukawa model. We specify how to
employ this method for different types of fields, both bosonic and fermionic, as well as for

the matrix representation of the bilinear operator in the quantum field action.

Keywords: Schwinger-DeWitt; Heat-kernel; Effective Action; Gauge Theory; Yukawa

Model, real scalars.
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Introducao

A teoria quantica de campos (TQC) em espago-tempo curvo representa a unificagdo
da mecanica quantica e da teoria classica de campos, levando em conta a relatividade
geral de Einstein, necessaria para estudar interagoes fundamentais e garantir invariancia
de Lorentz local em uma teoria gravitacional que, no limite nao relativistico, converge
para a gravitagao de Newton. Sua formulagao permite a descricao adequada de fotons,
elétrons e outras particulas elementares, como ocorre na eletrodinamica quantica (QED).
Além disso, a TQC também se aplica a outras areas da fisica, como cosmologia [1].

A TQC aborda diversos tipos de particulas, como as de spin inteiro e spin semi-inteiro.
As particulas de spin 0, como os bosons de Higgs, podem ser estudadas a partir de um
modelo de campos escalares complexos, com auto-interagao A(¢p¢*)?. Ja para descrever a

interacao entre nicleons e pions, pode-se utilizar a interacao Yukawa,

mas que também permite modelar a interagao entre férmions e bésons, sendo g a constante
de acoplamento. Para mais detalhes sobre esse tema em fisica de particulas, veja [2].

A teoria perturbativa é amplamente utilizada em TQC. Uma de suas aplicagoes esta
na acgao efetiva, um objeto fundamental baseado em integrais funcionais. A acgao efetiva
permite estudar as correcoes quanticas a partir de uma teoria classica. Para a primeira
correcao, conhecida como 1-loop, existem diversas formas de calcular sua contribuicao.
Uma delas, apresentada em [3|, é a técnica de Schwinger-DeWitt, ou heat-kernel, que
fornece um mecanismo pratico para o calculo da acio efetiva de 1-loop, denotada por 'V,

Um dos desafios nesse processo é a presenga de termos infinitos nas corregoes. De
maneira contraintuitiva, essas divergéncias fornecem informagoes valiosas sobre a fisica
da teoria em questao, incluindo o comportamento assintético no regime ultravioleta (UV),
anomalias conformes e grupos de renormalizacao. Para tratar essas divergéncias, emprega-
se inicialmente o processo de regularizacao, seguido pela renormalizagao, cujo objetivo ¢é
remover as partes infinitas por meio da introdugao de contratermos.

Organizamos esta dissertacao da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos a cons-

trucao da agao efetiva em espago-tempo curvo, seguindo a abordagem de [1]. Para isso,



Introducao 2

utilizamos a integracao funcional, apresentada de forma breve no inicio do capitulo, e
construimos a expansao em [oops.

No Capitulo 2, revisamos a Técnica de Schwinger-DeWitt, também conhecida como
heat-kernel, tendo como referéncia [4]. Essa técnica serda fundamental nos capitulos se-
guintes, sendo empregada no céalculo da parte divergente da acao efetiva de 1-loop.

Nos Capitulos 3 e 4, aplicamos a técnica introduzida no Capitulo 2. No Capitulo 3,
analisamos uma teoria de calibre com dois campos escalares, cuja solugao foi baseada em
um dos problemas do livro [1] e desenvolvida de forma inédita. No Capitulo 4, aplicamos

a Técnica de Schwinger-DeWitt & interagao de Yukawa com um escalar real.



CAPiTULO 1

Acao efetiva no espaco-tempo curvo

Neste primeiro capitulo, faremos uma revisao de conceitos fundamentais para o desen-
volvimento da dissertacdo. Para isso, utilizamos algumas referéncias, como [1], [2] [5], [6] e
[7]. A agdo efetiva e sua expansao em loops desempenham um papel significativo na teoria
quéntica de campos em espaco-tempo curvo, sendo fundamentais tanto para a anélise das
correcoes quanticas em uma teoria especifica quanto para o calculo das divergéncias em
1-loop. Consideramos defini¢oes bésicas em espago plano e depois introduzimos o fundo

gravitacional.

1.1 Integrais funcionais na mecanica quantica

Inicialmente, consideremos um sistema unidimensional descrito pela hamiltoniana
H(q,p), onde ¢ e p sdo, respectivamente, a coordenada e o momento canonicamente
conjugado. A quantizacao candnica consiste em reescrever p e ¢ como operadores atuando
no espaco de Hilbert das fungées complexas ¥(q), ou seja,

0
—q= —p=—ith— 1.1
¢g—q§=q, p—p=ig, (1.1)

onde h é a constante de Planck. Analogamente, a hamiltoniana passa a ser representada
por
H(q,p) — H(q,p) = H(q,p). (1.2)

A evolugao temporal de um estado é determinada pela equacao

i— = HU, (1.3)
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cuja solucao pode ser escrita como

onde U(t,ty) = eiltto—=DH & o operador de evoluciio temporal.

O método da integracao funcional permite expressar o operador de evolucao temporal

1S[to,t]
)

como o valor médio de e sobre as trajetorias no espago de fases, onde Sfto,t] ¢ a

acao classica, dada por

Stto.tl = [ [ptr)itr) — H(atr),p(r) (15)

to

dg(7)
dr

médio sobre essas trajetorias define a chamada integral funcional de Feynman. A seguir,

O wvalor

avaliada ao longo da trajetoria (q(7),p(7)), com 7 € [to,t] e ¢(1) =

apresentamos uma de suas possiveis formulagoes.
Para isso, dividimos o intervalo fechado [to,t] em N subintervalos de igual compri-

mento, ou seja,
[t077—1);<7—177—2>7'"7(TN—17t]7 (16)

de modo que, em cada subintervalo, p(7) permanece constante e ¢(7) é continuo. Defini-
mos os valores de ¢(7) nas fronteiras como ¢(ty) = qo e ¢q(t) = q. No limite de N — oo,
q(7) pode ser aproximado por uma func¢ao linear em cada subintervalo (7x, Txy1).

Consideremos entao a integral de dimensao finita
(277)N/dp1dQ1dp2dQQ - daqy—1dpy €1 = Ty (o, ¢; to, t), (1.7)

onde S[ty,t] é a acdo anteriormente definida, agora escrita em termos dos parametros
discretizados p; e ¢;,i = 1,2,..., N. A ideia central da definicao de Jy(qo, ¢;to,t) é que,
para N — 00,

Nli_{Hoo In(go, @50, ) = (q] €@~ |qo) . (1.8)

Essa relagao pode ser verificada para casos particulares de H(q, p), como discutido em [6],
embora sua demonstragao geral para um Hamiltoniano arbitrario seja nao trivial.

A integral funcional, definida a partir da equagao (1.7), pode entdo ser escrita como

/q(t) iSliod] H dp(T)dq(T) (1.9)
alto) L 2

sendo que, na formulacao anterior, havia uma integral adicional sobre o momento, o que

esta expressao nao explicita. Um ponto critico dessa abordagem é o ordenamento de p
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e ¢, pois, ao promovermos essas quantidades a operadores, os correspondentes p e ¢ nao
necessariamente comutam. No entanto, a maioria das fungoes Hamiltonianas assume a
forma separavel H = H;(q) + H2(p), o que contorna essa dificuldade.

Para um sistema com n graus de liberdade, a acao assume a forma

S[to, ] /(szq — H(q ,qz,---,q”;pl,pz,---,pn)>dﬂ (1.10)

onde ¢' representa a i-ésima coordenada generalizada e p; é seu momento canonicamente

conjugado. Utilizando a equagao (1.7), realizamos as substituigoes

n n
2m)™N = (2m) 7N, dg, — [ [ dai., dpr — [ [ dpis (1.11)

i=1 i=1
onde ¢ denota a i-ésima coordenada ou seu respectivo momento conjugado, e k indica os
valores no subintervalo (71, 7). Assim, a integral funcional correspondente pode ser

expressa como

q(t//) 1 n d . /
/ HH Jdpi(t /Dqu St (1.12)

(t/ / + i=1

1.2 Integral funcional em teoria quantica de campos

A integracao funcional em Teoria Quéantica de Campos nao possui uma correspondéncia
completa com a abordagem operatorial apresentada anteriormente. No entanto, mesmo na
auséncia de uma definicao mateméatica completamente rigorosa, a formulacao via integrais
funcionais se mostra extremamente 1til e confidvel para diversos métodos em TQC.
Neste trabalho, utilizamos a abordagem lagrangeana da integracao funcional. Como

exemplo, consideramos a teoria de um campo escalar real, cuja agao é dada por

2
m
S = /d4 { 1 Qupdp — =" = g,w (1.13)
onde n*” = diag (1, —1, —1, —1) é a métrica do espago-tempo de Minkowski, e g representa
a constante de acoplamento.
Para definir a integral funcional, recorremos ao procedimento de discretizagao de um
volume finito V', com V' C V. Dividimos esse volume em N* células ctibicas de volume v;,

com i = 1,2,...,N* Assumimos que o campo ¢; é aproximadamente constante dentro
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de cada célula e aproximamos a derivada parcial d,¢ por

dyp

a—mu SN [o(z, + AL) — o(z,)], (1.14)

onde AL representa a aresta de cada célula v;.

Consideramos entao a integral de dimensao finita

/eisﬁn(az)dgo(x) = /e"SD@, (1.15)

TEV;

onde a integragao ocorre sobre todos os valores do campo ¢(x) em cada célula v;. A agdo
S é avaliada utilizando as aproximagcoes acima para ¢ e d,p. Além disso, o fator n(z),
que independe de ¢(x), é escolhido de modo que, no limite V' — oo e v; — 0, a expressao

(1.15) seja bem definida e apresente um comportamento suave.

1.3 Funcional gerador de funcoes de Green

Primeiramente, vamos definir a derivada funcional, com os seguintes axiomas:

S0 =0 =0 e s [ d el = ofa) (1.16)

As regras para derivadas de fungoes se mantém.

O funcional gerador de funcoes de Green ¢ definido pela seguinte integral funcional

J] = / Dip (Sl aaT@)ota) (1.17)

em que S[p| = So[p]+ Sint[e] € J(x)p(x) ¢ o termo fonte. Podemos reescrever a expressao

anterior usando a notacao condensada de B. DeWitt, isto é,

] = / Do e Slel+I@ote), (1.18)

Expandindo (1.17) em func@o de J(x), utilizando a notagdo condensada,

-3

=0

||
|@.

n'J S J(zy) /Dcp o(z1) ... So(xn>€i5[<p}

3
S

= Z—'J J(20)G(21, Ta, ... ), (1.19)

n—=

3&
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sendo G, (1, xa, ..., T,) s@o as fungdes de Green de n pontos e Zy[.J], dados por

_ [ Do) p(wn)es

Gn (21,22, ..., Tn 1.20
(‘Tl L2 T ) ZO[J] ( )
e
ZolJ] = / Dip i(Solel+] dtzs@)e(@) (1.21)
Levando em considerecao as expressoes acima,
1 oz J
Gn(T1,...,x,) = /] (1.22)

Zo[J] id (1) ... 800 (20) |,y

1.4 Acao efetiva

Para introduzirmos a agao efetiva, considere o funcional W[J], escrito em termos de
Z|[J] como

Z(J) = "), (1.23)
Agora, definiremos o campo médio ou campo de fundo, a partir da seguinte relagao

oW\ J 1 6Z|J D 2)etSlel+J¢) A
5J([I)] ~ Z[J] 5]([37; -1 f%f;ei?sww@) = (p(z|])) = @(]J). (1.24)

Assumindo que seja possivel resolver a equagao abaixo em termos de J(x)

W]
(z) = 5J(z)’

(1.25)
ou seja, escrever J = J(z|®), podemos escrever o funcional acao efetiva na forma

r[®] = W] - / i B (). (x). (1.26)
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Esse funcional tem grande importancia para teoria quantica de campos, sendo sua
correspondéncia com a agao cléssica, obtida a partir de sua variagao em relacao ao campo

médio,

or[@] _ oW[J] 6 o 8]

5@~ o7 0@ o W =—I@ (1.27)
E para o campo classico,
Slel = Slp] + /d4x o(x)J(r) = 565([5]) = —J(x). (1.28)

Logo, a agao efetiva desempenha o mesmo papel na teoria quantica que S|p] para a

teoria classica.

1.5 Expansao em loops da acao efetiva

Introduzimos agora a nogao de expansao em loops para a agao efetiva e sua relagao
com a acao classica. Para essa expansao, utilizaremos como mediador a constante de
Planck.

Portanto, retornando essa constante a férmula antes mencionada

Z1J] = AWVl — / Dy ek (Slel+T@)e(e). (1.29)

e realizando a mudanca ¢ — ¢ + ¢, com ¢ campo médio e ¢ o novo parametro de
integracao, denominada como deslocamento de fundo, e tomando o cuidado de perceber
que o Jacobiano é unitério, por ser uma mudanga linear, podemos expandir S(p + ¢), de

tal forma que

S16+ 9] = 161+ 3 ~iSulgle™ (1.30)
Sule] = 571.5[@ (1.31)

utilizando a notacao condensada de DeWitt.
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Agora, substituindo (1.29) em (1.30) e fazendo uma nova mudanca ¢ — v/i¢, chega-

mos na expresséo

- ﬁmw%(FW] ) } (1.32)

A agdo efetiva entra como uma combinagio de I'[¢] — S[¢] = ['[¢], em que T'[¢] pode ser

escrito em poténcias de h, isto é,
T[¢] = h"T™[g). (1.33)
n=1

Substituindo em (1.32), na ordem zero para A,

T[g] = S[g] + > 'T™[g]. (1.34)
n=1
Por fim,
N - (1 > LA T e e S0
exp (znzlf [cb])—/Dsaexp [1(252[¢]802 +n§; T S[9le" — T 5 |
(1.35)

que pode ser resolvida para todas as ordens de h, mostrando que a acao efetiva pode ser
escrita como a soma da acao classica com a correcao quantica perturbativa. Para I-loop,

ou seja, primeira ordem em 5,
eVl — / Dype3#%219% — (Det Sy[¢]) "1/, (1.36)
que pode ser reescrito como

= %log Det H = %Tr log H, (1.37)

sendo que Tr denota o trago funcional, isto ¢,

TrA= /d:ctrA(x,y)

(1.38)

T—Y
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Além disso, H a forma bilinear da acdo em campos quanticos

. N B 528
H(z,2') = S[¢] = So@)op(a)

(1.39)
Para o espago-tempo curvo, a agao S[¢] da equacao (1.29) passara a depender da métrica
Juv, OU Seja,

Sl = Sg, g, (1.40)

contudo, como a gravitagdo nao sera quantizada, a integragao de (1.29) sera somente sobre
os campos de matéria. Repetindo os mesmo calculos que para o espaco plano, levando

em conta que a métrica estard em (1.29) como um pardmetro externo, entao

T = %sTr log H. (1.41)

O supertrago, denotado por sTr, é um trago funcional que leva em consideragao a natureza
dos campos envolvidos. Para campos bosonicos, o operador trago Tr é acompanhado
do coeficiente +1, enquanto para campos fermionicos, devido & anticomutatividade, o

coeficiente é —2.



CAPITULO 2

Técnica de Schwinger-DeWitt

Neste capitulo apresentamos a construcao da técnica de Schwinger-DeWitt. Deixa-
remos alguns passos sem demonstra¢ao, porém para mais detalhes, recomendamos [1],
[4], [8], [9] e [10]. Iremos seguir, principalmente, a referéncia [10]. Nos proximos dois
capitulos, faremos duas aplicacoes dessa técnica.

2.1 Representacao de Schwinger-DeWitt
Considere o operador bilinear da acdo H da forma
H =10+ 1m? 411, (2.1)
em que os operadores sao aplicados no espago de campos quanticos e
0 =g¢"V,V,. (2.2)
Iremos avaliar a variacao de (1.41) em relagdo a um pardmetro externo,
%5Tr log H = %Trﬁflcﬂq, (2.3)

nde H' éo propagador GG. Escrevendo na representagao de Schwinger-DeWitt, temos
G=H"'= z/ dseH (2.4)
0

Podemos substituir (2.4) em (2.3) e encontramos

: A : % ds .
%Tr log H = const — %Tr/ il Uz, a';s), (2.5)
0

S

11
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com U(x,2';8) = e (z,2'). Aquid.(x,2’) é delta de Dirac covariante, com dependéncia
da métrica nas coordenadas x e x’,

@ (x — o
de(z,2') = alt ) : (2.6)

[—g(x)]'"* [~ g ()] "

Além disso, U (x,2'; s) satisfaz a equagdo de Schrodinger

oU (x, a'; -
z% = —H,U(z,2';s), (2.7)

em que o indice x indica que a derivada do operador do H, é aplicada ao primeiro argu-

mento.

2.2 Funcao mundial

Definimos a fungao mundial [11| ou intervalo geodésico a partir da a¢do com limite

variavel

T, T

Ldr =

o(x, )

S(x, 7|2, 7)) = /

T, T

(2.8)

T—7’
da’ da”
ds ds ’
Esta fungao é um biescalar, ou seja, comporta-se como um escalar sob transformacoes

onde L = g,

das coordenadas x e x’. A partir da equacao de Hamilton-Jacobi, obtemos a primeira
relagao para a fungao mundial,
! s
0= 50uo". (2.9)
Nessa expressao, o ponto e virgula denota a derivada covariante, enquanto a virgula,
representa a derivada parcial. Por exemplo, no espago plano esta fungao é proporcional

ao quadrado da distancia entre x e 2/, que satisfaz a relagao anterior,

1
o-flat(xax/) = §|5E - $,|2- (2.10)

Definimos agora o determinante de Van Vleck-Morette, que é um biescalar densidade

de peso 1, como sendo

0o

Dia,a) = det (D) = det (~520).

(2.11)

Lembrando que um D(z,x’) é biescalar densidade de peso 1 se

g % (x)D(x,2')g 2 (2') é um biescalar. (2.12)
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Apo6s derivar duas vezes a relagao (2.9), para dimensao 2w, obtemos que

2w = DY (Do") ,, (2.13)

que sera importante no processo de regularizacao dimensional, para notarmos que os
coeficientes de Schwinger-DeWitt independem da dimensao escolhida.
Como D(x,z') é um biescalar densidade, formalmente, ndo podemos tomar derivadas

covariantes, entao definimos o biescalar de Van Vleck-Morette A(x,z’) na forma

D(z,2') = ¢"*(x) Az, 2')g"?(2'). (2.14)

De forma analoga a (2.13), obtemos a relagao

2w =AY AgH).,. (2.15)
A partir de agora, precisaremos das derivadas covariantes da fun¢ao mundial, o(z, z’),
e do biescalar de Van Vleck-Morette, A(x,z’), no limite de coincidéncia, ou seja, *’ — x.

Denotaremos este limite por uma barra vertical, como mostrado abaixo,

o = |- (2.16)

Antes de derivarmos, nao é dificil mostrar que a| = 0, pela (2.8), e Uu‘ = 0, tomando
o limite de coincidéncia de (2.9). Portanto, depois de derivar algumas vezes e tomar os

limites de coincidéncia, temos as relacoes para a fun¢ao mundial,

O-,uy‘ = Guv; (217)
O-p,l/’r‘ - 07 (218)

1
O',um—p‘ = § (Rp;un— + Rpu,m—) ) (219)

1
UWTW‘ - §(RMTPV;9 + RMTGV;p + Rupﬂ/ﬂ + RTHpV;u)v (2'20>

4 4 8

pvoal _ = uy T uwaf 70 2.21
U,u-l/-cv 15 R/.LZ/R 15R;LV£25R 5 R7 ( )

onde utilizamos uma nova notagao para derivadas covariantes, isto ¢, o, 7 = ¢""V,;\V, V0.

Nas relagoes para A(z, '), utilizaremos a mesma notagao usada para o(z,z’). Seguem
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abaixo as relagoes para as derivadas de A%, com base no fato de que A‘ =1,

(AY), =0, (2.22)
(A1/2)Va | - %Rya’ (223)
1
12\ # | _ _ —
(A2 L= ViR, (2.24)
. 1 1 1 1
1/2\ #V | _ ~ vad _ — v, - p2, -
(AY) 1 | = 55 Ruvas B ag B + 5o B2+ -OR. (2.25)

2.3 Expansao de heat-kernel

O método de heat-kernel é baseado na expansao do operador evolucao temporal,

U(z,',s), na forma

Uz, 2';s) = Up(x, 2'; $)Q(x, o), (2.26)
sendo que
Q(z,2) = i(is)”dn(x, ') (2.27)
. n=0
Up(x,2';s) = — (47:8)WA1/2(L x’)eio<;ézl)_im25. (2.28)

Os coeficientes a,(z, ') sdo chamados de coeficientes de Schwinger-DeWitt ou de heat-

kernel. Tremos incluir o termo m? de (1.41) em I, de tal forma que

~

H=10+1I (2.29)

Substituindo (2.26) e (2.29) em (2.7), temos:

1/2 o S A1/2 o] . %)
_LZ(is)"dH—l— ZA) S nfis)" i, — ——— Y (is)"O(AV?4,)
m)wsw
=0

(4m)wsett (4 < (4m)e =
1 00 o A AL/2 00 .
+ W Z(ZS) U“VM(A1/2CL”) —+ W (ZS) (DO’)CL,—L
.Al/Q R o]
+ (iw)wswﬂ (i8) i = 0. (2.30)
n=0

Apos analisar a equacao para as ordens s~1, s e s!, temos as expressoes para os coefici-

entes ag, a1 € a9,
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ao(z,2') = 16.(z, 2'), (2.31)

i) =P =T+ éR, (2.32)

as| = i(R2 — R, + OR) + Lp2 1(DP) Ll (2.33)
180\ el el 2 6 127

sendo I%W = [V, V,]1. Nas expressoes para &1| e d2’, utilizamos as relagoes (2.17)-(2.25).
Em algumas teorias, é necessario o operador H mais geral, na forma
H =10+ 2"V, +11. (2.34)
Podemos absorver o termo linear na derivada covariante D,

~

V,—= D, =V, +h,, (2.35)

e assim, os calculos para os coeficientes serao os mesmo, exceto para os operadores P e

~

S, descritos abaixo,
S/,Ll/ - ﬁu,u + (vl/il,u, - v,uilu> + (]AZVB,LL - ]Al,ui?’l/% (236)
d1| :&1(ZE,$) :p:ﬂ—l—éR—Vuilu—iLuiL'u, (237)
az| = ;(RQ B2+ OR) + 2P 4 ~(OP) + 82, (2.38)
180\ Hvas  TlaB 2 6 127

2.4 Divergéncias UV

Por fim, queremos relacionar as divergéncias aos coeficientes de Schwinger De-Witt
que encontramos. Pela equagao (2.5), notamos que nos dois limites da integral temos
divergéncias. No limite superior sao divergéncias IR, enquanto no limite inferior sao
divergéncias UV, as quais estamos interessados. Para regularizarmos as divergéncias IR
basta adicionar o termo e*, com € > (. Para regularizarmos as divergéncias UV, usaremos

a regularizagao cut-off no limite inferior da integral (2.5), de tal forma que

i . i < ds | AVer S
§Trlog H‘Cut_oﬂ =3 Tr /1/92 e { (An) nz%(ls) an($>$,)} ‘ (2.39)
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Estamos interessados no caso para quadridimensional, ou seja, para w — 2. Antes de
resolvermos a integral, precisamos tomar o limite de coincidéncia, lembrando das relagoes

para o(x,z’) e A(z,2') para 2’ — z. Portanto,

1

[Py U U N
Cut-OgZBQWQtr/dse {8—3a0|+§a1}+ga2|+a3|+...} (2.40)

1/92

%Trlog[ﬂ

e depois de integrar,

- 2
%Tr log f[‘wt_oﬂ = # tr {94&0‘ + 92&1‘ — log (%) dg’ —ag|+... } ) (2.41)
O termo p? foi introduzido para mantermos o logaritmando adimensional.

Logo, ap0s esta tultima expressao, percebemos a relagao entre os coeficientes de Schwinger-
DeWitt e as divergéncias UV. O coeficiente ag esté relacionado com as divergéncias quéar-
ticas e como d0| = 1, elas serdo somente a soma algébrica das contribuicoes dos diferentes
campos, sendo necessario em alguns casos, trocarmos o Trpelo sTr (supertrago), para
levar em conta a natureza dos campos.

J& o coeficiente a;, esta relacionado com as divergéncias quadraticas, contudo ha uma

2 0o coeficiente a

certa ambiguidade, pois trocando Q% — Q2 + Q2. com [Q] = [massa]~
frente de a; se altera, implicando na alteracao da divergéncia quadratica.

Por tltimo, o coeficiente as, as vezes, de forma informal, chamado de coeficiente méa-
gico, se relaciona com as divergéncias logaritmicas, que como mencionado no inicio do
trabalho, sao divergéncias universais e de grande importancia fisica. Veremos sua impor-

tancia ao utilizarmos a regulari¢do dimensional, como em [9].

2.4.1 Regularizacao dimensional

A partir da integral (2.39), para 1-loop, podemos ter trés tipos de integrais divergentes

>~ d
/ Swikf(s’w>’ k= _1707 1, w — 2, (242)

sendo f(s,w) fungao analitica no limite inferior e que mantenha a convergéncia da integral

no limite superior. Para k = —1, depois de integrar por partes e utilizar
2—w

§270 = em@loss — 1 4 (2 — ) logs + O((2 — w)?), (2.43)

para w — 2,
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f(87w) = —f<072) - T a

sw—1 2 —w Oow

/oo ds 1 af<0a w)
0

—/ dsln S(?f(s,2)' (2.44)
w=2 0 aS

Pelo mesmo processo, podemos fazer para k = 0 e k = 1, obtendo as seguintes relagoes

(w—2):

= ds 1 9f(s,2) 3 0°f(s,2) L 9f(s,w)
/0 gw—1 fls,w) = 2—w  0s |, - 4 Bs? s=0 2 05 5=0,w=2
> D3f(s,2)
—/0 dSlHST, (245)
/oo @5 o= L 02 02| P(sw)
0 Y 2—w  0s |, s g 05 | o2
> P f(s,2)

Ou seja, na regularizacao dimensional sobrevive somente as divergéncias logaritmicas
e comparando as equagoes (2.41) e (2.44), temos a correspondéncia entre a regularizagao

cut-off e a regularizacao dimensional,

LY log (Q—j) . (2.47)

2—w 7

Para terminar, podemos escrever a expressao para divergéncias de 1-loop na regulari-

zacao dimensional, em que trocamos w — 2n,

n—4

S /d"x —gstras(z, ), (2.48)

_ 1 Iun74
Féiz, = ———sTray(z, )
€

€

com € = (4m)%(n — 4).



CAPITULO 3

Teoria de calibre com dois campos escalares

Neste modelo, trabalhamos com a teoria de calibre abeliana para o campo escalar com-

plexo com auto-interagdo. A proposta é decompor o campo escalar complexo [12, 13| em

dois campos escalares reais e, a partir de uma nova acao, desenvolver a acao efetiva de

1-loop para essa teoria. A partir deste capitulo, usaremos a notagao

/d4x\/—_g:/x.

(3.1)

3.1 Teoria de calibre com dois campos escalares reais

Inicialmente, vamos trabalhar com a acao de um campo escalar complexo com simetria

de calibre, isto &,

1 1 1 A
So= [ 59" (DODB) - Fmidd + JEROV — J(00°)’

sendo (D,®) e (D, ®)* derivadas covariantes estendidas, definidas como

(D,®) =V, ® —igA,® e (D,®)" =V,0" +igA,o".

Iremos reescrever a acao em termos de dois campos escalares reais, ou seja,

O — ' =p+iy

18

(3.2)

(3.3)
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sendo e y campos reais. A agao para este caso torna-se

1
Sex = / 2 [@w)z +(0x)* + g* A% (0" + X*) — 294" (90X — X0,p)

T

A
—m* (" + %) + ER(* +X°) — (" + X)), (3.5)

onde (9¢)? = (9,p)(0"p) e A = A, A"

3.2 Invariancia de calibre para S,

No caso de um campo escalar real, nao ha invariancia de calibre. A questao agora é, com
dois campos reais existe alguma transformacao para os campos que fornega a teoria esta
invariancia?
Vamos verificar se a invaridncia de calibre é preservada para dois campos reais,

At — A = AP+ (01 f), [ = f(x). (3.6)

As transformacoes de calibre dos campos serao:

X' = wsin(gf) + x cos(gf),

(3.7)
@' = pcos(gf) — xsin(gf).

Verificaremos termo a termo da agao (3.26),

& +X° = (peos(gf) — xsin(gf))” + (psin(gf) + xcos(gf)’ = +x%  (38)

Aro(8,x) — APX(0up) = AM0(9ux) — A*X(0up) + g(A* + 0" ) [0° (0, f) + X7 (Ou])]
+ (0" ) [¢(0ux) — x(0u9)] (3.9)

PA (P +X°) = A"+ X)) + 7 OF)*(©* + X°) + 207 A (0" ))(©* + X7),  (3.10)



Capitulo 3: Teoria de calibre com dois campos escalares 20

(00)% + (0x)* = (09)* + (0x)? + 2 (01)*(¥* + X*) — 29(0" /) [(Dusp) X — (ux) ]
(3.11)

Ap6s substituir todos os termos na agao (3.26), chegamos a conclusdo que ha invari-

ancia de calibre para dois campos escalares reais.

3.3 Acao efetiva de 1-loop

Agora, utilizando a técnica de Schwinger-DeWitt iremos encontrar f‘gi. Pelo método

de campo de fundo, iremos transformar os campos ¢ e Y em
o =p+p X=X =x+o, (3.12)

sendo p e o campos quanticos. Substituindo (3.30) em (3.26), a forma bilinear da agao

em campos quanticos serd dada por

1 A 1 A
S® = —3 /P[D +m? — &R — g? A% + §(<P2 + gXZ)}PﬂL p[— 294"V, + gSOX]U

A A 1
+ 0 [29A"V,, + ggox}p +o[0+m?—E(R—g° A% + 5()(2 - §¢2)]a. (3.13)

Podemos escrevé-la de forma matricial, onde H é a forma bilinear da acao,

1 H, H p
5@ _ __/ M , 3.14
2 x (,0 J> Hy  Hy o ( )

onde as entradas de H sao

A 1

Hyy =0+m? —ER— g?A% + 5(902 + §X2),
A
Hyy = —2gA"V, — g(VA) + X
\ (3.15)

Hyy = 294"V, + g(VA) + 2ox,

A 1
Hyy =0+ m? — (R — g° A% + §(X2 + 5902).

O termo ¢g(V A) foi incluido, com sinais opostos, nas entradas Hi, e Hy; para assegurar a
hermiticidade do operador H.
O operador H pode ser escrito na forma H = 10 + 20V, + 11, com
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(10 ) 0 —gAr
i= . he= ) (3.16)
0 1 gA* 0

Ho (MR =P A 507+ 5 3ex — 9(VA) (3.17)
3ex +9(VA) m® — R — g? A% + 5(x* + 3¢%)
Para o célculo do operador P precisamos dos seguintes termos
. 0 —g(VA
Vit = 9(vA) (3.18)
g(VA) 0

2 42
. . —g°A 0
hht = ( 0 —92A2> , (3.19)

em que VA ¢é a notagao condensada para V,A". Assim, podemos escrever P como

. 1 .
P:H—FER—Vuhu—hﬂhuz
_ (M= (= R+ 3(0* + 3x%) 30X 320
20x m?— (£ = DR+ 303 + 1¢?)

Como estamos tratando de um campo vetorial abeliano, o calculo para S, é reduzido,
pois h,h, — h,h, = 0. Além disso, o comutador de derivadas covariantes no espaco dos

campos escalares é nulo. Portanto,

. ) . 0 gF,
Sy = Vo by, — Vb, = T ) (3.21)
-9k, 0

Agora, tendo calculado os operadores P e S, precisamos calcular os str de P?, OP
e Siy. Porém, como estamos tratando de campos bosonicos, basta tomarmos o traco

comum. Seguem os calculos abaixo,

1 . 1 1 A
—trOP = —— (& — = )OR + Z0O(? 2 3.22
Gt 3(5 6> +g (@™ +x7), (3.22)
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1, . 1 1 A 1,72 A2
5"3“3:5[ 2—(5—6)R+§(802+§X2)] + 990X
1 1 A 1,72
+§[ 2—(S—E)R+—(X2+§s@2)}
1, 12 5 2 1
= [m? = (6= D)B| + NP+ M D) [ - (6-5)]. (3:23)
%trs2 :—%921?5”. (3.24)

Portanto, com todos os termos calculados, podemos usar a técnica de Schwinger-
DeWitt para o calculo de )

div)

n—4
= - [ ey o)

n—4 A
_ kK /d”x\/ { (B — R +DR>——(§—%)DR+9D(¢ )
2 (6= DR+ Dt (6 DRI - L

(3.25)

Como ja discutido, (p*+ x?) é invariante sob transformacao de calibre, e F),, também
0 ¢, 0 que assegura que a invariancia seja preservada para ffﬁi. Este problema foi extraido
do livro [1], e sua solugdo foi realizada de forma inédita. Além disso, comparamos este
caso com o do campo escalar complexo, conforme apresentado em [1], e com os resultados
de [12], observando que as divergéncias de 1-loop coincidem.

Seria interessante investigar se, mesmo ap6s quantizar o campo A,, a invariancia ¢é
mantida. Apresentaremos a forma bilinear da acao para este caso, sendo que o célculo da

acao efetiva de 1-loop sera abordado em um trabalho futuro.

3.4 Quantizando o campo A4,

Para quantizarmos o campo A, iremos adicionar a agao com dois campos escalares

(3.26), o termo ——F 3V, responsével por introduzir a dindmica do campo de calibre. Logo,

a nova acao para este caso sera
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1
Sy = / 5 [(890)2 +(0x)? + g?A%(9* + X?) — 29 A" (9D, x — Xau%p)]

x

A 1
—m?* (> + X*) + ER(¢* + X°) — E(s@2 + x2)2] 1 / F,. (3.26)

Podemos reescrever a agao do setor de calibre como

1 1
1 [F = [@anear - vran =
1 y y 1
— Q/A“(éum — RM)AV + 5 L(VMAM)Z' (327)

T

Como temos invariancia de calibre, podemos utilizar o método de Faddeev-Popov para

eliminar a degenerescéncia do operador,

Syp = —% /x(vﬂAﬂ)? (3.28)

Logo,

1
S =Sy + Sy = /5{(390)2 +(0x)* + g*A%(* + X*) — 29 A% (00X — XOup)

A
—m* (P> + X°) +ER(P* + X°) — ﬁ(sf +x%)? + A*(670 — RZ)AV}-
(3.29)

Utilizando o método de campo de fundo
o= =p+p X=X =x+0 A, — A, =A,+ B, (3.30)
sendo p, o e B, campos quanticos, a agao em segunda ordem em campos quanticos ¢ dada

por

Hy, Hyy His P

1
SQ)Z_é/(P o B“) Hy Hjy Hog o |, (3'31)
: Hy Hsy Hs) \B,
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em que o operador H ¢é matricial 3x3, cujas entradas sao

A 1
Hyy =0+4+m? — (R — g?A% + §(g02 + gxg),
A
Hyy =2gA"V, + g(VA) + X
Hiz = —2¢>A%¢ +29(V"x) + gx V",
A
Hy = —2gA"V, — g(VA) + 39X
2 2942, Ao 1 o (3.32)
Hys = —2g>A"x — 29(V"¢) — g V",
Hs = —29° A0 + 9(V,uX) — 9x V4,
Hsy = —2¢>Ax — 9(Vup) + 99V,
Hys = —6,0+ Ry — 5,.9°(9” + X?).
A matrix H pode ser reescrita como
+1 0 0
H=|0 +1 0 |H, (3.33)
0 0o -1

e podemos usar a técnica de Schwinger-DeWitt para o célculo das divergéncias, ja que H

tem a forma

H =10+ 21V, +11, (3.34)
com 1 = diag (1, 1,87),
0 gA*  Sgxg™
he =1 —gA* 0 —5909" |, (3.35)

299X =390 0

m? — &R — g2 A% + 5(¢* + 3xP) Jox + g(VA) —2g2A%p + 29(V"X)
Il = 2px — g(VA) m? —ER — PA2 +A(P + 1p?)  —29%A"x —29(VVp) | (3.36)
202 A0 — 9(V,ux) 202 A,x + 9(Vyup) —RY +019°(¢* + X7)
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O proximo passo é utilizar a técnica de Schwinger-DeWitt para encontrar

M= %Tr log H' — i Trlog H,p, (3.37)

sendo H, gh @ acao fantasma de Faddeev-Popov

A~

. ) .
Hyp=0 = =0 e P= R (3.38)

Como mencionado anteriormente, o calculo da acao efetiva de 1-loop para este caso
serd realizado em outro momento. No entanto, o procedimento segue o mesmo do exemplo

anterior, com a diferenca de que, antes, nao havia quantizagao de A,,.



CAPITULO 4

Acao efetiva de 1-loop para o modelo de Yukawa

Neste capitulo, apresentamos os calculos e procedimentos para determinar a acgao

efetiva de 1-loop, utilizando a técnica de Schwinger-DeWitt.

4.1 Acao efetiva de 1-loop para o modelo de Yukawa

Neste modelo, trabalharemos com a interagao Yukawa entre espinores e campo escalar
real, além da auto-interacao do campo escalar. A acao correspondente a este modelo esta

mostrada abaixo,

1 1 1 _ A
S = /§(v¢)2 + 553@2 — §m2902 + i (Y*V 4+ iM + ihp)) — 5904' (4.1)

Como ja dito, utilizaremos os coeficientes de Schwinger-DeWitt, para o calculo da acao
efetiva de 1-loop para este modelo. Para isso, é preciso, inicialmente, utilizar o método

de campo de fundo para quantizar os campos fermidnicos e o escalar, isto €,

e =p+0, YooY =yv+xe >y =0+y, (4.2)

sendo que 08 campos o, Y e Y sao quanticos.
Agora, podemos encontrar a forma bilinear da a¢cdo em campos quénticos, substituindo
(4.2) em (4.1). Fazendo este processo, integrando por partes e desprezando as partes

finitas, temos a expressao para S,

S@ — _

N | —

/{a[m +m? —ER+ %g@z}a + o [2h]x + X[2hp — 2i(4*V,, +iM)|x+
+

)Z[2hz/1]a}. (4.3)

26
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Para conseguirmos utilizar a técnica de Schwinger-DeWitt é necessario que S esteja na

forma (2.34). Entao, trocaremos o campo quantico y por

i .
X=X = 5(7"% —iM)n, (4.4)

com 7 sendo um campo quantico. Substituindo em S®, pode-se escrever a forma bilinear

@ _ _% /z (U >‘<) (gi Z;j) (;) (4.5)

sendo as entradas da matriz H iguais a

da acao na forma

A
Hyp=0+m? — &R — S

2
Hyy = iha)(v'V, —iM),
H21 — Qhwv
Hyy = ihp('V,, —iM) + (+"V,)? + M?, (4.6)

com (Y*Vu)? = (v*V,~4"V,). Contudo, podemos desenvolver este termo, como mostrado

abaixo,

1 1
(Y*V,'V,) =4V, V, = 5(7“7“ — VYV + (Y A+ Y)VLY

o
_o_ iR. (4.7)

Neste ultimo passo, utilizamos a élgebra de Clifford para matrizes gamma e o fato de que

o comutador de derivadas covariantes atuando no espinor de Dirac ¢ dado por

[vl“ V ] - 4Ruy %L'Vb (48)
Substituindo este ultimo termo em S
R O 2 _ A2 i hab (AH — M
i— +m? =R+ 5 1 i ¢(7 V,—i ) . (4.9)
2h1) — 1R+ iho(y"V,, —iM) + M?

A

O operador H pode ser escrito na forma H = 10 + 20V, + I1, com

()
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. L hahyH
i — <O §'¢7 > , (4.11)
0 Shpy*
O L 1t AMY) . (4.12)
2R hMp — 1R+ M?
Para o calculo do operador P, precisamos dos seguintes termos:
V"= (0 %h(vuw)’w> 7
0 §h(vu§0)7u
- 0 —h2py
Bt = aap (4.13)
0 —h2p?
Assim, podemos escrever P como
& -1 P NTR NN
P:H—l—éR—Vuh — h,ht =
_ (P - R+ 5 WM + he)) = 5h(V )" 1)
2hy —55R+ M? + h(M + hp)p — h(V . 0)"

Agora, é preciso calcular o operador SW. Para o setor escalar, sabemos que [V, Vl,]i =
0 e para o setor fermionico, [V, V,]1 = 1R\

Para o calculo de S, precisamos também dos seguintes termos

0 (Vo) = (Vi) v
(§
(0 —in%gdo,
mm—@m:< g;@”), (4.15)
0 ih O 0w

sendo 0, = %(%% — %7,). Entéo, agrupando todos estes termos, o operador SW sera

SW _ (0 %h[(vﬂz)%t - (vlﬂZ)’yl/] - %thmZqu ) (4.16)

0 —tRur ™+ $h[(Vuebn — (V)] = $26%o

O proéximo passo é calcular str de OP, P? e wa. Lembramos que os termos do setor

escalar devem ser multiplicados +1, enquanto os termos do setor fermionico, por —2,
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como mostrado no esquema simplificado abaixo,
sTr(P2,0P ou 32,/) = +1Tr (setor escalar) — 2Tr (setor fermionico). (4.17)

Portanto, lembrando que para o setor espinorial tr 1 = 4, as expressoes para 0s super-

tracos dos operadores mencionados acima serao:

éstrD = étr [—(¢- é)(DR) + g(m¢2)] — 2%@ [ - 1—12(EIR) + hO(M + ho)p—
- %h(mvu@)Vﬂ
= 2[~ (€~ D)(OR) + 5O)] ~ 5[ - =(OF) + hD(M + ho)g]
=[5~ 56~ DIOR) + (75 — SH)(OF) — shM(Dp), (1.18)
%str pP? = %[mz (= é)R + %902]2 + %QhQ [(M + hp)h — %(V,ﬂﬁ)v“}w—
— 2% tr [M* — 1—12R + h(M + hp)p — %h(Vugo)fy“}Q—

— 2% str 20°Y [(M + ho) — %(va“]

= 5[ €= PR ST R D (VDT

—4[M? — 1—12R + (M + h)p]” + h2(V)? + 202 [(M + )i + %(Vuz/z)’y"]
= I (€~ R+ ST 4 BR[(M + ) + S(V0)] + RV’
—4[M? - LRy h(M + hy)g]”, (4.19)

é str S, = é str | - }lwaW + %h[(vuwm — (Vup)w] - %h%?%r
= —é tr [— iRMwW + %h[(vu@)’m = (Vuo)w] - %h%z%r
= —% [%RMVATR.‘“.’W tr (Y7"7") + ihzsozRum tr (y*y7 o) —
- R [T — (Vae]? - 3t (02,)]
= %Rim — %hQRgoz + h3(V)? + 2h* " (4.20)

Nas expressoes acima, foram utilizadas algumas das seguintes relacgoes:
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tr (k2 A1) =05 k€N, (4.21)

str(y)) = —1), pela anticomutatividade dos campos fermionicos, (4.22)
tr (Y7 ") = AgV g™ = gV + g g), (4.23)

(Vo — (Vagh] = 24V (1.24)

Portanto, com todos os termos calculados, podemos usar a técnica de Schwinger-DeWitt
)

para o céalculo de ',

=1 prt

ngi = ——/d":c —g str as(z, z)
€
n—4

1 [ eavma - i, - o)+ [ - (e P o)

€

A4, L, 4 1, , 1 A g2 1,
- 0 — ZhM(O Z Y z -

+ 3020 [(M + o) + (V)] + 20(V)? =4[ M? = SR+ (M + ho)o]

1
— §h2R¢2 + 2h4g04} (4.25)

Ou, de maneira anéloga, podemos dividi-la em duas partes: a parte dos termos de

vacuo, com a contribui¢ao apenas da métrica g,,, e os demais termos. Assim,

+1 (4.26)

m,div’

) =10

vac,div

M o FO

vac,div m,div

sendo I' iguais a

n—4
m(1) H n Lo Lo 17 1 1
Dy =—"——"1[d"zv/— — — —0OR—-=(£— =)0
VaC,le € / x g{ + 15R/J,l/)\7' + GOR}LV + 180 R 6(§ 6) R
b om? €~ 2B (o - R) (4.27)
—|m°—(£— = — - — .
2 6 12 ’
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€

= e A4 4

Ty = —MT /d”xx/—g{2h2(w)2 — 21" + (15 — h°) (O%) — 3hM(Oy)
A ol o 1 A 27 i

+ S0 m? = (€= DR + St + 30 [(M + hp) + (V)]

1 1

— 8h[M2 — ER} (M + he)p — 4h2 M2 — 8h3Mp® — gthgoz}.

(4.28)

L e M =0, como é de se esperar, os

6
L =(1)
termos proporcionais a R? devem se anular, de tal forma que th\), é:

Para o caso conforme, assumindo m = 0, £ =

= n—4 1 1 17 1
P __HK / n,. =) L+ p2 Y ~OR_ 2 Rp2 4 9p2 2
div,conf € d'x g 15Ruuz\7’ + GORMV + 180 R 36R + h (VSO)
A4, 2 N 4y, 4 2,7 J
+ (E—gh ) (@ )+ (g = 20" + 307y h¢¢+§(y7¢)
1 2 2

Utilizando das relagoes abaixo, em que C? = C,,,3C*" %, com C,,05 0 tensor de Weyl,
e F; é o termo topologico de Gauss-Bonnet, mudamos a base e podemos notar que os

termos proporcionais a R? se anulam,

1 1
2 — 2_E ~p2
R, 2(() 4)+3R,

1
R?, 5=2C%—E, + gRZ. (4.30)

uvaf

Substituindo em (4.29), obtemos

. e 17 3 17 1
S —“—/dn V=g ——C? — 2B, + —LOR+ 2h3(Vp)? + —h?Ry?
/\2 4 4 A 4 2 2 2.7 i
+ [ = = 2n* Jpt + [ = — =h* ) (Tp*) + 3h%Y | hpy + = (V)| ¢.
8 123 2
(4.31)

Observamos que o coeficiente do termo Rp? apresenta a razao de % em relagao ao
coeficiente do termo cinético do campo escalar, o que garante a simetria conforme para
os termos nao superficiais. Além disso, comparamos os resultados obtidos com aqueles

apresentados em [1], verificando que as divergéncias de 1-loop coincidem.



Consideragoes finais

A partir da acao efetiva e de sua expansao em loops, pode ser desenvolvido um método

para calcular a acao efetiva de 1-loop, conhecido como técnica de Schwinger-DeWitt ou

1
div

heat-kernel. Em seguida, de forma simplificada, obtivemos as expressoes para ') em
dois modelos, considerando tanto campos bosdnicos quanto fermionicos.

Ao aplicar esse método a teoria de gauge com dois campos escalares, verificamos que,
ao adicionar um campo real & agao de um campo escalar, obtemos a invariancia de gauge
para essa acao. Além disso, essa invaridncia foi preservada na expressao para 17“21)). No
caso fermionico, analisamos o modelo de Yukawa e demonstramos como a técnica pode
ser aplicada a campos fermidnicos e espinoriais. Também discutimos o tratamento dos
operadores matriciais Pe 3,“,, bem como a interagao entre diferentes tipos de campos.

Apresentamos a solucao inédita do calculo da acao efetiva de 1-loop para uma teoria de
gauge com dois campos escalares, sem quantizar o campo A,. Além disso, deixamos em
aberto a analise com a quantizacao de A,, a ser explorada em estudos futuros e possivel
publicagao.

Ao trabalhar com campos escalares reais, este método pode ser particularmente im-
portante, pois ele pode ser aplicavel em modelos de inflagao, especialmente ao considerar

campos com massas diferentes, como em |14, 15, 16].
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