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RESUMO

Neste trabalho, conduziu-se uma investigagdo analitica e numérica do fenémeno de
dedilhado viscoso, que ocorre durante o deslocamento de um fluido mais viscoso por um
fluido menos viscoso em um meio poroso, decorrente da instabilidade de Saffman-Taylor.
Para tal, foi proposta uma modelagem matematica simplificada, que considera apenas
as diferencas de viscosidade entre o fluido residente e o injetado, caracterizados por dois
dedos com seus respectivos estados a direita e a esquerda, representando a troca de massa
e desconsiderando os efeitos capilares. Adicionalmente, assumiu-se que os fluidos sdo
imisciveis, isto €, ndo ocorre mistura entre eles durante o processo. A analise resultou em
uma estimativa analitica para a velocidade das frentes, estabelecendo condicoes sob as quais
um dos dedos encontra-se na frente do outro. A formulacao derivada dessa modelagem foi
validada por meio de simulacao numeérica 2D, evidenciando um erro percentual maximo de
5% na estimativa das velocidades, mostrando a eficacia da abordagem adotada na captura

do comportamento do fenémeno.

Palavras-chave: Lei de conservagao, meio poroso, dedilhado viscoso.



ABSTRACT

In this work, an analytical and numerical investigation of the viscous fingering
phenomenon was conducted. This phenomenon occurs during the displacement of a more
viscous fluid by a less viscous fluid in a porous medium, resulting from the Saffman-Taylor
instability. To achieve this, a simplified mathematical model was proposed, considering only
the differences in viscosity between the resident and injected fluids. These differences are
characterized by two fingers with their respective states on the right and left, representing
mass exchange and neglecting capillary effects. Additionally, it was assumed that the fluids
are immiscible, meaning that no mixing occurs between them during the process. The
analysis yielded an analytical estimate for the speed of the fronts, establishing conditions
under which one finger is ahead of the other. The formulation derived from this model
was validated through 2D numerical simulation, showing a maximum percentage error
of 5% in the velocity estimates, thereby demonstrating the efficacy of the approach in

capturing the behavior of the phenomenon.

Keywords: Conservation law, porous medium, viscous fingering.
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1 INTRODUCAO

A industria petrolifera tem concentrado seus esforcos no desenvolvimento de técnicas
mais eficientes para a extracao de petréleo em reservatorios naturais. Esses reservatorios
consistem em rochas porosas, tornando o estudo do fluxo de fluidos em meios porosos

essencial para otimizar o processo de recuperacao de petroleo.

O processo de recuperacao de petréleo pode ser dividido em trés fases: recuperacao
primaria, secundaria e terciaria. A recuperacao primaria ocorre assim que o poco de
petréleo é perfurado, onde a diferenca de pressao entre o reservatorio e a superficie
movimenta o petroleo. Nesta etapa, cerca de 15 a 30% do petrdleo presente no reservatorio
costuma ser recuperado [11]. Na recuperacao secundéria, fluidos como dgua ou gés sao
injetados em um dos pocos do reservatério, garantindo que a pressao se mantenha elevada
o suficiente para sustentar a extragao de petréleo em outro poc¢o de producao. Técnicas
ainda mais avancadas sao chamadas de recuperacao terciaria ou recuperagao avancada
(Enhanced Oil Recovery - EOR); é a recuperagao de petréleo pela injegdo de materiais
normalmente nao presentes no reservatorio, onde esses métodos alteram as propriedades
fisicas ou quimicas do 6leo, da rocha ou dos fluidos injetados, com o objetivo de aumentar

a eficiéncia da extragao [22].

O estudo do deslocamento imiscivel de 6leo por agua em meios porosos tem sido
investigado ha mais de um século, uma vez que processos de recuperagao secundaria
frequentemente envolvem esse tipo de mecanismo. Exemplos incluem a inje¢do de agua
ou gas. Quando o fluido deslocante possui viscosidade menor que a do fluido deslocado,
o deslocamento torna-se instavel, resultando na formagao de dedilhado viscoso no meio
poroso do reservatorio. Esse fendmeno resulta em baixa recuperacao de 6leo, devido ao
desvio significativo do fluido, observado tanto em escala laboratorial quanto em campo.
Instabilidades viscosas dependem nao apenas da razao de viscosidade, mas também de
fatores como difusao, dispersao, geometria do sistema, heterogeneidade da permeabilidade,

tensao interfacial, nimero capilar e molhabilidade da rocha [3, 22].

Caminho preferencial (channeling), dedilhado viscoso (viscous fingering) e segrega-
¢ao gravitacional (gravity override) sao trés dos maiores problemas no que diz respeito a
injecao e deslocamento de fluidos em meios porosos, especialmente no FOR e em processos
de deslocamento miscivel e imiscivel [3]. O fenémeno de caminho preferencial acontece
devido as formacoes geologicas serem heterogéneas e geralmente compostas por camadas
de diferentes materiais, onde diferentes permeabilidades geram um caminho preferencial
para o liquido, formando padroes de dedos [41]. J4 o fendmeno de segregacao gravitacional
baseia-se em fluidos mais densos que, quando injetados no reservatoério, deslocam-se em
dire¢do a regioes mais baixas, como também fluidos menos densos, quando injetados no

reservatorio, deslocam-se em direcao ao topo devido ao efeito de gravidade, como por
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exemplo no caso de gas sendo injetado num meio poroso contendo éleo, o gas tende a subir
para o topo do reservatorio [41]. Este trabalho esté voltado para o estudo do dedilhado
viscoso, que se trata de uma instabilidade em meios porosos que ocorre na interface entre
dois fluidos de diferentes viscosidades, quando o fluido menos viscoso, devido a sua maior
mobilidade, penetra no fluido mais viscoso em um meio poroso. A interface entre os fluidos
tende a se tornar instével, formando dedos que avangam no fluido mais viscoso [35]. O
estudo analitico desse fendomeno pode permitir minimizar o dedilhado viscoso, melhorando

a recuperacao de 6leo.

Neste trabalho, consideramos um reservatério horizontal saturado por fluidos
imisciveis constituidos por um meio poroso. Onde temos dgua sendo injetada na fronteira
a esquerda a uma velocidade constante em um meio poroso saturado por 6leo, buscando
abordar um estudo analitico com a simulacao numérica 2D. De acordo com os nossos

conhecimentos, poucos estudos foram encontrados a respeito deste tema.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo do comportamento e das caracteristicas dos dedos formados em meios
porosos tem ganhado destaque devido a sua relevancia na industria do petréleo. Esse
fenomeno tem sido amplamente abordado na literatura, tanto sob uma perspectiva analitica
[32], numérica [2, 20, 38] quanto experimental [27, 34, 42].

Homsy investiga o fendmeno de dedilhado viscoso em [20], onde esse fendmeno
ocorre tanto em sistemas de fluidos misciveis quanto imisciveis. O autor utiliza células de
Hele-Shaw ! para realizar experimentos que simulam o comportamento do fluxo em meios
porosos, permitindo a observacao dos dedos formados. Homsy explora os mecanismos
fisicos por tras dessa instabilidade, conhecida como a instabilidade de Saffman-Taylor
destacando como a diferenga de viscosidade entre os fluidos, a tensdo interfacial (no caso
de fluidos imisciveis) e a difusdo (no caso de fluidos misciveis) influenciam a formacao e o
crescimento dos dedos. O artigo também aborda a importancia de simulagoes numéricas

para prever e analisar o comportamento da instabilidade em diferentes cenarios.

No trabalho de Bakharev et al. [2], o fendmeno de dedilhado viscoso é investigado
numericamente em um modelo bidimensional de reservatério horizontal com meios porosos
homogéneos e fluidos imisciveis em que a perturbacao é introduzida através de uma satu-
racao inicial periddica. Neste trabalho, foram realizadas simulagoes numéricas abrangendo
diferentes combinagoes de permeabilidade relativa, pressao capilar e viscosidade do 6leo,

com o objetivo de analisar as propriedades dos dedos sob condigoes realistas de campo. O

I Dispositivos experimentais usados para estudar o comportamento de fluidos em meios porosos

ou em fluxos confinados que consistem em duas placas planas e paralelas separadas por uma
pequena distancia, geralmente da ordem de milimetros, criando um espaco estreito onde os
fluidos podem se deslocar.
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estudo propoe uma classificacao fenomenoldgica para os dedos e avalia a confiabilidade dos
resultados numéricos comparando dois simuladores de CFD (Comsol e Dumu®). Os autores
identificaram diferencas marcantes entre dedos internos e externos, sendo os externos
associados a saturacao residual de agua e os internos a saturagao no choque. A frente
movel foi descrita como a saturacao pertencente a esses dois casos. Enquanto os dedos
externos mostram boa concordancia com os critérios de mobilidade da frente de choque,
os internos sugerem que outros fatores, além do critério de mobilidade, influenciam seu
comportamento, onde o raio de mobilidade é definido pela razao entre as viscosidades.
Essas analises destacaram a importancia de fatores como viscosidade relativa e forgas

capilares na evolucao dos dedos.

Ja o estudo de Sorbie et al. [38] foca na simula¢do numérica do dedilhado viscoso
imiscivel, contrapondo estudos que utilizam esquemas numéricos de ordem superior de
varios tipos, os presentes autores nao veem isso como sendo a questao central na modelagem
de resultados imisciveis, e sim como um problema de estabelecer a fisica correta e a
matematica relacionada. Introduzindo uma abordagem em quatro etapas, centrada no
que eles denominaram resolucao do "M—paradox", onde M é o raio de mobilidade, dada
pela razao entre a mobilidade da dgua e a mobilidade do 6leo. A metodologia inclui
a formulagao do problema com base em fluxos fraciondrios experimentais, a selecao de
fungoes de permeabilidade relativa que maximizem a mobilidade total e minimizem a
queda de pressao. Essa abordagem oferece uma visao estruturada e refinada para tratar
os desafios associados ao dedilhado viscoso. Com a resolucao do "M —paradox", os autores
resolvem as inconsisténcias no comportamento de saturacao e estabilidade calculados em
1D, especialmente para deslocamentos com alta razao de viscosidade, ajustando fungoes

de fluxo fracionario para refletir de forma mais real os fenémenos fisicos observados.

Por outro lado, Petrova et al. [32] apresentam um modelo semi-discreto para a equa-
¢ao bidimensional de meios porosos incompressiveis, (incompressible porous media—IPM),
considerando liquidos misciveis sob a lei de Darcy em faixas verticais com interfluéncia. O
trabalho caracteriza o perfil de propagacao por ondas consecutivas denominadas terragos;
essas ondas conectam estados de concentragao intermediarios e descrevem a propagacao
da zona de mistura entre os fluidos. A velocidade das ondas é determinada pela conveccao
transversal e pela presenca de concentracoes intermediarias. Os autores utilizam um
modelo reduzido a um regime de equilibrio de fluxo transversal livre de pressao (TFE) e
utilizam a teoria de perturbagao singular geométrica e a persisténcia de variedades estaveis
e instéveis [16]. O modelo TFE é usado como uma aproximagao para o modelo IPM. Essa
reducgao simplifica a andlise matematica e permite obter resultados via ondas viajantes

para o sistema original.

Por fim, Berg et al. [26] analisam a instabilidade viscosa que pode ocorrer em
um meio poroso quando um fluido com maior mobilidade desloca um fluido com menor

mobilidade, como a inje¢ao de CO, para o armazenamento de carbono (CCS) e o residuo
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mais viscoso presente no reservatério. Os autores propdoem um novo critério geral para
prever a instabilidade, baseado no perfil completo de saturagao de Buckley-Leverett,
eliminando ambiguidades presentes em critérios anteriores, como, por exemplo, que, para
o critério da taxa de mobilidade da frente de choque, o deslocamento de C'Os;—salmoura
pode ser estavel, enquanto a taxa de mobilidade total da frente de choque ou o critério da
taxa de mobilidade do ponto final sugerem um deslocamento instavel. Este novo critério
foi validado por meio de simulagGes numéricas em escala de Darcy, contribuindo para
o maior entendimento do comportamento instavel durante processos de C'CS. O estudo
demonstra como essa instabilidade pode reduzir a eficiéncia de armazenamento e influenciar

interpretacoes de experimentos laboratoriais.

1.2 OBJETIVO

No presente trabalho conduzimos uma investigacao analitica e numérica do fluxo de
um fluido oleoso deslocado pela injecao de um liquido aquoso num meio poroso. O objetivo
principal é estimar a velocidade dos dedos tanto analiticamente quanto numericamente e
compara-los. A estimativa analitica dos dedos é feita usando a teoria das leis de conservagao,
utilizando o problema de Riemann associado ao sistema de leis de conservagao. Enquanto
a abordagem numérica ¢ feita com um simulador robusto 2D [24, 29, 30]. Para simular a
geracao dos dedos, usamos um mapa de permeabilidade aleatorio. Os objetivos especificos

do presente trabalho sao:

o Propor uma modelagem analitica da velocidade dos dedos, observando que a estrutura

de interacao dos dedos com o meio influencia a dindmica do processo.

o Estimar a velocidade analitica dos dedos a partir de um teorema baseado na Teoria

de Leis de Conservacao e Teoria de Fluxo fracionario.

e Gerar dedos a partir de simulagoes 2D, avaliando o comportamento dos wviscous

fingerings com a injecao de agua, para a produc¢ao de 6leo, no meio poroso homogéneo.

o Estimar numericamente a velocidade dos dedos a partir de uma simulacao 2D,

realizando uma extra¢do de um caminho linear (Over Line) da simulagao.

o Comparar a velocidade analitica e numérica obtidas.

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: apresentamos uma breve revisao
da teoria de leis de conservagao no Capitulo 2. No Capitulo 3, apresentamos a modelagem
matematica de dois dedos e o resultado principal deste trabalho através do teorema

que classifica a velocidade dos dedos; nesta abordagem, comparamos os resultados do
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teorema com um simulador 1D para um exemplo. No Capitulo 4, construimos mapas de
permeabilidades e apresentamos as simulac¢oes 2D. Estimamos as velocidades dos dedos
utilizando abordagens analiticas e numéricas, e comparamos os resultados obtidos em cada
caso no Capitulo 5. Por fim, no Capitulo 6, apresentamos conclusoes e sugestoes para

trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo iremos apresentar a base tedrica desse trabalho que sera utilizada para
gerar e estimar as velocidades dos dedos, apresentando a teoria das Leis de conservagao que
sao principios fundamentais na modelagem matematica de fenomenos fisicos, descrevendo a
evolugao de grandezas como massa, momento e energia, conservadas dentro de um sistema.

Exibiremos também as caracteristicas das Leis de conservagao escalares [12, 24, 36, 40].

Em seguida, serda apresentada a Teoria do fluxo fracionario, uma teoria muito
importante na engenharia de petréleo que visa descrever o deslocamento simultaneo de

fluidos imisciveis em meios porosos [5].

2.1 LEIS DE CONSERVACAO

Sistemas hiperbodlicos de leis de conservacao constituem uma classe fundamental
de equacoes diferenciais parciais que modelam fendmenos de evolugao temporal e espacial

em diversas areas da fisica e matematica [12, 24, 36].

Inicialmente, considere a formulacao geral de um sistema de leis de conservacao.

Seja u : Q2 X (0,00) — R™ uma fungao vetorial que descreve m grandezas conservadas,

definida para cada ponto x = (z1,...,z,) € 2 CR" e um instante ¢ > 0. A dindmica do
sistema € regida por:

0

Fr@t) + V- flu(z,1) =0, (2.1)

onde f : R™ — R™*™ é o tensor fluxo; u(x,t) representa as varidveis conservadas, por

exemplo: conservacao da massa, do momento e da energia no contexto de fluidodinamica.

A equagao (2.1) pode ser reescrita como:

0 0

onde A(U) = Jf(U) é a matriz Jacobiana de f.

2.1.1 Lei de conservagao escalar

As leis de conservagao escalares representam um caso especifico de sistemas de leis
de conservacao para m = 1, em que a solucao u possui como contradominio o conjunto R

e f: R — R [36], assim a partir de (2.1) obtemos a seguinte equagao:

gtu n éicf(q,b) =0, (2.3)

onde ela deve assumir condigoes iniciais, sendo o exemplo mais simples denominado como

problema de Cauchy, com as condi¢oes iniciais da forma

u(z,0) = up(x), com —oo <z < 0. (2.4)
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2.1.2 Solugao classica e o método das caracteristicas

Definig¢ao 1. Dizemos que u é uma solugao classica de (2.3) e (2.4) em R x [0,00), se u

¢ de classe C', e satisfaz (2.3) e (2.4) em todo ponto do dominio.

Em particular, se ug € C!, a solucao classica u também pertence a classe C! para
t > 0 e satisfaz as equagoes (2.3) e (2.4). Para prevenir os efeitos associados a propagagao
com velocidade infinita, assumimos que ug ¢ limitada. Também supomos que o fluxo f

pertence a classe C* e denotamos f'(u) = ¢(u) sua derivada.

Definigao 2 (Curvas Caracteristicas). Seja u € C'(R x [0,00)) uma solugio cldssica
de (2.3) e (2.4). As curvas caracteristicas no plano (z,t) sao trajetorias t — (x(t),t)
determinadas pela equacao diferencial:

dx(t)
dt

= c(u(x(t),1)). (2.5)

Aplicando a lei de conservacao ao longo das caracteristicas, verifica-se que u é

constante nessas curvas. De fato, pela regra da cadeia:

du 0 dr 0 0 0 0 0

onde a tltima igualdade decorre diretamente da Eq. (2.3). Consequentemente,
u(z(t),t) = wup(zo) para todo t > 0, sendo xy = x(0) a posicao inicial da caracteristica.

A geometria das curvas é dada por:
x(t) = xo + te(up(zo)), (2.7)

revelando que as caracteristicas sdo linhas retas no plano (x,t) com inclina¢ao c(ug(zo)).

A construcao da solucao classica reduz-se assim a resolver implicitamente a equa-
¢ao (2.7) para cada (z,t) € R x [0, 7], definindo u(x,t) := ug(xg).

Observacgao. Embora o Teorema do Valor Intermedidrio garanta a existéncia de xqy para
ug continua, a unicidade da solucdo classica falha globalmente devido a intersecao de

caracteristicas quando c(ug(zo)) ndo é mondtona.

Proposigao 1 (Tempo de aparigao de um choque). Seja ug € C(R) limitada e de derivada

limitada. Seja
+00, se (c(up))' € crescente
= (2.8)

1
_ no outro caso.

inf(c(ug))"’

Entdo, (2.3) tem uma tnica solugio de classe C' em R x [0,t*] e ndo pode se

estender além de t*.
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Demonstragio. Pode ser encontrada no livro [36]. O

Contudo, o importante é que, nas leis de conservacio, pode haver um instante t*
em que a solucao explode, podendo perder sua continuidade e deixar de ser limitada. Por
iss0, se quisermos encontrar solugoes para (2.3) e (2.4) para qualquer tempo, precisamos
enfraquecer as hipéteses iniciais [36].

2.1.3 Solugoes fracas

A estratégia consiste em multiplicar a equagao (2.3)-(2.4) por uma fungao suave

(classe C*), chamada fungao teste ¢:
¢:R —[0,00), de suporte compacto, (2.9)

em seguida, realizar a integracdo por partes, deixando as derivadas em funcao de ¢. Dessa

forma, obtemos:

/0 / (w e + f(u) by) do dt+/ wo(w) é(x, 0) dz = 0, (2.10)
onde usamos o fato das fungoes testes se anularem fora do intervalo compacto.

Definicao 3. Dizemos que u é uma solugdo fraca da (2.3)-(2.4), se u satisfaz (2.10) para
toda fungao teste [40].

E possivel demonstrar que o conceito de solucao fraca é uma generalizagao da
solucao classica, ou seja, qualquer solugao classica satisfaz as condi¢oes para ser considerada
uma solucdo fraca. Entretanto, a reciproca nao é verdadeira, pois o conceito de solucao

fraca abrange também fungées que podem nao ser continuas [36].

Teorema 1. Se u é uma solugio cldssica do problema de Cauchy (2.3)-(2.4), entdo é uma

solugdo fraca de (2.3)-(2.4).

Demonstragio. A demonstragao desse teorema pode ser vista com detalhes em [37]. [

2.1.3.1 Solucao continua por partes e condi¢ao de choque

Nesta subsecdo, o objetivo é investigar solucoes de classe C! por partes; utilizamos

os trabalhos [17, 31, 37] como referéncia.

Definigao 4 (Funcio de classe C! por partes). Seja Q um conjunto aberto e limitado em
R x [0,00). Dizemos que uma fungdo v é de Classe C* por partes em ) se ewistir um

niumero finito de curvas I'y, ..., 'y da sequinte forma:

I : { r=¢&(t), telt,ti], comi correspondente a curva T,
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onde & € uma funcdao de Classe Ct. A funcdo v coincide com a restricio de uma

fungio de Classe Ct em cada componente conexa do conjunto complementar

Q\(TyU---UT,).

Uma fungio v(z,t) é de Classe C* por partes em R x [0,00) se, para todo aberto

limitado contido em R x [0,00), ela for de Classe C'.

A

.
.
.
-
o

>
T

Figura 1 — Plano das caracteristicas x —t. A curva de descontinuidade I' divide os conjunto
dos estados a direita u™ e a esquerda u ™, e o vetor normal unitdrio exterior 7 ao conjunto
formado por u~.

O resultado a seguir é fundamental, pois caracteriza as solugoes fracas, quando
estas sdo de classe C! por partes, do problema (2.3)-(2.4). A Figura 1 apresenta um

exemplo de curva de descontinuidade I'.

Teorema 2. Seja u uma fungio de Classe C' por partes em R x [0,00). Entdo u é uma

solugao fraca de (2.3)-(2.4), se e somente se

i. u € solugdo cldssica de (2.3)-(2.4) em todo o dominio onde é de Classe C*,

. w satisfaz a condigdo,
fuh) = flu™) =€) (u" —u). (2.11)
ao longo da curva de descontinuidade T'.

Demonstragio. A demonstragao desse teorema pode ser vista em [37]. O]
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A condicao de Rankine-Hugoniot diz que a velocidade de propagacao s da descon-

tinuidade ao longo de I' é dada por:

com s =¢(t), (2.12)

sendo [u] =ut —u” e [f(u)] = f(uh) — f(u") os saltos das fungoes u e f(u) ao longo de

T [40].

Exemplo 1. Consideremos a equagdo de Burgers,

0 0 (u?
m“+ax<2>_0’ (2.13)

a condi¢io de Rankine-Hugoniot (2.12) escreve-se como:
ut +u”
§=———
2
ou seja, a média dos valores dos estados a direita e a esquerda da descontinuidade é a

velocidade de propagagdo do choque.

O seguinte resultado é uma consequéncia importante do Teorema 2.

Corolario 1 (Caso de fungoes C! por partes e continuas). Seja v uma fungio de classe
C' por partes e globalmente continua em R x [0, +00). Se u é uma solugdo cldssica do

problema (2.3)-(2.4) em todo dominio onde é de classe C', entdo u é uma solugio fraca do
problema (2.3)-(2.4).
2.1.3.2 Solugao entropica

Ao trabalhar com solugoes fracas, podemos trabalhar com solugoes que nao sao
classicas, porém se perde a garantia de unicidade da solugdo fraca. Vejamos alguns

exemplos para ilustrar:

Exemplo 2. Considere a equagio de Burgers (2.13) com condig¢do inicial

0 sex <0,
u(z,0) = (2.14)
1 sex>0.

Apresentamos uma solugdo global cldssica para o problema de Cauchy:

0 sex<O,
u(z,t) = % se0 <z <t, (2.15)
1 sex>t.

A funcdo u é continua e solugdo cldssica da equacao de Burgers. Pelo Teorema 1,

verifica-se que também ¢ solucao fraca. Ainda podemos apresentar outra solugdo fraca
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descontinua, calculando a velocidade de propagacao do choque via condicao de Rankine-
Hugoniot (2.12):
0 sex<t/2,
u(z,t) = / (2.16)
1 sex>t/2.

No Exemplo 2, para o mesmo problema, obtivemos duas solu¢des. Constatamos
que é possivel obter uma solugdo continua (2.15) mesmo partindo de uma condigao inicial

descontinua.

Em seguida, identificamos que a solucdo que faz sentido do ponto de vista fisico é
a que deve ser adotada. Para isto, é proposto o problema viscoso associado ao problema
de Cauchy (2.3)-(2.4):

ug + (f(ue))x =cus,, em R x (0,00), (2.17)
u®(x,0) = up(z), em R x {t =0},

onde € > 0 é um parametro suficientemente pequeno.

Admitiremos que o problema de Cauchy (2.17), com condicao inicial onde ug €
L>*(R), possui uma tunica solu¢ao u® € L>®(R x [0,00)). Caracterizamos a solugao do
problema nao viscoso através do problema viscoso (2.17) como o limite de u® quando &
tende a 0.

Lema 1. Seja {u®}. um conjunto de solugoes de (2.17), com f convera tal que:

||| oo Rx[0,00)) < C, Ve >0, (2.18)

u® — u quando € — 0 q.t.x de R x [0,00), (2.19)

entdo u é uma solugdo fraca de (2.3).
Demonstragio. Esta demonstracdo pode ser vista em [19]. [

Para caracterizar o limite u das solu¢oes da Eq. (2.17) utilizamos a nogao mate-

matica de entropia.

Definigao 5 (Entropia). O par (U, F) de fungoes de classe C*(R) forma uma entropia
para (2.3)-(2.4), se:

(i) U é uma fungdo estritamente convera.

(ii) F'(u) = U'(u) f'(u), Yu € R.
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Observe que, considerando fungoes regulares U e I’ que atendem ao item mencionado

anteriormente, caso u seja uma solucao classica das equagoes (2.3)-(2.4), entao temos
U'(w)u, + U'(u) f'(w)u, =0,

o que pode ser reescrito como

) )
S U) + - F(u) = 0. (2.20)

Entretanto, no caso de u ser uma solucio fraca, definida por partes na classe C!,
das equagoes (2.3)-(2.4), a relagao em (2.20) nao é, em geral, valida no sentido fraco. De

fato, para que isso ocorra, é imprescindivel que

em toda a curva de descontinuidade de u, condigdo que, em geral, nao se verifica juntamente

com a condigao de Rankine-Hugoniot s[u] = [f(u)].

Por outro lado, se a solugao fraca u é o limite das solugoes u® do problema viscoso,
a igualdade em (2.20) torna-se uma desigualdade.
Teorema 3. Seja {u®}. um conjunto de solugdes requlares de (2.17) que verificam (2.18)
e (2.19), e seja (U, F) uma entropia para (2.3)-(2.4). Entao u verifica a condigao:

QU(U) + gF(u) <0, (2.21)

para toda fungio teste ¢ > 0, definido na Equagio (2.9).
Demonstragio. A demonstragiao desse teorema é extensa e pode ser vista em [15]. O]

A definigao de solucao entrépica, retirada de [37], diz que:

Definigao 6 (Solucao Entrépica). Uma solugao fraca de (2.17) chama-se solugao entropica

se satlisfaz a condigio de entropia (2.21) para toda entropia (U, F') da equagdio (2.3)-(2.4).

Teorema 4 (Entropia para solugoes de Classe C! por partes). Seja u uma solucdo fraca de
Classe C* de (2.17). Entdo u é uma solugio entrépica se e somente se, para toda entropia

(U, F), se verifica a condigio:

/Fg(t) [U(u-i-(t)) — U(u_(t))] \/1_:2de > /F [F(U+<t)) - F(U_(t))] 1_:2/(75)2617’

(2.22)

para toda funcgao teste nao negativa ¢ ao longo da curva de descontinuidade T' = {£(t),t}.
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Podemos observar que para o Teorema 4 ser valido, é suficiente que
@)U () — U (1)) = [F(u™(t) — Fu™(1))]. (2.23)

Para o caso de uma func¢do f convexa, esta condi¢ao se simplifica ainda mais como

pode ser visto a seguir.

Teorema 5. (Choque entropico de Laz, caso convexo) Suponhamos que f é estritamente

conveza. Entao, a condicio suficiente (2.23) para um choque entrdpico equivale a
u” >ut. (2.24)

ao longo da curva de descontinuidade T'.

Demonstragio. Vamos definir a fungdo G da forma (2.25), onde G(u~) = 0 e por (2.23)
G(u™) > 0, e assim mostrando que ela é uma fungdao decrescente de u, as condigoes (2.23)

e (2.24) serdo equivalentes, logo o teorema estara provado.

Tomando a funcao:

o) = T =T 0y U (u)) — (F(w) - Fa)). (2.25)

U—u-

Ao derivarmos a funcao G obtemos

G/(U) _ f/(u)(u — ui) _ (f(u) _ f(ui)) (U(u) . U(u_)) + MU’(U) . F'(u))

(u—u)? U —u"

Pela definigdo de entropia, podemos tomar F'(u)) = U'(u)f'(u), desta forma,

temos:

Gl(u) - f/(u)(u_u_)_f

DU =IO ) - vy
P 1) = )

u —

G’(u) _ (f’(u)(u - Ui) - f(u) + f(uf) (U(u _ U(uf) _ U’(u)(u . u,)))

(u—u)?

como f e U sao convexas, temos que

frlu)(uw—u”) < f(u) = fu”),

como também,

Ulw)(u—u")—U(u) +U(u") <0,

(u—u")? >0,
entao, G'(u) < 0, logo G(u) é decrescente.

Note que (2.24) e (2.23) s@o equivalentes para o caso convexo ja que G(u~) =0 e
que (2.23) escreve-se como G(u™) > G(u™) = 0.
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O teorema anterior significa que, no caso de uma funcao de fluxo convexa, as retas

caracteristicas devem convergir para a curva que determina o choque e nao emergir dela.

Definicao 7. (Condigio de entropia de Oleinik) Temos uma solu¢io na forma de choque

entropico se
f) = f) |

U —u" u—ut

)

+

para todo u entre u~ e ut, onde u” e ut representam os estados a esquerda e d direita da

descontinuidade, respectivamente. Para mais detalhes, ver [24).
Teorema 6. (Choque entrdpico de Oleinik, caso geral) A condi¢io de choque entrépico

(2.23) equivale a

{ flaw™ + (1 —a)u) > af(u) + (1 —a)f(u’), se u’>u, (2.27)

flaouw+ (1 —a)u) <af(u")+(1—a)f(ut), se u" <u,

para todo o € [0,1].

Geometricamente o teorema acima significa que um choque é entrépico (de Oleinik),

se verifica uma das seguintes condigoes:

e ut >u" eo grafico de f estd acima do segmento formado por [u™, u"].

e ut <wu” eografico de f estd abaixo do segmento formado por [u™, u~].

Realcar que, no caso de f convexa, a condicao u™ > u~ é suficiente para garantir que o
choque seja entrépico. No caso da f concava, é suficiente u™ < u™.
2.1.3.3 Existéncia e unicidade da solugao entropica

O resultado a seguir confirma que o problema de Cauchy (2.3)-(2.4) estd bem
formulado no sentido de Hadamard, isto é, possui uma tnica solucido entrépica que

depende e é continua em relagdo ao dado inicial (veja [19] para mais informagoes).

Teorema 7 (Existéncia e Unicidade da Solugao Entropica). Suponha que ug € L>®(R).
Entao, o problema de Cauchy (2.3)-(2.4) admite uma tunica solugio entropica u € L™ (R X

[0, 4+00)) que satisfaz
(-, ) || ooy < |JuollLimy,  para quase todo t > 0.

Sejam u e v as solucoes entropicas correspondentes ds condigoes iniciais ug € vy; entao,

To To+At
/x \u(w,t)—v(x,t)\dazg/mlm () — vo(x)| da, (2.28)

1

para todo t > 0 e para todos x1 < x4, onde

A = max{| ()] : [§] < max(|Juoll ), [lvoll @) }-
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Observacgao (Velocidade de Propagagao). A desigualdade (2.28) indica que o valor de
u no ponto (x,t) depende exclusivamente dos valores de uy no intervalo [x — At,x + At].

Assim, a solugdo entropica apresenta uma velocidade de propagacao finita.

2.1.4 Problema de Riemann
Iremos calcular a solugao entrépica do problema de Riemann (2.29) considerando

u:R x (0,00) = R ea funcdo f: R — R convexa (ou seja f” > 0):

0 0

el - =0 2.29

o T gl (W =0 (2:29)

com condigbes iniciais da forma,
- <0
w(w,0) =14 " TS (2.30)
ut sex >0,

s

onde u~ (estado de injegdo a esquerda) e u™ (estado inicial a direita) sdo constantes [36].
Lema 2 (Solugao autosemelhante). Se a solugao do problema de Riemann (2.29)-(2.30) é

autosemelhante (ou seja, u(x,t) = v(x/t)), entdo:
V(z/t) =0 ou f’(v(m/t)) =/t no dominio onde v é de classe C'.

Demonstragio. Suponha que u seja de classe C! em um aberto K C R x (0,00). Substi-

tuindo u(z,t) = v(z/t) na equagdo (2.29), temos:
it == (5) 447 (0 (1) (7).
_ <”;) (f/ U@) - i) —0, V(v €K

Portanto, para t # 0:
x) =0, V(1) €K,

(N S R
G-
o que implica v" = 0 ou f’(v) = x/t nas regioes de regularidade de v.

]

Com essa caracterizagao, obtém-se diretamente as solugoes explicitas para (2.29).

2.1.4.1 Onda de Rarefacao: v~ < u*
No plano = — t, as solugoes em forma de rarefagao sao caracterizadas conforme

ilustrado na Fig. 2, a inclinacao dessas curvas ocasiona que no plano x — ¢ nenhuma

informagao seja propagada.
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A\Y//4

X

Figura 2 — Curvas caracteristicas se abrindo em x = 0 no plano x — ¢. Fonte [18].

Usando o método das caracteristicas, construimos a solugao nas regides onde
< flflu)t e x> f'(u")t.
Assim, temos:

.1 u, sex < f'(u)t, 231
u(x,t) = .
ut, sex > fl(ut)t.

Para a regiao central, isto é, quando f'(u™)t <z < f'(u™)¢, utilizamos o Lema 2.
Como f’ é uma fungio crescente, podemos escrever: u(z,t) = (f')~'(x/t), para

fllum)t <ax < f'(uh)t. Essa solugao é continua e é chamada de onda de rarefacao.

2.1.4.2 Onda de choque: u~ > u*

No plano z-t, as solu¢oes em forma de choque sao caracterizadas pela convergéncia
das curvas caracteristicas. Conforme ilustrado na Figura 3, a inclinagao dessas curvas leva
ao seu encontro no instante ¢t = t,, ocasionando um salto na solugao, que transita de wu;

para us.

Fagr e

b P J.o

X Lo X

Figura 3 — Intersecao entre caracteristicas no plano x — t. Fonte [40].
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Neste caso, a solucao é definida pela condi¢ao de Rankine-Hugoniot. Como o

choque é entrépico (devido a u~ > u™), a solugdo é:

u-, sex < st,
u(z,t) =
ut, sex > st,

com a velocidade do choque dada por

Ft) = fuw)

ut —u~

S =

Na secao seguinte, serd abordada a teoria do fluxo fracionario, fundamental para

compreender a equacao de Buckley-Leverett.

2.2 TEORIA DE FLUXO FRACIONARIO

A abordagem do fluxo fracionario analisa a dindmica do movimento de fluidos
imisciveis em meios porosos [5]. O nome se origina da avaliagdo das fungoes que determinam

a parcela do fluxo total associada a cada fase.

Ao se trabalhar em meios porosos é necessario definir o volume que pode ser
preenchido pelo fluido, chamado de volume poroso acessivel V,,, e o volume total do meio

V', desta forma a porosidade ¢, definida em uma regiao fixa, sera dada por
¢=-2 (2.32)

Em meios porosos que possuem um escoamento multifisico, a saturagdo em cada
fase S, é dada como se em cada por¢ao do dominio coexistissem uma fragdo de cada uma

das fases, dada pela razao do volume ocupado por uma fase V, e o volume poroso V,,

Va

sendo um meio poroso considerado saturado quando seus poros estao inteiramente ocupados
pelas diferentes fases, ou seja, quando Y(S5,) = 1. A fragdo de fluido que nao pode ser

mobilizada é denominada saturacao residual S, [22].

A lei de Darcy consiste em uma relagado empirica que caracteriza o fluxo de um
fluido monofasico através de um meio poroso [13]. Essa lei estabelece uma relagao
proporcional entre a velocidade do fluxo, u, e o gradiente de pressao, VP, no reservatoério.

Desconsiderando os efeitos da gravidade, a equacao pode ser escrita como

_ _k@)
u(z) = . VP, (2.34)

onde u(z) € R" indica a velocidade no ponto x e k(z) € R™ ™ constitui o tensor que

mensura a permeabilidade local. A resisténcia ao escoamento do fluido, dada por sua
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viscosidade p, é fundamental nesse contexto. Em determinadas situagoes, pode-se assumir
que k possui uma estrutura diagonal (ou seja, k; ; = 0 sempre que i # j) [22], onde cada
elemento k; ; indica a facilidade com que o fluido se move na direcao 7 quando submetido
a um gradiente de pressao na direcao j. Em meios isotrépicos, a permeabilidade nao
varia com a direcao, o que se reflete em k;; = k. Além disso, em um meio homogéneo,
o tensor £ mantém-se constante em todos os pontos, nao dependendo de x. Assim, k
quantifica a capacidade do meio poroso de permitir o fluxo do fluido; valores menores de k

correspondem a uma maior dificuldade para o deslocamento do fluido.

Escoamentos multifasicos em meios porosos levam em conta, além da permeabilidade
intrinseca k, a permeabilidade efetiva k, como a capacidade de escoamento da fase o no
meio poroso na presenca de outras fases. Desta forma, podemos definir a permeabilidade
relativa de uma fase como a razao entre a permeabilidade efetiva de um fluido e a

permeabilidade do meio poroso.
ko = 2. (2.35)

Podemos definir a mobilidade de cada fase \,, que descreve a capacidade de uma
fase se deslocar no meio poroso, onde ela é dada pela razao entre a permeabilidade efetiva

ko e a viscosidade p, e a permeabilidade & [5] como

kk
Ao = —, 2.36
Hao (2:56)

da mesma forma podemos definir a mobilidade relativa, dada pela razao entre a permeabi-

lidade relativa k., e a viscosidade p,

Ao = ) (2.37)
e a mobilidade total dada pelo somatério das mobilidades em cada fase «

A=l (2.38)

Podemos definir a fungao de fluxo fracionario f, que descreve a parcela do fluxo

composta pela fase o dada pela razao entre a mobilidade da fase pela mobilidade total
fo=—. (2.39)

2.2.1 Equagao de Buckley-Leverett

A equagao Buckley-Leverett (B-L), fundamentada na conservagao de massa e na
Lei de Darcy, descreve o transporte de dois fluidos imisciveis em meios porosos, onde os
fluidos sao incompressiveis, o meio homogéneo, a auséncia de efeitos capilares e o elemento

que estd sendo conservado é a saturacao da dgua ou do 6leo [3, 5, 22],
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=S+ —f(5)=0, (2.40)
com condi¢ao inicial do tipo Riemann (2.30),

S™, x<0,

(2.41)
ST, x>0,

S(x,O):{

onde S(x,t) representam a saturagao da dgua, t e x sdo tempo e comprimento adimensionais
(x =2'/L et = ut'/pL), respectivamente, com L denotando o comprimento do meio
poroso, ¢ a porosidade e u a velocidade de injecao constante do fluido, em que S~ é
chamado de estado & esquerda (ou condi¢ao de inje¢ao) e ST de estado a direita (ou
condicao inicial). Desta forma a saturagao normalizada fica da seguinte forma:
_ Sw — Swe

1 — Sue = Sor’

onde S, representa a saturacao de dgua conata e S,, a saturacao residual do 6leo.

S (2.42)

A permeabilidade relativa da agua e do 6leo no meio, sao dadas por k., e k.,

respectivamente, segue a relagdo de Brooks-Corey [4], onde:
Frw = K2,8™  kpo = k2 (1 — )", (2.43)

onde as permeabilidades no ponto final do 6leo k2 e da dgua k°, estdo representadas
graficamente na Figura 4, onde podemos observar a permeabilidade relativa do 6leo k,, e a

permeabilidade relativa da dgua k.., em relagdo a saturacao normalizada denotada por S.

I T T T T
0.8 . -
krw
0.6 - Kro =
k,
04 Y. -
02| . i
0 ] 1 1 ) R
0 0.2 0.4 g 0.6 0.8 1

Figura 4 — Permeabilidade relativada dgua e do 6leo com exponentes de Corey igual 2.

A fungao de fluxo fracionario f deduzida a partir das equagoes (2.35)-(2.39) é dada

da seguinte forma:
Erw (S)

Krw(S) + (b 110) ro(S)

7(8) = (2.44)
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onde, 1, € 1, sdo as viscosidades da agua e do 6leo, respectivamente. Sendo a razao da
mobilidade definida por (M = p,/jty), podemos observar que o (1/M) aparece na fungao
de fluxo fraciondrio (2.44). A Figura 5 apresenta o gréfico da fungao de fluxo fracionério

(2.44) pela saturagdo normalizada.

1 I I I

0.8 -

0.6

F(5)

0.4

0.2 -

0 L 1 1 1
0 0.2 0.4 S 0.6 0.8 1

Figura 5 — Funcao de fluxo fracionario da agua.

Outro fator importante a se observar na funcao de fluxo fracionario é o ponto de
inflexdo na sua curva denotado como S%, podemos observar esse ponto na Figura 6 que

representa a derivada do fluxo fracionério f’(.5).

3

\Si

0 I 1 1
0 0.2 0.4 S 0.6 0.8 1

Figura 6 — Fungdo da derivada do fluxo fraciondrio da dgua f’(S), onde S* representa o
ponto de inflexado da f(5).
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A Equacao (2.40) é simplificada da seguinte forma:

oS oS
— + f(S)=— =0. 2.45
(8 (245
Para determinar a solucao analitica, é necessaria a identificacdo do ponto de
transicao entre onda de rarefacao e choque. Para isto, é preciso encontrar o valor critico
S*, definido como a saturagdo em que a inclinagdo da reta que conecta dois estados, como

pode ser visto na Figura 7, satisfazendo a condi¢ao de Rankine-Hugoniot:

F(9%) = £(5)
S+ 5

= f(S%). (2.46)

A anélise da concavidade da fungdo f(S), representado na Figura 7 permite

caracterizar os tipos de ondas que compoe a solucao desse problema [5]:

« No intervalo (S*,S5*): f(S) é convexa (f'(S) é crescente), gerando uma onda de

choque que conecta ST a S*;

o No intervalo (S*,57): f(S) é concava (f'(S) é decrescente), resultando em uma

onda de rarefacao entre 5* e 5.

0.8 /

FOS) .

o

D
I

Q
N
|

0 1 ) 1 1
0St 02 S" 04 g 06 0.8 1

Figura 7 — Fungao de fluxo fracionario, com S* representando o ponto de tangéncia com
a saturacao a direita ST=0, sendo S~ a saturacao a esquerda e ¢ a inclinacao da reta
tangente.

A solugao pode ser expressa como:
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S- x < f/(S7)t,
S(at) = () Ha/t) fST<a< f/(S), (2.47)
’ S (8%t < x < st, '
ST x > st,

denotando a solugao entrépica de (2.29), o caso S~ < ST ¢é feito de forma analoga.
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3 MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo, iremos apresentar a modelagem matematica para o estudo das
velocidades dos dedos, baseada na Teoria de Leis de Conservaciao e Teoria de Fluxo
fracionario vistas no Capitulo 3. Apresentaremos o teorema principal deste trabalho, que
estima a ordem de velocidade dos dedos; e, por fim, esses resultados serdo comparados

com resultados obtidos numericamente em simulagoes unidimensionais.

3.1 FORMULACAO MATEMATICA

Nesta secao, propomos um modelo simples para estudar a velocidade dos dedos.
Para isto, consideramos a injecao de agua para a producao de 6leo num meio poroso
homogéneo. Considera-se a instabilidade de Saffman-Taylor, que surge do contraste de
viscosidades entre os fluidos e a competigao entre forgas viscosas e capilares (que nao serao
consideradas neste trabalho). Ao injetar um fluido, d4gua no presente estudo, para deslocar
outro mais viscoso, 6leo neste caso, diferencas na razao de mobilidades M favorecem a
formacao de padroes de dedos [2, 26, 38]. Neste caso, M > 1 indica que o fluido deslocante
¢ mais moével, tornando o deslocamento instavel. O fendomeno do caminho preferencial que
ocorre devido as formagoes geoldgicas serem heterogéneas, onde diferentes permeabilidades
geram um caminho preferencial para o liquido, também favorece a formacao de dedos. A
Figura 8 apresenta um modelo esquematico deste fenémeno, representando o primeiro
momento antes da formacao da instabilidade, onde a frente é uniforme. O quadro vermelho
na Figura 8 destaca o nosso objeto de modelagem, no caso conformado por apenas dois

dedos, onde um deles esta a frente do outro no meio poroso.

Figura 8 — Modelo esquematico da formacgao de dedos em um reservatério com a injecao
de agua a esquerda e producao de petréleo a direita, com a regiao tracejada indicando o
foco de estudo deste trabalho.

Na modelagem, abordaremos o fendmeno de troca de massa por difusdo (cross-flow),
que caracteriza a transferéncia de massa entre o dedo 1, localizado na faixa 1, e o dedo 2,
situado na faixa 2. Essa transferéncia ocorre quando a saturagao a esquerda do dedo 1

(S7) entra em contato com a saturacio a direita do dedo 2 (S5 ). A Figura 9 ilustra esse
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processo onde as setas horizontais indicam a dire¢ao de propagacao dos dedos no meio
poroso, enquanto as setas verticais evidenciam o fluxo responsavel pela troca de massa
entre eles. Assim, no momento apés a formacao de dedos, onde ja possuimos o dedo 1 na
frente do dedo 2, podemos tomar Sy < S; < S; < S7, pois S5 estd saturado de dgua
com um pouco de 6leo, enquanto S estd saturado de 6leo; por sua vez, Sy estd saturado
de dgua, e S; contém agua com um pouco de 6leo. Essa troca de massa pode ocorrer tanto
por troca de massa por difusdo, conforme apresentado em [6], quanto por consequéncia,
da incompressibilidade, como mostra a abordagem apresentada em [32]. Neste texto, nao
iremos abordar o fendomeno da troca de massa em si, somente as consequéncias desta troca,

embutida nos parametros S; e Sy .

Faixa 1 S1 SfL

Faixa 2 S | S

Figura 9 — Diagrama esquemético da troca de massa entre Sy e S; indicados pelas setas
duplas verticais.

Na seguinte subsecao, combinaremos a informagao apresentada acima sobre a
modelagem dos dedos e a teoria de fluxo fracionario para obter um resultado sobre a

velocidade dos dedos.

3.2 ABORDAGEM MATEMATICA

Nesta secao iremos apresentar o principal resultado deste trabalho, que, a partir da
modelagem descrita na secao 2, estabelece uma ordem entre as velocidades de propagacao

de dedos em meios porosos.

Considera-se o deslocamento unidimensional da saturacdo da agua, dada pela
equacao da conservacao da massa e seu respectivo problema de Riemann associado,
dependendo da faixa 1 ou 2 representada na Figura 9. A propagagao dos dedos é descrita

através do sistema de equagoes diferenciais parciais desacopladas a seguir:

0 0 Sy, x<0,
abﬁ -+ %f(Sl) == 0, Sl($,0> = { 51+7 . Z 07

(3.1)
0

0
782 -+ afxf(SQ) == 0, SQ(ZE, O) =

ot

Sy, x<0,
Sy, x>0,



38

no qual a troca de massa ocorre em func¢ao da relacao entre os estados localizados a

esquerda de S; e a direita de 5.

Teorema 8. Seja um meio poroso com permeabilidade k e porosidade ¢, dividido em
duas faizas. Considerando o sistema de equagoes em (3.1), tomando a fungdio de fluxo f
apresentada na Eq. (2.44), denotamos a saturagio da dgua da faira 1 e da faiza 2 com
0s subindices 1 e 2, respectivamente. Se Sy < S{” < S5 < Sy e a solugdo é composta de
uma rarefacao sequida de choque ou apenas um choque. Entdo, a velocidade da frente de

onda na faira 1 (01) é maior do que a velocidade da frente de onda na faiza 2 (09), i.e.
o1 > 09. (32)

Demonstracao. Para verificarmos que a velocidade com que se desloca a frente de onda na
faixa 1 é maior que o da frente de onda da faixa 2, basta verificar que a inclinacao da reta
tangente da curva de fluxo fraciondrio é maior que a da faixa 2. Além disso, precisamos

da informacao do ponto de inflexdo S da funcao de fluxo f.

Antes é necessario encontrar os pontos S7 do primeira faixa e S5 do segunda faixa,
usando a igualdade entre a inclinagao da reta do estado '+’ e a derivada da funcao de

fluxo.

Temos que as equagoes que definem a inclinacdo da reta tangente de cada faixa

estao dadas a seguir

f(S7) = f(S7)

o =HE e = 1S, (3.3)
S = IS5 e
e )] (3.4)

Dividiremos a demostracao em trés casos:
I ST < S5 <S5y <8,
II. St < Sy <S35 < ST,
III. Sy < S < Sy.

Caso I. Devido a monotonicidade da f, ST <S5 = f(57) < f(S5) e como S§ e S sdo
maiores que S° e a derivada do fluxo fraciondrio f’ é mondétona decrescente a partir do
ponto de inflexdo, entao f(S) < f1(S*) < f2(S*) = f'(S) > f'(S3), logo

SE) = F(SD) _ pigmy o prrgey _ 095) = £(S3
o = LEZIE) sy sy = IO o )

Portanto, o1 > o5.

Caso I1. Basta ver que o segmento ligando os estados S; e Sy com solucdo na forma de
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choque entrépico, nas condigoes de entropia de Oleinik, ver na Defini¢cao 7, a velocidade
f(83) = [(S2) _ ice
- —=~ < f'(S3). Logo,
Sy — 5y

f(S7) — f(S7) f(55) — £(55)

= T e =P > (S > T e = (36)

do choque é dada por o9 =

Caso I11. Com o segmento ligando os estados Sy e S5 com solucio na forma de choque
entrépico, nas condigoes de entropia de Oleinik, ver na Definicao 7, a velocidade do choque
f(83) = f(55)
S =5y
(S, f(S5)) a funcdo de fluxo f como o} o5 =
05 > 09, por convexidade. Logo,
f(S7) — f(S1)

o= T = (S > £1(5)) =

. Chamaremos a inclinagao da reta tangente do ponto

f(S3) — f(S5)
Sy —S;

¢é dada por o, =

, Notando que neste caso

f(S5) = f(S5)
Sy —Ss

=05 > 0. (3.7)

Os trés itens acima concluem o resultado. O]

Os casos [, II, I1I estao representados pelas figuras 11, 13, 15 respectivamente.

3.3 COMPARACAO NUMERICA

Nesta secao foram realizados alguns testes numéricos no software Reaction Convec-
tion Diffusion Equations Solver (RCD) comparando os resultados analiticos associados aos
itens listados no Teorema 8. O RCD combina um esquema implicito Crank-Nicolson [11]
de discretizacao simétrica no tempo e de segunda ordem de precisdo temporal e espacial
[23] com o método de Newton. Para realizar as simulacoes, foi adotada & esquerda a
condi¢ao de contorno de Dirichlet, e & direita a condigdo de contorno de Neumann (sem
fluxo), e os efeitos difusivos foram negligenciados. Para a simulagao usamos uma malha
espacial de 300 pontos com o espacamento de 6 x 10~°. Para o avanco no tempo utilizamos

passos de 1 x 107 e tempo final de simulacao de 0.44.

A Figura 10 apresenta uma ampliacao da regiao destacada na Figura 8, evidenciando
a interagdo entre duas regides de estudo: a faixa 1 (area associada ao fendmeno denominado
dedo 1) e a faixa 2 (drea associada ao fendmeno chamado de dedo 2). Observa-se que
a estrutura de interacdo dos dedos com o meio influencia a dindmica do processo, de
modo que o dedo 1 esta localizado a frente do dedo 2 logo apds a instabilidade inicial, que
sera o ponto de partida para as simulagoes. Neste contexto, os subindices da saturacao
S92 representam a saturagao do dedo 1 e 2, respectivamente. Além disso, observa-se
que, como o dedo 1 estd a frente do dedo 2, a saturagdo a esquerda (S7) do dedo 1
é composta exclusivamente por dgua, enquanto sua saturacio a direita (S;) contém

predominantemente Oleo, com a presenca de uma pequena quantidade de agua. Ja no
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dedo 2, a saturagao a esquerda (S5 ) consiste em agua com uma pequena quantidade de

6leo, do mesmo modo que sua saturacao a direita (S5) é constituida unicamente por éleo.

Oleo + Agua,

Dedo 1

Dedo 2

Figura 10 — Zoom do modelo esquematico: os dedos estudados sao divididos pela linha
tracejada horizontal, com o dedo 1 encontrado na secao superior denotado de faixa 1 e o
dedo 2 presente no secao inferior denotada pela faixa 2, e as saturagoes a esquerda e a
direita dividas pela linha tracejada na vertical.

Para exemplificar o teorema, consideraremos o momento da formacao dos dedos,

os valores da Tabela 1, que indicam o seguinte cenario:

« Na faixa 1 (localizagao do dedo 1):

— Saturacao de dgua injetada Sy : 100% saturado de agua.

— Saturacdo inicial Si": 10% de dgua e 90% de 6leo.
 Na faixa 2 (localizacdo do dedo 2):

— Saturacao de agua injetada S5 : 90% de agua e 10% de dleo.

— Saturacao inicial S5: 100% saturado de 6leo.

Simbologia | Valor | Unidade | Parametro
ST 1 - Saturacao de dgua injetada na faixa 1
ST 0.1 - Saturagao inicial de 4gua na faixa 1
S5 0.9 - Saturagao de agua injetada na faixa 2
Sy 0 - Saturacao inicial de dgua na faixa 2

Tabela 1 — Valores dos estados de injecao e inicial para a solugdo analitica.

Na Figura 11, apresenta-se um diagrama referente ao caso I da demonstracao do
Teorema 8, o qual ilustra os estados a esquerda e a direita dos dedos 1 e 2 em relagao a
funcao de fluxo fracionario na Eq. (2.44), conforme a Figura 10. Nessa representagao, S

denota a saturacao de dgua no reservatério, sendo S; e Sy as saturagoes a esquerda dos
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dedos 1 e 2, respectivamente, enquanto S;” e Sy correspondem as saturacoes a direita de

cada frente.

A partir das saturagoes a direita (S;" e Sy ), tragam-se retas tangentes & curva de
B-L, designadas por o7 e 0. O ponto de tangéncia entre cada reta e a curva é identificado
por S}, onde j = 1 refere-se ao dedo 1 e j = 2 ao dedo 2. Para comparagdo das inclinagoes,
a reta oy foi transladada para a origem do sistema, conforme ilustrado pela linha tracejada

em azul na Figura 11.

A partir da fundamentacao tedrica apresentada no Capitulo 2, iremos apresentar na

Tabela 2 as condigoes fisicas que serao utilizadas na abordagem matematica dessa secao.

Simbologia | Valor | Unidade | Pardmetro
KO, 1 - Permeabilidade relativa da dgua
kS 1 - Permeabilidade relativa do 6leo
Ny 2 - Expoente do Corey
Ny 2 - Expoente do Corey
Swe 0.0 - Saturacao de agua conata
Sor 0.0 - Saturacao de 6leo residual
Lo 1 Pas Viscosidade da agua
Lo 10 Pa s Viscosidade do 6leo

Tabela 2 — Tabela de valores usados para definir a fungao de fluxo fracionario.

Observacao. Foram tomadas densidades da dgua e do dleo p,, € p, de forma usual, porém
0s seus valores ndo intervém fortemente na equagdo de (B-L) na Eq. (2.40). Entretanto,
podemos observar pela equagao do fluzo fraciondrio na Eq. (2.44) que a viscosidade da dgua
e a viscosidade do oleo sdo relevantes. Enquanto a fisica do problema com o deslocamento

de cima para baivo, a densidade se torna critica no modelo, como foi bem explorado no
trabalho [1].

A andlise geométrica evidencia que oy possui inclinagdo superior a de oy. Conside-
rando que a velocidade de propagacao de um dedo é proporcional a inclinacao de sua reta

tangente associada, conclui-se que o dedo 1 desloca-se mais rapidamente que o dedo 2.
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Figura 11 — Representacio do caso I da demonstragao do Teorema 8 com S < S5 < S5 <
ST, onde temos a funcao de fluxo fraciondrio f, com S* o seu ponto de inflexdo, Slf 9 0
estado a direita do dedo 1 e 2 respectivamente e Sy, os seus estados a esquerda, onde a
linha tracejada mostra a reta de inclinacao de seus estados, o, para o dedo 1 e g para o
dedo 2 e o tracejado azul, a inclinagao de o, transladado para o ponto (0, 0).

Na Figura 12, ¢é realizada uma comparagao entre a saturacao de dgua na solucao
analitica e a solucao numérica obtida via RCD, analisando-se o perfil de saturacdo S em
funcao da posicao z. A linha azul corresponde a saturagao de 6leo na solugao analitica,
enquanto a vermelha representa a saturagao de agua na solugao analitica. Em tracejado,
sao exibidos os resultados numéricos para as saturagoes da agua e do 6leo simuladas pelo
RCD. Ambas as curvas exibem uma onda de rarefacao seguida por uma onda de choque,
padrao caracteristico do dedo 1 ao adotar S, = 0.1 e S; =1, condigdo que se alinha ao
caso I da demonstragao do Teorema 8, com uma rarefacao ligando S, a S} e um choque
de S a Si.

Observa-se que a simula¢do numérica reproduz com precisao o comportamento

analitico, demonstrando quantitativamente a dindmica de saturacao prevista teoricamente.
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Figura 12 — Comparacao numérica realizada pelo RCD com o resultado analitico do caso
I da demostragao do Teorema 8 com os estados a esquerda e a direita da agua tomados
como S, = 0.1, S =1 respectivamente no tempo t = 0.2.

A Figura 13 ilustra o caso II da demonstracao do Teorema 8, empregando a
fungao de fluxo fracionario da Eq. (2.44). As saturagoes a esquerda e a direita do dedo 1
sao denotadas por S| e S, respectivamente, enquanto para o dedo 2, utilizam-se S5

(esquerda) e Sy (direita).

A partir dessas saturacoes, tracam-se as retas tangentes a curva de fluxo fracionario:

o 0 (associada ao dedo 1), que conecta S a St;

« 0y (associada ao dedo 2), ligando S5 a S5, posicionado abaixo de S na curva.

Para comparacao direta das inclinagoes, a reta o; foi transladada até a origem do
sistema, representada pela linha tracejada em azul na Figura 13. A andlise geométrica
revela que a inclinagdo da reta o; supera a de 05. Como a velocidade de avango de um
dedo é proporcional a inclinacdo de sua reta tangente correspondente, conclui-se que o

dedo 1 propaga-se mais rapidamente que o dedo 2.
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Figura 13 — Representacao do caso II da demonstracio do Teorema 8 com S? < S, <
S3 < Sy, onde temos a funcio de fluxo fracionério f, com S* o seu ponto de inflexao, Sff 9
o estado a direita do dedo 1 e 2 respectivamente e 57 5 0s seus estados a esquerda, onde a
linha tracejada mostra a reta de inclinacao de seus estados, o, para o dedo 1 e g para o
dedo 2 e o tracejado azul, a inclinagao de o, transladado para o ponto (0, 0).

Na Figura 14, compara-se o perfil de saturacao analitico com resultados numéricos
gerados pelo RCD, analisando-se a distribuicao de S em funcado da posicao x. Foram

adotados os seguintes parametros de saturacao:

Saturagao a esquerda do 6leo: S = 0.8;

Saturacao a direita do dleo: S = 1;

Saturacao a esquerda da agua: S, = 0.2;

Saturagdo a direita da dgua: S, = 0.

A linha azul representa a saturacao analitica do dleo, enquanto a vermelha descreve
a saturacao analitica da agua. Os resultados numéricos, exibidos em tracejado, reproduzem
fielmente as curvas analiticas para ambos os fluidos, exibindo boa concordancia entre a solu-
¢ao analitica e numérica. Observa-se que o perfil de saturagao é constituido exclusivamente

por uma onda de choque, conforme previsto pela andlise grafica da Figura 13.
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Figura 14 — Comparacao numérica realizada pelo RCD com o resultado analitico do caso
11 da demonstragao do Teorema 8 com os estados a esquerda e a direita tomados como
S, = 0.2, Si = 0.0 respectivamente no tempo ¢t = 0.2.

Na Figura 15, apresenta-se a func¢ao de fluxo fracionario na Eq. (2.44) em fungao
da saturacdo. Nesta representacao, a saturacdo a esquerda S, posiciona-se abaixo do
ponto de inflexdo S* da curva, enquanto o ponto S; localiza-se inferiormente & saturagio
a esquerda do dedo 1 (S7). Esta configuragao ilustra o caso III da demonstragao do
Teorema 8, no qual as inclinagoes das retas oy e o9 correspondem as velocidades dos dedos

1 e 2, respectivamente.

Para comparacao direta das inclinagoes, a reta oy foi transladada até a origem do
sistema, representada pela linha tracejada em azul. A analise geométrica demonstra que a

inclinagao de oy é maior que a de o9, indicando que a velocidade do dedo 1 é superior a

velocidade do dedo 2.
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Figura 15 — Representacao do caso III da demonstracio do Teorema 8 com Sy < S < ST,
onde temos a funcao de fluxo fraciondrio f, com S* o seu ponto de inflexdo, Si 5 0 estado
a direita do dedo 1 e 2 respectivamente e S; 5 os seus estados a esquerda, onde a linha
tracejada mostra a reta de inclinagdo de seus estados, o1 para o dedo 1 e g9 para o dedo 2
e o tracejado azul, a inclinagao de oy transladado para o ponto (0,0).

A Fig. 16 ilustra o comportamento da saturagao associada ao dedo 1 em fungao da
posicao, conforme descrito no caso III da demonstracao do Teorema 8. Os pardmetros de

saturagao adotados sao:

 Saturacgdo a esquerda do dleo: S; =0.83 e Sf = 0.17;

 Saturagdo da agua: S, =0.16 e S;/ = 0.

O perfil resultante é composto exclusivamente por uma onda de choque, padrao
consistente com a previsao tedrica representada na Figura 15. Assim, obtemos uma
excelente concordancia entre a solucao analitica (linhas continuas) e os resultados numéricos

(tracejados).
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Figura 16 — Comparacao numérica realizada pelo RCD com o resultado analitico do caso
11 da demonstragao do Teorema 8 com os estados a esquerda e a direita tomados como
S, =0.16, S = 0.0 respectivamente no tempo t = 0.2.

Na Figura 17 apresentamos um exemplo numérico correspondente ao caso [ da
demonstracao do Teorema 8, que é caracterizado por um choque seguido de rarefacao,
onde o dedo 1 é representado por linha continua e o dedo 2 por linha tracejada. De
forma similar, a Fig. 18 ilustra o exemplo numérico do caso II, no qual ocorre apenas um
choque, mantendo a mesma representacao grafica para os dedos. O estudo abrangeu quatro
instantes temporais t = 0.05, 0.1, 0.2 e 0.3, permitindo observar a evolugao comparativa
dos dedos 1 e 2.

Os resultados, ilustrados nas Fig. 17 e 18, revelam que a frente de saturacao do
dedo 1 (representada por linhas continuas para éleo e 4gua) avanga mais rapido que a frente
de saturagao do dedo 2 (indicada por linhas tracejadas). Essa disparidade de velocidades
corrobora a relagao tedrica entre as inclinagoes da funcdo de fluxo fracionario na Eq. 2.44,

conforme estabelecido no Teorema 8.
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Figura 17 — Comparacao entre a saturacao de agua e 6leo do dedo 1 com a do dedo 2,
caso [ da demonstracao do Teorema 8.
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Figura 18 — Comparagao entre a saturacao de agua e 6leo do dedo 1 com a do dedo 2,
caso Il da demonstracao do Teorema 8.

Observagao. Devido a semelhanca da solucao entre o caso II e Il da demonstragio do
Teorema 8, com apenas uma onda de choque, a exemplificacio numérica realizada no RCD

do caso III serda omitida.
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4 ABORDAGEM NUMERICA BIDIMENSIONAL

Este capitulo aprofunda a analise da dinamica do dedilhado viscoso por meio de
simulagoes bidimensionais (2D). Inicialmente, apresenta-se o simulador numérico utilizado
para gerar as simulacgoes; em seguida, expoe-se a abordagem para gerar o mapa de
permeabilidades que aproxima a geracao do dedilhado viscoso; e, por fim, comentam-se os

resultados das simulagoes e a escolha dos dedos a serem comparados.

4.1 SIMULADOR FOSSIL

Neste trabalho, empregamos simula¢oes numéricas bidimensionais para investigar o
comportamento dos dedos. Para isso, utilizamos o FOam diSplacement SImuLator (FOS-
SIL), um simulador desenvolvido no Laboratério de Matemética Aplicada da Universidade
Federal de Juiz de Fora (LAMAP-UFJF). O FOSSIL foi concebido para ser um software ex-
tensivel, confiavel e versatil, acessivel a todos os pesquisadores do laboratorio. Seu objetivo
principal é simular escoamentos multifasicos com espuma em meios porosos, combinando
métodos numéricos avancados: um método hibrido misto de elementos finitos para resolver
o sistema de Darcy e um esquema de volumes finitos central-upwind para aproximar as
equagoes de transporte, além da aplicagao de um método adaptativo implicito no tempo.
Dessa forma, o software possibilita a realizacao de simulacoes para problemas com alta
heterogeneidade, fluxos compressiveis, efeitos de adsorcao e influéncias gravitacionais. Para

maiores detalhes sobre a implementagao, veja [10, 21, 29, 30, 33].

O software também foi utilizado em trabalhos analiticos para o estudo do des-
locamento de espuma em varias camadas horizontais com permeabilidades diferentes,
destacando-se os trabalhos de Castrillén Véasquez et al. [6, 7, 8]. Destaca-se ainda o estudo
feito em [30] por de Paula et al., que explora os impactos da adsorgao de surfactantes
em meios porosos heterogéneos e a eficiéncia da espuma na redugao da mobilidade do
gés. Como também, a pesquisa de Miranda et al. [28] em que se utiliza uma estrutura
de quantificacdo de incertezas para avaliar simulagoes de espuma multifasica em meios

POTOSOSs.

As equagoes governantes do fluxo bifasico imiscivel em meios porosos sao descritas
pelo balanco de massa e pela lei de Darcy generalizada para cada fase. O sistema de

equacoes desconsiderando a pressao capilar e assumindo que os fluidos sao incompressiveis:
a —
H(05.) + V- (i) =0, (41)

. krok
Uy, = — (Vpa), (4.2)

(o7

onde « identifica a fase (dgua w ou 6leo 0); S, representa a saturagdo da fase o [-];

Po denota a pressao da fase a [Pal; k., é a permeabilidade relativa da fase a [-]; pa
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corresponde a viscosidade dindmica da fase a [Pa s|; u, é a velocidade de Darcy da fase «
[m/s]; ¢ indica a porosidade do meio [-]; k é o tensor de permeabilidade intrinseca [m?];
g é a aceleracio gravitacional [m/s?] e z representa a coordenada de profundidade, com
Vz=1(0,0,1).

Desta forma, considera-se o meio poroso saturado, isto é:

Sy + S, = 1. (4.3)

Desta forma, vamos considerar o sistema (4.2)-(4.3) em duas dimensoes (z,y) €

0, 1] x [0, 1], assumindo o meio rigido (porosidade ¢ constante) simplificamos (4.1) e (4.2),

para:
0S5,
=0, 44
o) oy +V-id,=0 (4.4)
krok
Uy = — Vpa. (4.5)
Lo

A mobilidade de cada fase a é dada pela Eq. (2.36), enquanto a fung¢ao e fluxo
fracionario ¢ dada pela Eq. (2.39).

A velocidade total é dada por:
U=1Uy+ U, e U= —kA\Vp, (4.6)
onde p é a pressao global aproximada da Eq.(4.5), definida por:

P = PwAw + Polo. (47)

A equagao da saturacao da dgua, considerando u,, = uf,, pode ser escrita como [11]

0SSy
—— ==V - (ufy). 4.8
= (ufu) (18)
Neste trabalho, utilizamos simulagoes com o escoamento de agua em 6leo, a partir da
injecao de dgua pela fronteira a esquerda em um poco totalmente saturado de 6leo com
comprimento x = 1 e altura y = 1, com fronteiras superior e inferior sem fluxo, como
pode ser observado na Figura 19 e assim observamos o fenomeno dedilhado viscoso. Para

maiores informagoes sobre a implementacao, consultar [10, 21, 29, 30, 33].
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Figura 19 — Representacao esquematica do reservatério contendo inicialmente 6leo, com
injecao de agua a esquerda, utilizado nas simulagoes.

Observagao. Note-se que, a partir do modelo bidimensional (4.4)-(4.5), pode-se obter
a Eq. (2.40) no caso unidimensional, conforme realizado em Bakharev et al [2]. Nas
simulagoes desenvolvidas neste trabalho, optou-se por simplificar a fisica, de modo que
a pressao capilar nao foi considerada. Ressalta-se, ainda, que o fenomeno de dedilhado

viscoso origina-se essencialmente das forcas viscosas.

4.1.1 Mapas de Permeabilidade

Para simular o fenomeno de dedilhado viscoso em meios porosos, utilizou-se mapas
de permeabilidade que representassem um meio poroso estatisticamente homogéneo. Essa
estratégia visa reproduzir numericamente padroes de instabilidade, conforme abordado em

estudos prévios.

Como exemplos metodoldgicos, destaca-se o trabalho de Sorbie et al. [38], que utiliza
campos de permeabilidade heterogéneos baseados em estruturas aleatorias correlacionadas
(Randomly Correlated Fields — RCF), parametrizados pelo coeficiente de Dykstra-Parsons.
O estudo de Van der Meer et al. [41], que aplica um campo logaritmico aleatério para
gerar um permeabilidade com porosidade constante, também usando o coeficiente de
Dykstra-Parsons como parametro. E a pesquisa de Bakharev et al. [2], que emprega
um mapa de permeabilidade deterministico para a geracao de dedos, com uma condigao
inicial que gera uma pequena perturbagdo no momento inicial do reservatorio, permitindo

a comparacao de dedos entre diferentes simuladores.

Neste contexto, conduziu-se uma avaliacdo comparativa de diferentes configuracoes
de mapas de permeabilidade, com o objetivo de selecionar aquele que melhor atendesse aos
requisitos para estudo da geracao e propagacao de dedos. Esta selecao foi fundamentada a
partir da necessidade de uma boa formacao dos dedos, com padrées bem definidos, para

um estudo numérico e analitico de suas velocidades.
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Iniciamos com a tentativa utilizando um mapa perturbado por uma funcao senoidal
no inicio do reservatério, com o restante do mapa homogéneo. Para a implementacao do

mapa de permeabilidade senoidal no inicio do reservatorio, o Algoritmo 1 foi desenvolvido.

Algoritmo 1: Pseudocodigo para geracao de um mapa de permeabilidade

com perturbacao senoide.

Input: Dimensoes do grid: n, = 100, n, = 100.
Output: Arquivo output.dat contendo o mapa de permeabilidade.
Abrir o arquivo output.dat para escrita;

for k<~ 0ton,—1do

Calcular o ponto médio da linha: midpoint < k/2;
for j < 0ton,—1do

if j <5 then

Escrever 1 no arquivo;

else

if 5 <j <15 then

if £k > midpoint then

Calcular o valor da senoide:;

21k
d [ 0.5-sin [ — 1
senoide  value + sin (10()) +

Escrever senoitde_wvalue no arquivo;

else

Escrever 1 no arquivo;
end

else

Escrever 1 no arquivo;

end

end

end

end

Fechar o arquivo output.dat;
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Figura 20 — Mapa de permeabilidade 1 utilizando fung¢ao senoide no inicio do reservatorio.

Permeability_log10

Em seguida, utilizamos um mapa de permeabilidade aleatério baseado no coeficiente
de Dykstra-Parsons [14] amplamente utilizado na literatura devido & sua capacidade de

representar reservatorios estatisticamente homogéneos.

Definicao 8. O coeficiente de Dykstra-Parsons vd é uma métrica amplamente utilizada
para quantificar a heterogeneidade de um reservatorio, especialmente em contextos de
engenharia de petréleo. Definido por

om = /—In(1 —vd?) (Desvio padrao do logaritmo natural)
(4.9)
pn = In(kso) (Média do logaritmo natural)

onde vd denota o coeficiente de Dykstra-Parsons e ksy representa a mediana da permeabi-
lidade.

Para a implementagao do mapa de permeabilidade lognormal utilizando o coeficiente

de Dykstra-Parsons, o Algoritmo 2 foi desenvolvido:
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Algoritmo 2: Pseudocddigo para geragao de um mapa de permeabilidade

lognormal com base no modelo de Dykstra-Parsons.

Input: Dimensoes do grid: n, = 100, n, = 100;
Coeficiente de Dykstra-Parsons: vd = 0.5;
Mediana da permeabilidade: k5o = 0.5.
Output: Arquivo output.dat contendo o mapa de permeabilidade.

Calcular o desvio padrao do logaritmo natural:

O < /— In(1 — vd?);

Calcular a média do logaritmo natural:

Hin < 1H(7€50);

Criar uma matriz permeability field de dimensoes (n,,n,) com valores

lognormais;
permeability field < lognormal(ju,, o, (ny, ny));

Abrir o arquivo output.dat para escrita;
for linha € permeability _field do
for valor € linha do
Escrever valor no arquivo output.dat;
end
end

Fechar o arquivo output.dat;

Esse algoritmo calcula os parametros do campo log-normal com base nos valores
do coeficiente de Dykstra-Parsons (vd) e da mediana de permeabilidade (ksg), gerando
uma matriz representativa da permeabilidade do reservatorio e salvando-a em um arquivo

de saida no formato .dat.
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Figura 21 — Mapa de permeabilidade 2 utilizando o coeficiente de Dykstra-Parsons vd = 0.5
e mediana da permeabilidade k5q = 0.5.

Como o objetivo principal consiste na andlise dos padrées de dedilhado viscoso em
que os dedos estejam bem definidos, foi elaborado um mapa de permeabilidade aleatério,
que melhor atendeu ao objetivo de analisar os dedos, devido a consisténcia no avanco dos
dedos utilizando a linguagem de programacao Python para gerar um arquivo no formato

.dat. Para gerar o mapa de permeabilidade aleatério, utilizou-se o Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Pseudocddigo para geragao do mapa de permeabilidade
Input: Dimensoes do mapa: n, = 100, n, = 100

Output: Arquivo output.dat com valores aleatorios de permeabilidade
Abrir arquivo output.dat para escrita;
for k <1 to n, do
for j + 1 to n, do
Gerar nimero aleatério random__value no intervalo [0.8, 1.5];

Escrever random_wvalue no arquivo output.dat;

end
end

Fechar o arquivo output.dat;

O codigo acima cria uma matriz de dimensées 100 x 100, onde cada célula é

atribuida a um valor aleatério dentro do intervalo de 0.8 mD a 1.5 mD.
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Figura 22 — Mapa de permeabilidade com permeabilidade variando entre 0.8 e 1.5 mD.
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4.1.2 Geragao de dedos

Realizamos um estudo numérico observando a velocidade dos dedos em um meio
poroso com o mapa de permeabilidade aleatério, com a viscosidade da dgua pu,, = 1 [Pa
s] e a viscosidade do éleo p1, = 10 [Pa s], como reportado na Tabela 2, com o nimero de
pontos na malha espacial de 100 x 100 com o tamanho de passo na malha igual a 1 em
ambas as dire¢oes. O tempo final da simulacao foi igual a 1 com o tamanho de passo
no tempo de 0.01, com condigoes de contorno a esquerda de Neumann (definindo o fluxo
constante correspondente a 1 m/s) e a direita de Dirichlet (S = 0). As condigdes de
fronteira superior e inferior foram de Neumann com fluxo 0 na vertical. O tempo inicial
da simulacao é t = 0, enquanto o tempo final, quando o dedo atinge o final do reservatoério
(irrupcao ou breakthrough) é t ~ 0.44. Para visualizar os dados da simulagao numérica

usamos o software ParaView.

Optou-se por nao utilizar o mapa de permeabilidade perturbado por uma funcao
senoide no inicio do reservatério, pois os seus dedos apresentam uma estabilidade excessiva
e um formato que diverge do padrao observado de formagao de dedos, isto é, a perturbacao
nao precisa ser regular, nela existem ondas curtas e longas, por exemplo, no trabalho
de Bakharev et al [2] ver Figuras. 23(a) e (b). De maneira semelhante, o mapa de
permeabilidade lognormal, baseado no modelo de Dykstra-Parsons, foi descartado devido

a difusdo excessiva e ramificacdo dos seus dedos, ver Figuras. 23(c) e (d).
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(a) t=0.1

(¢) t=0.1 (d)t=0.3

Figura 23 — Evolugao temporal da simulagao 2D para dois cenérios: (a) e (b) correspondem
a um reservatério perturbado por uma fungao senoidal, enquanto (c) e (d) ilustram um
reservatério com permeabilidade lognormal, conforme o modelo de Dykstra-Parsons. Em
ambos 0s casos, 0 reservatorio se encontra inicialmente preenchido com 6leo, e a agua é
injetada a uma velocidade constante.

Desta forma, ao utilizar o mapa de permeabilidade aleatorio e analisar o reservatério
em cada instante ¢, avalia-se a dindmica entre o liquido injetado (dgua) e o fluido residente
(6leo). No tempo t = 0.1 ap6s a injecao inicial, conforme ilustrado na Fig. 24(a), observa-se
uma saturacao moderada de dgua na regido inicial (drea azul) e dominancia de 6leo no
final do reservatorio (drea vermelha). Entre essas zonas, surge uma regiao de transi¢ao

onde os fluidos interagem, com a dgua (menos viscosa) deslocando o éleo (mais viscoso),
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indicando a formacao de dedos ainda pouco definidos.

Na Fig. 24(b) mostra-se a evolugdo do padrao, a zona de mistura expande-se
significativamente, e os dedos comecam a obter uma forma mais definida. Contudo,
mantém-se proximos em posi¢ao, sem sobreposicao ou distingao clara entre si. A evolucao
torna-se mais nitida na Fig. 24(c), em que no instante ¢ = 0.3 os dedos diferenciam-se
em velocidade, criando vales entre si devido aos diferentes deslocamentos dos dedos. Esse
padrao acentua-se em ¢t = 0.4, como mostrado na Fig. 24(d), onde os vales alargam-se e
a disparidade de velocidades entre os dedos torna-se visualmente evidente. Por fim, em
t ~ 0.44, registra-se o breakthrough do primeiro dedo na extremidade do reservatério, como

pode ser observado na Fig. 24(e).
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(e) t=10.44 (f) Saturacao de 6leo no reservatorio.

Figura 24 — Evolugao temporal da simulagdo 2D de um reservatério usando um k variando
aleatoriamente no intervalo [0.8,1.5] mD, inicialmente contendo éleo onde é injetada dgua
a uma velocidade constante.
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5 APLICACAO DA ESTIMATIVA DA VELOCIDADE DOS DEDOS EM
CASOS 2D

Neste capitulo, aborda-se a estimativa da velocidade de propagacao dos dedos
a partir da simulagao numérica 2D, extrai-se informagoes sobre os estados a esquerda
e a direita do problema de Riemann para calcular a velocidade dos dedos por meio da

abordagem analitica apresentada no Capitulo 3, e comparam-se esses resultados.

Para o estudo comparativo, selecionaram-se dois dedos especificos, conforme ilus-
trado na Fig. 25 no tempo ¢t = 0.3, com o dedo 1 posicionado inicialmente a frente do
dedo 2, caracterizado por um formato bem definido e com menos efeitos difusivos. A
escolha do dedo 1 e 2 justifica-se por seu perfil de avanco mais definido, o que reduz
interferéncias de difusdo numérica e facilita a obtencao de resultados quantitativamente

confiaveis.

Figura 25 — dedo 1 e dedo 2 selecionados no reservatorio com mapa de permeabilidade
aleatério num tempo t =0.3, referente a Fig 24(c).

5.1 ESTIMATIVA DA VELOCIDADE NUMERICA DOS DEDOS

Para realizar o calculo da velocidade numérica dos dedos, foi definido um caminho
linear (Over Line do ParaView de x = 0 até z = 1) e foram extraidos os resultados da
média da saturagao da agua nessa linha, sendo y = 0.175 para o dedo 1 e y = 0.255
para o dedo 2 (linhas escolhidas no centro do dedo). No entanto, temos percebido que
um caminho linear ndo representa apropriadamente um dedo, dessa forma optamos por
definir n—caminhos lineares no dedo 1 e 2, sendo n a quantidade de células na vertical

que comportam o dedo escolhido.

Para o dedo 1 foram utilizados 7 Over Lines (linhas horizontais), enquanto no
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dedo 2 foram utilizados 6 Over Lines (linhas horizontais). Sendo importante tomar o
cuidado de tomar o meio de cada célula vertical, evitando tomar as fronteiras da célula para

utilizar a ferramenta Over Line, dessa forma evitando oscilagoes no resultado numérico.

Assim, tomando uma saturacao de 6leo fixa no meio da frente do choque nos tempos
t = 0.20,0.25,0.30,0.35,0.40, tempos abaixo de 0.2 foram omitidos pois a formacao de
dedo nao era evidente, ver esquema na Figura 26, foi calculada a velocidade numérica em
cada linha, depois calculou-se a média entre as linhas para cada tempo t, ver Tabela 3

para o dedo 1 e Tabela 4 para o dedo 2.

1

— t = 0.20s
0.9 e = (.25
t = 0.30s
0.8 | — t =0.35s |
et = (.40s
0.7 O S, fixa.
0.6 |
500.5 B
0.4
0.3 r
0.2
0.1}
O 1 1 il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T

Figura 26 — Esquema do calculo da velocidade numérica, com o perfil das saturagoes em
tempos diferentes com a saturacao fixa no choque para o célculo de velocidade.

dedo 1
Velocidade
t=0.20 | t =0.25 | t =0.30 | ¢t =0.35 | ¢t =0.40
1—linha 2.1500 2.1520 2.1667 2.2086 2.0625
2—linha 2.2100 2.2240 2.2333 2.2314 2.2500
3—linha 2.2350 2.2400 2.2567 2.2600 2.2500
4—linha 2.2200 2.2000 2.2333 2.2457 2.2275
5—linha 2.2300 2.2280 2.2333 2.2257 2.2500
6—linha 2.1750 2.2000 2.2233 2.2543 2.2650
7—linha 2.0900 2.1200 2.1633 2.2229 2.2675
Média | 2.188 2.195 2.216 2.236 2.225

n—linhas

Tabela 3 — Tabela de velocidades do dedo 1 agrupadas por tempo e niimero de linhas.
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dedo 2
Velocidade
t=0.20 | t =0.25 | t =0.30 | t =0.35 | t =0.40
1—linha 2.1150 2.1040 2.0667 2.0657 2.0375
2—linha 2.0950 2.1240 2.1067 2.0886 2.0750
3—linha 2.0950 2.1360 2.1300 2.1343 2.1150
4—linha 2.1450 2.1480 2.1633 2.1571 2.1475
5—linha 2.1000 2.1200 2.1233 2.1371 2.1300
6—linha 2.0050 1.9880 2.0433 2.0343 2.0825
Média | 2.093 2.103 2.106 2.103 2.098

n—linhas

Tabela 4 — Tabela de velocidades do dedo 2 agrupadas por tempo e nimero de linhas.

A partir dos valores de velocidade média dos dedos 1 e 2, extraidos das Tabelas 3
e 4, gerou-se a Figura 27. Nesta representacao grafica, o dedo 1 é identificado por uma linha
tracejada com marcadores em formato de quadrado (OJ), enquanto o dedo 2 é representado

por uma linha tracejada com marcadores em formato de circulo (o).

A disposicao dos dados permite comparar diretamente a evolucao temporal das

velocidades médias de cada frente, destacando a relagao dindmica entre os dois perfis de

avanco.
2.5 T T I
—o— Dedo 1
241 —0— Dedo 2 _
2.3 -
v
- —— T T —n
2 zm__ - — —p— —_— -
21l — ——O0—-—— 0 — — —0— — — —
> I 1 I
0.20 0.25 0.30 035 0.40

t

Figura 27 — Velocidade numérica calculada a partir do simulador FOSSIL considerando os
tempos t =0.20, 0.25, 0.30, 0.35 e 0.4 para o dedo 1 e 2.

5.2 ESTIMATIVA DA VELOCIDADE ANALITICA DOS DEDOS

Nesta secao, apresentamos os resultados analiticos fundamentados no Teorema 8.
Foram adotadas diversas abordagens para determinar as saturacoes a esquerda, S—, e a

direita, ST, com o intuito de estimar as velocidades correspondentes ao dedo 1 e dedo 2. Sao
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apresentadas aqui duas abordagens na determinacao dos estados do problema de Riemann
de cada dedo, sendo elas o célculo da area abaixo da curva da (método 1), apresentada
na subsec¢ao 5.2.1 e a posigao do choque sem perturbacao (método 2) apresentada na

subsecao 5.2.2.

5.2.1 Calculo da area abaixo da curva (método 1)

Para extrair os dados da simulacao numérica, usam-se os seguintes passos: primeiro,
define-se uma saturacgao de 6leo representativa da frente do choque. Para cada linha em
y, define-se o valor minimo e maximo da saturacao. Depois, calcula-se a média desse
intervalo para cada linha em y. Os resultados da saturac¢ao média do 6leo sdo mostrados
como pontos vermelhos na Figura 28 para t = 0.3, como feito em [6]. Assim, tragamos
uma curva em volta dos dedos para os tempos ¢ = 0.2,0.25,0.30,0.35 e 0.40, como pode

ser vista na Figura 28 a representacao dessa frente para o tempo t = 0.30.

1 T T T T
09} j
08} §
07} j
06 j
005+ g

04 .
ozl N .. .. o]
0.2 F ) : ' C A

01t ’ . -

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 X 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 28 — Saturacdo media da frente do éleo para o tempo ¢ = 0.3 (pontos vermelhos).
A linha verde destaca o dedo 1 enquanto a linha azul o dedo 2

Podemos observar na Fig. 28 a frente do dedo 1 e 2 representados pela curva em
verde e azul, respectivamente, onde os pontos contornados representam a curva da média

de saturacao em volta do dedo estudado.

Para calcularmos o valor da saturacao a esquerda S, foi utilizada uma integracao
dos valores contornados pela linha em verde (dedo 1) e azul (dedo 2) na Figura 28,
obtendo-se o valor da saturacao da area abaixo da curva, usando a seguinte expressao
1
So = 7/ Su(2)dz, (5.1)
0

sendo [ a distancia entre o primeiro e o iltimo ponto.

A saturagao a direita, S;, foi definida como S} = 0, correspondendo a um

reservatorio inicialmente saturado por 6leo. Utilizando os valores de saturacao a esquerda
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e a direita na solucao analitica, obteve-se o perfil de velocidades dos dedos, conforme
ilustrado na Figura 29. Na representagao grafica: o dedo 1 ¢ identificado por uma linha
com marcadores quadrados (). J4 o dedo 2 é representado por uma linha com marcadores

circulares (o).

—6— Dedo 1

—a— Dedo 2

2.158 —&— = —X

2.05

1.95 : . !
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 29 — Velocidade dos dedos a partir do cdlculo analitico do método 1.

Este resultado mostra que a velocidade do dedo 1 é maior que a do dedo 2 durante
todo o tempo calculado, porém a diferenca de velocidades é muito inferior ao esperado na
simulacao numeérica. No tempo t = 0.4, a diferenca de velocidade entre os dedos teve uma

melhoria consideravel.

5.2.2 Posicao do choque sem pertubagao (método 2)

Utilizamos a posi¢ao do choque do modelo sem perturbagao (B-L simples sem mapa
de permeabilidade aleatério), ao decorrer do tempo, para usar como posigao fixa para o
calculo das saturagoes do dedo 1 e 2, utilizando uma média da saturagao a esquerda e a
direita a partir desta posicao fixa, como pode ser observada na Fig. 30 e assim usa-la no

Teorema 8 e calcular suas respectivas velocidades.
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0.9 Dedo 1 ]
Dedo 2
0.8 Sem Perturbacao| 1

Figura 30 — Perfil da saturagao do 6leo, em preto do dedo 1, em vermelho o dedo 2, em
azul a frente da saturagao do 6leo sem perturbacao da permeabilidade.

Os resultados da Tabela 5 foram obtidos a partir desse calculo médio das saturacgoes
a esquerda e a direita, sendo todas do caso I da demonstracdao do Teorema 8, compostas
por uma onda de rarefacao seguida de uma onda de choque; caso a posicao fosse tomada
mais a direita, obteriamos os outros casos da demonstracdo do teorema, com apenas
uma onda de choque. Esta posicao é extremamente sensivel devido a saturagao a direita

influenciar drasticamente na velocidade do dedo.

Tempo | Velocidade dedo 1 | Velocidade dedo 2
t=0.20 2.20 2.15
t=0.25 2.22 2.15
t=0.30 2.31 2.18
t=0.35 2.43 2.16
t =0.40 2.60 2.15

Tabela 5 — Velocidades adimensionais analiticas no tempo ¢t = 0.20, 0.25, 0.30,0.35, 0.40
para o dedo 1 e 2.

A partir das velocidades médias obtidas (Tabela 5), gerou-se o grafico da Figura 31,
que compara a evolucao temporal das velocidades dos dedos 1 e 2. Na representacao
grafica, o dedo 1 é identificado por uma linha continua com marcadores em quadrado (OJ),

enquanto o dedo 2 é representado por uma linha continua com marcadores em circulo (o).
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Figura 31 — Velocidades analiticas utilizando posicao do choque sem perturbar, com a
velocidade do dedo 1 maior que a do dedo 2 (método 2).

Podemos observar que a velocidade do dedo 2 permanece praticamente constante
desde o tempo inicial de geracao do padrao de dedos em t = 0.2 até o tempo de t = 0.4,
enquanto o dedo 2 obteve um aumento de velocidade ao chegar perto do tempo de

breakthrough.

5.3 ESTIMATIVA DAS VELOCIDADE DOS DEDOS

Nesta secao, iremos comparar os resultados analiticos, obtidos na Subsecao 5.2.1 e

5.2.2 com os resultados numéricos obtidos na Segao 5.1.

5.3.1 Comparacao do resultado analitico (método 1) com o numérico

Nesta subsecao iremos demonstrar os resultados obtidos comparando a velocidade
encontrada no calculo da velocidade analitica utilizando o cédlculo da integral da area
que representa a média de saturagao dos dedos com a velocidade obtida no calculo da

velocidade numérica dos dedos.

A Figura 32 apresenta a comparagao entre as velocidades obtidas de forma analitica
(método 1) e as velocidades numéricas, conforme abordado na se¢ao 5.1. Na figura, a
linha continua representa as velocidades analiticas, enquanto a linha tracejada indica as
velocidades numéricas. Em ambos os casos, os marcadores quadrados ([J) correspondem
as velocidades referentes ao dedo 1, e os marcadores circulares (o) as velocidades referentes
ao dedo 2, referentes ao tempo ¢t =0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40.
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Figura 32 — Comparagao da velocidade analitica com a drea abaixo da curva (método 1)
representada pela linha continua com a velocidade numérica representada pela linha
tracejada, com quadrado representando o dedo 1 e circulo representando o dedo 2.

Embora a ordem que estabelece que a velocidade do dedo 1 seja maior que a
do dedo 2 seja mantida, observa-se que o método analitico 1 ndo é o mais adequado
para determinar os valores dessas velocidades. Isso ocorre porque os resultados obtidos
apresentam velocidades excessivamente proximas entre si, além de divergirem dos valores

fornecidos pela solucdo numérica.

Usando a equacao do erro percentual relativo para comparar as velocidades médias
obtidas pelos métodos analitico e numérico, constatou-se que o erro aproximado foi de
E,1 ~ 2.55% para o dedo 1 e E,5 ~ 1.82% para o dedo 2.

5.3.2 Comparacao do resultado analitico (método 2) com o numérico

Nesta subsecao, iremos apresentar os resultados obtidos comparando a velocidade
encontrada no calculo da velocidade analitica utilizando a média das saturagoes a esquerda

e a direita, definindo a saturacao S* e S~ para utilizar no modelo analitico.

A Fig. 33 compara as velocidades dos dedos numéricos (linhas tracejadas) com
as velocidades analiticas (linhas continuas). Inicialmente, observa-se uma concordancia
significativa entre os modelos, com o dedo 1 (representado por marcadores quadrados, [J)
exibindo velocidade superior a do dedo 2 (marcadores circulares, o), conforme previsto

analiticamente. O erro relativo entre as abordagens é de aproximadamente 5%.

Contudo, proximo ao breakthrough, a velocidade analitica do dedo 1 aumenta
abruptamente, enquanto a do dedo 2 mantém-se aproximadamente constante até o final

do reservatorio.
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Figura 33 — Comparacao da velocidade analitica utilizando a posicao do choque sem
pertubacao com a velocidade numérica obtida no FOSSIL.

O aumento abrupto da velocidade do dedo 1 ocorreu devido ao aumento da saturacao
a direita ST, j4 que a saturacao a direita é extremamente sensivel em relacdo a velocidade,
pois esta intrinsecamente ligada a inclinacao da reta tangente, como pode ser observada
na Fig. 11; qualquer pequena alteragao nela altera drasticamente a velocidade do dedo;
a saturacao a esquerda S~ estd ligada a rarefagdo, logo sua alteracao nao influencia na
velocidade do dedo, podendo assim tomar a média da saturacao a esquerda a partir
do ponto que melhor representar a realidade fisica sem alterar o resultado de forma

significativa.

Utilizando a equacao do erro percentual relativo para comparar as velocidades
médias obtidas pelos métodos analitico e numérico, verificou-se que o erro aproximado foi
de E,1 ~ 5.71% para o dedo 1 e E,» ~ 2.87% para o dedo 2.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, realizamos uma investigacao analitica e numérica do deslocamento
de um fluido mais viscoso por um fluido menos viscoso em um meio poroso, fenémeno
conhecido como dedilhado viscoso, decorrente da instabilidade de Saffman-Taylor. Para
isso, propusemos uma modelagem matematica simplificada que considera apenas a diferenga
de viscosidade entre o fluido residente e o fluido injetado, representados por dois dedos com
seus respectivos estados a direita e a esquerda, indicando a troca de massa entre os dedos,
desconsiderando os efeitos das forgas capilares. A partir dessa abordagem, obtivemos um
resultado analitico para a velocidade das frentes, definindo as condi¢oes sob as quais um
dedo se encontra a frente do outro. A validacdo dessa andlise foi realizada por meio de
simulagées numéricas 1D, obtendo uma excelente concordancia com a solucao analitica.
Também foi realizada uma comparacao entre simulagoes 2D e a solucao analitica a partir
de estimativas das saturagoes iniciais e de injecao, que apresentaram um erro percentual
relativo de, no méximo, 5% na estimativa das velocidades, evidenciando que, mesmo com

sua simplicidade, o modelo proposto capta adequadamente o fenémeno estudado.
Esta investigacao pode ser estendida em trabalhos futuros, visando:

A inclusao do termo de troca de massa, omitido neste estudo, pode enriquecer
a modelagem apresentada ao proporcionar uma compreensao mais aprofundada sobre
a interagao entre os dedos no reservatorio, permitindo uma estimativa mais precisa de
suas velocidades. Além disso, ampliar o estudo dos limites do resultado analitico por
meio de testes em diferentes regimes, simulagdes em reservatorios de maior extensao e da
incorporacgao da pressao capilar ao modelo, o que pode contribuir significativamente para

uma melhor caracterizacao do fendmeno.
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